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1. Najdéte vlastni ¢isla a ptislusné vlastni vektory matice A.

31 -1 1 2 =2 4 -2 1
(aA=|0 2 0|,b)A=|{-1 0 2 |,(c)A=|-1 5 -1|.
1 1 1 -2 2 1 -4 8 -1
Reseni: (a)
31 -1 3-4 1 -1
det||0 2 O |-AE|=detf] 0 2-4 0 = B-AD2-AH)(1-A)+2-A=
1 1 1 1 1L 14 )%

=2 +61°—121+8 = 0, to je algebraickd rovnice 3. stupné, zkousime hledat

podminka na
vlastni ¢isla

celociselné koteny, po vylouceni +1 nalézdme (metodou hadani a ovéfovani vypoctem
Hornerovym schématem) trojnasobné vlastni ¢islo 4,,,=2.

Rovnice na vlastni vektory vede na soustavu rovnic, jejimz feSenim jsou koeficienty vlastniho
vektou u (pfipomenme, Ze homogenni soustava linearnich rovnic ma vzdy feSeni, v tomto
ptipadé vzdy nekone¢né mnoho, nebot’ pfedchozi podminka si vynuti singularni matici):

3-4 1 —1)(w) (0) (3-4 1 -1) (1 1 -l
0 2-2 0 |[u|=|0]|;] 0 2-2 0 [=/0 0 0|~(1 1 -1,
1 1 1-A 0w, ) 0 1 1 1-4) (11 -1

Reseni je dvojdimenzionalni, zpiisob nalezeni baze fedeni je latkou kapitoly o soustavach
linedrnich rovnic, jedno z moznych tvari feSeni je napft. (uy, uo, usz) =r(1, 0, 1) +s(0, 1, 1).
(b): Dalsi fe3eni jiz uvedeme struénéji, postup je obdobny: det(A—-AE)=-2>+24"+51-6
skoteny 4, =1, A4 =3, A =-2,pro kazdy kofen dostaneme jinou soustavu rovnic,

uvedeme jiz jen vzdy vychozi matici soustavy, vysledek po upravé GEM a mozny tvar feseni:

0o 2 -2

-1 1 0
A=1:-1 -1 2 ~( L 2j,bézefe§eni(u1,uz,u3)=(l,1,1),
-2 2 0
-2 2 =2
-3 -1 0 L
A=3:]-1 -3 2 |~ { 3 5 , baze teseni (vi, v, v3) =(—1, 3, 5),
-2 2 =2

3 2 2
A=-1:-1 2 2 ~(1 0 1J,bézefeéeni(wl,wz,W3)=(2,—1,2).



2. Rozhodnéte, zda je matice A podobna diagonalni matici.

-1 -3 3 1 2 2
(@ A=[-2 -1 2[,()A=|1 2 -1|.
2 -3 4 11 4

Regeni:
(a) charakteristicky polynom ma tvar —A° +24° + A -2, vlastni ¢&isla jsou 1, 2 a —1. Protoze

plati tvrzeni, Ze ma-li matice navzajem rizna vlastni ¢isla, je podobna diagonalni matici, je 1
matice A podobné diagonalni matici.

b) charakteristicky polynom ma tvar —A° + 71> =154 +9, vlastni &islajsou 4, =1, A,, =3.
2,3

V této fazi vypoctu nemizeme o podobnosti s diagondlni matici rozhodnout, protoze
predchozi zminéné tvrzeni neplati obracené. Musime ke kazdému vlastnimu ¢islu zjistit
dimenzi prostoru vlastnich vektort:

0 2 2 0 11
A=1:1 1 -1|~ , dimenze feseni je 1,
-1 1 2
-1 1 3
-2 2 2
A=3:1 -1 -1|~(-1 1 1), dimenze feseni je 2.
-1 1 1

Protoze plati tvrzeni, Ze pokud jsou dimenze podprostort vlastnich vektori rovny
nasobnostem jim odpovidajicich vlastnich ¢isel, je ptislusnd matice podobna diagonalni
matici, je i matice A podobna diagonalni matici.

3. Rozhodnéte, zda existuje baze v R, vzhledem k niZ je matice linearniho zobrazeni

A: R’ -5 R* diagonalni. Najdéte tuto bazi a odpovidajici diagonalni matici.
(a)A4(a,b,c)=("2a+2b+c,a+2b—c,2b—c),
(b)yA(a,b,c)=(b—c,—a+2b+c,2a+b+c),

Reseni: (a) Matici linearniho zobrazeni vzhledem ke standardni bazi najdeme ze vztahu

AX =Y kde A je hledana matice linearniho zobrazeni, X a Y jsou jednosloupcové matice ze

soufadnic pfedmétu a obrazu (v té standardni bazi), matici najdeme bez poc€itani, uvedeny
vztah ma tvar (soutradnice vektori jsou ve standardni bazi rovny koeficientim vektort):

-2 2 1)\|a 2a+2b+c -2 2 1
1 2 -1||b|=| a+2b—c |,kde A=| 1 2 -—1] jematice linedrniho zobrazeni.
0 2 -1)lc 2b-c 0 2 -1

Charakteristicky polynom matice A je (2+4)(2—-A)(1+ A), vyjde pfimo v tomto tvaru, takZe
odpada hledani jeho kotent, kterd jsou 4, =2, A, =-2 a A, = -1, prislu$né vlastni vektory

-4 2 1

1 0 -1
A=2:1 0 -1|~ (0 5 3), baze teSeni (u;, uz, uz) = (2, 3, 2),
0 2 -3



0 2 1
A=-2:1 4 -1 ~( J,bézefeéeni(w,vz,V3)=(6,—1,2),

1 0 -3
0 2 1
2 2
1 0 -1
A=-1:1 -1 -1|~ 01 o , baze teSeni (w1, wy, w3) = (1,0, 1).
0 2

Hledanou matici pfechodu mezi bazemi a zaroven transformacni matici mezi matici A a
podobnou diagonalni matici D tvofi sloupce (vybranych) vlastnich vektora, hledanou bazi
najdeme z transformac¢niho vztahu mezi ptivodni (zde standardni) a hledanou bazi:

2 6 1 2 6 1
P={3 -1 0|; (f,.fp.fs)=(e,e,,e)P=(({,0,0),(0,1,0),(0,0,1))| 3 -1 0]|=
2 21 2 2 1

=((2,3,2),(6,—-1,2),(1, 0, 1)), baze mnozinové zapsana E = {(2, 3, 2), (6,1, 2), (1, 0, 1)}.

Poznamka: Na tomto ptikladu je vhodné si ovéfit také platnost maticového vztahu PD = AP,
kde D je diagonalni matice s vlastnimi Cisly na diagondle (viz odpfednasena teorie k linearnim
prostortiim se skalarnim souc¢inem). Zminény vztah si zapamatujete snadno, kdyz si
uvédomite, Ze rovnosti po jednotlivych sloupcich jsou vlastn€ vztahy mezi vlastnimi Cisly a
vlastnimi vektory A;u; = Au; kde 4; je vlastni Cislo a u;, je odpovidajici vlastni vektor. Také si
vyzkousejte, platnost transformaéniho vztahu D = P™'AP, pro pohodli &tenafe a pro kontrolu
uvadime jesté inverzni matici

. -1 -4 1
P'=—|-3 0 3
12
8 8 =20
0 1 -1
(b) Postupem stejnym jako v (a) najdeme matici zobrazeni A=| -1 2 1 |,
-2 1 1

charakteristicky polynom vyjde —A° +34* —4, vlastni &isla jsou 4, =—1a 4,, =2.

1 -1
1 0 1
A=-1:-1 3 1 ~[O . Oj,bézefeéeniUZ(ul,uz,u3)=(1,0, 1),
-2 2
-2 1 -1
-1 0 1
A=2:-1 0 1 ~[ 3 1 0},bézefe§eniv=(v1,vz,V3)=(l,3,1).
-2 1 -1

Protoze (dvojnasobnému) vlastnimu ¢islu 2 odpovida pouze jednodimenzionalni podprostor
vlastnich vektoril, matice A neni podobna diagonalni matici. Nalezneme tedy alespoii
transformacéni matici, transformujici matici A na Jordantiv kanonicky tvar. Definujeme

v = v jako prvni vektor fetézce zobecnénych vlastnich vektorti a spocitime druhy vektor v,
ze soustavy



2 1 -1]1

1 0 -1]-3
-1 0 1 |3]|~ (0 | 3 ‘ SJ , jedno z feSeni je naptiklad (=3, —5, 0). Transformacni
-2 1 -1]1

matice P bude sloZena ze sloupcti u, v; a v, a pomoci ni vyjadiime Jordantv kanonicky tvar
A,

1 1 -3 . -5 3 40 1 -1)y1 1 -3 -1 0 0
P=0 3 -5, P’IAP=§ -13 6 13||-1 2 10 3 -5|=0 2 1
1 1 0 -6 0 6/)\-2 1 1,1 1 O 0 0 2

4. Najd¢éte vlastni Cisla a ptisluSné vlastni vektory, resp. fetézce zobecnénych vlastnich
vektort matice A. Najdéte Jordanovu kanonickou matici, jiz je matice A podobna.

21 0 30 -1
(@) A=[1 2 —1|, b)A=|2 2 -2/,
01 2 1 0 1

Tento ptiklad se fesi obdobné jako 3. (b), feseni se tu snad vyhledové objevi.



