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1. Ovéite zda nasledujici vztahy definuji skalarni souéin na linearnim prostoru R’

(@) (x1, x2, x3)-(V1, Y2, ¥3) = x1y1 + x203 + 2x3)2

(b) (x1, X2, X3)-(V1, ¥2, ¥3) = X1y1 + X2y2 + 4x3ys + X013 + x3)2
(c) (x1, X2, X3)-(V1, V2, ¥3) = X101 T X2y2 + 4x3y3 — X203 — X302
(d) (1, x2, X3)-(V1, ¥2, ¥3) = X101 + X202 + X393 +2x0y3 + X302

(a) neplati komutativita; (b) ano; (c) ano; (d) ano;

nutno ovérit platnost vSech axiomi platnych pro skalarni soucin, pokud zjistime neplatnost
jediného, zbylé jiz neni tfeba ovétovat. Komutativita bude zachovéana, pokud vyraz bude
symetricky vzhledem k zdmén¢ x>y, tedy je-li naptiklad ve skalarnim soucinu ¢len x,y3, musi
byt také obsazen podobny ¢len x3), se stejnym cCiselnym koeficientem. Distributivni zdkon
a axiom nasobeni konstantou si vynuti, ze v kazdém c¢lenu skalarniho souc¢inu musi byt vzdy
pravé jeden koeficient z prvniho a pravé jeden z druhého vektoru. Posledni axiom, podle
kterého je skalarni soucin vektoru sama se sebou vétsi nebo roven nule, se ovéiuje vySetienim
smiSenych clent (¢lenl s nestejnymi indexy, pouze ty mohou nabyvat zapornych hodnot)
ajejich porovnanim s ¢leny se stejnymi indexy, které vtomto piipadé¢ vyjdou s druhou
mocninou a budou proto vzdy kladné.

Napt. (b) (x1, x2, x3)-(x1, X2, X3) = x12 + x22 + 4x32 + 2xox3 = xlz + (o + 2X3)2 — 2x5x3, zapornych
hodnot miize nabyvat pouze posledni Clen a to pouze tehdy, budou-li ¢leny x,, x3 nabyvat
nenulovych hodnot a stejnych znamének. Prozkoumejme tento piipad: druhy vyraz (x + 2x3)*
obsahuje kromé vyrazli s druhymi mocninami také smiSeny c¢len 4xx3, ktery je v tomto
piipad¢ kladny a v absolutni hodnoté vzdy vétSi nez posledni ¢len —2x,x3 se zadpornym
znaménkem, vysledek proto bude vzdy kladny. Podobné¢ se vySetii ostatni ptipady.

2.V linearnim prostoru polynomi nejvyse 2. stupné je definovan skalarni souc¢in pfedpisem
(Cl])C2 + b])C + c1)-(a2x2 + bzx + Cz) = a1dr + b]bz + 20102 + b]Cz + C]bz.

(a) Najdéete ortonormalni bazi tohoto linearniho prostoru, kterd obsahuje polynom x — 1.

(b) Spoctete thel polynomii P H2x—la2+x+1.

(c) Spoctéte parametr a tak, aby polynomy YHx+laxr*+ax—a byly na sebe kolmé.

(d) Najdéte ortonormalni bazi podprostoru W = <x2 +Lx+1,2x" —x+ 1> .

(e) Najdéte vektor z W = <x2 +1, —x* + x> ktery je kolmy k vektoru 2x* + 2x — 1 a ma
velikost 1.

(f) Najdéte bazi ortogonalniho doplitku k podprostoru W = <x2 +1L,x+ 1> .

(a) Zvolime (jakoukoliv ale jednoduchou s ohledem na snadnost vypocti) bazi: {x +1, 1, xz} ,

ortogonalni bazi najdeme ortogonaliza¢nim postupem Schmidta a Grama (vSimnéte si, ze
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teCkou znac¢ime skaldrni soucin, ktery je nutno provést podle predpisu v zadani):
it=b=x+1,
v=b— {fﬁ:l—L( ERX—UZL—zjl(—UZX,
=] =1
_ — bu_ b-v_ x*(x-1) x*x 0 0
=ph, — 3_uu— 3_ v:xz— (x—l)— x:xz——(x—l)——x=x2,
Sl e -1 i : .

vektory jesté vydélime jejich velikostmi, aby vyslednd baze byla ortonormalni:
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(b) cosa = a-b z(x2+2x—1)-(2x2+x+1)=2+2_2+2_1:L
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(d) Nejprve najdeme bazi W (pomoci GEM v fadkovém podprostoru, W je zadana jako
linearni obal generatora ale nevime, zda jde o bazi):
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dale pouzijeme Schmidtiv-Gramiv proces, podobné jako v (a):
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a jelikoz v zadani byla pozadovéana ortogonalni baze, vydélime velikostmi vektord,
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(e) Hledany vektor napiSeme jako obecnou linedrni kombinaci vektori baze z podprostoru W
a vyjadiime podminku na kolmost k zadanému vektoru:

[a(x2+l)+ﬁ(—x2+x)]-(2x2+2x—1):(x2(a—ﬂ)+ﬂx+a)-(2x2+2x—1):
=2(a-pB)+2f-2a-B+2a=2a-B=0,za B tedy dosadime 2 a vyd&lime
velikosti: a(x2 +l)+ 2a(—x2 + x) = a(—x2 +2x+ 1),

a(—x2+2x+1) a(—x2+2x+l) 1

Ha(—x2+2x+4)H= VT =\ﬁ7(—x2+2x+1)

(H) (ax2 +bx+ c)-(x2 + 1) =0; (ax2 +bx+ c)-(x+ 1)=0, po provedeni skalarnich sougint
a+2c+b=0; b+2c+b+c=0,pozjednoduseni a+b+2c=0; 2b+3c=0, to je
homogenni soustava linearnich rovnic, koeficienty b a ¢ baze feSeni ur¢ime z druhé

rovnice napiiklad jako b=3; ¢ =-2 a z prvni rovnice dopocteme a =1, vysledna baze je
{ X2 +3x-2 } .



