4. Upravy algebraickych vyrazii

4.1. Mocniny s celym exponentem. Pro libovolné realné ¢slo @ a kazdé piirozené ¢islo n
je definovdna n-td4 mocnina &isla «

*=a-a-a--a
N e’

n-krat

(islo @ se nazyva zdklad mocniny, n se nazyvd exponent (mocnitel). Pro ¢ # 0 definu-
jeme

a -at=a’*’
a e =a""°
(") =a"*
(a-b)y =a" -b"
a\" @

5) =%

4.3. Odmocniny. Ke kazdému nezgpornému éfslu @ a ke kazdému piirozenému ¢islu n existuje
pravé jedno nezdporné &islo z tak, ze
" =a.

(islo z se nazyvd n-t4 odmocnina z éisla a aznadise ¥, kde a je zdklad odmocniny
a n je odmocnitel. Je-li n liché, definujeme n-tou odmocninu ze zaporného reilného ¢isla a

predpisem
Va=~1|al.

Plati tedy vztah

Ya=b<=>a=0b" proa€Rané€N,pokuda>0Vnliché

4.4. Pravidla pro poéitani s odmocninami:

%'V: Va-b, a>0Ab>0Vnliché
Va _
-

m n

(Va)" = ¥Vam, (¢>0Vnliché)A(a#0AmeZVmeN)
Va= "Yar, (a>0Vnliché)ApeN

’\1/%, a>0Ab>0Vb>0Anliché
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Poznamka: Nezaménujte pojem
.n-ta odmocnina z &isla ¢ (je jedind)
$ pojmem
Lkofen rovnice " = a* (kofenu je praveé n).

Napi. V4 = 2. kdeito 2° =4 = 21 = =2, =2.

4.5. Mocniny s racionalnim a realnym exponentem. Definujeme

a"m = Yam proa>0,meZ,neN

Mocninu a” lze definovat i pro libovolué = € R. Vzorce z 4.2 pak plati pro a,b > 0 a vechna

r.seR.

4.6. Algebraickym vyrazem rozumime kazdy zépis. ktery je spravné utvoren podle pravidel
pro zapisy &isel, promeénnyel. vysledku operaci a hodnot funkci. Definiénim oborem vyrazu
je mnozina viech ¢isel, pro které ma vyraz smysl. Uprava vyrazu je nahrazeni daného vyrazu
vyrazem jinym, ktery je definovan a nabyva stejné hodnoty jako dany vyraz pro kazdé &islo z
definicniho oboru daného vyrazu.

Vyraz

i
ap + apv + asr® + a2’ kdeag, ay.....q, €R.a, # 0|

se nazyvd polynom nebo mnohoélen n-tého stupné (n = 0.1.2....) redlné proménné
z.Jedi n =0 a ay = 0, pak mluvime o nulovém polynomu. Kofen polynomu je kazdé
redlné &slo, po jehoz dosazeni za proménnou z do daného polyvnomu a provedeni piislusnych
algebraickych operaci dostaneme 0.

P#i dpravach v¥razu pouzivime nasledujici vztahy, platné pro a.b € R a n € N:

(a£b)*=a>+2ab+ 1
(¢ ) = a® £ 3¢*b+ 3ab®> £ H*
P00 = (a+b)(a-0b)
a®+ b = (a£b)(a® Fab+b*)
a" =0 =(a—Db) (@ '+ a4+ TV 4 a0

a"+b0" =(a+0)(a L@ a0 = =@ 0T L je-li m liché
(a :‘: b)n — n (I” :}Z n {ln—lb + n (ln—f_’b‘_’ Ii: . + (__l’)n—l n (l,’)"_l + (_1)71 n bn
0 1 2 n—1 n
. (n - . .
= Z(—l)‘ I a"F bt (tzv. binomicky vzorec - viz kap. 13)
k=0

Pozor! Vyraz «”® + b* se v R nedd rozlozit na souéin.
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4.7. Resené priklady. Pfi tipravich vyrazi je vzdy soucdsti feseni ilohy stanoveni podminek,
za kterych jsou definoviny viechny operace obsazené v daném vyrazu a v celém feseni.

1. Upravte
P (=2ab*)? - (32a%b)?

62a12pl4
Reseni: Aby zlomek mél smysl, musi platit a # 0, b # 0. Upravime pouzitim vzorci 4.2
a postupné dostaneme
(—2ab°)® - (3%a®b)*  (=1)°2%a*(b°)% - 9%(a®)’b>  —8-81a°b'°a®’
62a12p14 - 36al2b14 - 36a'2b14

3 -
= —18aPHE1ZII1 o 180t = 18 (k> .
a

b 3
Vysledek: —18 <~> pro ab # 0.
a

2. Upravte

<1+\/§ \/5)2
V2 oo1-v2)

Reseni: Pievedeme na spoleéného jmenovatele, upravime a umocnime:

(1+ﬁ_ V2 )2_( 1-2-2 2_( —3 )2_ 9
V21 -v2) \V2(1-v2)) T \V2-2) T 2-4/2+4
9 9

T6-4/8 23-2v7)
Posledn{ zlomek rozififme &fslem 3 + 2v/2 a dostaneme
9 1 34+2v2 9 3+42v2 9

— : =2 = 23+ 2V9).
2(3-2v2) 505 3423 oow —aB3t2vY)
Vysledek: -3—(3-}-2\/;2_)

9
2

3. Upravte

&
Ya/a

Reseni: Aby zlomek mél smysl, musf platit @ > 0. Pfepiieme na mocniny s racionalnim
exponentem a pouzijeme vzorce 4.2:

-1

3 -1

v/ av/a /2, 41/6 -

Va _f{a a _ (. 17241/6=173-176\ "' _  _1/6

3/ - al/3 . ql/6 = \a =a :
av/a

Nyni pouZijeme 4.1 a usmérnime, tj. odstranfime odmocninu ze jmenovatele:

e L a®/é Va5

al/s ad6 g

a

6/_a5

Vysledek:

pro ¢ > 0.
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4.

n

Upravte
R A S|

x4 - 22241

Reseni: Aby mél zlomek smysl, musi platit z¢ — 222+ 1 # 0 <= 2 # +1. Rozlozime
Citatele a jmenovatele a zkratime:

-t -+l w(x'-1)-(22-1) (22— 1)(x - 1) 1
Tt =202+ 1 (2% - 1)2 T(e-1)(z-1)(x4+1) x4+1°
, 1
Vysledek: [ pro r # +£1.
x
. Upravte
4a> - 3a+5 - 1-2a 4 6
ad -1 a>+a+1 1-—-a’

Reseni: Aby 1. a 3. zlomek mély smysl, musi platit @® — 1 # 0, coz je v R ekvivalentni
nerovnosti « # 1. Nejprve pievedeme na spole¢ného jmenovatele a potom (druhy fadek)
v Citateli roznasobime a slouc¢ime:

44> - 3a+5 1-2a 6  d4a’-3a+5-(a—1)(1-2a)+6(c*+a+1)
a’ —1 _a,3+a+1+1—a_ ad -1
_4a’—3a+5-a+2a+1-2a+6a%+ 6a+6
B a® —1
—-12a 12a

Tad-1"  1-a"

12a

Vysledek:
yslede —

pro a # 1.

. Délte

542t -5+ 1
2420 -2 '

Reseni: Délime-li mnohoélen M(z) nenulovym mnohoé¢lenem N(z), jehoZ stupen je
nejvyse roven stupni polynomu M (z), pak analogicky jako u éfsel plati rovnost

M(z)
N(z)

kde Q(z) je podil a R(x) je zbytek po délen{; pfitom zbytek je bud nulovy polynom nebo
Jeho stupeii je mensi nez stupei polynonu N(z).

Nyni provedeme déleni; piitom predpokladdme, ze plati z2+22-2#£ 0 <= 2 # —1+V3,
aby zlomek mél smysl:
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(254224 4024+ 2> —Ba+1):(z?+20-2)=2+20 -3

2% 4 204 — 228
- - 4

23+ 2> -5z 41
2x3 + 42? — 42
- - 4

—322— 241
~322—-62+6
+ + -

S — 5

Podil je tedy 2+ 2z — 3 a zbytek je 52— 5.

=5
be =5 pro z # —1++/3.

Vysledek: 3 + 22 — _
ysledek: z° + 2z 3+$2+2$“2

4.8. Netresené priklady.

e Upravte a uvedte podminky, za nichZz maji uvedené vyrazy smysl:

—_

<3a3b2>3 (2(11:2)3_ ( 4a’ )2
5x2y3 3b2y ) "\ 5b%yb
) §(2a2b3>2 (33:23,)3

T4\ 3z3y2 5a2b

5 (Qazv 31).1:)_ 9b2z
"\ yz ay/) 8a’zy

a’b ¢ 1 2
4. N B e
< c b> (ab m)
N S
V2+V3-5

o (1073 .8-1/2)77 /24

(/2415 8

o

a b 92/ ]
7. ﬁ_\/__ Mj—-——b;a,bzo,a#b
Va—+b a—b ]
1 - 7 3 3 r r =" )
8. \/5+ VT 3+ 4a 2;03““
l+vz 1-yz 1-2 -z ]

o

-2
5 \/E a2
T al/3

a*b? l
— abzy £ 0
[ 10 7 ]
9 3

. vb/‘.
[125@33/’ abey # O_j

[16a2m3
3by 22

tabyz #0

a3b? ]
vabem # 0
™m ]

[2ﬁ+ 3v2+ V30 ]

12

[4 V|

25

J

[lsa”; a>0]
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0. (24 9)2 (24 )72 Je2 g2 = 2y
1 < a b +1).< a b +1)
’ a—}-b+u~—b "\Na-b a+b

12.

13, — <1+ ¢ ) 1 (1+ b )
, Ta=b a+b a+0b a—>b
(
' a a® a at
| u.@+—+—ﬁ~@——)-, ,
ro x ad — a3

=2t —a 42
42— =27

a) Pro ktera redlna ¢isla » ma zlomek smysl?

= |
+
s |
= |
TN
+~I
~ L
=~
i

T
N

15. Je dan zlomek

h) Pro ktera redlna ¢isla » je hodnota zlomku rovna 0 7

¢) Pro kterd redlnd ¢&isla » nabyva zlomek kladnych hodnot?

o Upravte vvrazy:

2t - =2

16. A= (A=—1lprol>u¢{

(@24 32 +2) | — 1]

(2% =30 + 2)|x + 2]

I7. B = -
3 —a? —dr 44

|’
o Rozloite na soucin:
' 18, 23 + 2% — 420
19. 2% + 222 -3
‘ 20. % — 945 — 1022
21, 42 —Sx +3
: 22. 3y + 5y -2
r 23. 297 + 3y + 1
.

24, 62t — 132246
25. 4a® — 3a — 1

26. 6a* —Ta—5

[z4+y: 2 +y > 0]

[1: a # £b, a # 0]

[2 fing; x ¢ {0. 1,:&\/5}}

-

[=1; 0 # 2 # q

[r € R\ {-2.~1.1}]
[2 = 2]
[2 € (—x.=2)U(2.x)]

-2,-1}. A=1pror > 1]

[B=—-lproxr < =2. B=1pro —2<ua ¢ {1.2}]

[2(x = 6)(x + 7]

(22 +3)(xr = D)(r + 1]
[w*(x = 10)(x + 1]
[(20 = 3)(22 — 1)]

[(3y — D)y +2)]

v+ D2y + 1)]

(322 = 2)(22% = 3)]
(4a + 1)(a = 1))

[(Ba — 5)(2a + 1)]
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o Provedte déleni:
27. (6z? — 11z — 10) : (3 + 2) (22 — 5]
28. (9y* + 26y° +25) : (3y® — 2y + 5) [3y° + 2y + 5]
29. (3z%+ 1123 + 1927 — 282 — 32) : (31 — 4) [2% + 52 + 132 + 8]
30. (15— 9x + 5r% — 3z%) : (5~ 3x) [2% + 3]
' o 1002 + 34

31. (2% — 132* + 382° + 322° — 28z + 341 : (27 =32 —8)  |r®— 1027 + 162 + olw—j—

r? — 3 — 8



