
Doplňková matematika

Učebńı materiály k semináři Doplňková matematika.

Autoři:

• doc. Mgr. Petr Habala, Ph.D.: zadáńı a ukázkové řešeńı (rok asi 2010).
• Ing. Martin Žáček, Ph.D.: revize, úvod, odpovědi na dotazy, editace.

Úvod:

Zadáńı př́ıklad̊u a jejich řešeńı napsal, někdy kolem roku 2010 se vznikem
semináře, doc Habala z katedry matematiky ČVUT FEL. Opravami všech
nalezených chyb (od roku 2023 př́ımo do dokumentu) a odpověd’mi na dotazy
student̊u (nejen) z roku 2020, kdy výuka prob́ıhala v koronavirovém režimu,
doplnil a zeditoval do jediného dokumentu Martin Žáček, zacekm@fel.cvut.cz.



Matematický seminář: Pracovńı list # 10

Příklady vypracujte samostatně, výsledky se dozvíte na konci hodiny. Zaměřte se
hlavně na témata, která vás nejvíce pálí.
V případě problémů se přihlaste, vyučující vám pomůže.

1. Pro kterou hodnotu parametru a bude mít funkce f(x) = ex+
√
2x− a definiční

obor D(f) = h11,∞)?

2. Vypočítejte limitu lim
x→−∞

³ x+ 5x2

x2 − ln(−x)

´

.

3. Jakou hodnotu musí mít parametr p, aby limita lim
x→4

³ ln(x− 3)
5x− 1− p

´

vyšla 1
5
?

4. Najděte derivaci funkce f(x) =
q

4 + sin
¡

ln(x)
¢

+ 3 v bodě x = 1.

5. Pro funkci f(x) = 12ex
2−2|x| určete maximální intervaly monotonie a lokální

extrémy. Kolik je hodnota funkce v lokálním maximu?

6. Které reálné číslo má tu vlastnost, že když jej vynásobíte číslem o deset menším,
tak dostanete nejmenší možný výsledek, který lze tímto způsobem získat?

7. Vypočítejte integrál

1
Z

0

12x(x2 + 1)5 − 41 dx.

8. Vypočítejte integrál

∞
Z

1

1

π

dx

x
√
x− 1

.

9. Vypočítejte integrál

1
Z

0

π(2x+ 6) sin(πx) dx.

10. Pro kterou hodnotu parametru b bude mít komplexní číslo bi − 15 exponen-
ciální tvar r e

3

4
πi?

11. Uvažujte racionální lomenou funkci
3x4 + 4x2 + 11

(x− 2)3(x2 + 1)2 . Napište, jak vypadá
obecně její rozklad na parciální zlomky, a pak určete ty konstanty, které lze získat
pomocí zakrývací metody.

12. Homogenní soustava lineárních rovnic je dána maticí







1 0 −2 4
0 5 −5 3
1 −a 3 1

−2 0 4 −7






.

Pro kterou hodnotu parametru a má tato soustava nekonečně mnoho řešení?

13. Každý příklad výše měl alespoň jednu (pod)otázku, na kterou se odpovědělo
číslem. Vepište tato čísla po řadě do prvního řádku následující tabulky, poté pod
ně připište odpovídající písmena anglické abecedy.

1

1�

0

�
12x(x2 + 1)5 − 41

�
dx.

f(x) = 8
�
4 + sin

�
ln (x)

�
+ 3x v bodě x = 1.



Matematický seminář: Pracovńı list # 10 řešeńı

1. Chceme, aby x = 11 jako nejmenší řešilo 2x − a ≥ 0, tedy 22 − a = 0, tedy
a = 22.

2. lim
x→−∞

³ x+ 5x2

x2 − ln(−x)

´
∞
∞===
l’H

lim
x→−∞

³1 + 10x

2x− 1

x

´

= lim
x→−∞

³ 1

x
+ 10

2− 1

x
2

´

= 5.

3. Dosazení a = 4 dává
ln(1)

19− p
=

0

19− p
. Jediná šance na nenulový výsledek je,

aby byla nula i ve jmenovateli, tedy p = 19. Kontrola: Pak je

lim
x→4

³ ln(x− 3)
5x− 20

´
0

0===
l’H
lim
x→4

³
1

x−3

5

´

= 1

5
.

4. f ′(x) =
8

2
q

4 + sin
¡

ln(x)
¢

·
h

0 + cos
¡

ln(x)
¢

1

x

i

+ 3, f ′(1) = 5.

5. f(x) =

½

12ex
2−2x, x ≥ 0;

12ex
2
+2x, x < 0,

proto f ′(x) =

(

12(2x− 2)ex2−2x, x > 0;

12(2x+ 2)ex
2
+2x, x < 0.

(−∞,−1i h−1, 0i h0, 1i h1,∞)
2x− 2 : ///// ///// − +

ex
2−2x : ///// ///// + +
2x+ 2 : − + ///// /////

ex
2
+2x : + + ///// /////

f ′(x) : − + − +

f(x) : ց ր ց ր
Lok. max f(0) = 12. Lok. minima jsou f(±1) = 12 e−1.
Hodnota funkce v lokálním maximu je 12.

6. Které reálné číslo minimalizuje funkci f(x) = x(x− 10)?
f ′(x) = 2x− 10, je to číslo x = 5.

7.

1
Z

0

12x(x2 + 1)5 − 41 dx =

¯

¯

¯

¯

¯

¯

¯

¯

¯

y = x2 + 1
dy = 2x dx
6dy = 12x dx

x = 1 =⇒ y = 2
x = 0 =⇒ y = 1

¯

¯

¯

¯

¯

¯

¯

¯

¯

=

2
Z

1

6y5 − 41 dy

=
h

y6 − 41y
i2

1
= 22.

8.

∞
Z

1

1

π

dx

x
√
x− 1

=

¯

¯

¯

¯

¯

¯

¯

x− 1 = t2

dx = 2t dt
x =∞ =⇒ t =∞
x = 1 =⇒ y = 0

¯

¯

¯

¯

¯

¯

¯

=

∞
Z

0

1

π

2t dt

(t2 + 1)
√
t2
=

∞
Z

0

1

π

2 dt

t2 + 1

=
h

2

π
arctg(y)

i∞

0
= 1.

9.

1
Z

0

π(2x+ 6) sin(πx) dx =

¯

¯

¯

¯

f = 2x+ 6 g′ = π sin(πx)
f ′ = 2 g = − cos(πx)

¯

¯

¯

¯

2



=
h

−(2x+ 6) cos(πx)
i1

0
−
1
R

0

−2 cos(πx) dx

= 14 +
h

2

π
sin(πx)

i1

0
= 14 + 0− 0 = 14.

10. Je třeba mít úhel 3
4
π, což nastane přesně tehdy, když je reálná část záporná,

imaginární kladná a mají stejnou velikost. Proto b = 15.

11.
3x4 + 4x2 + 11

(x− 2)3(x2 + 1)2 =
A

x− 2 +
B

(x− 2)2 +
C

(x− 2)3 +
Dx+ E

x2 + 1
+

Fx+G

(x2 + 1)2
.

C =
3x4 + 4x2 + 11

(///)(x2 + 1)2

¯

¯

¯

¯

x=2

=
75

25
= 3.

12. Aby bylo nekonečně mnoho řešení, musí být hodnost matice menší než 4.






1 0 −2 4
0 5 −5 3
1 −a 3 1

−2 0 4 −7






∼







1 0 −2 4
0 5 −5 3
0 −a 5 −3
0 0 0 1






.

Jediná šance na nulový řádek je, aby se třetí rovnal mínus druhému, což nastane
pro a = 5.
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Tato část vznikla v roce 2020 v době koronavirové on–line výuky, kdy se
mı́sto tabule použ́ıvalo dotykové pero a elektronický poznámkový blok. Dotazy
byly seřazeny podle pořad́ı př́ıklad̊u v zadáńı a zpravidla doplněny vysázeným
zadáńım, z d̊uvodu pohodĺı pro čtenáře, aby se nemuselo v dokumentu rolovat
na zadáńı. Budete-li mı́t dotaz, který ještě nebyl zodpovězen, neváhejte napsat
na zacekm@fel.cvut.cz, odpověd’může být přidána.

Dotazy od student̊u

Taktéž můžeme vyjádřit derivaci absolutńı hodnoty v jiném kompaktńım tvaru,

|x|� = x

|x| .

Přitom netřeba dodávat podmı́nku x �= 0, nebot’ je očividná.

Př́ıklad 5, poznámka k derivaci absolutńı hodnoty

5. Výrazy s absolutńı hodnotou lze derivovat efektivněji za pomoci funkce
signum, definované jako

sgnx =

�
1 x > 0,

−1 x < 0.

Někdy se ještě dodefinovává sgnx = 0 pro x = 0, tento bod však v př́ıpadě
derivace vyj́ımáme. Pak můžeme derivovat absolutńı hodnotu jako

|x|� = sgnx, x �= 0

a složitěǰśı funkce s absolutńı hodnotou můžeme derivovat jako podle věty
o derivaci složené funkce.


