Doplnkova matematika

Ucebni materialy k semindrt Doplnkova matematika.

Autori:

e doc. Mgr. Petr Habala, Ph.D.: zaddni a ukdzkové Feseni (rok asi 2010).
e Ing. Martin Zacek, Ph.D.: revize, 1vod, odpovédi na dotazy, editace.

Uvod:

Zadani prikladi a jejich feSeni napsal, nékdy kolem roku 2010 se vznikem
seminafe, doc Habala z katedry matematiky CVUT FEL. Opravami vsech
nalezenych chyb (od roku 2023 piimo do dokumentu) a odpovédmi na dotazy
studentu (nejen) z roku 2020, kdy vyuka probihala v koronavirovém rezimu,
doplnil a zeditoval do jediného dokumentu Martin Zdcek, zacekm@fel.cout.cz.



Matematicky seminar: Pracovni list # 9

Priklady vypracujte samostatné, vysledky se dozvite na konci hodiny. Zameérte se
hlavné na témata, ktera vas nejvice pali.

V pripadé problémi se prihlaste, vyucujici vam pomiize.

1. Urcete definiéni obor funkce f(z) = X/In(z).

. Vypoéitejte limitu lim (3/e® +1).

2
Tr—r 00

3. Urcete asymptoty funkce f(z) =e %/* + %arctg(:p).

4. Najdéte derivaci funkce f(x) = el*=2l — |2z — 2|.

5. Pro funkci f(z) = / et =81 gt urcete intervaly kon[vex/kav]ity a inflexni body.

13
6. Pro funkci f(x) = arctg(x) sestavte Taylorav polynom stupné 3 s vhodnym
stfedem. Pouzijte jej k odhadu hodnoty 4 - f(1). Kolik je vlastné 4 - f(1)?
Co bychom asi dostali pti pouziti polynomu 7,7

5T
7. Vypocitejte integral /(x +5) sin(%) dx.
0
.. 92 .
4 4
8. Vypocitejte integral / SlTl 2(33) +_ Zm(x) + os(x) dx.
sin®(x)(sin”(z) + 4)
h
9. Vypocitejte integral / cosh(z) dx. Nemusite urcovat obor platnosti.
\/ 1 — sinh?(x)
[ In(2
10. Vypocitejte integrél/ n(2m) dx.
x

1

3—1 L : . . -
T prevedte nejprve na zakladni algebraicky tvar a pak na

3+1
exponencialni tvar.

11. Cislo z =

12. Vyreste soustavu linearnich rovnic danou matici s parametrem

1 0-1 1] O
0 1 0 —al-—1
0O 0 1 1 1
0 0 1 a| 1
1 0 0 2|a?

13. Uvazujme mnozinu V vSech funkci definovanych a diferencovatelnych na IR a
mnozinu W vsech funkci definovanych na IR.

Dokazte, ze s béznymi operacemi f + g a c¢- f jde o vektorové (linearni) prostory.
Napovéda: Ukazte, ze jsou to podprostory vektorového prostoru vsech realnych
funkci s béznymi operacemi.

Dokazte, ze zobrazeni L : V — W dané predpisem L(f) = f’ je linedrni a urcete
jeho jadro Ker(L).



Matematicky seminar: Pracovni list # 9 reSeni

In(In(x))
1. Pievod obecné (od)mocniny: f(z) = (In(z))"/* =e™ = . D(f) = (1,00).

In(e®+1) lim (m(e”+1)
2. lim (Ye*+1) = lim ((3%):633520( =)
T—>00 T—>00
Sltuace £ krok stranou:

1 1) = T @ 1
lim(M>% lim (<) = tim (=) = lim (~—) =1,
r—00 €T I'H z—o0 1 x—oo\e? + 1 x—oo\ ] + =
L’Hospital by taky Sel. Névrat zpét: lim (Ve* +1) =e! =e.

xTr—r 00
3. D(f) = (—00,0)U(0,00).

0
lim (f(z)) i S g = 2. Zavér: Vodorovna asymptota y = 2 v oo.
T— 00 m
I ©—904+0=0.  Zatim nic.
Jim (f(x)) + im ni
lim (f(z)) = RN Svisla asymptota v x = 0
z—0~
. 60+ 2 s /v ’

lim (f(x)) 1——-==0. Zavér: Vodorovna asymptota y = 0 v
T——00 T 2

{ 2 -1, z>2;

4. =
/(@) { e~ (=2 4 (2 -2), <2 —e~ (=) 41, r <2

Derivace ve dvojce:

fi(2) = lim (f/(2)) == lim (772 1) = 0;

x—2T1
fr(2) = hm (f’( ) e lirgl (—e*"2+1)=0.
T—2~
21, z>2;
Zavér: f'(x) = 0, z=2;

—e=(=2) 11 <2
5. Potiebujeme f”(z). Fundamentalni véta kalkulu: [ / g(t } = g(x). Proto

f'(z) = e =8 a f(2) = (42® — 162)e® ~5%" = da(z — 2)(x + 2)e” 8
Délici body: —2,0, 2.

(—OO, _2> <_270> <07 2> <27OO)
T — — + +
rT—2: — — — +
x+2: — + + +
e” 8 4 + |+ [ +
() : = + — |+
i@ |~ [ — [~~~

f je konvexni na (—2,0) a na (2,00). f je konkavni na (—oo, —2) a na (0, 2).
Inflexni body v x = —2,0, 2.

6. Do arkustangensu nejradéji dosazujeme nulu, tedy a = 0.
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Obecné pak T5(z) = f(0) + f'(0)(z — 0) + 3 f”(0)(z — 0)% + 5, f”(0)(z — 0)3.
f(x) = arctg(z) | f(0) =0
Py = ) =1
f”(x) — ﬁ f”(O) —0
(@) = 75| f10) = -2 Ty(e) =z ia®.
Proto 4 - f(1) ~ 4T5(1) = 4(1 — 3). Presné 4f(1) = .
Vyssi stupen polynomu da m ~ 4(1 % + % — % + % — 1—11 + 13— )

51

7. /(m+5)sm Z)d

0

| —:1:—|—5 g' = sin(¥)
f = g= —5005(%)
5

— [—5(3@4—5) cos(%)] —/—5 cos(2) dx = 5(57+5)+25+ [25 sin(%)}

= 257+ 50+ 0 — 0 = 257 + 50.

5T 57

0 0

sin?(x) + 4sin(z) + 4 | y=sin(x) [Py +4

8 / i () (52 (z) 1 4) @ A= ‘dy:cos(x) dz | = / 2+ °
v’ tay+4 A §+Cy+D Y+ Ay +4 .,
vy?+4) oy y? oy 4] (Y2 4+ 4) , .
y 2 14y +4 = Ay(y? —|—4)—|—1 (y? —|—4) (Cy + D)y?, odtud
Y44y +4=(A+C)0>+ (D +1)y +4Ay+4 Proto A=1,C = —1, D = 0.
/y —|-4y—|—4 /dy / / z =y +4‘

y?(y* +4) y? +4 " |dz =2ydy

_ 1
=1n|y|+/y2dy— 27 Injy| =y~ —5Injz|+C

1 1
= In|sin(z)| — () 2 In(sin®(x) +4) + C, x # k.
cosh(z y = sinh(x) / dy :
d B = | ———= = arcsin(y) + C
/ \/1 smh2 | dy = cosh(z) dz T— 42
= arcsm(smh(x)) +C.
: — B ln 2:1:) g =172
10. Nejprve neurcity: /ln( — dr = ‘ Pl g= —a1
—1 1 1 In(2 1
:ln(2x)——/—x daz—ln(Z:I:)———+C——n z) + +C,z>0
x r x
1 In(2 1700 In(2 1
Proto /ln(?x)—2 dx = {—M} = lim (—M> +1n(2) +1
T x 1 x—oo x
1
o 1 2
= Jim (—%) TIn@2) +1=0+In(2)+1=1n(2)+ L.
. . Y .
1. (3. z)(3.+z) 0 10(2 2@). :5(1—2):5‘/§e42
(I1+4)3+i)—2¢ 242 (2+20)(2—-2i) 2 2

3



12. /71 0 -1 1] 0 1 0-1 1] 0 1 0 0 2 1
0 1 0 —al|-—1 0 1 0 —al|-—1 0 1 0 -—a —1
o 0o 1 1{1{|{~]0 O 1 1|1 |~]1]0 O 1 1 1
0 01 al 1 0 01 al 1 0O 0 0 a—1| O
1 0 0 2]|a? 0 0 1 1]a? 000 0 la®2—1
Posledni iadek dava rovnici 0 = a? — 1. Pro a # +1 tedy feseni neexistuje.
1 0 0 2 1
oy 1 _ , 01 0 —a |—1
Dale predpokladejme a = £+£1, mame (0 0 1 1 1
0O 0 0 a—110
Ctvrty fadek rozhodne o tom, zda je hodnost matice rovna 4 nebo méné.
1 0 0 2] 1
. . O 1 0 1]-1 , . .
Pokud a = —1, tak vyjde matice 00 1 111 s hodnosti 4, coz je rovno
0O 0 0-210
poc¢tu neznamych a bude proto jediné reseni.
1+ 2x4 =1
To + Ty = —1
— 24 =0, x3=1, 2o =—-1, z; = 1.
T3+ Tyg = 1
—25134 =0
1 0 0 2|1
R . 0O 1 0-1]-1 , . v v
Zbyva pripad a = 1, matice 00 1 111 ma hodnost tii, bude tedy reseni
0O 0 0 010
s jednim parametrem, dle tvaru matice pro posledni proménnou.
T+ 21‘4 =1
To — x4 = —1 — x4=1t, x3=1—1t, xo=t—1, x1 =1—2t.
T3+ Tg = 1

Vychazi feseni (1 — 2t,t — 1,1 —¢,t) neboli (1,—1,1,0) +t(—2,1,-1,1), t € IR.
13. a) Necht f,g € W, a € IR. Dle definice W jsou funkce f, g definované na IR,
proto je i funkce af 4+ g definovana na IR, jinymi slovy (af + g) € W. MnoZina
W je tedy linearnim podprostorem vektorového prostoru, proto je W vektorovy
prostor.

b) Necht f,g € V, a € IR. Dle definice V jsou funkce f,g definované a diferen-
covatelné na IR, podle vét z analyzy je tedy i funkce af + g definovana a difer-
encovatelnd na IR, jinymi slovy (af +¢g) € V. Mnozina V je tedy linedrnim
podprostorem vektorového prostoru, proto je V' vektorovy prostor.

c) Necht f,g € V, a € IR. Pak

L(af+g) =af +9'=af + ¢ = aL(f) + L(g).

Zobrazeni L je tedy linearni.

Jadro: Ker(L) ={f e W; L(f) =0} ={f € W; f' =0}. Zde ,0“ zna¢i nulu v
prostoru W, tedy nulovou funkci. Podle vét z analyzy jsou to presné konstantni
funkce, které maji derivaci identicky rovnou nule. Proto

Ker(L)={feW; 3ce RVz € R: f(z) =0} ={c¢; c e R}.
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Dotazy od studentu

Tato cast vznikla v roce 2020 v dobé koronavirové on-line vyuky, kdy se
misto tabule pouzivalo dotykové pero a elektronicky poznadmkovy blok. Dotazy
byly serazeny podle poradi prikladu v zadani a zpravidla doplnény vysdzenym
zadanim, z duvodu pohodli pro ¢tenare, aby se nemuselo v dokumentu rolovat
na zadani. Budete-li mit dotaz, ktery jesté nebyl zodpovézen, nevahejte napsat
na zacekm@fel.cvut.cz, odpovéd muze byt pridana.

Priklad 2
2. Vypocitejte limitu lim +/e* 4 1.
Tr—r 00

Alternativni postup:

8|~

lim Ve* 4+ 1= lim (e”+1)* = lim [e* (1+e™")]

=e-1=c%e.
Mohu poprosit o vyreseni 3ky, stale se néjak motam
v asymptotach... Dékuji

2

3. Urcete asymptoty funkce f(x) = e + = arctg x.

(N
™

-g(X):e‘ _,_%anlalx)
Vodorovné asymptoty: ) il

Aim {00 = £ (2'7 + %avtv’a)‘> =7

XS ¥ Xoreoo o0 /S & P
s)z' - 1

/QIM ) = L T
k—)d‘.f{y -1 - -1 =0 ’

1 l )
A ia ( "X S avidg x
x>0 ¢ + d

~ 9 — 0 dvé vodorovné asymptoty, 0 a 2,
Riw 0'( P — 0 ) jednu svislou v bodé 0.
J(ul‘] = € = ‘;. = 2.2
-1 .41,

Fuy = gty 2o



Kdyby v 5 byly meze integralu prohozené, plati, ze to, co
bylo konkavni, je konvexni, ...?7

Ano, plati. b
jfmolx = F(b) - F(a)
*
Ao dF
olx J)[(x)a(x = +;=+ 150
a
b
i i dF
olx (x)edx = Ty (x)

A vSechny vyssi derivace se také budou liSit znaménkem.



Vyresil byste prosim tayloruv polynom ze cviceni 67

6. Pro funkci f(x) = arctgx sestavte Tayloruv polynom stupné 3 s vhodnym
stfedem. Pouzijte jej k odhadu hodnoty 4f(1). Kolik je vlastné 4f(1)?

Co bychom asi dostali pti pouziti polynomu 7, 7

-f—(ky = avtla X )[(,,) =D
| /

‘;(7‘) = 1/’+XZ {(0):4
, "

§) = =2 3 (0) =0

[1 +x?)? X
] _ ?) ) ] mn
7[(x) _ 2 (X N+ 2k 44027 _ )c (0) = =7
(14 22)%3
! 1/ re 3

TS(Y) = ‘[’lo) +‘}ID)X+;~[/0)XZ+—:—!-)[(0}X3=>\ —%

;"'(x)_ 6x*-2
RS

Poznamka: Slo jen o vypocet tiet{ derivace. V pivodnim textu byla v fesenf
chyba, v tomto dokumentu je jiz opravena.



Mohl bych poprosit, pokud to tam uz neni o vysvétleni
prvniho kroku v feSeni 11?7 (ze (3-j)*(3+j)=4)

11. Cislo ,
B 3—1
1+ 3242'

z

prevedte nejprve na zakladni algebraicky tvar a pak na exponencialni tvar.

2+ 2 = 2x Z=%+9Y

ZZ=X?+Y2= r? mo
‘(i
Re

Mate pravdu, v Citateli ma byt 10.

_ ) . ?
10 _d0(2-24) 0204 5, oy SE §77 g
2+2 by 3 2 3’ =5-C Re

(2423)(?—23') =4 -(73’)1= b8

Poznamka: V puvodnim textu byla v feSeni chyba, v tomto dokumentu je jiz
opravena. Dotaz spocival na objasnéni jiného vysledku, nez vysel studentovi.



