Doplnkova matematika

Ucebni materialy k semindrt Doplnkova matematika.

Autori:

e doc. Mgr. Petr Habala, Ph.D.: zaddni a ukdzkové Feseni (rok asi 2010).
e Ing. Martin Zacek, Ph.D.: revize, 1vod, odpovédi na dotazy, editace.

Uvod:

Zadani prikladi a jejich feSeni napsal, nékdy kolem roku 2010 se vznikem
seminafe, doc Habala z katedry matematiky CVUT FEL. Opravami vsech
nalezenych chyb (od roku 2023 piimo do dokumentu) a odpovédmi na dotazy
studentu (nejen) z roku 2020, kdy vyuka probihala v koronavirovém rezimu,
doplnil a zeditoval do jediného dokumentu Martin Zdcek, zacekm@fel.cout.cz.



Matematicky seminar: Pracovni list # 8

Priklady vypracujte samostatné, vysledky se dozvite na konci hodiny. Zamérte se
hlavné na témata, ktera vas nejvice pali.
V pripadé problémi se prihlaste, vyucujici vAm pomiize.

61/3:

1. Urcete definiéni obor funkce f(z) = :
x JR—

bodech intervala D(f).

a pak najdéte limity v krajnich

(:19 sin(27x) ) |

2. Vypocitejte limitu lim 1
x J—

z—1+
In(3—z), =<3

3. Vysetrete spojitost funkce f(z) = { In(z — 2)
x> 3.

cos(mx)
4. Najdéte derivaci funkce f(z) = In(5 + [2z — 4]).
2 _4x, x<O0;
V2 —4dz+5, >0

1—-=z
urcete maximalni intervaly mono-

5. Pro funkci f(x) = {

tonie a lokalni extrémy.

6. Najdéte teénu (tecny) ke grafu funkce f(z) = 23+ 1, kterd je kolm4 (které jsou

kolmé) na pfimku p: = 4+ 12y = 1.

cos(ln(x) + 1)
T

dx.

7. Vypocitejte integral /

8. Vypoditejte integral / (182% + 2z) In(x) dw.
1

etdx

e2r 41

1
9. Vypocitejte integral /
0

812 + 8z + 64
(z+1)*(z = 3)*(2% + 1)
Napiste, jak vypada obecné jeji rozklad na parcialni zlomky, a pak urcete ty kon-
stanty, které lze ziskat pomoci zakryvaci metody.

cre et Y e 5
11. Vypocitejte integral /3 (z—2)(x+3) dx.
12. Uvazujte vektorovy prostor V = {(z, —z,y,0,2z); =,y € IR} a v ném vektory
7=(1,-1,2,0,2), 7 = (2,-2,1,0,4).
Dokazte, ze B = {u, '} je baze prostoru V.

10. Uvazujte racionalni lomenou funkci

13. Dokazali jsme, ze B = (u, ) je baze prostoru V. Uvazujte v ném vektory
@=(3,-3,0,0,6) ab=(3-3,3,0,6).

a) Spoditejte @ + b.
b) Najdéte souradnice [@|p a [b]p vektort @, b vzhledem k bazi B.

¢) Sectéte souradnice [@]5 a [b]5 (jako vektory). Ktery vektor z V m4 soufadnice

—

)
[d]p + [b]B? Jaké pouceni z toho plyne?



Matematicky seminar: Pracovni list # 8 reSeni

1. D(f) = (—00,0) U (0,1) U (1, 00).

oo

e € e
1 == q; 1 — o0} 1 :
A ==0 AR == i () ==
e’ e ™ e
lim (f) == 0; lim (f) == > —0;  lim (f) —= —o0
T——00 ’ z—0— —1 7 rz—1— .
. 0 .
0 2 2 2
9. lim (x sm(27rac)> . (sm( x) + 27z cos( 7rx)> o
z—1+ r—1 I'H z—1+ 1
3. Zjevné spojita na (—oo,3) a na (3, 00).
In(1) . e>3 .. (In(z—2)
3) = = 0; 1 : (—> = 0;
/13 cos(3m) wig#(f) el cos(mx)
In(0™) B

lim (f) === lim (In(3 — z))
T—3~ z—3~
Zavér: f ma v bodé x = 3 podstatnou nespojitost. Je tam spojita zprava.

4 fr) = { In(5+ (2z —4)), 2x—4>2; _ { In(2z +1), = >2;
Inb—(2z—-4)), 2xr—4<2 In(9 —2z), =<2
() = { w525
95 T <2
)= Jim (1) ===t (575,) = 5
ﬁ, x > 2;
Zavér: f'(x) = ¢ neex., T =2;
ﬁ, T < 2.
5. D(f) = IR.

—2x —4, x<O0;

/ p—
f(:I?) {%(w2—43}+5)_4/5'(2x_4)7 xz > 0.
9r—4=0, x<0; {ZU:—Qv z<0;
—

fl(x) =0 <~
20 —4=0, >0 r=2, x>0.
1

[ neexistuje v D(f)? Patrné f = 0, déale vzhledem k (22— 4z 1 5)FF nutno
x? —4dx

prozkoumat 2 — 4z + 5 = 0, to nenastane.
Délici body: =z = —2,0, 2.

(—o0,—2) | (—2,0) | (0,2) | (2,00)
—2z —4: + — T
2z —4: [T L = |+
(2 —4w+5)"5:| /) |+ |+
J'() + e
J() A VI I %




Protoze f neni spojita v 0, sousedni intervaly shodné monotonie nelze spojit bez

dalsiho zkoumani. Porovname, zda v misté spoje funkce skace doli ¢i nahoru:

£(01) = lim ((22 — 4z +5)1/5) = 515, f(07) = lim (1 — 22 — 42) = 1, tedy
x—07T x—0~

f(07) < f(0™). Vidime nésledujici priibéh, kdyz prechazime pres x = 0 zleva
doprava: Nejprve funkce klesa, pak poskoc¢i nahoru a zase klesa. Tyto dva sousedici
intervaly monotonie proto nelze spojit.

Zéavér: f je rostouci na (—oo, —2) a na (2,00). f je klesajici na (—2,0) a na (0, 2).
f ma lokalni maximum f(—2) =5 a lokalni minimum f(2) = 1.

6. Nevime kde, takZze hleddme teénu v obecném bodé a: y — f(a) = f'(a)(x — a)
neboli y — a® — 1 = 3a%(xz — a).

Dané ptfimka mé zase rovnici y = —1—12x + %
Aby byly kolmlé, musi jejich smérnice kr = 3a® a k = —% spliovat kr - k = —1,
proto kp = _—1 = 12. Rovnice 3a? = 12 m4 dvé feseni a = +2, budou tedy dvé

12
tecny dle zadani:
Ty: y—9 =12(x — 2) neboli y = 12z — 15.
Ty: y+7=12(x + 2) neboli y = 12z + 17.

cos(In(z) +1) . | y=In(z)+1] .
7. / " dx = dy = Ldo = /cos(y) dy = sin(y) + C

=sin(In(z) + 1)+ C, = > 0.

e

2 | f=In(z) ¢ =182%+ 2z
8. /(18:{; +22) In(z) de = ‘f’ _1 g = 62% + 22

1
e

e 6 1
= [(6x3+x2)ln(x)}l —/(6x3+x2)—dx:663+62—0—/6:192+xdx
T
1 1

1 ,7¢ 1 1 1 5
= 6 +-c?— 207+ Ja%| =6’ +e? =2 — e 424 = det et 4o
1 y:ew e
e“dr dy = e*dx B dy e ™
9. /62$+1— Te1 — y—e _/y2+1_ {arctg(y)}l—arctg(e)—z
0 r=0 = y=1 1
8x% + 8z + 64 A B C D Ex+F
10. 2 2 (2 - T 5 T - 3 T 3 '
(x+1)2(x—3)2(x2+1) xz+1 (x+1)2 2x2-3 (x—23) 2 +1
B_ 8x? + 8x + 64 _ 64
TN —3p@ |~ m Y
_ 8x*+8x+64 _ 160 _
@D/ D@ | 160
bz A B

11. Problém v nekonec¢nu, jinak OK. CEDICESE) =3 + 13



—92  B-= i — 3.

S5x
(7D +3)| @=2)(///D| __,

ST 2 3
dr = + dx
(x —2)(x+3) r—2 x+3
=2In|z — 2/ +3In|z+ 3|+ C =In|(z — 2)*(z + 3)3| + C.

(Pfi vypoctu nevlastniho integralu se doporucuje najit primitivni funkci v néjakém
kompaktnim tvaru. Tady to shodou okolnosti neni treba, ale nékdy ano, tak je

dobré si na to zvykat.)
[e.@)

A=

dT 0
dz = |In|(z — 2)*(x + 3)°

/(m—Z)(m—l—fB) v = [Inf(e = 2% +3)7]
3

o . . 2 3 . 11’1(00)

= xli)rglo(ln](:c 2)°(z +3)%|) — 3In(6) ——=
12. a) Linedrni nezavislost. Nejjednodussi je vytvorit matici a zeptat se na jeji
hod 1:.1—1202 1-1 2 0 2
OO 2 2 1 0 4 0 0—-1 0 0

Vysly dva nezavislé radky, tedy ptvodni dva vektory jsou nezavislé.

Pokud bychom chtéli rozhodnout podle definice, zajimala by nas mnozina feSeni
rovnice aii + 87 = 0. Vektorové

(a+28,—a—28,2a+ 3,0,2a4+45) = (0,0,0,0,0), vysledna soustava péti rovnic
ma jediné feseni a = 8 = 0, coz ukazuje nezavislost.

b) B generuje V? Vezméme libovolny vektor z V', tedy vektor @ = (x, —x, y, 0, 2x).
D4 se vyjadrit jako linearni kombinace , 07

Jedna moznost je fesit soustavu aw + U = @ péti rovnic o dvou neznamych, nebo
dame vsechny tti vektory do matice a zeptame se na hodnost.

1 -1 2 0 2 1 -1 2 0 2 1 -1 2 0 2
2-2 1 0 4 ]|]~(10 0 -1 0O 0]~10 O-1 0 O
x —x y 0 2z 0 0 y—2x 0 O 0O 0 0 0 O

Vysla matice s hodnosti dva, tedy pridany treti fadek se da vyjadrit jako kombinace
prvnich dvou, coz presné jsme chtéli védét.

13. a) @+ b= (6,—6,3,0,12).

b) Je tfeba vyfesit soustavu péti rovnic o + SU = @ neboli

a+28=3
—a—20=-3
20+ =0 — a=-1,=2 = [d]p =(-1,2).
0=0
200+ 48 =6

Podobné pro b, vyjde [5]3 = (1,1).

c) [d]s +[b]p = (0,3).

Hledany vektor z V je Z=0-@+3-7 = (6,—6,3,0,12) = @ + b.

Vyslo to stejné jako v a), operace s vektory se prevadéji na operace se souradnicemi,
coz mize byt nékdy snazsi (zde dvé ¢isla oproti Sesti u puvodnich vektori). To
,snazsi“ samoziejmé zalezi na tom, zda umime efektivné najit ty souradnice.
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Dotazy od studentu

Tato cast vznikla v roce 2020 v dobé koronavirové on-line vyuky, kdy se
misto tabule pouzivalo dotykové pero a elektronicky poznamkovy blok. Dotazy
byly serazeny podle poradi piikladu v zadéani a zpravidla doplnény vysdzenym
zadanim, z divodu pohodli pro ¢tenare, aby se nemuselo v dokumentu rolovat
na zadani. Budete-li mit dotaz, ktery jesté nebyl zodpovézen, nevahejte napsat
na zacekm@fel.cvut.cz, odpovéd muze byt pridana.

Mohl by jste prosim ukazat priklad 67

6. Najdéte teénu (tecény) ke grafu funkce f(z) = 23 + 1, kterd je kolm4 (které
jsou kolmé) na pfimku p : x + 12y = 1.
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Postup se opird o znalost, ze koeficinenty u z a y v rovnici primky ax+by+c =0
jsou koeficienty normélového vektoru k piimce, n = (a, b).

Dikaz: Necht smérovy vektor piimky je s = (sz,s,). Piimka prochédzejici
bodem A = [A;,ay] je ddna soustavou v parametrickém tvaru

{x:AI—stt,
y= Ay, + syt

x_

5. - apo uprave

Po eliminaci parametru ¢ dostaneme rovnici y = A, + s,
Syx — sy + K =0,

kde nedtlezité konstanty jsme sloucili do jedné konstanty K. Protoze ale vektory
n a s jsou kolmé, plati
N-S="nN;S; +NySy =0,

mame jedno z feseni napifklad n = (—s,, s;) a po dosazeni do rovnice piimky
dostaneme
nzx +nyy + K = 0.

( ro- V; )0 nh = 0 Rovnice roviny v normalovém tvaru
P
- = ( ¢ ) 7/ v )

~

/I\ﬁ Y, :{Xﬂl\/p,’ga>

(X% )0y +N~Yo) Wy # (Z-25)y < O

V75 X v‘—V)\,\]{—WzZ +d =)

Gw +by+rc2 +d =0



Priklad 12

12. Uvazujte vektorovy prostor V = {(z, —z,y,0,2x); x,y € R} a v ném vektory
i=(1,-1,2,0,2),7 = (2,-2,1,0,4).
Dokazte, ze B = {u, v} je baze prostoru V.

Vyjdeme z definice baze: ® L ) g';ou LN (1)

e V=<LB> (2)
(1) Bz{gvlgl,°—,l3-h73

(xn'xl\/lo)?x) = o(i;., -I'ﬁg;

existuje feseni pro vSechna x, y.

X
— = | -x
b, b |7 | ~ OT, :
2x % )
N~y
oo (N) # 0

(2) (Xu‘x/\},ﬂ,?y) =% (4,-1,00,0) +V {0)9/4/0'0)
\—V\— S—

u v
Snadno soustfedénym analytickym pohledem zjistime, ze

;:—'317 E":;;L.’-g;
b
(§)= 30\ /(G
. 3 3)(6)
\/ﬁ,\_/

matice prechodu mezi bazemi

baze B = {d, 5} a {u, v} jsou téhoz poctu prvku, generuji tedy kazda prostor
téze dimenze, usporadané se daji vyjadrit jedna pomoci druhé vynasobenim
(reguldrni) matici prechodu, generuji obé tedy tentyz linearni prostor.



