Doplnkova matematika

Ucebni materialy k semindrt Doplnkova matematika.

Autori:

e doc. Mgr. Petr Habala, Ph.D.: zaddni a ukdzkové Feseni (rok asi 2010).
e Ing. Martin Zacek, Ph.D.: revize, 1vod, odpovédi na dotazy, editace.

Uvod:

Zadani prikladi a jejich feSeni napsal, nékdy kolem roku 2010 se vznikem
seminafe, doc Habala z katedry matematiky CVUT FEL. Opravami vsech
nalezenych chyb (od roku 2023 piimo do dokumentu) a odpovédmi na dotazy
studentu (nejen) z roku 2020, kdy vyuka probihala v koronavirovém rezimu,
doplnil a zeditoval do jediného dokumentu Martin Zdcek, zacekm@fel.cout.cz.



Matematicky seminar: Pracovni list # 7

Priklady vypracujte samostatné, vysledky se dozvite na konci hodiny.

V pripadé problémi se prihlaste, vyucujici vAm pomiize.

Pokud mate pocit, Ze nestihnete na seminafi vSechno, tak se zamérte hlavné na
témata, kterd vas nejvice pali.

1. Urcete defini¢ni obor funkce f(z) = e®+/sin(x) + 1 +

cos(z) +1°
2. Vypocitejte limitu lim (ﬂ)
z——oo\In(13 — x)
3. Vypodcitejte limitu lim (zIn(e® —1)).
x—0+t

In(z)
2?2 +1 )

5. Pro funkci f(x) = |z + 1| e™* urCete maximalni intervaly monotonie
a lokalni extrémy.

4. Najdéte derivaci funkce f(z) = sin (x +

(x +2)2

6. Najdéte globalni maximum a minimum funkce f(x) = >4
x

na mnoziné M = (1, 3).

Jak se zméni odpovéd, pokud budeme uvazovat mnozinu N = (1, 00)?

7. Vypocitejte integral /:1:2\/ x3 + 13 dx.

8. Vypocitejte integral /(2x + 8) cos(2x) dx.
/4

9. Vypoditejte integral /(eSin(Q‘”) + 5) cos(2x) dx.

0

4
10. Vypocitejte integral / e T)_(Fx? ) dx.
11. Vypoditejte obsah koneéné oblasti vymezené kiivkami y = 22 a y = = + 2.
0 5 1 =2
12. Vypocitejte determinant matice A = 2 -13 7 21
0 0 6 0
0 3 -1 2

alespont dvéma zptisoby.

13. Vyreste soustavu linearnich rovnic

T1—x4+2x6=0
To + 2x4 —x5 =0

Iy —2%6 = 0.

Mnozinu reseni vyjadrete jako linearni obal néjaké baze.



Matematicky seminar: Pracovni list # 7 reSeni

1. Podminka sin(z)+1 > 0 plati vzdy. Podminka cos(x)+1 # 0 neboli cos(z) # —1
dava x # 7 + 2km.
Zapis pomoci intervali? Vzniknou intervaly jako ---U(—m, m)U (7w, 37)U- - -, zapis
jetedy D(f)= U ((2k—1)m, (2k + 1)).

k=—oc0

0+oc0

. e’ +x e e’ +1
2t () (LD
T——00 111(13 — I‘) lH T——00 TR (—1)

= lim ((:C —13)(e” + 1)) = —00.

Tr—r—00
3. Dosazeni, e =11, proto ln( —1) =In(0") = —oo a limita je typu 0 - oo,
ten se prevadi algebraickym trikem na podil, aby Slo pouzit I’Hospitalovo pravidlo.
. In(e® — 1)\ = —— x2e”
lim (zIn(e* — 1)) 2 lim ((f)) == lim (6_11) = lim (— ),
z—0t z—07+ > I'H z—0t - z—0t et —1

ted je to 9 Lepsi nez aplikovat primo ’'Hospitala je limitu rozdélit:
2 x 2

0 2
lim (— re ): lim (—ew>- lim ( ’ )A—L lim <—m> — 0.
z—0+\ e’ —1 z—0+ z—0+\e? —1/ I'H z—0+ \ ¥
In(z) 1(z? +1) — In(z)2z
4. f/(x):cos<w+x2+1>-(1+ @21 172
(x+1)e ™ z>-1;
—(z+1)e™™, x<-1

),w>0.

5. Zbavime se absolutni hodnoty: f(z) = {

—re T, x> —1;
Pak f/(x) = 7 ’
f'(@) { re ¥, x< -1
—xe =0, x>-—1; r=0, x>-1;
f/:O P — _ < ,
—ze ¥ =0, z<-1 r =0, x < —1 (neplati).

Délici body: z = —1, z = 0.
(—oo, —1) | (—1,0) | (0, 00)
o ————// 1A/

: " " f je rostouci na (—1,0)

1,0
e—:l: . _|_ . es 7
. f je klesajici na (—oo, —1) a na (0, 00)
f(z): _ i _ lok. min: f(—=1) =0

f(z) : N / hN lok. max: f(0) =1

6. Kandidati na globalni extrémy jsou koncové body intervalu a kritické body:
0= f(z) = 20 +2)(2* +4) — (z+2)*2z  (z+2)(8 —4x)
o o (x2 _|_4)2 o (x2 _|_4)2
9 25
a) Kandidati: f(1) = 5 f(2) =2, f(3) = 3 Porovname.

2 )4 . —_— —_ 3 —_ 9 —_
Zaver: mﬁx(f) =2 = f(2), mz\}fn(f) = = f(1).
b) Kandidati (v pfipadé problému ,dosadime* limitou):

dava z = 2.

2



(z +2)?
x2 +4
Zaver: mﬁx(f) =2 = f(2), mA}n(f) neexistuje (infimum je rovno 1).

ﬂwzgﬂmzzﬂmpmm(

) = 1. Porovname.
xr—r o0

y =23+ 13

1 1
7. /mZ\/x3+13d:I:: dy = 3z2dx :/5\/§dy:/§y%dy
%dy = 22%dx
1 3/2 9 3
- gyT +O=SVal 413 40, 2> -VI3
2
f=2x+4+8 ¢ = cos(2z)
8 /(2:1:+8) cos(2x) dx = |f’ _ 5 g = Lsin(2z)
1 1
= (2x+8)§ n(2x)—/sm(2x) dx = (x+4) sin(2x)+§cos(2x)+0, z € R.
y = sin(2z)
/4 . dy = 2cos(2x) dz ; 1
9. /(esm(%) + 5) cos(2x) dx = +dy = cos(2z) dx /5 (e +5)d
0 r=7/4 = y=1 o
r=0 = y=0
1
= [%(ey—l—5y)}o =1(e+5)—3=1e+2.
10 r+4 A +B£C-|—C
T (-1 (224+4) x-1 2244
Zakryvacka: A z+4 1, roznasobenim pak
Vv A= =1, roz
TN+ 9| _
rz+4 1 —x
= . Prot
@02 +4) -1 2Z+a %
_ 2
x+4 dx xdr u=x—1 y =z +4
_1)<2+4)d33: o1 ra T = de dy = 2x dx
( v ldy = xdx
/ ln\az—1|——ln\x +4|+C, z # 1.
Kdo chce, napise tireba 3 In % + C.

11. Obrazek: Parabola protata primkou.

Nutno nalézt priseciky, jsou to body (—1,1) a
(2,4).

41 . . .
Plocha je déna integralem z ,horni“ funkce
minus ,,dolni“, proto

2

A= 2—2?de = | 2?42z — ==

>< /x—i— x* dx 2:c—|—:v 390 T3
-1




12. Rozvoj dle prvniho sloupce, pak dle prostfedniho radku:

5 1 =2 5 9
|Al]=0-2-|0 6 O —|—0—0:—2'(—O—|—6-‘ —0)2—12-(5-2—(—2)-3)
3 -1 2 5 2
=12-16 = —192.
Radkovymi tipravami na trojuhelnikovy tvar:
2 —13 7 21 2 —13 7 21
|A| = — 8 g (15 _g = —% 8 (5) (15 _(? aby se dole 1épe od¢italo
0O 3 -1 2 0 15 =5 10
2 —13 7 21 2 —13 7 21
_Ljo 5 1 -2 ——1-6-80 5 1 =2
510 0 6 O 5 0O 0 1 0
0O 0 —8 16 0O 0 -1 2
2 —13 7 21
1 0 5 1 =2 1
——5-48O 0 1 0 ——5~48-2'5-1-2——192.
0O 0 0 2

13. Ptevod levych stran homogenni soustavy na matici:

1 0 0-1 0 1

01 0 2 -1 0

0O 00 0 1 =2
Jiz je v zadkladnim tvaru. Vidime, ze pivoty nejsou v tretim, ¢tvrtém a Sestém
sloupci zleva, tyto proménné lze tedy zvolit libovoln€, zavedeme tii parametry:
r3 =1, x4 =S8, xr¢ =t. Dosadime do rovnic:

r1—s+t=0
To+25—25=0 — x5 =2t, 190 =2t — 25, 11 = 5 — .
.7175—2t:0

Obecné feseni je tedy (s —t,2t — 2s,71,s,2t,t) pror,s,t € IR.

Vyjadrime si jej jako kombinaci vektorii:

(s —t,t —2s,7r,8,2t,t) = r(0,0,1,0,0,0) + s(1,—2,0,1,0,0) + ¢(—1,2,0,0,2,1).

Proto je mnozina vSech feSeni rovna podprostoru
({(0,0,1,0,0,0),(1,-2,0,1,0,0),(—1,2,0,0,2,1) } ).



Dotazy od studentu

Tato cast vznikla v roce 2020 v dobé koronavirové on-line vyuky, kdy se
misto tabule pouzivalo dotykové pero a elektronicky poznamkovy blok. Dotazy
byly serfazeny podle potradi ptrikladu v zadani a zpravidla doplnény vysazenym
zadanim, z duvodu pohodli pro ¢tenafe, aby se nemuselo v dokumentu rolovat
na zadani. Budete-li mit dotaz, ktery jesté nebyl zodpovézen, nevahejte napsat
na zacekm@fel.cvut.cz, odpovéd muze byt pridana.

Zajimalo by meé, jak se dospélo ke druhému tvaru reseni
v uiloze 1.

1
3. Urcete defini¢ni obor funkce f(z) = e*vsinz + 1 4

cosx+ 1

(- st
(~ot + 257, ST+2bT) -X x

S~ -/ &ﬂ\i

(x(2e-0) | T (k1))

Funkce cosx je 27 periodicka, tudiz naleznete-li jedno fteSeni, zde je nej-
jednodussi z nich interval (—m,m), ziskdte vSechna ostatni feSeni posunutim
o celo¢iselny nasobek 27, tj. (—m + 2km, 7+ 2kw), k € Z a zbytek je jiz véc
uprav dolni a horni meze.



Priklad 6:
2
6. Najdéte globdlni extrémy funkce f(z) = %

a) na intervalu (1, 3),
b) na intervalu (1, 00).

2 r2)(x+)— 2x (»+7T) 2

(x T+ %)%
2(x+2) [ (x%¢) = x(x+2)] = 0O

\_/W______—_/
L - 2x i
4 (vw+2)(x-2) =0 < e

I
o

staciondrni body:

I h Win
Jt('?/) - ;(4} : 1.8 =Z—-;
J E

f12) = /—;l—’:@
na <1,02)7 )
J’(k) = )(z Jh«)

Typograficka poznamka:
f(z) < 22 znaéi f(x) je asymptoticky rovna z2.



Vztah integrace a derivace:

SFo0dy

M

(F(X)
Fa+K

o Loy

Derivace je zobrazeni z mnoziny funkci do mnoziny funkci, jejiz obraz je jedina
funkce. Kdezto integrace neni zobrazeni ale relace, ktera pritazuje jedné funkci
viceprvkovou mnozinu. Integral pritazuje funkci f(x) mnozinu funkci lisicich se
o konstantu. F'(z) je kterykoliv prvek z mnoziny obrazu f(x) a jednoznacné ji
celou také generuje. Nejmensi podmnoziny obrazu jsou vsechny takové funkce,
které v souhrnu tvori celou mnozinu obrazu, tudiz se jim tika primitivni funkce.



Priklad 10:
T+ 4

10. ctét dx.
Vypoctéte /(x—l)(x2+4) x

X +U4 A xB 4 ¢ , , .
ooy - ] TxTes A =1 (zakryvacim pravidlem)

X4y =1 (x'ﬂ.) + (xB+c¢)(x-1)

AT 0 =1 +03 B=-1

x 2 4 = -B

4 4 =4 -C ¢=0
f{ 1 4 il )Ax = +.0 lx-1/—4ﬂu|x14-¢.]+|( =j x- 7 + K

% -1 X 2+b " 2 " Txtee

Pouzili jsme vétu, ze integral ze zlomku, v némz je v citateli derivace jmeno-
vatele, je roven logaritmu absolutni hodnoté jmenovatele plus integracni kon-

stanta. Dokaze se snadno substituci za jmenovatele a ¢asto byva zarazovan mezi
tabulkové integraly.

y KT .
a‘x) dy = lhla‘ )l + K

Napiiklad integral z tg x pak lze vypocitat zpaméti,

Ccog X

j{:g xdx =~ J's'.")‘o(x == Qu)cosx] +K .



Priklad 12, determinant mi vysel -48, ve vysledcich je -192.

0 5 1 -2
12. Vypocitejte determinant matice A = 2 -13 7 21
0 0 6 0
0o 2 -1 2

Priklad vypoctu: 1. rozvoj podle tietiho fadku, nenulovy bude pouze ¢len
nasobeny koeficientem na pozici (3,3), znaménko je (—1)373 = +1. Také je
mozno si vSimnout, Ze na hlavni diagonale jsou vSechna znaménka kladné.

0 5 -2 0 o
Al=6]2 —13 21 :—8-6‘2 21|:—48-(—4):—192.
0 8 0

Determinant Vam vysSel 4x mensi nez podle vysledku. Zdroj chyby muze byt
nasledujici: U vypoctu determinantu je nutno vzit v avahu, ze na rozdil od GEM
nemuzeme nasobit fadek nenulovym ¢islem, aniz by se zménil vysledek. U GEM
je kazdy radek ekvivalentni jedné rovnici soustavy a nasobeni radku znamend
nasobeni levé a pravé strany rovnice, coz nezméni feSeni soustavy. Podobna
Uprava u determinantu by vSak znamenala nasobeni vysledku tymz c¢islem.
Proto, pokud v tadkovych tupravach pri vypoctu determinantu potiebujeme
radek pred upravou vynasobit, musime tymz c¢islem vysledek vydélit.

Piiklad:

2 3 1 116 9
3 21 3 2|/-6 —4
U Gaussovy eliminace také nepiSeme pri upravach rovnitko ale znak ~ ve
vyznamu ekvivalence soustavy. Znamenda, Ze se nerovnd matice soustavy ale
rovnaji se mnoziny feseni.
GEM. Zas ale jedna vyhoda oproti GEM prece jen plyne, a sice protoze plati

identita
det A = det AT,

jakakoliv véta vyslovena pro radky, plati i pro sloupce. Pfi vypoctu determi-
nantu muzeme tedy (na rozdil od GEM, kde nemuzeme) provadét i sloupcové
upravy, pokud se to vice hodi.



