Doplnkova matematika

Ucebni materialy k semindrt Doplnkova matematika.

Autori:

e doc. Mgr. Petr Habala, Ph.D.: zaddni a ukdzkové Feseni (rok asi 2010).
e Ing. Martin Zacek, Ph.D.: revize, 1vod, odpovédi na dotazy, editace.

Uvod:

Zadani prikladi a jejich feSeni napsal, nékdy kolem roku 2010 se vznikem
seminafe, doc Habala z katedry matematiky CVUT FEL. Opravami vsech
nalezenych chyb (od roku 2023 piimo do dokumentu) a odpovédmi na dotazy
studentu (nejen) z roku 2020, kdy vyuka probihala v koronavirovém rezimu,
doplnil a zeditoval do jediného dokumentu Martin Zdcek, zacekm@fel.cout.cz.



Matematicky seminar: Pracovni list # 6
Priklady vypracujte samostatné, vysledky se dozvite na konci hodiny.
V pripadé problémi se prihlaste, vyucujici vAm pomiize.
Pokud mate pocit, Ze nestihnete na seminafi vSechno, tak se zamérte hlavné na
témata, kterd vas nejvice pali.

1. Uréete definiéni obor funkce f(z) = In(z? — z) + arccos(%).

— COS(XT
2. Vypoditejte limitu  lim <¢>

z—(r/2)*+ \sin(x) — 1
3. Urcete asymptoty funkce f(x) = 332;—_7_:2_2
4. Vypocitejte limity lim (cos(ffl) ?w — )
, 2 ga?o—oln(x) vl
a xlg&(cos(wﬂl) e — 1).
5. Najdéte derivaci funkce f(x) = ﬁ - (2% +In(2® 4+ 1)).

6. Najdéte derivaci funkce f(z) = TTVz2 ebe,

7. Pro funkci f(x) = 23 — 62 - |x + 1| urcete intervaly konvexity/konkavity a
inflexni body.

8. Pro funkci f(x) = In(1 4 x) sestavte Taylortiv polynom stupné 3 se stfedem
a=0.
Tipnéte si, jak vypada T;,.

9. Vypocitejte integral /10(6:1: + 1)%e” da.
10. Vypocitejte integral /(:1: — 1) sin(x) dz.
11. Vypocitejte integral /183:2 cos(1 — %) du.
12. Vypocitejte integral /(8x + 1) In(z) dz.
ba® — 1922 4 44
n
(x+1)(x—1)2(x2 +4)

parcialni zlomky a urcete ty z konstant, které lze ziskat zakryvaci metodou.
Jestli vam zbyl Cas a troufate si, najdéte i ostatni.

13. Sestavte obecny rozklad racionalni lomené funkce a



Matematicky seminar: Pracovni list # 6 reSeni

1. z(x —1) >0a -1 < £ < 1. Prvni podminka d& = € (—00,0) U (1,00), druh4

da —2 < z < 2, pronikneme, D(f) = (—2,0) U (1,2).

S IR B L. G S
z—(r/2)* \sin(x) — 1/ TH z—(x/2)+ \cos(x)

Pro¢ 07?7 Pokud = — %"’, tak se uvazuji x o trosku vétsi nez

zaporny (viz graf).

™

b) a pro ne je kosinus

3. D(f) = (—00,—2) U (—2,00). Moznosti: svislda v = —2, vodorovna ¢i Sikma
v oo a v —o0. Rozhodnou limity.

. 24 —2\ = r+1-2 co+1-0
a) lim (—) == lim (—2“3) = - =

Neni vodorovna, ale Sance na Sikmou, algoritmus:
24p -2y = 142 — 1+0-0
A= lim (@) — lim (i) == lim (w—2x> _11t9-0 —1
Z—00 T T—00 2 + 2x + 2
Porad sance na Sikmou. )
-2 —xr—2
B = lim (f(z) — Az) = lim <%—x>: lim( ’ )

Tr—r 00 T—r 00

= lim (-1) = —1.

Tr—r 00
Takze Sikméa asymptota y =x — 1 v oo.

242-2\ 3 22 + 1

b) lim (&) 0 im ( T ) _ 3
z—(—2)* x+2 I'H z—(—2)+ 1

Svisld neni potvrzena, ale jesté ma Sanci. Limitu x — (—2)~ zkusime jinak:

lim (M>: lim (<x+2)(x_1>): lim (z—1)=—3.

z—(—2)~ T+ 2 z—(—2)* T+ 2 z—(—2)+
Takze svisla asymptota v x = —2 urcité neni.
¢) Zkoumani v —oo je podobné jako v oo:
. 2+ —2\ = . r+1-—2
lim (—) = lim (—29”) = —00.
T—»—00 x + 2 T——00 1+ =
241 -2 1+1- 2
A= lim (M) — lim (%) = Jim (— ) =1
T——00 x T——00 2 + 21 T——00 1+ =
2 -9 —r —92
B= lim (f()—Ar)= T (55 o) = tm (S5F) = -1
Takze Sikméa asymptota y =x — 1 v —o0.
x? x?
4. Proxz — o0 je 1 ~ — = x — 00, takze prvni ¢len v obou limitach vychazi
x x

cos(00), coz neexistuje, je to stale oscilujici veli¢ina. Vse tedy zavisi na tom, jak
se chova druhy clen.

. bx — a3 —q3 ., . s
a) Pro x — oo je ~ = —1. Potvrzeni vypoctem, asi nejrychlejsi
»+r—1 x3 :
bx — a3 = —1
je kraceni: lim (3—) = lim ( ””21 T > = —1.
z—oo\x® +x —1 z—oo\]l + =% — =

2 3

2



Kazdopadné nasobime clen, ktery osciluje mezi —1 a 1, ¢lenem, ktery je nakonec
v zasadé roven —1, jako celek to tedy osciluje mezi —1 a 1.

Zavér: lim (cos( z” ) oL — ) neexistuje
T o0 r+1 :[,‘3—|—£L‘—]. Je-
Sr —1 5
b) Pro x — oo je In(z) < x a proto Sz — Infx) ~ 22 0. Tento odhad
3 + - 1 x3
5z —1 = 5— =
potvrdime: lim (x—n(m)) = lim (—x> =0
zt—oo\x3 +x—1/ I'H z—00\322 +1

Takze se clen s oscilaci, ktera je omezena, nasobi ¢lenem jdoucim k nule, proto

lim (cos( z” )5x — ln(a:)) = 0.

T—00 r+1 +x—-1

X X

af%w%[ﬁ%a_;}zf-+T;-+n%+5g5:3'j’+m®”+nl
- (cos(z) + 2)2 (333+1n(x2+1))+cos(:1:) +2 <3x2+x2 + 1)’

T € IR.

6. Pravidlo pro derivaci obecné odmocniny neni, pfevod: f(z) = (x2e>®)Y/(@=1),
Pravidlo pro derivaci obecné mocniny také neni, resi se to prevodem na exponen-

= o In(z2e5%)
cidlu: f(x) = en((z 2edr)t/eml)) e =—1 | Ted lze derivovat, nejprve pomoci
[e!] =e¥ -y
In(x e5m) ln(m265z) / 1 [3326595]/ (l’ . 1) . ln(x2e5ac)
! = xz—1 A R Sl IR 2, 5x . _x2ed®
fl(w)=e ] = Ve "

xe5m $265m P
_ :U—W 2 $2—;2m (.I' — 1) In (1‘265 )
(e —1)?
7. Budeme pracovat s druhou derivaci, proto se nejprve zbavime absolutni hod-
noty, rozhodne znaménko vyrazu = + 1:
2 —6x-(x+1), z>-1; 23 — 622 — 62, x> —1;
z® —6x-(—(x+1)), z<-1 z° + 6z° 4+ 6z, x < —1.
322 — 122 -6, x> —1; () {6:1:—12, x > —1;
a =
3x + 122 +6, =< —1 6x +12, x < —1.

6(z—2) =0, z>—1; r =2, :ﬂ>—1;
—

6(x+2)=0, x<-1 r=-2, x<-—L.
Oba body vyhovuji podminkam, za kterych se hledaly, 2 > —1 a —2 < —1, proto
jsou platné. Délici body jsou —2, —1, 2, budou ¢tyti intervaly. Vynechame Sestky,
jsou kladné a znaménko neovlivni.
(_007 _2> <_27_1> <_172> <27OO)
v—2:1 /1] /111] — + inflexni body:
T I I /7 /A V772 R el

1/

[(x) - — + — + f(-1)=-1
f(z) : -~ — - — F(2) = —28

f je konvexni na (—2,—1) a na (2, 00); konkdvni na (—oco, —2) a na (—1,2).

,x#0,1.

%kﬂm:{
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8. Tvar polynomu je T5(z) = f(0)+ f'(7)(z—0)+ 1 f(0)(z—0)2+ 5 f""(0) (z—0)3.
Najdeme derivace, dosadime:
Fx)=In(1+x) | f(0)=0
fl@) = o f(0)=1
@) = | £10) =
@) = e [ 10) =2
Ts(z) = — 22 + 32°.
Trefil se, kdo zkusil In(1 4+ z) ~ 2 — 322 + 123 — Ja* 4+ 4 (=1)""1dam,

n

9. Slozena funkce vyzyva k substituci.

T 4 x _ Y= e’ +1 — 4 — . y_5
/10(6 +1)%e dx_‘dy:e“’d:v —/10y dy = 10 5 +C
=2(e"+1)°+C, z € R.
10. Typicky priklad na per partes.
B —1 ¢’ =sin(x)
/(;U 1)sin(x) dox = ‘f,_ g = — cos(x)

—(z — 1) cos(x) + /Cos(;r;) dx = —(x — 1) cos(x) +sin(x) + C, = € R.

—(z—1) cos(z)— [ —cos(x)dx

11. Substituce projde.

y=1-—23
/18:132 cos(1 — x3) dx = dy = —3z%dx | = /cos(y)(—ﬁ) dy = —6/cos(y) dy
—6dy = 1822 dx

= —6sin(y) + C = —6sin(l — 23) + C, z € IR.

12. Dalsi typ na per partes, tentokréte se ale bude derivovat logaritmus.
n(z) ¢ =8x+1

l
/(833—1—1)1n )dx = 'f’—— g —42% + 1

= (4x? +x)ln(x)—/(4x2+a:)éda::(4x2+x)ln(x)—/4a:+1da:
= (42® + 2)In(x) — 22 — 2+ C, > 0.

13. Obecny rozklad:

50’ —10a°+44 A B C  DatE
(x4+D(z—-1)222+4) z4+1 -1 (z—-1)2 22+4°
Zakryvaci metoda:

Ao bxd — 1922 + 44 | :@:1’

(7] =1)% (@2 +4)| 20
b’ —192% + 44 _@_3
@+ D/ D+ 4) . 107

Zbytek roznasobovaci metodou, viz dalsi strana jako bonus.



Nejprve vynasobime rovnost vyse jmenovatelem (za A, C' dosadime).
5rd — 1922 +44 = (x — 1)%(2® +4) + Bz + 1)(z — 1)(2? + 4)
+3(z + 1) (22 +4) + (Dz + E)(z + 1)(z — 1)%.
Roznéasobime a slou¢ime mocniny:
5r3 — 1922 +44=(1+ B+ D)z*+ (1 - D+ E)2®>+ (8 +3B — D — E)x?
+(4+D—E)r+ (16 —4B + F).
Porovnanim koeficientt® obou stran dostaneme soustavu rovnic

1+B+D=0

1-D+FE=5
84+3B—-D—-E=-19

44+D—-E=0

16 —4B+ E =44
Upravime na standardni tvar a fesime oblibenym zptsobem (eliminaci, Gauss-

Jordan, Kramer), dostdvame B = —5, D = 4, E = 8. Proto
5a3 — 1922 + 44 -1 5) 1 dxr + 8
Gt D)@ —122+4) 2+l z2-1 (@-12 2+
Opravdovy drson by jesté udélal zkousku prevedenim pravé strany na spolecny
jmenovatel.




Dotazy od studentu

Tato c¢ast vznikla v roce 2020 v dobé koronavirové on-line vyuky, kdy se
misto tabule pouzivalo dotykové pero a elektronicky poznamkovy blok. Dotazy
byly serazeny podle poradi piikladu v zadéani a zpravidla doplnény vysdzenym
zadanim, z duvodu pohodli pro ¢tenare, aby se nemuselo v dokumentu rolovat
na zadani. Budete-li mit dotaz, ktery jesté nebyl zodpovézen, nevahejte napsat
na zacekm@fel.cvut.cz, odpovéd muze byt pridana.

Meél bych dotaz k 3. prikladu, slo by to pocitat tak, ze vydélim

mnohoélen mnohoc¢lenem a vyjde mi funkce f(x) = x-1, ktera je
prerusena v x = -2 7 To ale nema vliv na asymptoty.
2+ —2

3. Urcete asymptoty funkce f(x) =
T+ 2

Ano, to by slo. Jen ale se mi to zd4 zbytecné pracné, ty limity jsou rychlejsi, kdyz

se nacvici. Vysledek timto postupem ale obdrzite také a je presny. Posledni

¢len je zbytek déleny délitelem a ten jde k nule, tudiz ¢astecny podil rika, cemu

se funkce bude podobat pro velka x.

Gk:~—4

asymptota

m - P
(VY

Podle véty o déleni polynomu
jsou ¢astecny podil R a zbytek
Z urceny jednoznacné.

Maéte pravdu, muze to byt podobné pracné, déleni je piimocary a jednokrokovy
postup, zbytek nemusite dopocitavat, protoze ¢len se zbytkem jde pro velka x
k nule a asymptotu ziskate rovnéz rychle.

Postup s limitami je vSak obecny, funguje i v pripadé, kdybychom meéli jinou
nez racionalni lomennou funkci. Napiiklad

3re’ +1

1.
et +1 +



Chtél bych se zeptat, jak se ma pocitat 2. limita ve 4. prikladu (4b).

4. Vypocitejte limity

x3+.r—1c r+1

) Sr — Inx x2
lim CcoS )
r—oo\ 3+ —1 r+1

. ( 2x + 23 x? )
lim 0s )

argument cosinu:

L $0:19 00 L

X7+ A ~ ,
~ ro velka x

Prvni limita: tedy cos(x) osciluje pro velka x

$x _

X3
p VE— — - 1 2 ﬂo el — - 1 limita neexistuje
+ — -
' TV

Druha4 limita:

)l (%) omezena

%(X/—-?O —>3Cg->O

Zaver:

Obé limity jsou typu K- O kde K je omezend funkce a O je funkce oscilujici
kolem nuly. Pro K =# 0 limita neexistuje, nebot soucin osciluje, kdezto pro
K = 0 limita existuje, nebot’ sou¢in — 0. Hodnota K = 0 ma v tomto ptripadé
vyjimecéné postaveni a méni povahu soucinu. Funkce sice osciluje ale amplituda
klesa k nule, pro kazdé € z definice limity pak najdeme x( takové, ze | f(x)—0| < €
pro kterékoliv x > xg, tedy limita existuje a je rovna nule.



