Doplnkova matematika

Ucebni materialy k semindrt Doplnkova matematika.

Autori:

e doc. Mgr. Petr Habala, Ph.D.: zaddni a ukdzkové Feseni (rok asi 2010).
e Ing. Martin Zacek, Ph.D.: revize, 1vod, odpovédi na dotazy, editace.

Uvod:

Zadani prikladi a jejich feSeni napsal, nékdy kolem roku 2010 se vznikem
seminafe, doc Habala z katedry matematiky CVUT FEL. Opravami vsech
nalezenych chyb (od roku 2023 piimo do dokumentu) a odpovédmi na dotazy
studentu (nejen) z roku 2020, kdy vyuka probihala v koronavirovém rezimu,
doplnil a zeditoval do jediného dokumentu Martin Zdcek, zacekm@fel.cout.cz.



Matematicky seminar: Pracovni list # 5

Priklady vypracujte samostatné, vysledky se dozvite na konci hodiny.
V pripadé problémi se prihlaste, vyucujici vAm pomiize.
Pokud mate pocit, Ze nestihnete na seminafi vSechno, tak se zamérte hlavné na
témata, kterd vas nejvice pali.
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1. Urcete defini¢éni obor funkce f(x) = arcsin(z) +
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4. Urcete asymptoty funkce f(x) = x3 + 3
x PR
cos(x), = <m;
5. VySetiete spojitost funkce f(x) = { in(2z)
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6. Najdéte derivaci funkce f(z) = u
cos(x3) 4 2
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7. Najdéte derivaci funkce f(x) = (M) .
e X

8. Pro funkci f(x) = 2® — 12|z + 1] uréete maximalni intervaly monotonie a lokalni
extrémy.

9. Pro funkci f(x) = zcos(z) sestavte Tayloriv polynom stupné 2 se stfedem
Ty = T.
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Matematicky seminar: Pracovni list # 5 reSeni
1. Pozadavky —1 <z <1, 2 > 0, /x # 0, proto D(f) = (0,1).

1 2 0 2z 1
2. Im ( n(z )) L dim (£)= dm () =1,
z—(—1)+\x2 —1/ TH 2—(-1)+\ 22 z—(—1)+ \ 12
1/xz 1 60_1:_
3. Iim (G=——) ===0.
4. D(f) = (—00,2) U (2,00). Moznosti: svisld v = 2, vodorovna ¢i §ikma v co a
v —o0o. Rozhodnou limity.
oty = 1+ 140
lim ( ) = lim ( = ) =1.
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Takze vodorovna asymptota y =1 v oo.
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im = 0
z—2+\x3 — 8
Takze svisla asymptota v x = 2. Jen ze zvédavosti:

i (2
im = —00.
r—2~ 33’3 —8
Nezavisle potvrdilo tu svislou.
S 41y = 1+ 25
lim (x i )é lim ( 963):1
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Takze vodorovna asymptota y =1 v —oo.
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5. Jasné spojita na intervalech (—oo,7) a (m,00). Spojitost v w7 Porovname tii
hodnoty.
lim (f(z)) = lim (cos(z)) = —1.
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_ _ sin(22)\ § .. 2 cos(2x)

1 ~ < )— (—> _ 9.
Jim (f(x)) = lm (=222 ) S lm (=

f(m) = cos(m) = —1.
Zavér: f ma v bodé x = m skokovou nespojitost. Je tam spojita zleva.
6. f/(z) = [z Va2 + 1] (cos(2?) + 2) — x Va2 + 1[cos(x3) + 2]’
(cos(z3) + 2)2
(\/x2 1+ 2\/T)(cos(x?’) +2) — Va2 + 1(—sin(x?) - 32?)
(cos(z3) + 2)2

7. Je to obecnd mocnina, nutno prevést na exponencialu.

f(z) = 61n(<sm(w22w)+2) ) = xln(sm(i)ﬂ). Proto

o) =D [ ()] (2’

« <1“(M> o 9w cos(a?)e? — (sin(a?) + 2)2¢2
e 81n(932) +2 (e27)2

, T € IR.
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8. D(f) = IR. Potfebujeme derivaci, musime se zbavit absolutni hodnoty v zavis-
2 —12(x+1), =>-1;
3+ 12(x+1), z<-1.
o 312 - 12, x> —1; 3(x—2)(x+2), x>-—-1;
Derivujeme: f’(z) = ) = 0
3x2 +12, z< -1 3(x*+4), z=<-1.
Osud derivace pro z = —1 je nejasny, nemusime to nastésti resit.
Kritické body? Patrné x = —1, kde derivace nejspis neexistuje, déle fesime f’ = 0:
{(m—2)(x+2)20, x> —1; {x::I:Q, x> —1;
—
22 +4=0, z<-1

losti na znaménku vyrazu x + 1:  f(z) = {

nelze, x < —1.

Z prvni varianty ovSem neplati x = —2, nebot nesplituje x > —1. Délicimi body
pro intervaly monotonie jsou tedy =z = —1, 2.
(—o0,—1) | (=1,2) | (2, 00)

x=2: | ////] - +

r+2: /]]]/ + +

w44+ [T

f(x) : + - +

flx) /! N\ /!
Zéavér: f je rostouci na (—oo, —1) a na (2,00). f je klesajici na (—1,2).
f ma lokalni maximum f(—1) = —1 a lokdlni minimum f(2) = —28.

9. Polynom bude mit tvar T5(z) = f(m)+ f'(7)(z—m)+ 3 f"(7)(z—m)?. Najdeme

derivace, dosadime:

£(z) = & cos(z) fm) = —

f'(x) = cos(x) — xsin(x) fl(m) =—

f(z) = =2sin(z) —zcos(z) | f'(m) =7 To(z)=-7—(z—7)+ in(z—m)?
cos(x) | y=sin(x)+3| [dy

= In|sin(z) + 3|+ C, =z € R.

11. T+ 1)e” dx = /_$+1 g =e =(x+1De*— [ 1-e“dx
=1 g=2e"
=(z+1)e* —e"+C,x € R
1 dx y = In(x) / 1
12, [ —— ¥ _ _ P -
/ln2(x)—|—1 T dy = Ldo y2 11 y = arctg(y) +

= arctg(In(z)) + C, z > 0.
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Dotazy od studentu

Tato c¢ast vznikla v roce 2020 v dobé koronavirové on-line vyuky, kdy se
misto tabule pouzivalo dotykové pero a elektronicky poznamkovy blok. Dotazy
byly serazeny podle poradi piikladi v zadani a zpravidla doplnény vysazenym
zadanim, z divodu pohodli pro ¢tenare, aby se nemuselo v dokumentu rolovat
na zadani. Budete-li mit dotaz, ktery jesté nebyl zodpovézen, nevahejte napsat
na zacekm@fel.cvut.cz, odpovéd muze byt pridana.
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COS T pro x < T;

sin 2x
T —T

5. VySetfete spojtost funkce  f(z) =

prox > .
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I L’Hospitalovo pravidlo pro typ limity 8

Limity se nerovnaji, funkce ma v bodé 7 nespojistost typu skok.

r—1

Nespojistost typu odstranitelny singularni bod: f(x) = ]
a;’ J—

+ O

Vykracenim (bez podminky x # 1) dodefinujete chybéjici bod v defini¢nim
oboru limitou rovnajici se limité zprava i zleva.

L .
flz) = - ma pol prvniho fadu. Tato terminologie je
1 z komplexni analyzy.

f(x) = sin — mé podstatné singularni bod.
T



spocital byste prosim priklad cislo 7

. 2 x
7. Zderivujte funkci f(z) = (SmgTH) :

Idea teseni spociva na prevedeni mocniny na mocninu s jinym zakladem,

a = b,

Vztah plati proto, protoze f(z) = b* a g(x) = log,  jsou inverzni funkce a pak
b
f (g(a)) = a a tedy ax — (blOgb a)a: — bxlogba,

. xr .
(81nx2+2) 7 | sinz’+2
—_— = e e2x

6233

a dale se zderivuje jako derivace slozené funkce. Odstranili jsme proménnou ze
zékladu a prevedli jsme funkci na jinou, s konstantnim zakladem.



K ¢emu je dobry Taylortuv polynom?
9. f(x) =xsinzx, Tr(z) =7
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Matematicka motivace, aproximace funkce

Fyzikalni motivace, zjednoduSeni, ¢asto linearizace jinak sloZitého problému

e F =g sivg
matematické kyvadlo
F = ma

-—-Wg.s}'h? = M,e§
—_—

matematicky je to komplikovana rovnice,
1ze zlinearizovat:

, 1 3
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Obecné jde o rovnici linedrniho harmonického oscilatoru (LHO). % +w g < 0

Tahle rovnice se jiz feSi snadno, ma harmonické reSeni se dvéma integracnimi konstantami,
zapsané v raznych tvarech jako:

z(t) = Acoswt + Bsinwt = xg cos(wt + @) = R{zoel @)}

vyjde takova rovnice nejen
u mechanickych kyvadel, napr.: c "|_ u +—UuUu=0
e



Dalsi matematicky uZite¢né vztahy odvozené pomoci Taylorova polyomu:
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Tento vztah se vyskytuje ve specidlni teorii relativity, pokud bychom méli
rychlost tieba jednu miliontinu rychlosti svétla, nedal by se vyraz vlevo na
béznych kalkulackach ani spocitat, protoze od jednicky bychom odecitali ¢islo
lisici se od jednicky az na 12. desetinném misté, coz by se zaokrouhlilo také
na jednicku a vypocet by selhal na déleni nulou. Rozvojem do Taylorova poly-
nomu do linearniho ¢lenu prevedeme vyraz na scitani v citateli, pricitany clen
je vysledna korekce vysledku vzhledem k jednicce.
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Jak resit prosim ulohu s integralem cislo 13?
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Zakryvaci pravidlo:

3 __A |-
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Za z dosadite hodnotu, v niz jeden kofenovy ¢initel bude nabyvat nulovou hod-
notu, coz jsou Sedé obdélniky, ty ignorujete, neboli myslené (& fyzicky) zakry-
jete, ovSem vyrazem se nasobi zbylé zlomky a jelikoz ty budou nulové, zakryjete
je také (modry obdélnik). Do ¢lent, které zbudou, mély by, pokud to udéldte
spravné, obsahovat jiz jediny neznamy koeficient, dosadite také tyz hodnotu
x a spocitate hledany koeficient. Jelikoz se jednd o jednu rovnici pro jednu
neznamou s jednim c¢lenem nalevo a s jednim napravo, lze to i zpameéti. Kdyz
si to nacvicite, tak i rychle.



