Doplnkova matematika

Ucebni materialy k semindrt Doplnkova matematika.

Autori:

e doc. Mgr. Petr Habala, Ph.D.: zaddni a ukdzkové Feseni (rok asi 2010).
e Ing. Martin Zacek, Ph.D.: revize, 1vod, odpovédi na dotazy, editace.

Uvod:

Zadani prikladi a jejich feSeni napsal, nékdy kolem roku 2010 se vznikem
seminafe, doc Habala z katedry matematiky CVUT FEL. Opravami vsech
nalezenych chyb (od roku 2023 piimo do dokumentu) a odpovédmi na dotazy
studentu (nejen) z roku 2020, kdy vyuka probihala v koronavirovém rezimu,
doplnil a zeditoval do jediného dokumentu Martin Zdcek, zacekm@fel.cout.cz.



Matematicky seminar: Pracovni list # 3

Priklady vypracujte samostatné, vysledky se dozvite na konci hodiny.

V pripadé problémi se prihlaste, vyucujici vAm pomiize.

Pokud mate pocit, Ze nestihnete na seminafi vSechno, tak se zamérte hlavné na
témata, kterd vas nejvice pali.

. .
1. Pro z; = 2v/2e4" a 2y = 2e~ ™ spodéitejte z1 + 29, 21 - 22 a a
Vysledek z; + 2o uvedte v exponencidlnim tvaru.
Vysledek z; - zo uvedte v algebraickém tvaru.

. t
2. Urcete definiéni obor funkce f(z) = es*(®) 4 Lg(x)'
In(z)
3. Najdéte derivaci funkce f(x) = sin(x)e® + In(z* + 1) + 322 — 1.
2z
4. Najdéte derivaci funkce f(z) = eﬁ.
5. Najdéte derivaci funkce f(z) = —*-
. Najdéte derivaci funkce f(x) =
) x? +1
. o Sln(332)
6. Najdéte derivaci funkce f(z) = :
eac —

7. Najdéte derivaci funkce f(z) = (zsin(2z)

I 3
8. Najdéte derivaci funkce f(z) = 1/ %
T

9. Najdéte f' a f” pro funkci f(z ): sin(z) cos(2z).

10. Vypoditejte limitu lim ( 1)

x—0—

sin(7
12. Vypocitejte limitu lim < >

z—1+

11. Vypocitejte limitu lim <

Tr—r 00

—_

+1
13. Vypoditejte limitu lim (

Tr—r 00

\_/



Matematicky seminar: Pracovni list # 3 reSeni
1. 21 =24 21, 20 = =2, proto 21 + 20 = 21 = QG%i.
21 - 29 = 4\/56_%” = —4 — 43. ? = \/562”.
2. In = x>0 aln(z) # 0, proto D(f) i (0,1) U (1, 00).

3. Nejprve linearita, pak soucin a slozend funkce:
f'(z) = [sin(z)]'e” +sin(z)[e*]’ + [In(2* + 1)} + 3[z%] — 1]’

= cos(z) e* + sin(z)e” + x41+1 et +1) +3-22 -0

= cos(x) e* + sin(x)e” + xﬁ”fl + 6z, x € R.
Je tieba zajistit 2% +1 > 0, to ale plati pro vsechna realna ¢isla.

4. Nejprve podil, pak slozena funkce:

x x 2z | / _ 2z _1
PO i Rl V) O o B R
[V ]? x

62$‘2\/E—62$ 1

= 2ﬁ,x>0.

x
Kdyby nékdo chtél, mtze dale zjednodusit:
f/( ) 6290 . 4[\/5]2 . 62m A 6230 . €2x
€Tr) = =
2\/xx 2\/xx
5. Nejprve podil, pak soucin:

P e e i V1 e Gl [ Gl Ve

, x> 0.

(£U2+1)2 (.’E2+1)2
(et dze) (a4 1) —ze” - 2

(l’2—|—1>2
(et tze) (a4 1) —ze” - 22
= 2 1) , T € IR.

6. Nejprve podil, pak slozena funkce:
_ [sin(z?))'(e* — 1) —sin(z?)[e* — 1]  cos(z?) - [2?]'(e” — 1) — sin(z?)e”

N (e 17
_ cos(z?) 2x((eex - i))2 sin(x?)e w40,

7. Nejprve mocnina a slozena funkce, pak soucin, na zavér slozena funkce:

f(z) =5(x sin(2yc))4 z sin(2:1:)]/ =5(z sin(2:1:))4 - ([z] sin(2z) + z[sin(2z)]’)
=5(z sin(2x))4 - (1 sin(2z) + z cos(2z)[2z]’)
=5(z sin(2x))4 - (sin(2z) + 2z cos(2z)), = € IR.




8. Nejprve odmocnina a slozena funkce, pak podil:

) — 1 [sin(z) + 37
fw) = sin(z) + 3 [ x }
1 xx [sin(z) + 3]’z — (sin(z) + 3)[z]’
2'\/ sin(x) + 3 x?
1 z ~cos(z) - & — (sin(z) + 3) .
~ 2\/sin(z) +3 x? &> 0.
9. Soucin:

f'(z) = [sin(x)]’ cos(2x) + sin(z)[cos(2z)]’
= cos(x) cos(2z) + sin(z)(—sin(2x))[2z]" = cos(z) cos(2x) — 2 sin(x) sin(2x).
f"(x) = [cos(x)] cos(2x) + cos(x)[cos(2x)]’
—(2[sin(z)]’ sin(2x) + 2 sin(z)[sin(2z)]")
—sin(z) cos(2x) — 2 cos(x) sin(2x) — 2 cos(z) sin(2x) — 4sin(x) cos(2x)
—4 cos(x) sin(2z) — Hsin(x) cos(2x), = € IR.

2 0 21/ (Y

10. lim (- élim(w ):lim<2—x> L.

z—0—-\e? — 1 I'H z—0— [673 — 1]’ rz—0— \ e’

N W =-E e ol O N 4 o W )
1 i () S (mep) = () = e = o
. 0 . /

12. lim <sm(7rx)> 0 tim <[sm(7rx)] > _ lim <7rcos(7mc)>

c—1t\ x —1 'H z—1t [513 — 1]/ z—1+t 1

= mcos(m) = —.

2 1 > 2 11 9 > 2 1
13 lim (- )_ji_nm([m - ])zlim(ﬁ) = Jim (=) ==0.



Dotazy od studentu:

Tato c¢ast vznikla v roce 2020 v dobé koronavirové on-line vyuky, kdy se
misto tabule pouzivalo dotykové pero a elektronicky poznamkovy blok. Dotazy
byly sefazeny podle poradi prikladu v zadani a zpravidla doplnény vysazenym
zadanim, z divodu pohodli pro ¢tenaie, aby se nemuselo v dokumentu rolovat
na zadani. Budete-li mit dotaz, ktery jesté nebyl zodpovézen, nevahejte napsat
na zacekm@fel.cvut.cz, odpovéd muze byt pridana.

muZu se zeptat? jak se ma pocitat 1. piiklad?
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a je pak ngjaky "spravnejsi” zapis argumentu 5/4 nebo -3/4?

Neni, komplexni ¢isla s obéma argumenty daji tyz bod v Gaussoveé roviné a totéz
¢islo v algebraickém tvaru. Je to proto, ze oba argumenty se lisi o 27 a funkce
sinus a cosinus maji periodu 27.



V prikladu 1 mé zajim4, zda je mozné scitat, nasobit v exponencialnim tvaru

Transformacni vztahy z algebraického {" -'II*I' “,":
. . ’ « 1 s . s |2 s1b
na goniometricky/exponencidlni tvar jsou /
ekvivalentni znamé transformaci lzl = Ux%yt
/ / / / ~ . . \/
polarni — kartézské soutadnice: ko= tqd y Lo

k € Z, voli se podle kvadratu a konvence. Pro konvenci o € (0,27) je k = 0 pro
I. kvadrant, K = 1 pro II. a III. kvadrant a £ = 2 pro IV. kvadrant.

z=2,+2,

Podobné "osklivy" vzorec by byl
- L4 . .
2] = ‘J (lz4)coset, + (2 1cos0t,) " ¥ (|24)si00t, + (2, 15iet, )¢ pro argument souctu.

Odpovéd na scitani v exponencidlnim tvaru je tedy zaporna, jde to ale slozité.
Naopak ale nasobeni je snazsi, podle vzorce

2129 = |21]|2z2| (cos(av 4+ B) + jsin(a + 3)) .

2.k zapisu vysledku:

Ekvivalentni zapisy téze mnoziny, tedy i vysledku piikladu 2:

D(f) = (0,1) U(1,00) = (0,00)\ {1} ={z €R| x>0 A z £1}.

Sy VB ey 2 it ey ()
(") () =5 (2

Priklad uvadime kvuli trochu jinak upravenému vysledku oproti uc¢ebnimu
textu.



sinx + 3
" .

8. Najdéte 1. a 2. derivaci funkce f(z) =

4
) -3 ‘ . ,
( Sinx +3 )' - K . )z 4L.smx4z) € Coskex - Sinx-3 _ (xcosx=5stwx-3) XC0S% - Sinx-3
V N 37 TS 3z ©
X, TZ x x? m 2x>% Z\l x’(;r’hx+3)

vzorce pro derivaci
sloZené funkce a podilu

(-

Priklad zde zaiazujeme také proto, Ze ma byt spravné uvedena podminka x > 0, v u¢ebnim textu bylo
x # 07 V8imnéte si, Ze to plati v rtiznych variantach upravy vysledku. Proménna pod spole¢nou
odmocninou je umocnéna na lichou mocninu, coz mtze dat zaporny vysledek, ktery je nutno
dodatecnou podminkou vyloucit.

* Jiz v textu opraveno, 2023.

V jednom cviceni si této podminky v$iml jeden student (a chybu v textu tim naSel), rozebrali jsme
to trochu ob$irnéji a pisemny vysledek zde rovnéz kopiruji:

U prikladu c¢islo 8 mam dotaz k Df (x se nesmi rovnat nule) nemélo by tam byt spiSe "X musi byt kladné"?

1) Sthx+3 Clladel >0 VSdhy
X o juonovalel 3 40
B >
Sihx +73 x>0
Py X— 2 O - X >0

Davam Vam za pravdu (Ustni debata pri cviceni), Ze druha
podminka vede k ostré, nikoliv neostré nerovnosti.
I jen z druhé podminky plyne nenulovost X.

Tedy méate pravdu. A odhalil jste chybu v textu, které si nikdo za mnoho let nevSiml. Nékteré chyby

jsou zjevné ihned nebo proto, Ze nesouhlasi vysledek, u jinych ji ¢lovék nalezne peclivym logickym
prezkoumdanim prikladu, coZ je ale ¢asové narocné a malo kdo to udéld, kdyz jinak vysledek souhlasi.

P1={z €R|[pi(z)}

P ] T

731 M 732 mnoZina podminka

Py

Podminka urcuje pravdivost nebo nepravdivost pro kazdé x, definuje také mnoZinu vSech x, pro ktera
je podminka pravdiva. Na podminky lze tudiz nahliZet jak z pohledu logiky, tak z pohledu mnoZin.



9. Najdéte prvni a druhou derivaci funkce f(x) = sinz cos 2.

! - 1
:] Cosxcos2x ~A\uxSiw2x

n . N . . 4 °
5 < SihXc082x = 2cosx simlxn ~2c0sxsinlx <Y siuxeocldx = =58y cos2x < fcosx sTw2

Tento priklad je zde spiSe kvili chybé v pGvodnim oficidlnim feSendi, jiZ je v textu opravena.

Lze zjednodusSit vysledek pomoci vzorct pro sin a cos dvojndsobného argumentu?

sin 2z = 2sinx cos zx,

2

Plati vzorce . 9
cos 2x = sin” x + cos” x,

ale jiz pouhym pohledem na né bez vypoctu je zfejmé, Ze po dosazeni do pfedchoziho vysledku dostaneme vice ¢lend,
nékteré umocnéné. Vysledek tedy jednodussi nebude, at uz za miru jednoduchosti bereme pocet ¢lent, pocet
matematickych operaci nebo pocet znakl v zapisu.



s

Lze spocitat limitu v zadani Cislo 11 bez pouziti L'Hospitalova pravidla?

x

11. Vypocitejte limitu lim :

z—ooln

@

Na seminafi (2023-11-08) jsme v omezeném case zkouseli nékolik substituci ale
ani jedna nevedla k cili, vzdy jsme jen ziskali stejné obtiznou limitu typu == nebo
podobny obtizny typ. Zkusme sjednotit zaklad citatele a jmenovatele a oboji
prevést na spolec¢ny exponent, ¢itatel nechame a upravime jmenovatel:

x x

e e
— —e

In o elnlnz

x—Inlnx

Tim jsme vSak prevedli limitu na typ oo — oo. Vytknutim jednoho ¢i druhého
clenu pred zavorku se zas vracime k podilu nekonecen. Toto tedy také nevede
k cili a uvadime to proto, abychom ukézali dalsi moznost tpravy uziteénd tieba
jindy. Zkusme ale substituci za jmenovatel, y = Inx, a exponencialni funkci
v Citateli rozvinout v fadu, nejprve vnéjsi exponencialu:

e’ e’ 1 1
e = - 1+ey+_e2y+... .
Inz Y Y 2!

Cleny tady jsou opét exponencidlni funkce, jelikoz mame slozenou funkci dvou
exponencialnich funkci a argumentem té vnéjsi je také exponencialni funkece.
Kazdou z exponencidlnich funkci v zédvorce taktéz rozvineme, dostaneme

1 1 11 1
~(1+1 49 —_ (2u)% ... ).
y<+ A AR TRt R T T )

Diilezité je, ze zavorka obsahuje pouze kladnd znaménka a ¢leny jsou bud kon-
stanty nebo pfirozené mocniny y. Konstanty se po vynédsobeni 1/y zméni v hy-
perbolické funkce, které jdou pro y — oo k nule, prvni mocniny se zméni v kon-
stanty a zbudou mocniny y” s n > 1, které pouze snizi stupen mocniny o 1
a jdou kazda k nekonec¢nu. Tudiz vysledek jde k nekonec¢nu.

Poznamka k matematické rigoréznosti:

Za dukaz se povazuje postup, kdy tvrzeni prevddime axiomaticky definovanymi operacemi
dané algebry na tvrzeni jiz dokdzané diive nebo na predpokladané tvrzeni, tedy jiné axiomy.
Jiné nez v dikazu pouzité, abychom se vyhnuli dikazu kruhem. Zde se nabizi otizka, zda
muzeme pouzit v dukazu mocninou fadu. Museli bychom k tomu mit véty podobné pro
limitu sou¢tu avSak pro nekoneény pocet sc¢itancu. Pro nematematika (napfiklad studenta
u zkousky) muzeme pouzivat méneé rigorézni postup a to takovy, ze lze predpokladat cokoliv,
s ¢fm bude souhlasit zkousejici a nebude po Vis jiz chtit dokdzat dany predpoklad. Rikejme
tomu tieba pragmaticky pfistup k dukazu.

Zde jsme predpokldadali, ze muzeme funkce rozvijet v mocninné fady, ze muzeme néasobit
fadu jinou funkci ¢len po ¢lenu (nésobili jsme zlomkem 1/y) a ze v limité plati, ze vyrazy typu
K 4+ o0 i 0o 4+ 0o jsou nekoneéné i pro nekoneény pocet ¢lenu v souc¢tu. Upozornujeme, zZe
vSechny obvyklé vlastnosti algebry s koneétnym poc¢tem operaci nejsou prenositelné na tady.
Nekonecné zména poradi operaci v nekonecné radé (¢iselné i mocninné) muze ménit vysledek.
Soucet napiiklad neni komutativni, zaménujeme-li nekone¢ny pocet s¢itancu apod.



Jesté dalsi moznost upravy:

x x xX

x Y z\2
. € . € x . . x . (§ . € ) e
lim = lim——=1lim— lim — = lim—|(lim —) = (| lim —
z—ooln T z—o00 r Inx T—o00 T Tz—oolnx T—00 I y—o0 Y T—00 I

a zbytek je analogicky a nechdame ho jiz na ¢tenari.

sin 7w
12. Vypocitejte limitu lim [ ——
z—1+ \ o — 1

X im SAnTX a4 easdex- (st
X 99t w1 :f’e"""_.,_

L Hosp.

=-0r

Alternativni postup bez pouziti L'Hospitalova pravidla:

0 1
m SAATX g sWT(Yee) B COSTY » singey Casg®)_ g A, Sinz
+ - L = —_— =
X 99 % -1 T VYN )’ ¢y_)of y ,} 2 0t 2 UF
substituce vzorec substituce
y=x—1 sin(a + ) = cosasin 8 + sin acos 3 =Ty 1

Ve druhém postupu jsme substitucemi pfevedli vyraz na znadmou tabulkovou limitu.
Evidentné je postup delSi, zato vSak neni tfeba umét derivovat. L'Hospitalovo pravidlo je postup
za vyuziti derivaci, ktery je uspornégjsi, vyZaduje vSak vice teorie.

Ja bych mél dotaz, ale ne k zadani, proc tato funkce bude definovana pro vSechna realna cisla,
kdyz samotny arccos je definovany pouze na <-1;1>

.”133
arccos —,//———
26 +1
2133
Argument arccos musi spliiovat dvé podminky: —1 < arccos m <1
i
Prava nerovnost: Leva nerovnost, postup podobny:
menovatel je vZdy kladny, 1ze jim nasobit. '
J ) y Y, ) - X 6 1< XS
3 - VLS A 3
X’ < Xé'i‘4 s@stltuceu X7: - X —-X-1<0
AL V(1-u)<1 X+ x 4120
X=x"< 1 Ly 3
3(4—)&?) < 4 . = substituce U = X 72
X = u-u+1 29 Ulrusr1 20
D=laz-1/.ac=4—l;.<0 Dfloz~¢ac=’f—l;.<0
UelR, ¥~ 31[; xe R Polynom vlevo nemad redlné koreny,
je tedy vzdy kladny.
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