Doplnkova matematika

Ucebni materialy k semindrt Doplnkova matematika.

Autori:

e doc. Mgr. Petr Habala, Ph.D.: zaddni a ukdzkové Feseni (rok asi 2010).
e Ing. Martin Zacek, Ph.D.: revize, 1vod, odpovédi na dotazy, editace.

Uvod:

Zadani prikladi a jejich feSeni napsal, nékdy kolem roku 2010 se vznikem
seminafe, doc Habala z katedry matematiky CVUT FEL. Opravami vsech
nalezenych chyb (od roku 2023 piimo do dokumentu) a odpovédmi na dotazy
studentu (nejen) z roku 2020, kdy vyuka probihala v koronavirovém rezimu,
doplnil a zeditoval do jediného dokumentu Martin Zdcek, zacekm@fel.cout.cz.



Matematicky seminar: Pracovni list # 2

Priklady vypracujte samostatné, vysledky se dozvite na konci hodiny.

V pripadé problémi se prihlaste, vyucujici vAm pomiize.

Pokud mate pocit, Ze nestihnete na seminafi vSechno, tak se zamérte hlavné na
témata, kterd vas nejvice pali.

1. Zjednoduste co nejvice [(a + 2)(a + 3) — (a + 2)?]® — a?.
n—|—2)3 n3+4n2—|—4n} n
n—2 3n? —12n + 12

2. Zjednoduste co nejvice K 3.
3. Pro z1 =3+ 3i a zo0 = 2 —1 spocitejte 21 + 29, 21 - 29 a L. Vysledek z; uvedte
v zékladnim algebraickém tvaru.

Vyjadrete z; v exponencialnim tvaru.

4. Napiste rovnici piimky, kterd prochézi bodem (1,2) a ma smérnici %

5. Napiste rovnici pfimky, kterd prochazi body (1,3) a (2,5).
6. Napiste rovnici funkce IR, jejiz graf vypada takto:

—_
w

7. Vyfeste rovnici In(z —1) = 2.

t
8. Urcete defini¢ni obor funkce f(x) = —ar2c g(25) +In(y/z — 2).
T
Vysledek zapiste pomoci intervalii.
In(z — 1))

3 —3
Cosx))
:1:—2

x

9. Vypocitejte limitu lim (

r—1+

10. Vypocitejte limitu lim

z—2+

x—0—

12. Vypocitejte limitu lim

T—r 00

11. Vypoditejte limitu lim (

-1
x sin x))

13. Vypodéitejte limitu lim (\/:I; +1-Vz—1).
xr—r o0



Matematicky seminar: Pracovni list # 2 reSeni
1. Spravna odpovéd: [2 4 a]® — a® nebo 6a” + 12a + 8.

. Kn—|—2)3 n3+4n2—|—4n} n E;Li;g n
"\n—-2 3n2 —12n+12) 3  nZtanty g

3(n2—4n+4)
(n+2)P nP—4n+4 (n+2)° (n—-2)* n+2
T =22 n2+4n+4 (n—-23 (n+22 n-2
3. 21—|—22:5+2’L
21z = (34 30)(2—14) =6 — 3i+ 6i — 3i2 = 9 + 3.
21 3430 (3+431)(2+1) 6 + 3i + 6 + 372 _3+9 59,
w 2—i  (2-0)(2+9) 22 — ;2 5 5 5"
21| = V32 +32 = 3V2, p = arctg(i{zgzg) = arctg(2) = arctg(l) = Z, proto
21—3\/—e%i
4. y — 2 = i(z — 1) neboli naptiklad 3y = z + 5.
5. Smeérnice je k = ﬂ:Z y — 3 = 2(x — 1) neboli napriklad y = 2z + 1.

0; =<1, 0; =<1

6. f<x):{l(x_1); 33;1 nebOf(l’):{l(x_l); x> 1.

2 2
7. =1 — 2 odtud z — 1 = €2, proto x = €2 + 1.
8. Podminky: z arctg nic, jinak 22 — 25 #0, /T —2>0a 2 > 0.
D(f) = (4,5) U (5,0).

In(z —1)\ —2

9. 1(0) = o0, proto i (MDY o

n(0") = oo, proto lim {—5— 00

cos(x) COB(E)

10. lim ( > ———= —00, protoze 2 > %, 2 < Tr a tedy cos(2) < 0.

z—2t\ T — 2
11. ¢ = 1~ (viz naptiklad graf), tudiz * — 0~ znamend e®* — 1 — 0. Proto

A

lim ( ) — —00.
z—0—-\e? — 1

12. Po dosazeni vyjde % (sinus osciluje v 00). Chce to trik, tfeba zkratit x:

) ) sin(o0)
. (xsin(z)\ .. /sin(x) ,
Jm (S7) = Jim (T7) =
sin(x)  sin(z)

1 = sin(z), proto xh_>ngo
x

Uvaha: Pro  ~ oo je

x sin(x) L
( ) neexistuje.
r+1

13. Po dosazeni vyjde oo — oo, je treba trik.
lim(\/x+1—\/x—1):1im((vx+ —\/33—1)(¢:c+1+\/m)>
. e vVe+1l4+vr—1

~ m (x/:r;—|—12 VT — 12) 1,m((a:+1)_(g;_1)>
Vet lt+vr—1 Vet 1+ —1

T—r 00 Tr—r 00

2

2 =
= lim < >———OO
zooo\y/r +1++vx—1




Dotazy od studentu:

Tato cast vznikla v roce 2020 v dobé koronavirové on-line vyuky, kdy se
misto tabule pouzivalo dotykové pero a elektronicky poznamkovy blok. Dotazy
byly serazeny podle potradi ptrikladu v zadani a zpravidla doplnény vysazenym
zadanim, z duvodu pohodli pro ¢tenare, aby se nemuselo v dokumentu rolovat
na zadani. Budete-li mit dotaz, ktery jesté nebyl zodpovézen, nevahejte napsat
na zacekm@fel.cvut.cz, odpovéd muze byt pridana.

mam dotaz na priklad 3, a to konkretne na exponencialni tvar z1

2z
Pro z1 =34 45 a 2o = 2 — j spocitejte z1 + 22, 21 - 22 a 22 avedte v algebraickém tvaru.
Z2 22

Obecné jsou transformacni vztahy tyz jako pri prechodu od kartézskych souradnic k polarnim.

2 = x.;.é'_\/ = |2|(cosa +3'54'.hol)

X =|2|cos a } {|'Z]-"J)\'+7’1

Y =12l sina d = a,rulg -:/; % kIC  kje celé &islo, lidi se podle kvandrantu a konvence
graficky: AT ATm Konvence:
———o 2 2
’ T < 3\ ° /\
K d ¥
L A > o €€0,2) oAel-33)
Re Re

U prikladu 3 vSak lze reSit bez vypoctu, po zakresleni zadaného ¢isla do Gaussovy roviny lze velikost
i argument rovnou odecist.

_ +2° I
24=3+34 3L( 213537392,  d =&

. o p)
| 3 ke 21=3ﬁ(cosi—r+jsm°ﬂ=3ﬁe

Tabulkové limity (dokazuji se primo z definice limity, popf. L'Hospitalovym pravidlem):

L S0X zenmex;‘;q Binn Anx21)

X =0 X X0 X X >0 1%




Dobry den, mohu poprosit o teorii k exponencidlnimu tvaru komplexniho cisla?

Komplexni ¢islo z = (z,y) = = + jy vymysleno na feSeni netplnosti algebry
s reanymi ¢isly, ve které byly nékteré inverzni ilohy netesitelné. Ty, které vedly
na sudou odmocninu ze zaporného ¢isla. Algebra s komplexnimi ¢isly byla
zavedena tak, aby byla zobecnénim realnych ¢isel a s nimi fungovala stejné ale
meéla reprezentanty pro odmocninu ze zaporného ¢isla, kterd ve svété realnych
¢isel neexistuji. Zjistilo se, ze potiebuji dvé slozky realnych ¢isel, nedaji se
napriklad jiz usporadat ale daji se reprezentovat bodem v roviné. Navic se
ukazalo, ze jiz se v komplexnim oboru nestane, ze bychom drive ¢i pozdéji
narazili na dalsi typ invernich 1loh, jako to bylo dosud (pfipomenu, ze inverzni
uloha k rovnicim se s¢itanim vedla k potfebé zapornych ¢isel, inverzni tloha
k rovnicim s nasobenim vedla k nutnosti zavedeni racionalnich ¢isel a podobné
hledani feseni k mocnéni vedlo k jejich rozsiteni o iracionalni ¢isla. Komplexni
¢isla jsou odpovédi na to, ze pro nékteré typy rovnic to stale nestacilo. Ale vi
se, ze v algebfe s komplexnimi ¢isly toto uz nenastane a komplexni algebra se
nékdy proto nazyva algebraicky uzaver.

Prirozené se zavadi geometricky pohled na komplexni ¢islo jako bod v roviné,
coz zavedl Gauss a po ném se nékdy rika Gaussova rovina.

Je ale celkem pfirozené zkusit reprezentovat

A i komplexni ¢islo v jinych souradnicich a vyzkousSet,
Y———HA z jaké bude mit vlastnosti. Polarni soufadnice:
\"b\o(. I z=(z,y) =2+ jy = |2| (cosa + jsin )
| - Re
x Hned se ovSem zjistilo, Ze nasobeni reprezentuje
otaceni o uhel q, v celoCiselnych nasobcich 1ze
napriklad uplnou indukci dokdzat Moivreovu vétu

2" =|z|" (cosna + jsinna) .

Podobné jako u zobectiovani celociselnych mocnin na necelociselné a zaporné mocniny lze prechozi
vztah zobecnit v rdmci konecné algebry (ve smyslu konecného poctu operaci, ne nekone¢nych mnozin)
ina zdporné a raciondlni mocniny. Také pak dostaneme vztahy na déleni a ndsobeni v goniometrickém
tvaru:

2122 = |21]|22] (cos(a + B) + jsin(a + B)) .
Staci si ale vSimnout, Ze pfi nasobeni je u argumentu stejna algebra jako u pocitani s mocnimani,

CLbCLC — ab—{—c
a naskytla se otazka, jestli tedy nepijde zapsat komplexni ¢islo jako vyraz, ve kterém argument
figuruje jako mocnina. Na konec¢né algebre toto jiZ nelze provést (ono ale jizZ zobecnéni Moivreovy
véty na iraciondIlni mocniny také ne, to je zde skrytd zkratka, i kdyZ jejimu zobecnéni na redlnd cisla
snadno uvérime) ale 1ze to pomoci nekonecnych fad. S nekoneCnym mocninnym rozvojem

- r?  a?
=1+ +=+=+ -

2! 3!

je konzistentni (na komplexni algebie) zavést 2 = X + Jy = ‘Z| e,

Vyhoda: Algebra pfi pocitdni s mocninami je stejnd jako s redlnymi Cisly, pouze v exponentech mame
Cisla komplexni. Netfeba si nyni pamatovat Moivreovu vétu, vztahy pro nasobeni a déleni v gonio-
metrickém tvaru, staci po€itat s mocninami stejné, jak jsme byli zvykli v oboru €isel realnych.



VSechny "slozit&j$i" funkce (ve smyslu nikoliv "konecné algebraické"”, jako je tfreba odmocnina)
lze pak zavést i pro komplexni argument pomoci mocninnych fad, napriklad

3 5
_ R A
cos z = cos(x + jy) = TR
e’ + eI
Je to kvivalentni vzorci COS 2z = T,kde jsou nekonecéné rady skryty v exp. funkcich.

Funkce v komplexnim oboru jiZ nemusi byt funkce, ac se jim tak i nadale rika

Demonstrujeme na odmocniné, kde navic jev, ktery chceme ukézat, je jiz zndmy z reSeni kvadratické
rovnice jako specidlni ptipad druhé odmocniny.

. Komplexni odmocnina nemd jednoznacny vysledek, neni to jiz funkece,
21 je to relace. Zapis vlevo lze chapat i jako mnoZinu obsahujici vSechna
29 ¢isla vpravo. V§echna totiZ umocnénd na n daji pavodni ¢islo z.

Vz =

To je vyhoda, v komplexnim oboru miZeme pracovat s inverznim
"funkcemi" (nejde totiz o funkce, i kdyzZ se jim tak v mnohych

Zn ucebnicich rikd, snad proto, protoZe vypdaji stejné a vSichni jsou na
to zvykli), které existuji vidycky, jen nejsou jednoznac¢né. Chapat je
1ze jako vSechna feSeni rovnice s plivodni funkeci.

\

n N o . , v s v . ~ . ,
zi =z Vi€ {17 s 771}- je inverzni vztah k odmocniné vySe. Nejednoznacnost odmocniny nevadi.

Toto je vSak zndmo ze stfedoSkolské matematiky, kde se pri feSeni rovnic pri odmocnovani zavadeélo
pravidlo, Ze se pfed odmnocninu pripisoval znak +. Je to stejny jev z komplexni algebry, jen specidlné
pro druhou odmocninu byly obé vétve odmocniny redlnd ¢isla s opa¢nymi znaménky.

V komplexni algebfe maji vSechny inverzni ulohy reSeni, napriklad algebraickd rovnice stupné n ma
praveé n feSeni. Ve fyzice i v elektrotechnice mnohdy s komplexnimi feSenimi pracujeme a
interpretujeme je jako redlné jevy. Vyjde-li napriklad v néjakém reSeni komplexni frekvence,

jejl imagindrni ¢ast dd v exponencidlnim tvaru harmonického feSeni redlnou ¢ast a tu interpretujeme
jako ¢asoveé zavislou amplitudu, ktera tvori obalku kmit. Samozirejmeé, Ze je mozZné nalézt FeSeni

iv oboru realném ale neni to tak elegantni, mame vic rovnic a vic neznamych a sloZitéjsi zapis.

u

49 _: Jwt _,3"-_4.7 gwt x )
Uik)= uee™e =u,c’ec e T obalka
A
U fazor U(t) obalka . t
wt
obsahuje informaci  redlnd slozka exponentu, e periodicka ¢ast
o amplitudé i fazi neperiodicka ¢4st feSeni

Podobné mame zobecnéni Ohmova zdkona, které formdalné vypada stejné jako pro pripad obvodu
s redlnou zatéZi, komplexni impedance v sobé vSak obsahuje informace o indukénosti a kapacité
a komplexni napéti a proud (fadzory napéti a proudu) obsahuji informaci o amplitudé i o fazi.

I=U02 , Ohmuv zdkon v komplexnim tvaru, Z je komplexni impedance, I , U jsou fazory proudu a napéti.
Dalsi priklady:

k-r—wt+¢p) jerovinnd vina, polozime-li fazi, tj. vyraz uvnitf zdvorky v exponentu

u(r, t) = ugel . . .
( ’ ) 0 konstanté, dostaneme rovnici roviny ax + by + cz + d = 0.



Dobry den, chtél bych se zeptat na postup sestavovani rovnice primky (priklady 4 a 5)

4. NapiSte rovnici primky, ktera prochdzi bodem (1, 2) a ma smérnici 1/3.

Vhodny je tvar pfimky v parametrickém tvaru:

X :Ax ‘,’S)(.L
\/ =A\, +.S\"L

} ~)_(>=A r st

x =7 +3¢L
N =2 ++

5. NapiSte rovnici primky, kterd prochdzi bodem (1, 3) a (2, 5).

Zadano A, B. Volime 3? =B-A=(25)-(13)=(1,2)

Ostatni stejné jako 4.

1+t

o I

X
b

Lzy~?
x=4+3(y-2)

x-Z\/+§:O

3428 } Y= 3+2x-2

Y T 7x31

x-Y +1 =0

jedno volime,
druhé dopocitame,

4\/ = |<A><



Potreboval bych l1épe vysvétlit priklad cislo 11

eIII
Vypocitejte limitu lim ( ) :
z—0— \e¥ — 1

. .
Tabulkové limity:  lim ——— — et —1 . In(z+1)
z—=0 I z—0 X z—0 T

Citatel je kladné ¢islo, jmenovatel jde k nule a je zaporny.



Vypocitejte limity v hranicnich bodech mnoziny M:
) = <ln ﬁ) " M =D

x
D():

°x#0 X>0: 2x+12>0 1 o
>0 xX+12 > X332 X2
°2xx+1 >o_»<“*—“ A

Xx<0: 2x41<0 > X<-3—> x<-1

o =
i i41ni P 2x+15X X>0A X>1> %>0
0 pnlx+1 >0 Zéklad exponencialni 2x +1 51 <x>o x+1>X > A
n X funkce musi byt > 0 X X<0¢: 2x+1<X> X<OAX<-1->X<1

Vsechny ¢tyfi podminky musi byt splnény zaroveri a dostaneme: [)(§) = (-« ,-1)v(0,e) = R+ <1,02

Jsou to tedy 4 ptiklady v jednom, hrani¢ni body M jsou +w -, -1, 0+.
(0S J;,X

Ax+1 . 2x+1
. 2x+1 Andn °C05 XX Ll Ln dn . COSJX
i (,(’_ln = Lim @ x =g % * = [ (x0)
X ¥ X, x x> X, 3
véta o limité
W = e"“w slozené funkce

Ulohu jsme tedy prevedli na vypocet limity v exponentu. Zkousime nejprve dosadit:

)(ﬂ-',
QA) toar ZX*1 55 ﬂmﬁhq —> Anfn2  cos XX —>
% x X 10e X100

Limita neexistuje, druha funkce osciluje,
prvni se blizi konstanté.

2x +«1
b) 0+: 2.3():1 > +00) Lnln "x W €0, cos XX To‘) 1 I exponent — +°°,t8dyL(O+):+00

- IxwA 4 cos x
C) "7 H % _.>7+ ) L2n "X _)0"‘) Lnln 2")‘ —>» -0 v%; cos xx—> -1
x=-1
I

. Lx+44
tedy /xei)t-l:["hlln X_*. COS{X = 4+ 00 , tedyL(-1)=+00.

Funkci 1ze zobrazit napriklad ve Wolfram Alpha,
https:/mwww.wolframalpha.com/input/?i=%28l0g%28%282+x+%2B+1%29%2F%28x%29%29%29%5Ec0s%28Pi+x%29

Tato uloha byla dost téZzka i pro meé, nejen vypocCtem limit samotnych ale uZ i pii urCovani defini¢niho
oboru. Pokud mame exponencidlni funkci a zaklad je funkci proménné, nikoliv konstanta, musime
pridat dasi podminku a sice Ze zdklad je nezaporny.

Napriklad  f(z) = 2%, D(f) = (0, 00).

Demonstrace, ze to tak je: kdybychom totiz defini¢ni obor neomezili, mohl by

argument v logaritmu 2% = ™% nabyvat zdpornych hodnot. Promyslete si, ze
zaklad nemuze byt obecné ani nula.



Ja bych se chtél zeptat na jeden priklad s kterym si nevim rady, ale neni z tohoto PDFka

2
lim In? (1 4 cos z) =(,e(w\1y\(4+co.sx)) = oo
T—rT L'_V'““_J x> IJC
- 0 .
L)t v?tg
o limité
sloZené
funkce
Symbolicka algebra s nevlastnimi Cisly:
® + e =00 "neurcité" vyrazy:
-—00 - 00 = - o
K oo = 00 9o - 00
ﬁ“ = + oo 0'6’
ot - = x o oxtox__
ﬁ = too L x ” 2x*-1
o? =
00.00 = R oo ‘
oon = <0 OO
o0 = 0
K .
s =0
+®
r® o
K o0 K>

4
CosX ma v & Kok, whnimum

1+ Cosx2 o'

44cosx £0 v Owel/ TT

x\



