Doplnkova matematika

Ucebni materialy k semindrt Doplnkova matematika.

Autori:

e doc. Mgr. Petr Habala, Ph.D.: zaddni a ukdzkové Feseni (rok asi 2010).
e Ing. Martin Zacek, Ph.D.: revize, 1vod, odpovédi na dotazy, editace.

Uvod:

Zadani prikladi a jejich feSeni napsal, nékdy kolem roku 2010 se vznikem
seminafe, doc Habala z katedry matematiky CVUT FEL. Opravami vsech
nalezenych chyb (od roku 2023 piimo do dokumentu) a odpovédmi na dotazy
studentu (nejen) z roku 2020, kdy vyuka probihala v koronavirovém rezimu,
doplnil a zeditoval do jediného dokumentu Martin Zdcek, zacekm@fel.cout.cz.



Matematicky seminar: Pracovni list # 1

Priklady vypracujte samostatné, vysledky se dozvite na konci hodiny.
V pripadé problémi se prihlaste, vyucujici vam pomitze.
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2. Zjednoduste co nejvice — =+
3. Zjednoduste co nejvice /1 - fi—g
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4. Aniz byste zadany ptiklad presné spocitali, odhadnéte, ktery z nabizenych
vysledkti je nejblize tomu spravnému.

405-599:  a) 24000  b) 200000 c) 240000 d) 23000.
Teag =i a) 0.00002 b)0.002  c) 0.00007 d) 0

1993: a) 80000  b) 6000000 c) 8000000 d) 6000.
—22—:  a) 200000 b) 300000 c¢) —200000 d) —30000.

5. Vypoditejte koreny kvadratické rovnice p? + 250p + 10* = 0.

6. Kvadraticky polynom 5p? — 5000p — 107 vyjadiete jako soucin kofenovych
Ciniteld.
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7. Urcete defini¢ni obor funkce f(x) = n(f—_|_4) + e”.
:C PR
Vysledek zapiste pomoci intervali, tfeba D(f) = (1,3) U (3, 00).
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8. Urcete defini¢ni obor funkce f(x) = w 7T— .

Vysledek zapiste pomoci interval.
9. Nakreslete graf funkce f(z) = In(z — 2).

10. Nakreslete graf funkce f(x) = 3sin(x).
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12. Vyfeste rovnici In(z® —
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13. Vypocitejte limitu lim ( —I—x).
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14. Vypoditejte limitu lim ( z )
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15. Vypoditejte limitu lim (

T—2~



Matematicky seminar: Pracovni list # 1 reSeni

1 b b ebo ab b ebo b
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2. Spravna odpovéd je az ten posledni vyraz ve vypoctu
o} —dr  z(z*—4) 2® -4
(z+2)z (r4+2)z z+2
3. Spravna odpovéd je ten posledni vyraz ve vypoctu

T +Y)y
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4. 405 - 599 ~ 400 - 600 = 240000, tedy c).

30 _ _ 30, __1 .10-5
1600000 — 16 ~ 100000 '~ 21077, tedy a).

1993 ~ 200% = 8 - 10°, tedy c).

30 =30 100000 _ =30 105 — _9.105
—0.00016 — 0.00016 ~ 100000 _ 16 10° ~ —2-10°, tedy c).

5. D = /252102 —4-1-10% = /62500 — 40000 = /22500 = 150, proto
2 (—250 + 150) = —50, 3(—250 — 150) = —200.

=x — 2.
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6. 712 = 55 (5000 & /225 - 10°), 5 - (z — 2000)(z + 1000).
7. D(f) - (_172) U (2700)
8. D(f) = (—00,3)U(3,7).
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11. x—2=0 = z=2.
12. 22 -3 =1 = z = +2.
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13. z — 1T znamend (x — 1) — 0T, proto lim ( + x) 0" .
z—1t\ z—1
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14. i ( z ) ==,
w00\ g2 — 13
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15. x — 27 znamena (2 —4) — 07, proto lim ( ¢ ) O .
z—2- \20x — 4



Prosim, muzeme probrat priklad cislo 3?
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M Kratit mizeme jen nenulovym vyrazem,
\, ‘\I b M < k vysledku je tfeba dodat podminky
X+y ¥ O, y*0

1+Y d Y Tu druhou proto protoZe y bylo ptivodné ve jmenovateli a ipravami
jsme je prevedli do Citatele.
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Rovnost plati s vyjimkou kdy y = 0, coz je zde zjevné, nebot’ napravo lze nulu
dosadit, kdezto nalevo nelze. Formalné jsme od vyrazu vlevo presli k vyrazu
vpravo rozsifenim hlavniho zlomku o ¢len y, neboli jeho pridanim do citatele
i jmenovatele, coz je ekvivalent vyndsobenim vyrazu jednickou ve tvaru y/y.
Takovy vyraz je ale nikoliv ”jednicka” ale ”skoro jednicka”. Je totiz roven
jedné s vyjimkou bodu y = 0. Po rozsiteni musime navic provést jedno kraceni
vyrazem Y.



Poznamka ke kraceni (k prikladtim 1 az 3):

Vyrazy, které se daji zkratit, mame nauceno je automaticky vykratit ale je tfeba si pri tom vzdy
uvédomit, Ze pokud je krdceny €len neznama, je upravovany vyraz funkce a my tu funkci ménime.
Pred kracenim neni funkce v nékterych bodech definovdna a krdcenim funkci v téchto bodech
dodefinujeme. Priklad:

Kracenim tedy zménime funkci,

J( (X) = X -1 X=a_ 4 posledni rovnitko obecné neplati.

X -1 w4 Plati sice skoro ve vSech bodech
funkce ale ne ve vSech. A nevite,

f jestli zrovna u VaSeho vypoctu
ten jeden bod nebude fatalni, maze
‘7(0() : < 1 * 1 fix)=1 xeR kvili nému havarovat druZice.
nedey  x =1

Tomu se vyhneme pridanim
podminky, Ze vyraz, kterym se
kratilo, je nenulovy.

O
O

.
e

1 X

XY

Zde jsme kracenim dodefinovali odstranitelny singuldrni bod.
To je takovy bod nespojitosti, v némz se limita zleva rovna
limité zprava a v samotném bodé funkce neni definovéna.

Pravidlo pri upravach vyrazi:

Kratit (zZlomek, v rovnici ekvivalent ndsobeni ¢i déleni levé a pravé strany)
muZeme pouze nenulovym vyrazem. Kratime-li vyrazem s nezndmou, je nutno
pridat k vyrazu po vykraceni podminku, Ze kraceny ¢len je rizny od nuly.
Pouze v takovém pripadé kracenim nemeénite vyraz, pripadné reSeni rovnice.

Mohl bych poprosit o kratkeé vysvétleni, jak premyslet nad 4b a 4d?

Aniz byste zadany priklad presné spocitali, odhadnéte, ktery z nabizenych vysledkd je nejblize
tomu spravnému:

30
—5ooom | ) 200000 b) 300 000 ¢) 200 000 d) -30 000
30 }(21 2
~s e -9 s
-0.00046 ~ ‘O.oaa”s “ 40_5‘ = 2 10

1

Tyto kroky lze vSak provést zpaméti. 4a) a 4b) 1ze vyloucit okamZzité bez poctani, chybi zaporné
znaménko , d) vyloucime, protoze pfi kraceni zaokrouhlenym jmenovatelem na 0. ...15 musi byt
platné misto blizké 2 a pak jen staci zkontrolovat rad. Pokud vite, Ze jedna odpovéd je spravna

a nemate Cas (tfeba v pisemce), ani to délat nemusite a odpoveéd jste naSel rychlejSim vyloucenim
nespravnych odpoveédi.



Korenovi Cinitelé, priklad 6:

Lze také chapat jako alternativni vyjadrent
P( Xx) =a, ¥ +...4a 1 X + 0,7 A [%-%4) . [x-%z),..(x-¥,) polynomu ve tvaru, kde jsou explicitné
4] ———

korenovy Cinitel

vyjadiené kofeny.

zde kofeny mohou byt stejné a/nebo komplexni

priklad: w41 = (X+é)(x~;$)

Z ?
A +PX+ =p -
PX+q D=p-btg <0

ireducibilni polynom

K piikladlim 5 a 6, jak nalézt koreny alternativné metodou pfimého rozkladu

b
am2+bx+c:a<m2+—x+£)

1\

o (22 4+ pz +q) = ale — o1)(@ — 22)

= a(z® + (—x1 — 2)x + 2122)
t bt T
vytknuti a jiné oznaéeni  soucin kofenovych ... nisobeni P ¥
Cinitel

S X=X,

Porovnanim dostaneme:

P Pro jednoduché celociselné koieny
Y Ize Casto feSit zpaméti.

Trividlni piiklad: (z—2)(z +3)=z'+2—6
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U takhle velkych celociselnych kofend je feSeni primym rozkladem atypické ale v tomto pripadé
jeSteé pouZitelné, protoZe kofeny jsou jednoduché, zaokrouhlené na celé padesatky. Pokud by byly

koreny stdle celociselné ale komplikovanéjsi, napriklad 48 a 82, bylo by prili§ mnoho mozZnosti,
jak rozloZit ¢len p = 3 936 a schidnéjsi cesta by byla pres primy vzorec.



Ja bych se v chtél zeptat jestli byste pak mohl vysvétlit Hornerovo schéma

)

h t
A, X+, X +  +G& F+ra Xy a,

x(a,,,xw-r Lodan,) +a,

je opét polynom ale niZ§tho stupné, dale rekurentné, dostaneme

o, X (x( x(ax+a yra, )+ L)
—
Timto ¢lenem za¢neme, vysledek je novy koeficient a podobny tvar v dalSi zdvorce.

o ?
Priklad: 7 XS_ xlf .}-5)(3-— X +Zx =1 chceme PQ):

K?f“' S -1 2-1 Postup:

@-2 >4 6 27 42 88 P(Z) = &% 4 Nejvyssi koeficinet opiSeme, zde dlen 2

~ 3 1M 21 4uy 87 2. Cislo na tietim Fadku vyndsobime zadanym

argumentem (zde a opiSeme do nasle-
opiSe se dujiciho sloupce na druhy radek.
3. SeCteme hodnoty 1. a 2. radku.
4. 2. a 3. opakujeme pro vSechny koeficienty.

Hornerovo schema muiZete také vyuzit k déleni korépovym cinitelem:

P CasteCny podil
S
X‘X«' w-q X=Xq
3 2 A
2 %7 5= XHx A T N g
X -2 = LXTH3X F MR 2 £ b4+ S

Klasické déleni je oproti Hornerové schematu mnohem pracnéjsi, funguje vSak obecnéji,
Hornerovym schematem lze délit pouze v pripadé, kdy délitel je ve tvaru kotrenového Cinitele.

(2 WF o r s e x T ax =) (%-2) = 2x*e3xh 115 % 2% v b .
(2 x5 ~4x*)

3Ix*%
~(3x*-6x*)
AMx?
< (11x3-22x%Y)
~(29x2-{2x)
44 x
-(4y x -88)

3%

Hornerovo schema se dobre programuje, je to opakujici se cykl se dvéma operacemi (vynasobeni x
a pricteni dalSiho koeficientu). Také sniZuje pocCet operaci (bereme-li celociselnou mocninu jako
nékolik operaci ndsobeni) a sniZuje zaokrouhlovaci chyby zplisobené odecitanim blizkych ¢isel.



PHKAA T f(g) = BT | oo p(p) =2

x2 —4
2w (%) X >0
X+1 >0 .
A 2 musi platit soucasné
— X + 0 X-4 =0
X
X>~1 X F2ye=*2 i
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Mohl bych se zeptat na feSeni definicniho oboru osmeého cviceni?

flay = 2D =7 iy =2

x—3
Obecné (sinus, déleni, odmocnovani): Konkrétné ze zadané funkce plyne:
Swix)  D(sin) = R
4 ¢« x-3 %0
< x30
% ¢« 3-X 20

Yx x=20

Méame-li vice podminek, vysledny defini¢ni obor musi spliiovat v§echny soucasné.
MnoZinoveé je to prunik, kazda z podminek definuje mnoZinu takovych x, ktera ji splfiuji.

X+ 3
Xx2-F > x2%
P'\ pz (-oa,?)\{S}:' (-&,3)U(3)q>
P10 P2 o= . ;

{ | >
3 T+ X
Re$eni miizeme napsat bud jako sjenoceni dvou intervalt

nebo jako jediny interval, z néhoZ vyjmeme mnozinovym odectenim
jeden bod.



ja bych se jenom zeptal (kohokoliv z kolegti, kdo by védél), zda mate néjaky univerzalni navod
na vypocty limit funkci (posledni tfi priklady)... ani pohledem na reSeni mi to moc nejde do hlavy,
jak si ty vyrazy upravit nebo co s nimi

Dnesni limity se odvijeji od zdkladni limity s nulou nebo nekonecnem ve jmenovateli:

/Z)IM '4— = 49 /é'.miz—ao

x50t X x>0- > 1)
Modifikace: L ,,"1
E K je konstanta nebo omezend funkce,
X  bud vSude (sin(x)) nebo do ni 1ze dosadit x = 0.
1 1 y 1
T kdef©®=0 Fiklady:  Kim —— . —— e =
F) priady - ET xw Aimg Z(-;;E Sin¥
J J J

/ i
V okoli bodu T se sinus chova jako

1ze prevést na predchozi substituci y = x-1
funkce m - x.

Za jmenovatel 1ze dosadit substituci
a resit jako limitu v 0+ v nové proménné.



