Pripravny kurz matematiky 2020

Uvodni informace
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Rozsah: 10x1.5 hodiny = 15 hodin

Vyucuijici:
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Napln:
* rovnice a nerovnice
 elementarni funkce a jejich vlastnosti
* posloupnosti — limita posloupnosti
 analyticka geometrie
» komplexni Cisla
« diferencialni a integralni pocCet

Literatura:

- skripta M. Hyankova, V. Sedlackova: Matematicko-fyzikalni seminar. Matematika
(http://math.feld.cvut.cz/Oeduc/pripraval) ve skriptech vSak neni integralni a diferencialni
pocCet, je v nich zase kombinatorika, ktera se v tomto kurzu nebude probirat
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Elementarni funkce a jejich vlastnosti

Obsah tematu:

* Upravy algebraickych vyrazg.

* Matematické symboly, operace s vyroky.

* Funkce a jejich obecné vilastnosti.

* Lineérni funkce.

* Kvadraticka funkce.

* Lineéarni lomena funkce.

* Mocninna funkce.

* Logaritmicka funkce, logaritmus a jeho vyuziti.

* Goniometricka funkce, vztahy mezi goniometrickymi funkcemi, souctové vzorce.
(toto vSechno by mély vyplnit asi 3 dvouhodinovky)




Upravy algebraickych vyrazd

Objekty, s nimiz v pracujeme (podle historického vyvoje):

VECI pfirozena Cisla H cela Cisla Hracionélni (“:l'sIaH realna

(@

—

0

Q
./

Kazdy krok ve zobecnéni vychazi z néjaké noveé operace, ktera si vynuti zavedeni
obecnéjSi mnoziny ¢isel. Je mnoho krokl v dalSim zobecrovani, komplexni ¢isla,
pocCitani se symboly pro Cisla ap.

___________________________________________________________________________________________________

. operace 1 inverzni operace ! disledek pro mnozinu Gisel |
E .. . i: .. .i nutnost zavést zaporna Cisla a nulu, aby bylo :
. [Scitani | & odcitani | definovano odegitani stejnych Cisel a vétsich |
' nym i ¥ !
' | nasobeni ¥ déleni i nutnost zaveést racionalni Cisla, jinak by nebyl |
! ¥ .1 | obecné& definovan podil celych &isel !
| (opakova- | pouzitim)!! i: :
I nym ' ¥ L . . . :
: X 11 | nutnost zaveést iracionalni Cisla, jinak by nebyla :
. | mocnéni| ' | odmociiovani .1 | obecné definovana odmocnina, k odmocniné !
¥ .1 | zaporneho Cisla viz pozdeji komplexni Cisla i




S Jak)'/ml éiSly pracujeme (fazeno hierarchicky)
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S jak),/ml éiSly pracujeme (fazeno mnozinove)
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Mocnina

y = X" ... celoCiselnd mocnina ... = X.X...X N krét pronasobené X
evidentné plati x™x" = X" a plati také (x™ )" = x™"

(diky prvnimu vztahu miZeme zavést zapornou mocninu, zvolime-lin = —m
a dostaneme X"x ™ = xmMm = xY =1 atedy x ™= 1/x™)

... chceme inverzni funkci: Ize umocnit levou a pravou stranu 1/n ?

yl/n = (Xn)l/n = xnln = ynin = y1 =

zavedli jsme tak odmocninu, jako inverzni operaci k mocniné

Q/; = =y e x=y"

Mocninu s racionalnim exponentem d = m/n zavedeme jako

xa= xmn = (xm)n = (x'n)m kde obecné& musi byt x >0 .



Upravy algebraickych vyrazi

Co je to algebra?
Je to Cast matematiky, v niz je urCeno s jakymi objekty pracujeme (mnozina)
a jak s nimi pracujeme (operece + jejich vlastnosti).

Napriklad algebra s realnymi Cisly a s operacemi ,+" a ,,-“.

Co je to vyraz?
Je to Ciselné nebo symbolické vyjadieni matematickych operaci, ze kterého
pozname, jaké operace, v jakém poradi a na jakych objektech mame provést,
abychom ziskali vysledek.

Nutno si nacviCit a zafixovat rlzna pravidla, matematicka (komutativita,
asociativita, ...) nebo konvencéni, tykajici se jen zapisu (rlzné zéapisy téze
operace, ab = a.b = a-b = axb, zlomky, priorita operatordi, zavorky, ...).

Matematika by se dala prirovnat k jazyku, kde mnozina, se kterou pracujeme,
pfedstavuje slova, operace se svymi vlastnostmi odpovidaji gramatickym
pravidliim, jak miiZeme slova skloriovat a radit do vét a konvence zapisu vyrazl
odpovida pravopisu.




Polynomy a operace s nimi

Polynom (mnohoclen) je obecny vyraz typu
-1 1
ax'+a _X"'+..+ax +a,.
n ... stupen polynomu, g =0
n
a, ... koeficienty,
X ... promeénna.

S polynomy mizZeme provadét radu operaci, Ize je séitat, od€itat, nasobit,
délit, pfi déleni polynomi vsak jiz nemusi byt vysledkem polynom.

- polynom jako funkce nebo jako vyraz,
- koreny polynomu, algebraické rovnice,
- operace s polynomy (scCitani, nasobeni, a k nim inverzni operace.

* Specialné: déleni polynomU (pocetni postup)
* Specialné: podil dvou polynomU (jako racionalni lomena funkce)
* Specialné: kvadraticky polynom (doplnéni na uplny Ctverec, vzorec pro koreny)




Funkce a jejich vlastnosti (obecné)

Pojem funkce:
y = {(x), redlna funkce (jedné) realné proménné,
prirazuje jednoznacné hodnotu y hodnote x

- definiCni obor D, (mnoZina vsech X, pro které existuje obraz)

- obor funkCnich hodnot H, (mnoZina vSech y, které jsou obrazem néjakeho x)
Vlastnosti:

- rostouci x, <x, = f(x)<f(x,) Vx, x, €D,
- klesajici >
- nerostouci >
- neklesajici <

- prosta (vzajemneé jednoznacné prirazeni x <—> y, existuje inverzni funkce)
... (uvedené vlastnosti mohou platit jen na néjakém intervalu)

-suda (ma symetricky graf podle osy y) f(x) =f(- x) Vxe D,

- lichd (ma symetricky graf podle pocatku)

Graf funkce

Priklady funkci (konstantni, linearni, kvadraticka, linearni lomena, ...)

f(x) =-f(-x) Vxe D,




Prosta funkce

Funkce f(x) je prosta, plati-li:
x, #x, = {(x) #{(x,) Vx,x, €D, |

Prostéa funkce tedy nikdy nepfifazuje dvéma rliznym boddim tentyz bod.
Nékdy funkce nemusi byt prosta na celém definiénim oboru, mize byt vSak prosta na

néjaké podmnoziné z defininiho oboru. Napfiklad funkce x* neni prosta ale na
podintervalech celé mnoziny realnych Cisel, kdy x < 0 nebo x >= 0 je prosta.

Je-li f(x) prostéa funkce, existuje k ni funkce inverzni f1(x).




Mocninna funkce

f(x) =x", x=0,a€lR, a #0
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Exponencialni funkce

Zavede se podobné jako mocninna funkce, kterou uz zname,
promeénna vsSak bude v exponentu:

f(X) =a’, a>0,a#0 ... exponencialni funkce se zakladem a.

Eulerovo Cislo: ziskdme kdyZ pfipisujeme Grok x za néjaké obdobi n krét.

Na konci obdobi budeme mit na uctu (1 + x/n)" korun a pro rostouci n do nekonecna,
tj. jakoby se urocCilo neustéale, dostaneme prave Eulerovo Cislo
(pfi pocCateCnim vkladu 1 KC a uroku 1, tj. 100 %).

e =2,718281828459.... (jde o iracionalni Cislo)

Zavedeme f(X) =e" ... exponencialni funkce o zakladu e

. ma obzvlast hezke vlastnosti, napriklad:
- Smeérnice tecny v bodé x = 0 je rovna 1,
- derivovanim dostaneme tutez funkci




Exponencialni funkce

f(x) =e’

D =IR, prosta na celém D..




Logaritmicka funkce

Zavede se jako inverzni funkce k exponencialni funkci:

y =log, x < x =a’

Vlastnosti: D, =(0, )
H; =R

UziteCné vztahy:
log, x+log_y =log_ xy
log, x" =rlog, x

log, L. log, x
X

... logaritmicka funkce o zakladu a

Logaritmus a exponencialni funkce jsou prosté na celém definicnim oboru a jedna se o
inverzni funkce, které Ize pouzit pfi Upravach rovnic jako ekvivalentni Upravy.




Goniometrické funkce

sin X, COS X tg x, cotg x
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Vlastnosti: jsou periodické, sin x a cos x jsou definované na celém IR, sin x licha, cos x suda.

tg x ma definicni obor D, :{xelR; X ¢£+kn, keZ} acotgx D, :[ x€IR; x #ku, keZ}.
UZiteCné vzorce: 2
1- cos2x 5 1+ cos2x

0 o 2 _
sin® x + cos’ x =1 sin” x :—2— Ccos’ x = >



Cyklometrické funkce

arcsin x, arcos Xx Vlastnosti:
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Rovnice a nerovnice

* ReS3eni rovnic obecné&, ekvivalentni Gpravy

* Linearni rovnice a nerovnice, soustavy. Determinant.
* Nerovnice

* Rovnice s absolutni hodnotou.

* lracionalni rovnice

* Exponencialni a logaritmické rovnice.

* Goniometricke rovnice.

Postup pfi provadéeni neekvivalentnich Gprav:

Pozor na pripady, kdy si bud si nechténé vygenerujeme domnélé reseni navic
(napriklad pfi umocnovani — nutno provest zkousku), nebo se naopak o néjaké
reseni pripravime (napriklad pfi odmocnovani, kdy je nutno doplnit zapornou
vetev odmocniny).

Priklady viz http://math.feld.cvut.cz/Oeduc/priprava/, na seminari budeme resit
nefeSeni priklady z tohoto textu.



http://math.feld.cvut.cz/0educ/priprava/

Soustavy linearnich rovnic

ax +by =u a, b, c,d€R . koeficienty
Jsou rovnice typu . x,yEIR ... promé&nné
cx+dy =v u, velR

Metody rfeSeni:

a) Metoda scitaci

b) Metoda porovnavaci

... koeficienty pravé strany

c) Metoda eliminacni

Rovnice vynasobime vhodnymi
koeficienty tak, aby se po jejich
secteni jedna z proménnych
odecetla. Ziskame tak jednu rovnici
0 jedné nezndmé. Po jejim vyfeSeni
dosadime toto feSeni do libovolné

z plvodnich rovnic a vyfeSime
zbyvajici proménnou.

Cleny s jednou promé&nnou
prevedeme na jednu stranu a
vynasobime rovnice vhodnymi
koeficienty tak, aby obé rovnice mély
na jedné strané tentyz vyraz. Druhé
strany pak poloZzime sobé rovny,
¢imz ziskame jednu rovnici pro
jednu neznamou. Déle viz a).

Z jedné rovnice vyjadifime jednu
promeénnou, ziskany vyraz dosadime
do druhé rovnice, ¢imZ dostaneme
jednu rovnici pro jednu neznadmou.
DalSi postup je shodny

S postupem v bodé a). Tuto metodu

M s

rovnice nez linearni.

Priklad:  3x+2y =7
® 4x- y=2 /X2

11x =11

x=1

3.1+2y =7

2y =4

y =2

Priklad:  3x+2y =7

4x- y=2 [/x(-2)
2y =7- 3x
2y =-4+8x

7-3x =-4+8x

x =1

a dale stejné jako v a)

Priklad:  3x+2y =7

4x- y=2 —> y =4x-2

dosadime do 1. rovnice:
3x+2(4x-2) =7
11x =11
x=1

a dale stejné jako v a)




Soustavy linearnich rovnic - determinant

Nabizi se otazky typu: ax+by =u /Xc
®cx+dy=v /X-a)

- Existuje vzdy reSeni?
- NemUze vypocet pri uréitych hodnotach koeficientll selhat? (cb- ad) y =cu- av
- NemUZe existovat vice feSeni? Apod.

Y= av- cu
ad - cb
ax+by =u _ _ 5
Zkusme soustavu vyresit zcela obecneé. av- cu
cx+dy =v ax+b =
_ud - by ad - cb
o = =7 av- cu
ReSeni (viz vypocCet vpravo) muzeme napsat ve tvaru , ax=u-b
_av- cu ad - cb
kde D =ad- cb je determinant. Ten musi 4 D ax _ulad - cb) - bav +bcu
byt nenulovy, jinak uvedené vzorce nemohou ad - cb
platit ax _uad - yc’ﬁ- bav+bcﬁ
Vyznam determinantu: ad - cb
ax __uad - bav
1. D #0 Soustava rovnic ma jediné reSeni, které lze vyjadrit ad - cb
predchozimi nalezenymi vzorci, ud - bv
X =
2. D =0 Soustava mdZe mit nekone&n& mnoho feSeni nebo ad - cb

feSeni nemusi existovat. O tom, ktery pripad nastane,
rozhoduji koeficienty na pravé strané u a v.



Rovnice s absolutni hodnotou

Jsou rovnice obsahujici vyrazy v absolutnich hodnotach.

Postup FesSeni:

Rovnici feSime u kazdé absolutni hodnoty zvlast pro pfipad, kdy je vyraz v absolutni hodnoté
nezaporny a kdy je zaporny. V kazdém z obou pfipadli dostaneme jinou rovnici, protoze
absolutni hodnota v prvnim pfipadé nezmeéni a ve druhém zmeéni znaménko vyrazu.

Pro kazdy pfipad rovnici vyfeSime a najdeme prlnik feSeni rovnice a podminky pro vyraz
v absolutni hodnoté. Vysledné feSeni pak je sjednocenim vSech dilCich reSeni.

V pfipadé vice absolutnich hodnot se nam tak postup feSeni rozdéli na dalSi dvé cCasti vzdy
s kazdou dalSi absolutni hodnotou, tj. napfiklad u dvou absolutnich hodnot mame Ctyfi vétve
feSeni, kde musime v kazdé veétvi vzdycky vyresit rovnici spolu s podminkou. Neékdy ale
néktera kombinace podminek je prazdna mnozina, u linearnich rovnic toto dokonce nastane
vzdy, ¢ehoz mizeme vyuzit a snizit tak hned na zaCatku mnoZstvi vétvi.

Priklad:

3x+12>0 3x +1 <0
|3X+1|'6X+3:|X| x>0 x<0 x>0 x<0
3x+1-6x+3=x 3x+1-6x+3=-x nenimozno | -(3x+1)-6x+3=-x
—dx = -4 —Ix = —4 splnit —8x=-2
x=1 xX=2 x=1/3
spliiuje podminky | nespliiuje podminky, nespliuje podminky,
feSeni neexistuje reseni neexistuje

Vysledné feSeni je sjednoceni jednotlivych feSeni, tedy x = 1.




Rovnice neresitelné konecnym poctem operaci

Priklad takové rovnice: e*-5x =1

Rovnici nelze feSit logaritmovanim levé a pravé strany, pfi takovém postupu
obdrzime jednu neznamou v logaritmu a druhou mimo logaritmus a pfevedeme
jen exponencialni rovnici na logaritmickou, stejné obtizné reSitelnou.

Nalezeni priblizného rfeseni (tzv. prostou iteracni metodou):
Z rovnice vyjadiime neznamou x, vybereme si jeji prvni vyskyt v exponenciale:

x =In(5x +1)
Kdybychom nyni dosadili feSeni (coz nemlzeme, jelikoz jej nezname), byla by
| tato rovnice splnéna, nebot je z hlediska feSeni se zadanou rovnici ekvivalentni

(pouzili jsme jen ekvivalentni Upravy). Zkusme nyni néjaké x zvolit a dosazenim

do pravé strany ovérit, jak se bude feSeni blizit. Obdrzime novou hodnotu x a tu
mUzeme znovu dosadit do levé strany. Postup vypoctu je nasledujici:

a) x, volime libovolné (snazime se co nejbliz feSeni, pokud jej Ize odhadnout),
b) dalsi hodnoty x vypo&itame z iteracni rovnice  X.,, =In(5x; +1),

C) pii pozadované presnosti vypocCet ukonCime a dane x; prohlasime za priblizny
vysledek.

VSimnéte si, Ze jsme obdrzeli po 19 iteracich vysledek s presnosti na 9 platnych
mist, pro praxi vice nez dostacujici vysledek.
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Rovnice neresitelné konecnym poctem operaci

Pfi feSeni obtiznéjSich rovnic mlzete pouzit také Wolfram Alpha server
(server tvlirch programu pro symbolické vypocty Mathematica).

Tento server se snazi porozumét matematickym, fyzikalnim, technickym a ekonomickym
zadanim s volnou syntaxi.

Predchozi ulohu byste napFl'kIad zadali takto: nttp://mww.wolframalpha.com/input/?i=solve+e%5Ex+-+5x+%3D+1

Zkuste se také podivat na vzorce pro vypocet kofene polynomu 2., 3. a 4. stupneé (staCi zadat
rovnici s obecnymi koeficienty):

Kvadraticka rovnice: http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+a+x%5E2+%2B+bx+%2Bc++%3D+0
Kubicka rovnice: nttp:/www.wolframalpha.com/input/?i=solve+a+x%5E3+%2B+b+x%5E2+%2Bcx+%2Bd+%3D+0
* Rovnice 4. stupné: http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+a+x%5E4%2B+b+x%5E3+%2Bc+x%5E2+%2Bd+x%2Be+%3D+0

* Rovnice 5. stupné (pro ni jiz pfesny vzorec pro feSeni neexistuje):
http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+a+x%5E5%2B+b+x%5E4+%2Bc+x%5E3+%2Bd+x%5E2%2Be+x+%2Bf%3D+0

Pozor, server pouziva odliSné oznaceni logaritm( nez jaké se vyskytuje v ¢eskych ucebnicich. Ig je nas
,2desitkovy“ logaritmus log a log je nas prirozeny logaitmus In. Pfed zadanim si rad€ji ovérte, zda pouzivate
spravny symbol, napfiklad zadanim Ig 10 Ci lg e.



http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+e%5Ex+-+5x+%3D+1
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+a+x%5E4%2B+b+x%5E3+%2Bc+x%5E2+%2Bd+x%2Be+%3D+0
http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+a+x%5E5%2B+b+x%5E4+%2Bc+x%5E3+%2Bd+x%5E2%2Be+x+%2Bf%3D+0
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