Intergalni pocet

* Definice neurcitého integralu, geometricky a fyzikalni vyznam

» Vztah integralu a derivace

» Tabulkové integraly

» Véty o integralu , ™
« Uréity integral « Q prutol &
* Aplikace, priklady
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T V= Qi Plati jen kdyZ bude

pritok Q konstantni.

Motivace:

Kdyby se pr&tok ménil, uméli bychom ho vyjadrit pomoci zmény objemu:

Q My vSak chceme opacné vyjadreni a to objem V(t),
O('L : zname-li pritok Q(t). Takovéa operace se nazyva

integral a znaci se

V(¢ =jaec)ouc .

integra¢ni znaménko —4 ,tproménné
Motivace: integrand
Q {) = Olv (ﬂ\/ ... prirGstek objemu (matematicky diferencial)

oH: 0”: ... prirlstek casu

V okoli néjakého bodu na funkci Q(t) mizeme napsat (lze formalizovat matematicky
ale v tomto kurzu to prijméte pouze intuitivné):

Q({)dt =O{V L 22 c&nq/,oou} QH)at = 4V

ff}“* V=) av = ZQ(‘()A‘E
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Fromalné Ize zavést rizné druhy integrall, Riemanndv, Lebesquely, ... .
\—w-——-d

Riemanndyv integral se zavadi jako ¢islo I, kdyz provedeme Y
limitu nerovnostid < | < h, kde d a h je dolni a horni soucet,
coz jse soucet ploch obdélnik( pocitanych z minim Hor coutet
a z maximm funkce na intervalu osy x vytyc¢ené danym /

obdélnikem. Limita se provadi pro Ax — 0. d. dolni soutet
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Vztah derivace a integralu:

‘f(*) F(x) =S-f(x)d>(, pak plati f(x):j—f

Napriklad: Zvolime F(X) = Z_x?" pqL -f(x/‘—‘ U x
jl/-xdx = le

{
ale také pro F(x) = 2x% 1 dostaneme také _-f(x) =F (%)= 4x, cozje totéz.

Lze tedy také napsat, ze jLI-de.X =sz+1 je také spravny vysledek.

Integral je uren jednoznacné az na konstantu. Obecné napiSeme
primitivni
. v s funkce
f‘fxolx =72x+K , KeR jeintegra¢ni konstanta, (generuje
celou
podmnozinu)

mnozina derivovatelnych
mnozina integrovatelnych funkci

funkci

Tabulkové integraly . derivovani
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Vlastnosti integrall, véty o integralech

Integral je linedrni operace (totéz jako u derivaci):

f(f(x) +g(0)dx = [foodx + Jg(x)clx Jafoydx = o [foxrelx

Lze fict obecné, Ze integral i derivace jsou linearni operace.
Operace je zobrazeni z mnoziny funkci do mnoziny funkci.

O je linedrni operace, pokud splfiuje vlastnosti

O ($+g) =0({m) +07(gx)  aditivita

O’(fof*)) = a0 ($x) linearita
Specidlni pripady: O/z :T(- ... derivace, O/ -‘*’j o(x ... integral.
w

Véta o substituci (nebudeme formulovat matematicky rigorézné,
ukdzeme na prikladech):
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zpétné dosazeni
substituce ‘

tabulkovy integral
(ten prvni v poradi)
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tabulkovy integral
(ten posledni)

= -—avcig‘t + K =-avcl3 cosx + ¥
Priklad:

{/( substituce .

FED =S = 4 | = [ = bl s Aol k
§(x) ' £

:f(x]dx st

tabulkovy integral

(druhy v poradi)

Je praktické si pamatovat, Zze pokud je integrand ve tvaru zlomku, v némz Citatel je
derivace jmenovatele, je vysledny integral logaritmus absolutni hodnoty jmenovatele.

Priklad na predchozi pfiklad:
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= 3 4n(x%1) varclgx + K

Substituce je velice mocny postup ale bohuzel nefunguje tak univerzalné, jako
napriklad véta o derivaci slozené funkce. Nékdy musime hledat spravnou substituci
metodou pokus omyl nebo postupné. Substituce vedouci k vysledku nemusi vzdy
existovat. Priklady, v nichz metoda substituce selhava:
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Potrebujeme dalsi metody, umoznujici vypocet dalSch integrald:

Per partez (po ¢astech):

H(") (X)) = {l(x) (x) + L0090 / d x
Y 3 2
JC(") 3 (%) = &f lmg(x?dx +f-f (x)gl(x)olx

(
Integrace per partez: j*f (*)3 (x)elx = }(X)g(x) - ('f(x)%'(x)o()( ,



Fiklad: 2
Piiklad J(XZ+S)exo(x=

Uvedené dvé metody umoznuji poc¢itat mnoho integrall. Nelze s nimi spocitat
(pravdépodobné, dokazat to neumim ale neni mi to zndmo) integraly typu

X " , o vl v
04 2 Resi se pomoci tzv. parcialnich neboli castecnych
(X-H)(X-‘Z) zlomkd, v tomto kurzu se nebudeme ucdit.

Urcity integral:

LiSi se od predchoziho integrélu, ktery od ted budeme nazyvat neurcity, tim, ze
je jednoznacné urcen a neni to funkce ale Cislo. Matematicky se operand,
ktery funkci zobrazi na Cislo nazyva funkcional.

b
olet
J{(x)dx = F(b) -Fra)  kdeF(x) je primitivni funkce ke g(x)
(9
—_— Newton(v vzorec pro vypocet urcitého integralu

¢teme jako

b
"integral od a do b" [:(b) - F(“) = [ F(x)]
'T A

praktické oznaceni, zejména u komplikované F(x)

Geometrickd interpretace urcitého integralu: /_} (x)
Je to plocha pod kfivkou.

Fyzikalné je to veliCina, ktera vznika "nascitavanim"
integrandu po malych Usecich:
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Mlzeme napriklad sc¢itat elementy drahy
po vterinach z rychlosti v dané vteriné.
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Priklad: Spocitejte plochu vymezenou parabolou Xz' , 0sou X a pfimkou x = 1.
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Priklad: Spocitejte plochu elipsy b V,,_z‘
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