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Elementarni funkce a jejich vilastnosti

Obsah tématu:

« Upravy algebraickych vyraz(.

« Matematické symboly, operace s vyroky.

» Funkce a jejich obecné vilastnosti.

* Linearni funkce.

» Kvadraticka funkce.

» Linearni lomena funkce.

* Mocninna funkce.

* Logaritmicka funkce, logaritmus a jeho vyuziti.

» Goniometricka funkce, vztahy mezi goniometrickymi funkcemi, souctové vzorce.
(toto vSechno by mély vyplinit asi 3 dvouhodinovky)




Uvod do matematické logiky

Kvantifikatory:

Obecny kvantifikator Y ..Vx cteme ,Pro vSechna X plati...“:

Existencni kvantifikator 3 ... dx steme ,Existuje alespori jedno X, pro které plati...*

Obecny a existencéni kvantifikatory jsou vlastné obracena pismena A a E.

Kvantifikatory v matematice pouzivame pro tvrzeni, v nichz potfebujeme vymezit pro
jak velkou mnozinu uvedena vlastnost plati.

Priklady:

,Kazdeé cele Cislo, pokud neni prvocislo, Ize napsat jako soucin dvou celych Cisel.”
,Kazdy polynom stupné alespon prvniho ma alespon jeden komplexni koren.”

(Jde o dvé dulezité véty v matematice, jmenuji se zakladni véta aritmetiky a zakladni véta
algebry).



Vyroky

@ Co je vyrok?

Vyrok je véta, u niz Ize jednoznacné urcit, zda je pravdiva nebo nepravdiva. | treba
tehdy, pokud to v dané situaci nemuzeme zjistit (vyrok o budoucnosti, o vlastnosti
véci, kterou nemame k dispozici apod.).

Priklady:

Davejte pozor! Stuj! Kolik je hodin? ... nejsou vyroky
Krida je zelena. Dvé a dvé jsou tfi. Stroj je spustén. ... jsou vyroky

Pozor, mnoho vyroku je subjektivnich, neuplnych (dalSi podminky jsou nevyic¢ené a je nutno si
je domyslet z kontextu, za kterého jsou proneseny) nebo nejednoznacnych (nejsou dobre
definované pojmy, nebo jsou opét uréeny z kontextu). Napfriklad:

I?réi. Je mi zima. Je 12 hodin. Otevirame v sobotu. Matematika je skvéla. Vesmir je nekonecny.
Zivot ma smysl. Buh existuje.

V matematice takovato tvrzeni jako vyroky nepouzivame, tam potfebujeme presnost
a jednoznacnost.




Slozené vyroky, logicke operatory

ANV = &

Jsou operatory v poradi negace, logické a (konjunkce), logické nebo (disjunkce),
iImplikace (A=B Cteme ,jestlize A pak B") a ekvivalence (A< B Cteme ,A prave tehdy
kdyz B nebo také ,A tehdy a jen tehdy kdyz B®).

Operatory spojuji dva vyroky v jeden slozeny vyrok (kromé negace, ta je unarnim
operatorem, lze jej aplikovat pouze na jediny vyrok). Pravdivost a nepravdivost
sloZzenych vyroku uvadi nasledujici tabulka (p oznacuje pravdivy vyrok, n oznacuje
nepravdivy vyrok):

A B -A | AAB | AvB | A=>B |A<B
n n P n n P P
n P P n 0 P n
P n n n 0 n n
P P n P D P P




Slozené vyroky

PFl'kIady (zjistéte pravdivost slozenych vyroku):

H N
1. Prvni CtverecCek je Cerveny a druhy CtvereCek je modry.
2. Prvni CtverecCek je Zluty nebo druhy CtvereCek je modry.
3. Jestlize prvni Ctverecek je zluty, pak druhy Ctverecek je zeleny.
4. Jestlize prvni CtverecCek je zluty, pak druhy CtvereCek je modry.
5. Jestlize prvni CtvereCek je Cerveny, pak druhy CtverecCek je zluty.
6. Prvni Ctverecek je zeleny pravé tehdy, kdyz druhy je Zluty.
7.2+3=6=>1+1=3
Odpovédi: A|lBI|l-A| AAB | AYB | A=B | A<B
pravda, n n p n n p p
ravda,
e nlpfp| n | p | p |
pravda,
nepravda, P N N 4 P N N
pravda, PPN P P P P

pravda.



Upravy algebraickych vyrazi

Objekty, s nimiz v pracujeme (podle historického vyvoje):

VECI prirozena Cisla H cela Cisla Hracionélm’ éislaH realna Cisla }

Kazdy krok ve zobecnéni vychazi z néjaké nové operace, ktera si vynuti zavedeni
obecnéjSi mnoziny Cisel. Je mnoho kroku v dalSim zobecriovani, komplexni Cisla,
pocitani se symboly pro Cisla ap.

operace i; inverzni operace i dusledek pro mnozinu Gisel |
.. . nutnost zaveést zaporna Cisla a nulu, aby bylo
scitani odcitani .1 | definovano odecitani stejnych Cisel a vetsich !
(opakova-‘ pouiitl'm)i: EE Cisel od mensich |
nym !
nasobeni déleni ¥ nutnosvt za\{est r’aC|ona’In| C|§Ia, J|’nak by nebyl

X ;1 | obecne definovan podil celych Cisel !

(opakova- | pouzitim)!| E: |
nym ¥ L T :
¥ 11 | nutnost zavest iracionalni Cisla, jinak by nebyla :

mochnéni odmochiovani | ! ot’)ecné’defivn’ovén.a odmog_nina, K odnjovc'niné |

' 11 | zaporneho Cisla viz pozdéji komplexni Cisla !




S Jak37m| él'Sly pracujeme (fazeno hierarchicky)

{ Komplexni Cisla J

v I v
[ realna Cisla J [ Imaginarni Cisla J
!
v v
[racionélm’ c“:isla} [iracionélnl’ c":l'sIaJ
I
v v
[ cela Cisla J [Celoél’selné zIomkyJ
|
* v v

[pl“’irozené éisla} [ nula J [ zaporna Cisla J




S Jakyml él’Sly pracujeme (fazeno mnozinove)

komplexni Cisla

/ 3+2i [ ryze maginarni Cisla 4i ] \
realna Cisla
@cionélm’ gisla 1, V2 \
racionalni Cisla

/necelé Cisla celd &isla \
4 nezaporna Cisla )

3,125 . y
zaporna cisla - .. — A
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0 1,2, ..
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Mocnina

y = X" ... celoCiselna mocnina ... = X.X...X N krat pronasobené X
evidentné plati X™ X" = X™*" g plati také (XM )" = xM"

(diky prvnimu vztahu mizeme zavést zapornou mocninu, zvolime-lin = —m
adostaneme XMX 7 =xMM=x0=1 atedy X ” = 1/XM)

.. chceme inverzni funkci: Ize umocnit levou a pravou stranu 1/n ?
yl/n — (Xn) 1/n — Xn.l/n — Xn/n =xl=x

zavedli jsme tak odmocninu, jako inverzni operaci k mocniné
[ 1

UX=X"=y<Xx=Y"

Mocninu s racionalnim exponentem a = m/n zavedeme jako

xa= xMn = (xM)n= (x1")M kde obecn& musi byt x>0.




Upravy algebraickych vyrazi

Co je to algebra?
Je to Cast matematiky, v niZ je urCeno s jakymi objekty pracujeme (mnozina) a
jak s nimi pracujeme (operece + jejich vlastnosti).

Napfriklad algebra s realnymi Cisly a s operacemi ,+“ a ,-“

Co je to vyraz?
Je to Ciselné nebo symbolické vyjadreni matematickych operaci, ze kterého
pozname, jaké operace, v jakem poradi a na jakych objektech mame proveést,
abychom ziskali vysledek.

Nutno si nacvicit a zafixovat rizna pravidla, matematicka (komutativita,
asociativita, ...) nebo konvencni, tykajici se jen zapisu (ruzné zapisy téze
operace, ab = a.b = a-b = axb, zlomky, priorita operatord, zavorky, ...).

Matematika by se dala prirovnat k jazyku, kde mnozina, se kterou pracujeme,
predstavuje slova, operace se svymi vlastnostmi odpovidaji gramatickym
pravidlum, jak mizeme slova skloriovat a radit do vét a konvence zapisu vyrazul

odpovida pravopisu.




Polynomy a operace s nimi

Polynom (mnohoclen) je obecny vyraz typu
ax"+a, X"+  +axt+a,.
N ... stupen polynomu, a # 0

a ... koeficienty,
X ... proménna.

S polynomy muzeme provadét fadu operaci, Ize je scitat, od¢itat, nasobit,
delit, pfi déleni polynomu vsak jiz nemusi byt vysledkem polynom.

- polynom jako funkce nebo jako vyraz,
- koreny polynomu, algebraické rovnice,
- operace s polynomy (scCitani, nasobeni, a k nim inverzni operace.

« Specialné: déleni polynomu (pocetni postup)
» Specialné: podil dvou polynomu (jako racionalni lomena funkce)
« Specialné: kvadraticky polynom (doplnéni na uplny Ctverec, vzorec pro koreny)




Funkce a jejich vlastnosti (obecné)

Pojem funkce:
y = f(X), realna funkce (jedné) realné proménné,
prirazuje jednoznacnée hodnotu Y hodnote X

- definiéni obor D; (mnoZina v8ech X, pro které existuje obraz)
- obor funk&nich hodnot H; (mnozina vSech'y, které jsou obrazem néjakého X)

Vlastnosti:

-rostouci  |x < x, = f(x) <f(x,) VX, X, € D,
- klesajici
- nerostouci
- neklesajici

- prosta (vzajemné jednoznacné pfifrazeni X <—>Y, existuje inverzni funkce)
... (uvedené vlastnosti mohou platit jen na néjakém intervalu)

- suda (ma symetricky graf podle osy V) f(x) =f(—x) Vx e D,

- licha (ma symetricky graf podle pocatku) f(x) = —f(—x) Vx e D,

Graf funkce

Priklady funkci (konstantni, linearni, kvadraticka, linearni lomena, ...)




Prosta funkce

Funkce f(X) je prosta, plati-li:

X, # X, = F(x) =T(X,) VX, X, € D, |,

Prosta funkce tedy nikdy nepfifazuje dvéma riznym bodim tentyz bod.
Nékdy funkce nemusi byt prosta na celém definiCnim oboru, muze byt vSak prosta

na néjaké podmnoziné z definiéniho oboru. Naptiklad funkce X? neni prosta ale na
podintervalech celé mnoziny realnych ¢isel, kdy X < 0 nebo X >= 0 je prosta.

Je-li f(X) prosta funkce, existuje k ni funkce inverzni f1(x).




Mocninna funkce

f(x)=x% x>0,aeR,a#0
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a= -2:-1;:-0,5;0:0,2:0,5:1: 2:5
Poznate, ktery koeficient nalezi ktere krivce? ~




Exponencialni funkce

Zavede se podobné jako mocninna funkce, kterou uz zname,
proménna vSak bude v exponentu:

X
f(x)=a’, a>0,a=0 ... exponencialni funkce se zakladem a.

Eulerovo Cislo: ziskame kdyz pfipisujeme Urok X za néjaké obdobi N krat.

Na konci obdobi budeme mit na uétu (1 + X/n)" korun a pro rostouci N do nekoneéna,
tj. jakoby se urocilo neustale, dostaneme pravé Eulerovo Cislo
(pfi pocateCnim vkladu 1 K€ a uroku 1, tj. 100 %).

e =2,718281828459.... (jde o iracionalni ¢islo)

f(x) = e"

Zavedeme

... exponencialni funkce o zakladu €

. ma obzvlast hezké vlastnosti, napfiklad:
- Smérnice te¢ny v bodé x = 0 je rovna 1,
- derivovanim dostaneme tutéz funkci




Exponencialni funkce

f(x)=¢

D. = IR, prosta na celém D:.




Logaritmicka funkce

Zavede se jako inverzni funkce k exponencialni funkci:

y=Ilog,x< x=a’| | logaritmicka funkce o zakladu a

Vlastnosti: D, = (0, )
H =R

UziteCné vztahy:

log, x+log, y =log, xy

-
log, X' =rlog, x

1
log, —=—log, X
X

Logaritmus a exponencialni funkce jsou prosté na celém definicnim oboru a jedna se o
inverzni funkce, které |ze pouzit pfi upravach rovnic jako ekvivalentni upravy.




Goniometrické funkce

sin X, COS X tg X, cotg X
10 — — I
0.5
ak
1 a 3 .11 P p
-1k ~ |
1-.'31:'----...-..__ I.-IIIIllllllj,:ll"3:""4"'"5:""6:.'
u.j-l :
I !
1 2 3 . : .
: N
-0 |
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Vlastnosti: jsou periodické, Sin X a COS X jsou definované na celém R, sin X licha, cos X suda.

tg X ma definicni obor D, :{XER; x;t£+k7z', keZ} a cotgx D, :{XEIR{; X #Kkr, keZ} .
Uzitecné vzorce: 2

- 5 > ., 1-cos2x ,  1+cos2x
SIN“ X+Ccos” x=1 SIn X:T COS" X =———




Cyklometricke funkce

arcsin x, arcos X Vlastnosti:
15| | an b .
f | i arcsinx: D, =(-1,1)
| H; =(-n/2,7/2)
0.5 a0k ||Ché,
SIS N arccosx: D, =(-11)
//,,/' Hf = <O, T|:>
,/ ; arctanx: D, =R
ot H, =(-n/2,7/2)
| DU 1 licha.
arctan x
- - ' / ¥ 5




Rovnice a herovnice

- Reseni rovnic obecné&, ekvivalentni Upravy

« Linearni rovnice a nerovnice, soustavy. Determinant.
* Nerovnice

 Rovnice s absolutni hodnotou.

* Iracionalni rovnice

« Exponencialni a logaritmicke rovnice.

« Goniometrické rovnice.

Postup pri provadeni neekvivalentnich uprav:

Pozor na pripady, kdy si bud’ si nechténé vygenerujeme domnelé reseni navic
(napriklad pri umocriovani — nutno provést zkousku), nebo se naopak o néjake
reseni pripravime (napriklad pri odmocriovani, kdy je nutno doplnit zapornou
vétev odmocniny).

Priklady viz http://math.feld.cvut.cz/Oeduc/priprava/, na seminafi budeme resit
nereseni priklady z tohoto textu.



http://math.feld.cvut.cz/0educ/priprava/

Soustavy linearnich rovnic

ax-+by=u a, b, c,deR ... koeficienty
Jsou rovnice typu X,yeR ..proménné
cX+dy =V - ,
u,velR ... koeficienty pravé strany
Metody feSeni:
a) Metoda scitaci b) Metoda porovnavaci c) Metoda eliminaéni
Rovnice vynasobime vhodnymi Cleny s jednou promé&nnou Z jedné rovnice vyjadfime jednu
koeficienty tak, aby se po jejich pfevedeme na jednu stranu a proménnou, ziskany vyraz
secteni jedna z proménnych vynasobime rovnice vhodnymi dosadime do druhé rovnice, ¢imz
odecetla. Ziskame tak jednu rovnici koeficienty tak, aby obé rovnice dostaneme jednu rovnici pro jednu
o jedné neznamé. Po jejim vyfeSeni mély na jedné strané tentyZ vyraz. neznamou. DalSi postup je shodny
dosadime toto feSeni do libovolné Druhé strany pak poloZzime sobé s postupem v bodé a). Tuto metodu
Z puvodnich rovnic a vyfeSime rovny, ¢imz ziskame jednu rovnici je mozné pouzit nékdy i pro
zbyvaijici proménnou. pro jednu neznamou. Dale viz a). slozitéjSi rovnice nez linearni.
Priklad: 3Xx+2y=7 Priklad: 3x+2y=7 Priklad: 3x+2y=7
@ 4x— y=2 [x2 Ax— y=2 /x(—2) 4x— y=2 — y=4x-2
11x =11 2y =7-3x dosadime do 1. rovnice:
=1 2y = -4 +8x 3x+2(4x-2)=7
3.1+2y=7 7 —3X=-4+8X 11x =11
2y =4 x=1 x=1
y=2 a dale stejné jako v a) a dale stejné jako v a)




Soustavy linearnich rovnic - determinant

Nabizi se otazky typu: ax+by=u /xc
- Existuje vzdy feseni? Gox+dy=v /x(-a)
- Nemuze vypocet pfi ur€itych hodnotach koeficientl selhat? (cb —ad ) y =Cu-—av
- Nemuze existovat vice reSeni? Apod. . o
ad —cb
ax+by=u| _ _ ;
Zkusme soustavu vyresit zcela obecné. av —cu
cx+dy=v ax+b =
ud —bv ad —cb
X =
e, o D av—cu
ResSeni (viz vypocCet vpravo) muzeme napsat ve tvaru ,| ax=u-Db
_av-cu ad —cb
kde |D=ad —cb| je determinant. Ten musi =7b o (ad —cb)—bav +bcu
byt nenulovy, jinak uvedené vzorce nemohou a ad —cb
Dl o vad — ueb —bav + bell
Vyznam determinantu: ad —cb
_uad —bav
1. |D = 0| Soustava rovnic ma jediné feSeni, které Ize vyjadrit ad —cb
predchozimi nalezenymi vzorci, ud =bv
X =
2. |D = 0| Soustava mize mit nekone¢n& mnoho fedeni nebo ad —cb
feSeni nemusi existovat. O tom, ktery pfipad nastane,

rozhoduji koeficienty na pravé strané u a V.



Rovnice s absolutni hodnotou

Jsou rovnice obsahujici vyrazy v absolutnich hodnotach.

Postup reseni:

Rovnici feSime u kazdé absolutni hodnoty zvlast pro pfipad, kdy je vyraz v absolutni hodnoté
nezaporny a kdy je zaporny. V kazdém z obou pfipadl dostaneme jinou rovnici, protozZe
absolutni hodnota v prvnim pfipadé nezméni a ve druhém zméni znameénko vyrazu.

Pro kazdy pfipad rovnici vyfeSime a najdeme prlnik feSeni rovnice a podminky pro vyraz v
absolutni hodnoté. Vysledné rfeSeni pak je sjednocenim vSech dilCich feSeni.

V pfipadé vice absolutnich hodnot se nam tak postup feSeni rozdéli na dalsi dvé ¢asti vzdy s
kazdou dalSi absolutni hodnotou, tj. napfiklad u dvou absolutnich hodnot mame ctyfi vétve
feSeni, kde musime v kazdé vétvi vzdycky vyresit rovnici spolu s podminkou. Nékdy ale
néktera kombinace podminek je prazdna mnozina, u linearnich rovnic toto dokonce nastane

vzdy, €ehoZz muzeme vyuzit a snizit tak hned na zacatku mnozstvi vétvi.

Priklad:

3X+1>0 3x+1<0
[3x+1]—6x+3 =|x x>0 x<0 x>0 x<0
3X+1-6x+3=x 3X+1-6x+3=—X neni mozno | —(3x+1)—6x+3=—X
—4x =4 —2x=—4 splnit —8x =2
x=1 X=2 X =1/3
splfiuje podminky | nesplfiuje podminky, nespliiuje podminky,
feSeni neexistuje feSeni neexistuje

Vysledné feSeni je sjednoceni jednotlivych feSeni, tedy x = 1.




Rovnice neresitelne koneCnym poctem operaci

Priklad takové rovnice: e* —5x =1

Rovnici nelze feSit logaritmovanim levé a prave strany, nebot pfi takovém
postupu obdrzime jednu neznamou v logaritmu a druhou mimo logaritmus a
prevedeme jen exponencialni rovnici na logaritmickou, stejné obtizné resitelnou.

Nalezeni pfiblizného feseni (tzv. prostou iteracni metodou):
Z rovnice vyjadfime neznamou X, vybereme si jeji prvni vyskyt v exponenciale:

X =In(5x+1)
Kdybychom nyni dosadili feSeni (coz nemluzeme, jelikoz jej nezname), byla by i
tato rovnice splnéna, nebot je z hlediska feSeni se zadanou rovnici ekvivalentni

(pouzili jsme jen ekvivalentni upravy). Zkusme nyni néjaké X zvolit a dosazenim

do pravé strany ovéfit, jak se bude reseni blizit. Obdrzime novou hodnotu X a tu
muzeme znovu dosadit do levé strany. Postup vypoctu je nasledujici:

a) X, volime libovolné (snazime se co nejbliz feSeni, pokud jej Ize odhadnout),
b) dal§i hodnoty x vypogitame z iteraéni rovnice X. , = In(5x. +1) ,
C) pfi pozadované presnosti vypocCet ukonCime a dané X; prohlasime za pfiblizny

vysledek.

VSimnéte si, ze jsme obdrzeli po 19 iteracich vysledek s presnosti na 9 platnych
mist, pro praxi vice nez dostacujici vysledek.
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Rovnice neresitelne koneCnym poctem operaci

Pfi feSeni obtiznéjSich rovnic mizete pouzit také Wolfram Alpha server
(server tvarcu programu pro symbolické vypoc¢ty Mathematica).

Tento server se snazi porozumét matematickym, fyzikalnim, technickym a ekonomickym
zadanim s volnou syntaxi.

Predchozi ulohu byste naph’klad zadali takto: http:/mww.wolframalpha.com/input/?i=solve+e%5Ex+-+5x+%3D+1

Zkuste se také podivat na vzorce pro vypocCet kofene polynomu 2., 3. a 4. stupné (staCi zadat
rovnici s obecnymi koeficienty):

° ,,Obyéejné“ kvadraticka rovnice: nhitp:/mww.wolframalpha.com/input/?i=solve-+a+x%5E2+%2B+bx+%2Bc++%3D+0
» Kubicka rovnice: nhttp:/iwww.wolframalpha.com/input/2i=solve+a+x%5E3+%2B+b+x%5E2+%2Bcx+%2Bd+%3D+0
* Rovnice 4. stupné: http:/mww.wolframalpha.com/input/?i=solve+a+x%5E4%2B+b+x%5E3+%62BCHX%SE2+%2Bd+x%2Be+%3D+0

* Rovnice 5. stupné (pro ni jiz pfesny vzorec pro feSeni neexistuje):
http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+a+x%5E5%2B+b+x%5E4+%2Bc+x%5E3+%2Bd+x%5E2%2Be+x+%2Bf%3D+0

Pozor, server pouziva odliSné oznaceni logaritmu nez jaké se vyskytuje v eskych ucebnicich. Ig je nas
,2desitkovy“ logaritmus log a log je nas pfirozeny logaitmus In. Pfed zadanim si radéji ovéfte, zda pouzivate
spravny symbol, napriklad zadanim Ig 10 Ci Ig e.



http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+e^x+-+5x+%3D+1
http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+a+x^2+%2B+bx+%2Bc++%3D+0
http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+a+x^3+%2B+b+x^2+%2Bcx+%2Bd+%3D+0
http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+a+x^4%2B+b+x^3+%2Bc+x^2+%2Bd+x%2Be+%3D+0
http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+a+x^5%2B+b+x^4+%2Bc+x^3+%2Bd+x^2%2Be+x+%2Bf%3D+0

Komplexni Cisla

Formalni zavedeni komplexnich Cisel, axiomy,

ovéreni ze (a, 0)x(b, 0) = (ab, 0), tj. Ze prvni slozka se chova z hlediska soucinu jako
realné Cislo,

ovéfeni, ze (0, 1)? = (-1, 0),

motivace, pro¢ byla komplexni ¢isla zavedena, oznaceni 1 = (1, 0), 1 =(0, 1),

algebraicky tvar komplexniho &isla C = a + 1D, zakladni operace a Upravy,
komplexné sdruzené Cislo, c=a-lIb ., vzorec CC = az + bz, C+C = Za,
geometricka reprezentace komplexniho Cisla,

goniometricky tvar komplexniho Cisla, modul, argument, hlavni hodnota argumentu,
Moivreova véta, nasobeni a déleni komplexnich Cisel v goniometrickém tvaru,
odmocnina z komplexniho Cisla, nejednoznacénost vysledku.




Zavedeni komplexnich Cisel

Motivace:

Ne vSechny rovnice s mocninou, kde neznama x se vyskytuje v rovnici jen jednou, maji feSeni
v oboru realnych Cisel. Komplexni Cisla vzesly ze snahy rozsSifit realna Cisla na obsahlejsi
nadmnozinu, ve které budou mit feSeni i rovnice s mocninami, u nichz inverzni operace vedou
na odmochinu ze zaporného Cisla.

Definice:

Algebra komplexnich Cisel je mnozina vSech usporadanych dvojic {(a, b) e R}

s definovanymi operacemi {=,+,><} (rovnost, soucet a soucin) spliujicimi vlastnosti
* rovnost: (a,b)=(c,d)<=a=caAb=d,

e souget: (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d),
e souéin: (a,b)x(c,d)=(ac—bd,ad +bc).

Zakladni vlastnosti:

Snadno ovérime z definice, ze komplexni Cisla typu (a, O) se chovaji jako realna Cisla:
Staéi ovéfit sougin: (a,0) x(b,0) =(ab—-0-0,a-0+0-b) = (ab,0), rovnost a soucet jsou ziejmé.
Také snadno ovéfime (0,1)° =(0,1)x(0,1) =(0-0-1-1,0-1+1-0) = (-1,0).

Posledni vlastnost je kliCova, podle ni v oboru komplexnich Cisel tedy existuje Cislo, jehoz
druha mocnina je zaporna. Takova vlastnost se neobjevuje u Zzadného realného Cisla.




Algebraicky tvar komplexniho Cisla

Vzhledem k naposledy ovéfenym vlastnostem mazeme komplexni ¢isla typu (a,0) ztotoZnit
s ,oby&ejnym* redlnym &islem a, specialné &islo (1,0) bude ,obyéejnad“ jednicka 1, podobné
pro Cislo (0,1) zavedeme specialni, novy symbol I a nazveme ho imaginarni jednotkou.
Komplexni Cislo pak mizeme napsat ve tvaru vhodnéjSim pro pocitani jako
z=(a,b)=(a,0)+(0,b)=(,0)x(a,0)+(0,1)x(b,0) =a+ib,

coz nazveme jako algebraicky tvar komplexniho ¢&isla z, kde a je jeho realna ¢ast a b je jeho
imaginarni ¢ast.

Komplexni ¢isla tvaru 0 +ib =ib (nulu psat nemusime) nazyvame ryze imaginarni cisla.

Mnozinu komplexnich &isel oznadujeme jako C.

Komplexni Cisla v algebraickém tvaru jsou vyhodna proto, Ze s nimi mizeme pracovat
naprosto stejné, jako jsme byli zvykli u Cisel realnych, obvyklé vlastnosti operaci scitani
a nasobeni jako komutativita, asociativita a distributivni zakony zlstanou zachovany, pfibude

navic jediné pravidlo pro imaginarni jednotku i>=-1.




Goniometricky tvar komplexniho Cisla

z=a+ib=|z|(cosa+isina)

(Gaussova rovina, znazornéni komplexniho Cisla v Gaussové roving, polarni soufadnice)

Moivreova véta:
Vztah pro celoCiselnou mocninu komplexniho Cisla v goniometrickém tvaru:

=|z|" (cosne +isin na)

Dokazuje se uplnou indukci, kterou budeme probirat az v posloupnostech.

Soucin a podil komplexnich Cisel v goniometrickém tvaru:

2,2, =|z,|(cosa +isina)|z,|(cos B+isin B) =]z, ||22|[cos(a+,8)+isin(a+ﬁ)]

4
Z2

=|z,|(cosa +isina)/|z,|(cos B+isin B) = ||z || | cos(a—B)+isin(a-p)]




Exponencialni tvar komplexniho Cisla

z=a+ib=|zle"

Nyni neni treba si pamatovat vztahy pro nasobeni a déleni, staCi pouzit znamé vztahy pro
pocCitani s exponencialnimi vyrazy. Napfiklad nasobeni:

2,2, =|z,|€'" |z,]e” =\21H22\ei(“+ﬂ)




Odvozeni nékterych vzorcu

e'“e” =(cosa +isina)(cos B+isin )=
:cosacosﬂ—sinasinﬂ+i(cosasin,8+sin acos,B)

ale také e'“e” =cos(a + B)+isin(a + ), porovnanim reainé a imaginarni casti

dostaneme vzorce |cos (¢ + ) = cos ar €os B —sin a:sin B

sin(a + ) =cosasin f+sina cos 3

. - 2 . .
(cosa+|sm a) = Cos’ a +2cosasina —sin‘ a

ale také (cosa +isina)” =c0s2a +isin 2, porovnanim realné a imaginarni

casti dostaneme vzorce coS 20 = OS2 o —sin? o

Sin2a =2cosasin

Tyto vztahy by Slo snadno zobecnit na vztahy pro obecnou mocninu n.




Vyjadreni funkci sinus a cosinus

Vezmeme dvé jednotkova komplexné sdruzena Cisla
e =cosa +isina, e'* =cosa —isina,

ta seCteme a v druhém pripadé odecCteme a ziskame vzorce

eia 4 e-ia eia _ e-ia
COS o = . SIha = -
2 21




Posloupnositi

Posloupnost mizeme zavést jako mnozinu o€islovatelnych prvku, tj.
{al, a,, &, } ale kvuli oCislovani je lépe ji zavést jako funkci s defini€nim oborem
omezenym na mnozinu pfirozenych &isel N, nezapisujeme vsak f(i) ale indexujeme a,.

Vyjadreni posloupnosti: _
 zakladnim vzorcem, napfiklad a, = 2' -1
- rekurentnim vzorcem, napfiklad @.,, =2a. +1,a =1 (zde musime zadat prvni ¢len posloupnosti)

(oba vzorce definuji stejnou posloupnost, 1, 3,7, 15, 31, ....)

Vlastnosti posloupnosti:

« konstantni, rostouci, klesajici, nerostouci, neklesajici, ... (intuitivné snadno pochopitelné, o co jde)
«omezena: IK e R: ‘ai‘ﬁ K VieN

Cislo L je limita posloupnosti a;, existuje-li pro kazdé 2 ¢islo n takové, ze platl"ai — L‘ <g Vi>n.

Posloupnost konverguje, ma-li limitu, posloupnost diverguje, nema-li limitu.

Limita souctu, rozdilu, soucinu a podilu posloupnosti

(operace provadime po ¢lenech, napfiklad ¢; = a; + b;)

lim a =L se rovna souctu, rozdilu, soucinu a podilu limit jednotli-

o T vych posloupnosti, musi vSak jednotlivé limity existovat
a limita posloupnosti v podilu nesmi byt nulova.

Limitu oznaCujeme symbolem




Aritmeticka a geometricka posloupnost

Aritmeticka posloupnost ma konstantni rozdil mezi Cleny, tj. a;,; —a, =d
napfiklad 1,4, 7,10, 13, 16, ... zde diference d je rovna 3

- aritmeticka posloupnost je rostouci, je-li d > 0, klesajici, je-lid <0
* pfimy vzorec: a; = id + b
* rekurentni vzorec: a;,; = a; + d
eSy=S,=a ta, t ... ta, =5 +a)
Tento vzorec naSel matematik Carl Friedrich Gauss (1777-18595) jiz na zakladni Skole, kdyz se jeho ucitel

pokousSel zabavit Zaky na néjakou dobu tak, Ze jim zadal secCist vsechna cela Cisla od 1 do 100. Gauss
ohlasil prekvapenému uciteli vysledek za nékolik vterin.

Geometricka posloupnost ma konstantni podil mezi ¢leny, tj. a;,;/a; = q
napriklad 1, 5, 25, 125, 625, ... zde kvocient ( je roven 5

 geometricka posloupnost je rostouci, je-li g > 0 , klesajici, je-li 0 < g < 1, oscilujici, je-liq <0
» pfimy vzorec: a; = a,q'*
* rekurentni vzorec: aj, 1 = a; (

1_ qn+1

s, =2, (1+q+0°+..+q")=a, e

(Ize odvodit ze snadno ovéfitelné identity (L + g+ g% + ... +¢")(1 —q)=1—qg"*!
Pokud je |g| < 1, fada S,, konverguje a plati: 1— qn+1 a,
(uziteCny a Casto potfebny vzorec s=Ilim Sn =|im =
pro soucet geometrické posloupnosti) N> =0 1- q 1- g




Rady

Nekonecna rada je soucet ¢lent nekone¢né posloupnosti, tj.

a,+a,+a,+..= ) a
1=1

Ale pozor! Zalezi zde na poradi ¢lenl vlevo, scitat je nutno v pfedepsaném poradi, kone¢ny soucet s€itancu je
po dvojicich komutativni operace ale nekonecny pocet komutaci souc¢et mize zménit. Nekonecna rfada
konverguije, pokud konverguje posloupnost ¢aste¢nych soucta

s,=a,+a,+..+a,
Pak existuje soucet fady jako limita posloupnosti ¢astec¢nych souctu a oznacujeme

2.4 =5

Kde S je soucCet fady, ziskany jako =1

s=lims_
N—oo
Priklady:
* fada s konstantni posloupnosti 1 + 1 + 1 + ... diverguje, protoze posloupnost S, neomezené roste
*fada1+2+ 3 +4 + ... diverguje, protoze posloupnost ¢astecnych souctu S, neomezene roste,
fada1-1+1-1+...diverguje, protoze S, nema limitu,
*fada 1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/16 + ... konverguje, jak se najde jeji soucet viz dalSi snimek.



Priklad na souCet geometricke rady

Zadani: Spocitejte soucet nekonecné rady Z

Reseni: Kvocient je %, prvni &len je také %, dosazenim do vzorce pro soudet

geometrickeé rady dostaneme

i=1

o
2

1
= al = 2 = 1 .
1-q 1-3

i ai Si
1 0,5 0,5
2 0,25 0,75
3 0,125 0,875
4 0,0625 0,9375
5 0,03125 0,96875
6 0,015625 0,984375
7 0,0078125 0,9921875
8 0,00390625 0,99609375
9 0,001953125 0,998046875

10 0,0009765625 0,9990234375

11 0,00048828125 0,99951171875




Potize s nekonc¢nou radou v antice

Dozene Achiles zelvu? 0
)
Zenon Elejsky 450 pr.n.l..

RychlejSi Achilles nikdy nedohoni

pomalejSi zelvu!

Usporadejme zavod Achilla a zelvy za
podminek:

- zelva ma 100 metrovy naskok pred Achilem
- Achiles, je 10 x rychlejSi nez zelva.

- zelva a Achiles vybéhnou ve stejny okamzik

53] o] ] e o] ] o ] e s e e ) i e e e e ) e g s e g ) i ] ) i ] s e o e e i ) o e = o ]
. - > > —p» Achilles
1. Achilles - 10 m, Zelva - 1 m — L > Zeha
2. Achilles-1m, zelva—0,1 m SN . .
3. Achilles — 0.1 m, Zelva— 0,01 m Reseni: Achilles dozene zelvu po urazeni drahy
4. Achilles — 0,01 m, zelva — 0,001 m = S, 1 10
5. Achilles — 0,001 m, Zelva — 0,0001 m S= Z—k: 0 i 0
6. Achilles — 0,0001 m, Zelva — 0,00001 m ol 1-% 9
7. Achilles — 0,00001 m, Zelva —0,000001 m Soucet nekonecného poctu Cisel muze byt koneény Q 2\
()

8. Achilles — 0,000001 m, zelva — 0,0000001 m
9. Achilles — 0,0000001 m, Zelva — 0,00000001 m
10. Achilles — 0,00000001 m, Zelva — 0,000000001 m - ©
11. Achilles — 0,000000001 m, Zelva — 0,0000000001 m AN q q < 1
12. Achilles — 0,0000000001 m, Zelva — 0,00000000001 m ﬂ_--

k=0

13. Achilles — 0,00000000001 m, Zelva — 0,000000000001 m
14. Achilles — 0,000000000001 m, Zelva — 0,0000000000001 m




Uloha o psovi

Z bodu A smérem k bodu B (domu), vyjde muz se psem na 12 km dlouhou cestu
rychlosti 4 km za hodinu. Spole¢né s nim vybéhne pes a bézi az k domovu. Tam
se otoCi a bezi zpét naproti panovi, ktery za tu dobu poposel o kus dale. U pana
se opét otoCi a bézi k domovu a zpét a tak porad dokola. Pes béha rychlosti

15 km za hodinu. Kolik kilometrt nabéha pes?




Dukaz matematickou indukci

Ugcel:
Potfebujeme dokazat spravnost vzorce pro n-ty ¢len posloupnosti z rekurentniho vzorce.

Postup:
1. Dokazeme platnost pro n = 1.

2. Ze vztahu pro a,, odvodime dosazenim rekurentniho vztahu a algebraickymi Upravami tyz vztah,
kde misto n je n + 1. ProtoZe za n si mizeme dosadit postupné 2 (pro n = 1 je jiz platnost

dokazana), 3, 4, ... , vztah tedy musi platit pro vSechna n a tim je dukaz hotov.
Priklad: oo 1 Stveredt ofroseriah & " 2 _N(n+D)@n+1)
Dokazme vzorec pro soucet prvnich n ctvercu prirozenych Cisel S = Z ke = 5 :
k=1

1. Pro n = 1 vzorec evidentné plati, po dosazeni 1 = 1.

2. Rekurentni vzorec je (pfidani dalSiho étverce): S,; = S, + (N + 1)2. Dosadme do dokazovaného
vzahu:

n(n+1)(2n+1) . _n(n+1)(2n+2) +6n?+12n+6 _(n +)[(n+1) +1][2(n+1) +1]

6 6

Vyraz napravo se rovna dokazovanému vztahu pro N + 1 misto n a tedy musi platit pro vSechna n
poc¢inaje N = 1. Tim je dukaz hotov.

(n+1)*




Priklady na uplnou indukci

n(n+1)

Dokazte, Ze n rovnymi fezy muzete rozfiznout pizzu na +1 Kkouska.

(Napovéda: uvazujte, ze n-tym fezem, vhodné vedenym, mizete zvétsit pocet kouskl o n.)

n(n +1)j2
— |

Dokazte, Ze soucet posloupnosti tfetich mocnin celych Cisel poCinaje 1 je (

n(n+1)
—

Dokazte GaussUlyv vzorec, Zze soucet prvnich n pfirozenych Cisel je

1 1 1 1
+—+ +...+ =
14 47 711 7 (3n-2)(3n+1) 3n+1

Dokazte, ze . Jaky bude soucet ¢lent do nekonecna?




Analyticka geometrie v rovine

Geometrické objekty popisujeme algebraickymi vyrazy a rovnicemi, v nichz proménné X a 'y
predstavuji souradnice v kartézské souradnicove soustavé. Geometrické ulohy se prevadéji
na algebraické, napriklad prusecik(y) dvou objektl Ize nalézt jako FeSeni soustavy rovnic.

Bod: A=A, Ay]
Smérovy vektor: S=(S,, S,) ... nema definovano plsobisté
Pfimka:
Prametrické vyjadireni: X =A+1s
Po slozkach: X ¥] = [Ax Al +1(5,8), teR,

Po slozkach jednotlivé: X=A, +1s,, y= Ay + tSy,
... vhodné je-li zadan bod a smérovy vektor.

Obecna rovnice primky: ax +by+c=0
... kompaktnéjsi zapis, neobsahuje parametr t a soufadnice X a Yy jsou nevyjadiené.

Usekova rovnice pfimky: X/p +y/r=1
... p arjsou body, ve kterych pfimka protina osu X a 'y
... rovnice neni schopna popsat primku, ktera prochazi poCatkem, pro ni by oba parametry byly nuloveé.

Smeérnicova rovnice pfimky: Yy = Kkx + ¢
... k je smérnice, urcuje sklon pfimky, g je kvocient, uréuje posunuti pfimky ve sméru osy Y
... rovnice neni schopna popsat svislou primku, pro ni by smérnice vychazela nekonecna.




KuzelosecCky

KuZeloseCkou rozumime kruznici, elipsu, parabolu a hyperbolu. Algebraicky jde o takové rovinné
utvary, které splnuji algebraickou rovnici obsahuji prvni a druhé mocniny X a .

Obecna rovnice kuzeloseCky (v zakladnim tvaru, jen touto se budeme zabyvat) tedy je:

ax’ +by’ +cx+dy+e=0;a,b,c,d,ecR;a=0vb=0|

Pokud by souc¢asné a a b bylo nulové, dostali bychom rovnici pfimky.

Poznamka: kuzelosetka v obecném tvaru, kdy také predpokladame otoceni vici zakladnimu tvaru:

ax’ +by’ +cxy+dx+ey+f=0;a,b,c,d,e,f eR;a-=0vb=0,

Cleny na levé strané& prvni rovnice Ize pro nenulové a a b upravit na Uplny &tverec, dostaneme

a(x—x0)2+b(y—yo)2+g =0;a,b,geR

Substitucemi X=X—X, ay=Yy—-Y, a vydélenim g dostaneme jednodussi tvar

nX+uy*+1=0;n, uekR _

Poznamka:

Substituce za proménné s vinkou geometricky znamenaji, ze pfechazime do posunutych
promeénnych tak, Zze do mista (X, Y) poloZzime pocatek noveé souradnicove soustavy
s proménnymi X ay .




Kruznice, elipsa, hyperbola

KuzeloseCky budeme psat v zakladnim stfedovaném tvaru, tj. se stfedem v pocatku.
Souhrnny tvar rovnice pro kruznici, elipsu a hyperbolu je:

2 2
(fj i(%) =l a,beR;a=0Ab=0

a

aab ... velkd a mala poloosa.
Znameénka: + pro elipsu, — pro hyperbolu.

Pokud je a =b =R, jde o kruznici.

Rovnice pro teCnu dotykajici se
kuzelosecky v bodé T = [T,; T,]:

XT, YTy
a~ b’

e =+/a’ —b?...excentricita

... humericka excentricita

=1

E =

a



