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I, 1. lonte Carlo metody pro mii¥ové modely.

UvaZujme dvoudimenziondlni Itvercovou m¥if A
s N vreholy. V ke%dém vrcholu a8 je lokalizevany spin,

ktery mife nabjvat hodnoty % € {42 - Q 1
Kenfiguraci na celé mPi¥i oznalme K= {4, } :” :

Interakee mezi spiny systému Je zadéna Hamiltonovou
funked ¥, (K).

Ze statistického hlediska lze na néE systém nazirat
dvojim zplsobem. Bud p¥i dend teplotd T sledujeme systém
delsf Zasovy vsek a zajimd nds mno¥ina konfiguraef {K.I_,
kterymi systém profel nebo sledujeme soulasnd velky soubor
néﬁiah systémd a potom {K,c }.,. oznaduje okauXitou mno¥inu
konTiguraci vieech systém? souboru. P¥L dostatelind velkém
tasovém intervalu, resp. souboru s velkym poltem Zleni
lze olekdvat, Ze pro pravddpodobnost vyskytu £-té konfi-
gurace Vv {Kg }T platf v termodynamieké rovnovédze pi¥i
teplotd T Boltzmenove rozdéleni:

) P:Y e Py (Ke) , kde ﬁi;-;: Je inverazni

L
teplota ’&B Boltz. konst.

Necht A (K) je libovolnd pozorovatelnd systému /na-
- pP{klad energie, magnetizace, atd./ St¥edni hodnotou p¥i
teplotd ’1‘ chépeme vyrasz ‘

'?;A(K,c) pr¥ T A K

A7= 2
2) < 5 F;‘.‘”V o £~/S K (Ke)

; Ke

Suma ee propthd piPes viechny mo¥né konfiguraece systému.
P¥i vfpodtech volné energie a Jejich derivae{ hraje
zékladnf roli parti®ni suma Z:

r iﬂ %, (K:)

.
A

(3) e



Vzhledem k tomu, %e sliténi ples viechny
konfigurace znamend velké mmoZstvi soultd pPes jednotlivé
stupnd volnosti systému nen{ vhodné p¥i vipodtu pouki-
vat p¥{mé numerieké metody. Ani néhodny Monte Carle /MC/

* yyb¥r bodd sumece neni vhodny vzhledem k faktoru o
ktery se miZe mdnit o mnoho ¥4dd. Udinndj3f je vybrat
"statisticky reyrezentativn{® posloupnost konfigupael
P‘{ Ki} s kterd simuluje soubor stavl v termodynamické
rovnovéze p¥i teplotd T "'ifs‘ . OznaZme P. pravdSpodobnost
vyskytu konfiguragce K, v reprezentativni posloupnosti.
Nyni je tifeba reprezentativai posloupnost zkenstruovat
tak, aby P, —» P . Tuto kenstrukei lze provést
'ﬁﬁarkevsm procesem, ktery je urden pravddpodobmosti
pFechodu mwi,. 2 kenfigurace K i do konfiguraece Kj.
Tostadujicl podmfinkou pro konvergenei a - E“"V Je vztah,

(#a) PAW’W:C-?& gi Paw MWy a ‘
ktery musi spliovat pravddpodobmosti m .. Tato podminka
zajiztuje, Ze matice m;_,, mé za vlastnl vektor Boltzmano-
vo rozdélenf a tedy pfevede soubor v termodynamické

- rovnovéze na sebe. Z vét;.[‘ o kontrahujicim zobrazeni lze
potom ukdzat, te P —= E’W [ A0+46]. Todminka (4a)
vyj;ndfuje fakt, %e v terﬁéﬁynamiﬁké rovnovéze je polet
systémd souboru pfeehézeaié‘ich z Ki do KJ roven poltu
systémi souboru prechdzejicich z Kj do Ki. Fomoef Boltzma-
nova rozddlenf (1] ji 1&?& pPepsat do tvaru

~B (P (Ki)-Hp (Ke))

(9‘:5') ks =0y

Wy



Velifinu <A? bude nyni mo¥né odhadnout prostya
stiedovénim pies naSi reprezenthtivani pesloupnost ,/[2]:

—

4
Ay~ A=L 2 Al(KS)
(-5') 5 ™ R{K‘S-H

I U dosti velkém A dobie ;;rmdmuje <A »

Todminka /4/ neurfuje wy, Jjednozna®nd. Reprezen-
tativn{ posloupmost “{K:} 1ze zfskat tak, Ze ek,
ge od sebe 1i81 Jen h@dmtmi spinovyeh prowmdnnych na née
jaké podumoZing Scup A , kde tepA oznaluje mmoZinu

' viech podmnoZin A . Specielnd se K Ki+s mohou 11@:_1{ Jen
hodnotou spimu v jediném vrcholu n¥ife. V tomte pPipads
dal#i ¥len reprezentativn{ posloupnosti zfekdme tak, Ye
systematicky nebo ndhodné& vybirdme vrchol miffe a
a v tente vrcholu zaménime spin s odpovidajicd pravddpodeb-
nosti. Ani nyni neni podminkeu /4/ uriemna mj .y Jedno-
znalné, Podainku /4/ 1ze'f'sp1nit nar¥{klad ndsledujicin
vibéren MWyay 8

/Sd"?c

i) v, g = /2E4 o (———1)1

IL’_ /Vw-d_‘ﬂs_o

P
G

_ 3% (Ky) _AH, (K
(GCJ /],u:t.___)a- = j_ ;/ ’; /f z ~ )

x{e'/bc\":& ‘WJ';Qyo
i) Misg = {

Ve viech vyrazech §¥H= #u(K;))-Hy(Ki) o pPedpoklaas-
me, Ze dvEé po sobé ‘;deueif konfigurace se 1i%i jen hodnotou




spinu ve vrcholu a m¥fZe.

ietoda /6b/ /ietrepolisova metoda/ néhodn¥ vybere novou
konfiguraci K; « Je~1i J¥<o povalujeme K
za daldi &len represgzentativni posloupnosti.
Je=11i JX>0 generujeme néhodné %isle fe(o1) ,

~AE X Lovalujeme Ky za novou

Iro f< 2
konfigupaei reprezentativni josloupmosti, preo
j 7,;"3“’-?( ponechdme pfivodni konfiguraei K¢
jake novy Zlen reprezentativni posleupnosti.
lietoda/6 ¢/ /metoda teplotni ldznd/ je pomaleJEf nel
lietropolisova metoda /diky nutnosti pelitat

sumu ve Juenovateli/, ale rychleji konverguje

k termodynamické rovnovédze a tedy v aproxiumaci
/5/ lze vzit men¥i polet llend. To Jje zpisobemo
tim, Ze vyb¥r nové konfigurace nezdvisi na
pivedni hodneté spinu ve vrecholu a ,‘ kde vymé-
nu provédime,




I. 2, Dynamickd interpretace metody WC

Skutefny dynamicky vyve] systému v rdumei klasické
mechaniky je deterministicky urden podteinfmi poduinkami
a Hamiltonovou funkef Hw, Jasovy vyvej pozorovatelnych
A(K) je dén kanonickymi rovnicemi

e R A
kde vrravo stoj{ Ieissonova zdvorka veli¥in (., A .

Z hledisks vy¥e popeané NC metody 2ze také sledovat
Sagovy vyvoJ sys‘téﬁu; ale interpretsce je pondkud odliind.
Oznalme v pi‘ip&dﬁ, e systém neni{ v termodynamické rovno-
véze F.(¢) pm\rdépadebmat, fe se systém machdzf v Zase t
v keixﬂgumai K¢ « Casovou ¥kélu chépeme jeke parametr
rostoucl s generovénim ka¥dého dalitho prvku reprezentative
ni posloupnosti LR « Za Jjednotku velime 1 1CS /lonte
Carle step / odpovidajici systesatiekému prob¥hnut{ celé
mifZe spind wetodou L€, Vzhledem k v@ikéw. pottu iteraed
p¥i poditadovych éx;;efimenﬁeeh mi¥eme parametr t pova-
Zovat za spojity. Zdékladnim vztahem pro nerevnuvé'ﬁné pro=

cesy potom Je

B - R, -1 Bt MLy
ot 7 , z '

Prmi Clen naprave pfe&éfﬁmée véé'ahny rrocesy, ve kteryeh

se uskutetnuje ;Yeched z ostatnfch stavd do stavu ia

druhy &len nsepsk pﬁma@, pé"*‘l kterych se plrechdz! ze sta-

vu i do jinyeh stavi. ‘ ' ' ' ‘

—_—— A0 —



_ Specieln® v termodynamické rovnovédze Je f?-{f)= f;“”
a z podminky /4/ méue

ol P 7Y 4
riE e A N T
olt 7 | ‘

Stiedni hodnotu yeazorcvétalaé A (K) nyni chépene
analogicky jake ve vyrasu /2/:

T AKS) Pre)
2 ()

4

o) <A77=

Tekto chdpany Zasovy vivej systému médpmidé skutel-
néwu dynamickému vyveji, ktery je dén Hemilteneveu fumkef
a poléteini konfiguractf. Zde ziskévime informaei jen
o relaxaci st¥ednich hodnot pemrova‘f@lnﬁeﬁ. Zaddne~11i
teplotu a poldtelind :kemfilgaraei; pé'ﬁem KC metoda simuluje
proces, pi’-i kterém systéﬁ; ﬂﬁai‘eza:# do okelf s teplotou T
relaxuje k t@rmdynamické‘ rovnovége pIi téte teploté,
Z{skéme sprivané odhady s,ﬁeﬂnieh hodnot pwarbﬁtelnjah
a mnoho daldich cams‘eh}inf@rma&i o systému.

KaZdé p@zmmvatalné;? A(K ) se piifazuje t. zv. rela-
xalni{ funkece ¢A a z?elaxiqéni tag T, . Jseu definovény
vztahy: |

LA — S0 A ()2

(i) P, fe= , ,
<A_rio)> -f_:: <A(€)>

(412) Ta = f% (£) oA
S

—A —



Viraz Lchw < A(t) >  ve vztahu /41/ piﬁedatavu.jn
rsmv&ﬁmu stfednf hodnotu pozorovatelnd A prro ji¥
zrelaxevany syetém.

— A —




I« 3¢ Chyby e nevfesnosti pP gsetodd K0

| Vipotet MC zetodou lze v podstatd provdddt dveilm
zplaoben, Bud sledujeme relexsei systéau z riznyeh
politetnich kenfigurae! ;i konstentnf teplotd T nebe
proviédime teploini zudny: Isdise jpoldtelni koniigursei
K, & yoléte?nd teplotu T, a ,rovedeme pFfaluliny LC vy~
poliet stiednich hodnot sledovanych pozor vatelnyeh.
foslednd konfiguraci eystému potowm chépewe Jake vychoszd
konfigursei rro teyleta T, +AT atds Tento vipolet jJe
ovien podstatnd ndrolndj%f na politalovy Zas nef ;ovhé
relaxsce I konstantnl teplotd, TP obou splsobech vipole
tua pouli{vime pFiblifneu NC metodu s nlile proto deojft
k celéd Fad® no Pesmosti s ehyb. |
Trobléuy presnosti meted C jsou Zaste diskutovény
v literatufe [ 2.,10,117.
Na zdklad® teoretickych dvsh a dlouvheletyeh shulencetd
@ HC simulacend. auto™ dospivaj! k ndeledujfefn sdvirim:
/A/  Chyby splsobené generdtory néhodnyeh Ufsel nebyly
vibec pozorovény. Jako gensrftor néhodnych ¥fsel se
apravidla poulifvé wulti;liketivni generdtor [15]
Cmeq = A Cpm (oot P) , kde pro bindynf polftal jJe
P=2%, Volfme-li A= 3 (med &) , &, §o A=8i+3
/ i pPirezend/ doséhneme maxizdlni mi@a}é;f reriedy generde

toru T/4. Tato rerioda byvé syrevidla snehondsobnd. vySs{
nel polet providingeh LC itevsef, Vhednou velbou iak

lze zajis'it i potPebnd statistické dastnosti generdtoru,

g



/ B/ QMetody MC selhdvaji v téch oblastech teplot,

kde se neumérné predlufuji relaxadni Zasy / népfiklad

v okeol{. kritickych teplot/. V téchte oblastech teplot nelze
provést‘r@zumné MC stredovéni.

/€ /‘ Zgvislost na velikosti mPfiZe miZeme omezit vhodnou
volbou okrajovych podminek / nap¥. periodickych/. Pro konet-
nou m¥i¥ maji viechny pozorovatelné analytické chevémni i tam,
kde pro nekonelnou m¥iZ diverguji., Na obr. 1 , 2 & 3 jsou
pribéhy energie, mérného tepla a susceptibility poditané
metodou MC pro Pottsiv model s Q = 6 pre m¥i¥e 10x10, 15x15,
20x20 s periodickou okrajovou podminkou.

Z obrizki je vidét, Ze zmény rribshu energie v zé;
viglosti na velikosti m¥iZe Jjsou minimélni, ovSem 1i3i se
priibdhy mérného tepla a susceptibility poditané pomoecdf
korelaci, Pro v&td3f m¥i¥ jsou k¥ivky C(T) a X (T)
strméjéi.

/ D/ Todstatny vliv miZe mit to, Ze stfedujeme ptes
koneény Casovy interval A € . V oblasti kritickych teplot
nemiiZeme volit A € dostatedné veliké / vét3{i neZ re-
laxadni Sas/. Toto mife vést k efektu hystereze pii teplot-
nim cyklu / teplota probihd od T win do T max a zpét

do T min/. Chyby zplsobené sttedovénim pfes konelény Casow
interval Jjsou vétd3i v Metropolisové metodé& /6b/ ne? v meto-
d% teplotni l4zn& / 6e/, pm tofe metoda teplotni 14znd

md kratdi relaxaini Easy i T 1S rychieji kenverguje

k termodynamické revnovizel.



§ ol

a0
»2
o.
a
0‘
ra x N =40x40
; . N =45x 145
o
i [+] N = ?.Ox 20
o |
»t
X
£
4
-PQ*P
“&"d‘o : : + t >
o Gk A 1.€ 22 ks T/
obr.4 POTTSUV MODEL § Q=6
o
b 4
x % A
_’x
ua » N‘i‘10$:4:>5 : x N=40x40
; ; ?\}}:12_0,("0 A : G (] N=4§x"5
" T " o N=20x20
o
x a
* g 2 __
qr v x
ol
?t ® X
Q' o x
oX
: 9 i <,
0. (] o
x ox oo
Q
-?(é & ‘Ox g' ) u“ ‘k“ .w
- *ﬂ’t \ .. 9 A o n‘”nl‘ . w e ~-‘
d = v rd ’ = —
0.6 1.0 A& 33127 0.2 o.]s 1.0 ke T/5
.2 POTTSUV HODEL S Q=6 oth.3 POTTSUV MODEL S Q=6



I. 4. Popis programu

PouZivany program byl vytvoren pro Q= stavovy
model /9, € {4,- @}/ & @< 7 a Hamiltonovou funkec{
tvaru -
oy Ty = F VG
kde <, ? oznaduje sumu pres nejblizs{ sousedy a
V(%a - %4 ) Je sudd Q - periodickd funkce.

Vypoéty byly provedeny metodou teplotni lézné /6c¢/

obr.4 - Okodli bodu X

Zavedeme ~ 1li dvé symetrické matice

423 ... 9 A 45
2101 AR 2 2647 ..
418 - -.
= B:
45 ‘ b5 1035,

lze konfiguraci okoli (a,b,c,d) bodu x priradit




chersiteristické &islo J nfeledujicin pocturem:

Ji== A (‘%..,%J
() - J2 = A (Fe, P4)
T o= 2 (d4,32)

Jislo J charskterizuje konfi. uraci okol{ vrcholu X s

vyuZitin syzetrii

"

g{;{r (?’[,, 7/9., ?’c, 7/0!/ ?’*)
R ¥er Yar Yot 1 e, %)

Koo (Y, V0%, Va1 9)
(151} QCK (?@.:?@4 ?if‘?dr ¢G)

f

HE (Yor 90, %) Yo Yx) = Hx (e Vs Yoy W, ¥x)
Hamiltonovy funkee pro Cist m¥iZe A zobrazenou
v obr. 4+ 5 ohleden na tyto syuetrie existuje 1035
rimych konfiguraci cko_li vreholu x m¥f¥e, ( J €
{12, ... 1035}). Vzhledew k tomu, Ze interakece probihé
v,jen pPes nejbliZsd sbuéedy je ve vztahu /Cc¢/ moZno

psdéts

~ B Hs)
L
Z L‘-ﬂ)qc;\"(K*)
& ‘ - :

(16) Mg 9 =

Zravd&podobnosti A 5 5 'zévisf Jen na nové konfiguraci

v



i~

/' ve vrcholu x a okolf (e, b, ¢, d ) , a wrote je
lze predem pro danou teplotu napocitat do tabulky

velikosti 1035 x 9 tvaru w (J, 9, ) J=1, = 4035

?Xif.f"' Q

i Q<9 zlUstédvajl zbyvajici mista v tabulce ne-
vyuzité. 4 t&chto hodnot byla v progracu jesté pred

zahdjenim MC vypoétu spodtena distribudni funkce

. K
(1%) | D { Tk = (T, 9. ) T s O

et e R

Ddle byla pouzita standartni MC metoda. Z&kladnd

struktura programu je na obr. 5.

HLAV
I
NUL
l
“KONST
I}
POCKON

|
EEMP

TISK —-ﬂ<::>

CHANGE

Y

DISTR

obr.5 ~ Struktursa programu




Hlavni tseky progremu provadi tyte ulohy @

HLAV

POCKON
TEMP
KONEC

TISK

CHANGE

DISTR
MCSTEP

. provede idveodni tis k hlavilky
nuluje viechny promémné a pole

zadd konstanty, matice A,B ; nalte a vytiskne
parametry dlehy. I'arametry vyjed¥ujfi nap®.
zpsob zmdny teploty, kolik MCS mé probihat
relaxace, kolik MCS se budeu polftat stiedni
hodnoty, které prom¥mnné se budou na m¥{¥i sle~
dovat, atd.

zadd poliétedn{ konfiguraci

po zvoleném poltu MCS gmini teplotu

rozhodne, zda mé byt ukenlen vypolet /ve vy~
podtu nastala chyba, urleny rozsah teplot

byl ji¥ prob¥hmut, byl piekrolen maximdlni
podet zadanyeh K0S, atd./

napite, gda p¥ vypoltu defle k ndjakym chybédm
a jakym. .

Tato ¥dst prob¥hne Jem, byla-li v Zdsti TEMP
Zméndna teplota. Vytislmeu se stifedni hodnoty
po tanyech velidin, mdrné terle, susceptibilita
atd. Dojde k vynulovdn{ tdchto proménnych

vV programi.

Spodte distribuéni funked,

Frovede 1 lCS /ﬁyrﬁbéhne se systematicky celd
mﬁiﬁ av kaﬁdéa‘&rch@lu se provede LC interace/

—49—



COUNT Totitd velliliny zadané naltenymi parametry.
To zvoleném poltn krokd tiskme m¥{¥ a po¥ftand
hodnm-ty-

V progremu byl pou%it multipliketivni genersdtor
néhodnyeh Efsel Cp,, =(2%+3)c, (met 27') s periodou
?_H « T¥1 vypoltech byla volena periodickd eokrajovd
podminka a poldtedni konfigurace ga =71  ve viech

vrchelech a mnbi%e .

Trogram byl testovdn pomod Pottsova modelu (V(?uz?&#]d:%)

a ZQ modelu ( V(?n:?L)EJm(EQ—TT*(?a-"‘?b))).
Vyalednd zdvislost energie a mérmého tepla na teplotéd
pro-Pottstv model 8 Q = 3,5,6 Je na ebr. 6+ Tvar kPivek

dob¥e souhlas! s teoreticky spoftenymi kritickymi teplota-

wl. Na obr. 7 je vysledek KC vypoitu mérmého tepla

modelu 2 5 v porovnéni s obdobnym vypodtem provedenym v [4).

EA

(i 5

424

AT/ T
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] POTTS
x Q=3
°eQ=75
sQ=6

1‘

KRIT. TEPLOTY

Q | kL/J
3 | 0.99
5 | 085
B | 0.&

e

b 5N 9 [

ebr.6 - Mérné teplo a energie v Pottsové -

modelu , N= 10x10
Zs MODE L
x Program
1 ° Domany [%]
‘2-- x&\
N

SR,

x_x \x\x
0 ,1,(/"/ L : ' ‘x_x‘—?—x L

g4 0.-& 12 4.6 2.0 2.4

obr.?7 - METné teplo v 2,5 modelu, N =10x10

===




IT. 1. Dualita pro m¥iZové modely

Predpokléde jme, Ze Hamiltonova funkce méd tvar

/43 /. Pro partidni sumu potom mdme

T2 % b, (?’a."?’)
(//g) Z :2—‘/&<,,3-7ﬂ -

a
Wdsledujici vypodet dudlni transformace je analogicky
pogtupu v L 57 . Hlavni rozdil je v tom, %e misto
konkrétni interakce pouZijeme obecnou Q - periodickou
interakei V. [3] . I'ro zjednodufeni zépisu zavedme
vektorovou proménnou ¢+ , kterd miZe nabyvat jen dvou
hodnot f,,,fz jednotkovych / na m¥iZi/ vektord

ve sméru os:
>
X+ 2,
z
2
@ € a+i obr.8 - Vjznam zdpisu a+ow

Potom méme

Z:'I/(a."n-v-o“
(49) Z=%,e,“f‘“’37’ foionl

neboli

(20) Z s % (G - %w)

?a. &, ¢

L



L_de Xln)= ¥, = ¢

8 hodnotami:

Mg Ky

Vi ()

Je Q- periodicksd sudéd funkce

Sl

Fourieriv rozvoj pro X, (A) m4 tvar

4
oo

(24 0.) " Ao
TR T

(24,&) b7 s

JCA,L
A=0
Q-d _&.'.Z__(Z_A)?_
Ly 2 &
=0

Dosadime-1i Fouriertv rozvoJ do parti®i sumy a prove-

deme-11 nésledujici

2=0 37

Ya 4t

i
VR s=o

Urravy, dostaneme:

Q-4

Ul(%x Qg ron) A

3

LT
~ T = Ea e Fa L G dle)
/d@‘\(‘t) QIG"" o ﬁ/ﬁ.
2 i el s i
LA ta g eYiey o8 A "&‘ 7/ at-\(d)

= Q. A ( 77— (a)) i tey -

Apa(a) a, o o 7/:4
= Z X

o ( 7; /-!,“(M) Z— Cj;, 7o A (@) (oot Q)





























































































