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cviCeni, zapocCet, zkouska prehled témat (1)
e cviceni v pocitacovych ucebnach e popisna statistika (méFitka, charakteristiky polohy, variability, sou-
e MS Excel, volné iFitelny program R (http://cran.r-project.org/) vislost znak#)
e (aktivni G&ast na cvieni, maximaln& dvé absence) & (napsani za- e souvislost kvalitativnich znak@ (kontingencni tabulka)

poctoveho testu) = zapocet e souvislost kvantitativnich znak@ (korelaéni koeficienty)

e obsah cviceni vice prizptisoben studovanému oboru e pravd&podobnost (zakladni kombinatorické pojmy, klasicka defi-

e prednagky formulovany obecn&ji nice, podminé&na pravdépodobnost, nezdvislost)
e zkougka nejspi& pisemnd, kombinovana s dstni, zapo&et musi zkougce e nahodna veli¢ina (rozdéleni, stfedni hodnota, rozptyl, hustota, dis-
predchazet; prihlasovani ke zkousce pres SIS tribucni funkce)



prehled témat (2)

e dfilezita rozdéleni (normalni, binomické, Poissonovo, vzajemné vztahy)

princip statistického usuzovani (populace a vybér, parametry a
jejich odhady)

interval spolehlivosti pro parametr, volba rozsahu vybéru

testovani hypotéz (chyba 1. druhu, 2. druhu, hladina testu, sila
testu, p-hodnota)

testy (o populaénim pr@meéru, populaénim podilu ¢i podilech, ne-
zavislosti, regresnich koeficientech)

regrese jako popis zavislosti spojitych velicin

co mérime (zjisStujeme) a kde

mé&rime na mnoha statistickych jednotkach (osoba, obec, okres,
stat, pokusné pole .. .)

mérime (zjistujeme) hodnoty znaku

zjisténou hodnotu vyjadfujeme ve zvoleném méritku (stupnici)
na jedné jednotce mtzeme mérit nékolik znak@ (mozna zavislost)
meérime na skupinach jednotek — souborech

zajimaji nas hromadné vlastnosti ve velkych souborech

moazeme porovnavat viastnosti znaku mezi soubory

priklad statistického zjistovani

zjistovani se tyka 200 muz@ stfedniho véku
Vv souboru je 80 kurak@ a 120 nekuraka
85 muzl ma o&i modré, 25 hnédé, 90 jiné barvy

27 muz@ ma jen zakladni vzdélani, 44 nelplné stfedni, 65 matu-
ritu, 64 vysokosSkolské

22 se jich narodilo v roce 1942, 19 v roce 1943, 25 v roce 1944,

..., 18 vroce 1951
hmotnosti jednotlivych muz@ jsou 83, 92, ..., 63 kg

Co maji tyto adaje spolecného? Cim se uadaje lisi?

méritka (1)

nula-jednickové (muz/Zena, kurak/nekurak)
nomindlni (zemé& p@vodu, barva oci) jednoznacné& dané hodnoty

ordindlni (dosazené vzdélani, stupen bolesti) jednoznacné dané
hodnoty, mozné hodnoty jsou usporadané

intervalové (teplota v Celsiové stupnici, rok narozenr)
konstantni vzdalenosti mezi sousednimi hodnotami, nula jen kon-
vence

pomérové (hmotnost, vyska, HDP, pocet obyvatel)
nasobek zvolené jednotky, nula = neexistence mérené vilastnosti
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méfitka (2)

e kvalitativni: nula-jedni¢kové, nominalni, ¢asto i ordinalni

e U kvalitativnich se zpravidla udavaji €etnosti jednotlivych hodnot
(kolikrat ktera hodnota nastala)

e kvantitativni (spojité): intervalové, pomérové, nékdy ordindlni
(neni spojité)

e hodnoty kvantitativnich — Cisla

priklad: 100 hodd kostkou

pocty puntik@ coby r@izné obrazky — nominalni znak
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veli¢ina

e Ciselné vyjadreny vysledek méreni

e hodnoty znak@ v intervalovém, pomérovém meéritku jsou husté —

spojita veliCina

e Cetnosti hodnot znak@ v nula-jedniCkovém, nomindlnim (i ordi-

nalnim) méritku — diskrétni veliCina

e pro veliCiny mame charakteristiky nékterych jejich hromadnych

vlastnosti (charakteristiky polohy, variability, tvaru rozdé&leni)
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hody kostkou jako hromadny jev

e chceme 100 zjisténych hodnot (poctt puntikd) vyjadfit nazorng,

aby vypovidaly o viastnostech kostky
n; (absolutni) Cetnost [frequency] hodnoty — kolikrat nastala

[ = % relativni Cetnost hodnoty (lze vyjadfit v %) — v jakém
dilu mé&feni nastala (n =ny+ny+... +ng =3 n;)

tabulka ¢etnosti (absolutnich, relativnich)

grafické vyjadreni Cetnosti — histogram [histogram] (velikost plo-
chy je tmérna Cetnosti)

rozhodovani o kvalité kostky (zda je symetricka) je dlohou

statistické indukce [inference]
12



Cetnosti vysledk@ hod(

cetnosti g
foﬁ#u 12
v 21
*‘/f#ﬁﬁl i 14
HHHE 15
- 21

ML) 17
n = 100

fi=mnj/n
0,12
0,21
0,14
0,15
0,21
0,17

kostkou A

15 20
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mozné pristi ulohy statistické indukce

e je pravdépodobnost Sestky rovna 1/67

— teorie pravdépodobnosti odvodi teoretickou hodnotu
— matematicka statistika odhadne, provéri predstavu teorie

e je kostka symetricka, tj. maji vSechny stény kostky stejnou prav-

dépodobnost?

e kolik potfebujeme nezavislych hod@, abychom s pozadovanou spo-

lehlivosti poznali, ze je kostka nesymetricka?

e |iSi se mezi sebou kostky A a B?

e v3e zalozeno na modelu populace — vybér [population, sample]
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Cetnosti vysledkd hod@ kostkou B

cetnnsti j fj - nj/n o |
e 15 0,15 ¥
SAHHLL 16 0,16 8
| 7 0,07 ¢ |
mmm 6 0,06 _ DD D
15 0,15 ~
R 0 41 041 - ILIEIL L
n = 100 1 2 3 4 5 6
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populace a vybér

e model populace — vybér umoznuje zobecnéni z hodnot zjiSténych
na vybranych statistickych jednotkach

e populace (zakladni soubor) — velky soubor, jehoZ je zpracova-
vany soubor (vybér) reprezentativnim vzorkem

e reprezentativnost — frekvence vyskytu dalezitych doprovodnych
znak@ ve vybéru odpovida jejich frekvenci v populaci

e reprezentativnosti nejlépe dosahneme tak, Ze pouZijeme prosty
nahodny vybér, kdy kazda n-tice prvkd@ populace ma stejnou Sanci
(pravdépodobnost) do vybéru se dostat

e na zakladé vybéru tvrdime néco o populaci
16



priklad: vék 99 matek

99 zjisténych hodnot — soubor namérenych hodnot
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variacni rada, poradi

® X,T9,..

e variaCni rfada :13‘(1) < :13‘(2) <...< :c(n)

30
22
26
28
25
27
25
31
37
29

23
21
21
25
24
25
25
24
33
21

18
27
23
28
32
24
26
21
23

17

., xn, PAvodni (neusporadand) data — hodnoty znaku v mé-

ritku aspon ordinalnim uvedené v pfivodnim poradi, bez ohledu na

prfipadna opakovani

[sort(x)]

data usporadana tak, aby hodnoty neklesaly (zavorky u indext)

poradi [rank] — umisténi pozorovani ve variaéni rfadé&; shodnym
hodnotam davame pr@mérné poradi

T
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15 21 13 18

J
poradi R;

7 25 4 25
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1

5

[rank(x)]
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pri

klad: vék 99 matek — variacni rada

usporadany soubor hodnot — variacni Fada
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tridéni, tridni Cetnosti

spojita veliC¢ina s velkym poltem namérenych hodnot

obor hodnot rozdélime na nepiekryvajici se tfidy (intervaly), nej-
lépe stejné délky

v8echna pozorovani z daného intervalu nahradime zastupnou hod-
notou (zpravidla stfedem intervalu) x;‘

zjistime (absolutni) €etnosti n,...,n; jednotlivych tid
kumulativni Cetnosti udavaji poCet hodnot v dané tridé a trfidach
predchazejicich (1 < j <k) [cumsum( )]
J
Nj:n1+n2+...+nj:Zni
i=1

20



vék matek — tridni Cetnosti

k=17

interval m;‘ n; fg = nj/n Nj Nj/n

do20|19| 5 0,051 | 50,051
21 az 23 | 22 | 27 0,273 32| 0,324
24 az 26 | 25| 32 0,322 | 64 | 0,646
27 az 29 | 28| 19 0,192 | 83| 0,838
30az32|31| 8 0,081 | 91 | 0,919
33az35|34| 6 0,061 | 97 | 0,980
36 az 38 | 37| 2 0,020 | 99 | 1,000
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histogram, h =3 (k =7) [hist(vek.m,seq(17,38,by=3),col=""yellow" )]
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grafické znazornéni tridnich Cetnosti

e histogram je zaloZzen na tridéni do intervald, vyjimecné zobrazuje
prfimo Cetnosti jednotlivych hodnot (barplot) [hist( )]

e kazdé tfidé odpovida obdélnik o plose umérné Cetnosti (abso-
lutni nebo relativni)

e pri stejnych Sirkach interval@ h odpovidaji Cetnostem vysSky obdél-
nik@

e pocCet interval@ k: 5—15 tak, aby stfedy byly okrouhlé, pomo@ckou
Sturgesovo pravidlo

~1+3,3 logign =1+logan

e priklad vék matek: k~ 1+ 3,3 -log;y99 =~ 7,6
22

histogram, h =1 [hist(vek.m,seq(17,38,by=1),col=""yellow" )]
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priklad: vék matek (kumulativni relativni Cetnosti) populace

e velka populace, spojita veliCina — intervaly mohou byt kratke,
obdlce histogramu relativnich €etnosti odpovida hustota fx(x)
- [density]
< _ e podobné kumulativhim relativhim Cetnostem odpovida distribucni
o | funkce [distribution function]
I - e hodnota distribucni funkce Fx(z) je pravdépodobnost, Ze ndhodna
A veliCina X neprekrocCi x:
S - T T T T ‘FX(JU):P(Xgm)‘
20 25 30 35
e souvislost: hustota je derivace distribucni funkce:
fx(@) = Fx(z)
25 26
parametry — odhady, statistiky charakteristiky polohy (1)
e podle toho, jakou roli hraje hodnoceny soubor, rozlisujeme cha- e median (prostfedni hodnota) z [median] [median(x)]
rakteristiky - S
o L . L T =Tl pro n liché
— populaéni: vztazené k populaci, mnohdy jen idedlni, nami pred- ("57)

stavované, jsou to parametry modelu 5= (m(ﬁ) + x(ﬁﬂ)) pro n sudé
— vybérové: vztazené k vybéru z né&jaké populace, takZe jde o 2\ 12 2
odhady né&jakych populacnich parametr@, jsou to statistiky median je Cislo, které déli data na dvé stejné velké Casti (VeIKYCh
spocitané z vyberu hodnot a malych hodnot)

e piikladem dvojice odhad — parametr je dvojice relativni etnost — e populacni median ;i spojitého rozdeleni

pravdépodobnost (17/100 vers. 1/6) Fx(i)=P(X <j)=05
e statistiky se pouZivaji pri statistické indukci (statistickém rozho- populaéni medidn &islo, které d&li mozné hodnoty nahodné veliciny
dovani) [statistical inference (decisions)] na dva stejné& pravdépodobné intervaly

27 28



charakteristiky polohy (2)

pri

dolni (horni) kvartil Q; (Q3) [lower (upper) quartile] vydéluje
¢tvrtinu nejmensich (nejvétsich) hodnot

kvartil — specialni pfipad percentilu z, [percentile] pro p = 0,25
(p = 0,75), pricemz xz;, vydéluje 100p % nejmensdich hodnot od
ostatnich [quantile(x,c(1/4,3/4))]

vypocet percentilé — mnoho vzorecCke
median je také percentilem, totiz xo5
kvantil p, [quantile] populacni percentil, ur€en distribucni funkci

| Fx (1p) = P(X < pip) = p|

29

klad: vék 99 matek — variacni rfada

variaCni fada, median z =25, kvartily Q1 =23, Q3 =28
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22 22 23 23 23 23 23 23 23
23 24 24 24 24 24 24 24 24
24 25 25 25 25 25 25 25 25
25 25 25 26 26 26 26 26 26
26 26 26 27 27 27 27 27 27
28 28 28 28 28 28 28 28 29
29 29 30 30 30 31 31 32 32
33 33 33 34 35 35 37 38
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pro zajimavost algoritmus vypoctu percentilu v R
(Jjedna z moznych definic — Gumbel(1939))

e najde se celé Cislo k splhujici
([x] znamena celou &ast z xz)

tedy
E=[1+(n-1)-p|

e provede se linearni interpolace mezi z;) a x(; )
({z} znamena zlomkovou €&ast z, o kolik presahuje celé ¢&islo)

g={l+(n—-1)-pt=(01+n—-1)-p) —k

zp=(1—q) @)+ ()
30

krabicovy diagram

e krabicovy diagram [box-plot] zobrazuje kvartily, median, mini-

mum, maximum, pfipadné odlehla pozorovani: od bliz§iho kvartilu
dal nez 3/2:(Q3 — Q1) [boxplot(x)]

e priklad: vék matek (@ = 23, Q3 = 28, dvé odlehlda pozorovani)

32



charakteristiky polohy (3)

e prumér [mean] (kdyby bylo v8ech n hodnot stejnych) [mean(x)]

_ 1 1
T=—(v1+mo+...+aTn)=—>
n "=

e vazeny prameér: [weighted mean] zaloZen na Cetnostech

1 k k n,; Zkzl njx);
z == (nz] + ... +ngxp) Yomngay =Y Lot =L
=1 j=1 ™ 2j=1ny
Zk: wixk
e obecngji s vahami wy, ..., w; hodnot zi,...,z} %
21wy
j
e populacni prameér: znacime u
33
priklad — vék matek
e préimér
1 2544
= (264354, +21423) = O™ 2957

e vazeny pr@mér zalozeny na tridéni
5-19+27-22+32-25+19-28+8-314+6-34+2-37
54274324+ 194+8+6+2

xr =
AT
99

e modus neni urcen jednoznacné: z =21, x = 25

35

charakteristiky polohy (4)

e U nula-jednickového méritka: pramér = relativni Cetnost jednicCek,
populacni pradmér = pravdépodobnost jedniCky

e modus = [mode] nejc¢ast&jsi hodnota (lze pocitat také pro nomi-

nalni ¢i ordindlni méritko)
e modus nemusi byt urCen jednoznacné

e populaéni modus
— pro spojitou veli€inu — hodnota, kde je hustota maximalni
— pro diskrétni veli¢inu (Cetnosti) — nejpravdépodobné&jsi hodnota

34

charakteristiky polohy (5)

e alfa-useknuty prameér [trimmed mean]: nejprve se oddéli (usekne)
100a % nejmensich a 100« % nejvétsich hodnot, ze zbytku se spo-
Cita prdmér

e je robustni vAaci odlehlym hodnotam
e Vvoli se zpravidla o« = 0,1 (0,15)

e vék matek [mean(vek.m,trim=0.1)]

1

5935 (00 201 -+ s + i) =253
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priklad: vék 99 matek

vylou¢i se [0,1-99]=[9,9]=9 (|z] znamena celou &ast z z)
nejmensich a 9 nejvétSich hodnot
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charakteristiky polohy v geografii/demografii

e Casto zname jen pr@méry v dilCich souborech a Cetnosti: praméry

se pouziji jako z;‘ Cetnosti standardné

e priklad: vék novych profesor@l a docentd UK 2002:
41 profesor@l, pr@mérny vék 51,1
77 docentd, prdmérny vék 47,8
celkovy pr@imeér nové habilitovanych (vazeny prameér):

[weighted.mean(c(51.1,47.8),c(41,77))]

41-51,1+77-478

nikoliv

51,1 4478

41+ 77

= 48,9

= 49,4

[mean(c(51.1,47.8))]

39

vlastnosti charakteristik polohy

e zménime-li vSechny hodnoty z; tak, Ze pridame ke kazdé stejnou
konstantu a, zméni se o tutéz konstantu také charakteristika po-
lohy (posunuti)

e zménime-li vSechny hodnoty z; tak, ze je vynasobime kladnou kon-
stantou b, toutéz konstantou musime vynasobit pavodni charak-
teristiku polohy, abychom dostali charakteristiku polohy pro upra-
vena data (zmé&na méritka)

e obecné& pro miru polohy m(x)

m(a+x) =a+ m(z),
m(b-x) =b-m(x), b>0

e v obou pripadech mira polohy reaguje
38

charakteristiky polohy v geografii/demografii (2)

e geodgraficky stred — praseCik pr@mérné zemépisné Sifrky a proi-
meérné zemeépisné délky; préimeéry vazené velikosti sledovaného jevu

e geograficky median — obdoba medianu,
— rozdéluje geografické objekty do dvou disjunktnich skupin
— hodnocena vlastnost urci vahy objektd
— usporadani hodnoceni znak dano zvolenou geografickou vlast-
nosti (napf. zemépisnou délkou)

40



charakteristiky variability (1)
e ME&FT nestejnost (variabilitu) hodnot spojité veliciny
e obecné pro miru variability s(x)

sla+x) = s(x),
s(b-xz)=10b-s(x), b>0

e prictenim stejné konstanty a (posunutim) se charakteristika vari-
ability nezméni (nezavisi na poloze)

e vynasobeni kladnou konstantou znamena, zZe stejnou konstantou
nutno vynasobit charakteristiku variability

e rozpéti [range] (jen pro vybér) R =z, —xq

e kvartilové rozpéti [quartile range] Rg=Q3—Q
41

charakteristiky variability (3)

e rozptyl méri prémérny Ctverec vzdalenosti od prdméru

e smérodatna odchylka [std. deviation]: odmocnina z rozptylu

[sd()]
o=t o=\o?

vyhovuje obecnému pozZadavku

vyhoda smérodatné odchylky:
stejny fyzikalni rozmér jako p@vodni data

vybérovy rozptyl z tridnich Cetnosti Sheppardova korekce:
2
odecti h—
12
43

charakteristiky variability (2)

e (vybérovy) rozptyl (variance) [variance] [var(x)]
(nevyhovuje obecnému poZadavku presn&: s2_ ., = b?-s3

2= (@1 =P+ @2 -5+ + (w0 — 7))

n—1
1 n
(Zm%—n-aﬂ)
n—11\12

1 n
> (@i — ) =
-1
k 1 k
> njxr — z)? = > njx;72 —n-z°
=1

n

-1
1
1
n—1
J
e populacni rozptyl o? (pfipad, kdy populace ma konecny pocet
prvk@): ve jmenovateli je n

42

priklad — vék matek

e rozpéti: R=38-18 = 20
e kvartilové rozpéti: RQ =28—-23 =5
e rozptyl

1 2544\ 2

2 2 2 2 2

= [(26°+35"+...+21°+23%) —99. ([ —

s =3 (( +357 + ...+ 217 +23) (99 ) )
= 16,97 = 4,122

e smérodatna odchylka je 4,12
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priklad — vék matek

e pomoci tridnich Cetnosti

1 2547\ 2
2 _((5-1924+27-222+ ... +6-3424+2.37? —99-(—)
<= o <(o + oot + ) 0

= 16,36 = (4,05)?

e navic Sheppardova korekce

32
s> =16,36 — — = (3,95)
12

45

normované charakteristiky rozptylenosti

e dosud zavedené charakteristiky variability zaviseji na volbé& méritka
(napf. délka v m nebo v km)= hleddme charakteristiky nezavislé

na meéritku, nutné aspon pomérové meéritko, kladné hodnoty
e UMOZNI porovnani z riznych soubord

e variacni koeficient [sd(x)/mean(x)]

Sx
v=—
T
e (Giniho) koeficient koncentrace
A
2z
napriklad méri nerovnomérnost prijma, velikosti tzemnich jedno-

tek, souvisi s plochou u Lorenzovy kFivky
47

charakteristiky variability (4)

e stfedni odchylka [mean deviation]: pr@dmér odchylek od medianu
(nékdy od préméru) [mean(abs(x-median(x)))]

1 n
d = — Z |1‘1 — i’|
i=1
e strfedni diference: pr@mér vzajemnych vzdalenosti vSech dvojic
(e jich n?)
1 n n
A= ﬁ ' ' |.%’Z — .’17]|
i=1j5=1
46
Lorenzova krivka
e variacni fada: 0 < ) ST < Sy, [sort(x)]
e kumulativni soucCty pro 5=0,1,...,n [cumsum((sort(x))]

tp=0 tj=x<1)+$(2)+~--+x<j):Zx(i)

e UseCkami spajit body [j/n;t;/tn], 0<j<n

e zajima nas plocha nad touto lomenou Carou a pod Ghloprickou
jednotkového Ctverce

e plocha méri nerovnomeérnost rozdéleni néjakého zdroje

e kdyby dostal kazdy stejné&, bude velikost plochy nulova

e Giniho koeficient koncentrace je dvojnasobkem této plochy
48



priklad

T1y---, Tyt 1, 2, 3, 4, 5

abrwWwN RS

0,067
0,200
0,400
0,667
1,000

= = ~
0o O WS

Lorenz curve for 15 (Gini=0.267)

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

priklad: obyvatelé kraj& (pocet hejtmani)

J :L‘(J) tj j/n tj/tn :E(J) tj tj/tn
0 - 0 | 0,000 | 0,000 - 0| 0,000
1 303761 303761 | 0,071 | 0,030 1 1|0,071
2 427418 731179 | 0,143 | 0,072 1 210,143
3 506849 1238028 | 0,214 | 0,121 1 310,214
4 517959 1755987 | 0,286 | 0,172 1 4 | 0,286
5 548698 2304685 | 0,357 | 0,226 1 510,357
6 549369 2854054 | 0,429 | 0,280 1 6 | 0,429
13 | 1158800 8936427 | 0,929 | 0,876 1| 130,929
14 | 1264347 | 10200774 | 1,000 | 1,000 1| 141,000

1.0

49

51

vypocet Giniho koeficientu (n =5):

A= [1=1+1=2|+|1 =3+ |1 —4]+ |1 — 5|
+12=1+2=2[+2=3[+[2—4]|+ |2 - 5|
+[3=1+13=2[+3=3]+[3—4]+|3—5]
+A—1+]4—2/+[4—3]+[4—4|+ |4 -5
+5=1+5=2|+5=3+15—4+1]5—5]
=10+74+6+7+10

A =40/25 = 1,6
z=3
1 1
G- L0 L0067
2.3 6

Lorenzova krivka (obyvatelé — kraje)

0.0 02 04 06 08 1.0

Lorenz curve for obyvatel (Gini=0.224)
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

1.0
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e v kazdém kraji je stejné hejtman@, proto postupné soucCty rovno- rocni aroda brambor je mezi kraji rozdélena mnohem nerovnomeérngji:
mérné& rostou, totéz plati pro t;/n napf. 70 % brambor se péstuje ve tfech krajich (Vys, St&, J&)

e lomena Cara Lorenzovy krivky prejde v UseCku a plocha zmizi o

Lorenz curve for brambory (Gini=0.599)

e primeérna diference je nulova (vSechny rozdily |z; — x;| u pocltu
hejtmant jsou nulové)

Lorenz curve for hejtmanu (Gini=0)

0.0 0.2 04 0.6 08 1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

00 02 04 06 08 1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Lorenzova kfivka (obyvatelé a rozloha kraj@)
pripad s vahami

Lorenz curve for obyvatel(rozloha) (Gini=0.292)

e nékdy nutno prihlédnout k velikosti jednotek, pak mérime nerov-

<
nomérnost hustoty rozdéleni zdroje (z; — velikost jednotky, y; — -
velikost produktu, y;/z; — hustota, y, — vazeny pr@mér hustot y;/x; =
s vahami z;) <
1 AL Yi Y5 = _|
(Z th)Q i=1j=1 / Ty Ty N
G = é o |
2Yx < T T T T T T
o Yimilyi/z) Y 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Yo = — = = =
20 T z
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ro¢ni Groda brambor s prihlédnutim k velikosti krajt z-SKOr, standardizace

L f b b loh Gini=0.454 S . .. .. - o« _
orenz curve for brambory(rozioha) (Gini ) e variacni koeficient, Giniho koeficient — pfiklady bezrozmérnych ve-

3 licin
S 7 e 2-Skory [(x-mean(x))/sd(x)] nebo [z <- c(scale(x))]
< T; — T .
< z; = ZSI , i=1,2,...,n
o e dostaneme nulovy pr@meér (z = 0,), jednotkovy rozpty! (s =1)
S - L : : : : : e 2-SkOry jsou bezrozmérné = umozni hodnotit vlastnosti nezavisle
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 na poloze a variabilité, napr. tvar rozdéleni
° :)31:1,1‘2:2,f133:3:>i:2,8x:1:>21:112:—1,22:0,23:1
57 58

Sikmost, SpiCatost

dvojice znak@ (velicin)
e Sikmost /b; — pr@mér z 3. mocnin z2-skor@  [mean(scale(x)~3)]

na jedné statistické jednotce se méri dva znaky
e Spicatost by, — prmé&r ze 4. mocnin z-skor@ (nékdy se odecita 3)

\/a ) l Zn: (Iz 3 z)3 - l zn: (mz 3 1)4 e |ze vySetfovat zavislost

n = S n = S postupy (i grafické) zavisi na méritcich obou znak®
— kvalitativni — kvalitativni
— kvalitativni — kvantitativni

— kvantitativni — kvantitativni

e nékdy se pocitaji odhady populacni Sikmosti a SpiCatosti jinak
(Excel: Fisherovo gi, g9 — pro zajimavost)

n(n —1)by (n+1)(n—1) <b2 3(n— 1))

gl =r—" g9 = zatim popisné charakteristiky, prokazovani zavislosti pozdé&ji
’ n+1

n—2 (n—2)(n—3)
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kvalitativni — kvalitativni

e kvalitativni data — nominadlni (ordindlni) mé&ritko, vyjadfujeme po-
moci Cetnosti

e dva znaky — Cetnosti moznych dvojic hodnot nj;

e zapisujeme do kontingencni tabulky [contingency table]
[table(x,y)]

e doplhujeme marginadlni etnosti [marginal frequencies] — soucty
po radcich a po sloupcich - €etnosti jednotlivych znak zvlast

e Ooba znaky nula-jedniCkové — kontingencni tabulka 2x2, Ctyrpolni
tabulka [fourfold table]
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priklad — vzdélani matek (pozor na orientaci)

100

priklad — vzdélani matek (pozor na orientaci)

100

porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem °
zakladni | 23 11 34 ®
stredni 30 17 47
VS 17 1 18 8
celkem 70 29 99
porodnice °
vzd&lani [ Praha  venkov | celkem |
zakladni | 32,9 % 37,9 % | 34,3 %
stfedni | 42,8 % 58,6 % | 47,5 % | <&
VS 243% 35% | 182 %
celkem 100 % 100 % | 100 % 5

porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem s |
zakladni | 23 11 34 ®
stredni 30 17 47
VS 17 1 18 3
celkem 70 29 99
porodnice e -
vzdélani | Praha venkov | celkem
zakladni | 67,6 % 32,4 % | 100 %
stfedni | 63,8 % 36,2 % | 100 %
VS 944 % 6,6 % 100 %
celkem | 70,7 % 29,3 % | 100 % -

28k,

str.
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1

1

1

1

Praha

venkov

priklad — vzdélani matek (ocekavané cetnosti)

62

e kdyby rozdéleni vzdélani bylo vSude stejné, oCekdavame tfi moznosti
v poméru 34:47:18 (marg. Cetnostil), celkem 99

e prazskych 70 matek by stejny pomér dalo pfi o€ekavanych cCet-
nostech 70-34/99=24,0, resp. 70-47/99=33,2 resp. 70-18/99=12,7

e podobné pro matky z venkova dostaneme 9,96, po zaokrouhleni
10,0, pro dalsi Cetnosti 13,8 resp. 5,3

porodnice porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem || vzdélani | Praha venkov | celkem
zakladni 23 11 34 zakladni | 24,0 10,0 34
stredni 30 17 47 stfedni | 33,2 13,8 47
VS 17 1 18 VS 12,7 5,3 18
celkem 70 29 99 celkem 70 29 99
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priklad — vzdélani matek (ocekdvané Eetnosti)

porodnice porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem || vzdélani | Praha venkov | celkem
zakladni 23 11 34 zakladni | 24,0 9,9 34
stredni 30 17 47 stredni 33,3 13,8 47
VS 17 1 18 VS 12,7 53 18
celkem 70 29 99 celkem 70 29 99

empirické a oCekavané [expected] Cetnosti porovname pomoci sta-
tistiky chi-kvadrat [chi-squared]: [chisq.test(table(Vzdelani,Porodnice))]

o (23 —24)° N (11 -9,9)2 (30 — 33,3)2 (1—-5,3)2
X Ty 9,9 33,3 5,3

velka hodnota X2 SVEdCi o velké neshodé

= 6,12
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priklad: planovana téhotenstvi

e je souvislost mezi odpovédmi o planovaném téhotenstvi a vzdéla-

nim matek?

priklad: planovana téhotenstvi (ocekavané etnosti)

planované
vzdélani ne ano | celkem 41 34 41-34
zakladni | 14,08 19,92 | 34 P39 99" g 1408
stfedni | 19,46 27,54 | 47 58 34 58-34
vs | 7,46 10,54| 18 P59 99" g9 1992
celkem | 41 58 99
5 (20 —14,08)2 (14 —19,92)2 (16 — 19,46)% (31 — 27,54)2
X708 19,92 19,46 97,54
2 2
(5—7,46)2 (13 —10,54) 668
7,46 10,54

67

planované planované
vzdélani | ne ano | celkem || vzdélani ne ano celkem
zakladni | 20 14 34 zakladni | 58,8 % 42,1 % | 100 %
stfedni | 16 31 47 stfedni | 34,0 % 66,0 % | 100 %
VS 5 13 18 VS 27,8 % 72,2 % | 100 %
celkem | 41 58 99 celkem | 41,4 % 58,6 % | 100 %
66
priklad: predvolebni vyzkum
strana
30 voli¢a bylo dotazano, které ze muz A B | celkem
dvou stran daji prednost; souvisi| muz 11 4 15
odpovédi s pohlavim? Zena | 6 9 15
celkem | 17 13 30
strana strana
muz A B celkem muz A B celkem
muz |73 % 27 % | 100 % muz 65 % 31 % 50 %
Zzena |40 % 60 % | 100 % Zena 35% 69 % | 50 %
celkem | 57 % 43 % | 100 % || celkem | 100 % 100 % | 100 %
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Ctyrpolni tabulka

a b a+b
e Oobecné oznacCeni Cetnosti v Ctyrpolni tabulce c d c+d
‘ at+c b+d n

e silu zavislosti 1ze méfit ¢-koeficientem [phi coefficient] (CtyFpol-
nim korelacnim koeficientem)

ad — bc
V(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)

e pjemezi—1al

11 4 | 15
enapf.pro| 6 9 |15 wyjde - 19710 .
17 13|30 ‘ V15-15-17-13

69

Ctyrpolni tabulka — prokazovani zavislosti

e chi-kvadrat porovnavajici teoretické a oCekavané Cetnosti |ze upra-

vit na tvar
9 n(ad — be)? 9
X = aibletdarobra " °

e priklad (predvolebni prézkum)

30-(11-9—4-6)?
x2 = ( ) =3,39 =30 - 0,342
15-15-17- 13

71

priklad: predvolebni prézkum

e ¢ >0 znamena, Ze Cetnosti na hlavni diagonale (indexy 1,1 a 2,2)
previadaji nad ¢etnostmi na vedlejsi diagonale (indexy 1,2 a 2,1)

strana
muz A B | celkem
e v naSem prikladu| muz |11 4 15 vychazi ¢ =0,34 > 0
zena 6 9 15
celkem | 17 13 30
(tedy kladné), protoze je 11.9 > 64

70

SimpsonQv paradox dilr tabulky maji zavislost jiného sméru,
nez jejich soucet (zde bez ohledu na to, kde ziji)

venkov | A B | celkem mésto | A B | celkem
muz 6 7 13 muz 5 2 7
zena 2 3 5 zena 11 5 16
celkem |8 10 18 celkem |16 7 23
¢=0,055 $=0,027

celkem | A B | celkem kdyby byl stejny pomér mezi
muz 11 9 20 | poltem muzl a poltem zen
Zena 13 8 21 | oslovenych ve mésté a na
celkem |24 17 41 | venkové, problém by ne-
¢=-0,07 vznikl
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dvojice kvalitativni — kvantitativni

priklad: vék matek

vik matky

podle kvalitativnhi proménné rozdélime hodnoty kvantitativni pro-

ménné do dilCich soubora

porovname charakteristiky dil¢ich soubor@ (zejména charakteris-
tiky polohy) mezi sebou, pokud se hodné li&i, svédci to pro zavis-

lost

celkovy pr@mér = vazeny pramér dil€ich soubord

celkovy rozptyl = vazeny pr@meér rozptyld + rozptyl préméra
(pFesné jen pro populacni rozptyly s n ve jmenovateli)

° 0 plan ne ano
® - o n 41 58
5 ! ! T 24,7 26,4
® ! ! z 240 26,0
o | |:| Q, |21,0 24,0
! Qy, |27,0 28,0
8 1 — sd | 4,24 3,03
' ' Rg |6,00 4,00

ne ano

zda plan

73

[boxplot(vek.m~Plan)]

75

priklad: vySka otce ~ vzdé&lani matky [boxplot(vyska.o~Vzdelani)]

1 - R vzdélani | rozsah | prémér [ sm. odch.
L &1 3 : E zakladni| 34 177,1 6,0
g o] — E — stfedni | 47 | 179,5 6,4

o4 | S 18 | 1828 7.8

ST — o celkem [ 99 179,3 6,8

1 2 3
vzdilani
-
o B4 1TT1+47-179,6 4181828 _ 1703
34+47+18
REPYEIN 346,02 +47-6,4% + 18 - 7,82 _ 66
34447+ 18
74

zavislost nula-jedniCkové — kvantitativni

[cor(vek.m,Plan)]

e pro nula-jedniCkové z silu zavislosti x,y vyjadfuje
bodové biserialni korelacni koeficient [point-biserial]

Tpis =

Y1 — Yo nony

s n(n —1)

— kde g je prdmér téch y, u nichz je = =1
— kde gy je prdmér téch y, u nichz je x =0
— kde s je smérodatna odchylka vsech y (n — 1 ve jmenovateli)
— kde ng je pocCet nul a n; pocet jedniCek mezi z

e plati —1 < rpig <1

e priklad: Tbis =

_26,4-24,7

12

41-58 _
99-98 0,20
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dvojice kvantitativnich velicin [plot(ig zn7,data=Iq,col=14(divka))]

IQ

priklad: hmotnost a délka déti (24. tyden véku)

¥
(=]
o
~—
o
3 g
=

o
D
(=1
()
o
~ T T T T T T T T T

1.0 15 20 25 3.0 6000 8000 10000

znamky hmotnost
r=—0,69 r = 0,45

7

délka [cm]: £ =68,5 sz =23,28
hmotnost [g]: y = 7690, sy = 845
kovariance [cm - g]: szy = 1257
korelacni koeficient: r = %58740 = 0,45
hmotnost [kg]: y = 7,69 sy = 0,845
kovariance [cm - kg]: szy = 1,257

korelagni koeficient: r = 5200 — (45
T 3,280,845 T
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zavislost spojitych veli¢in [cor(vek.o,vek.m)]

e (vybérova) kovariance [covariance] [cov(vek.0,vek.m)]
1 n
szy = ——> (2; — %)(y; — 9)
n—1.3

e (Pearsontiv, momentovy) korelacni koeficient [(Pearson, product-
moment) correlation coefficient] Ize zapsat pomoci z-skortl

L say _ 1 i(%—ﬁ?ﬁ-@)_ >is (@i — 2)(yi — 9)
szsy  n—Lig\ su Sy \/E?zl(xi — 2?30 (v — 9)?

e bodové biseridini korelacni koeficient i ¢-koeficient (Ctyrpolni ko-
relacni koeficient) jsou specialni pfipady Pearsonova korelacniho

koeficientu, kdyz za nula-jedni€kovou veli€inu pouzijeme opravdu
nuly a jedniCky

78

vlastnosti Pearsonova korelacniho koeficientu

e vypovida o sméru zavislosti

e pfi r <0 s rostoucim x v prdméru y klesa

e plati —1<r < 1

e |r| = 1 jedin&, kdyZ body [z;y] leZi na pfimce

e vzdjemné nezavislosti =,y odpovidaji » blizka nule

e hranice statistické pr@kaznosti zavisi na n, im vétsi n, tim mensi
|r| staCi k prokazani zavislosti (tabulky)

e takto Ize zavislost prokazovat jen nékdy (normalni rozdélen)

e Spatné zachyti kfivo€arou (nelinearni) zavislost
80



Spearmanuv korelacni koeficient [cor(x,y,method="spearman”)] priklad: alkohol a imrtnost na cirhozu

zemeé spotreba | dmrtnost | R; | Q;
e misto p@vodnich hodnot z;,y; pouziva jejich poradi R;, Q; Finsko 3,9 36| 1 3
) - o o L o Norsko 4,2 43| 2 5
e je to vlastné Pearson@v korelaCni koeficient pouzity na poradi Irsko 56 34| 3 2
o . . o Holandsko 5,7 3,7 4 4
vypocet lze upravit, zjednodusit na - ’ '
° P P ! Sveédsko 6,0 72| 5|7 7«5:1_1167120(2%3%...)
6 ” 9 Anglie 7,2 30| 6 |1 '
rs=l- o) ;(Ri — Qi) Belgie 10,8 1237 | 8| =073
Rakousko 10,9 7,0 8 6
e vhodny pro nelinearni monotonni zavislost, nevadi odlehlé hod- SRN 12,3 23,7 9 |10
noty Italie 15,7 23,6 |10 | 9
Francie 24,7 46,1 | 11 | 11
e pri testovani nemusi byt normalni rozdéleni
81 82
priklad: spotfeba alkoholu a cirhdza jater pravdépodobnost

e pokus — dobre definovana situace (postup), ktera konci jednim
z fady moznych vysledkd

. e nahodny pokus — pokus, u néhoz predem nevime, ktery vysle-
g 7 dek nastane; predpoklada se stabilita relativnich Cetnosti moznych
g 8B vysledke
E o [ ] (]
© S e nahodny jev — tvrzeni o vysledku ndahodného pokusu
o _| [ ]
* o e ° e pravdépodobnost nahodného jevu A — Ciselné vyjadreni oCeka-
T T T T T
5 10 15 20 25 vani, ze vysledkem nahodného pokusu bude pravé A
alkohol e pri velkém pocCtu opakovani pokusu se relativni Cetnost jevu blizi

k pravdépodobnosti tohoto jevu
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klasicka pravdépodobnost priklad: hraci kostka

e jisty jev (nastava vzdy) lze rozdélit na M stejné pravdépodobnych e idealizovana symetricka homogenni kostka

neslucitelnych (disjunktnich) elementarnich jevut (symetrie) s . . -
kazda strana ma stejnou pravdépodobnost

e kazdy jev lze slozit z elementarnich jevu
v 1 e A — padne Sestka, B — padne sudé cCislo

e je celkem M4 pFiznivych jevu A (je z nich slozen) Me6

e klasicka definice pravdépodobnosti (metoda vypoctu)

My
P(4) =7 e Mp=3, tedy P(B)= 3/6 = 1/2

My =1, tedy P(A)=1/6
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pocet kombinaci [choose(n, k)]
faktorial [factorial(n)]

e kombinacni &islo (g) (&ti ,n nad k")

e faktorial n!l=n-(n—1)---2-1 0l=1 . ; . . . .
e pocet k-prvkovych podmnozin mnoziny o n prvcich nezavisle na

e kolika zplisoby Ize usporadat za sebou n rozliSitelnych prvk@ jejich poradi
e priklady: <n>: n! :n~(n—1)-~-(n—k+1)
—5=5-4-3-2-1=120 k) Kl(n—k) k-(k—1)---2-1
—1l=1 e kolika zpfsoby si mohu z péti knizek vybrat dvé na dovolenou:
e kolika zplsoby |ze usporadat za sebou 14 kraja: (5> _ 5! _ 5-4 - 10
14 =14-13.12---2.1= 87 178 291 200 = 8,7- 1010 2 280 2.1

e kolika zpfisoby si mohu vybrat tfi knihy? (10)
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priklad: losovani otazek (1)

e student neumi 5 otazek, umi 10 otazek

losuje se dvojice otdazek z onéch 15 otazek

pravdépodobnost, Ze student nezna ani jednu z vylosovanych:

elementarni jevy: prvni losovana otazka — 15 moznosti, druha jen
14 moznosti, nezalezi na poradi, tedy délit 2
5410 15 15! _15-14
2 >:(2> 2131 2.1
priznivé elementarni jevy: vylosuje obé z pé&ti, které neumi
5> <10) 54 10

=2 1=10=PA)=— =95
2/\0 1 A =15 7

M:( =105

My = (
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pravidla pro pravdépodobnost (1)
e sjednoceni jevll AU B: plati A nebo B (aspoi jeden z jevd A, B)
e pranik AN B: plati A a sou€asné B (oba jevy A, B sou¢asng)

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)

P(A U B) = celd vybarvend plocha
P(A) = 0,42 = zelend + Sediva plocha
P(B) = 0,24 = Zluta + Sediva plocha

B P(AN B)=0,16 = 3ediva plocha
P(A)+P(B) = zelend + zluta + 2 - Sediva
plocha

P(AUB) = 0,42+ 0,24 — 0,16 = 0,50
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priklad: losovani otazek (2)

e pravdépodobnost, Zze zna pravé jednu otazku

5 10 50
Mpg = (1)~(1)_5 10=50 = P(B) = 1 - =476 %
e pravdépodobnost, Zze zna pravé dvé otazky
5 10 10-9 45
Mo = . =1- =45=P(C)=—=429
¢ (0) (2) 2.1 (C) = Jg5 =429 %
e pravdépodobnost, ze zna aspon jednu otazku
95
Mp = Mp+ Mg =50+ 45 =95 = P(D) :ﬁ:90’5 %

e kontrola: Mp+ My =M

90

pravidla pro pravdépodobnost (2)

e neslucitelné jevy: nemohou nastat nikdy soucasné, navzdajem se
vylucuji; plati pro né

P(AUB)=P(A)+ P(B)
e podminéna pravdépodobnost pravdépodobnost jevu A, kdyz uz
jev B nastal:
P(AN B)

P(A|B) = TP(B)

) =0,24 = Zluta + Sediva plocha

N B) =0,16 = Sediva plocha

|B) = Sediva vzhledem k (Zlutd + Sediva)
|B) = 0,16/0,24 = 0,67, ale P(A) = 0,42

(
b
(
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e nezavislé jevy: vyskyt jednoho jevu neovlivni pravdépodobnost
vyskytu druhého (definice nezavislosti nahodnych jeva):

P(A) = P(A]B) = 7'3(;‘(;)3)

&|P(AN B) = P(A)P(B)]

A) =0,60 = zelena + 3ediva
) = 0,40 = Zluta + Sediva plocha
N B) = 0,24 = Sediva plocha
|B) = Sediva vzhledem k (Zluta + Sediva)
|B) = 0,24/0,40 = 0,60

P
P
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rozdéleni nahodné veliCiny
e nahodna veliCina — Ciselné vyjadreny vysledek nahodného pokusu

e diskrétni rozdéleni (pro cCetnosti) urfeno seznamem moznych
hodnot a jejich pravdépodobnostmi:

X1, L, ..
P(X =x1),P(X =x9),...
e spojité rozdé&leni (pro spojité méritko) urceno distribucni funkci
Fx(z) = P(X < =)
nebo hustotou

Ix(@) = —Fxle),  Fx(@) = [*fx(tat

idealizovany priklad
e A — jednicCka ze statistiky, P(A4) =0,3
e B — jednicka z matematiky, P(B) = 0,2
e AN B — jednicka z obou predméttl, P(AN B) =0,1

e jsou jevy A,B nezavislé (je vyskyt jedniCek ze dvou predmétd
nezavisly)? NE, protoze 0,3 - 0,2 # 0,1

e jaka je pst jedniCky ze statistiky, kdyz uz je z matematiky?

P(A|B) — P(;‘(;)B) _ % _

e pravdépodobnost, ze aspon jedna jednicka:

0,5

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=03+0,2—0,1=04
94

priklad diskrétniho rozdéleni: znamka u zkousky

znamka k 1 2 3 4
P(X=%k) |0,3 0,4 0,2 0,1
P(Y = k) 0,3 0,3 0,2 0,2

(Z této tabulky nic nepozname o pripadné zavislostil!)
Jak jednim Cislem charakterizovat Groveh znamek?
ObycCejny pr@mér by X,Y nerozliSil = vazeny prameér
vahami znamek budou jejich pravdépodobnosti
dostaneme tak populacni prameéry

px =1-03+42-04+3-02+4-0,1=21
py =1-03+2-03+3-02+4-0,2=2,3
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charakteristiky rozdéleni nahodné veliCiny (1)

e stfedni hodnota nahodné veliCiny X (populaéni pramér)
— vazeny pr@mér moznych hodnot
— vahami pravdépodobnosti hodnot

nx = EX:xl-P(X:wl)—Fxg'P(X:x2)+... :Zxk-P(X:a:k)
k
e kdyZ se pouzije operator E (expectation) na nahodnou veli¢inu X,

spocita vazeny prémeér jejich hodnot, vahami jsou u diskrétniho
rozdéleni pravdépodobnosti téchto hodnot

e pPro spojité rozdéleni

px —EX = [ afy(a)de

97

charakteristiky rozdéleni nahodné veliCiny (2)

e (populac¢ni) rozptyl nahodné veliCiny X — vazeny pramér ¢tverct
vzdalenosti moznych hodnot od stfedni hodnoty

ok = E(X — px)? = (21 — px)’P(X = 21) + (w0 — px)*P(X = z) + ...
= > (& — px)’P(X = k)
%

ok =E(X —pux)* = _/_O:O(SC — px)*fx(z)dz

e (populacni) smérodatna odchylka odmocnina z (popula&niho)

rozptylu
ox = \/0‘%(

99

priklad diskrétniho rozdéleni: znamka u zkousky

znamka k| 1 2 3 4 | u | o2 o

P(X=k) |0,3 04 0,2 0,12,1]0,89]0,943
PY =k |03 03 0,2 0223]1,21]1,100

Jak jednim ¢islem charakterizovat kolisani znamek (jejich variabilitu)?
vazeny prumeér Ctvercll vzdalenosti od stredni hodnoty, vahami jsou

znamky = (populacni) rozptyl

ok =1-212-03+(2-21)72-04
+(3=21)%-02+(4—21)*-0,1 =0,89 = 0,943

o3 =(1-23)2-034(2-23)-0,3
+(3-23)2-02+(4—23)2%-02=1,21=1,7
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vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu

X,Y — nahodné veliCiny, a,b konstanty, b > 0

Parx =Ela+X)=a+EX =a+px
pox =E@0-X)=b-EX =b-pyx
MX+Y=E(X+Y)=EX+EY=/LX+MY
2 2
Ta+X = O0X
oy = b0k
O'%(+Y = O'%( + O'%/ + 20’va
oxy =E(X — ux)(Y — py) kovariance X,Y
= (z1 — px)(y1 — py)P(X =21, Y = y1)
+ (xl - NX)(yQ - NY)P(X =z,Y = yg) + ...
(sCita se pres vdechny mozné dvojice)

100



nezavislé nahodné veliciny (populac¢ni) korelacni koeficient

nahodné velic¢iny X,Y jsou nezavislé, kdyZ pro viechny dvojice moz- Pearsonfiv korelacni koeficient:
nych hodnot (z;,y;) plati roy — Sy
P(X =a;,Y =y;) = P(X =a;)- P(Y = 1) e
(X =23, Y =y;) = = i Y jeho popula¢ni proté&jsek
: . S 2 2 2
jsou-li X,Y nezavislé, pak oy y =0,tedy o%,y =o% + 0% pxy = XY
OXO0y
_ — _ _ - _ pxy Ma stejné vlastnosti jako 73y, zeiména plati |pxy| <1
rozptyl souCtu nezavislych nahodnych veli€in = soucet rozptyll pro nezavislé nahodné veliciny X,Y je pyy =0
101 102
priklad: znamky u zkouSky alternativni rozdéleni
Y e diskrétni, s jedinym parametrem = (nikoliv Ludolfovo Cislo)
X[ 1 2 3 4 | P(X =k)
10,15 0,10 0,05 0,00 0,3 e PX=1)=m, PX=0)=1-m O<m <)
210,10 0,15 0,10 0,05 0,4 L . -~ 3 . . - .
3005 005 0.05 0.05 0.2 e X — kolikrat v.Jednom pokusu doslo k uddlosti, ktera ma pravdé-
41000 000 000 010 01 podobnost m (jen dvé mozné hodnoty: O nebo 1)
03 03 02 02 1.0 e stfedni hodnota (populani pramar)

pux =1-PX=1)+0-P(X=0)=7
oxy = (1= 2,1)(1=2,3)-0,15+ (1 —2,1)(2 = 2,3)- 0,10+ ...
(4= 2,1)(3—2,3)- 0,00 + (4 — 2,1)(4 — 2,3) - 0,10 = 0,57
(
_ 0T 55 0% = (1 — px)?P(X = 1)+ (0 — px)*P(X = 0)
0,043 - 1,1 5 5

l—-m)7+0—7m)-1—m) =m(1—m)
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(populaéni) rozptyl

PXY



binomické rozdéleni bi(n,w) (1) binomické rozdéleni bi(n,w) (2)

e diskrétni rozdéleni s parametry n, 0<m<]) e pravdépodobnosti moznych hodnot
e n nezavislych pokusf P(X =k) = (Z)wk(l S k=0,1,,...,n
e v kazdém zdar s pravdépodobnosti 7, nezdar s psti 1 — = e pst, Ze v danych k pokusech zdar Z, v ostatnich nezdar N
= o < hi L& Alani < k -k
e X (celk. pocCet zdaru) ma binomické rozdéleni s parametry n, 7 sznz Q[N;Ns psti 7w }f..ﬁu —m)(1l=m)- (1 —7)=7x"(1-m)"
. N e . ; - - s . . n— —k

e X je soucCet n nezavislych nahodnych veliCin X;, kazda z nich ma "

alternativni rozdéleni s parametrem e zvolime k mist pro zdar Z, na ostatnich mistech nezdar N, pocet

Moznosti:
ux =nm  z vlastnosti stfedni hodnoty souctu . n! nin—1)-2-1
0% =nw(l —m) z vlastnosti sou¢tu nezavislych nahodnych veliin (k:) T kn—k) k(k—1)---2-1
105 106
priklad: zkousky priklad: kouFeni

e C — zdar = udélat zkousku, P(C) =0,8 e vime, Ze mezi dvacetiletymi muzi je (feknéme) 35 % kufake (je-li
e zkougku d&l& n = 10 student@ stejné& pFipravenych (u viech stejna 70 tisic dvacetiletych, pak je kurakt asi 24 500, ale nevime, ktefi

pravd&podobnost 7), studenti neopisuji (nezavislost) to jsou)
e pravdépodobnost, Ze zkoudku udéla néjakych 9 studenta e vybereme nahodné 60 dvacetiletych muzfl, X — pocCet kurakd mezi

10 nimi, tedy X ~ bi(60,0,35)
P(X =9) = (9) 0,87.0,28 =10-0,8°.0,2! = 0,268

zrvzla\//dépodobnost, Ze pravé jeden student (né&jaky) zkoudku neu- px = 60-0,35 = 21 Ug{ —60-0,35- 0,65 = 13,65 = (3’7)2
€la
10 e ukazky pravdépodobnosti moznych hodnot [dbinom(15,60,0.35
P(Y =1)= ( X ) 0,21.0,82=10-0,2" 0,87 = 0,268 5 15 17 19 51 2[3 2; )]

pravd&podobnost, e zkoudku udéla danych 9 studentt: 0,0268 P(X =k) 0,029 0,062 0,095 0,107 0,091 0,059
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Poissonovo rozdéleni Po(\) (1)

e diskrétni rozdéleni (zakon vzacnych jev)

e Y — pocet vyskytl jevu ve zvolené Casové (prostorové, plosné ... )
jednotce

e )\ > 0 — jediny parametr, intenzita vyskytu jevu (jak Casto se v pri-
méru vyskytuje ve zvolené jednotce)

Ne

P(Y =k)="e k=0,1,...

py = A b = A

109

priklady Poissonova rozdéleni

e do pasti pada za noc v pr@méru 8 broukd (A =38)

e S jakou pravdépodobnosti jich tam rano najdeme 107
[dpois(10,8)]
810
T 10

e vezmeme-li past s poloviEnim obvodem, oCekdvame poloviéni pra-
mér za noc (A =4)

P(Y = 10) e %=10,09

10

111

Poissonovo rozdéleni Po(\) (2)

e je-li A parametr (populacni prmér poctu pfipadf na jednotku),
pak pri pocitani pravdépodobnosti toho, kolikrat najdeme pfipad
na trojnasobku jednotky (trojnasobné plose, ve trojnasobném case
...), pak parametrem bude 3\

e analogicky pro jiné kladné nasobky

e X ~ bi(n,w), n velké, m malé, pak pravdépodobnosti hodnot X Ize
aproximovat (priblizné vyjadfit) pomoci pravdépodobnosti hodnot
Y ~ Po(nm)

priklady

e S jakou pravdépodobnosti neudéla 12 z 50 stejné pripravenych
student@ zkousku? (pst nelspéchu = 0,2)

e binomické rozdé&leni bi(50,0,2) [dbinom(12,50,0.2)]

50
P(X =12)= (/) -02"20,8%=0,103
12
e Poissonovo rozdéleni Po(50 - 0,2)=Po(10) [dpois(12,10)]
1012
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normalni (Gaussovo) rozdé&leni N(,LL,O‘Q)

0.8
|

e pro X ~ N(N,JQ) plati

— N(0,1)
2 — N(L1) 2 2 2
— Noox) px =EX =p ox =E(X —px) =0
s 7 /7 TN(0.4) P(|X — u| < 1,000) = 0,68, tj. 68 %
8 P(|X — u| < 1,960) = 0,95, tj. 95 %
s{—"r" = N P(1X — p| < 2,000) = 0,9545, tj. 95,45 %
3 2 -1 o 1 2 3 P(|X — u| < 3,000) = 0,9973, tj. 99,73 %
e Spojité rozdéleni, symetrické okolo stfedni hodnoty u X ~ N(/L,O’Z) - 7= X=nr N(0, 1)
ag
e maximalni hodnota hustoty dmérna 1/c
e model vzniku: soucCet velkého pocltu nepatrnych prispévk(
113 114

normované normalni rozdéleni Z ~ N(0,1) . L .
normované normalni rozdéleni Z ~ N(0,1)

Hustota N(0,1) e tabelovdno
s — hustota ¢(z) [dnorm(2)]
— distribu€ni funkce ®(z) = P(Z < z) [pnorm(z)]
2 — kritické hodnoty z(a): P(Z < z(a)) = ®(z2(a)) =1 — «
N 2(0,025) = 1,96 tj. P(|Z] > 1,96) =5 %
o 1 2.1% 13.6%|34.1 %|(34.1%|23.6 % 2.1 % )
2(0,025) = 1,96 tj. P(Z > 1,96) = 2,5 %
—_ 2(0,025) = 1,96 tj. P(Z < —1,96) = 2,5 %
o
2(0,005) = 2,58 tj. P(|1Z] >2,58) =1 %
g L | | | | | | 2(0,005) = 2,58 tj. P(Z > 2,58) = 0,5 %
2(0,050) = 1,64 tj. P(|Z] > 1,64) =10 %
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vypocCet pravdépodobnosti pro Z ~ N(0,1)
e U kazdého spojitého rozdéleni je P(X < z)=P(X < z), tedy i u Z
e Z~N(0,1),a <b, pak

Pla < Z <b)=d(b) — ®(a)

e odvozeni: jevy (Z < a) a (a < Z < b) jsou nesluCitelné (tvrzeni

nemohou platit sou¢asné), jejich sjednocenim je jev (Z <b), proto

P(Z<b)=P(Z<a)+Pla<Z<Db)
P(b) = P(a) + Pla < Z <b)
e priklad: P(1 < Z < 2) = ®(2) — ®(1) = 0,977 — 0,841 = 0,136, jak
bylo na obrazku [pnorm(2)—pnorm(1)]

117

Vv R je vypocet snazsi, protoze mame k diposici distribu¢ni funkci se
zvolenou stfedni hodnotou p a zvolenou smérodatnou odchylkou o
[pnorm(140.5,mean=136.1,sd=6.4)]

priklad: X ~ N(136,1,6,42) (vysky 10letych hoch@ v roce 1951)

[pnorm(140.5,136.1,6.4)-pnorm(134.5,136.1,6.4)]
[pnorm((140.5-136.1)/6.4)-pnorm((134.5-136.1)/6.4)]

119

vypocet pro X ~ N(,u,o )

XNN(;L,02>:>Z—X ~ N(0,1)
g
P(ng)=P<X E< “)
g g
(et a(5

Pla <X <b)

RGOS

priklad: X ~ N(136,1,6,42) (vydky 10letych hoch@l v roce 1951)

140,5 — 136,1 134,5 — 136,1
P(134,5 < X < 140,5) = ® ( ’ i ’ )—(I) ( ’ - ’ ) = 0,754—0,401 = 0,353

tedy v rozmezi 135 cm az 140 cm bylo asi 35,3 % hoch(

chovani vybérového préméru

necht X, X»,... X, jsou nezdvislé nahodné veli€iny s libovolnym
rozdélenim se strfedni hodnotou p a rozptylem o2, tj. nahodny
vybér z onoho rozdéleni

pro pramér z t&chto veli€in plati (vime, Ze pux.y = px+py, EbX =
bE X, o7y = b’0%, pro nezavislé X,Y také o% .y = ok +0%)

[N
—
[\
q
[§]

1 9
- 1 = —nu = o5 =0 . —
ix MH Yic1Xi p=r X Iyrix

pramé&r X ma tedy rozptyl n-krat mensi, nez jednotlivd pozorovani

strfedni chyba priméru = smérodatna odchylka préméru

S.E.(X)=

BRIk
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priklad: vék matek priklad: vék matek

e velkd populace rodict (11 tisic), zfejma je nesymetrie rozdéleni e nahodné vybrano 100 matek (prdmeéry rozsahu n = 1)
PrPopulace | e W
— e P p— l
I T T T T T 1 I T T T T T 1
a1a5s =25 B85 a5 a1a5s =25 B85 a5
121 122
priklad: vék matek priklad: vék matek
e nahodné vybrano 100 krat po n =10 matkach, prameéry: e nahodné vybrano 100 krat po n = 100 matkach, pr@meéry:
NnN—10O N—1 00
S - |
I T T T T T 1 I T T T T T 1
1as =25 |5 a5 s =25 |5 a5
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populace n=1

0

N0 100 150 20
1505050%

1s 2s =25 as 1s 2s =25 as

05 0B 205
05000893
T_—

1s 2s =5 as 1s 2s =25 as

125

vybérovy prmér z normalniho rozdéleni

necht Xi, Xo,..., Xy jsou nezdavislé ndhodné veli€iny s rozdélenim

N(p,o*2> — nahodny vybér z N(u,02>
pro pr@mér z nich plati

X =

proto je
X-EX X-u
7 = — = ~ N(0,1
S.E.(X) o vn 0.1

chovani Z lze tedy popsat pomoci distribuni funkce &(z)
127

shrnuti

e velka populace rodic¢t (11 tisic), nakreslen histogram

e nahodné vybrano 100 matek (vlastné prémeéry vybérd rozsahu n =
1), nakreslen histogram

e 100 krat nahodné vybrano vzdy n = 10 matek, spocitan pramér,
nakreslen histogram prémeéra

e 100 krat nahodné vybrano vzdy n = 100 matek, spocitan prémeér,
nakreslen histogram prémeéra

e podle teorie by kazdy dalsi rozptyl ze 100 pr@méré mél byt 10 krat
mensi

e skuteCnost: 23,5; 2,20; 0,21

interval spolehlivosti pro normalni rozdéleni (1)

e protoze je X ~ N<u,02>, plati X ~ N(,u, ch/n) a tedy

X — _
P =H 06) =P (1% = ) <1962 ) = 0.5
Jn

o//n
_ " _ o\
twyP<X—L%-$7<u<X+L%-$§_Q%
e dostali jsme 95% interval spolehlivosti pro pu
— 1 i —t
X-1,96— X X+1,96—
\n n
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interval spolehlivosti pro normalni rozdéleni (2)

95% interval spolehlivosti prekryje s pravdépodobnosti 95 % ne-
znamé p (odhadovany parametr)

kdybychom postup provadéli opakované, pak asi v 95 % pripadd
prekryjeme skuteCnou hodnotu u, ve zbylych asi 5 % z@stane sku-
teCné p mimo interval spolehlivosti

pro velké n lze neznamé o nahradit odhadem s,

pro obecné a (spolehlivost 1 — a):

P (X — %Z(Q/Q) <p< X—i—\;ﬁz(a/Q)) =1—-«

129

priklad vySka postavy

studenti odhadovali vySku prednasejiciho; predpokladejme, ze ne-
stranné a nezavisle na sobé

n=22&= 1704, sy = 4,032

£91(0,05) = 2,080 z tabulek

4,032 4,032
202 2,080; 170,4 + 2= . 2,080
V22 ' V22 )

(170,4 —
(170,7: 174,2)

skutecna vyska je s pravdépodobnosti 95 % nékde mezi 170,7 cm
a 174,2 cm

131

interval spolehlivosti pro normalni rozdéleni (3)

e pro malén (asi do 50) a pro X; s normdlnim rozdélenim Iépe pouZit

kritické hodnoty Studentova t-rozdéleni (pozor na jinak znacCené
kritické hodnoty Studentova t-rozdéleni)

P (X - %tn_l(a) <p< X+ %tn_l(a)) —l-a

e interval spolehlivosti I1ze pocitat i pro jiné parametry

e Obecné je to interval, ktery s pozadovanou pravdépodobnosti pre-

kryje odhadovany parametr — intervalovy odhad

centralni limitni véta (CLV)

e Necht Xy, Xy,..., X, jsou nezdvislé nahodné veliCiny se stejnym

rozdélenim (nemusi mit normalini rozdéleni!), se stifedni hodno-
tou p a rozptylem o2 > 0. Potom pro velké n ma prdmér z nich

2
rozdéleni N(u, %), jejich souget rozdéleni N(np,no?)

e prakticky: pro dost velkd n ma pramér normalni rozdéleni

e priklad: pr@mérny vék matek z velkych vybéra uz (témér) normalni

rozdéleni (na nasledujicich histogramech nejsou stejnd meéritkal)

e nasleduji stejné histogramy, ale s nestejnym méritkem, zajima

nas tvar rozdéleni
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populace n=1

1000 1500 2000

0

1505050%

0

Nn=10 N=100

505

150B080%

050

T T T 1 T T T 1
=22 =2a =26 =28 =30 z2a.0 25.0 26.0 =27.0
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priklad: simulované vybéry pro n = 100

24 25 2%
[

23

celkem 100 95% intervalfl spolehlivosti pro p (ve skute€nosti mimo-
radné vime, Ze p = 25,4), v 7 pfipadech p neprekryto

135

priklad: vék matek

e 95% interval spolehlivosti pro popula&ni pramér véku vsech matek
na zakladé vybéru 99 matek

4,1 41
25,7 — 1,08 ——:25,7+ 1,98 - —— | = (24,9: 26,5
( V99 \/99> ( )

e 999% interval spolehlivosti pro populacni pramér véku vsech matek
na zakladé vybé&ru 99 matek (bude uzsi nebo Sirsi?)

4,1 4,1
25,7 — 2,63 - ——: 25,7+ 2,63 - —— | = (24,6: 26,8
( V99 \/99> ( )

e VEtsl jistota < vEétsi Sirka

centralni limitni véta pro Cetnosti

e (CLT obecné — pripomenuti) Necht Xy, X»,..., X, jsou nezavislé
nahodné veliCiny se stejnym rozdélenim, se stfedni hodnotou p a
rozptylem o2 > 0. Potom pro velké n ma pr&mér z nich rozdéleni

2\ .o o o
N(,u, %) jejich soucet rozdéleni N(n,u,naQ).
e absolutni Cetnost Y

— Y — soucet nezavislych veli€in s alternativhim rozdélenim
— Y ~ bi(n,n), proto priblizné Y ~ N(nm,nw(l — x))

e relativni Cetnost f=Y/n
— f — pr@mér nezavislych veliCin s alternativnim rozdélenim
— f~N(m7(l—m)/n)
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relativni Cetnost ve vybéru

priklad na aproximaci binomického rozdéleni normalnim

e 7 je podil prvkt s danou vlastnosti v populaci (napf. # = 45 %)
depodob t e viastnost ma nahodnd vwbrany « e za zkuSenosti je znamo, Ze mezi uchazeci o studium matematiky
e m — pravdépodobnost, ze viastnost ma nahodné vybrany prve na MFF byva 45 % divek

Y € k I i ybé h Y ~ bi . N p o S o o p
° cetnost prvkd s viastnosti ve vybéru rozsahu n, bi(r, ) e S jakou pravdépodobnosti bude pfi 500 prihlaskach pocet divek

o f= % relativni Cetnost prvkd s danou vlastnosti ve vybéru mezi 200 a 220 (vcetné)?
e relativni Cetnost je pr@mér nula-jednickové veli€iny — pro velké n e X ~ bi(500,0,45) ma pux = 500-0,45 = 225, ag( =500-0,45-0,55 = 123,75,
ma priblizné& normalni rozdéleni tedy ox = 11,1
i i& 5 i& 5 _ ivni & 220,5 — 225 199,5 — 225
e nula-jednickova veli¢ina ma rlozptyl m(1—m), tedy relativni Cetnost P(200 < X < 220) = q)( ) o)_ ( ) o) —0.343-0,011 = 0,332
(je to prame&r) ma rozptyl Z1=m) 11,1 11,1

n

e hledand pravdépodobnost je pfiblizné 33,2 % (pfesné 33,3 %)

e CLV = |f ~N(m,n(l —7)/n)|, |Y ~N(nm nnr(l—m))
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) ) ) . fiklad: hody s hraci kostkou
interval spolehlivosti pro podil « P y

e odhadujeme pravdépodobnost Sestky
e strfedni chyba relativni Cetnosti = smérodatna odchylka relativni

Cetnosti = odmocnina z rozptylu je tedy @ e kostka Al n =100,n4 =17, f4 = 0,17

e pravdépodobnost © nezname, odhadneme ji pomoci relativni Cet- 0,17 — 1,96 - 1/40’17 0,83, 0,17 41,96 - 1/70’17 0831 (0,10;0,24)
nosti f 100 100 ’

e odtud je 95% interval spolehlivosti pro = o kostka B: n = 100,np =41, fp = 041

0,41 - 0,59 0,41 - 0,59
f(1—f) J(L—f) 0,41 — 1,96 - /77041 + 1,96 - | —— 2| =(0,31:0,51
(f—1,96~1/T;f+1,96- T ; 96\ g 0L+ 196y — oo (0,31;0,51)

e existuje presn&j&i (pracn&jgi) postup e dllezity rozdil: u kostky A patri 1/6 = 0,167 do intervalu spolehli-
vosti; u kostky B nikoliv; m@ze to néco znamenat?
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proC testovani hypotez

nelze bezpelné poznat, Ze kostka B je faleSna nebo Ze kostka A
neni faledna

intervaly spolehlivosti urCily rozmezi, kde by skuteCna pravdépo-
dobnost Sestky méla byt, jejich spolehlivost je velkda, ale omezena

znamena néco, kdyz 1/6 nelezi v 95% intervalu spolehlivosti?

musime pripustit, ze jsme mohli mit sm@lu, ze se v nasich poku-
sech nahodou realizovaly malo pravdépodobné moznosti, prestoze
k takové smdale dochazi jen zfidka
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testovani hypotéz (2)

protoze nelze zarulit bezchybnost rozhodnuti, mohou nastat chyby:

— chyba 1. druhu, kdyz zamitneme platnou hypotézu
— chyba 2. druhu, kdyZ nepozname, Ze hypotéza neplati a ne-
zamitneme ji

nechceme ¢asto chybné zamitat H; (tedy faleSn& néco vécné pro-
kazovat), proto se budeme snazit chybé& 1. druhu pokud moZno
vyvarovat

hladina testu a = maximalni pripustna pravdépodobnost chyby
1. druhu (nej¢asté&ji a = 0,05, tj. a =5 %)

sila testu = pravdépodobnost spravného zamitnuti neplatné hy-

potézy
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testovani hypotéz (1)

e (nulova) hypotéza Hj: — zjednodusuje situaci, zpravidla se ji sna-

Zime vyvratit, abychom vécné néco prokazali

alternativa H;: (alternativni hypotéza) — opak nulové hypotézy,
zpravidla to, co chceme vécné dokazat

moznda rozhodnuti

— zamitnout H; pokud naSe data svédci proti Hy

— nezamitnout H; (pfijmout H;) pokud neni dost davodd H
zamitnout

nelze zarucit bezchybnost rozhodnuti
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schéma testovani hypotéz

rozhodnuti Ho plati Hy neplati
Hy zamitnout chyba 1. druhu spravné rozhodnuti
(pst < a) (pst 1-7)
hladina testu sila testu
Hy nezamitnout | spravné rozhodnuti | chyba 2. druhu
(pFijmout) (pst >1—a) (pst B)
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postup pfi rozhodovani

zvolit hypotézu Hg, alternativu H;
zvolit hladinu testu «
zvolit metodu rozhodovani (ktery test pouZit)

z dat spocitat testovou statistiku 7' a porovnat ji s tabelovanou
kritickou hodnotou

kdyz padne statistika 7' do kritick€ho oboru, pak Hy zamitnout
(zpravidla, kdyz T' > t;, ty — kriticka hodnota)

kriticky obor — mnoZina téch vysledkd pokusu (napf. hodnot T'),
kdy budeme hypotézu zamitat

145

priklad presné volby kritického oboru

0 20 21 22 23 24 25
P(Y >y | 0,220 0,152 0,100 0,063 0,038 0,022

podminku P(Y > y) < 0,05 splhuje yy = 24

padne-li ve 100 nezavislych hodech kostkou aspoh 24 3estek, bu-
deme na 5% hladiné zamitat hypotézu, Ze pst Sestky je 1/6
ve prospéch alternativy, Ze pst Sestky je vétsi nez 1/6 (dano
zvolenou alternativou)

na kostce A ndam padlo 17 Sestek, hypotézu nezamitame, coz
neznamena, ze bychom hypotézu prokazali

na kostce B nam padlo 41 Sestek, hypotézu zamitame

pro a = 10 % bychom zvolili yy = 22
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priklad: pada na kostce Sestka prilis ¢asto?

chceme na 5% hladiné prokdzat, Ze pravdépodobnost Sestky na
dané kostce je vétsi, nez by méla byt (tj. vétsi nez 1/6)

Ho : P(padne Sestka) =1/6 (m = m)
H; : P(padne 3estka) > 1/6 (m > mp)
provedeme n = 100 pokust, Y pocet Sestek

CO sVédcCi pro neplatnost hypotézy?
»Sestka pada mnohem cCastéji, nez by méla za Hy"

hypotézu budeme zamitat, kdyZz Y > y, (tvar krit. oboru)
za platnosti Hy ma pocet Sestek Y rozdéleni bi(n, 1/6)

yo zvolit tak, aby za hypotézy bylo P(Y > y) < «
146

priklad: volba kritického oboru (pfriblizné)

pouzijme pFiblizné tvrzeni: za Hy Y ~ N(nmy, nm(1 — m)), potom

PY >y))=1-P(Y <y =1-PY <yy—0,5)

Y — nm yo — 0,0 — nm
=1-P
V(1 —mo)  y/nmy(1 — )
— 0.5 —
=1 N2 TR0 (= 0,05)
nﬂ'o(l — 71'())

abulka kriti \Y ] ( ), nusi platlt 2( ) 9 07? nﬂ—)
t [ ckyct odnot da z(«a nmy(l—mp
tedy

yo = nmy+ 0,5+ z(a)/nmy(l — m), v nasem prikladu

yo = 100/6 4+ 1/2 + 1,645 - ,/500/36 = 23,3 = 23
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p-hodnota

p-hodnota p je nejmensi «, pri kterém Hgy z danych dat jeSté
zamitame

p-hodnota p je za platnosti Hy spocitana pravdépodobnost vy-
sledkl stejné& nebo méné priznivych pro Hy

zamitnout Hy, kdyZz je p < «
p-hodnotu pocitaji moderni pocitaCové programy

existuji Glohy, kdy se rozhoduje pouze podle p-hodnoty (napf.
Fishert@v exaktni test ve Ctyrpolni tabulce)

statistické rozhodovani: spocitat k T odpovidajici p-hodnotu a

porovnat ji s «
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priklad: kostka a oboustranna alternativa

chceme ovérit, zda je kostka v poradku
pokusime se prokazat, Ze Sestka padla pfrilis Casto nebo prilis zFidka
Hy : P(padne Sestka) =1/6 (7 = mp)

(m # mp)

je to oboustranna alternativa (na rozdil od jednostranné)

H, : P(padne Sestka) # 1/6

proti hypotéze svédCi malé nebo velké hodnoty Y

pst chyby 1. druhu « rozdélime na dvé poloviny: pro prilis malé a
prilis velké Y
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priklad rozhodovani pomoci p-hodnoty

snazime se prokazat, ze Sestka pada prilis Casto

padlo nam Y = 17, proto (vzorec pro psti binomického rozdé&lenr)

100 k 100—k
100y /1 1
p=perzm=3 ()(5) (1-5) =0
k=17

protoze 50,6 % > 5 %, hypotézu nem@zeme na 5% hladiné za-
mitnout, nem@Zeme tvrdit, Ze pst Sestky je vétsi nez 1/6
neprokazali jsme v8ak, Ze by hypotéza platila

na kostce B: p=P(Y >41)=7,4-107" [1-pbinom(40,100,1/6)]
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priklad: kostka, oboustranna alternativa

m 8 9 10 ... 24 25 26
P(Y <o) | 0,010 0,021 0,043 ... 0,978 0,988 0,994
P(Y >y | 0,996 0,990 0,979 ... 0,038 0,022 0,012
P(Y =yg) | 0,006 0,012 0,021 ... 0,016 0,010 0,006

Hp zamitneme, kdyz bude Y <9 nebo kdyz bude Y > 25
skuteCna pst chyby 1. druhu bude 0,021 4 0,022 = 0,043

[pbinom(9,100,1/6)+(1-pbinom(24,100,1/6))]
(nezapomeiite, Ze hodnota distribu¢ni funkce je P(X < z))

hodnoty v rozmezi 10 aZ 24 (v€etné& obou mezi) nesv&dci proti Hy

152



oboustranna alternativa priblizné

e Hj: P(padne Sestka) =1/6 (= mp)
Hy : P(padne 3estka) # 1/6 (7 # m)

e proti alternativé svédc¢i Y hodné daleko od puy = nmy (pocitame za
platnosti hypotézy), tj. rel. €etnost f =Y /n daleko od m:

Y —nm

P >z(a/2) | =«

nm(1 — m)
e zamitame tedy, je-li [prop.test(9,100,1/6)]

Y < nmy — z(a/2)\/nmp(l — mp) = 9,36

Y > nmy+ 2(a/2)y/nmp(l — mp) = 23,97

nebo
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vySky desetiletych hoch(
e alternativé nasv&d&uji praméry X o hodné& v&tsi nez no = 136,1

e kriticky obor: X > =z, kde z; je zvoleno tak, aby za platnosti
hypotézy tato nerovnost nastala s psti nejvys 5 %

e plati (za platnosti hypotézy)

X —1361 X —136,1
X ~N(136,1,6,42/15) = Z = < E(X’) = V15 ~ N(0, 1)

e proto hypotézu zamitame, je-li Z > z(0,05) = 1,645
o v nasem prikladu je Z = BAII0L 15 — 1 89 5 1645, takze na 5%

hladiné hypotézu zamitame ve prospéch jednostranné alter-

nativy, ze populac¢ni prameér za deset roktli vzrostl
155

priklad: vySky desetiletych hochd

velky vybér v roce 1951 dal pramér 136,1 cm, rozptyl 6,42 cm? (dal
interpretujeme jako znamé konstanty)

Vv roce 1961 naméreno v nahodném vybéru n = 15 hodnot s prQ-
mérem X = 139,13 cm (Ize predpokladat nezméné&ny rozptyl)

prokazali jsme na 5% hladiné predstavu, Ze desetileti hosi jsou
(co do populacniho préméru) v roce 1961 vétsi nez desetileti hosi
VvV roce 19517

hypotéza Hy: u = pg = 136,1 (stejny postup by byl pro u < 136,1, )

alternativa Hy : p > pg = 136,1

obecné (jednostranna alternativa)

X1, Xp, ..., Xn ~ N(p,0?), nezavislé
Ho = po Hitp > pg

kriticky obor: X > xy, kde z( je zvoleno tak, aby za platnosti
hypotézy bylo prekroCeno s psti nejvys 5 %

plati (za platnosti hypotézy)
X ~N(up,0%/n) =2= @\/ﬁ ~ N(0,1)
proto hypotézu zamitame na hladiné «, je-li Z > z(«a)
je-li zvoleno Hy : u < pg, podobné jako vySe hypotézu Hy zamitame

na hladiné «, je-li Z < —z(«)
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vypocet p-hodnoty pro vy3ky desetiletych hoch@ sila testu pro u = 140

e uvazujeme jednostrannou alternativu Hy : pu > po = 136,1 e sila testu = pst(zamitnout hypotézu, kdyZ tato neplati)

e skuteCné platnou stfedni hodnotu uvedeme jako dolni index u P e zkusme predpoklddat, Ze ve skutecnosti plati i — 140, pfipomenme

o za Hy je 7 = X161 /15 N0, 1) také kritickou hodnotu z(0,05) = 1,645
' [1-pnorm(139.1,136.1,6.4/sqrt(15))]

X —136,1
1 — B(140) = Py <B6x/ﬁ > 1,645)

p="Pi31 (X >139,1) (protoze nam vyslo X = 139,1) 6,4
X — 136, 139,13 — 136,1 X — 140 140 — 136,1
= P136,1 V15 > V15 =P [ Z——VI5+ — /15 > 1,645
’ 6,4 6,4 6,4 6,4
=P(Z>182)=1—®(1,82) =1 —0,965 = 0,035 < 0,05 140 — 136.1
( ) (1,82 =P (Z > 1,645 — —————V15 | = P(Z > —0,715)
e na 5% hladiné jsme zamitli hypotézu ve prospéch jednostranné 6,4
alternativy (kterou jsme zvolili pfedem, bez znalosti dat!) =1—d(-0,715) =1 - 0,237 = 0,763
e prokazali jsme na 5% hladiné vzrast populacniho préméru e je-li opravdu p = 140, pak mdame 76% nadé&ji, Ze to odhalime
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sila testu v zavislosti na u, n =15 (30, 5) . _
obecné pro oboustrannou alternativu

o X\, X0, ..., Xn~ N(/J,,O'2>

= e Hp:p = pyp. Hi w7 po

kriticky obor: X je prili§ daleko od 0,

0
|
°

plati (za platnosti hypotézy)

0
°

= — 2 X -
N X~N<u0,%> = z=""H/mnN@1)
=T g
= — e protoze hladinu musime rozdélit na dvé casti
T — —
1é0 1é5 1:10 H 145 (pro X << pp, tj. Z << 0 nebo pro X >> pg, tj. Z >>0)

hypotézu zamitame na hladiné «, je-li |Z| > z(a/2)
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shrnuti: X1,...,Xp ~ N(u, 02), nezavislé
e predpokladame, Zze ¢ > 0 zname

e Hy: p=py (up znama konstanta)

X — X — pp
Z = n=_———
o vn S.E.(X)
e kdy hypotézu Hy zamitame (kriticky obor):
— Hy : p# py (oboustrannd alternativa) |Z] > z(a/2)
— Hy:p > py (Jjednostranna alternativa) Z > z(a)
— Hy:p < py (Jjednostranna alternativa) Z < —z(a)
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souvislost s intervalem spolehlivosti
e pripomenme interval spolehlivosti pro u

X —SE.(X) th_i(a) <p <X +SE(X) tp_i(a)

_ Sz — Sx
X ——t, (o) < p < X +—t,_1(«x
\/ﬁnl() 0 \/ﬁnl()
COZ lze prepsat jako
X —p
1= [ < i)
X

e Hy : n = pp tedy nezamitneme na hladin€ a pri oboustranné
alternativé, pravé kdyz pg lezi v 100(1 — «)% intervalu spolehlivosti

e interval spolehlivosti tedy obsahuje takové hodnoty ), které

bychom jako hypotézu nezamitli
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Xi,..., Xn ~ N(p,0?), nezavislé, o2 nezname

e neznamé o > 0 odhadneme pomoci s; = /-1 Y7 (X; — X)?

e Hy:p=py (ug znama konstanta)
X - X -
T2 :M_O _ /‘LO\/E
SE(X) Sz

e kdy hypotézu Hy zamitame (kriticky obor):

— Hy:p# py (oboustranna alternativa) [T > t,—1(x)
— Hy:p > pg (Jednostranna alternativa) T >t,_12a)
— Hj:p < pg (Jednostrannd alternativa) T < —t,-1(2a)

vyéky desetiletych hoch@l (o2 nezname)

e kriticky obor: X se prilis 1i5i od pg ve sméru zvolené alternativy

e spocitame [t.test(hosi,mu=136.1,alternative="greater")]
1 2 2 /
= /—((130 — 139,13 141 — 139,13)“) = /42,98 = 6,56
Sz 15_1(( ’ )+ +( ’ )) ) s
X —136,1
T="""""5=1,79
6,56 7

e na 5% hladiné pfi jednostranné alternativé p > py hypotézu zami-
tame, nebot £14(0,10) = 1,76 (p = 4,7 %)

na 5% hladiné pfi oboustranné alternativé hypotézu nezamitame,
nebot ¢14(0,05) = 2,14 (p = 9,5 %)

95% int. spolehlivosti pro popula&ni pr@mér vysek hoch@: (135,5; 142,8)
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nova uloha: porovnani dvou populaci

e |iS7 se desetileté divky vyskou postavy od desetiletych hoch@?

|ze predpokladat, Zze vysSky hochd

XiNN([Ll,CTQ), iZl,...,’l’Ll

|ze predpokladat, ze vySky divek

YiNN<N2aC’2)7 t=1,...,n9

predpoklad stejnych rozptyll byva splnén, lze jej ovérit

musi jit 0 nezavislé nahodné vybéry, nelze napf. vybirat souroze-
necké dvojice nebo opakované meérit stejnou osobu
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porovnani stfednich hodnot nezav. vybéra (2)

e k tomu je tfeba odhadnout také neznamé o2 pomoci

ni B n9 B
(Z(Xi — X2+ (Y- Y>2>
=1 i=1
-1 -1
Mol o Mol o
ny+ng —2 ny+ng—2

(vazeny prémér odhadd rozptylu v obou vybérech)

9 1

§f =
n|+ny — 2

e vy3ka desetiletych d&tii ny = 15, ny = 12, X = 139,13, Y = 140,83,
s2 = 42,98, s2 = 33,79, tudiz
14 11
§2 = 42,98+ — - 33,79 = 38,94 = 6,242
25 25
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porovnani strednich hodnot nezavislych vybéra
e ziejmé Hy : g = po (neni rozdil: py — py = 0 nulova hypotéza)

e Mozné alternativy
— Hy: p1 # po (neni-li dévod k jednostranné alternativé)
— Hy: 1 > pe (bylo cilem dokazat, Ze hosi jsou VvE&tsi divek)
— Hy:pp < po (bylo cilem dokdazat, Ze hoSi jsou mensi divek)

e rozhodovani zaloZeno na porovndni prémér@ X a Y; &m vice se
[iS1 ,,spravnym smérem', tim spiSe zamitnout hypotézu

e je tfeba porovnat s mirou presnosti, s jakou rozdil prémért X — Y
odhadne skutecny rozdil populacnich pr@meér p; — o

kritické obory

e O hypotéze Hg: puy = puo se rozhoduje pomoci

T — X—Y 7X—Y niny
SE.(X-Y) s ny +ng

o Hy:pg # po zamitdme pokud [T| >ty 4 p,—2(

)
e Hy:pg > pg zamitdme pokud T >t 4 p,—2(2c)

o Hi:py < pp zamitame pokud T < —t, 1y, 2(200)

vysky desetiletych: T = —0,70 = | — 0,70] < 2,06 = #15. 12_2(0,05)

e na 5% hladiné jsme neprokazali rozdil mezi vySkami desetiletych
hocht a divek (p = 48,8 %) [t.test(vyska~Divka,var.equal=TRUE)]
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souvislost s intervalem spolehlivosti
o L] — =29 0 kolik se IisT populacni pr@mérné vysky
e odhadem pro djed=X—-Y = —1,7

e interval spolehlivosti pro rozdil § je

(X_Y)_S/'E'(X_Y)'tn1+n2—2(a) <6< (X_Y)+S/'E'(X_Y)'tn1+n2—2(a)

Hp zamitame pravé tehdy, kdyZ nula neni v int. spol. pro §

e pri porovnani vysek hoch@ a divek je 95% interval pro 4

1 1 1 1
1,7 — 6,244/ — + — - 2,06; —1,7 + 6,241/ — + — - 2,06
( 5 * 51 )

(

—6,7;3,3)
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problém nestejnych rozptylua

e predpoklad o stejném rozptylu v obou souborech nemusi byt ve
skute€nosti splnén, lze jej ovérit porovnanim odhad rozptylu F-

2
testem F =%
Sy

e hypotéza Hy : o2 = o7 se proti Hy : o7 # o2 zamitd, kdyZ je

2 2

' s 1 S
bud F = S_; > Fnlfl,nzfl(a/Q) nebo F = S—g > F’nzfl,nlfl(a/Q)

Yy €T

e vlastné se vétsi odhad rozptylu déli mendim odhadem, k tomu se
musi zvolit spravné poradi stupn@ volnosti a hladina

pFiklad vy3ky desetiletych d&ti: F = % = 1,27 < Fy411(0,025) = 3,36

[var.test(vyska~Divka)]

171

provedeni v MS Excelu (stejné rozptyly)

prednaska Excel Soubor 1 Soubor 2
prameér Str. hodnota 139.133 140.833
rozptyl Rozptyl 42.981 33.788
rozsah vybéru Pozorovani 15 12
spol. odhad rozpt. | SpoleCny rozptyl 38.936
Ho:pp —po = Hyp. rozdil stf. hodnot 0
stupné vol. Rozdil 25
T t stat -0.733
p jednostr. testu P(T<=t) (1) 0.244 | jen nékdy!
tn1+n2—2(204) t krit (1) 1.708
p oboustr. testu P(T<=t) (2) 0.488
tn1+n2,2(a) t krit (2) 2.060

pfi oboustranné alternativé nelze nulovou hypotézu zamitnout

MS Excel: Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

prednaska Excel Soubor 1 | Soubor 2
pramér Str. hodnota 139.13 140.83
rozptyl Rozptyl 42 .98 33.79
rozsah Pozorovani 15 12
stupné vol. | Rozdil 14 11
F F 1.27
p P(F<=f) (1) 0.349

F krit (1) 2.739

pozor Excel pracuje Spatné: uvadi kritickou hodnotu a p-hodnotu pro
jednostrannou alternativu odvozenou z hodnoty statistiky F';

pri oboustranné alternativé je treba p-hodnotu vynasobit dvéma

ve skute€nosti je P(F > 1,27) = 0,349, takZe p =2-0,349 = 0,698

pro oboustrannou alternativu mélo byt pouzito Fyy11(0,025) = 3,359
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dvouvybé&rovy i-test pFi nestejnych rozptylech [t.test(vyska~Divka)] provedeni v MS Excelu (nestejné rozptyly)

e neni-li udrzitelny predpoklad o stejnych rozptylech, Ize pouZit pfi- Soubor 1 | Soubor 2
blizny t-test (Welch@v, s jinym odhadem S.E.(X —Y)) pramér StF. hodnota 139.133 | 140.833
B B B B rozptyl Rozptyl 42.981 33.788
o X-¥VY _X-Y rozsah Pozorovani 15 12
SE(X-Y) sx_y Ho:pp — pg = Hyp. rozdil stf. hodnot 0
_ _ stupné vol. f Rozdil 25
e kde s¢_y je stfedni chyba X —Y T t stat _0.713
jednostr. testu | P(T<=t) (1 0.241
Sx-y = \/Vz + vy ve = s3/m vy = sy/n3 ffj(m) t E«it (1)) W 1.708
A p oboustr. testu | P(T<=t) (2) 0.482
o Hy se zamita, je-li |T| > tg(a), kde f = 5=V o tr(a) t krit (2) 2.060
L%
ni—1"nog—1

o NS priklad T = —0,713, f = 24,69, tf(0,05) — 2,061, p— 0,482 pfi oboustranné alternativé nelze nulovou hypotézu zamitnout

173 174

souvislost s bodové biseridlnim korel. koef. . _
Mann@v-Whitneytv (Wilcoxontyv) test
e bodové biseridlni korelacni koeficient (str. 76) vypovida o sile za-

vislosti mezi spojitou a nula-jedni¢kovou veli¢inou (v soucasném e co kdyz nelze predpokladat normalni rozdéleni?
oznaceni) - o necht Xi,...,Xn, a Yi,..., Yy, jSou nezavislé vybéry ze spojitého
—_— X - Y\/ niny rozdéleni (napfiklad vk matek, stfedni délka Zivota muz@ pfi na-
Sall (n1 +no)(ny +ng — 1) rozeni ve dvou skupindch zemi, potratovost ...)

® POMOCI rpig 1ze vyjadrit testovou statistiku dvouvybérového t-testu e postup zaloZen na pofadi bez ohledu na vybar

- Tbis
T—i\/ﬁvnﬁ e idea: kdyby nebyl mezi populacemi rozdil, byla by takto zji&t&na
bis pridmeérna poradi v obou vybérech podobna
e nas priklad rpi = —0,139
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priklad: potratovost (Cechy vers. Morava) priblizné rozhodovani (ny, ny desitky)

potrato\for:i fgg 4552 . ff . 7Po| 5K6\; = gg . Iég e W, W, soucty poradi, pouZitim centralni limitni v&ty
poradi 7 6 g8 10 12 13 11 W, — ny(ng +ny +1)/2
kraj | HK Par Vys JM Ol Zl  MS Z =
potratovost | 4.33 3.38 3.57 3.70 3.65 342 3.87 Vrina(ng +ng +1)/12
poradi 9 1 4 3 P 5

za hypotézy (neni rozdil mezi populacemi) je Z ~ N(0,1)

Hy : shoda populaci (zeim. median@), Hy : neshoda

hypotézu zamitame, je-li |Z] > z(«a/2)
nejasné, kam patfi kraj Vysoclina; vynechame jej

e nas priklad: [wilcox.test(potr~Cechy)]
e pramérné poradi ¢eskych kraja: 77/9=8,56
= = 77— 9%14/2
Wi=746+8+10+12+13+1149+1=77 Z— |29 W2 65106 = 2(005/2) p—31%
e pramérné poradi moravskych krajd: 14/4=3,5 V 9+ 4x14/12
Wo=44-34-2+5=14 e na 5% hladiné jsme prokazali rozdil
177 178

presny vypocet p-hodnoty
prehled moznych cCtveric,

e zajima nas, nakolik je nas vysledek (W1 = 77, WQ = 14) vyjimecny v nichZ je soucet poradi nejvys 14
e mame celkem ny + ny = 13 pozorovani, ¢tyfi z nich (Morava) Ize
13 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1
vybrat celkem (/) =715 zpasoby 5 5 5 5 5 5 3 5 5 5 3 3 5 o
e kolik z nich vede k tak extrémné& nestejnym prémérnym poradim? 3 3 3 4 3 4 4 3 4 5 4 4 3 4
4 5 6 5 7 6 5 8 7 6 6 5 9 8
e budeme hledat, kolik Ctvefic oznaCenych za moravské by dalo v 10 11 12 12 13 13 13 14 14 14 14 14 15 15

souctu nejvys 14, jak nam doopravdy vyslo o B . . . ; .
e nejvys 14 mohl byt soulet poradi za platnosti hypotézy s pravdé-

o vZdy plati Wy + Wy = (n + no)(nq + no + 1)/2 = 91 podobnosti p; = 12/715 = 0,01678

soucCet Cisel 1 4+2+...4+ny+n . . o~ 3
( 1 2) e musime vzit v Gvahu také situaci, kdy by byla na Moravé velka

e staci zabyvat se jedinou ze statistik Wy, Wh, zpravidla tou pro mensi poradi, p-hodnotu nutno zdvojndsobit, tedy p =24/715 =34 %
vybér
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. . priklad: vySka rodica
paroveé testy

e rozhodnout o tvrzeni, Zze populacni prdmér vysek otcll je o 10 cm
e predpoklad nezavislosti porovnavanych vybér& musi opravdu byt VEétSi nez populaéni primeér vysek matek

splnén, jinak dostaneme nesmysl .
e otcové: Y = 179,26, sy = 6,78, n; =99

e typické poruSeni predpokladu nezavislosti je u parovych dat matky: Z = 166,97, s7 = 6,11, n9 = 99
— meéreni na stejnych objektech ve dvou r@znych €asech
— méreni na stejnych objektech pred zasahem a po ném (o8etreni)
— méreni na rodicich

e otcové jsou (ve vybéru) v praméru o Y — Z = 12,29 cm vyssi
smérodatna odchylka rozdila je 8,14 (ménég, nez kdyby byly vysky
rodi¢@ nezavislé . ..6,782+6,112=9,132)

e postup stFedni chyba rozdilu pramért je 8,14/1/99 = 0,819
— spocitaji se a hodnoti rozdily (zmény)

e rozhodneme podle statistiky [t.test(vyska.o-vyska.m,mu=10)]
— prejde se k dloze s jedinym vybérem

— maji-li rozdily normalni rozdéleni, pak parovy t-test T = ‘12’29_10‘ = 2,801 > 1,984 = t¢g(0,05/2) p=0,6%
0,819
181 182
parovy t-test: priklad: klesa potratovost? (t-test zde nevhodny)

e necht (Y1,71)...,(Yn, Zn) nezavislé dvojice, X; =Y; — Z; 247 25.7 316 243 268 306 21.1 235 269 225 23.1 249

23.1 236 279 222 234 279 215 260 243 239 212 257

: 2
nechtXiNN(u,a) i6 21 37 21 34 27 -04 25 26 -1.4 19 -08

EERE

4 6 12 7 11 10 1 8 9 3 5 2

e neznamé o > (0 odhadneme pomoci s = /-7 (X, — X)?
7 P =\ S (X - X) e pouZijeme adaje z 12 okrest v letech 2000 (Y;) a 2001 (Z;)

Ho:p = znama konstanta, zpravidla O . o - . P
0k =po (o pi ) e hypotéza H;: v obou letech potratovost stejna, rozdily dany na-

T— X — X —uo\/— hodnym kolisanim; H; : potratovost klesa (jednostranna alt.)
“SsE(x) s V"

e za H( by rozdily mély kolisat symetricky kolem nuly
e hypotézu Hy zamitame (kriticky obor):

— Hy: u# o (oboustranna alternativa) T > t,_(a) e za H; by mély prevladat kladné rozdily, spise velké
— Hy:p > py (Jednostranna alternativa) T >ty 1(20) e préimérné poradi z 8 kladnych rozdilt: 8 (sou&et 64)
— Hy:p < pp (Jednostranna alternativa) T < —tyh_1(2a) prémeérné poradi ze 4 zapornych rozdila 3,5 (soucet 14)
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parovy ilcoxon@v ( ilcoxon signed rank) test

necht (Y1, 27) ..., (Yn, Zy) nezavislé dvojice, X; = Y;—Z; ma spojité
rozdéleni

H : Y;, Z; maji stejné rozdéleni (populace jsou stejné)

maji-li Y;, Z; stejné rozdéleni, pak rozdily X; =Y; — Z; jsou symet-
ricky rozdéleny kolem nuly

postup

— vyloucit nulové hodnoty X; (tedy shodné hodnoty Yj;, Z;), podle
toho pripadné zmensit n

— urcit poradi R absolutnich hodnot |X;| = |Y; — Z|

— urCit W soucet poradi p@vodné kladnych hodnot X

— podle W rozhodnout

185

parovy znaménkovy (sign) test

e hodnoti pouze pocet kladnych a zapornych rozdil@l, nezalezi na
tom, jak jsou rozdily veliké (slabsi test nez Wilcoxon@v)

e Hy: Y;, Z; maji stejné rozdéleni; za hypotézy oCekavame, zZe pocCty
kladnych a zapornych X; jsou podobné

oznaCme Y pocet kladnych X; z celkem n nenulovych, za hypotézy
Y ~ bi(n,1/2)

priblizné rozhodovani (centralni limitni véta)
Y —n/2 2Y —n
n/4 vno

pfi jednostranné alternativé porovname Z a z(«)

7 =

zamitat pro |Z| > z(«/2)
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rozhodovani [wilcox.test(potr00-potr0O1,alternative="greater")]

e na zakladé centralni limitni véty Ize pouzit
 W-EW W —n(n+1)/4
S.E.(W) \/n(n+1)(2n+1)/24

hypotézu o shodé zamitneme, bude-li |Z| > 2(a/2)

pfi jednostranné alternativé porovnat Z a z(«)

pro maly pocet dvojic (do deseti) radé&ji pouzit tabulky

priklad (W = 64,n = 12, jinou metodou presné& je p = 2,6 %))
64 —12-13/4

Z=——"""""T — 1961 >1,645=2(0,05),p = 2,5 %
\/12-13-25/24
186
poznamky [binom.test(sum(potrO0>potr01),12,alt="gr")]

e pro znaménkovy test neni tfeba znat hodnoty Y;, Z;, staci védét,
ktera z moznosti Y; > Z;, Y; < Z;, Y; = Z; nastala

e nas priklad o mozném poklesu potratovosti (n =12,Y = 8)

2-8—12
Z="""_"""—1]155, =P(Z >1,155) = 1 — ®(1,155) = 0,124
NP p=P( ) (1,155)
e pfi malych hodnotdach n (do 30) se doporucCuje Yatesova korekce
Y —n/2|—1/2 2Y —n|—1
Dates = LA ZL2 oty — oy = Y == oy — )
yn/4 vn
e nas priklad (Yatesova korekce, jinym zp@sobem presné p =0,194)
2.-8—12| -1
g 28 12=1 0,866, p=1—®(0,866)= 0,193
V12

188



Regrese priklad: souvisi tmrtnost se zemépisnou Sirkou?

e na rozdil od korelace (sila zavislosti) hledame tvar (zp@sob) za-
vislosti, zajima nas také prékaznost zavislosti

220

e snazime se z danych hodnot regresorti (nezavisle proménnych)
predpovédét hodnoty zavisle proménné (odezvy)

180

mortality

e snazime se variabilitu (kolisani hodnot) odezvy vysvétlit kolisanim
regresord

140

100

e prvné v tomto smyslu F. Galton (1886) pri vySetfovani zavislosti >
vy3ky synd na prémérné vysce rodi¢l: synové rodiCd o dva palce s0 35 40 45
vy&&ich neZ pramér viech rodicd byli v préméru jen o palec vyssi latitude
nez pradmér synd; dvoupalcova odchylka se nereprodukovala cela,

byl patrny navrat (regres) k préméru e Umrtnost na melanom na 10 000 000 obyvatel v statech USA
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regresni primka

e chovani Y (amrtnost, mortality) co nejlépe (nejvice) vysvétlit li-
nearni zavislosti na = (zemé&pisna Sitka, latitude)

2.0

e (nade predstava, predpoklad:) kaZdé zem. 3ifce odpovidd jakasi Y =bo+byx

stfedni imrtnost, ta zavisi na zemépisné Sirce linearné

15

[Xi;Qi]

E)/;::ﬁ0+/81xia 7;:17"'777'

1.0

e parametry gy, 81 odhadneme metodou nejmensSich Ctverct mi- o

nimalizaci pres 3y, 51 souCtu Ctverct ,,svislych® odchylek L

L—1 [x:vi]
n bo
S (Y — By — Brxi)?

i=1

0.0

e vysledné minimum (pro by, b;) — rezidudlni soucet Ctverct Se 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
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nas priklad [summary(Im(mortality~latitude))]
koef. odhad | str. chyba | t-stat. P
abs. Clen | 389,19 23,81 | 16,34 | <0,001
latitude — 5,98 0,60 | — 9,99 | <0,001

e odhad zavislosti: est(mortality) = 389,2 — 5,98 latitude

e S kazdym stupném sev. Sifrky klesa iumrtnost v pr@éméru témeér o 6
0osob na 10 000 000 obyvatel

e na rovniku by iumrtnost méla byt 389 jednotek, ale je to extrapo-
lace mimo rozmezi znamych hodnot — velmi nejisté

e zavislost je prt@kazna, nebot v fadku pro z (latitude) je p <0,001

193

nas priklad a tabulka analyzy rozptylu [anova(Im(mortality~latitude))]

st. vol. | soucCet Ctvercl | prGm. Ctverec
variabilita f SS MS F P
model 1 36 464,20 36 464,20 | 99,797 | <0,001
rezidualni 47 17 173,07 365,38
celkem 48 53 637,27

e kolisani imrtnosti vysvétlime zavislosti z 68 %, nebot je
2_1_ 17173,07  36464,20
53637,27  53637,27

e na 30. stupni oekavame umrtnost 389,19 — 5,98 - 30 = 209,86,
na 40. stupni oekavame umrtnost 389,19 — 5,98 - 40 = 150,08

0,680
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obecné
e odhadovana zavislost y = 8y + 1z, odhadnutad y = by + bz

e zavislost na z prokazujeme testovanim hypotézy Hy: 31 =0 (pak y
pro vdechna x stejné: y = 3;) proti oboustranné alternativé pomoci
by b |

== > (z; - z)%,  zamitame pokud |T| > t,_o(c)

T=_"*
S.E.(bl) S \Ni=1

e rezidualni soucet Ctvercltl — nevysvétlena variabilita odezvy Y
Se =31, (Y; — (by+ byz;))?  rezidudini rozptyl s* = Se/(n —2)

° koeficient determinace ukazuje, jaky dil variability odezvy (ij.
S (Y; — Y)?) jsme zavislosti vysvétlili

muzeme predikci zlepsit?
[summary(Im(mortality~latitude+4longitude))]

koef. odhad | stf. chyba | ¢-stat. p
abs. ¢len | 401,17 28,04 | 14,31 | <0,001
latitude - 5,93 0,60 | — 9,82 | <0,001
longitude 0,15 0,19 0,82 0,418

e neni prtkazné, ze by koeficient u longitude byl nenulovy (nezamit-
neme hypotézu, Ze koeficient je nulovy)

e koeficient determinace R? =0,684 (ptvodné 0,680)
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podrobné&jsi rozbor — vliv oceanu muzeme predikci zlepSit? [summary(Im(mortality~ocean+latitude))]
jen vnitrozemské staty (R% = 59,6 %):

koef. odhad | stF. chyba | ¢-stat. p|
koef. odhad | stf. chyba | t-stat. p abs. Clen | 360,69 21,50 16,78 | <0,001
abs. Clen | 360,55 36,70 9,82 | <0,001 ocean 20,43 4,83 4,23 | <0,001
latitude | — 5,485 0,904 | — 6,07 | <0,001 latitude | — 5,49 0,53 | — 10,44 | <0,001
jen piimorske staty (R2 = 78,6 %): e koeficient determinace R?=0,770
Koof odhad | StF. chyba | &-stat. » e Dri ,,stehovarvwl z vnitrozemi k ocea'n'u po rovhobéZzce roste umrt-
abs. &len | 381.20 2483 1535 | <0.001 nost v prdméru o 20 osob na 10 miliond obyvatel
latitude | — 5,491 0,640 | — 8,58 | <0,001 e je to ekvivalentni vnitrozemskému st&hovani o 20,43/5,49 = 3,72
e SmMeérnice jsou témeér stejné, abs. Cleny rozdilné stupn@ na jih
e s kazdym stupném sev. Sirky klesa imrtnost v pr@éméru témér o 5,5 e na kazdy stupen stéhovani na sever klesa imrtnost o 5,5, pokud
osob na 10 000 000 obyvatel se nezméni vztah k oceanu
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pozor na interpretaci odhadd (na dalsSim pfikladu)

e zAavisi procento tuku dospélého muze na vysce?
pokud ano, tak s vySkou roste nebo klesa?

mortality

e zavisi na tom, jak se na Ulohu divame, co bereme v Gvahu

e est(fat) = — 47,68 + 0,341 height R = 11,8 %

100 140 180 220

e est(fat) = 16,55 — 0,244 height + 0,504 weight R2 = 71,4 %

lattitude e ve vSech pripadech jsou koeficienty u regresor@ na 5% hladiné
prikazné nenulové

e vnitrozemské staty: y=360,69-5,49 x e rozdil je v kvalité vyrovnani, ale zejména v interpretaci

primorské staty: y=(360,69+20,43)—5,49 x =381,12-5,49 X o - o ; .
e primérna zmeéna procenta tuku pfi jednotkové zméné vysky

e |ze ovérit, ze pfimky mohou byt rovnobé&zné (p =99,6 %) (a nezménéné hmotnosti pro druhy model)
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regrese v MS Excelu 2000, 2003

Excel 2000 oznaceni
absolutni Clen Hranice by
odhad Koeficienty b;
stfedni chyba odhadu Chyba stfedni hodnoty S.E.(bj)
koeficient Ndsobné R VR2
(mnohondsobné) korelace
koeficient determinace Hodnota spolehlivosti R R?
adjustovany koef. det. Nastavena hodnota spol. R dej
resid. smér. odchylka Chyba stredni hodnoty s
pocet pozorovani Pozorovani n
poclet st. volnosti Rozdil

obecné predpoklady pro regresni model

201

e tvar zavislosti: zname jak vysvétlovana veli¢ina zavisi na vysvét-

lujicich

e homoskedasticita: pro vSechny kombinace hodnot vysvétlujicich
veliCin je rozptyl vysvétlované veliCiny konstantni

e nezavislost: nahodné slozky vysvétlovanych velifin jsou nezavislé

e normalita: ndhodnd sloZzka ma normalni rozdéleni

e predpoklady Ize ovéfovat (regresni diagnostika)

e nékdy pomohou transformace
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regrese v MS Excelu 2000, 2003

e Pozor na nabizeny graf , Graf s rozdélenim pravdépodobnosti‘:
obecné nevypovida o normalnim rozdéleni, jak by asi chtél, bylo
by treba pouzit misto vysvétlované veliCiny néktera z rezidui

e Nabizena ,,Normovana rezidua* jsou v regresi zcela nestandardni
(z-skory béznych reziduri)

pouziti rezidui

e pomoci regrese hledame model pro zavislost nebo predikci (stfedni
hodnoty) pristich pozorovani

e celkovou schopnost vysvétlit chovani (variabilitu) zavisle promé&nné
hodnotime pomoci koeficientu determinace

RZ=1-— L -1 M
(Y= Y)? (Y= Y)?
e v Citateli posledniho vyrazu rezidua
ui=Y; =Y
(rozdil namérFena - vyrovnana hodnota vysvétlované proménné)

e rezidua lze pouZit k hodnoceni (diagnostice) regrese
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6.5

N

10 11

ukazky diagnostiky

12

13
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vlevo: rezidua spiSe kladna nez zaporna, mozna jsme méli radéji vy-

svétlovat odmocninu z mortality

vpravo: normalni diagram, ukazuje, ze s predpokladem o normdlnim
rozdélenim neni problém (body té&sné& kolem pFimky)

4
|

20
|

Tesid(a)

-0

fitted(a)

Sample Quantles

L]

20

-0

Normal Q—Q Plot

T T T
-1 o 1

Theoretical Quantiles
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diagnostika pomoci rezidui

e grafické zndzornéni bod@ [u;, Y;] nebo [u;,z;] (k ov&Feni konstant-
niho rozptylu Ci tvaru zavislosti)

histogram rezidui nebo normalni diagram (k ovéreni normalniho
rozdéleni), pomoci u; nebo v; (upravena rezidua)

diagramy k ovéreni stability rozptylu, napr. [«/Ivil,ffi]

Cookova vzdalenost pro vyjadreni relativniho vlivu jednotlivych po-

zorovani

[plot(Im(mortality ocean+latitude))]

nekonstantni rozpty! (trychtyfovité rozsifovani mraku rezidur)
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odlehlé pozorovani (prvni pozorovani

log(airportsE)

1 2 3 4 5 6

0 e+t00 2 e+05 4 e+05

areakE

resid(aE)

daleko od vodorovné osy)

° [ )
d °
....... '
%o
°
°
T 1 T T T 1
35 4.5 5.5 6.5
fitted(aE)
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ukazka transformace: pocet letist na plose evropského statu

airports

600

0 e+00

2 e+05

area

4 e+05

log(airports)

T
0 e+00

T T
2 e+05

area

T
4 e+05

log(airports)

log(area)
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vlivné pozorovani (prvni pozorovani daleko ve vodorovném sméru)
o
— []
©
o [ ]
™ n - [ )
5 g ° .
s 8
= T 9
3 o g © .
5 o
o o~ 0 ° [ )
S
- 4
T T T T T I
1 2 3 4 5 6
log(areaE) fitted(aE)
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o
S
©
s
j2] <
S
g _
‘®© o
s
N
o -
T T T T T T
0O e+00 1 e+05 2 e+05 3 e+05 4 e+05 5 e+05
area
y=46-+40,0009 x;log(y)=3,3+0,000007 x;log(y)=-6,540,97 log(x)

R2

=51,4 %; R2 = 48,0 %: R?=1286,1 %
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pocet letist: vynechat Lucembursko?

log(airportsE)

2 3 4 5 6

1

T T T T T T
8 9 10 11 12 13

log(areaE)
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plati stejna zavislost pro Japonsko, Cinu, Australii?

log(airportsE)

L
& hin
Australia

16

log(areaE)
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pocet letist: po vynechani Lucemburska

0

©

o

2
(m
IZ] [Te)
S o
=5
s o
S Lo

[T}

Q-

T T T T T
11.0 11.5 12.0 12.5 13.0
log(areaE)
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shrnuti

e regrese slouZi pro
— predikci (stfednich hodnot) budoucich pozorovani
— prokazovani zavislosti na zvoleném regresoru
— ovérovani modelu o zavislosti

e nejsou-li splnény zakladni predpoklady = pochybné zavéry
— 0Obtizné Ize predikovat mimo obor méreni
— je-li malé RZ, nespolehliva predpovéd, ale zavislost m@Ze byt
prokazatelna
— vysvétlovana proménna moeze zaviset na vice nezavisle promén-
nych, nutna opatrnost (confounding)
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poznamky

e souvislost regresni primky a korelacniho koeficientu: testovou
statistiku pro Hy: By =0 Ize spocitat také jako
T—_ "W o
1— r%y
e je-li |T| velké, zavislost je prokdzana, Ize pouZzit (nutno predpokla-
dat normalni rozdélenr)

e metoda nejmensSich Ctvercl je velmi citlivda na mimoradné umis-
téna pozorovani

e priklad: pocet letist vers. velikost statu (oboji v logaritmech)

— vs8ech 9 stata: r=0,717; T =2,720; p=3,0 %
— bez Lucemburska: » =0,654; T =2,226; p=7,9 %
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priklad: pocet letist (pfesné p =2,9 %)

plocha 78,9 43,1 337,0 547,0 357,0 301,2 92,4 24438
letist 114 119 159 475 613 135 66 489
R 2 1 6 8 7 5 3 4
Q; 2 3 5 6 8 4 1 7
R —Q; 0 -2 1 2 -1 1 2 -3
(R — Q;)* 0 4 1 4 1 1 4 9

Hp : pocet letist nezavisi na velikosti statu
H; : pocCet letist roste s velikosti statu (jednostranna alternativa)

6 " 9 6-24 144
SR -Q)f=1l—-———=1——=0,714
n(n? —1) ;( i~ Q) 8(64 — 1) 504
Zy=rgvn—1=0,714-V7 = 1,89
p=P(Z>Z)=1-d(Z)) =1-10,971 = 0,029

na 5% hladiné jsme (pfi jednostranné alternativé) zavislost prokazali

rg =
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Spearman@v korelacni koeficient
e viastné korelacni koeficient poradi
e Citlivé reaguje i na nelinearni, ale monotonni zavislost

e k prokazovani zavislosti netfeba normalni rozdé&leni, slabsi test

pro n > 10 Ize pfi nezavislosti predpokladat rgv/n — 1 ~ N(0, 1)

e zavislost (proti oboustranné alternativé) prokazana, pokud
lrsv/n — 1| > z(a/2)

e zavislost (proti jednostranné alternativé) prokazana, pokud

rgvn —1> z(a) resp. rgvn — 1 < —z(a)

vyrovnavani
e mechanismus k vyhlazovani dat, spiSe technicky

e cilem je napf. nahradit nedostupné pozorovani (budouci pozoro-
vani — predikce, chybé&jici pozorovani - interpolace) nebo odstra-
nit nahodilé vykyvy

e Casto (nas priklad) poruden predpoklad nezavislosti pozorovani,
proto by obyCejna regrese vedla k nespravnému odhadu presnosti
odhad@ (pfilis optimistické!) a tedy nespravné pocitala testy o
parametrech

e koeficienty nelze snadno statisticky hodnotit, nékdy vlbec

e nejen metoda nejmensich Ctverco
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¢asoveé rady priklad: HDP v CR po Ctvrtletich (bé&zné ceny)

e Spojity znak méreny v pravidelnych Casovych intervalech

e mysladna hodnota sloZzena z nékolika slozek
— trend (dlouhodoby vyvoj)
— sezonni slozka (periodicka sloZka se znamou periodou, napr.
denni/ro&ni chod teplot, Ctvrtletni chod ekonomickych veli¢in)
— periodicka slozka (s neznamou periodou)
— autokorelace (chybové sloZzky na rozdil od regrese nejsou mezi
sebou nezavislé)

hdpM

e prvni dvé sloZzky lze vedle regrese odhalit pomoci
— klouzavych pré@meéra
. - . e 1996 1998 2000 2002 2004
— exponencialniho vyrovnavani

obdobi
e prokazat pomoci regrese, ktera prihlédne k autokorelaci . ..

221

e predikce pomoci regrese (bez kvartal@): 360,4 + 33,3 (rok-1995) Sinf c bovaiich slozk i0dicks slozk j
oro 3. cturtleti 2004 tedy predpovad 680.5 e specia nl. postupy pro zbyvajici slozky (perlc.> icka sloz 2?1 S nezna-
mou periodou, autokorelace), nelze mechanicky pouZzit linearni re-

e predikce pomoci regrese s ohledem na kvartaly gresi Ci linearni vyhlazovani

est(HDP) = 339,4 + 33,1(rok — 1995) e ndhodné (chybové) &leny v regresnim modelu by mély byt ne-
est(HDP) = (339,44 38,5) + 33,1(rok — 1995) 7avislé, nékdy ale dany &len zavisi na predchozim: sila zdvislosti
est(HDP) = (339,44 30,2) + 33,1(rok — 1995) popsana pomoci autokorelaéniho koeficientu p

est(HDP) = (339,4 + 18,1) + 33,1(rok — 1995)

— kladné p: po sobé jdouci ¢leny podobné (Easty pripad)

— zaporné p: po sobé jdouci Cleny nepodobné

e predikce s ohledem na autokorelaci (odhad autokorelaéniho koefi- — p=0: PO SObE jdouc Cleny nezavislé (v regresi se pozaduje)
cientu p =0,59): 688,6 + 0,59 - 16,7 = 698,4

predpovéd tedy 339,4 + 30,2 + 33,1 - (2004,625-1995) = 688,6

e autokorelaci a periodicitu lze prokazovat (odhadovat, hodnotit)

e skutecnost: 702,2 az po odstranéni trendu a sezonniho kolisani
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klouzavé pr@méry (moving averages)

e pozorovani Y; porovnavame s pr@mérem z m sousednich pozoro-

vani (v€etné Y; samotného), napfr. pro m =5

1
= (Yio+ Y1 + Y+ Y + Yip0)

e snaha vyhladit nahodilé vychylky, zachovat ,,pr@émérny" vyvoj

e vhodné zejména k interpolaci, k nalézani dosud prehlizenych sys-

tematickych vliv@

e U HDP vezmeme nejprve v Gvahu linearni trend a Ctvrtletni perio-
dicitu, teprve pak pocitame rezidua (to, co nevysvétlime linearnim

trendem a Ctvrtletnimi sezonnimi vykyvy)

exponencialni vyrovnavani
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e predstava: v poslednim pozorovani se projevuje vliv vsech pred-

chozich

e tento vliv je postupné utlumovan: nejvétsi vliv ma bezprostredné
predchazejici pozorovani, nejmensi vliv pozorovani v ¢ase nejvzda-

lené&jsi

e vazeny prdmeér mezi predpovédi predchoziho pozorovani a skutec-

nym predchozim pozorovanim
wYi_1 + (1 —w)Y_y
e w — vaha ,historie”, €im je vé&tsi, tim méné kolisani

e pouzitelné k predpovédi
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priklad:

resid(aMK)

klouzavé primeéry rezidui (m =7)

-10

-20
|

1996 1998 2000 2002 2004

obdobi[1:38]

exponencialni vyrovnavani rezidui (704,0 pro w=0,1, 701,6 pro w=0,25)

resid(aMK)

10

1996 1998 2000 2002 2004

obdobi[-39]
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multinomické rozdéleni

priklady multinomického rozdéleni
e zobecnéni binomického rozdéleni na k-tici nahodnych veliCin Xy, ..., X}

e predvolebni prézkum
— n — pocet tazanych
e n nezavislych pokust — m; — skutecny podil volicd j-té strany v populaci
— X, — pocet (Cetnost) volict j-t€ strany ve vybé&ru

e parametry n,m,..., 7, (0 <7; <1, m+...+7=1)

e vV kazdém pokusu pravé jeden z k moznych vysledk(
e hody hraci kostkou

— n — pocet hodd

X — pocet pokus@, v nichZ nastal j-ty mozny vysledek, tedy nutné — 7,..., 7 — Pravdépodobnosti jednotlivych stran kostky
— X1q,...,Xg — absolutni Cetnosti jednotlivych stran kostky

7-ty vysledek s pravdépodobnosti T

X1+...+Xk:n
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vlastnosti multinomického rozdéleni priklad: hraci kostka A

o kazdd slozka ma binomické rozdéleni: X; ~ bi(n, ;) * test jednoduché hypotezy
e stfedni hodnota: py, = nm;, rozptyl: U%(J_ =nmj(l —m;) e n = 100 hodd kostkou

o X| =12, Xy =21, X3 =14, Xy = 15, X5 = 21, X4 = 17

(pro zajimavost) kovariance: cov(Xj;, X;) = —nmme  j#t

e asymptoticka vlastnost chi-kvadrat (velkd n, nr; > 5) * hypotéza Hy:m = ... = = 1/6 dd oCekdvané Cetnosti
nmy =...=nmg = 100/6 = 16,67
k 2
2 (Xj —nm)™ o , (12— 16,67)2 (17 — 16,67)2 )
X'=) ——————— ~Xi_ = 4 — 416 < xE(0,05) = 11,07

; n; o X 16,67 16,67 x5(0.09)

e X; — empirické Eetnosti, p=527%
nm; — oCekavané (teoretick€) Cetnosti . [chisq test(c(12,21,14,15,21,17),p=rep(1,6)/6)]
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priklad: hraci kostka B (1)

e n = 100 hod@ kostkou

o X;=15Xy=16,X5="7,X;, =6, X; =15, Xg = 41

e hypotéza Hy:m =... =73 =1/6 da oCekavané Cetnosti
nmy =...=mnmg = 100/6 = 16,67
5 (15— 16,67) (41 — 16,67)2 5
= =48,32 > x£(0,05) = 11,07
X 16,67 16,67 X5(0,05)

e ziejmeé je nutno zamitnout hypotézu, Ze kostka je symetricka
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priklad: hraci kostka B (3) (pouzit jen ¢ast informace)
e n = 100 hod@ kostkou
o (X1 =15,Xy=16,X3=7,X4 = 6, X5 = 15), X = 41

e nulova hypotéza: m3=5/10=1/2

e hypotéza o psti jediného z moznych vysledkd (pst Sestky) — bino-

mické rozdéleni

e na 6. prednasce jsme urcili priblizny 95% interval spolehlivosti pro

pravdépodobnost Sestky: (0,31; 0,51)

e 1/2 je v tomto intervalu, na 5% hladine nelze zamitnout

[binom.test(41,100)]
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priklad: hraci kostka B (2), jina H

n = 100 hod@ kostkou

X, =15,Xy =16, X5 =17, X, =6, X5 = 15, Xg = 41

nulova hypotéza: m; =... =75 =1/10,m5 =5/10=1/2
oCekavané Cetnosti za hypotézy:
nmy =...=nnm; = 100/10 = 10, nmg = 100/2 = 50
15— 10)2 15—10)2 (41 — 50)2
X2:%+._.+( 5 Sl = ) = 12,72 > x2(0,05) = 11,07

zfejmeé je nutno zamitnout i tuto hypotézu
[chisq.test(c(15,16,7,6,15,41),p=c(1,1,1,1,1,5)/10)]
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test homogenity r vybérd
e napriklad, zda maji kostky A, B stejné Sestice psti
o X,i,..., X, -ty vybé&r z multinomického rozdéleni s parametry

(i=1,...,7)

Ties T4y - -+ Tk

Hy @ pravdépodobnosti jsou ve vSech srovnavanych populacich
stejné: ;1 = 7wy, ..., m; = 7, (nezdvisi na populaci)

Cetnosti usporadame do kontingencni tabulky
— njj — pocet j-tych vysledkl v i-tém vybéru
— nje = >, nyj jsou radkoveé margindini Cetnosti (rozsahy vybéra)
— Nej = >_;Myj JSou sloupcové marginalni cetnosti (Cetnosti moz-
nych vysledk@l bez ohledu na vybér)
— N =3 Nje = jNej = >;>.jni; j& celkovy poCet pozorovani
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test homogenity r vybérd

e neznamé pravdépodobnosti ; odhadneme pomoci marginalnich
relativnich Cetnosti ne;/n

Nej _ TMijellej
n n

e oCekavane Cetnosti tak budou o;; = nje

e empirické Cetnosti porovname s Cetnostmi oCekavanymi

2= ET: f: (nij — 0ij)*
i=1j=1

OZj

e plati-li hypotéza, ma vysledna statistika y2-rozdé&leni X%rfl)(kfl)

e hypotézu o shodé pravdépodobnosti v r populacich zamitame, je-li
2 2
X"z X(r—l)(k—l)(a)
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priklad: vzdélani matek [chisqg.test(table(Porodnice,Vzdelani))]
vzdélani
porodnice | zakladni stfedni VS | celkem
Praha 23 (24,0) 30 (33,2) 17 (12,7) 70
venkov 11 (10,0) 17 (13,8) 1 (5,3) 29
celkem 34 47 18 99

e Vv zavorce jsou oCekavané Cetnosti za hypotézy, Ze podily tri vzdé-
lanostnich skupin jsou v obou populacich shodné
(23 — 24)2+(3o — 33,2)2+(17 — 12,7)2+(11 — 10)2+(17 — 13,82 (1—5,3)?
24 33,2 12,7 10 13,8 5,3

X% = 6,12 > x3(0,05) = 5,99, p=47%

e bylo tfeba o;; > 5 pro vSechna i, j
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maji obé kostky stejn€ Sestice pravdépodobnosti?
[chisg.test(rbind(kostkaA,kostkaB))]

e empirické Cetnosti (kontingen&ni tabulka)

All12 21 14 15 21 17| 100
B|15 16 7 6 15 41| 100
27 37 21 21 36 58| 200

e oCekdvané Cetnosti (za hypotézy): 27-100/200=13,5, ...
A|13,5 185 10,5 10,5 18 29100
B|13,5 18,5 10,5 10,5 18 29| 100
27 37 21 21 36 58200

12— 13,5)2 (21 — 18,5)2 (41 — 29)?
x2 = | )y o+ = 18,13 > 11,07 = x2(0,05
13.5 18,5 29 x5(0,05)
hypotézu o shodé psti na obou kostkdach zamitame (p = 0,3 %)
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test nezavislosti

e vySetrujeme sou€asné dva znaky v nomindlnim méritku u n ne-
zavislych statistickych jednotek

e n;; je poCet jednotek, kde je souCasné i-ta hodnota prvniho znaku
a j-ta hodnota druhého znaku

e celkem je i-ta hodnota prvniho znaku u n;e = 32, n;; jednotek, j-ta
hodnota druhého znaku u ne; = >; n;; jednotek

e kdyby byly znaky nezavislé, byl by pro kazdou hodnotu jednoho
znaku pomér mezi Cetnostmi hodnot druhého znaku podobny,
-~ < < . NieNej PR . .o
proto oCekavané Cetnosti 055 = TJ (podminéné psti stejné)

e vypocet X2 a jeho hodnoceni stejné jako u homogenity
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Ctyrpolni tabulka
[chisqg.test(matrix(c(1097,1365,362,354),2,2),correct=FALSE)]

pFiklad: planovana téhotenstvi [chisq.test(table(Plan,Vzdelani))] a Z “13 ) n(a-d—b-c)?
C C =
L o o ) e b X T latb)lctdiatob+tad
e U kazdé matky zjistovany dva znaky: dosazené vzdélani, zda té- arc n

hotenstvi planovano _ _ e uexs
vzdélani zakladni  stredni VS celkem “g?lfgi'nga vnelstpriciny v race 2003 seny e
gfa,pr:ichino fg gg'ég ;615 822; 12 g'oS)s) gé dopr. nehody | 1097 (1130,3) 362 (328,7) | 1459
colkerm 34 a7 18 39 sebeposkozeni | 1365 (1331,7) 354 (387,3) | 1719

celkem 2462 716 3178

e v3echny oCekavané Cetnosti dostateCné velké 9
9 3178(1097 - 354 — 362 - 1365)

X2 = 6,68 > 5,99 = x3(0,05), p=35% X 1459 - 1719 - 2462 - 716
prokazali jsme neshodu mezi muzi a Zzenami, souvislost s pohlavim
vlastné prokazali neshodu podilt pfi nehodach (odhady 44,6 %, 50,6 %)
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= 8,05 > x}(0,05) = 3,84 p=05%



