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V tomto textu je pouzita Einsteinova sumacni konvence.

1. Obecny adiabaticky invariant

Méjme fyzikalni systém s n stupni volnosti, kanonické souradnice necht jsouq; i=1, .., navcelém

textu budou indexy nabyvat téchto hodnot, nebude-li explicitné receno jinak. Necht je dana
Lagrangeova funkce systému L(q;, g;, t), kanonické hybnosti tedy mtizeme vyjadrit jako

pi = —a.L (1.1)
9q;
a Lagrangeovy dynamické rovnice jsou tvaru
bi = —aL- (1.2)
9q;

Predpokladejme, Ze systém ma takové vlastnosti, Ze pokud v Lagrangeové funkci zafixujeme Cas ¢,
bude existovat periodické reSeni, které budeme parametrizovat parametrem k s hodnotami
z intervalu (0,21),

qi = qi(K' t):
bi = Di (K' t)' (13)

kde predpokladame, Ze feSeni je spojité i spojité diferencovatelné v obou argumentech. Definujme
veli¢inu J, kterou vyjadiime pomoci integralu pres jednu periodu (integrujeme tedy pii
konstantnim c¢ase t v feseni (1.3))

J e $dgp; = 35 e p; 2 (1.4)
Ll laK’

a vyjadreme jeho tplnou derivaci podle ¢asu, vyuzijeme ptitom zdménnost poradi derivaci,

Tl (E)t o TPiota) = § dx (c’)qi o T ag; c'hc) = P dre 5 (1.5)
Protoze ale L nezavisi explicitné na k, je

d

=0 (1.6)

Dokazali jsme tedy, Ze veli¢ina J nezavisi na Case a nazyva se Poincarého invariant.

Poznamka 1: Lze snadno nahlédnout, Ze kazdy ¢len v integralu (1.4) 1ze integrovat nezavisle a ze
vysledny integral je roven ploSe ohranicené priméty trajektorie do jednotlivych rovin (g, px)-

Poznamka 2: Upozornime radéji zvlast na to, zZe integral (1.4) je konstanta nikoliv pro jednu
konkrétni trajektorii, to by bylo zfejmé jiz ze samotného tvaru (1.4) ale pro rtzné (témér)
uzaviené trajektorie téhoz systému pri rtiznych casech.




Kdybychom chtéli ptejit k parametrizaci feseni (1.3) od faze k ¢asu ménicimu se béhem jedné
periody (¢as ve druhém argumentu nechdvame stale zafixovany a proto jej nevyznacujeme),
dostaneme

q = qi(k) = qi(wt + @) (1.7
Kde thlova frekvence w a pocatecni fazovy thel ¢ jsou konstantni parametry.

Ptfedpoklddejme nyni, Ze systém jiZ neni autonomni, tedy Ze Lagrangeova funkce zavisi na Case.
Obecné resenti (1, 3) pro tento pripad miiZeme chapat jako reSeni podobné periodickému ve tvaru

q; = qi(w(D)t + (), 1). (1.8)

kdy se nyni s casem méni uhlova frekvence, fazovy tihel a pres explicitni zavislost na ¢ase se muze
ménit napriklad amplituda. Vyjadfeme nyni veli¢inu podobnou Poincarého invariantu (1.4) pro
tento pripad

o aer 0q;
J= fin pi = fdrc Pia—Kl' (1.9)

Pricemz abychom dobie definovali, pfes jakou ¢ast trajektorie se integruje (jiZ neni uzaviend),
presli jsme opét substituci k nezavisle proménné k a integrujeme od 0 do 2.

Vyuzijeme vysledku (1.5) a vyjadiime ¢asovou derivaci

dS_f aL(t)_f 6L6t_f 6L1~16Lf _2mal oL

& g 2 e =2 11
dt EP ot ox Kote “war) ¥ o Ta (1.10)

Kde jsme derivaci ¢asu podle k vyjadrili ze vztahu k(t) = w(t)t + @(t) a predpokladali, Ze
frekvence i derivace Lagrangeovy funkce jsou béhem jedné periody pribliZzné konstantni a T =
2m/w je perioda, kterou je ovSem jiZ nutno brat pouze za pribliznou hodnotu, nebot se v ¢ase také
meéni. Veli¢ina J jiz neni invariant, ale podoba se invariantu v pripadé, kdy se Lagrangeova funkce
méni béhem jedné periody malo. Nazyva se adiabaticky invariant. Bude-li v§ak po celou
sledovanou 7 dobu platit

e (1.11)

adiabaticky invariant J bude priblizné konstantni podobné, jako je Poincarého invariant J. Po
dosazeni (1.11) auvazeni Ze 3 = LT (je vidét z (1.9), mame podminku

oL L

— KL - 1.12

at 1 ( )
Literatura: Peter A. Sturrock: Plasma Physics, Cambridge University Press 1994, z této knihy
pouzit diikaz nezavislosti Poincarého invariantu na €ase, v nékterych detailech mirné pozménény,
jelikoZ mi tak daval vétsi logiku, ostatni jsou vlastni vypocty.

Poznamka: Na dva rizné varianty s riiznymi nazvy rozdéluje adiabaticky invariant Sturock ve své
uCebnici plazmatu ale mozna bude lepsi to takto nezavadét, definice je stejna, liSi se to jen
Lagrangianem, ktery je v prvnim piipadé casové nezavisly a ve druhém zavisly.



2. Adiabaticky invariant pro nerelativistickou castici

Lagrangian castice s Lorentzovou silou (uvazujme zatim obecné, tj. elektromagneticky
Ctyrpotencial je funkci souiadnice a ¢asu) je

T . 1
L= mﬂ;xz —q(¢ — 1,;4;) 25"“)2 —q(¢—v-A) (2.1)
Kanonické hybnosti (1.1) jsou
p, = % = mu. + qA, (2.2)
1 al‘ 1 12

7

(upozornéme, zZe se lisi se od ,obycejnych“ hybnosti ¢clenem s vektorovym potencidlem A).
Pohybové rovnice (1.2) budou mit tvar

. 04; op . OA,
St g—Lt=q| ———+ 0, —= |. 2.3
T ot q[ oz; K o, (23)
neboli ve vektorovém tvaru
mv+q%=q(—V¢+v-VA). (2.4)

Konstantni magnetické pole

UvazZujme magnetické pole B = 0,0,B , s nim svazany vektorovy potencidl naptiklad
A = —By,0,0 asidenticky nulové elektrické pole s potencidlem ¢ = 0.Kanonické hybnosti pro

tento pripad dostaneme jako

p, =mv, +qBy,

p, =mu,, (2.5)
p, =mu,.
a Lagrangeovy rovnice budou mit tvar
mo_ + quB =0,
mi)y = qu B, (2.6)

mo, =0,

coz jsou ale znamé rovnice, jejichz reSenim je gyracni pohyb po kruznici v roviné kolmé na B
s Larmorovou thlovou frekvenci

w, =-— (2.7)

a Larmorovym polomérem

R == v-_—"1L, (2.8)

Spocitejme nyni Poincarého invariant (1.4)



t+T
J = qS(va - g4, )dz + mu,dy + mv,dz = I [dt(mvx - qBy)v, + mv§ + mvf] =
t

t+T t+T (2.9)

=mva—qBI dtyv, =mv2T—qB_[ dtv, sin(@pt + @)| Ry, sin (ot + @) -y

t t v, Y

Posledni integral se rozdéli na dva €leny, prvni vyjde %ULRLT , druhy bude nulovy, za periodu

dosadime T =2zR;, /v, adostaneme po upravach vysledny tvar

1 2
J = mT(zﬁ ——vzj =2nmRy | v, — — |. (2.10)
2 2v,

Tenhle vysledek je zajimavy, mimochodem odlisny od Petrova vysledku v jeho TM1, je to ale tim,
Ze pouZil v adiabatickém invariantu oby¢ejné hybnosti, spravné mély byt kanonické hybnosti (2.2)
ale pokud bude v = v, vysledek je bud’ tyz, nebo se liSi jednou polovinou, coZ je ale jen neménna
konstanta, s ni i bez ni pordd pljde o invariant. Vyhodou tohoto vypoctu je, Ze vyjde i pro
nehomogenni pole, s obéma slozkama rychlosti, rovnou z obecného adiabatického invariantu.

Relativisticky vypocet mam zatim jen na papirech, mohu to sepsat, jen myslim, Ze jsem si ty papiry
nechal doma, prikladam ale do prilohy, moZna to sepiSu i bez téch mych poznamek, dost si to
pamatuju a byl to v podstaté vypocet podle toho Sturocka.

1. Sturock: Plasma Physics, tam je odvozeni adiabatického invariantu obecné, bez
Hamiltonovych rovnic, strucnéji a elegantnéji, pak relativistické feSeni Lorentzovy Castice
v polarnich soutadnicich, to se libilo Vojtovi, jelikoz si lamal hlavu, jak definovat ten polomeér,
neni to tam ovSem rozieSeno, jakou korekci da ¢len z 6B /0T, ktery zplisobi nenulové E a

zpomaleni nebo urychleni ¢astice, dival jsem se do tvé Fyziky plazmatu, tam to mas, jen ovSem
nerelativisticky. Pokud se to spocita i relativisticky, ovéfi se pripadné podminka (1.12) pro
Lorentzovu Castici relativisticky.

2. Mechanics Physics 151 Lecture 17 Special Relativity
http://users.physics.harvard.edu/~morii/phys151/lectures/Lecturel7.pdf, coz je piehled
toho, co potiebujeme, jak ad hoc pristup na zakladé hadani Lagrangianu, tak korektni
vypocet v invariantnim tvaru, neni tam jen adiabaticky invariant,

3. Chapter 5 The Relativistic Point Particle
http://fma.if.usp.br/~amsilva/Livros /Zwiebach /chapter5.pdf zde je docela dobie udélany
pohyb relativistické castice, Pro Vojtu budou zajimavé ty poznamky k parametrizaci
trajektorie, konzultoval to se mnou. Ale opét neresi adiabaticky invariant, ten jsem nasel jen
v tom Sturockovi.



http://users.physics.harvard.edu/~morii/phys151/lectures/Lecture17.pdf
http://fma.if.usp.br/~amsilva/Livros/Zwiebach/chapter5.pdf
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