Gyracni polomeér jako invariant relativistického pohybu
nabité castice v konfiguraci rovnobézného konstantniho
vnéjsiho elektromagnetického pole

1 Popis problému

Uvazujme pohyb nabité éastice v E? v takové konfiguraci elektrického a magne-
tického pole, ze E = ¢gB, kde g je néjaka realnd konstanta a magnetické pole
je homogenni. V nerelativistickém priblizeni pro nenulovou projekci pocateéni
rychlosti do roviny p kolmé k B pozorujeme charakteristickou trajektorii, ¢astice
»gyruje’. Zjednodusené feceno, projekce trajektorie pohybu ¢astice do roviny p
je kruznici. BUNO volime kartézské souradnice tak, aby magnetické pole lezelo

ve sméru osy z, tedy
B =(0,0,B)

E=¢4B

Rovina p pak bude shodna s rovinou XY. Ma-li byt Larmortv polomér kon-
stantni, trajektorii ¢astice pro libovolné pocateéni podminky v projekci do p
bude kruznice(silny predpoklad).

2 Nerovnomérny pohyb po kruznici v R?

2.1 Zavedeni pohybu po kruznici
Nejdiive prehled zakladnich vztahu pro pohyb po kruznici, obecné libovolné
zrychleny. Samotné vztahy jsou odvozeny pomoci transformace do polarnich
soutadnic. Kruhovy pohyb ma rovnice

x = Ry, cos[o(t)]

y = Ry sin [¢(t)]

pro konstantni Ry, pficemz ¢(t) je obecnd spojitd funkce laboratorniho ¢asu t.
Spojitost plyne z podminek pro feseni obecné pohybové rovnice v klasické me-
chanice. Casovou derivaci budeme znacit ¢drkou. Odvozené vztahy pro rychlost
a zrychleni v soufadnicich XY:

' = —y¢'(1)
y = ax¢'(t)

o =~ [yo" (1) + 2¢"(1)]
y// _ :U(i)”(t) o yd)'Q(t)
Standardné zavedeme vektory v a a:
v=(z,y)

a—= (x//’yll)



Obecné zrychleni neni kolmé na rychlost. Pro kruhovy pohyb polozime velikost
(te¢né) rychlosti v do rovnosti

v(t) = Rud'(t)
7 transformace i z konstantni vzdalenosti od pocatku je jasné, ze nemusime
rozliSovat mezi obecnou rychlosti a jeji tecnou slozkou v kruhovém pohybu.
Zrychleni ale rozlozime na podélné a dostiedné:

a=ap +ay

Uméle zavedeme:

ap(t) = (—y¢"(t), z¢"(t))
aq(t) = (—ad(1), —yo"(1))
Déle uz vynechame zavislosti na ¢ase t, jediné konstanty jsou: Larmortuv polomér
R, velikost mag. pole B a konstanta linearni zavislosti g. Ostatni objekty jsou
funkcemi casu.

2.2 Podstatné vztahy
Velikost podélné a kolmé slozky zrychleni je

|lap|| = [R.¢"|

02
Ry,

Skalarni soucin dostiedné slozky zrychleni a vektoru rychlosti:

lagll = [Ru¢™| =

ag-v=ay¢” —ay¢”® =0
Skalarni soucin obecného zrychleni a vektoru rychlosti:
a-v=ap -v+tag-v=ap v=y¢'¢ +2°¢¢" =R}¢¢’
coz plyne z vlastnosti seskvilinearni formy redlnych funkci a vztahu
R =2 +y°
7 predchoziho dale plyne
lap - v| = [lap|| - [|v|

¢ili podélna slozka zrychleni je rovnobézna s v.
Nejdulezitéjsi je ovsem vztah pro velikost dostfedné slozky zrychleni:

’02

lagll = V¢'ta? + ¢ty? = VR0 = Rug” = o




3 Ovéreni kruhového pohybu castice v poli

3.1 Myslenka ovéreni

Nasim cilem je tedy ovérit, zda jsme schopni pfevést pohybové rovnice do tvaru
odvozenych vyse. Protoze hlavnim problémem je relativisticky vliv na priéné
slozky rychlosti, velikost dostfedného zrychleni by méla zachovavat tvar

llagll = Kv-v

kde K je konstanta, jejiz reciprokd hodnota bude rovna Larmorovu poloméru.
Daéle musi zustat zachovany hodnoty pftislusnych skaldrnich sou¢int vektoru
zrychleni a rychlosti. Tento postup by dédle mohl vést k pochopeni jakym zpu-
sobem se relativistické skladani rychlosti promita do podélné slozky zrychleni
takového pohybu po kruznici.

3.2 Pohybové rovnice a notace

Rovnice obecného pohybu ve vnéjsim elektromagnetickém poli v prostoru E3
jsou
(yv) = Q(E#—v x B)
mo
pro naboj ¢astice @, klidovou hmotu mg a Lorentzuv faktor v. Néboj i klidova
hmota jsou konstantni. V na$i konfiguraci rovnobézného homogenniho pole v
ose z lze rovnice zjednodusit na

, B
(’7’0:1:) - %Ovy
B
('Y'Uy)/ = _%Uw
B
(yv:)' = %Og

Prvni dvé rovnice jsou svazany se tieti faktorem -y, definovanym jako

1

2 2 2
_ vz+vy+vz
C2

’y:
1

Zobecnéme v na jakoukoliv alespon jednou spojité diferencovatelnou funkei casu
s defini¢nim oborem (0, c0) a oborem hodnot (1, 00). Tfeti rovnice se tak stane
prebyteénou a muzeme obecné pracovat se tiidou soustav rovnic typu

(yvg)' = Hu,

('Y'Uy)/ = _Hva:

kde v na$i konfiguraci plati H = %, obecné je vSak néjakou konstantou.



3.3 Odvozeni vektoru zrychleni

V zadané konfiguraci zavedeme vektor F jako
F = (yv) = (Hvy, —Hvy)
Protoze a = v/, formdlné zderivujeme prostiedni vyraz a vyjaddfime zrychleni:
(7v) =7"v+v

W =) =9v=F—19'v

1 !
v =-F-2Ly
v gl
1 /!
a=-F- Ly
v gl

Zkusmo rozdélime vznikly vyraz na podélnou a dostiednou slozku:

y
ap =——vVv
P Y

1
ad:—F
Y

Je okamzité jasné, ze takto definovand podélnd slozka ap je rovnobéznd s v.
Zbyva ovérit skaldrni soucin dostiedné slozky s rychlosti v a velikost dostfedné
slozky. Kolmost vektoru lze ovérit snadno:

1 QB
ad-v:fF-v:
Y Ymo

(VyVz — VgUy) =0

Vypocet velikosti dostfedné slozky ovsem povede k nasledujicimu problému:

|H| H|
v
5

1
agll = ||=F|| = = fo2 402 =
llaql| H7 I -V

kde v oznaguje velikost rychlosti. Tento vyraz musi odpovidat vztahu odvozenému
vySe pro kruhovy pohyb, tedy
[H| _ v°

V= —
v R,

Pro v = 0 je vztah splnén vzdy, hledame tedy dél:
Ry [H| = v

Protoze vyraz na levé strané mé byt konstantni v ¢ase, musi byt konstantni i
vyraz na pravé strané, tedy
(yv)'=0

Zavedenim vektoru u := yv = (yvg, yv,) mizeme vztah upravit:

!
(VQ/U% +v§) =0



I
{wﬁ@+%% =0

Vyraz v derivaci je velikost vektoru u(oznaéime u) a problém tak lze pievést na
vztah
w =0

Vektor u je pouze funkei asu, stejné tak jako vektor rychlosti. Casovéa derivace
jeho velikosti je tak

! 1
u = (\/ui +u§) = ﬁ(umu; + uyuy,)
) Uz T Uy

Je tteba si uvédomit, ze slozkdm u;, a u;, odpovidaji slozky vektoru F. Z identit
Uy = YUz & Uy = YUy tak substituci dostdvame

H
u = 77(%% —vy;) =0

Y4/ V2 + 02

coz dokazuje vyse uvedenou podminku pro velikost dostiedného zrychleni. Lorentzuv
faktor se zde navic uplné vykompenzoval ve vyrazu pied zavorkou.

4 Zavér

Predpoklady kruhového pohybu se podarilo ovérit v ramci podminek uvedenych
v textu. Interpretace vysledku zni nasledovné: Pro relativistickou ¢dstici, pohy-
bujici se v homogennim magnetickém poli, nevede spojité urychlovini ve smeéru
magnetickijch silokiivek ke zméné gyracniho poloméru.

Larmoruv polomér odvodime z poc¢ateénich podminek:

2 2
Vzo t Vo _ Y0MovLo

<@>2 (1 _ ”30+U§20+7’§0) B ‘QB‘

mo

R, =

kde vig = /vl + vy je pocdtecni kolma rychlost a o pocdtecni hodnota
Lorentzova faktoru.

Déle, jednoduchou tvahou z faktu, ze

Y, = ym = konst., R;, = konst.

dospéjeme k zavéru, ze pii spojitém urychlovani Cédstice ve sméru silokiivek
magnetického pole se bude ménit velikost kolmé slozky rychlosti a tedy gyraéni
frekvence.



