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Abstrakt

Tato prace je zamérena na popis rotaci ve ¢tyfrozmérném prostoru s vyuzitim kvaternioni.
Je zde zpracovana zakladni charakteristika télesa kvaternionti a uvedeny rtizné pristupy
zavedeni. Déale nabizi struény popis grup SO(3), SO(4) a jejich souvislost s rotacemi a
kvaterniony. V textu naleznete zminku i o jinych zptisobech reprezentace rotace. Jsou zde
popsany vztahy mezi nékterymi dalSimi reprezentacemi rotace a kvaterniony s jednodu-
chymi ptiklady. Mizete zde nalézt i rtizné priklady vyuziti.
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tace v SO(3), reprezentace osa—ihel, oktoniony.



Abstract

This thesis is aimed at rotation in a four-dimensional space using quaternions. Elementary
characteristics of quaternions field are presented and different approaches to its implemen-
tation are stated here. This thesis also states a short description of SO(3) and SO(4)
groups and their connection with rotations and quaternions. A note about another ways of
representation of rotation can be found in this text as well. Relations between some other
representations of rotation and quaternions are described here, including simple examples.
You can find here a various examples of using quaternions.

Key words

Quaternions and their using in geometry, quaternion, algebra of quaternions, group SO(n),
rotation in SO(4), rotation in SO(3), representation axis—angle, octonions.
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1 Uvod

Kvaterniony jsou zobecnénim komplexnich ¢isel v trojrozmérném prostoru. U zrodu kva-
ternionu stal Sir William Rowan Hamilton (1805-1865). Nalezl vztah pro ndsobeni ¢ty
zékladnich jednotek, nagel feseni ve formé i* = j*> = k* = ijk = —1. P¥igel na to, ze je
zapotiebi zavést jednu redlnou a tii imaginarni slozky, aby byla spravné vytvorena algebra
kvaterniont. Kvaternion s+ iz + jy + kz 1ze zapsat jako uspotddanou ¢tvefici (s, (z,y, 2)).
Castdji viak byva zapisovan ve zkraceném tvaru (s, v). Kde s je skalar a v je chapan jako
vektor v trojrozmérném prostoru (viz [8]).

Pokud nésobime dva skaldrni kvaterniony (kvaterniony, které maji vektorovou slozku nu-
lovou, tj. skalary) dostaneme opét skalar a pokud nasobime ryzi (kvaternion s nulovou ska-
larni ¢asti) a skalarni kvaternion dostaneme skalarni nasobek ryziho kvaternionu. Jestlize
budeme nésobit dva ryzi kvaterniony v; a vo dostaneme kvaternion, jehoz skalarni cast je
zaporné vzaty skalarni soucin (vi,vs) vektorii vi a vy a vektorova ¢ast je rovna vektoro-
vému soudinu vy X vy téchto dvou vektoru (viz Véta 3.2). Jak uvidime, nasobeni kvaternionti
Uzce souvisi s rotacemi ve ¢tyfrozmérném a trojrozmérném prostoru.

Nésobeni kvaternionti neni komutativni, ale je asociativni a oboustranné distributivni
vzhledem ke sc¢itani, existuje jednotkovy prvek a ke kazdému nenulovému kvaternionu exis-
tuje kvaternion inverzni a konjugovany. Kvaterniony tvofi nekomutativni téleso. Je to obor
¢tytslozkovych cisel, ktery obsahuje obor ¢isel komplexnich. To znamena, ze komutativni
téleso komplexnich ¢isel je podtélesem nekomutativniho télesa kvaternioni.

Jednotkovy kvaterion || ¢ ||= 1 je vyznamny pro pocitacovou grafiku, tento kvaternion se da
zapsat jako ¢ = (cos @, vsinf), kde || v ||= 1. Kvaternion popisuje rotaci v trojrozmérném
prostoru, a to rotaci kolem jednotkového vektoru v o thel 26 (viz [1]).

Reprezentace rotace v R? s vyuZitim kvaterniont je jednoducha. Prostor R? ptedstavuje
euklidovsky prostor dimenze 2 a obdobné prostory R? a R* predstavuji euklidovské prostory
dimenze 3 a 4. Je numericky stabilnéjsi nez reprezentace tvorena ortogonalnimi maticemi.
Grupa rotaci SO(2) je tzv. specidlni ortogonalni grupa redlnych matic typu 2 x 2, je
izomorfni k U(1), coZ je grupa jednotkovych komplexnich é&isel e*? = cos ¢ + i sin p, nebot

oo [ CoSP sin ¢

sing cosp
je izomorfismus. Vsimnéme si, Ze U(1) je homeomorfni s kruznici S'. Nyni ztotoZnime
rovinu R? s komplexni rovinou C, necht z = z + iy € C, (z,y) € R?. Pak kazd4 rovinna

rotace R, se stfedem v pocatku o tthel ¢ je reprezentovana komplexnim ¢&islem e? € U(1),
pro vSechna z, z € C,

Z=Ry(2) Z=¢€"z

Kvaterniony zobeciiuji komplexni ¢isla tak, Ze rotace R? je reprezentovana nasobenim jed-
notkovych kvaternionti.
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Nésobeni kvaterniont neni komutativni a rotace z SO(3) vyzaduje konjugaci kvaterniont.
Misto kruznice S* bereme v tivahu sféru S® v prostoru R, grupa U(1) je nahrazena grupou
SU(2).

Grupa SO(3) ztotoznéna s rotaci v R? detailngji souvisi se sférou S* a s realnym projek-
tivnim prostorem RP®. Rotaci z R?® vystihuji velmi pfesné pravé kvaterniony.

Nyni mame zékladni pfedstavu o tom, co jsou kvaterniony a k ¢emu nam mohou poslouzit.
V nasledujicim textu uvedeme historické souvislosti s objevem kvaternionii a zminime se o
oktonionech, které jsou dalsim zobecnéni kvaternionii. Zavedeme kvaterniony a jejich za-
kladni vlastnosti, které budeme dale vyuzivat. Pokusime se ukazat, ze kvaternion popisuje
rotaci v trojrozmérném prostoru. Nasledné vyuzijeme kvaternionii pti feSeni geometrickych
uloh a na zavér se zminime o riznych zptisobech vyuziti kvaternioni.

2 Historie kvaternionu

2.1 Historie komplexnich cisel

Komplexni ¢isla se poprvé objevila v 16. stoleti pri feSeni algebraickych rovnic v pracich
italskych matematiki. V 17. a 18. stoleti se zacalo uzivat terminu ,imaginarni ¢islo“ a
pravé komplexnimi ¢isly se zacali zabyvat matematikové jako naptiklad Abraham de Mo-
ivre (1667-1754), Leonhard Euler (1707-1783), ktery zavedl symbol i pro y/—1, Johann
Bernoulli (1667-1748) a dalsi. Koncem 18. stoleti se komplexni ¢isla jiz hojné uzivala v
matematické analyze, hydrodynamice nebo kartografii. Pfesto vSak nebylo stéle jasné jak
chapat prvek v/—1 a jak si predstavit komplexni ¢islo. Euler chapal komplexni &islo o + iy
jako bod roviny s kartézskymi souradnicemi (x,y). Pomoci polarnich soutadnic vyjadfoval
komplexni ¢islo v goniometrickém tvaru x + iy = r(cos ¢ + isin ).

Na prelomu 18. a 19. stoleti dospél Carl Friedrich Gauss (1777-1855) ke geometrické in-
terpretaci komplexnich ¢isel jako bodi roviny. Rovina komplexnich ¢isel byla proto v 19.
stoleti nazvana Gaussovou rovinou.

S¢itani a nasobeni komplexnich cisel je dano témito rovnostmi
r+iy+i+ig = (z+2)+i(y + 9),
(z +iy) (2 +i9) = (v — y§) + i(xf + y2),
pripadné v goniometrickém tvaru
r(cos ¢ + isin p)r(cos @ +isin @) = rrfcos(p + @) + isin(p + @)].

Komplexni ¢éislo = + yi je v roviné kartézskych soufadnic zndzornéno bodem M = [z, y],
nebo vektorem OM s pocatecnim bodem O a koncovym bodem M. S¢itani komplexnich ¢i-
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sel odpovida séitani vektort a ndsobeni komplexnich ¢isel predstavuje slozeni rotace (kolem
pocatku) a stejnolehlosti (se stfedem v pocéatku).

2.2 Rozsirfovani oboru komplexnich cisel

Zptusob jakym byla komplexni ¢isla vytvorena a také jejich geometrické interpretace vedly
k dalsim pokustim o rozsifovani oboru komplexnich ¢isel na ,vétsi“ ¢iselny obor. Témto
viceslozkovym ¢isltim ze pozdéji zacalo fikat hyperkomplexni ¢isla.

Zacaly se studovat formalni vyrazy typu
agoy + ajoq + ...+ Ay Oy,

kde n bylo zvolené pfirozené cislo, ag,aq,...,a, byla redlnad ¢isla a «g,aq,...,q, nové
zakladni jednotky. Dnes ovSem vime, Ze systém hyperkomplexnich ¢isel lze vytvorit pouze
pro n = 1,2,4,8, coz dokdzal némecky matematik Adolf Hurwitz (1859-1919) roku 1898
viz [13]. Tedy redlné alternativni algebry s délenim koneéné dimenze existuji pravé ctyii.
Tomuto tvrzeni se také fika zobecnéna Frobeniova véta. Pricemz pokud n = 1 jde o realna
¢isla a tedy i o komutativni asociativni algebru a pokud n = 2 jde o komplexni ¢isla
a komutativni asociativni algebru. Jestlize n = 4 jedna se o nekomutativni asociativni
algebru, tedy kvaterniony a nakonec n = 8 oktoniony jsou nekomutativni, neasociativni a
alternativni algebrou. Algebra A je alternativni, jestlize plati néasledujici vztahy (zz)y =
x(ry) a y(xz) = (yx)r pro vSechna x,y € A. Déle existuje jesté nekoneéné mnoho algeber,
které nejsou ani alternativni (jejich popis neni jesté zcela znam).

Scitani vyse uvedenych vyrazi vsak bylo definovano po slozkach a mélo vlastnosti jako je
asociativita, komutativita, existence nulového prvku a existence opac¢ného prvku. Na naso-
beni se kladly pozadavky jako je asociativita, komutativita, existence jednotkového prvku
a existence inverzniho prvku, které nalezeni vhodnych vzorcti pro nasobeni samoziejmé
komplikovalo.

Pravé témito problémy se zacali zabyvat Hamilton, Arthur Cayley (1821-1895), Augustus
de Morgan (1806-1871), bratii Gravesovi a dalsi. Snazili se najit novy ¢iselny obor (ale-
sponi trojslozkovych ¢isel), ktery by rozsifoval obor komplexnich ¢isel. Nasobeni mélo byt
asociativni a komutativni a méla byt zarucena existence jednotkového prvku a ke kazdému
nenulovému prvku prvek inverzni. Vysledna struktura meéla byt komutativnim télesem.

Hamilton se nékolik let pokousel nalézt obor cisel, ktera by rozsifovala jiz znamy obor
komplexnich ¢isel. Zaméril se na trojslozkova cisla, ale jeho snazeni bylo marné. Pti hle-
dani vzorce pro nasobeni trojslozkovych ¢isel mu vychazely struktury, které obsahovaly
netrivialni délitele nuly (tj. nenulové prvky, jejichz soucin je roven nule). Jak pozdéji na-
psal svému synovi: ,, Kazdé rdno u snidané jste se mé ty a tviij maly bratr William Edwin
ptali, jestli uz umim nésobit trojice. A ja vam vzdy fikal se smutnou tvari, Ze je umim
pouze scitat.” Nakonec se rozhodl fesit tento problém pro ¢tytslozkova ¢isla, ktera nazval
kvaterniony. Historka pravi, ze kdyz Sel 16. fijna 1843 po Broughamském mostu pres Royal
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Canal v Dublinu na zasedani Kralovské akademie véd, napadl ho vzorec pro nasobeni za-
kladnich jednotek. Hamilton pak tento vzorec vyryl kapesnim nozem do Broughamského
mostu (viz [3]). A toto misto dodnes pfipomina deska s népisem :

Here as walked by

on the 16th October 1843

Sir William Rowan Hamilton

in a flash of genius discovered
the fundamental formula for
quaternion multiplication

=7 =Kk>=ijk=—1

& cut it on a stone of this bridge.

Kvaterniony jsou tedy oborem hyperkomplexnich ¢isel, ktera jsou nejblizsi ¢islim kom-
plexnim. Hamilton vénoval kvaternioniim zbytek zZivota a napsal o nich dvé monografie.
OvSem vyznam kvaternionii se vyznamu komplexnich ¢isel nikdy nevyrovnal, (podrobnéji
v [12], [11]).

2.3 Oktoniony

O svém objevu kvaterniont napsal Hamilton jiz v roce 1843 svému priteli J. T. Gravesovi.
Graves byl jeho objevem inspirovan a v prosinci 1843 nalezl systém hyperkomplexnich
¢isel s osmi zadkladnimi jednotkami. Nezavisle na Gravesovi nalezl stejny obor i Cayley.
Tento novy obor se nazyva oktoniony nebo se uziva terminti Cayleyova ¢isla ¢i Gravesova—
Cayleyova ¢isla (viz [11]). Jedna se o ¢isla zapsana ve tvaru

a+bi+cj+dk+el+ fm+ gn+ ho,

kde a,b, ..., h jsou redlna cisla a i, j, ..., o0 jsou zakladni jednotky, které se nasobi pomoci
rovnosti
kde plati

1] = _ji = k7

il = —li=m,

j = —jl=n,

kl = —-lk=o0o atd.

Nésobeni oktoniont je nekomutativni a neasociativni, ale je alternativni viz [14].
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3 Algebra kvaterniont

3.1 Uvodni pojmy
Definice 3.1 Necht # = k* = § = ijk = —1, ij = k a ji = —k. Kvaternion q mizeme
napsat jako

q = [s,v], s€eR,veR?
= [S,(ZL‘,y, 2)], S,T,Y, % eR
= s+w+gy+kz, s,xyzeR

Poznamka 3.1 7 vyse uvedenych vztaht a za predpokladu asociativity nasobeni se urci

tabulka pro nasobeni ¢tyf zakladnich jednotek 1,1i, j, k—viz Tabulka 2. O
111§k
1y1]i|jk
i|i|-1]k]|-j
Jlil-k|-1]i
kik|j|-i]-1

Tabulka 2: Vztahy mezi 1,1, j, k.

Definice 3.2 MnoZzZina kvaternioni je znacena H.

V rtiznych zdrojich existuje nékolik dalsich zptsobti, jak zavést kvaterniony (viz [2]). Napfi-
klad mtizeme kvaterniony nadefinovat jako urcitou komplexni matici typu 2 x 2. Komplexni
¢islo z napiseme jako z = a+1b, kde a,b € R a vytvorime k nému ¢islo komplexné sdruzené
Z,Z2=a— .

Potom 1, i, j, k jsou chdpana jako matice

(28) (%)
j=(_01 é) kZ(? 5)

Kombinaci téchto matic vytvofime mnozinu H, s1 + zi + yj + 2k, kde (s, z,y,2) € R%
Kazdou matici v mnoziné H (tj. kazdy kvaternion) mizeme pak zapsat takto

a b
A:(—b a)’

kde a = s +1x a b = y + iz. Takova komplexni matice A reprezentuje kvaternion s + iz
+Jjy + kz.
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Kvaternion muze byt reprezentovan také jako redlnd matice typu 4 x 4 viz [8].

Pro s, x,y, 2z € R je néasledujici matici

s —xr z -y
B r s -y —z
-z Yy s -

reprezentovan kvaternion s + ix + jy + kz.

Maticova reprezentace kvaternionti mé nékteré dalsi vlastnosti, které nebudeme uvadét,

vz

podrobnéjsi informace naleznete v [8].

Kvaterniony H jsou velmi casto definovany jako realna algebra, kterd je tvorena ¢tyimi
c¢astmi 1, i, j, k.

3.2 Zakladni vlastnosti

Definice 3.3 Nech+t q € H. Pokud q = [s,v|, kde s = 0, pak q se nazgvd ryzt kvater-
nion. MnoZina ryzich kvaterniond je znacena H,.

Definice 3.4 Necht q € H. Pak kvaternion § nazgjvame konjugovanym kvaternionem
s kvaternionem q, jestlize plati g = [s, v] = [s, —v].

Pokud je dan kvaternion ¢ = s + ix + jy + ky, pak konjugovany kvaternion ¢ ma tvar

q=s—ir—jy—ky. (1)

~

Definice 3.5 Necht q,G € H, kde q¢ = [s,(z,y,2)] a § = [8,(Z,7,2)]. Operaci séitani
definujeme ndsledovné

g+q = [s,9+[5,7]
= [s,(z,y,2)] + [5,(2,9,2)]
(s + iz + Jy + k2) + (§ + i@ + 3y + k2)
= (s+8)+(@+2)+(y+ 95+ (z+2)k (2)

Véta 3.1 Necht q,q € H, kde ¢ = [s,v] a § = [3, v]. Pak miZeme napsat ¢+ 4 = [s
+ 5, v+ 0]

Diikaz 3.1 Dikaz je ziejmy. O
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Definice 3.6 Necht jsou ddny kvaterniony ¢,q € H. Odeéitani je definovdno vztahem
¢—q4=q+(-1)q. (3)

Definice 3.7 Nechtq,§ € H, kde g =s+ix+jy+kz aj=35+ii+jy+kZ. Nasobeni
je definovano takto

qq = [57 H ]
= [s,(z,y,2)][5, (2,9, 2)]
= (s+ix+jy+kz)(§+iTt+5y+k2)
= s(S+zi+yj+2k) +ai(S+ i+ 95+ 2k) +yi(S+ i+ gj+ Zk) +
2k(5+ 214 g5+ 2k)
= s§S—axt—yy— 22+ (st + Sx+yZ—gz)i+ (s§y—xZ+ Sy+12)j
+(sz2 + 9 — Ty + $2)k. (4)
Tento vztah byl pied lety nezévisle na sobé popsan Hamiltonem a Rodriguesem. Také

Olinde Rodrigues (1794-1851) pracoval s rtiznymi formulacemi, ale kvaterniony neobjevil.
Nekomutativni nasobeni mezi dvéma kvaterniony se nazyva Grassmannovo ndsobens.

Véta 3.2 Necht q,q € H, kde ¢ = [s,v] a § = [§, 0]. Pak miZeme napsat
qG=[s§ —v-v,vX v+ s+ §v], (5)

kde - znamend skaldrni ndsobeni a x vyjadruje ndsobeni vektori v R3.

Diikaz 3.2 qq = [s,v][8,V]
= (s+iz+jy+kz)(5+i7 + kykz)
= $§— (2T +yy+ 22) +i(sT + s + yZ — 29) +
J(sy+ sy + 22 — a2) + k(sZ + Sz + 2y — y2)
= [s§ =V -V, VX V+sV+5v] O
Z dikazu 3.2 vidime, ze R(qd) = R(Gq) a I(qd) # I(4q), kde R(qd)(R(qq)) je skalarni

¢ast kvaternionu, ktery vznikl ndsobenim kvaternionu ¢ kvaternionem § zprava (zleva).
Obdobné & znaci vektorovou ¢ast kvaternionu.

Nésobeni kvaterniont se da vyjadiit rovnéz pomoci nasobeni matic (viz Poznamka 3.4).
Poznamka 3.2

1. Nasobeni kvaternionil neni komutativni. Jiz z definice kvaternioni plyne ij = k ale
ji = —k. Nésobeni kvaterniond neni ani antikomutativni, tedy neplati vztah ab = —(ba).
Vsimnéme si, ze 1i = i, ale —(il) = —i.
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2. Nasobeni kvaterniont je asociativni

(Q1CI2)C]3 = (C_IQC]?,),

pro vSechna q1, g, g3 € H.

3. Pokud ¢, ¢2, g3 € H. Pak plati distributivita (levéa i prava) nasobeni viéi s¢itani
(e +a) = qe+ ags,

(2+ @) = @@+ aa.
O

Mnozina H s operaci s¢itani a nasobeni je nekomutativni téleso, které se lisi tim, Ze neméa
vlastnost komutativniho nasobeni (viz Poznamka 3.2).

Véta 3.3 (H, +,-) je nekomutativni téleso, kde plati
1. pro kaZda a,b € H plati, Ze a+b € H a

a) a+b=b+a
b) pokud ¢ € H pak a+(b+c) = (a+b)+c

2. pro kazdd a,b € H plati, Ze ab € H a
a) pokud ¢ € H pak a(bc) =(ab)c

3. pokud a,b,c € H pak
a) a(b+c) =ab+ ac

4. existuje prvek 0 € H, takovy Ze

a) pokud a € H paka+0=a

b) pro kazdé a € H ezistuje opacny prvek —a € H, takovy Ze (—a) +a =0
5. existuje prvek 1 € H, takovy Ze

a) pokud a € H pak al =al =a

b) pro kazdy nenulovy prvek a € H emistuje inverzni prvek a=' € H, takovy Ze a 'a =

aa" ! = 1.
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Dikaz 3.3
1. a) Dikaz je zfejmy, viz vztah (2).

b) Dikaz je ziejmy.
2. a) Vime, Ze nasobeni kvaterniont je asociativni (viz Poznamka (3.2) ¢. 2).
3. b) Vime, ze plati distributivita (viz Poznamka (3.2) ¢. 3.)

4. a) Pokud vezmeme ¢, € H, kde q = [s, (x,y,2)],q #0 a ¢ =[5, (2,9,2)],§ = &
Z = 0 pak podle vzorce (2), dostaneme [(s +0) + (z +0)i+ (y+0)j + (z + 0)k] =
[s, (9, 2)].

A ~

b) Pokud vezmeme ¢, € H, kde ¢ = [s, (z,y,2)] a ¢ = [5,(%,79,2)],8§ = —s, & = —x,§ =
—y,2 = —z tedy § = —q, pak podle vzorce (2) dostaneme ¢+ ¢ = [(s — s) + (x —
)i+ (y—yli+(z—2)k]=0.

5. a) Pokud vezmeme ¢, € H, kde ¢ = [s,v] a ¢ = [5,(V)],§ = 1,v = 0 tedy ¢ = 1, pak
podle vzorce (5) dostaneme ¢¢ = [s1 — v0,v x 0+ s0 + 1v| = [s,v] = q. Pro qq je
postup analogicky.

b) Viz Véta 3.5. .

Definice 3.8 Nechtq,q € H, q = [s,v] = [s, (z,y,2)] a §=[3,v=[8, (%,79, 2)]]. Skaldrni

soucin dvou kvaternioni vypocitame jako

q-G=sS+ i +yy+ 22 (6)

Definice 3.9 Necht g € H, q = [s,v] = [s, (z,y, 2)]. Normu q budeme oznacovat || q ||,

ta je dana vztahem
lgll= Vs +a22+y2+ 22 = \/qg, (7)

tedy
lalP=s+2*+y*+2" =+ [ o]’ lql=0.
Norma || ¢ ||?= 0 jen tehdy, pokud s =z =y = z = 0, tedy
lq|*=0q=0.

Poznamka 3.3 V jiné literatuie (viz [2]) je vyraz s + 22 + y% + 22 oznacovan N(q) a
nazyva se redukovand norma kvaternionu q. O

Poznamka 3.4 Nyni muzeme vyjadfit ndsobeni kvaterniont pomoci ndsobeni matic.
Protoze nasobeni kvaternioni je bilinedrni (viz Pozndmka 3.2 ¢. 3), je pro pevné p zobrazeni
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q — pq linearni a také pro dané ¢ je zobrazeni p +— pq linearni. Matici prvniho zobrazeni
budeme znacit L, a matice druhého zobrazeni R,, pak

s —xr -y —=z 5

B s -z y x
pq = Lpq = y s g |

z -y x S z

5 —r -y —Z s

B 5 zZ -y x

z oy -z S z

Radky a sloupce téchto matic jsou ortogonalni. Takze pokud p a g jsou jednotkové kvater-
niony, matice 1%, a L, jsou ortogonalni.

Nyni jednoduse ukdzeme, ze R; = RqT. Na zékladé Definice 3.4 plati, ze ¢ = [s, (z,y,2)] a
q=[s,(—z, —y, —y)] potom matice K; vypada nasledovné

s Ty oz
-r s —z Y
-y z S —x
-z -y T S

Vime, Ze matice R, nabyva tvaru

s —r -y —z
R, = r s oz -y
y —2z s
z Yy —xr S

Jestlize tuto matici transponujeme, ziskdme matici R, takze rovnost R; = RqT plati.

Navic je ziejmé, Ze plati také L; = L. Jak vime, plati || p ||*= pp, matice L,LI =|| p ||* I
(kde I je jednotkova matice 4 x 4). Analogicky vztah plati i pro R,R}. Protoze det(L,) =
det(L]') snadno miizeme nahlédnout, Ze det(L,)* =|| p ||® a proto det(L,) = % || = ||*. Je
vidét, Ze jeden z ¢lenti determinantu L, je s* a proto

det(L,) = (s* + 2 + 3 + 2*)°.

Ziejmé, pokud je p jednotkovy kvaternion (viz Definice 3.11), pak matice L, € SO(3)
(0o SO(3) viz kap. 4.1) a popisuje rotaci a naopak pokud ¢ je jednotkovy kvaternion, pak
je R, rota¢ni matice.

Definice 3.10 Zobrazeni v : H x H — R je definovdno takto

v(q4) = 8§ + x& + yy + 2Z.
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Vidime, ze zobrazeni v je bilinearni, symetrické a pozitivné definitni. Proto kvaterniony
tvori euklidovsky prostor se skalarnim soucinem v(gg) (viz Definice 3.8). O

Véta 3.4 Necht q,,qz € H. Pak plati

aq = a 1% (8)
TG =B 9)
a2 (=1 @ (Il g2 ] - (10)

Dukaz 3.4

1. Mame ¢; = [s1, v1] a @1 = [s1, —v1]. Muzeme vypoditat
aqi = (s1+vi)(s1—vi)=s1+vi=|al’=aan.

2. Spocitame vyrazy na obou stranach :

q1G2 = S1S2 — S1Vy — SV — Vi- Vo — Vi X Vo
@q = (s2—va)(s1 —vy)
= 8981 — 89V] — S1Vy — Vo - V] + Vo X V3
= ¢192-
Tedy vy - vy =Vy-Vyavy XV =—Vy X Va.
3. | a1 I = (01¢2)(@12)
= Q19209
_ 2 2
= [la "l ¢ I - 0
Definice 3.11 Necht g € H. Pokud
lql=1, (11)

pak q se nazyvd jednotkovy kvaternion. MnoZinu jednotkovych kvaternionu budeme
oznacovat Hy.

Véta 3.5 Necht q € H, q = [s,v] = [s, (2,9, 2)] # 0. Pak existuje jediny inverzni kvater-
nion takovy, Ze q¢ ' = ¢ 'q =1 a plati

1 q

q = W (12)

Dikaz 3.5 Dtikaz provedeme sporem. Necht existuji ai,a, € H dva rizné kvaterniony
inverzni k ¢. To znamena, ze

a; = a1l = a1(qaz) = (a1q)az = lay = as.
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Jak vidime a; = as a proto existuje pouze jediny inverzni kvaternion ke kvaternionu q.

Vychazime z predpokladu, ze a = Hq%' Pak plati
a = -1 _lal*_,
> el Nal>
i = I g Tl
2 2 2 :
Il lal*  Iall .
Véta 3.6 Necht q,q € H;. Plati tyto vztahy
lagll = 1, (13)
' =7 (14)
Diikaz 3.6 Vyuzijeme vztahu (10)
laqll = llallldll=1 nebot [lql=lql=1,
_ 1 1q q _ ;
¢t = —="2= 5 =¢q mebot [ ¢ql=1
¢ qi |al O

Definice 3.12 Necht q,¢ € R, q = [s,v] = [s,(x,y,2)] a § = [8,v = [5, (2,9, 2)]]. Pak
vektorovy soudin dvou kvaternioni vypocitame jako

N a9 — 449
X =
qxq 9

= (y2—22)i+ (22 —22)j+ (29 — y2)k. (15)

Definice 3.13 Kuvaterniony q,§ € H nazjvime ortogonalnit, jestlize plati
q-q=0. (16)

Poznamka 3.5
1. Dva jednotkové ortogonalni kvaterniony nazyvame ortonormalni.

2. Nésobeni dvou na sebe kolmych kvaternionii ¢, § € H, vypada takto ¢¢g = g x §. O

Definice 3.14 Kuvaterniony q,§ € H nazyvame rovnobézZné, jestlize plati
qgxq=0. (17)
Vé&ta 3.7 Necht q = [s,v] € H;. Pak existuje jednotkovy vektor v € R?® a hel 0 z intervalu

—7m < 6 < takove, Ze
q = [cos B, vsinb). (18)
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Dikaz 3.7 Pokud ¢ = [1,0], polozime # = 0 a v bude libovolné vybran z jednotkovych
vektortt v R3.

Pokud ¢ # [1,0], a = |[v| a Vv = iv. Pak v = av, kde Vv je jednotkovy vektor v R3. Protoze
q je jednotkovy kvaternion, dostaneme 1 =|| ¢ ||?>= s> + v-v = s + a?v - v = s + d°.
Jak vidime rovnice s2 + a? = 1 popisuje kruznici v roviné. Protoze tuto kruznici mtizeme
popsat také rovnici cos?d + sin® = 1, pak existuje § € (7, —7) takové, ze s = cosf a
a = sin f. Dostaneme tedy

q=[s,v] =[s,av] = [cos§, vsinb]. 0

Poznamka 3.6

1. Pokud kvaterniony ¢ a ¢ jsou jednotkové kvaterniony, pak i ¢¢ a ¢q jsou jednotkové
kvaterniony.

2. Inverzni kvaternion ¢~! jednotkového kvaternionu ¢ je také jednotkovy kvaternion.

V této kapitole jsme shrnuli zédkladni vlastnosti kvaternionii, které jsou nutné k popisu
v dalsi ¢asti textu. Kvaterniony mayji i jiné dilezité vlastnosti, kterymi se v tomto textu ne-
budeme zabyvat (napf. kvaterniony a exponencialni funkce nebo diferencidlni pocet atd.),
protoze nejsou hlavnim cilem. Vice o zminénych vlastnostech naleznete v [10]. O

4 Kvaterniony a rotace v SO(4) a SO(3)

Rotace kolem osy v trojrozmérném prostoru mize byt definovana nékolika zptisoby. Napfti-
klad pouzitim Eulerova teorému, ktery rika, ze libovolnou rotaci kolem osy v trojrozmérném
prostoru lze popsat tfemi proménnymi. Tyto proménné jsou znamé jako Eulerovy thly (viz
[6]). My se budeme zabyvat rotaci, ktera je vyjadifena kvaterniony. Rotace je dana osou a
orientovanym thlem (ten mé velikost a smysl), které mizeme vzit pravé z kvaternionové
reprezentace (viz Véta 4.16).

4.1 Grupy O(n), SO(n), U(n) a SU(n)

Budeme vychézet z obecné linedrni grupy (grupa je algebraicka struktura s jednou operaci),
kterou oznacime GL(n, F), kde F je téleso R nebo C. Jde o grupu regularnich matic n x n
nad télesem F' s operaci bézného maticového nasobeni.

Definice 4.1 Redlnd matice typu n X n se nazjvd ortogondlni, pokud A=' = AT. Tyto
matice tvori podgrupu grupy GL(n,R), znacime ji O(n) a nazgvdme ortogondlni grupa.
Tedy

O(n) = {A € GL(n,R)|ATA =1}.
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Poznamka 4.1

1. Determinant ortogonalni matice je 1. Vychézime z rovnosti A7A = I odkud plyne
(det A)? = (det AT)(det A) =det I = 1.

2. Hlavni ortogondlni grupa GO(n) obsahuje vSechny ortogonalni matice typu n x n. O
Definice 4.2 Ortogondlni matice, které maji determinant 1 tvori podgrupu, kterou nazy-
vdme specidlni ortogondlni grupa a znacime ji SO(n). Tedy

SO(n) = {Ac GL(n,R)|ATA=TAdet A=1}.
SO(3) je grupou ortogondlni grupy O(3) a SO(4) je grupou ortogondlni grupy O(4) (viz

[5])-

Definice 4.3 Komplexni matice typu n X n se nazyjvd unitarni, pokud splriuje podminku
AA = 1, kde I je jednotkovd matice. Tyto matice budou zrejmé tvorit podgrupu grupy
GL(n,C). Tuto podgrupu budeme znacit U(n) a nazveme ji unitdrni grupa.

Un)={Aec GL(n,C)|AA=1)}.

Definice 4.4 Unitdrni matice, které maji determinant 1, tvori podgrupu, kterou nazyvame
specialni unitarni grupa a znacime ji SU(n). Tedy

SU(n)={Ae€ GL(n,C)|AA=1Ndet A=1}.
Véta 4.1 Je-li A redlnd matice typu n X n, pak ndsledujici vyrazy jsou evkvivalentni.

a) Matice A je ortogondlni.

b) Ndsobeni matice A zachovdvd skalarni soucin, tzn. (AX - AY) = (X -Y) pro vdechna
X,Y € R",

c) Sloupce matice A jsou ortonormdlni vektory.

Diikaz 4.1 Dikaz mizeme nalézt napt. v [15]. O

Ortogonalnim operdtorem nazyvame nasobeni zleva ortogonalni matici. Ortogonalni ope-
rator je takovy, ktery zachovava skalarni soucin.

Definice 4.5 Zobrazeni T : R™ — R" nazyvame izometrii, jestlize plati

I T(p)| = |pl,

pro vsechna p € R™.
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Poznamka 4.2 Soucin dvou izometrii je také izometrie. O

Véta 4.2 Necht T je zobrazeni R™ — R™. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni.

a) T je izometrie, kterd fizuje pocdtek.
b) T zachovdvd skaldrni soucin, tj. (T'(X)-T(Y)) = (X -Y) pro vSechna X,Y € R™.

c) T je ortogondlni operdtor.
Diikaz 4.2 Dukaz lze najit napf. v [16]. O

Véta 4.3 Kazda izometrie T' je sloZeni izometrie fixujici pocatek a translace. To znamend,
Ze ji muzeme zapsat ve tvaru T(X) = AX + b, kde A je ortogondlni matice a b je vektor.

Dikaz 4.3 Nejdrive pripomeneme, ze pro néjaky pevny vektor b € R” je translace o b
zobrazeni t(X) = X + b.

Necht 7' : R” — R" je izometrie. Necht ¢ : R® — R je translace ¢(X) = X + T'(0). Pak
T=t-t'T, kde (t7'T)(0) = t~1(T(0)) = T(0) — T(0) = 0. Coz dokazuje, ze T je slozené
z translace a izometrie fixujici pocatek. O

Piipometime, 7e determinant ortogonalni matice je +1 (viz Poznamka 4.1). Rikdme, Ze
linearni operator zachovdva orientaci, pokud je determinant prislusné matice 1 a naopak
pokud je determinant —1 fikame, Ze obraci orientaci. Izometrii budeme nazyvat premisté-
nim, pokud bude zachovavat orientaci.

Véta 4.4 Kazdd matice A € SO(3) ma vlastni ¢islo 1.

Drikaz 4.4 Tuto vétu dokdZeme diikazem rovnosti det(A — I) = 0. Vime, Ze det A = det A7
a proto det AT = 1. Protoze A je ortogonalni dostdvame rovnost AT(A — 1) = (I — A)T a

det(A —I) = det AT(A — I) = det(I — A)T = det(I — A). (19)
Pro libovolnou matici B typu 3 x 3 plati, det(—B) = — det(B). Z rovnosti (19) plyne, Ze
det(A—1)=0. O

Véta 4.5 Matice A popisuje rotaci v R? kolem pocdtku, resp. v R® kolem osy prochdzejici
pocdtkem, prdavé kdyz A € SO(2), resp. SO(3)

Dukaz 4.5 Tuto rotaci oznacime p, je to premisténi, které fixuje pocatek. Podle Véty
4.2 mtzeme zapsat rotaci o jako nasobeni ortogonalni matici A. Jak vime determinant
ortogonalnich matic je det A = +1, ktery se méni spojité s ihlem rotace. Vzhledem k tomu,
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ze rotaci, ktera se otaci o nulovy thel odpovida jednotkova matice, jenz ma determinant

1, je vidét, ze A € SO(2) resp. A € SO(3).

Necht naopak matice A € SO(2) je ortogonalni 2 x 2 matice s determinantem 1. Ozna¢me
w; = Ae; prvni sloupec matice A. Vzhledem k tomu, ze A je ortogonalni, tak vektor w;
je jednotkovy. Potom existuje i takova rotace R, Ze Re; = wi. Nasledné B = R~ fixuje
e;. Protoze A i R jsou matice v SO(2) je i B elementem SO(2). To znamend, %e B tvoii
ortonormélni bazi R? a prvni sloupec je e;. Druhy sloupec musi byt roven e; nebo —e;.
Ovsem druhy piipad miizeme vyloucit, protoze det B = 1. Tedy B = I a vzhledem k tomu,
7ze A = R, tak A reprezentuje rotaci.

Nyni dokdzeme, ze A € SO(3) reprezentuje rotaci a pfipomeneme vlastnosti téchto rotaci.

a)
b)

c)

o0 je premisténi, které fixuje pocatek.
o fixuje nenulovy vektor w.

o se chova jako rotace v roviné P kolmé k w.

Nyni prechazejici ¢ast dokazeme.

2)
b)

c)

Viz Véta 4.2.

Kazdé matice A € SO(3) ma vlastni ¢islo 1 viz Véta 4.4. Pro vlastni vektor, jenz
prislusi tomuto vlastnimu ¢islu plati Aw = w. Hledanym vektorem je tedy w.

Necht w; je normovany vektor w. Nalezneme ortonormalni vektory wo a ws, které
lezi v roviné P, jenz je kolmé na w;. Potom B = (wy, ws, w3) je ortonorméalni
baze prostoru R?. Matice H = [B]™! je také ortogonalni, protoze [B] je ortogonalni a
A= PAP~! reprezentuje stejny operator jako A, ale v bazi B. Vime, Ze matice H i A
jsou ortogonalni a proto je ortogonalni i A a plati det(fl) =det H-det A-det H! = 1.
Matice A € SO(3).

Protoze w1 je vlastni vektor, ktery prislusi 1, je prvni sloupec A ey. Vzhledem k tomu,
e A je ortogonalni, museji byt ostatni sloupce také ortogonalni k e; a blokovy tvar
matice A vypada nasledovné
10
(0 )

Je snadné ukazat, ze R € SO(2) a tedy R je rotace. Proto A mizeme psat ve tvaru

1 0 0
0 cosp singp
0 —singp cosyp

Tato matice A reprezentuje rotaci a proto ji reprezentuje i matice A. O
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4.2 Geometricka interpretace nasobeni jednotkovym kvaternio-
nem

Nyni ukazeme, co se stane, pokud nésobime jednotkovym kvaternionem ¢ = [cos 6, v sin 0] =
(cos® + vsin#), kde v je jednotkovy ryzi kvaternion (viz Véta 3.7), kvaternion p =
3, (2,7, 2)] zleva a pozdéji pokud nésobime kvaternion p jednotkovym kvaternionem ¢
zprava (viz [4]).

1. Nasobime jednotkovym kvaternionem ¢ zleva kvaternion p
qp = (cos @ + vsinf)p.

Zvolme jednotkovy kvaternion t tak, aby byl kolmy na 1 a v. Kvaternion ¢ musi byt
ryzi, protoze je kolmy k 1. Nasobeni dvou ortogonalnich ryzich kvaternionu je stejné
jako jejich vektorovy soucin (viz Poznamka 3.5 ¢. 2), takze vt = v x ¢, vt je kolmy na
v, t a 1. Dostali jsme kladné orientovanou ortonormalni bazi (1, v,¢,vt). Vyjadiime
p vzhledem k této bazi

p=35+2v+yt+ 2vt.

Soucin gp mizeme tedy zapsat jako

cosf + vsin)(s + v + gt + 2vt) (20)
Scos® — zsinf) +

w =
(
($sinf + & cosf)v +
(gcos® — ZsinO)t +
( )

sin 6 + Z cos 0)vt.

Q@>

2. Podobné vypada soucin pq

Pq + 2V + gt 4 §vt)(cosf + vsinb) (21)

(s
($cosf — Tsinf) +

(§sinf + T cosO)v +
(gcosh + Zsin )t +
(=9

jsinf + Zcos )Vt

Pfipometime, 7e dva podprostory E® a E’ euklidovského prostoru E" nazveme totalné
kolmé, jestlize jsou totalné kolma jejich vektorova zaméteni.

Zdtraziieme, Ze (t,Vt) je totéz co (1,v)L, coz je totalné kolmé rovina k (1,V).

Z prechazejiciho vypoctu dostaneme tyto véty:
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Obrézek 1: 1. rovina (1,V), 2. rovina (1,v)* : Transformace p — (cos @ + vsin 8)p.

Obrézek 2: 1. rovina (1,V), 2. rovina (1,V)* : Transformace p — p(cos 6 + v sin 6).

Véta 4.6 Transformace
p+ (cos@ + vsinf)p

predstavuje otoceni v roviné (1, ) a (1,0)* kolem pocdtku o thel 6.

Diikaz 4.6 Viz vztah (20). Jak vime, rotace v dvourozmérném prostoru se dé vyjadfit jako
tato matice
R — cosf) —sin6
7\ sin@ cosh )’

kde probiha otoceni o thel #. Tento zapis umoznuje vyjadrit vSechny rotace v dvouroz-
mérném prostoru. Rotace miize byt vyjadfena jako komplexni ¢islo. Pokud bude e? =
cos 8 + isin f pak zobrazeni z — ez reprezentuje otoceni o tihel § doleva. Tedy, kdyz se
podivame na vztah (20), vidime, Ze se rovina (1, V) otaci o tthel 6 a obdobné i rovina (¢, vt)
se otaci o thel 6. O

Véta 4.7 Transformace
p +— p(cosf + vsinb)

predstavuje otoceni v roviné (1, ) kolem pocdtku o hel 6 a v roving (1, v)* o thel —0.
Diikaz 4.7 Viz vztah (21). Dikaz obdobné jako ve Vété 4.6. O

Véta 4.8 Mame dva ortonormadlni kvaterniony a,b a redlnd cisla o, (3, transformace

ﬁ)p(cosa;ﬁ—l—dbsma;ﬁ)

2+ 0 pasin &

P (cos
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nebo ekvivalentné

T — (cosa;ﬁ+(axb)sina+

ﬁ)x(cosa;ﬁ—i-(axl_))sina;ﬁ)

predstavuje otocend v roviné (a,b) kolem pocdtku o tihel a a v roviné (a,b)* o tihel 3.

Diikaz 4.8 Dikaz je zpracovan v [9]. O

4.3 Rotace v SO(4)

V této kapitole vyuzijeme jiz zavedené Definice 4.2 a 4.5.

Pfipomenime, Ze line4drni ortogonalni transformace 7' z R* je izometrie a nalezi mnoziné
GO(4) = {T : R* — R*},

kde T je linearni a plati |T'(p)| = |p| pro viechna p € R*.

Véta 4.9 Linedrni ortogondlni transformace zachovdvd whly.

Dikaz 4.9 T(z) - T(y) = x -y = |T(2)||T(y)| cos 01 = |x||y| cos by = cos b = cos by —>
01 = 6, protoze 01 a 05 jsou z intervalu (0, 7). 0

Véta 4.10 Pro jednotkové kvaterniony q,r je transformace

p = qpr € 50(4)

Diikaz 4.10 Necht T'(p) = gpr. T je diky vlastnostem kvaternionti zfejmé linearni. |T'(p)|

\gpr| = |ql|p||r| = |p|. det T = det(qr, gir, gjr, gkr) = qr pir gjr gkr = (q7)(pir)(—7jq)(¢kr)
—r(ijk)r=7rr=1. O

Véta 4.11 Kazdy element SO(4) miZeme vyjddrit jako
p > qpr, (22)
kde q,r € H;.

Dikaz 4.11 Pro element z transformace 1" prostoru SO(4) vytvofime rotaci R, (p) = gpr.
Vytvorime T'(p) = T(§+2i+yj+ 2k) = T (1) + 2T (i) + 9T (j) + 27 (k) = SR(1) +gR() +
9R(j) + 2R(k) = R(§+ #i+ yj + 2k) = R, (p). Nyni pouzijeme Vétu 4.8, vytvorime rotaci
A, kterd ptrenese 1 do T'(1), rotaci B, které prenese A(i) do T'(i) a ponechd T'(1), rotaci C,
kterd pfenese BA(j) do T'(j) a zachova T'(1) a T'(i). Nyni mame T'(p) = (CBA)(p). 0

Véta 4.12 SO(4) = {p > qpr}, kde q,r € Hj.

Dikaz 4.12 Ve Vété 4.10 stoji, ze transformace p jsou podmnozinou SO(4) a Véta 4.11
fika, ze SO(4) je podmnozinou transformaci p. 0
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4.4 Rotace v SO(3)

Pro jakykoliv nenulovy kvaternion p a r jsou obé€ zobrazeni r +— pr a r +— rp linearni.
Podivame se na zobrazeni R, (p) : H — H, které ma tvar p — gpr, kde r,q € H jsou jisté
dva nenulové kvaterniony takové, ze || r ||| ¢ ||= 1.

Poznamka 4.3 Pokud polozime r = ¢!, pak zobrazeni R, ,-1(p) oznacime jednoduse

jako R,(p). O

Véta 4.13 Kazdy element v SO(3) se dd vyjddrit jako
P qpg, (23)

kde p je ryzi kvaternion a q je jednotkovy kvaternion.

Diikaz 4.13 Vyuzijeme Véty 4.6 a 4.7. Vétu 4.7 modifikujeme a pro nasobeni zprava kon-
jugovanym kvaternionem dostaneme pg = p(cos(—6) + sin(—#0)). Véta 4.6 nam k4, ze
nasobeni zleva ptredstavuje otoceni v roviné (1,v) a (1,v)® kolem pocatku o tihel §. Upra-
vend Véta 4.7 11k4, Ze nasobeni zprava predstavuje oto¢eni v roviné (1, v) kolem pocatku o
tthel —0 a v roviné (1,V)* kolem poc¢atku o tihel . To znamena, Ze probih4 otoceni pouze
v roviné (1,v)* o thel 20 a rovina (1, V) je invariantni. Je to tedy rotace v trojrozmérném
prostoru kolem osy dané vektorem v o thel 26. 0

Poznamka 4.4 Pokud je kvaternion ¢ jednotkovy, muZzeme zapsat Vétu 4.13 takto :
p — qpq~t. Z Véty 3.5 plyne, Ze pokud je ¢ jednotkovy kvaternion, tedy plati vztah (11),
pak g = ¢ L. O

Vé&ta 4.14 Necht ¢ € Hy, q = [cos 0, sin 02]. Necht r= (z,y,2) € R® ap =0, 7] € H. Pak
p=aqpg (24)

je p otocen o uhel 20 kolem osy, kterd je dand smérovym vektorem v.

Diikaz 4.14 Muzeme vyuzit Véty 4.6 a Véty 4.7, ale pro diikaz této véty zvolime jiny zpisob.
Nejdrive ukazeme, jak se vektor r otaci o tihel 6 kolem osy dané vektorem v. Vyuzijeme
zde algebraické funkce, vektorovy a skalarni soucin. Ten samy vysledek najdeme pozdéji
pomoci kvaternionu.

Predpokladejme, Ze r se otoci kolem osy dané jednotkovym vektorem v do polohy Rr o
néjaky thel 6.
Vektor r miizeme zapsat jako soucet dvou slozek r| a r, kde r|| je projekce r na v ar; je

ortogonalni k v. Dostavame
r = (I‘ : V)V,

<>

r,=r—rj=r—(r-v)
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Obrazek 3: Otoceni vektoru r kolem osy v o thel 6.

Nahradime soufadnicovy systém v roviné, ktera je ortogonalni k v a obsahuje urcené vek-
tory r a Rr. Potfebujeme vektor v, ktery je ortogonalni k r; a v:

A A~

V=vXr =VX(r—(r-v)V)=vXr—vx(r-v)v=vxr—0=vXxr.

<>

Obrazek 4: Vektor v ortogonalni k r; a v.

Vektor Rr mizeme opét zapsat jako soucet dvou slozek (Rr), a (Rr),. V rovinném sou-
fadnicovém systému, ktery je ortogonélni k vektoru v muzeme pro (Rr), pouzit vztah
(Rr), =1  cosf+ vsiné.

Nyni dostavame
Rr = (RI‘)” + (Rr) .

= r|+rycostl +vsind

= (r-Vv)V+(r—(r-v)v)cosf + vsind
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= (r-v)v—(r-v)vcosf +rcosf+ vsinf
= (1 —cosf)(r-v)v+rcosf+ (Vv xr)sinf. (25)

Z Véty 4.14 vime, Ze R,(p) = qpq~*. Pfipometime, Ze p = [0, r] a q je jednotkovy kvaternion

q=s,v].

Ry(p) = [s,v][0,x][s,v]™
= [, v][0,x][s, V]
= [s,V][v-r,sTr — 1 X V|

[
[
[s,
[s(v.r)—v-(st—rXxV),s(st—rXV)+(V-T)Vv+V X (sT—1 X V)]
[0,s r—s(rxv)+(v r)v+v x (sr) — v x (r xv)]

[0, + (v -1)v—v X (r X v) — 25(r X V)]

0,8+ (v-1r)v— (v-V)r + (Vv -1)v+25(V X T1)] (%)

[0,(s> = v-V)r +2(v-r)v+2s(v x 1)].

(%) Zde vyuzijeme identitu, tzv. dvojny soucin vi X (vy X v3) = (V1 - v3)vy — (V1 - Va)Vs.
ProtoZe ¢ je jednotkovy kvaternion, mizeme napsat ¢ = [cos 8, (sin §)V] viz vztah (18), kde
|v| = 1.

Dosadime do R,(p) a dostaneme

R,(p) = [0, (cos? @ —sin® (¥ - ¥))r + 2((sin 0)¥ - r)(sin 6)v +
2cosf((sinf)v x r)]
= [0, (cos*0 — sin® O)r + (29 sin®)(V - r) + 2 cos O sin (¥ x r)]
= [0, rcos20 + (1 — cos20)(v -r)v + (v x r) sin 26]. (26)
Z vyse uvedeného odvozeni vidime, ze vyraz (26) je stejny jako vyraz (25), lisi se pouze
ve velikosti tthlu. VS§imnéme si, Ze thel v rovnosti (26) je 20 namisto 0. Tak dostaneme

jednotkovy vektor v a thel rotace 0, jednotkovy kvaternion [cos 6, sin Ov] otaci vektor r o
thel 26 kolem v. O

Véta 4.15 Necht q1, qo € Hy. Skladdng rotaci je moZno vyjadrit jako ndsobeni kvaternioni.
Rotace pomoct q, ndsledovand rotaci qo je ekvivalentni rotaci qaqq, tedy skladani rotaci je
dosazZeno nasobenim odpovidajicich si kvaternioni.

Diikaz 4.15 Pokud p € H, pak za pouziti vzorcu (9) a (14) dostavame néasledujici rovnost
elapa e’ = (o)l e’
= (20)p(0:132)
= (@a)r(ng:)
= (2q)p(ng) ™" 0

Osu a uhel rotace muzeme vzit z kvaternionové reprezentace rotace.
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Véta 4.16 Necht g € H a q = [s,v], kde v je nenulovy ryzi kvaternion, osa rotace R,(p)
je urcena pocdtkem a vektorem v v R®, ktery odpovidd ryzimu kvaternionu v. Uhel rotace
0 je roven , pokud s = 0, nebo pro s # 0 je uhel rotace dan vztahem

0 v
te? 27
&9 |s| (27)
kde 0 < 6 < .
Dikaz 4.16 Dukaz této véty je ponékud zdlouhavéjsi, 1ze ho nalézt napt. v [2]. O

5 Uziti kvaternionu

5.1 Rotace vyuzZivajici kvaterniony

Pokusime se vypocitat vyslednou pozici bodu p po transformaci bodu p z ptivodni pozice.
Vyuzijeme vztahu (23) a vypocitame.
Tedy

P = qpq, (28)
kde p je ptivodni pozice bodu : p = 0 + ig, + jg, + kq., D je vyslednd pozice bodu po
transformaci, ¢ je kvaternion : ¢ = ¢s + igy + jg, + kq., ¢ je konjugovany kvaternion :
q=qs— i%c _jQy - qu.
Poznamka 5.1 Souradnice budeme znacit x,y, z a slozky kvaternionu budeme pro vétsi
pfehlednost znacit takto : gs, ¢z, gy, ¢-- O
Nyni mizeme dosadit tyto elementy do vzorce (28).
Nejdrive dosadime p a ¢

]5 = Q(O + in +jQy + kgz)(Qs - iqyc _jQy - qu),

dostaneme

q0qs + gy + yqy + 2q.

i(zgs — 0¢p — yg. + 2q,)
J(=0qy + 2¢. + yqs — 2¢2)
k(0(=¢:) — zqy + ygq: + 2qs)-

p

+ +

Nyni dosadime za ¢ a po upravach dostaneme
r = 0,
i = 2(quqe + 959 — Gy — ©:0:) + Y(20:qy — 2450:) + 2(2¢:G: + 2¢5G,),
i = 22050 + 2029y) + Y(9ss — G2Ge + Gy — G202) + 2(—205Gz + 2¢44z),
= 2(—2¢sqy + 2¢:0:) + Y(245qc + 24,G2) + 2(459s — Gwe — Gy + G=4z)-
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Dostaneme jednotlivé slozky p,, Dy, p-

ﬁz - x(QzQ:ﬂ + qsqs — quy - q,zq,z> + y(ZQSQy - QQSQZ) + Z<2qgcq,z + QQqu)a
ﬁy = x(ZQSq/:' + 2q1’qy) + y(Qst — (Gz4s + QyQy - quz) + Z(_2Qngc + 2quz)’
ﬁz = x(_2QSQy + 2QmQZ> + y(2QSQx + 2QyQZ) + Z(Qst — x4z — QyQy + QZQZ)v

které muzeme nasledovné zapsat do matice

Da
ﬁy -
p=
qzqx + 4sds — quy — 429 2(]9ch - 2QSQZ 2qg:QZ + 2QSQy
259> + 2q2qy Usqs = Qe T Qyly — 4=4- —245qx + 2qyq- :
_2QSQy + 2QJJQZ 2(]5(]:1: + 2(]sz Gsqs — qzqz — QyQy + q-4z

a pokud pouzijeme vztah ¢sqs + ¢2¢» + 9,9y + ¢.q. = 1 matici mizeme piepsat do tvaru

1-— QQZQZ - 2QyQy _QQZQS + 2qux QQyQS + QQZC]:E
QQ:EQy + QQSQZ 1— QQZQZ - 2qqu 2QZQy - 2qgcq$ . (29)
20,9, — 2QSQy Qqu,z + 2¢4qx 1-— 2QyQy — 2429

Priklad 5.1 Jako piiklad uziti kvaterniont v trojrozmérné rotaci budeme uvazovat bod

™

o soufadnicich [1,0,0], ktery se otoci kolem osy z o 90° (5 rad) do pozice [0,1,0] viz
Obrazek 5.

[1,0,0] x

Obréazek 5: Rotace z bodu [1,0, 0] kolem osy z do bodu [0, 1, 0].

1. Pouzijeme nésledujici vzorec k pfevodu z reprezentace osa—ihel do kvaterniont (od-
vozeni naleznete v kap. 5.2.)

g .. .0, . .0 .0
q=cos§+1(x81n§)+J(y81n§)+k(zsm§).

Po dosazeni dostaneme

3 )
q :cos£+i(0sin£)+j(()sin§) —|—k(1sin§) - g +i0 +j0+k\/7—.
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Vratme se zpét k rotaci z bodu [1, 0, 0] do bodu [0, 1, 0]. Prvni bod bude reprezentovat
kvaternion 0+1il + jO+ kO a druhy bude reprezentovan kvaternionem 04 i0+ j1 4 kO.
Pro vypocet pouzijeme predchazejiciho vzorce (28). Tedy

Vynasobenim kvaternionti dostaneme
! +.1 +.1 N
i-+j=-+j=-—i=-=].
o Tlp Ty T

Vysledek je [0,1,0].

2. Pouzijeme ptedeslé rovnosti (29). Pokud do matice dosadime hodnoty, vyslednd ma-

tice bude
0 -1 0
1 0 0],
0 0 1
ktera reprezentuje otoceni o 90° do bodu [0, 1, 0]. O

5.2 Prevod reprezentace osa—uhel do kvaternioni

Rotace miize byt reprezentovana libovolnym jednotkovym vektorem a orientovanym thlem
otoceni kolem tohoto vektoru (osy). Vyuzivaji se napfiklad kvaterniony, matice, Eulerovy
uhly nebo reprezentace osa—thel, kterou se budeme nyni zabyvat.

Osa—thel

Tato reprezentace je jednou z moznosti jak urcit rotaci. Udava osu rotace n a thel rotace
kolem této osy dle pravidla pravé ruky. Vektor n = (n,, n,,n.) je jednotkovy vektor a plati
nn = 1. Osa n se n€kdy nazyva vlastni osa. Tato reprezentace popisuje rotaci ¢tvefici ¢isel.
Prvni tii urcuji vektor osy rotace a ¢tvrté znaci thel otoceni kolem této osy. Reprezentace
osa—uhel nasla uplatnéni napiiklad v aplikacich jako je CAD (Computer Aided Design).
Tato reprezentace je velmi blizka kvaternionu a proto si ukazeme jeji prevod.

Méame dany rovnosti

6
gz = MNgsin 2 (30)
.0
@y = mnysing, (31)
.0
¢: = msing, (32)
6
s = COS— 33
q : (33)

2
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kde osa je normovana takto

NNy + NyNy + nyny = 1, (34)
a kvaternion je normovan takto
0 0 0
cos? 3 + ngng sin® 3 + nyn, sin’ 3 + n,n, sin® 5= 1. (35)

Nyni si ukdzeme jak vznikly predchéazejici vztahy.
Pomoci trigonometrického vzorce mizeme napsat

0 0
cos? 3 + sin? 5= 1. (36)

Vzorec (36) vynasobime vztahem (34)a dostaneme

0

cos? 5 1 = (ngng + nyny +n.n,) sin? 3
Po roznasobeni mame
cos? Q + nyn, sin® Q + nyny sin? Q + n,n, sin® Q = 1. (37)
2 2 2 2
Vidime, Ze vztahy (35) a (37) jsou stejné. Kvaternion je normovany, protoZe je ve formé
C+e+e+¢=1

Z vyse uvedenych vztahti dostaneme jednotlivé slozky kvaternionu.

s = MNgsin—,

2

9

= N, S1n —

ay ySin .

9

., = n,sin—,

g 2
gs = cosy.

Posledni ¢ast nebyla pfesnym diikazem, ale mtizeme snadno zjistit, Ze je spravné, pokud
budeme kontrolovat rotace samostatné kolem kazdé osy (viz [7]).

Vysledny vzorec je

0 0 0 0
q = cosy +i(n, sin 5) + j(n, sin 5) + k(n, sin 5), (38)

kde tedy 6 je thel rotace a n,,n,,n. je vektor reprezentujici osu otoceni.
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Priklad 5.2 Vytvoiime rotaciz bodu [1,0,0] 0 90° (Frad) do pozice [0, 1, 0] viz Obrazek 5.
Pro tuto rotaci je # = 7 a n = [1,0,0]. Hodnoty mizeme dosadit do vzorce (38)

6 ... 0. . .0 .0
q:COSZ+1(1Sln1)+J(081n1)+k(081n1),

T V2

Cos — = —
4 2
T V2
sin — = —,
4 2
dostavame
VA
qa3_2aQy_7gz_)QS—2.
Vysledny kvaternion je % + i%ﬁ_ .

5.3 Ruzné vyuziti kvaterniont v praxi

Uvedeme zde nékteré zptisoby pouziti kvaterniont. Jiz v iivodu jsme zminili, Ze se jednot-
kové kvaterniony vyuzivaji predevsim v animaci. Existuji i jind odvétvi, kde se praveé tato
technika vyuziva. Vzhledem k tomu, ze kvaterniony reprezentuji rotace, tak je mizeme vy-
uzit témér ve vsech simulacich, kde se objevuji rotace, a pro které jsou nevhodné maticové
¢i jiné reprezentace.

V dalsi ¢asti textu se dozvime, Ze kvaterniony hraji dtlezitou roli napriklad v 1ékafstvi,
kde se kvaterniony vétSinou pouzivaji jako prostfedek grafické vizualizace ¢i k ovladani
lékarskych sond. Ze simulaci vyuzivajici kvaterniony mutzeme konkrétné zminit vyuziti
pro letové simulace. Ty nam velmi dobfe umozni ziskat potfebné informace o tom, jak
se letadlo bude chovat v realném prostiedi. Dalsim prikladem mohou byt kvaterniony
popisujici obéhy druzic, jejichz poloha je dilezita naptiklad pro komunikaci.

Kvaterniony nachézeji uplatnéni i v redlnych aplikacich typu bezpilotni letadlo, fizené
strely a robotika.

Satellite Tool Kit

Satellite Tool Kit (STK) je softwarové jadro, které je dostupné pro jakoukoliv vlddu a
vzdusny prostor. STK poskytuje analyticky systém, ktery je schopen vypocitat data a
zobrazit dvourozmérné mapy. Na mapach jsou znézornény rizné casové zavislé situace pro
druzice a dalsi objekty, kterymi jsou napriklad fizené strely nebo letadla. Hlavni schopnosti
STK je zahrnuti analyzy senzorového pokryti pro jakékoliv objekty vytvarené v STK nebo
zahrnuti obézné drahy tvorenou efenerida. Efenerida je seznam pozic, které jsou predpo-
vézené pro urcité casové intervaly budoucnosti ze znamé obézné drahy.
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V hlavnim STK programu je tedy zahrnuta trajektorie obézné drahy. Vychozi obéznou
drahu mtzeme zadat v pravothlych souradnicich nebo orbitalnimi Keplerovymi elementy,
coz je obvykle pouzivana mnozina, jejiz elementy jsou nezbytné k popisu obézné drahy.

STK tvorii vizualizacni prostfedek, ktery je dobry pro urceni, zda-li byla spravné vytvorena
obézna draha.

STK je schopen vytvaret udaje, které obsahuji pozici a rychlost druzice v presné stano-
venych ¢asovych intervalech. Principy vypoctid mohou byt zaloZzeny na Eulerovych tihlech
nebo kvaternionech. Upravené simula¢ni profily AGHS (Advanced GPS Hybrid Simulation
viz [17], GPS—Global Position System) pouzivaji kvaterniony pro popis obéhu druzice
(viz [20]).

Simulace letadla

Microsoft Flight Simulator (MFS) je jednim z nejvice pokrocilych simulatort. Tyto pro-
gramy poskytuji realistickou simulaci letu diky implementaci klasické letadlové pohybové
rovnici, kvaternionové transformacni metodé a dalSim metodam.

Bezpilotni prostiedek

Obecné je bezpilotni prostfedek predstavovan jako létajici prostiedek bez lidské posadky.
V armadé vétsinou naléza vyuziti v operacich, kde je nevhodné vystavovat pilotované
prostiedky a jejich obsluhu nebezpeci pro velmi pravdépodobnou moznost zniceni. Mala
velikost umoznuje nepozorované proklouznout do rizikovych oblasti. Dlouha doba letu na
vétsi vzdalenost ho predurcuje k nasazeni na dlouhodobé tkoly a odpada nutny cas pro
regeneraci sil posadky.

Pro funkei bezpilotniho prostiedku je nezbytné znat polohové thly (orientaci, thly nato-
¢eni vici referenénimu souradnicovému systému). Tato informace umoziuje prostfedkim
pohybovat se pozadovanym smérem a vykonavat zadanou funkci. Cilem je vytvorit systém,
ktery umoznuje schopnost orientace letounu.

Reseni spociva v numerické integraci zmén natoceni os v nékteré z metod reprezentace ori-
entace. Pro reprezentaci vypoc¢itané orientace letounu byly pouzity kvaterniony (viz [21]).

Vyuziti pro letové simulace

Po prvnich letovych testech raketoplanu Space Shuttelu v roce 1977 a jeho uvedeni do
provozu v roce 1981 se zacala NASA (National Aeronautics and Space Administration)
zabyvat mensimi dopravnimi prostfedky s vicendsobnym pouzitim, které by zajistily ky-
vadlovou dopravu na obéznou dréhu Zemé. Po roce 1990 se objevil projekt vztlakového
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télesa HL-20. Na obéznou dréhu meélo byt dopraveno pomoci raket nebo mohla byt do-
prava zajisténa v nakladovém prostoru Space Shuttle. K sestupu do atmosféry bylo téleso
HL—-20 vybaveno raketovymi motory. Zamérem vyvojaiit NASA bylo vytvorit levnéjsi va-
riantu prostfedku pro dopravu na nizkou obéznou dréahu kolem Zemé s moznosti rychlého
opakovani vzletu. Dalsim cilem bylo zajistit zvySenou bezpecnost a moznost pfistat na
letistich jako konvencni letadlo. HL-20 meélo slouzit i jako nouzovy prostfedek pro dopravu
ohroZzenych kosmonautii, zajistovat vimeénu posadek na mezinarodni vesmirné stanici nebo
zajistovat opravu satelitt.

Pravé pomoci prostifedi MATLAB, Simulink a nadstavbové knihovny Aerospace Blockse,
lze vytvorit simulaci pohybu vztlakového télesa HL-20.

Pro simulaci pohybu letounu lze vyuzit pohybové rovnice s tfemi stupni (pro podélny pohyb
letounu) nebo s Sesti stupni volnosti. Soufadnicova soustava je americka, kde svisla osa z
smétuje dolt a kladné osa pro boc¢ni silu y sméfuje vpravo ve sméru letu. Poloha letounu,
jako je napriklad vyska a natoceni vzhledem k Zemi, se pocitd v zemské souradnicové
soustavé v Eulerovych thlech nebo kvaternionech (viz [23]).

Obrézek 6: HL—20.

Lékarstvi

Kvaterniony se déale vyuzivaji v interaktivnich modelech, které mohou pomoci naptiklad
lékaiim pii 1é¢bé zlomenin. Kdy je nutné prilozit tvarovatelnou dlahu primo na kost a
pripevnit ji pomoci fixacnich Sroubid. Vytvaii se obecny virtualni model dlahy. Hleda se
vhodny zpisob pro umistovani dlahy na povrch trojrozmérného modelu kosti, za pomoci
definovani kiivky na povrchu modelu kosti a omezenim pohybu dlahy pouze na tuto kiivku,
ktera je doprovazena automatickou zménou tvaru dlahy, aby odpovidal tvaru povrchu kosti.
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Pro vytvoreni trojrozmérného obrazu kosti potifebujeme vytvofit zakladni aplikaci umoz-
nujici zobrazeni trojrozmérné scény, vhodny systém pro spravu objekti, implementaci za-
kladnich operaci a dalsi. Dilezita je manipulace manipulace s objekty, kde se vyuzivaji
operace, posunuti, otoceni, zména mértitka a zkoseni. Pravé pii otoceni se pouzivaji kvater-
niony. Neobsahuji zbytecné udaje (devét ¢isel misto t¥i hodnot hli natoceni) a ptrechod z
jedné obecné polohy do jiné, pomoci interpolovaného otaceni ve tiech smérech, 1ze vytesit
lépe nez maticemi (viz [22]).

Dalsim pouzitim kvaterniont v tomto odvétvi je virtualni sigmoidoskop, neinvazivni po-
¢itacova lékarska metoda pro zkoumani celého tlustého streva, slouzici k nalezeni polypi.
Tato metoda je zaloZena na kamerovém kontrolnim modelu. Mechanismus zkouméa povrch
a soucasné zabranuje srazkam sigmoidoskopu se sténou tlustého stieva. K ovladani této
kamery se vyuzivaji pravé kvaterniony (viz [18]).
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6 Zavér

Algebra kvaternionti predstavuje specialni odvétvi matematiky, které se postupem casu
vyvinulo z realnych ¢isel pridanim tii imaginarnich slozek. Tyto ¢tverice nejsou konec¢nym
zobecnénim komplexnich ¢isel. Existuji dalsi hyperkomplexni ¢isla a to oktoniony, které
maji také specifické vlastnosti. Kvaterniony jsou stale velmi zajimavou oblasti matematiky,
ktera se vyuziva v mnoha technickych oblastech. Nejvice v poc¢itacové grafice ¢i mechanice,
napriklad pro letové simulace. Vypocet rotaci pomoci kvaternionti je vyhodné;jsi nez pomoci
matic, protoze kvaterniony obsahuji pouze ¢tyti slozky, zatimco matice maji slozek devét.

V této praci bylo pfedvedeno, jak mohou kvaterniony reprezentovat rotace. Byly zde defino-
vany kvaterniony a poté zminény jejich zakladni vlastnosti. Dale bylo dokazéano, Ze matice
A popisuje rotaci kolem osy prochazejici poc¢atkem, pravé kdyz A je z SO(3). Kde SO(3)
je specialni ortogonalni grupa. Hlavnim cilem bylo dokazat, ze rotace pomoci kvaterniont
lze vyjadiit v SO(4) a ve speciadlnim piipadé pravé v SO(3).

Byla zde vytvorena geometricka interpretace nasobeni jednotkovym kvaternionem. Touto
interpretaci je rotace. Vysledna rotace zavisi na tom, zda nasobime zleva nebo zprava
jednotkovym kvaternionem, coz je zptsobeno nekomutativnosti tohoto nasobeni. Jestlize
budeme uvazovat rotace v SO(4), pak ve specialnim pfipadé vznikne takova rotace, kterou
muzeme aplikovat jako rotaci v SO(3). Kombinaci a tpravou Vét 4.6 a 4.7 dostaneme tento
vztah pro rotaci: p = gpg~! = (cos 6 + sin 0v)p(cos @ — vsin ), kde ¢ je jednotkovy kvater-
nion. V prostoru R* si mtizeme rotaci, ktera vznikne nasobenim jednotkovym kvaternionem
q zleva a kvaternionem ¢! zprava, predstavit jako rotaci dvou na sebe totalné kolmjch
rovin (1,v) a (1,Vv)t. Nésobeni zleva piedstavuje v roviné (1,V) otodeni kolem pocatku
o tthel § a v roving (1,V)* predstavuje také otodeni kolem pocatku o tihel §. Nasobeni
zprava predstavuje v roviné (1, V)® opét otodeni kolem pocatku o tihel 0, ale v roviné (1, V)
predstavuje otoceni kolem pocatku o tthel —6. To znamena, ze vysledna rotace probéhla
pouze v roviné (1,V)* o thel 26, zatimco rovina (1, V) ziistala invariantni. Jedna se tedy
o rotaci v prostoru R? kolem osy dané vektorem v o tihel 26.

Dalsi ¢ast prace je vénovana vztahu kvaternionti s jinymi reprezentacemi rotace, napft.
osa—uhel. Je zde uvedeno nekolik jednoduchych prikladt k rychlému nahlédnuti.

Konec préace je zaméfen na vyuziti kvaternionti a na nékteré jejich zajimavé aplikace v redl-
ném prostiedi. Napriklad v 1ékarstvi, kde se mohou kvaterniony vyuzivat k ovladani sond,
nebo pro konstrukci bezpilotniho prostredku.
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