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PREDMLUVA

V roce 2020 vysla v nakladatelstvi AGA tfidilnd ucebnice Vybrané kapitoly z teoretické fy-
ziky. Jeji tieti dil vznikl rozSifenim ucebnice Teorie plazmatu z roku 2011, ktera doprovazela
milj dvousemestralni kurz teorie plazmatu na Fakult& jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v
Praze. V ramci této pfednaSky se probiraji zakladni jevy ve fyzice plazmatu — od pohybii na-
bitych ¢astic pfes magnetohydrodynamiku az po statisticky popis plazmatu. Piestoze je Skala
probiranych d¢ji bohata, na nékteré partie se v zadkladnim kurzu nedostane. Jakymsi volnym
pokracovanim téchto kurzl, v némz se probiraji nelinearni jevy, solitony, Lorentzova-Dira-
cova rovnice, Schwarzschildovo kritérium vzniku konvekce, zativé procesy a turbulence, je
tento ucebni text, ktery je soucasné jiz i integrovan v tfetim dilu na pocatku zminéné tiidilné
ucebnice. Text, ktery jste prave otevieli, je barevnou online verzi doplnénych partii. Na rozdil
od klasickych ptednasek z fyziky plazmatu zde nebudou jednotlivé partie na sebe navazovat.
Koneckonci to uz naznacuje 1 samotny ndzev prednasky ,,Vybrane kapitoly...“.
K pfednéaskam existuji nahrdvky, za coz patii velky dik Danu Handlovi, ktery nezi§tn€ nahra-
val mou snahu ve svém volném case.

Dalsi materialy: nahravky prednasek, aktualni verze skripta, aplety, grafy atd.: Aldebaran

V Praze 29. dubna 2023
Petr Kulhanek
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Viybrané kapitoly z fyziky plazmatu Néco matematiky a fyziky na uvod

1. NECO MATEMATIKY A FYZIKY NA UVOD

Kovariantni a kontravariantni indexy

Predpokladejme, Ze mame linearni vektorovy prostor opatieny bazi {e;}. Vektor A mizeme
v této bazi rozvinout do vyrazu

N
A=) dle = Ae;. (1)

k=1
Cisla A* nazgvame slozky (soufadnice, koeficienty rozvoje) vektoru, objekty e prvky baze.
Razna poloha indext naznacuje, ze se slozky vektort transformuji jinak nez prvky baze. Na-
dale budeme vyuzivat sumacni konvenci, ale s¢itani bude vzdy probihat pfes jeden index
dolni (transformuje se jako prvky béaze) a jeden index horni (transformuje se jako slozky
vektorl). Pfes dvojici stejného horniho a dolniho indexu se automaticky s¢ita, jde o tzv. némé
indexy. Poloha volnych indext (pfes které se nescitd) musi ziistat na obou stranach rovnosti
vzdy stejna. Pfejdéme od jedné baze k n¢jaké jiné, kterou ozna¢ime vinovkami nad symboly:

lert — {er). (2)
Vektor A je objekt, jehoz vyjadieni nemtze zaviset na volbé baze, tj. musi platit
A=Ake, = d"e,. 3)
Slozky vektorl se mezi dvéma bazemi budou transformovat za pomoci né¢jaké matice S:
Ak =54 (4)

Vsimnéte si, Ze se s¢ita pres némy index / (jeden je nahote a druhy dole). Volny index £ je na
obou stranach rovnosti nahofe. I u matic tak musime rozliSovat horni a dolni indexy. Trans-
formacni matici prvkl baze ozna¢me U:

ék :Ulkel. (5)

Vyzkousejte si, ze jde o jedinou moznost, pii které se sCitd pies jeden horni a jeden dolni in-
dex, volny index k ma stejnou polohu na obou strandch rovnosti a transforma¢ni matice U ma
stejné jako matice S prvni index nahofe a druhy dole. Zjistéme nyni, jaky je vztah mezi
obéma transformacnimi maticemi S a U. Vyjdéme z vyjadieni vektoru A v nové bazi (5):

A= gkék =SklAl Unken =UnkSk1Alen.

Je zifejmé, Ze v nové bazi musi byt vysledek A'e; nebo A¥ey, cheete-li. Toho Ize ale dosahnout
jedinym zptisobem: v poslednim vyrazu musi platit

UnkSkl:5nl, (6)

kde jsme oznacili 0"; Kroneckerovo delta. V maticovém zapise tato podminka #ika, ze

> U-S=1. (7)

Je ziejmé, ze matice U a S jsou navzajem inverzni. To je patrné jiz piimo z rozkladu (3)vek-
toru A do obou bazi. Mé-li byt vysledek stejny, musi se slozky vektorti (horni indexy) trans-
formovat ,,opacn¢* nez prvky baze (dolni indexy). Jedin€ tak daji kombinace (3) vysledek
nezavisly na volbé baze (vektor A). Horni indexy budeme nazyvat kontravariantni. Tyto in-
dexy se transformuji stejn¢ jako slozky vektoru, tj. pomoci transformacni matice S. Dolni
indexy budeme nazyvat kovariantni. Tyto indexy se transformuji stejné jako prvky béze, tj.
pomoci transformaéni matice U. Indexi mliZe byt i vice, napiiklad ze sloZzek dvou vektort
milZeme sestavit vyraz

Tkl = AkBl : fkl = SkOSlpTOP , (8)
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ktery se musi transformovat jako sou¢in slozek vektorti. Za pomoci 7 miizeme vytvofit op&t
objekt nezavisly na soutfadnicové soustavé, tzv. tenzor druhého tadu:

T=TVe, ®e,. 9)

Symbol e, ®e; nazyvame tenzorovy (diadicky) soucin, jde o uspofaddanou dvojici prvkl
baze. Vyraz A ® B tak chapeme jako objekt se slozkami, které tvoii matici 4*B":

A®B=A"Ble, ®e,. (10)

Skalarni souéin, zvy$ovani a snizovani indexu
Ptredpokladejme, ze je na naSem linearnim vektorovém prostoru definovan skalarni soucin
dvou vektortit A-B, ktery spliiuje zakladni vlastnosti skalarniho sou¢inu. Rozvineme-li oba
vektory do baze, ziskame

A-B=A"B' e, e =g, 4B, (11)
kde jsme oznacili

ki =€ € (12)

tzv. metrické koeficienty (metriku). Vidime, ze vysledek skalarniho soucinu dvou libovol-

nych vektorti miizeme urcit, pokud zname metrické koeficienty, tj. vysledek skalarnich sou-
¢ind vSech prvki baze mezi sebou.

Oznaéme inverzni matici k metrice

-1
g'=(gu)" s &em=6". (13)

Zaved'me nyni pomocné (dualni) objekty
k_ K I
e =g¢; A =gud. (14)

Nejde o skutecné prvky baze ani o skutecné komponenty vektoru, ale o formalni linearni
kombinace dané metrikou. VZdy plati, Ze index nahofe znamend transformaci pomoci stejné
matice, jakou se transformuji slozky vektord, a index dole znamena transformaci pomoci
stejné matice, jakou se transformuji prvky baze. Za pomoci metriky tak miizeme indexy libo-
voln¢ snizovat nebo zvySovat, staci jen dodrzet pravidlo, ze s¢itame pres jeden horni a jeden
dolni index (to zajisti invarianci souctu vzhledem k transformaci baze). Volné indexy zacho-
vavaji vzdy svou polohu. Uved’'me ptiklad:

ki k
glOT m:T Om.

Prostfedni index jsme snizili za pomoci metriky. Skalarni sou¢in nyni mizeme zapsat n¢ko-
lika zpiisoby:

A-B=g A"B' = 4B,
kde jsme druhy index snizili za pomoci metriky. Mohli jsme ale také snizit prvni index:
Plati tedy
> A-B=g,4"B' = 4*B, = 4, B". (15)
Kontravariantni (horni) slozka je skutecnou slozkou vektoru, kovariantni (dolni, dudlni)

v sob¢ obsahuje metriku. Definici inverzni metriky (13) miizeme chapat také jako snizovani
¢1 zvySovani indexti:
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Kl k
g 8m*= ) m >
; [o= =k, (16)
& 8m=8 m>
Metrika a Kroneckerovo delta jsou tak jedinym objektem. Pokud jsou oba indexy dole, jde
o metrické koeficienty. Pokud jsou oba indexy nahote, jde o inverzni matici k metrickym
koeficientim a pokud jsou indexy smiSen¢, jde o Kroneckerovo delta, tedy prvky jednotkové
matice. Metrika tak neni nic jiného neZ jednotkova matice s patfi€né posunutymi indexy. Za
pomoci tenzorového zapisu miizeme psat

1=5klek ®el=gklek®el=gklek ®el. (17)

Ctyrvektory, Minkowského metrika

Ve specidlni relativité nazyvame kaZzdou ctvefici veli€in, jez se transformuje Lorentzovou
transformaci, ctyrvektor. K zékladnim ctveticim patii uddlost (Casova a prostorova souiad-
nice udalosti), ctyrhybnost (energie a hybnost), vinovy ctyrvektor (Ghlova frekvence a vinovy
vektor), ctyrpotencial elektromagnetického pole (skaldrni a vektorovy potencial), ctyrtok
(zdrojové Cleny Maxwellovych rovnic — hustota a tok naboje) nebo ¢tyfgradient. V soustave
SI musime zajistit, aby vSechny 4 slozky mély stejny rozmér. To miizeme ucinit nejjednodu-
Seji vynasobenim nebo vydélenim ¢asové slozky univerzalni konstantou c¢ (rychlosti svétla ve

vakuu):
x”s(“j; pﬂE(E/c} kﬂz(a)/c];
X p k

(13)
= ple Jh Poc) 3 d/oct
A) Jo ’ # 1 9/ox )
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Poznamky:

1. Reckymi indexy budeme znagit zasadné jen &tyfvektory (index 0 odpovida éasové &asti, indexy 1,
2, 3 prostorové Casti).

2. U &tyrgradientu jde o kovariantni (dolni) index, protoze

9
A 9xt
3. tedy skutecné slozky vektorl jsou ve jmenovateli, pokud zapisujeme index v Citateli, musi mit
opacnou polohu, nebot se transformacni matice zméni na inverzni!

4. Metrika ve specialni relativité se nazyva Minkowského metrika. Je diagonalni a v ¢asové Casti ma
minus. TotéZ plati i pro inverzni matici (metriku s hornimi indexy). Metrika se smiSenymi indexy je
jednotkova matice, tj. jeji prvky jsou Kroneckerovo delta:

-1 0 0 0 -1 0 0 0
0 +1 0 0 w |0 +1 0 0
guy = ;g = ;
A0 0 4100 0 0 +1 0
0 0 0 +I1 0 0 0 +I1
(19)
41 0 0 0 41 0 0 0
u 0 +1 0 0 , 10 41 0 0
gV= ; g# =
0 0 +1 0 0 0 +1 0
0 0 0 +I1 0 0 0 +I

ZjednoduSen¢ se Casto Minkowského metrika piSe jako g, = diag(—1, 1, 1, 1), nékdy se ozna-
¢uje symbolem 7,,. Za pomoci metriky nyni snadno ur¢ime kovariantni (duédlni) slozky bé&z-
nych ¢tyfvektort a kontravariantni slozku ¢tyfgradientu:

_[=et) _(—Elc ' —wlc _
xluz X 5 plu= p B k/u K 5

—plc —Po¢ —d/oct
A, = ; J ; o .
# (AJ’ # (jQ J’ [a/ax
Piklady

Najdéme néekteré typické skalarni souciny:

(20)

k-x :kﬂxﬂ = ko(—xo)+k1xl +k2x2 +k3x3 =-wt+k-x,

nalevo je soudin &tyfvektort, posledni &len napravo je b&zny souéin v R’. Obdobn& uréime
vysledky dalSich ptikladt

ds? deﬂdxﬂ =—c?dr? + dx? +dy2 +dz?;

dpPg
—=+divj, =0 = d,J*=0;
ot Jo yz

0f=0 &  0,0/f=0.

Casto se pouziva zkraceny zapis, pfi kterém se derivace piSe za ¢arku. Indexy pied ¢arkou
jsou skute¢nymi indexy, indexy za ¢arkou jsou derivacemi:

7
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04*

ox”
Jde vlastné o nejusporngjsi zapis derivace vibec, ze kterého je ziejmé na prvni pohled, jak se
derivace transformuje. Uved'me dalsi priklady:

=9, 4" = Aﬂ,v )

0

a, 0=
U

00 _~ _

ax—ﬂ=aﬂfﬂ=(0ﬂ ;

I:lfzaﬂa/‘fsf’ﬂ”.

Lagrangeovy rovnice pro polni problémy
V klasické mechanice jsme hledali zavislost zobecnénych soufadnic gi(¢) na ¢ase. U polnich
problémi budeme hledat Casoprostorovou zavislost poli ¢z, x). Namisto Lagrangeovy
funkce budeme pouzivat hustotu Lagrangeovy funkce, kterd zavisi na Casu, prostoru, polich
a jejich derivacich:

Y=L, X, 9,2,0,...05,00,/0t,00,/0x,...00x/0z) ,

coz budeme zkracen¢ zapisovat ve tvaru

V=P P D) - (21)
Pro integral akce bude platit
S= [ 16" 0t o)dxdi = [ V(0,0 o) d . (22)
Q Q

Stejné jako v mechanice téles budeme hledat nutné podminky extremalnosti integralu akce
a variace poli budou definovany ve stejném case (ale tentokrat i v prostorové soutradnici), coz
nam zajisti zdmeénnost variaci a parcidlnich derivaci. Na hranici oblasti 022 pozadujeme, aby
variace byly nulové, tedy plati vztahy jako v klasické mechanice hmotného bodu:

00 = Ok virt ") = O e (7)) 5
5, (042)=0; (23)
PoZzadujme tedy, aby variace integralu akce byla nulova:

5[ 9" 0, 0.0)d*x=0. (24)
0

Diky zdménnosti variaci a derivaci mizeme piejit s variaci do integralu a zapuisobit s ni na
vSechny proménné (s vyjimkou x“, jde o variace ve stejné udalosti):

04 v/
j o 5¢k + 0% 5¢k o d4x =0.
0 a¢k a¢k,0! '

V poslednim ¢lenu zaménime variaci a derivaci: 0@y, = 00,0 = 0,09 a provedeme integraci
per partes (pouZijeme Gaussovu vétu). Integral na hranici je vzhledem k (23) nulovy, a proto
mame:

o v
j[af ) L}Wa:o.

0 a¢k “ a¢k,0l
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Vzhledem k tomu, Ze integrace musi dat nulu pro jakoukoli ¢asoprostorovou oblast €2, musi
byt i integrand nulovy (pfesnéji fe€eno skoro vsude, tj. az na mnoziny dimenze mensi nez 4):
oY oY
-0, op, =0. (25)
a(ok a¢k,a
Pokud jsou pole ¢ nezavisla, budou koeficienty linedrni kombinace (25) nulové (cely vyraz
ma tvar ¢y ogx = 0), tedy

4 o
0 2, oY —0.
a¢k a(”k,a
Vyraz upravime do standardniho tvaru Lagrangeovych rovnic
[ (¢
> d, i _8,1 =0; k=1...,N. (26)
a(”k,a a(”k

Na rozdil od Lagrangeovych rovnic pro hmotné body a pevna télesa neni v prvnim ¢lenu jen
Casova derivace, ale jsou zde derivace podle vSech Ctyf proménnych. Lagrangeovy rovnice
rozepsané pro jedno jediné pole maji tvar:

d oY 0 oY d oY 0 oY oY
- || |t | —— |+t =—| =———— |——=0. (27)
a{a(awar)} ax[a(ago/ax)} ay{a(a(p/ay)} az{a(a(p/az)} Y
Poznamka: Lagrangeova funkce neni jednoznacné urena. Funkce
F=9+9,K" (28)

vede na stejné polni rovnice pro libovolny &tyfvektor K*. Této libovale Ize vyuzit ke konstrukci co
mozna ,nejelegantnéjSiho” lagranzianu.

¢ Priklad: Naleznéme Lagrangeovy rovnice pro nejjednodussi Lagrangeovu funkci skalar-
niho pole ¢, kterd obsahuje jen derivace tohoto pole:

¢ = (aﬂ(o )(aﬂ(p) . (29)
ReSeni:
Lagrangeova funkce je skalarem (to zajiStuje jeden horni a jeden dolni index, pfi zméné
baze/soufadnicové soustavy se vyraz nezméni). Pokud Lagrangeovu funkci rozepiSeme,

mame:
2 2 2 2
f/=_L(a_‘/’j +(a_¢] L[99 +(8_¢] , (30)
A\ ot ox dy 0z

Po provedeni vSech derivaci d4 Lagrangeova rovnice (27)

2 2 2 2 2 2 2 2
%a Z)+2a (2o+28 (2p+28(2p:0 = —Lza 2(p+ag2o+8(2p+agzozo
c® ot ox ay 0z c¢” dt° ox° Jdy” Oz

Nejjednodussi varianta Lagrangeovy funkce skalarniho pole tedy vede na vinovou rovnici.

V Lagrangeové funkci (29) se vétSinou pise koeficient Y2:

> :%’zé(aﬂgo)(a”go) = Op=0. (31)
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Dlvody jsou dva. Lagrangeovy rovnice daji vlnovou rovnici (bez nutnosti kraceni koefici-
entem 2) a cely vyraz (31) je az na znaménko u ¢asové ¢asti analogii kinetické energie (polo-
vina z kvadratu derivaci). Minus v ¢asové Casti znamend, Ze takto zapsana hustota Lagrange-
vovy funkce odpovida ve skute¢nosti zdporné vzaté kinetické energii. Druhou nejjednodussi
Lagrangeovu funkci ziskdme pfidanim potencidlniho ¢lenu. Kvadraticky ¢len povede na line-
arni parcialni diferencialni rovnici (obdobn¢ jako u harmonického oscilatoru):

> 5ﬁ=%(8#(p )(8“¢)+%K2(p2 =  (@-)p=0. (32)

Lagrangeova funkce tohoto pole je kvadratickd v derivacich 1 v samotném poli. Druhy ¢len
by odpovidal hustoté potencialni energie v klasické mechanice, prvni minus hustoté kinetické
energie. Vysledna Lagrangeova rovnice je linearni a je vhodnou rovnici naptiklad pro plaz-
mové viny nebo pro kvantovy popis ¢astic se spinem nula. Jde o znamou Kleinovu-Gordono-
Vu rovnici.

Kanonicky sdruzené pole

Obdobné¢ jako jsme diive zavedli k dané zobecnéné soufadnici kanonicky sdruzenou hybnost
a poté energii, miZzeme 1 ve spojitém piipadé obdobné definovat kanonicky sdruzené pole
a hustotu energie vztahy

P, (1,x) = o ; (33)
a¢k,t
oY )
(f‘f'(t,X)EZ(—a ¢k,t]_%' (34)
t \ 9Pk

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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2. KLASICKA ELEKTRODYNAMIKA

Ctyipotencial a tenzor pole
Elektromagnetické pole vétSinou popisujeme Maxwellovymi rovnicemi

divB=0, (35)
rotE = _B_B , (36)
ot
divD=pq, (37)
oD

rotH=j,+—, 38

lo™; (38)
které doplnime o materialové vztahy

D=¢)E+P, (39)
B=yy(H+M), (40)

kde vektor P je polarizace prostiedi (hustota elektrického dipélového momentu) a M je mag-
netizace (hustota magnetického dipdlového momentu). Jiné uzavorkovani elektrickych
a magnetickych veli¢in je dano historickymi divody. Z rovnice (35) plyne existence funkce
A(t, x), takové, ze

> B=rotA. (41)

Rovnice je pak splnéna automaticky, protoze div rot kazdé funkce je nulova. Veli¢ina A se
nazyva vektorovy potencial. Dosadime-li vyjadieni (41) do rovnice (36), ziskame vztah

rot(E+a—Aj:0,
ot

ze kterého plyne existence funkce ¢ takové, ze E+0A/dt =—V ¢ . Rovnice (36) je opét spl-
néna automaticky a pro elektrické pole mame vyjadfeni

0A
> E=-V¢—. 42
==, (42)
Funkci ¢ nazyvame skalarni potencial, v ptipad¢ stacionarnich poli piejde (42) ve znamy
vztah
E=-Vg, (43)

znaménko minus jen odrazi fyzikalni skutecnost, ze pisobici sila mifi do minima potencialni
energie. Elektromagnetické pole tak mizeme popsat pouhou ¢tverici veli¢in — skalarnim
a vektorovym potencialem. Tyto ¢tyfi veliCiny tvoii relativisticky ctyfvektor, viz (18),

> s @ "J . (44)

Zname-li ¢tvefici 4, ur¢ime elektrické a magnetické pole snadno ze vztahl (42) a (41). Vek-
tory E a B jsou tak v jistém smyslu preferovany oproti vektorim D a H, nebot’ je miiZzeme
ptimo urcit z potenciall. Preference E a B nad D a H plyne také z Lorentzovy pohybové rov-
nice, kde vystupuji pouze vektory E a B a ze silového plisobeni je mizeme dokonce pomoci
Lorentzovy pohybové rovnice definovat. Elektromagnetické pole je derivacemi potenciali,
oba vztahy (42) a (41) lze jednoduse zapsat za pomoci tenzoru elektromagnetického pole

11
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0 E*lc EY/c E?lc
_E*/c 0 B —BY
> FHY =gk 4 _g¥ 4# = ¢ . 45)
_E¥le -B° 0 B

—-E?/c BY -B* 0

Jde o antisymetricky tenzor druhého tadu, ktery ma jen Sest nezavislych slozek (témi je elek-
trické a magnetické pole). Slozky pole 1ze snadno odecist z piislusnych pozic tenzoru.

Potencialy nejsou urceny jednoznacéné, dvéma riznym potencidlim mulze odpovidat
stejné elektromagnetické pole. Pokud zavedeme nové, pietransformované potencidly za po-
moci tzv. gradientni transformace

A* = A" 491 [, (46)
kde fje zcela libovolna dvakrat spojité diferencovatelna funkce, pole se nezméni:
FH =9 (4" +2" f) =" (A" +0H f)=0# 4" = 0" a* = FH". (47)

Této liboville v potencidlech 1ze s vyhodou vyuzit pfi konstrukei co nejjednodussi varianty
Maxwellovych rovnic v potencidlech.

Maxwellovy rovnice v potencialech

Maxwellovy rovnice (35) a (36) jsme vyuzili k zavedeni potencialli elektromagnetického
pole. Zbyvajici dve€ rovnice se zdrojovymi ¢leny miizeme za pomoci tenzoru elektromagne-
tického pole snadno ptepsat do tvaru

> F‘“’,V = yJ", (48)
kde étyfvektor J* prezentuje zdroje elektrickych a magnetickych poli
PoC
Jh= "9 (49)
Jo

Tento tvar Maxwellovych rovnic je zjevné relativisticky. PfepiSme Maxwellovy rovnice ve
tvaru (48) za pomoci potenciali:
v .
F “ ,V ::UOJ # >

0, (044" —0" 4*) = po* ;
940, 4" —9,0" A* = yJ* . (50)

Druhy ¢len na levé stran¢€ je d’Alambertiiv vinovy operator aplikovany na ¢tyfpotencial pole,

prava strana zjevn¢ prezentuje zdroje poli. Jedinou ,,vadou na krase* rovnic zapsanych v po-

tencialech je prvni ¢len. Zde vyuzijeme velké liboviile v potencidlech dané kalibra¢ni trans-

formaci. Pfredpokladejme, Ze veli¢ina 0,4" je rovna né&jaké funkci ¢asu a prostoru F(z, x):
d,4" = F(t,x)

a zvolme za pomoci gradientni transformace (46) jiny ctyfpotencial, pro ktery budeme poza-

dovat, aby

0,4"=0 = 0,4"+0,0"f=0 =  F@x)+o0f=0.

Takova gradientni transformace bude vzdy existovat. Funkci f, kterd generuje transformaci,
staci volit tak, aby spliiovala rovnici

Of =—F(i,x). (51)
12
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V novych potencialech je prvni ¢len v rovnici (50) nulovy a Maxwellovy rovnice ziskaji jed-
noduchy tvar

0A* =—poJ* (52)
9,4 =0. (53)

Jde o vlnové rovnice pro étyfpotencial 4“, u kterych jsou zdrojovymi ¢leny slozky étyfvek-
toru J“. Rovnice jsou doplnény Lorenzovou kalibraéni podminkou (53). Ukazali jsme, Ze
libovtile potenciali lze vyuzit k tomu, aby Lorenzova kalibra¢ni podminka byla splnéna.
Dokonce ani pozadavek na jeji splnéni neurCuje potencialy jednoznacné! Z rovnice (51) je
zfejmé, ze funkce fneni uréena jednoznacné a lze k ni pficist jakékoli feSeni vinové rovnice

of, =0. (54)

Proto je mozna jest¢ dalsi gradientni transformace

kterou je mozné vyuzit naptiklad k vynulovani skalarniho potencialu. Uzavieme tuto partii
konstatovanim, ze je mozné vzdy zvolit takové potencialy, aby Maxwellovy rovnice mély
jednoduchy tvar

oA =—u,J* ;
> = (55)
9,4" =0.

Pole nebo potencialy? AB experiment

V klasické elektrodynamice je mozné elektromagnetické pole popsat bud’ za pomoci elek-
trické intenzity a magnetické indukce nebo za pomoci Ctyipotenciali. Kazdy z téchto popist
ma své vyhody a nevyhody:

1. Elektrické a magnetické pole je pfimo méfitelné pfistroji, potencialy nikoli. Tato situace
vytvaii dojem, Ze pole jsou realné veliCiny, zatimco potencialy jen pomocné matema-
tické objekty.

2. Elektricka a magneticka pole jsou jednoznacnd, potencialii k danému problému existuje
nekone¢né mnoho. Toho lze vyuzit ke konstrukei co nejjednodussich rovnic pro poten-
cidly. Na druhou stranu nejednoznacnost potencialli ope€t vzbuzuje dojem, ze koncept
potenciall je jen pomocnou matematickou konstrukei.

3. Maxwellovy rovnice v potencidlech jsou jednodus$i, vedou na vlnovou rovnici
s nenulovou pravou stranou, pro kterou existuje fada moznosti feSeni. Po nalezeni po-
tencial musime ale jeste urcit pole z formuli B =rot A, E =— V¢ — 0A/ot.

4. Pti transformaci poli do jiné soutadnicové soustavy jsou vhodnéjsi potencidly. Tvofi
ctytvektor, ktery se transformuje Lorentzovou matici. Samotna transformace poli je po-
n¢kud neptehledna a je dana transformaci tenzoru pole.

5. Do ctyfrozmérného svéta relativity na prvni pohled 1épe zapadad Ctyfpotencial pole
(4, A) nez Sestice hodnot E a B. Ty jsou ve skutecnosti soucasti tenzoru pole F,,, ktery
je antisymetricky a ma pravé 6 nezavislych slozek.

V klasické elektrodynamice jsou oba popisy zcela ekvivalentni a nelze néktery z nich prefe-
rovat na tkor druhého. Castice mize ménit svou rychlost pouze vlivem elektrickych a mag-
netickych poli. Pokud jsou pole nulova a potencidly nenulové (takova situace miiZze nastat),
na Castici zadné sily nepiisobi. V kvantové mechanice je situace jind. Pouha pfitomnost ne-
nulového potencidlu méni fazi vinové funkce 1 v ptipadé, Ze samotné pole jsou nulova (napfi-
klad v prostoru vn¢ dlouhé civky je magnetické pole nulové a vektorovy potencial nenulovy).

13
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Zmeéna faze vlnové funkce se projevi zménou interferenniho obrazce u dvoustérbinového
experimentu a jde tedy o méfitelny jev. V tomto smyslu je klasickd Maxwellova elektrody-
namika doplnéna Lorentzovou pohybovou rovnici netiplnym popisem piirody, nebot’ neposti-
huje vSechny v pfirod¢ probihajici a métitelné déje. Potencidly pole navic nejsou jen mate-
matickou konstrukci, ale maji na pohyb nabitych ¢astic redlny fyzikalni dopad dany kvanto-
vymi zékony. Poprvé na tuto skute¢nost upozornili anglicti teoretici Werner Ehrenberg
a Raymond Siday v roce 1949, jejich prace se ale dostate¢né nerozsitila. Obdobny jev o deset
let pozdéji, tedy v roce 1959, znovu ptedpovédéli izraelsky fyzik Yakir Aharonov a ame-
ricko-anglicky teoretik David Bohm. Aharontiv-Bohmtiv jev (AB jev) byl experimentalné po-
tvrzen az v roce 1986 japonskym fyzikem Akirou Tonomurou.

Uvazujme nejprve dvojstérbinovy experiment s usporadanim podle néasledujiciho obrazku
nalevo. Za Stérbinami je uzky pas nenulového magnetického pole (tlousStky Al), které mifi
kolmo na pohyb elektront. Toto pole na n¢ bude plisobit Lorentzovou silou

F=ecuB (56)

smérem vzhiru. Vzhledem k tomu, Ze je tloustka vrstvy nenulového pole mala, budeme uva-
Zovat, ze se svazek elektronli pohne vzhiru vlivem piisobeni konstantniho zrychleni a = F/m
po dobu Az = Al/v. Ve svislém sméru budou elektrony vychyleny o vzdéalenost

2
Ay=Laan? =L@B(ALY _ B \p (57)
2 2 m\v 2mv
Uhel vychyleni svazku bude podle klasického vypodtu
Ay eBAl
tgar=—= . 58
SO AT oo (%)

At uz bude obrazec dopadu elektront na stinitku jakykoli, m¢l by se ptisobenim magnetic-
kého pole thlove posunout vzhtiru o uhel o dany vztahem (58).

Al —
? posun B-0
obrazce
f o
& i
@ ?
........ '
............ ).... - ?
N e I I
E
B#0 stinitko A#0 o

K vysvétleni Aharonova-Bohmova jevu

Uvazujme nyni dvojstérbinovy experiment s usporadanim podle obrazku napravo. Za Stérbi-
nami je dlouhy solenoid, v némz je nenulové magnetické pole. Vné solenoidu, tedy v oblasti,
kterou se pohybuji elektrony, je magnetické pole nulové a obrazec by nemél byt posunut.
Nenulovy je zde pouze vektorovy potencial. Ctyfpotencial ale vystupuje v Lagrangeové
1 Hamiltonové funkci a odsud se dostane do feSeni Schrodingerovy ¢asové rovnice. VIinova
funkce bude mit tvar (odvozeni Ize nalézt v uebnicich kvantové teorie)

W:Aexp{i%jAﬂdx#} (59)

a pravdépodobnost vyskytu elektronu bude ovlivnéna pfitomnosti nenulového potencidlu
a obrazec by mél byt posunut 1 vné solenoidu, tedy v prostiedi nulového magnetického pole.
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V oblasti, kterou prolétaji v Aharonové-Bohmové mysSlenkovém experimentu elektrony,
je sice magnetické pole nulové, nenulovy je ale vektorovy potencidl, ktery zplisobi zménu
faze vinové funkce a tim posun interferen¢niho obrazce.

Poprvé se pokusil tento jev zméftit japonsky fyzik Akira Tonomura v roce 1982 za pomoci
elektronového holografického mikroskopu, ktery dokaze kromé intenzity elektronového
svazku také zaznamenat fazi elektronli (vyzatuji koherentni elektromagnetické pole). Vy-
sledky pro pouzitou civku nebyly prikazné, nebot’ pole prosakovalo i vné civky. Proto v roce
1986 pouzil Tonomura jako zdroj pole feromagnet ve tvaru toroidu o priméru 6 pm. Povrch
byl pokryt supravodivym niobem, ktery dokonale odstinil magnetické pole. Teplota byla udr-
zovana na 5 K. Méfeny byl posun interferencnich prouzk mezi svazkem elektroni procha-
zejicich vnittkem toroidu a svazkem elektront prochéazejicich vné magnetu. V téchto oblas-
tech je nulové magnetické pole, ale rizny vektorovy potencidl. Prouzky byly posunuty o hod-
notu predpovézenou Aharonovym-Bohmovym jevem. Vysledkem experimentu je potvrzeni
faktu, Ze na mikroskopické urovni hraji pii interakci nabitého objektu mikrosvéta s elektro-
magnetickym polem primarni roli potencialy.

Lagrangeova formulace Maxwellovych rovnic
Hustota Lagrangeovy funkce pro elektromagnetické pole ma tvar

7=,

1

eld T int (60)

Prvni ¢ast popisuje samotné elektromagnetické pole bez pfitomnosti ¢astic, druha ¢ast popi-
suje interakci elektromagnetického pole s nabitymi casticemi. Interakéni ¢ast musi byt néja-
kou skalarni kombinaci étyftoku J* (popisuje Castice) a Etyipotencialu A (popisuje pole).
Hned nejjednodussi skalarni varianta vede na spravné polni rovnice:
> i = JﬂA“ . (61)
Polni ¢ast Lagrangeovy funkce odpovida kinetickému c¢lenu v mechanice bodové cEastice,
méla by tedy byt né&jak konstruovana z derivaci pole 4, tedy by méla byt néjak poskladana
z tenzoru elektromagnetického pole — idedlné z kvadratu, jak je tomu u kinetické energie ¢as-
tice nebo jak tomu bylo u hustoty lagranzianu vedouciho na vlnovou rovnici. Nejjednodussim
skalarem je kombinace F,,F*" a polni ¢ast Lagrangeovy funkce by méla byt tomuto vyrazu
umérnd. Konstantu imérnosti urc¢ime tak, abychom dostali spravné polni rovnice (v tomto
ptipadé¢ Maxwellovy rovnice):
] 1
> Legq =——F,, F*¥ (62)
field 4 Lo nv

Ob¢ ¢asti hustoty Lagrangeovy funkce pro elektromagnetické pole jsou

1

> ‘g')elmg = y//ﬁeld + “([/}int = _HF,UVF'UV +J,uAlu (63)
0
Ovéfme na zaver, ze polni Lagrangeovy rovnice daji Maxwellovy rovnice:
o o
5, o7 | 97 ~0:
4P , | o4P
y7i%
1 o J (F/“VF ) .
— d —Jp=0;
441 4P
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1 oF#”
_Zaa {ZF,UV W} =lu0Jﬁ ;

J

1
_Eaa {(a#AV _aVAﬂ)m(aﬂAv _avAﬂ)} =loJ g ;

_%aa |:(a,uAv _aVAﬂ)(5#a5Vﬂ_§Va5/‘ﬂ)J :,quﬂ ;

1
—Eaa [aa/lﬂ—aﬂAa+aaA/3—a/3Aa]:,u0Jﬂ,
_aaFaﬂ ::UOJﬂ = _Faﬁ,a ::UOJﬂ = Fﬂa,a = :UOJﬂ )

coz jsou Maxwellovy rovnice ve tvaru (48).

Retardované a advanceované potencialy
Predstavme si bodovy naboj nachdzejici se v poloze r’ a pozorovatele v misté¢ r. Potencial
elektrického pole bude dan Coulombovym zdkonem

p=— 2 (64)

A7, | r— r'| '

Pokud bude néaboj spojité rozloZen v prostoru s hustotou pgp, bude potencial dan superpozici,
tedy souctem potencialli od v§ech nabojovych elementi:

1 jpQ(r’)cPr’

é(r)= ; (65)
4rey?  |r-r
Nalezeny vztah musi byt soucasné feSenim Laplaceovy rovnice elektrostatiky:
N 13,7
P 1 (por)dr
Ap=—2 = gr)=— [ (66)
£ 4rey? |r-r

Kdo z ¢tenatii ovlada techniku Greenovy funkce, miize nalézt feSeni i jinak nez za pomoci
principu superpozice. Nejprve budete feSit Laplaceovu rovnici s Diracovou distribuci na
pravé strané, ¢imz ziskate Greenovu funkci. ReSenim problému bude potom konvoluce této
Greenovy funkce se skute¢nou pravou stranou rovnice:

AG=6r) = G(r,r')= —;, ) (67)
4zc|r—r
r)d’r’
A¢=_p_Q = )= _Po -1 J"OQ( ), , (68)
80 80 47[80 | r—r
Vysledek je samoziejmé stejny. V ptipad¢ elektrodynamiky je pfimé zobecnéni
D 1 . pot—Atr)d
0p=—"2 =  gtr)=—- [ —. (69)
£ 47g, |r—r

Potencial se pocita v retardovaném case, tedy Case pozorovatele, od né¢hoz je odectena doba
Sifeni signalu ze zdroje:

At=|r—r'|/c (70)

Ziskany potencidl nazyvame retardovany (zpozdény) potencial. Jeho hodnota se pocita
z rozlozeni nabojt v kuzelu minulosti pozorovatele.
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Toto neni ale jediné feSeni vinové rovnice s pravou stranou. Samotna vlnova rovnice je totiz
imunni vaci zaméne ¢ — — ¢, proto ji podle (70) spliuje i feSeni

(t+At,x')dr

’
|r—r

__ L gqp
¢, (t,r) = 4”8()] : (71)

Takové feSeni je nefyzikalni, ptfichdzi jakoby z budoucnosti, tedy zalezi na rozlozeni naboju
v kuZelu budoucnosti pozorovatele a nesplituje tedy princip kauzality (pfi¢ina musi ptedcha-
zet ve viech soufadnicovych soustavach diisledek). Reseni nazyvame advanceované (nékdy
se pouziva slovo avanceované). Ob¢ feseni miizeme (fyzikalni i nefyzikalni) souhrnné zapsat
jedinou formuli

t£ ALY

1
ou(t.r) = —— [LLEALOAE )
4re, | r-r
Obdobné lze zapsat feSeni Maxwellovych rovnic pro cely Ctyfpotencial
5 . e Ho (It F ALY Y
> 0A% =—u,J = A =22 d . (73)
4z |r—r

Je tieba jesté ovérit, zda nalezené feSeni splituje Lorenzovu kalibracni podminku. Uréeme le-
vou stranu této podminky:
Uy (0,07 (tF ALY A

0,4% = . 74
“TF Ar |r—r' 74

Kalibra¢ni podminka bude splnéna, pokud bude platit
9,J%=0, (75)

coz je rovnice kontinuity pro elektricky naboj, tedy zdkon zachovani ndboje. Ten plyne
okamzité¢ z Maxwellovych rovnic

IpF P =11 J® = 0,05F% = 119,J°. (76)

Leva strana je zaZenim symetrického a antisymetrického tenzoru, tedy je nulova, a proto plati
vztah (75). Potencidly jsme spocetli pro pozorovatele v misté¢ r. Naboje jsou lokalizovany
v mistech r’, pres ktera integrujeme. Dosti daleko od zdroji je mozné provést klasicky multi-
polovy rozvoj a urcit zafiva pole generovana pohybujicimi se ¢asticemi. Pokud nés zajima
reakce Castice na jeji vlastni pole, musime postupovat opacné a zjistit pole generované v tésné
blizkosti sledované Castice.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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3. POHYBOVA ROVNICE NABITE CASTICE

Lorentzova pohybova rovnice

Zaved’'me nejprve vlastni ¢as Castice dz jako €as plynouci pfimo u Castice. Pro relativisticky
interval v misté ¢astice mame

ds? = dx,dx® = —c?dr? +dx? = —c*dz?. (77)
Mezi vlastnim a obecnym casem tedy existuje vztah
_dr?=—2d?+dx? = dr=vi—viel =Y (78)

Vlastni ¢as je invariantem, ktery vyuZzijeme jak pii konstrukci Lagrangeovy funkce volné
Castice Lp, tak pii zavedeni Ctyfrychlosti a Ctythybnosti. Pro nabitou ¢astici se Lagrangeova
funkce bude skladat z lagranzidnu volné ¢astice a interakéniho lagranzianu:

L=Lp+L,,. (79)
Diferencial akce volné ¢astice by mél byt invariantem, tedy by mélo platit

dS = Lpdt ~dr, (80)

Lp =a%=a\/l—vz/c2. (81)

Konstantu o volime tak, aby vyraz pro malé rychlosti piesel v klasicky vztah pro kinetickou
energii, tedy

> Ly =—myc?N1-v2/c? . (82)

Interakéni Cast urcime z hustoty Lagrangeovy funkce (61) jako

tj.

Lig = [ £ )& = [ 1, () 4% (1) &, (83)
kde za Ctyftok dosadime pro bodovou nabitou ¢astici lokalizovanou v misté r
Po¢ o’ —r, /
Jy: .Q :[QC ( ) O)J; A/u:(¢ cj' (84)
lo Ovo(r'—ry) A
Po trividlni integraci mame
> L =—00+QA-v. (85)

Prvni ¢ast je, tak jak je u konzervativnich poli obvyklé, zaporn€ vzatou potencialni energii
Castice v elektrickém poli. Celkova Lagrangeova funkce tedy je

> L=Lp+L =—myc*\1-v?*/c? —Qp+0A -v. (86)

Ve standardnich kurzech, viz naptiklad [1], se z této Lagrangeovy funkce pfimocaie odvodi
odpovidajici pohybova rovnice pro nabitou ¢astici

> %(mo}/v):QE+QVXB, (87)

cozZ je znama Lorentzova pohybovéa rovnice obsahujici na levé strané Lorentztuv faktor
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1
Y=
\/1—V2/02

To je samoziejmé pii vysokych rychlostech, kdy je Lorentziiv faktor podstatny, nepiijemné
pro numerické simulace. Pro simulace je vyhodnéjsi pouzit Hamiltonovy rovnice, které jsou
feSené vzhledem k nejvyssi (prvni) derivaci. Pokud chceme vyuZit Lorentzovu pohybovou
rovnici, je vhodna substituce

(88)

U= , (89)
V1-v?/c?
ktera ptevede rovnici do tvaru vyhodnéjSiho pro numerickou integraci
4 (mgu)=0E+ —LUXB_ (90)
dr 0 2 2
¢ I+u”/c

Nyni piepiSeme Lorentzovu pohybovou rovnici do relativisticky kovariantniho tvaru. Za tim
ucelem zavedeme Ctyirychlost jako

_ dx“

> ==
dr

o1
Casova derivace musi byt podle vlastniho ¢asu, jinak by byly zménény transformacni vlast-
nosti Ctyfvektoru. Za pomoci vztahu (78) mizeme Ctyfrychlost vyjadiit za pomoci bézné
rychlosti v = dr/d¢ jako

o (2%
pedx _dx dr_fre) 92)
dr dt dz (ypv
Pro druhou mocninu velikosti ctyirychlosti plati
o 2 242
U“Uazdx dx, _ds™ _—c7dz _ o2 93)

dr dr 472  dr?

Skalarni soucin Ctyirychlosti se sebou samou je skutecné invariant nezavisici na volbé sou-
fadnicové soustavy. Obdobné mliZeme zavést Ctyfzrychleni ¢astice vztahem
o
o« _dU

a” = 17 (94)

Ctyizrychleni je vzdy kolmé na &tyfrychlost, coz snadno odvodime derivaci vztahu (93)

%(U“Ua)=0,

o
du Ua+U“—dU“:0,
dr dr

dU“
dr

2 Uu,=0,
Odsud jiz okamzité plyne
U, =0. (95)

Posledni veli¢inou, kterou budeme potitebovat, je ctythybnost definovana vztahem

> paEmanz[ymocj. (96)
7/m0V
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Casova &ast ¢tyrhybnosti musi mit vyznam energie a prostorova vyznam vektoru hybnosti
(18), tedy musi platit

P ymoyv
Odsud snadno ziskdme vztahy
é = 7m002 = mc? . (98)
p=ymyv=mv, (99)

kde jsme zavedli tzv. pohybovou hmotnost
m=ymy, (100)

coz ale neni pfili§ Stastné oznaceni, ve skutecnosti jde jen o zastupny symbol pro kombinaci
veli¢in ymy. Snadno ovétime, zZe za pomoci Ctythybnosti (96) a tenzoru pole (45) 1ze pohybo-
vou rovnici (87) zapsat v elegantnim tvaru

d o
> 4
dr

=0F U . (101)

Pii prepisu vyuzijeme rovnosti d/dz=yd/dt. Prostorova slozka dd Lorentzovu pohybovou
rovnici, ¢asova slozka poskytne navic energetickou bilanci

dé&
= E -V , 102
o Y (102)
coz neni nic jiného nez vykon dodavany elektrickym polem (sila ndsobend rychlosti). Uved’-

me na zaver kli¢ové hustoty Lagrangeovy funkce a celkové Lagrangeovy funkce pro elektiinu
a magnetizmus

Castice interakce pole
, dr 1
@ N il o — F F%
Pm d J,A 41, off

2
L —mocz,fl—v—2 —0p+0A-v -
¢

Lagrangeova funkce pro pole postrada smysl, nebot’ pole neni lokalizované. Pokud vezmeme
v uvahu pouze ¢asticovou Lagrangeovu funkci, dostaneme pohybovou rovnici volné ¢astice:

o
dé’r = 0. (103)

Pokud vezmeme v ivahu Lagrangeovy funkce pro ¢astici a pro interakce, dostaneme Lorent-
zovu pohybovou rovnici

dp ” off
—=0F""U4,. 104
iz 0 Y (104)

Pokud vezmeme v tivahu pouze Lagrangeovu funkci pro pole, dostaneme Maxwellovy rov-
nice ve vakuu:

F 4 =0. (105)

A pokud uvéazime polni a interakéni ¢asti Lagrangeovy funkce, dostaneme Maxwellovy rov-
nice se zdrojovymi ¢leny:

FP 5= u,J”. (106)
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Potencialy generované castici v jeji blizkosti

Uvazujme retardované a advanceované potencialy generované nabitou ¢astici:

o, ’
A% (1) = A%(t,r) = “0 j JUZALY) g3, (107)
o ’
A% ()= A% (t,r) = “0 j JUHALT) 3 (108)
Souhrnné budeme oba potencialy psat
104 — ’
A%(t,r) = Ho (JZ@FALY) d3r (109)

4

Pokud se nachazime v tésném okoli ¢astice, 1ze predpokladat, ze bude rozdil ¢asu pozorova-
tele a Casu vyslani signalu maly, a proto provedeme Tayloriv rozvoj ctyftoku v At:

k ~k ya ’ 3.7
At
Aa(t r)_ﬂOJ‘ ( ') a '] Ef&r) dr . (110)
k o K ot
Po dosazeni za retardovany cas ze vztahu
At=|r-r|/c (111)
ziskame pro Ctyfpotencial vztah (pfedpokladame, Ze poradi sumace a integrace Ize zaménit)
k
o Ho (+1) J k 1 jo 3 ’
A5 =22 Z kkva"ﬂ J(t,r)dr (112)

Vyraz rozdélime na sudé a liché ¢leny:

A% =20 > ,%—kﬂ r—r [ () a7
k 024_6’ k'at | 113

—/‘0 i 1 £I|r—r'|k_1J“(t r')d3r'_ o

4ﬂ-k 135_Ckk!atk ’

-

Prvni ¢ast je shodnd pro retardované i advanceované feSeni a ma pro k = 0 ¢ast divergujici na
svétocare Castice, jde napiiklad o Coulombicka pole, kterd sice diverguji, ale odpovidajici sila
je symetricka vici ¢astici, a vyslednice je proto nulova a na ¢astici nepiisobi. Druha ¢ast ma
jiné znaménko pro retardovany a jiné pro advanceovany potencial, feSeni se li§i pro vinu pfi-
chézejici k ¢astici a pro vinu od ni odchazejici. Tato ¢ast na svétocaie nediverguje, vyslednice
je na ni nenulova a odpovida reakci Castice na vlastni pole. Fyzikdlnim feSenim je retardo-
vany potencidl, ten 1ze ale formalné rozloZit na symetrickou a antisymetrickou cast
1 1
4” _A:‘)ét 2(Aa +Aadv) 2(Afe{:t adv) (114)

ret

U symetrické ¢asti vymizi vSechny liché ¢leny a je dana prvni ¢asti vyrazu (113):

1 ’
Ay —2(Afét+AadV) ﬁl; > { ITEY k_[ll‘ v %) dr } (115)
k=0,2,4...

Antisymetrickd ¢ast potenciadlu odpovidé lichym ¢lentim rozvoje (113):

1 ’ -_— 7’ ’
A‘i‘mzz(Afét A%y, )=~ ff[ l:kk'akﬁ l‘llia(t,r)d3r}. (116)
k=135..
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Na svétocare Castice nediverguje a vyslednice odpovidajicich sil piisobicich na ¢astici je ne-
nulova. Tato sila predstavuje reakci ¢astice na sva vlastni pole. Najdeme ji v lokalné inerci-
alni soustave, kterd v nékteré pocatecni fazi pohybu spojend s Castici (Lorentzové lokalni
soufadnicové soustave). V takové soustaveé Ize vSe feSit nerelativisticky a navic postaci vzit
jen prvni nenulovy ¢len (samoziejmé budeme muset nakonec feSeni transformovat do obecné
inercialni soufadnicové soustavy, tj. upravit do kovariantniho tvaru). U skalarniho potencialu
je ¢len k=1 nulovy, protoze integral vpravo da celkovy naboj a jeho derivace je nulova.
Prvni nenulovy ¢len proto bude az pro £ = 3:

?; 53_3'8_3j| 2 ppt.,r)ed’r’ (117)

Prvni nenulovy ¢len pro vektorovy potencial bude pro £ = 1:
A:—&lijjg(z,r’)d%’ (118)
T c
Pro bodovou ¢astici se svétocarou x”(t) bude
Pot,r)=05(r' ~1y),
jot.r) =0V —1p).

Odpovidajici potencialy (v blizkosti ¢astice) jsou po integraci

(119)

_ M0 i - 2
P = Same 38 (r-n®)",
< (120)
HoQ d
4rre dt Vo).

Abrahamova-Lorentzova pohybova rovnice

Odpovidajici pole jsou:
B=rotA=0,

dA _ K0 9’
ot 24mec o

ZV(r-r ) +%Z‘0—Qi ()=

E=-Vg-

121
= 0 =
247c 983 dre dt

_ M@ da  uQda_ f4,0 da
127¢ dt  4zmc dt 6mc dt

Sila od reakce na vlastni pole ma proto tvar:

Fg=0E= ﬂOQ (122)
671'0
Tato sila se nazyva Abrahamova-Lorentzova sila, je pojmenovana podle némeckého fyzika
Maxe Abrahama (1875-1922), ktery jeji tvar odvodil v roce 1905 [1]. Prislusna pohybova
rovnice se nazyva Abrahamova-Lorentzova (AL) pohybova rovnice:

2
> mea =T, +292" 4 (123)
67c
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V lokdlni Lorentzové soustavé Castice neni tifeba rozliSovat klidovou a pohybovou hmotnost
a pohybovou rovnici lze pfepsat do tvaru

2
Q™ (124)

> mOr Fxt+m02'0r TOE
67cmy

Konstanta 19 ma rozmér Casu, o jeji interpretaci se zminime zanedlouho. Pro elektron je jeji
e 4 —24 v 4 e I3 . . . ,
hodnota ptiblizné¢ 10 “ s. Tti zdkladni problémy rovnice jsou zjevné:

I. Tteti derivace polohy vyZaduje nejasnou dodate¢nou pocéatecni podminku

Klasickd fyzika definuje stav pomoci polohy a rychlosti (hybnosti). Pocate¢ni poloha
arychlost (hybnost) umozni vypocet integracnich konstant, které se objevi pii feSeni
pohybové rovnice. Pritomnost tieti derivace v pohybové rovnici ale znamena dalsi integracni
konstanty, jejichz vyznam je pfi nejmensim nejasny a z hlediska klasické fyziky se jevi jako
nadbytecné.

I1. P¥i nulové externi sile existuji nefyzikalni FeSeni rostouci exponencialné s ¢asem

Jedno takové feSeni najdeme snadno — zvolime nulovou externi silu a rovnici (124) budeme
integrovat tiikrat po sobé¢, pticemz prvni a druhou integra¢ni konstantu zvolime nulovou:

r=1,r,
r =Tol‘,
r=rye’%.

Nalezené teSeni je tzv. ubihajici (runaway) teseni. Takové feSeni neni fyzikalni, neni totiz
mozné, aby bez pusobeni jakychkoli sil dochazelo k exponencidlnimu urychlovani Castice.
Abrahamova-Lorentzova rovnice tedy poskytuje i feSeni, kterd nekoresponduji s pfirodou.
Obecné feseni pro pohyb volné castice (bez externi sily) lze napsat jako

r()=cye’+e i +c,. (126)

Je jasné, ze volbou ¢y =0 lze nefyzikalni feSeni v tomto piipadé¢ odstranit a dokonce tak
zredukovat pocet integracnich konstant na ptijatelny pocet.

III. Abrahamova-Lorentzova rovnice poskytuje FeSeni narusujici kauzalitu
Pro silu, ktera je nenulova od casu #, (byt’ konstantni), zavisi feSeni v Case ¢ < £y na hodnoté
sily v budoucnosti, coz je pro fyziku nepiijatelné. Takova nekauzalni feSeni existuji i pro ja-
koukoli externi silu, ktera je pouhou funkci ¢asu. Jednim z nich je vyraz

(t=t)

erxt(z)e “odf (127)
mo 05

Snadno ukazeme, ze (127) je feSenim AL rovnice. Levou 1 pravou stranu (127) zderivujeme
podle ¢asu. U derivace pravé strany budeme derivovat kazdy vyskyt proménné ¢ zvlast, tj.
vyuzijeme vétu

—jf(z yde' = £, z)+jaf(t D g (128)
Vysledek je
)
da__ 1 p h+— f (e M df (129)
dt mofo mo 0 ¢
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Minus v prvnim ¢lenu vzniklo zdménou integracnich mezi tak, abychom derivovali podle
horni proménné meze. Integral napravo vyjadiime z (127):

da__ 1 p.o+ta = (130)
dt mOTO TO
mga = ()4 mgy (131)

coz je AL rovnice. Zrychleni (127) je tedy opravdu feSeni AL rovnice. Hodnota zrychleni se
ale pocita z hodnoty sily Fex(?) v budoucnosti a feseni je zjevné nekauzalni. Budouci sila se
integruje s exponencialné klesajici vahou, podstatné pro zrychleni jsou hodnoty sily
v nejblizsi budoucnosti. Charakteristickou ¢asovou konstantou je pravé ¢as Ty, proto se mu
tika predakceleracni cas (preacceleration time). Pro elektron jde o hodnotu piiblizng 10** s,

Vykon souvisici s generovanim vlastnich poli je
: d
P:Frad-V:moroa-V:mofo{a(a-v)—az}. (132)

Pro castici s konstantni rychlosti je vykon nulovy, pifi periodickém pohybu ¢&astice zafi.
Stfedni hodnota prvni ¢asti bude v tomto piipad€ nulova, proto plati

<P>=—'UO—Q2<a2> (133)

6rc
a castice ztraci, jak jsme ocekavali, zafenim energii, tedy alespoii néco je v AL rovnici v po-
fadku. Po dosazeni za zrychleni kmitavého pohybu dokonce dostaneme spravnou formuli pro
dipolové zareni.

Lorentzova-Diracova pohybova rovnice

Pokud nebudeme v Lorentzové soufadnicové soustaveé lokalné spojené s ¢astici, je piimé ko-
variantni zobecnéni pohybové rovnice (124) na libovolnou soustavu

a a 2
> My d(;JT = Fgq +mgTy (%—a—zlfa} a*=dlay. (134)
c

Druhy ¢len v kulaté zavorce zajistuje spravnou velikost ctyfvektord. Zkuste si rovnici s ex-
terni Lorentzovou silou vyndsobit U,:

dU“
dr

o 2
my Ua:QFa’BUﬂUa+m070(dd%Ua_Z_2UaUa]

Clen nalevo je nulovy, protoze &tyizrychleni je podle (95) kolmé na &tyfrychlost. Prvni ¢len
napravo je také nulovy, protoze jde o zizeni symetrického a antisymetrického tenzoru. Treti
¢len upravime pomoci derivace soucinu a ve ctvrtém vyjadiime velikost Ctyfrychlosti z (93):

2
0=0+mg7, (di(aaUa)—aaaa —a—z(—cz)]
4 c

Prvni ¢len v kulaté zavorce je opét dle (95) nulovy a zbylé Cleny se piesné odectou:

0=0+mq7, (0—a2+a2)
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Bez posledniho kompenzujiciho ¢lenu by Lorentzova-Diracova rovnice (134) nebyla kova-
riantni. Rovnici odvodil anglicky fyzik Paul A. M. Dirac (1902-1984) za pomoci Uvah
o zachovani ¢tyrhybnosti soustavy pole a Castice vroce 1938 [2]. Nase odvozeni vychazi
z ptehledového clanku [4]. Kompenzujici ¢len mizeme upravit do nejcastéji pouzivaného
tvaru (vyuZijeme, Ze Ctyizrychleni je vZdy kolmé na Ctyfrychlost, tj. plati agU F=0):

dU B B
azUa:a'BaﬂU“:aﬁ—ﬂUaz i(aﬁUﬂ)—dL Ua:—dLUaUIB
dr dr dr dr

a Lorentzovu-Diracovu rovnici psat v alternativnim tvaru, v némz je radiacni sila imérna ca-
sové derivaci zrychleni (obdobn¢ tomu je u AL rovnice)

dau“ UUp |da?
> m =F% + myty| g%+ —_— 135

0 g7~ Fext oo[g Y2 |ar (135)
Pauliho zapis radiacni reakce
V obecné Lorentzové Diracové rovnici (134) ma radiacni reakce na ¢astici tvar

da* a*
o _ o
Frad_moro[?_c_zU ] (136)

Od vlastniho €asu nyni prejdeme k soufadnicovému casu, pro piechod vyuZzijeme vyjadieni
intervalu ve vlastni soustavé ¢astice a v laboratorni soustave, viz (78):

ds? :—czdz'z:—czdt2+dx2+dy2+dzz = (137)
dr=diN1-v?/c?, (138)
a proto mizeme psat
df df dt d -
df drde_df ;. (139)

dr drdr d¢

Teckou budeme oznacovat, jak je obvyklé, derivace podle soufadnicového Casu. Namisto
rychlosti budeme pouzivat bezrozmérnou rychlost B, kterd méa tu vyhodu, Ze jeji hodnota
nezavisi na volbé jednotek

B=v/c (140)
Nejprve uréime ¢asovou zménu Lorentzova kontrakéniho faktoru y:
dy d 1 d h, V2 vev 0, Y2 g
——=—| ——==|=—|1-Vv7/c =——|1-v7/c = B. 141
dz dt{ ,1—V2/02] dl( ) CZ ( ) v B B ( )

Nyni si napoéteme jednotlivé cleny potiebné pro sestaveni radiacni reakce (136):

o (ctj
x” = ; (142)

X
a=dxa_ dx*  [c)_ 1)
Ve T _y(v]_w[[}]’ (149)
o o 4Rr.A
Ja_dU :7dU :71( 7(:}:“_:0 ﬂB B) . (144)
dz. 7 de Tdelyep 7'@-B)B+7’P



Viybrané kapitoly z fyziky plazmatu Pohybova rovnice nabité castice

PovSimnéte si, ze odvozeny vyraz ma skutecné rozmér zrychleni. Rychlost svétla pred vyra-
zem piinasi rozmér [c] = m/s, dalsi 1/s vnasi ¢asova derivace (tecka). Vnimavy student si
M W O W ~ 4 r A s 2
jesté mize zkontrolovat, ze plati a“U, = 0. Dale potiebujeme a”:

a*=aa,=—a") +a-a=--=c? y°@-B)* +7*B7 |, (145)

Posledni ¢len, ktery se vyskytuje v radiacni reakci, je da”/dz. Vypocet je piimocary, i kdyz
ponékud zdlouhavy a vede na celkem jednoduchy vyraz

4 da® 477(B'B)2+75[B'B+ﬂ2]

y : | ) o |40
dz. © ds 477@-B)’B+7"| B-BIB+3B-B)B+A"B |+ 7B

Jednoduchym zkombinovanim poslednich vyrazii ziskdme radiacni ¢ast pravé strany
Lorentzovy Diracovy rovnice:

da” & o 3V BB+ BB (147
dz ¢ 377 B-B)’B+7 | (B-B)B+3B-B)B |+ 7B
Pohybova rovnice (134) mé nyni tvar
P, 3V BB+ BB _ s
ar e TO[3y7<B-B)2B+f[(B-B)B+3(B-B)B]+fB ’ o

kde p” je ¢tythybnost Castice. Po prevedeni levé strany do soufadnicového ¢asu mame pro
radiacni Cast

> Lrat 20,3766 +76-H)] (149)
> Fra = d'Z;;d =moc7o| 37°B-B)°B+7*B-BB+37'B-PB+rB|. (150

Posledni dva vyrazy predstavuji ubytek energie (vyjde zéporny) a hybnosti z ¢astice
zpusobeny vlastnim zaifenim. Vyraz (150) odvodil v roce 1958 Wolfgang Pauli [3] a je velmi
Casto citovan komunitou zabyvajici se ubihajicimi elektrony. Pro ultrarelativistické Castice
s y> 1 jsou Cleny v hranaté zavorce sefazeny dle klesajici mocniny Lorentzova faktoru y.
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Iteraéni FeSeni problému - Landauova-Lifsitzova rovnice

Zajimavym feSenim problémi je piedpoklad, Ze radia¢ni ¢len v (124) je maly, coz umoznuje
odhadnout zrychleni itera¢n¢:

a = ot (151)

a tuto prvni iteraci dosadit do pravé strany rovnice (124):

ma ~F  +71F . (152)
Tato rovnice nema problémy se tietimi derivacemi, ale nékdy neni zcela jasné, za jakych
podminek je prvni iterace dostacujici a kdy je tieba iterace opakovat. Iteracni feSeni opét
funguje jen pro silu explicitné zavisici na case (napiiklad elektron v poli laserového impulzu).
Relativistické zobecnéni iterani nahrazky (152) je ptfimocare:
du®

my = E + 1y (s%p+UsU*)FE U7 (153)

Pro silu rovnou Lorentzové sile se vysledna rovnice nazyvé Landauova-LifSicova rovnice:

o
> m, dU
dr

=QFPUg + 75(g%5+UgU" ) OF P, UU". (154)

Existuji rizné ekvivalentni ptepisy této rovnice. Zakladni podminkou pro jeji pouziti je, aby
radia¢ni sila byla podstatné mensi nez elektromagnetické sily. Cas, za ktery prolétne signal
oblast interakce, byl mél navic byt podstatné mensi nez typickd doba zmén silového pole.
Zpravidla se tyto podminky vyjadiuji ve tvaru [7]

E
E<=S; Ix»al, (155)
o
kde jsme oznacili Es Schwingerovo pole (prahové pole pro tvorbu elektron-pozitronovych
parti z vakua), Ac Comptonovu vinovou délku (typickd zména vinové délky fotonu pii jeho
interakci s elektronem) a a konstantu jemné struktury (popisuje intenzitu elektromagnetické
interakce). Tyto tii kli¢ové veliCiny jsou dany vztahy:

23
Eq="2% ~13x10' V/m, (156)
eh
Ac _27h 5 axion m, (157)
myc
2
S (158)
Ameghe 137

Snahy o FeSeni problému pomoci integralu a Fad

Reseni rovnice (124) lze zapsat ve tvaru, ktery zcela eliminuje nefyzikalni exponencidlné
naristajici feseni. Ziskame ho z (129) substituci
; (159)

ktera vede na feSeni

a(t)=—- [ Fuy (1 +579) e ds (160)
my
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Problém naruSeni kauzality ale pfetrvava. V roce 2001 navrhli americti fyzikové Michael
Ibison a Harold Puthoff feSeni ve formé fady [5] v parametru 1y, které vychazi z (160):

Z[ J(ﬂext BB Fex)])

\a 1

BE;, Y= ,_l_ﬂz.

Tato tada sice vypadala nadéjné, ale nakonec se ukazalo, Ze ma dvé zasadni vady: 1) funguje
jen pro externi silu zavislou na case (coz neni Lorentzova sila), 2) pro energie vyssi, nez je
klidova energie ¢astice fada diverguje. Nadéjnéji vypadé jina fada publikovana kubanskymi
fyziky (Cabo Montes de Oca, Cabo Bizet) v roce 2015 [6]. Problém se silou zavislou na case
ale pretrvava, navic feSeni ve formé nekonecné tady, které je tieba dale integrovat ¢len po

¢lenu, neni zrovna idealni.

dt
ey (161)

Obecné feseni rovnice (124) pro silu zavisici pouze na Case lze zapsat v dal$im alternativnim
tvaru

a(t)=e’"| C ——j F, . (f)e "™ d (162)

moyTy ~

Pro konstantni silu vynofivsi se v Case ¢ l1ze zvolit C tak, aby nefyzikalni exponencialni fe-
Seni vymizelo, feSeni v Casech ¢ < ¢ ale bude zavislé na hodnoté sily v #> ¢, coZ je opét
tézko pftijatelné. Nejasnosti a nezodpovézené otazky stale pretrvavaji.
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4. ZARENIi NABITYCH CASTIC

Multipoélovy rozvoj (stacionarni)

Pro pochopeni jednotlivych zafivych ¢leni budeme potiebovat znat elektricky a magneticky
dip6lovy moment a elektricky kvadrupdlovy moment. Proto provedeme nejprve multipodlovy
rozvoj ve stacionarnim piipadé, kde je vSe jednodussi, a v dalsi kapitole se budeme vénovat
zativému rozvoji. Budeme tedy ptedpokladat, ze v rovnicich pro potencialy (107) nedochézi
k retardaci a Ctyftok naboje je pouze funkci prostorovych soufadnic (naptiklad ¢asticemi ge-
nerované proudy nezavisi na ¢ase)

J? (l‘)

A%(t, )_& &S (163)

Predpokladejme, Ze zdroje poli jsou lokalizované, tvoii n&jaky shluk castic v oblasti, do niz
umistime pocatek soufadnicové soustavy:

A
4
Va P(x,y,2)
°
r
° Ty
® >
y
o %

Kazdy z ndboji ma polohovy vektor r,, rychlostni vektor v,, hmotnost m, a ndboj Q,. Pozo-
rovatel je ve velké vzdalenosti od zdroje poli a ma polohu r. Ctyftok naboje bude mit tvar
superpozice pres polohy jednotlivych ¢astic

Po() =Y. 0,80 ~1,), (164)
a
jo()=2.0,v,0(r'~x,). (165)
Pro oba potencialy mame (po dosazeni) v tj)mto piipad¢ jednoduché vyjadieni
¢>(r)—4”80§|r T (166)
Ay =0 Zﬁa ri, - (167)

Pole pozorujeme ve vzdaleném misté r, plati r >> r,, takze mizeme provést Tayloriv rozvoj
pro argument r a piirastek r,:

2
L:l_x;pi(l}Lxl((a)xl(a)a_(lji... (168)
|r—ra| r ox, \r) 2! ox; 0x; \ 7

Nyni provedeme derivace (pii derivovani vyuzijeme Or/0xj = xi/r)

2
L1 X% 1 @ @359 =1d

k
I"3 21 I"S

+ .. (169)
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Odvozeny rozvoj dosadime do vztahli (166) a (167) pro potencidly a ze sumace vytkneme
veli¢iny, pfes které se nescita:

1 X 3x,x, — 126,
0= Y0, + —E> 0 + LK ZQ XDx@ 4 (170)
dregr” =,

drmegr 7 87eyr

A= ”0 ZQava + - kaQavax,(;’) + oo (171)
I"

V poslednim vypsaném ¢lenu rozvoje skalarniho potenc1a1u lze vyraz v sumaci upravit do
obdobného tvaru, jaky ma vyraz pied sumaci:

3xkxl r 5](] ZQ (a) (a) 3xkxl r 5](] ZQ (3x(a)xl(a)):
a a

87e > 2471
0 0 a (172)

3xkxl r 5kl (a) _(a) 2
— Lt 8% 0 (3x, 5" =170, ).
24 €0r ; a( k a kl)

Odectenim ¢lenu razﬁkl ziska tenzor v zavorce nulovou stopu, fakticky se ale nic nestane,
protoze plati
(3xkxl _’”25k1)”a25k1 = (3r2 —3r2)ra2 =0. (173)

U vektorového potencidlu je prvni ¢len za rovnitkem nulovy (soucet ptispévkl vSech elektric-
kych proudd musi byt ve stacionarnim piipadé¢ pro izolovanou soustavu naboji nulovy).
V dal$im ¢lenu lze vzniklou kombinaci rozloZzit na symetrickou a antisymetrickou ¢ast

ZQava(r r,)= ZQa( [V (r-r)+r,(rv )]+%[Va(r-ra)—ra(r-va)]j:
, (174)

Y 0ur (1) #5204 (1 v, )xr.

Vzhledem k piedpokladu stacionarity je symetrickd ¢ast nulova (u zafeni uz toto platit nebu-
de) a antisymetricka cast da dvojny vektorovy soucin

A=0+ /”103 lea(raxva) Xr + o (175)
4rr\ 7, 2
Celkov¢ tedy prvni ¢leny rozvoje, které budeme pro teorii zafeni potfebovat, maji tvar:
©o__9 _
¢ 47[807' Q ;Qg ’
¢(1) :pE—r3’ Pr EZQara
4reyr a
> 2 _ 35—’y (@) (a) _ 2 (176)
¢(:—Q, Oy =Y 0.3 —r 6y,
247r€0r kl kl ; a( kM a kl)
AQ=0; Oy =0,
A0 — _Ho : _y1
=——=<PuXr; pM=Z—Qa(ra><va).
4y 2
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Jednotlivé ptispévky se nazyvaji monopodlovy (0), dipdlovy (1) a kvadrupolovy (2). Elektric-
ky neutrélni soustava ma celkovy naboj Q nulovy, a tim je nulovy i cely monopdlovy ¢len.
Dalsi vlastnosti jednotlivych ¢lenti multipolového rozvoje, jejich vztah k vektoriim polarizace
a magnetizace a vyznam dipolovych momentl pro jednoduché soustavy nalezne Ctenar v lite-
ratufe [1]. Poznamenejme, Ze elektricky kvadrupolovy pfispévek lze zapsat invariantné jako:

> PP =" . Q; Q=Y 0,(3r,®r,-11). (177)

Multipolovy rozvoj (zarivy)

Uvazujme nyni ¢asoveé proménné zdroje potencialt

oyl
q =t (0 g3, (178)
47 |r-r
r—r’(t
t'Et—At:t—u. (179)
C

vvvvvv

implicitni formuli (179), jednak se bude muset provést Taylorliv rozvoj jak ve jmenovateli,
tak v Citateli, a poté vybrat zativé Cleny. Ty ubyvaji se vzdalenosti jako 1/r, kde 7 je vzdale-
nost pozorovatele od pocatku soutradnicové soustavy, ktery je lokalizovan v oblasti zdroju.
Uvazujeme jen pole, které je schopné odnést energii do libovolné vzdalenosti od zdroje, tedy
integrace Poyntingova vektoru ExH, ktery je tokem energie, pres prostorovy thel +*dQ musi
dat v jakékoli vzdalenosti kone¢ny piispévek. Tento fakt ulohu naopak zjednodusuje, nebot’
z rozvoju potencialil 1 poli postaci vybirat jen Cleny ubyvajici jako 1/r.

A
z
' P(x,y,2)
y— ¥
N r
- \
e o /n'
d r E
\ \ A -
\\ p >
\ ,’/ y

Rozvoj jmenovatele jsme provadéli 1 ve staciondrnim piipade, viz (168), pro ucely teorie za-
feni postaci vzit jen prvni Clen, ostatni ubyvaji rychleji nez 1/r:

t 1 (180)
r

|r—r'

V argumentu Ctyftoku bude tieba rozvinout retardovany ¢as pro pozorovatele nachazejiciho
se ve velké vzdalenosti od zdroje

, |r—r ro9 (r , rolx, r o n-r
= 1=y~ | (_xk)+...=t__+__xk+...=t__+_+...
c c ox;\c c cr c c

Ziskany vysledek je celkem pochopitelny. Prvni ¢len je ¢as pozorovatele, druhy ¢len je retar-
dovany ¢as vzhledem k pocatku (spolecny vSem zdrojiim) a posledni ¢len pfedstavuje jemné
nuance retardace pro jednotlivé elementy zdroje pole. ZapiSme ho piehledné:

’

f~r+ 20, (181)
c
T=t-rlc. (182)
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Symbolem 7 jsme oznacili spolecny retardovany ¢as vzhledem k pocatku, symbolem n nor-
malovy vektor ke vzdalené integra¢ni ploSe (jednotkovy vektor spojnice pocatku soustavy
s pozorovatelem), n =r/r. Samoziejmé¢ jsme se nezbavili implicitni zavislosti, vektor r' je
opét vyjadien v retardovaném case. Uvazime-li oba rozvoje (180) a (181), piejde vztah (178)
pro ctyfpotencial do tvaru

A% = y jJ“(Hn /e, r)dr . (183)
r

Nyni rozvineme ¢tyftok v ¢ase t a ptirastku n-r'.

o . ’
A“(r)zﬂjﬂ(r,r') RERL (“ r jd3r'+---. (184)
4y 4y OT c

Elektromagneticka pole budeme pocitat ze vztaht

0A 0A
Erad = _V¢rad - a;ad == a;ad >

B4 =T10tA . (186)

Vzhledem k tomu, Ze prostorové derivace skalarniho potencialu bude se vzdalenosti ubyvat
minimalng jako 1/7* (samo ¢ ubyva jako 1/r), nepiisp&je skalarni potencial k zafivym polim.
Ve vztahu (184) se budeme tedy nadéle zabyvat jen prostorovou ¢asti a navic vytkneme deri-
vaci podle spolecného retardovaného Casu 7 pied integraci'

A@)=T0 Ho IJQ(Tr)d3 ’+ jJQ( ( C,jd3r'+ (187)

(185)

V dal$im uvidime, ze prvni ¢len popisuje elektrické dipolové zatreni a druhy ¢len magnetické
dipolové a elektrické kvadrupolové zateni. Proved'me nyni integraci pro soustavu nabitych
¢astic lokalizovanych v okoli pocatku, pro néz je

io(T.1) =Y 0,v, ()80 -1,). (188)

Thned dostaneme

ZQaV (nor,)+ (189)

47rrc o7

A7) =4“—7;Z(Qava)

V prvnim ¢lenu vytkneme pied sumu ¢asovou derlva01 (vSe je nyni ve spole¢ném retardova-
ném ¢ase 7), v druhém c¢lenu provedeme symetrizaci (174) — nyni ale nebude casova derivace
symetrické ¢asti nulova jako ve stacionarnim piipade:

A() = AED § AMD | A (190)
AGED _ 4”7 arZQ‘”" (191)

d
AMD - _Ho r xv.)xn, 192
4rre arz Qa( ) (152
AT = Sma ZZQQ (n-r,). (193)

Vsechny tfi zafivé potencidly lze pfepsat za pomoci veli¢in zavedenych pfi staciondrnim roz-
voji. V prvnim se vyskytuje elektricky dipdlovy moment, ve druhém magneticky dipdlovy
moment, jediné tieti potencial bude tieba jesté upravit. Z predchoziho vime — viz (46) —, ze
potencial mizeme zménit o gradient libovolné funkce
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A—A+V/(r). (194)

Volme pouze funkci vzdalenosti, pak bude transformace k novému potencialu vypadat
A=A+ (R (195)
r
a potencial A®? snadno zménime do tvaru s elektrickym kvadrupélovym momentem

E2) _ M
A( e 872'(;'0 aTZ 3Z3Qa a(n'ra) -

Warzzg“ [31' (n-r,)-r n] (196)

Vysledné vztahy pro zétivé potencidly tedy jsou (vSe je vyjadieno ve spole¢ném retardova-
ném case 7, casoveé derivace jsou také podle 7)

> A = Fo oy (197)
47y
> AMD - Fo o n, (198)
drre
24ﬂ'rc

V poslednim vyrazu jde o zizeni tenzoru Q a vektoru n.

Elektrické dipolové zareni

Urceme nyni elektrické a magnetické pole pro potencidl ve tvaru (197). Nesmime
zapomenout, Ze spolecny retarda¢ni Cas je také funkci » (pevna poloha pozorovatele) a plati

T=t—-rlc = (200)
97 _9dt _y. 9T _ 1x 201)
Jdt ot o, cr

Nyni pfistoupime k samotnému vypoctu elektrického a magnetického pole. Pfi derivovani
budeme vybirat jen zativé Cleny s radidlni zavislosti 1/7, vy$$i mocniny zanedbame. Takto
konstruovana radia¢ni pole budeme znacit psacimi symboly:

JAED  AED -

Y or or  4m PE
p, 9t . o
(b)) Mo . 9T o Moy
B, =(rot AEY) =#0 —(—’”j:—og .
k (I'O )k 472_ kim x[ , 47[ kim r2

row = 2 ’ s vy ’
Druhy ¢len se chové jako 1/7°, neni radia¢ni a vynechame ho:

.. I x ..
By :&gklmpm (———lj &(HXPE)J('

4rr cr 4rer
Vysledek tedy je:
> gED - _Fo 4 . (202)
4rr
€ ___Ho .oy (E1)
> BED =20 (nxjp ) == (nxEFY). (203)
4rer c
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Je patrné, ze dosti daleko od zdroje mé elektromagnetické pole charakter rovinné vinoplochy.
V blizkosti zdroje (dipolu) by pole bylo mnohem komplikovangjsi. Nalezené feseni plati jen
v tzv. radiacni zoné. Pii vypoctu pole vSech typl zafeni postaci v radiacni zoné spocitat jen
elektrické pole a magnetické pole dopocist ze vztahu pro rovinnou vlnoplochu (je to rychlejsi
neZ pomoci rotace vektorového potencialu)

> B=-— (n><8) (204)
C

Pro zafiva pole nyni uréime tok energie (Poyntingiv vektor). Ziistanou v ném jen &leny 1/

2 :5x%=iex(nx5):L[gzn—(s-n)e] (205)
Hoc Hoc
Nés bude zajimat projekce Poyntingova vektoru do sméru od néboji k ndm (radidlni tok
energie, intenzita), tj.

2
7, :y.n:L[gz —(5-n)2J:L[52 € e0s’ 0] =L sin6.
Hoc Hoc Hoc

Nyni do radialniho toku energie dosadime za elektrické pole z (202) a pfevedeme permea-
bilitu na permitivitu pomoci vztahu ¢* = 1/gouo. Dostaneme radialni tok energie

\W%
T 5
mZ

.2
,S’nzp—E“sinzé’; 0=<(&€,n)=<x(pg,n), [yn]=

(206)
1671'2800 r

v némz @ je thel mezi vzdalenym elektrickym polem (druhou ¢asovou derivaci pg) a smérem
k pozorovateli. Nejintenzivnéji proto ¢astice zaii ve sméru kolmém na druhou Casovou deri-
vaci elektrického dipoélového momentu (u jedné castice jde o smér kolmy na zrychleni)

2D fez

Element vykonu vyzafeny do prostorového thlu je

dP=FdS=(¥ -m)dS=v,dS=7, r*de. (207)
Po dosazeni z (206) ziskame Larmorovu diferencialni formuli
w? o 3
sin” @
> ap=L27 240, (208)
l6z“gyc

Celkovy vyzateny vykon ziskdme integraci

p—E27rj (1-cos 9) sin@ dé =

.[PE sin 9 PE
167 £)C

=" = . 3jsm Osin6 dpdf =
C C

| 22 3 2

PE 2 PE & PE
- 1= &%) (=d&) = A -
" OC3J1.( &) (—d¢) " 3{5 L 3

OC 3 67[806'

)
PE

67\ C

> P =

o [P]=W. (209)
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Z Larmorovy formule (209) plyne nékolik zajimavych disledki:
1) Pokud se ¢astice pohybuji se zrychlenim, tak zafi, protoze

2
B :;72@, =S 0., 210)

2) Pokud jde o izolovanou soustavu stejnych naboji (Q, = g) lokalizovanych v jedné oblasti
(kolem pocatku nasSich soutadnic), tak nezaii, protoze druhd ¢asova derivace elektrického
dipélového momentu bude umérnd souctu vSech vnitinich sil, ktery je v izolované sous-
taveé nulovy:

N 9° q . q
B =37 20 = 2 miy =2 2 Fy =0. 210

3) Nejjednodussi realizaci elektrického dipdlového zateni je tzv. Hertzuv dipol. Jde o otev-
feny linedrni prvek protékany stiidavym proudem (napdjeny napiiklad indukéné z néja-
kého sttidavého obvodu). Uvaha 2) nyni neplati, nejde o izolovanou soustavu. Elektrické
naboje putuji v tomto prvku sem a tam, coz vede na jednoduchy vztah pro elektricky
dipolovy moment

PE = Po cos(wt) e5. (212)

Uvéazime-li, ze stiedni hodnota druhé mocniny kosinu je '2, dostaneme ze vztahu (209)
pro stfedni vykon

2 4
(P)=202 . (213)
127[800

I nepatrné zvyseni frekvence s sebou ptinese velké zvyseni vyzatrovaného vykonu.

DARRA((

3

\ . -,’0”/”
D) UL

Hertzlv dipol. Nalevo: jednoducha realizace. Napravo: blizka pole v okoli Hertzova dipélu. Zobrazeny
jsou dveé vinové délky odpovidajici dvéma preklopenim dipdlu. Nami odvozené vztahy plati az ve velké
vzdalenosti od dipdlu.

Thomsoniv rozptyl

Prozkoumejme nyni zafeni volného elektronu, na ktery dopada elektromagneticka vlna s niz-
kou energii (rozptyl elektronu na elektromagnetickém zateni). Elektricka slozka vinéni bude
na elektron puisobit silou F = —¢E a udé¢li mu zrychleni

i ——°E. (214)

€
me
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Pisobeni magnetického pole jsme zanedbali, protoZze se pohybujeme v nizkoenergetické li-
mité, kde plati v <<c¢. Vysledkem bude nenulovy elektricky dipolovy moment, jehoz druha

¢asova derivace bude
2
P =—ef, =—E. 215)

me

Volny elektron zacne kmitat ve shodé¢ s pfichozi vinou, ziska nenulové periodické zrychleni
a zaCne sam zafit. Jim vyzafovany vykon ur¢ime z Larmorovy formule (208), do které dosa-
dime za druhou ¢asovou derivaci elektrického dipélového momentu ze vztahu (215):

p']zg sin® 6 A E?

3 3.2

=— sin® 0dQ . (216)
l6z“gyc " m;

dP,

out =

1671'250c
Pravdépodobnost rozptylu bude dana podilem odchazejici a prichdzejici energie. Pokud bu-
deme reprezentovat odchazejici energii Larmorovym vykonem (216) a ptichdzejici energii
Poyntingovym vektorem dopadajici elektromagnetické viny (vyuZijeme, ze E/B = c)

2
S =EH=EB_ L (217)
Ho  CcHy
bude jejich podil
dRy _  dW/de S—do (218)

7. dw/(dtds)

roven elementu plochy, kterou je elektron schopen pfijimat dopadajici zafeni, coz je efektivni
ucinny prifez. Pro ucinny priifez rozptylu elektronu na elektromagnetické viné proto mame

452
| 1682E3 gsin?0d2
do = You _ 1677&¢ e =2 _sin204Q. (219)
Yin E° l6z“gyc my
CHy
Permeabilitu pfevedeme na permitivitu a ziskdme vysledny diferencialni u¢inny prifez
! 2
> do = sin” 8dQ2. (220)
167[28§c4m§

Celkovy ucinny prifez ziskdme integraci ptes prostorovy thel

4
e
> Cit =1 - (221)
b 6ﬁ8§c4mg

Celkovy ucinny prafez rozptylu elektromagnetického zareni na elektronu je dan univerzalni
konstantou, kterou byva z historickych divodii zvykem zapisovat pomoci tzv. klasického
poloméru elektronu, za n¢hoz povazujeme takovy rozmér, pii némz elektrostatické pole gene-
ruje klidovou hmotnost elektronu:

2 2
C _=me?® = a=—2  4,=28x10""m (222)

= R
drem c

4rea,

Utinny priifez v tomto zapisu vyjde jako maly nisobek priifezu elektronu reprezentovaného
klasickym polomérem elektronu:

O = 6.7x107% m?. (223)

8
> O tot :gﬂag ;
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Poznamka 1: Provedeny vypocet je nerelativisticky a plati jen pro nizké energie zareni. Vysledkem je
stejna frekvence dopadajici viny i viny generované elektronem. Uginny prifez navic na frekvenci
nezavisi. Pro vysoké energie bychom museli vzit v Uvahu zakony zachovani energie a hybnosti dané
relativistickou ¢tyfhybnosti. Foton zméni smér pohybu, tim se zméni jeho hybnost a samoziejmé tedy
i energie (ij, i frekvence), ktera je s hybnosti provazana pres velikost Ctyfvektoru hybnosti. Vysledkem
dopadu fotonu s vysokou energii bude rozptyl fotonu na elektronu, ktery povede ke zméné jeho frek-
vence. V tomto pfipadé hovofime o Comptonové jevu. Thomson(v rozptyl je jeho limitou pfi nizkych
energiich.

Poznamka 2: Dopadajici vinu rozptyli elektron souasné do rtznych smérl dle formule (220). Pokud
budeme pozorovat jednu konkrétni rozptylenou vinu ve sméru 6, rovina polarizace se nezmeéni. Elekt-
rické pole bude samoziejmé kolmé na novy smér Sifeni. Uhel rozptylu je v obrazku oznacen .

E out

P pozorovatel
kout

Brzdné zareni

Ocitne-li se elektron v poli tézkého iontu, dojde k elastické srazce, pfi niz se zméni smér
pohybu elektronu. Na elektron v pribehu srazky pusobi dostfedivé zrychleni (smérem k ion-
tu), jehoz vysledkem je zéafeni elektronu. Pokud budeme sraZzku popisovat v soufadnicové
soustave spojené s t€zkym iontem, bude velikost zrychleni elektronu
2
i, = i Z_ez (224)
me  Amegrim,

a tomu odpovidajici velikost druhé casové derivace elektrického dipélového momentu

3
Py =ei, = B (225)

Z Larmorovy formule (209) je zfejmé, Ze vyzafovani zavisi jen na velikosti zrychleni
elektronu. Je zcela lhostejné, zda jde o zrychleni te¢né ¢i dostfedivé. Velikost zrychleni je
u Coulombovy srazky dana pouze polohou elektronu vzhledem k iontu, u n¢hoz se elektron
rozptyluje. Intenzita vyzafovani ¢1 vykon jsou tedy dany pouze vzdalenosti elektronu od
jadra. Cim blize k iontu se elektron dostane, tim vice zaii. Snadno uréime okamzity vykon

vyzatrovany elektronem:
)
PE 7%

P(1) = = '
67, 96 ey m?(r, (1)]4

(226)

S uvedenou formuli je mozné dale pracovat. Ze znalosti drahy elektronu pfi srazce lze napfi-
klad dopocitat fourierovské spektrum vyzatfovaného vykonu. Dal$i moznosti je vzit homogen-
ni vzorek elektront s rliznymi zamérnymi parametry a sttedovat vyzatreny vykon pro cely
vzorek elektronil rozlozenych symetricky kolem iontu

7260 > n_4xr? dr 4rZ’en 1
<P>= 3 j ) - 4e -= 333 ez ' (227)
967 eye my " I 96 17y’ my; Tin

min

To s sebou ale nese dalsi problémy: Prvnim je dolni ofez minimalni vzdalenosti, kterd nemui-
ze byt nulova. Druhym problémem je kvantové chovani elektronu pii interakci s elektrony
atomarniho obalu. Pokud za dolni hranici zdmérného parametru zvolime de Broglieovu
vlnovou délku pocitanou z nejpravdépodobnéjsi (tepelné) rychlosti elektronu
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2rh

P —e———— (228)
min [2mekB]_,e
vyjde stitedovany vykon souboru elektronti rozptylujicich se na jednom iontu
1/2
7% 2kgT.
(P)=—5 " Ble | (229)
A8 g mh\ - Mg

Pokud bude rozptyl probihat na iontech s koncentraci n;, bude vykon vyzatovany z objemové
jednotky (hustota vykonu) roven

ZZ 6 ' 1/2
> !/=<’]D>n € n.n; [ZkBY—éj : [{/,]: \\% (230)

i~ .
485 meh\ m m?

Poznamka: Provedeny vypocet je nekvantovy. Pfi kvantovém vypoctu se ve vysledném vztahu objevi
jesté tzv. Gauntllv faktor (je pojmenovany podle Johna Arthura Gaunta), ktery je slabé frekvencné
zavisly a jeho hodnota je fadové rovna jedné. V prvnim pfiblizeni ho tedy nemusime uvazovat.

elektron
_ﬁ ‘

jadro

Cyklotronové zareni

Nabita castice vykonava v magnetickém poli tzv. gyracni pohyb, tj. pohybuje po Sroubovici
a pfitom ma samoziejm¢ nenulové dostfedivé zrychleni dané Lorentzovou silou. Vzhledem
k tomu, Ze cyklotronové zaieni je dulezité jak pro elektrony, tak pro ionty, provedeme
vypocet pro obecny naboj Q. Zrychleni nabité castice bude mit velikost:

F B

=L _QuB (231)
m m

Tomu odpovidajici velikost druhé ¢asové derivace elektrického dip6lového momentu bude

2
.. . v B
bg =0i} _QuB mi ) (232)

Z Larmorovy formule (209) snadno ur¢ime okamzity vykon vyzafovany castici

o0
Pe _ Q%iB?
3m2

> P=

- E (233)
67[806 67[800

Vzhledem ke kvadratické zavislosti na hmotnosti ¢astice je cyklotronové vyzarovani inten-
zivnéjsi pro elektrony nez pro ionty. Specidlné pro elektron lze za pomoci klasického polo-
méru elektronu (222) vykon vyzatovany jednou castici piepsat do tvaru

P= %EageocviBz. (234)

Sestavme energetickou bilanci pro elektronovou slozku plazmatu:
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d(3
—E(EnekBTej =Pn,. (235)

Nalevo je ubytek hustoty energie elektrond, napravo hustota vyzafované¢ho vykonu, v némz
ob¢ kolmé slozky rychlosti nahradime nejpravdépodobnéjsimi (tepelnymi) rychlostmi

d(3 8 2kgT,
——(5 nekBTeJ = gnaﬁgocﬁBz e - (236)

Nalezena diferencialni rovnice pro teplotu vede na exponencialni ubytek teploty elektronové
slozky plazmatu zpiisobeny cyklotronovym zafenim elektrond.

:2@32

9 m

(S

T, =T,exp[-ot]; o (237)

(S

Poznamka: Provedeny vypocet cyklotronového zareni je nerelativisticky. Cyklotronové zafeni probiha
zejména na cyklotronové frekvenci a jejich vysSich harmonickych. Pfi vysokych energiich elektront
ale tento vypocet neplati. Cyklotronova frekvence zavisi prostfednictvim hmotnosti na rychlosti Castice
a navic je tfeba ji transformovat do laboratorni soustavy (uplatni se relativisticky Doppleriv jev).
Stejné tak je tfeba transformovat vyzareny vykon. Zavislost cyklotronové frekvence na rychlosti ¢as-
tice vede pro velky soubor ¢astic k rozsifovani piku cyklotronové emise na jednotlivych harmonickych
a pfi vysokych energiich bude spektrum spojité. V tomto pfipadé hovofime o synchrotronovém zareni.
Uhlova charakteristika zaFeni je deformovana mocninami Lorentzova faktoru gama do charakteristic-
kého tvaru dopfedného laloku. Formuli pro synchrotronové zafeni Ize ziskat transformacemi vztah
pro cyklotronni zafeni, nicméné elegantnéjsi je pfimy vypocet z Liénardovych Wiechertovych potenci-
alll (viz kapitola Zafeni nelokalizované nabité ¢astice).

X = w/w; X = w/w,
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Magnetické dipolové a elektrické kvadrupodlové zareni

Budeme postupovat stejn¢ jako u elektrického dipolového zateni. V dosti velké vzdalenosti
od zdroje jsou vinoplochy rovinné, proto postaci urcit jen elektrické pole ze vztahu

0A
E=—"— 238
ot (238)
a magnetické pole snadno dopocteme ze vztahii
B=L(exn); (239)
c
E=c(Bxn). (240)

Ze vztaht (198) a (199) snadno ur¢ime elektrické a magnetické pole magnetického dipo6lo-
vého a elektrického kvadrupoélového zateni:

> £MD _ —%pM xn, (241)
> B ==y (242)
> £E) _ _24'u—7([)r66.ﬁ’ (243)
> BE) - —M';—(;cz([é-ﬁ}xn); (244)

Na nasledujicim obrazku je ukézka elektrického kvadrupolového zéafeni v tésné blizkosti
zdroje zobrazena metodou LIC (Line Integral Convolution). Po¢itacové generovana Sumova
textura se za pomoci konvoluce s elektrickym polem deformuje ve sméru silocar elektrického
pole. Vypocet byl proveden na Dukeové¢ univerzité.

‘ \ N Z / /l/ 5 //
NRRRNE ] \ = / /
\ Jiik A\ 794 /18
N\ LR \ N\ % I 727 I 9/4 /
\ RN .' DN NN P > Z 7( 7 4 /
A\ SRS NN N N 7 4 { = v,

Kvadrupdlové zateni v blizkosti zdroje. Dukeova univerzita.

Zcela identickym postupem jako u dipolového zatreni ur¢ime normalovou slozku Poyntingova
vektoru a po nésledné integraci pies cely prostorovy thel ziskame celkovy vyzafeny vykon
soustavy castic. Ve vyslednych vztazich vyjadifime permeabilitu vakua za pomoci permitivity
ze vztahu o = 1/(c*eo):
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)
g =M 2, (245)
loz“gyc r
(E2) (le”z)(ka” )‘(le”k”l)(émo”m”o)
FASRES 55 ; (246)
576 &yC
2
> pMl) __“M -, (247)
67[806'
> p(E2) :Q—Qs (248)
720 e c

s v oz

Zareni nelokalizované nabité ¢astice

Pokud se ¢astice pohybuji vysokou rychlosti a nejsou lokalizovany v okoli poc¢atku soufadni-
cové soustavy, neni mozné provést rozvoj potencidlll pro pozorovatele ve velké vzdalenosti.
Navic se prisluSnym rozvojem vytratilo relativistické chovani ¢astic. V obecném piipadé je
proto tieba postupovat jinak. Vyjdéme opét z retardovanych potencialt

o ,2 "
Y AL O EN (249)
1] c
Pro skalarni a vektorovy potencial z této relace dostaneme vztahy
Z’,’ l‘/
o= P00 (250)
47[80
£, r'
JQ( ) (251)
Pro bodovou ¢astici jsou zdrojové ¢leny
po=08(r'~1y), (252)
0= Ov()o(r' —ry). (253)

U vztahua (250), (251) pro potencidly je tfeba zajistit, aby byly parametry ¢astice brany v re-
tardovaném case, proto u vyjadieni pro jedinou ¢astici pfibude jesté distribuce pres Cas:

4 4;80 J. Q8(r'—r)8(' —t+|r—r'|/c) i & (254)
A= “0 j Qv ~ 1) 3¢ ) ardiv (255)

Casova distribuce bude nenulova jen pro
> (256)

c

tedy skute¢né v retardovaném case, jak jsme pozadovali. Nejprve proved’'me integraci pies
prostorovou distribuci:
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o' —t+|r—ry|/c
A7, |r—r0 |
v()Oo (' —t+|r—ry|/c
A:&QI ()3 ( b )dt’. (258)
4r |r—r |
Integrace pfes ¢as je ponckud slozitéjsi, nebot’ jde o distribuci funkce, pro kterou plati vztah
6(¢—<o)
> S(F()=—75—3 F(5p=0, (259)
F'(Sp)

ktery nyni vyuzijeme. Naleznéme nejprve derivaci funkce F:

drr d ,, ., d(, 1 Ry

= (=14 r=r ()| /e)=—| =t +=+[/(r =¥ () |=
a7 =g\l dt'( (e ))j

1( dr 1 1 R (260)
:1+—(—d—r,}2(r—r’(t’))——2:1—V'R =1-B-n.

¢ (r-r'(t)) ¢

Pro nelokalizovanou ¢astici musime za jednotkovy vektor normaly k plose v misté pozoro-
vatele volit smér od ¢astice k ndm, tedy n = (r —rg) / | r — r |, dale jsme oznacili p = v/c.

A
z

—2-? P(Xayaz)

r—r

/ r
Iy

\

X

Po provedeni integrace pies ¢asovou distribuci nyni snadno ziskdme vysledné potencialy (tzv.
Liénardovy-Wiechertovy potencialy):

__ 9 1
> P 4reoR (1=pn) e
_ OB 1
> A= ek (1=Bm)’ (262)
kde jsme oznacili
> nsgzL"(t,). (263)
R ‘r—ro(t)‘
> p=YO (264)
C

Veskeré argumenty souvisejici s ¢astici jsou brany v retardovaném case, tj. ro(¢'), v(¢'). Lié-
nardovy-Wiechertovy potencialy jsou relativistické a nebyly v nich u¢inény zddné rozvoje ani
zadna zjednoduseni. Pfimym vypoctem nyni ur¢ime elektromagneticka pole. K tomu si mu-
sime predpocitat jednotlivé potfebné derivace:
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I _¥ o

= 265
Jdt ot ot (265)
g = 8_f’ Jt (266)
axk at axk
Urc¢eme naptiklad o¢'/ot:
’ ’ _ t, ’ .
a_ta_t,zl; = a_ti, /+w =1; — B_tl_vR =1
ot ot ot ot c ot cR
Odsud jiz snadno uréime
> L (267)
ot 1-B-n
Analogicky nalezneme
4 n
> of ___ Tk (268)
dx;,  c¢(1-B-n)

Vypocet elektrickych poli z Liénardovych-Wiechertovych potenciall je nyni pfimocary, ale
ponékud zdlouhavy. Elektrické pole ziskame ze vztahu E = —V¢ —0A/0t a magnetické pole ze
vztahu B =rot A. Vysledkem je Feynmanova formule

g0 (l—ﬂz)(n—B)+ 0 nx[(n—B)xB]
4meR> (1-B-n)°  47mECcR  (1-B-n)’

; (269)

p=xE (270)
C

Prvni ¢ast pole je zobecnéné coulombické pole, druhd ¢ast je obecné zaiivé pole, v némz ne-
byly ¢inény zadné rozvoje, a je plné relativistické. Z takto urcenych formuli je mozné dale
spocitat Poyntingiiv vektor a jeho integraci vyzafeny vykon. Takovym postupem Ize
napfiiklad ziskat pfesny vztah pro synchrotronové zareni.

Literatura k této kapitole
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[4] T. H. Stix: Waves in Plasmas; Springer 2006, ISBN: 0883188597
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5. SOLITONY

Od kanalu Union k solitonum

V nékterych situacich poskytuji nelinearni rovnice velmi zajimava feseni: osamocené viny,
které nepodléhaji disperzi a §ifi se beze zmény tvaru prostiedim. Takovou vlnu nazyvame
soliton. Z matematického hlediska jsou solitony v nelinedrnich teoriich stejné dulezité jako
harmonicky oscilator v teoriich linearnich. Experimentalné byl soliton poprvé pozorovan na
uzkém vodnim kanale (Union Canal v Hermistonu, pobliz Edinburku) skotskym védcem
Johnem Scottem Russelem (1808—1882) v roce 1834.

Pocatky solitonové fyziky jsou s Russelovym jménem jednou provzdy spojeny. Russell
byl nejen vynikajicim fyzikem, ale i konstruktérem lodi, parnich automobili a vynalezcem.
Vystudoval Univerzitu v St. Andrews a mél natolik hluboké znalosti, Ze se ve svych 24 letech
stal profesorem na Univerzité¢ v Eddinburgu. O dva roky pozd¢ji, v roce 1834, zavedl dopravu
parnimi automobily mezi Glasgowem a Paisley. Jeho pocatecni uspéch tézko nesli ostatni
dopravci, a proto zosnovali dopravni nehodu, pti které zemieli 4 pasazéii. Pravdépodobné slo
o vibec prvni automobilovou dopravni nehodu v historii. Russell proto ptivital nabidku spo-
le¢nosti Union Canal Company, v ramci které mél za kol testovat a konstruovat ¢luny na
kanalu Union. Tento velmi uzky kanal byl postaven v letech 1818 az 1822, spojoval mésta
Eddinburg a Glasgow. Slouzil ptedevsim pro dopravu uhli a osob na ¢lunech, jez musely byt
tazeny konimi klusajicimi po bfehu kanalu. Kandl méa délku 50 kilometrti, vétSinou vede po
vrstevnici a terénni nerovnosti piekonava po akvaduktech nebo v tunelech (nejdelsi tunel ma
délku 631 metra). V srpnu 1834 ucinil Russell mimotadny objev, ktery sam popisuje takto:

,.Dival jsem se na ¢lun, ktery byl podél iizkého kandlu rychle tazen parem koni. Clun se ndhle
zastavil, ale nikoliv tak voda, ktera byla tlacena pred pridi lodky. Voda pokracovala
v samostatném pohybu a valila se kandlem velkou rychlosti. Zformovala se do osamocené
vzedmuté viny s hladkym kulatym tvarem. Pri pohybu se neménil ani tvar viny, ani jeji
rychlost. Sledoval jsem vinu na konském hrbetu a predjel ji. Stale se valila rychlosti osm az
devet mil za hodinu, nemenila svuj tvar — byla dlouhd kolem tFiceti stop a vysoka asi jeden a
piil stopy. VySka se postupné sniZovala, az jsem vinu ztratil v zahybu kandalu po jedné nebo
dvou milich. S timto neobycejnym a krdasnym ukazem, ktery jsem nazval translacni vinou,
Jjsem se poprve setkal v srpnu 1834.*

—_——
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>
,'i—‘:xv -

Russellova kresba ¢lunu tazeného kofimi na kanalu Union

Russell si byl plné¢ védom vyjimecnosti jevu. Jim objevena translacni vina (Great wave of
translation) odporovala zakonitostem hydrodynamiky, které ve svych pracich popisovali
Newton a Bernoulli. Russell vybudoval u svého domku v edinburkské ¢tvrti New Town
rybnik a tii roky provadél rizné experimenty — jak doma, tak na kanalu Union. Zjistil, Ze
translacni vina mé velmi zvlastni a necekané vlastnosti:

= Rychlost zavisi na velikosti viny a §itka na hloubce vody. Transla¢ni vlna je mimotadné
stabilni a mlze svij tvar udrzet i nékolik mil.

» Na rozdil od normdlnich vIn se transla¢ni viny nikdy nespoji. Rychlejsi vlna projde skrze
pomalejsi a predb&hne ji.
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Pokud je transla¢ni vlna pfili§ velika vzhledem k hloubce kanalu, rozdéli se na dvé viny, jed-
nu velkou a jednu malou. Russelliv vyzkum se nesetkal s ohlasem u ostatnich védcti. U€enci
nebyli na takovy objev ptipraveni a nechtéli uvétit, ze by existovaly jevy, jez jsou v rozporu
s pracemi Newtona a Bernoulliho. Skutecny vyznam byl docenén az v 60. letech 20. stoleti,
kdy se fyzikové zacali zabyvat nelinedrnimi jevy v pfirodé. Dnes se nikdo nedivi, Ze pfi
komunikaci po optickych vldknech urazi svételné pulzy beze ztraty tvaru tisice kilometra.

V roce 1895 odvodili holandsti matematici Diederik Korteweg (1848—1941) a Gustav de
Vries (1866—-1934) rovnici pro Sifeni vin na mélké vodé. Rovnice je nelinearni a disperze
viny miize byt presné kompenzovéana nelinearnimi jevy. Sedesat let po Russellovych pozoro-
vanich byl problém vyfeSen. Na vodnim kandlu se skute¢né¢ mohou Sifit viny beze zmény
tvaru a velikosti a jejich existenci lze teoreticky vysvétlit za pomoci nelinearnich jevi. Rov-
nice popisujici tuto vlnu se dnes nazyva KdV (Kortewegova-de Vriesova) rovnice. V soucas-
nosti je zndma fada dalSich rovnic z rliznych oblasti védy, které poskytuji solitonova feSeni.

Jaka je matematickd podstata existence solitond? V linedrnich rovnicich miizeme skladat
vysledné feSeni z rovinnych vinoploch. Slozeny vinovy balik vSak téméf vzdy podléha dis-
perzi. Ruzné vinové délky se §ifi rliznou rychlosti a balik se rozplyva. V nelinearnich teoriich
nekteré nelinearni Cleny zptsobuji tzv. moduldarni nestabilitu, pti které je grupova rychlost
zavisla na amplitudg baliku. Césti s mensi amplitudou jsou potladovany a dochézi ke kolapsu
baliku. V nékterych pifipadech muize dojit ke vzajemné kompenzaci obou jevi — disperze
(rozplyvani) a modularni nestability (kolapsu). Vysledkem je soliton, vlna stalého tvaru
a velikosti $ifici se prostfedim. Solitony se jako feSeni nelinedrnich rovnic vyskytuji v nejriiz-
néjSich matematickych modelech z mnoha oblasti — od hydrodynamiky pfes nelinearni
elektrodynamiku, fyziku plazmatu, biofyziku, fyziku elementarnich castic, fyziku pevnych
latek az po ekonomické modely fungovani trhu.

T¥i priklady
1. Nejprve zkoumejme disperzni relaci obyc¢ejné vinové rovnice
A Lo’ =0 =ck =v, = 271
5o ¢= =  w=c =  vy=y,=c. (271)

Uhlova frekvence je linearné zavisla na vlnovém vektoru, fizova a grupova rychlost jsou
si rovny a jsou konstantni. VSechny vinové délky se $ifi stejnou rychlosti a vinovy balik
nepodléha disperzi.

2. Nyni uvazujme Kleinovu Gordonovu rovnici, kterd ma navic linearni ¢len (s koeficientem
umérnym druhé mocniné hmotnosti ¢astice)

> v, =cy 1+ (K7k)?

[A_iza_z_ }¢=o = o=+t = 7 (272)
i vy =i 1+(x/k)? .

Féazova i grupova rychlost je zavisla na vlnovém vektoru, tj. i na vilnové délce (k = 27/4)

a vlna podléha disperzi. Vlnovy balik se postupné rozplyva. Je-li jeho linearni rozmér L,

meéni se podle vztahu

ov v
ALza—LAtzAv Ar =208 Appr = 28 28 (273)
ot £ 0k ok
3. Dopliime nyni naopak k vlnové rovnici nelinearni clen
1 9% 3
A-——|p+yp° = 0. (274)
( ¢? o1 J

Rovnice je nelinearni a jejim feSenim jiz neni rovinnd vlna, ani nelze feSeni z rovinnych
vin skladat. Z numerického feseni je znamo, Ze rovnice podléhd modulacni nestabilite,
¢asti baliku kolabuji v zavislosti na amplitudé (modulu, odtud nazev modulac¢ni).
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4

2

Tvar reSeni pro vyse uvedené priklady 1, 2 a 3.

Pravé nelinearity mohou vyrovnat disperzi a rovnice, ktera obsahuje oba ¢leny, poskytuje
solitonova fesenti, tj. osamocené viny §ifici se beze zmény tvaru danym prostiedim:

Lot), o 3
Ao |#-K 94y =0, (275)

Pfidané cleny jsou hustoty ,,sily* odpovidajici hustoté potencidlu ,,dna konakové lahve*
A$) = ag® — bg", ktery se hojné vyuziva v teorii elementarnich &astic, pfi popisu fazovych
pfechodtl druhého druhu nebo pti popisu bifurkaci (vétveni feseni).

Soliton a solitonova vina

Pro spojité prostiedi je tfeba pouzivat namisto Lagrangeovy funkce L hustotu Lagrangeovy
funkce ¥, obdobn¢ hustotu energie ¢ a hustotu hybnosti &. VSechny veli¢iny jsou namisto

vvvvvv

L4
Py,

Pokud nepozadujeme po energii nic jiného nez zdkon zachovani pii symetrii vzhledem
k ¢asovému posunuti, je znaménko nepodstatné. Pokud chceme, aby sily sméfovaly k minimu
energie a pro télesa tato definice piesla v klasickou definici energie, musime volit znaménko
tak, aby kinetickd Cast (druhé mocniny derivaci pole) byla nezdpornd (vysledek ovlivni
pouzitd znaménkova konvence v metrickém tenzoru, v naSem piipad€é musime u energie volit
minus). Pro ukazky zminulé kapitoly (pro jednoduchost v jedné prostorové dimenzi)
muzeme pro hustotu lagranzianu, hustotu energie a Lagrangeovu polni rovnici psat:

> é(tx)= i( Prs— Q’J (276)

Vinova rovnice

2 2
g1 ag\___L (99)  1[0¢
7=2(09)(7¢9) = 202[ tj +2(axj : (277)
&=— ag{/¢ A —La—¢2+la—¢2 (278)
o lag, ) 2t ae ) 2lax)
82 1 2
= __— = |¢=0. 279
(axz c? 8t2J¢ ™)
Kleinova Gordonova rovnice
(/_1 o 1
1—5(80,(1})(8 ¢)+5K2¢2, (280)
2 2
|97y o L (92} 1fd¢) 1 20
9> 1 9?
= — = % =0, 282
(axz c? ot? qu (252)
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Kleinova-Gordonova rovnice s nelinearnim ¢lenem

1 1

g1 a N, 20 1454
7 _2(aa¢)(a ¢)+2K2¢ ;09" (283)
1 (9 1(9g) 1 1
o+ | 9¥ e 2,2 1 4
é_zcz(atJ +2(ax] e 45¢ ’ (284)
2> 1 9?
(axz 2 or’ _K2]¢+5¢3 o )

U Kleinovy-Gordonovy rovnice s nelinearnim &lenem ¢° je znamo feseni ve tvaru §iticiho se
schodu. Nejde o soliton v pravém slova smyslu, feSeni neni lokalizované, tj. dosti daleko od
viny neni pole nulové. Pribéh hustoty energie ale jiz lokalizovany je. Hustota energie je sous-
tfedéna v oblasti schodu a ptfesouva se jako balik prostorem. Tomuto typu feSeni se fika
solitonovd vina. Re$eni, které je opravdu lokalizované v prostoru, pohybuje se n&jakou rych-
losti, neméni svlij tvar a pii srdzce s jinymi obdobnymi feSenimi dojde maximaln¢ ke zméné
faze, se nazyva soliton. Soliton ma samoziejme lokalizovanou i hustotu energie.

SOLITONOVA VLNA
¢ é
e >
X X
SOLITON
[0} é
X v
X X

Definice: Soliton je lokalizované feSeni parcialni diferencialni rovnice, které se piesouva
n¢jakou rychlosti a neméni sviij tvar. Ma-li ptfed srazkou N solitonli hustotu energie

N
> E(t,x) =Y Eg(x—xop — V1), (286)
k=1

potom se po srazce neméni ani pocet solitontl, ani jejich tvar. Zménit se muze jedin¢ faze
jednotlivych balikd, tj. po sraZce musi platit:

N
> Ean (%)= Y Eo(x— x5 —VE+8;). (287)
k=1

Pti hledani solitonového feSeni miizeme vyuzit faktu, ze soliton pfi pohybu neméni sviij tvar.
V soutadnicové soustavé spojené se solitonem jde tedy o staciondrni (v Case neproménngé)
feSeni. Sledujeme-li navic pohyb jen v jedné prostorové dimenzi, piejde parcialni diferenci-
alni rovnice na obycejnou diferencialni rovnici (neobsahuje ¢as), kterd miize byt v nékterych
pfipadech feSitelnd. Po nalezeni feSeni v soustavé pohybujici se spolu se solitonem musime
feSeni pretransformovat do soufadnicové soustavy, v niz se soliton pohybuje.
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Sin-Gordonova solitonova vina

V této a dalSich kapitolach si ukazeme typickéd solitonova feSeni, na které¢ vedou fyzikalni
problémy. Pii Gpravach parcidlnich diferencialnich rovnic v mnoha ptipadech dojdeme k jed-
né ze Ctyf typickych rovnic: sin-Gordonové rovnici, KdV, NLS nebo Burgersové rovnici.
Vénujme se nyni prvni z nich.

Kleinova-Gordonova rovnice s nelinearnim ¢lenem (283) az (285) ma v energetickém
1 Lagrangeové predpisu potencialni ¢ast

gyl oo 1¢ .4
/—2K2¢ 45¢. (288)

Prvni ¢len potencialni energie vede na disperzi, druhy na nelinedrni len zajist'ujici modulérni
nestabilitu, a tim kompenzaci disperze. Prohlédneme-li si hustotu potencidlni energie pozor-
néji, zjistime, Zze pro urcité hodnoty konstant jde o prvni dva nekonstantni ¢leny rozvoje
funkce kosinus (nulty konstantni ¢len je samoziejmé nepodstatny a v pohybovych rovnicich
se neprojevi). Uvazime-li, ze diky pouzité znaménkové konvenci pouzivame hustotu Lagran-
geovy funkce ve tvaru

Y==T+7, (289)
muzeme zavést periodicky potencial
¥ =—k?cosg, (290)

ktery bude uzitecny pro popis jeva v okoli periodickych struktur a pro malé hodnoty pole ¢
splyne s potencidlem (288) nelinearni Kleinovy-Gordonovy rovnice. Snadno ur¢ime odpovi-
dajici hustotu lagranzidnu, hustotu energie a polni Lagrangeovu rovnici:

7 =%(aw¢>)(a‘)’¢>)—z<2 cosg, (291)
&= —%(aam (a%) — k% cos g, (292)
0¢— x> sing=0. (293)

V polni rovnici je pied druhym ¢Elenem minus z Lagrangeovy funkce, minus z derivace
kosinu a minus z Lagrangeovych rovnic — vysledkem je proto minus. Sinus v polni rovnici ji
dal nazev: sin-Gordonova rovnice. ZapisSme posledni vztahy pro jednu prostorovou dimenzi:

2 2
w:—ﬁ(aa—ﬂ %[%j — K7 cos g, (294)
1 (9 1(asY
é‘:+?(a—?j +E[a_fj — k% cosg, (295)
2 2
> %-%%:xﬁgw. (296)

Na analogickou ulohu vede v mechanice pohyb ¢astice v periodickém kosinovém potencialu,
sila na pravé strané¢ pohybové rovnice je dana sinem polohy Castice. Provedeme-li rozvoj
pravé strany do prvniho fadu (sin ¢ ~ ¢), dostaneme presné¢ Kleinovu-Gordonovu rovnici.
Proto je koeficient na pravé stran oznaden «°. Rozvoj do tetiho fadu (sin ¢ ~ ¢ — ¢°/31) da
Kleinovu-Gordonovu rovnici s nelinearnim &lenem ¢°, ktera odpovida potencialu konakové
lahve. Nyni budeme hledat feSeni cel¢ sin-Gordonovy rovnice s funkci sinus na pravé stran¢.
UkéaZeme, Ze 1ze najit feSeni ve tvaru solitonové viny. Najdéme feSeni nejprve v soufadnicové
soustave spojené se solitonovou vinou. Vzhledem k tomu, ze vina neméni tvar a pohybuje se
konstantni rychlosti, bude feSeni staciondrni a staci fesit obycejnou diferencidlni rovnici

48



Viybrané kapitoly z fyziky plazmatu Solitony
d? :

> —f =k’ sing. (297)
dx

Ukazme, Ze jednim z jejich feSeni je

> &y (x) = 4atg[ei’“‘] (298)

Je velmi péknym logickym cvi¢enim dokazat, Ze uvedend funkce je feSenim sin-Gordonovy
rovnice. Mlizeme bud piimo dvakrat derivovat uvedené feSeni nebo derivovat z ného
plynouci vztah tg(¢/4) = exp(kx), vypocist prvni derivaci a tu opét derivovat. Kdekoli se
vyskytne vyraz exp(+kx), nahradime ho vztahem tg(¢/4). Z divodu piehlednosti pouzijeme
feSeni se znaménkem +, obdobné bychom postupovali pro druhé znaménko:

| d/dx,

| exp(kx) = tg(4/4),

tg(¢/4) = exp(kx)
1dg 1

4 de m = K‘exp(K‘x)

(}_df = 4xcos’ (¢/4) tg(¢/4)
%’ — 2csin(4/2)

2
¢ K(}_df cos(¢/2)

| te(¢/4) = sin(p/4) / cos(p/4),

| d/dx,

(il—df = 2Ksin(¢/2),

o
d2¢_K2 :
§— Sln¢.

Uvedeny vztah je tedy feSenim plivodni rovnice. Nyni ho ze soustavy spojené se solitonem
ptetransformujeme do obecné laboratorni soustavy. Celd rovnice je relativisticky kovariantni,
proto mizeme pouzit Lorentzovu transformaci

_ xlab —XO —vut

Xeol = 77—z - (299)
V1-v?/c?
V laboratorni soustavé bude mit proto pohybujici se solitonova vlna tvar
> g (60 =daglelmoom] e L (300)
V1-v?/c?

Pokud ¢tenaf neni zcela vyCerpan derivovanim, muze si zkusit dokézat, Ze nalezeny vyraz
fesi piivodni sin-Gordonovu rovnici (296). Zbyva nalézt hustotu energie dle vztahu (295):

8?2 (1+v2 /%) elE2F7(x=x=v0)]

{1+ exp[+2&p(x —xy — Ul‘)]}2

> Eo(t,x) = pe cos{4 atg| el 47000 }} . (301)

Resenim je pohybujici se schod, z hlediska klasifikace tedy nejde o soliton, ale o solitonovou
vilnu, u niZ je sice polni feSeni nelokalni, ale energie lokalizovana je, a to v misté schodu.
Amplituda solitonové viny nezavisi na rychlosti ani na zadnych jinych parametrech vypoctu.
U energie tomu tak neni, jeji amplituda je na rychlosti solitonové viny samoziejmé zavisla.
(pfedstavte si vlnu tsunami, jeji ni€iva energie nepochybné zavisi na jeji rychlosti). Na
nasledujicim obrazku jsou feseni ¢., €. vykreslena:
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Pojd’'me si nyni ukazat, jaké jevy vedou na sin-Gordonovu solitonovou vinu. Je jich cela fada,
kratce se zminime o padajicich kostkdch domina, elektrické dvojvrstvé, dislokaci v krysta-
lech, Josephsonové jevu a Siteni laserového pulzu dvojhladinovym prostiedim.

Padajici kostky domina. Tahle videa asi vidél kazdy. Kostky domina jsou vysklddané na
stole na uzsi hran¢. Poté do nich né€kdo str¢i. Kostky postupné jedna za druhou padaji a vzni-
ka zajimavy jev. Vypada to, jakoby tadou kostek cosi bézelo, co je shazuje. Pokud si jako
nase pole oznac¢ime vysku horni hrany kostek nad stolem, tj. ¢ = A(z, x), kde x je vodorovna
poloha dolni hrany kostek, bude jejich tizeny pad vypadat jako feSeni ¢- na obrazku. Sin-
Gordonova rovnice je dobrou volbou pro popis padu kostek. Periodicita potencidlu odrazi
periodické rozmisténi kostek a bezici ,,cosi” podél fady kostek je ve skutecnosti lokalizo-
vanou energii ¢, kterou miizeme povazovat za kvazi¢astici (piesouvajici se bali¢ek energie).
Povsimnéte si, Ze amplitudu solitonové viny nelze ovlivnit, je dana pouze vyskou kostek do-
mina a nezavisi na rychlosti posunu oblasti padu.

Elektricka dvojvrstva. V plazmatu se ¢asto vyskytnou pohybujici se oblasti, v nichZ se elek-
tricky potencial méni z jedné hodnoty na druhou. V takové vrstvé je nenulové elektrické pole,
které prerozdéli nadboje okolniho plazmatu do charakteristické elektrické dvojvrstvy s klad-
nym nabojem na jedné stran¢ vrstvy a zapornym na opacné (detaily viz ucebnice [1]). Elek-
trickd dvojvrstva ve skutecnosti neni ni¢im jinym nez sin-Gordonovou solitonovou vinou
elektrického potencidlu. Energie lokalizovand v dvojvrstvé (musi byt vEétsi nez primérna
tepelna energie okoli) mize urychlovat okolni ¢éstice i na znacné energie. S elektrickymi
dvojvrstvami se setkavame jak v laboratornim, tak ve vesmirném plazmatu.

Dislokace v krystalech. Predstavme si krystal slozeny ze dvou fetézct atomtl, jeden je pevné
dan (na obrazku dolni) a druhy (na obrazku horni) je pohyblivy v periodickém poli prvniho
fetézce s potencidlem V(x) = A[1—cos(2xx/a)], a je miizkova konstanta. Problém vede na sin-
Gordonovu rovnici pro odchylku od rovnovazné polohy. Reseni (300) odpovida dislokaci
pohybujici se podél krystalu. Reseni se postupné méni znulové odchylky od rovnovazné
polohy na odchylku o pravé jednu miizkovou konstantu a. Energie dislokace je lokalizovéana
v oblasti zmény. Opét jde o klasicky ptiklad sin-Gordonovy solitonové viny.

JR—Y Y —
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Josephsoniiv jev. Pii prichodu proudu tenkou vrstvou oddé¢lujici dva supravodice tuneluji
Cooperovy pary skrze izolant. Rozhranim tece elektricky proud, jehoZ velikost zavisi na
vnéj$im magnetickém poli a teploté, coz lze vyuzit naptiklad pro senzory magnetického pole
SQUID (Superconducting Quantum Interference Device). Magneticky indukéni tok prochazi
Josephsonovym spojem po kvantech, ktera jsou kvazicasticemi, jimz fikame magnony. A pra-
vé prichod magnetického indukéniho toku ¢ z jedné strany spoje na druhou stranu se fidi sin-
Gordonovou rovnici a mé charakter sin-Gordonovy solitonové viny. Magnon je kvazi¢astici
popisujici pohyb bali¢ku energie lokalizovaného v mist¢ ,,schodu‘ toku magnetického pole.

Sifeni laserového pulsu dvouhladinovym prostiedim. Pfedstavme si prostiedi tvofené ato-
my, které maji dvé energetick¢ hladiny. Vysleme-li do tohoto prostfedi laserovy impulz
o frekvenci odpovidajici rozdilu obou hladin, je intenzita laserového pulzu opét popséna sin-
Gordonovu rovnici a ma charakter solitonové viny. Reseni ¢ odpovida stimulované emisi pii
inverznim obsazeni hladin a popisuje zesileni pulzu v takovém prostiedi, feseni ¢- popisuje
rezonancni absorpci svétla a koresponduje se zeslabenim laserového pulzu.

Solitony KdV a NLS
Kortewegitiv-de Vriesiiv soliton

K nejbéznéjsim typtm solitont patii KdV soliton splitujici Kortewegovu de Vriesovu rovnici
a NLS soliton splnujici nelinearni Schrédingerovu rovnici. KAV rovnice je prvni objevenou
rovnici, u které bylo nalezeno solitonové feSeni. Diederik Korteweg (1848—1941) a Gustav de
Vries (1866—1934) rovnici odvodili pii hydrodynamickém popisu vin na mélké vodé. Jeji
nejjednodussi podoba ma tvar (jednoduché odvozeni rovnice ukazeme v zavéru kapitoly)

> 9 —+a ¢8¢+5_¢: (302)
cot 0x x>

Konstanta ¢ je materidlova konstanta, kterd urcuje fazovou rychlost Sifeni rozruchli v daném
prostiedi. Konstanta o fidi velikost nelinearniho ¢lenu, ktery je podobny jako substancionalni
derivace rychlostniho pole a skute¢né souvisi s piesunem popisované kapaliny. Posledni
konstanta ¢ tidi velikost disperzniho Clenu, ktery je umérny tfeti derivaci hledané¢ho pole.
Solitonové feSeni existuje pro jakékoli hodnoty téchto konstant. Vzdy Ize nalézt vinu takové
rychlosti a vysky, pro niz je disperze kompenzovéana nelinearni kompresi viny. Po
prendsobeni konstantou ¢ dostaneme jen dvé nezavislé konstanty KdV rovnice

> % 192, p29_, (303)
ot 0x ax

A=ca; D=co. (304)

Nyni fidi disperzi konstanta D a nelinearni jevy konstanta 4. Vhodnou substituci za x a ¢
bychom tyto konstanty mohli ,,absorbovat® do proménnych x a ¢. Ponechme ale KdV rovnici
v obecném tvaru (303), ze kterého je dobfe patrny vyznam konstant 4 a D. Hledané feSeni
bude mit dvé zdkladni vlastnosti:

lim ¢=0, (305)

X—>too

¢=¢(n); nN=x—xpxuL. (306)

Prvni vlastnost (305) vyjadiuje lokalizovanost feseni, tj. dosti daleko od solitonu je funkce ¢
nulova. Druha vlastnost (306) popisuje Sifeni viny napravo (—), nebo nalevo (+) beze zmény
tvaru. Pro urcitost budeme hledat feSeni pohybujici se vpravo, tj. se znaménkem minus. Po
dosazeni (306) do (303) ziskame obycejnou diferencialni rovnici

3
099, 4992, d—¢=o. (307)
dn dn  dn’

51



Viybrané kapitoly z fyziky plazmatu Solitony

Prostiedni ¢len rovnice upravime dle vztahu ¢¢’'=(¢*/2)’ a celou rovnici integrujeme pres
proménnou 7. Dostaneme obycejnou diferencidlni rovnici druhého fadu
42
-V +— ¢) +D—¢ C. (308)
dn?

Integracni konstanta C; je diky lokalizovanosti hledaného teseni (305) nulova. Vyslednou
rovnici pfenasobime prvni derivaci funkce ¢:

2 d’p
_vpdp+ 2 ¢d¢+Dd dp=0 (309)
77

a posledni ¢len upravime takto (¢arka znaci derivaci podle 7):

d’¢ ,_ %0 do 1d(9)° 1o
=——>—d 'd dn=—d . 310
dn2¢d2dn”¢¢" i n=-4d(¢) (310)
Po dosazeni do rovnice (309) a integraci dostaneme
¢2 A3 D, ,2
v 6¢ > (¢) =G (311)

Vzhledem k tomu, ze hledame lokalizované feSeni, je druhd integracni konstanta opét nulova
a KdV rovnice piesla na obycejnou diferencidlni rovnici prvniho fadu

2
oV 1 o, 4
&) 55 o

kterd je snadno separovatelnd. Po separaci je mozné za pomoci vhodnych substituci provést
pfimou integraci této rovnice. Vysledkem je feseni

¢(77)=3fch"2 N% 77} (313)

Skute¢né tedy pro libovolné konstanty existuje feSeni KdV rovnice ve tvaru solitonu:

3v ., v
> t,x)=—o-ch — (x—x5—vt)|. 314
ot,3) == { 25 % )} (314)
Resenim je ,.kopecek* podobny fezu horou Rip piesouvajici se napravo rychlosti v. Vyska
solitonu je provazana s rychlosti jeho pfesunu:

3v
> Drnax :j. (315)

Razné€ vysoké solitony se pohybuji riznou rychlosti, coz je pro KdV soliton typické. Posledni
vztah bylo mozné ziskat jiZ z rovnosti (312). V maximalni vySce je totiz prvni derivace (leva
strana) nulova a z pravé strany mame okamzité hledany vztah.

Poznamka 1: KdV rovnice se Casto uvadi v bezrozmérném tvaru s konstantami zahrnutymi do pro-
ménnych. Navic jsou derivace psany jako indexy, takze se ¢tenaf muze setkat s tvarem:

G +60P + i =0. (316)

Koeficient 6 je volen zamérné tak, aby feSeni vyslo co nejjednodussi. V naSem feSeni pro soustavu S
postaci polozit A =6, D = 1 a ihned mame feSeni normované KdV rovnice:

(z)(t,x):%ch_z {g (x—x, —vt)] (317)
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Poznamka 2: KdV rovnice je nejjednodussim zobecné&nim vinové rovnice typu

99,99 _,. (318)
cdt  dx
Tato jednoducha vinova rovnice vede na disperzni relaci
w=ck. (319)
Pfipustme nyni, Ze disperze neni takto jednoducha a naleznéme prvni nejjednodussi zobecnéni:
w=c(k)k = (cy—c1k*Vk = cok —c)k> . (320)

Druhy ¢len rozvoje vede na disipaci energie (komplexni k), proto musi byt u solitonovych feseni
nulovy. Tfeti €len rozvoje musi byt zaporny, jediné tak ma k realné feSeni. Pokud pfipustime jako
nejjednodussi zobecnéni disperzni relace tvar (320), musime vinovou rovnici upravit do tvaru

99 99, P9 =0. (321)

+——ta—3
coot  Ox ox
Tuto vinovou rovnici snadno piepiSeme do tvaru rovnice kontinuity:

dg  d 8

Vyraz v hranaté zavorce pfedstavuje tok veli€iny ¢. Jeho prvni pfimo¢aré zobecnéni vedouci na
nelinearni jevy je

2
= ot ad* +cocy 8—2, (323)
0x
coz vede na parcialni diferencialni rovnici
9¢_ . 99 d¢ ¢
—+ 2 —+ c =0. 324
5 T3 ap——+cp 193 (324)

Pokud posuneme nezavislou proménnou x — x — cof, eliminujeme druhy &len a ze zobecnéné vinové
rovnice dostaneme KdV rovnici ve tvaru (303):

d 0
a‘f+A¢af+DBT¢=o; A=2a; D=cyq .. (325)

% ko o3k

KdV rovnice byla ptivodné¢ odvozena pro viny na mélké vod¢ a stala se prvni teorii vysvét-
lujici pozorovani solitonu na plavebnim kandlu pobliz Edinburku (John Scott Russel, 1834).
Resenim je typickd osamocena vlna, kterd neinteraguje s jinymi podobnymi vlnami a jejiz
rychlost je zavisla na vySce viny.

NLS soliton (Non Linear Schrodinger soliton)

Rada problému z kvantové teorie, ale i z jinych fyzikélnich oborti (fyzika plazmatu, Lang-
muirovy oscilace, nelinedrni optika) vede na nelinedrni Schrédingerovu rovnici, kterou
uvedeme pouze v bezrozmérném tvaru:

.99 0%¢ 0%
> - T to —+20' =0. 326
at 52 Top % N (326)

Koeficient op urcuje typ disperze NLS, podle hodnoty délime NLS solitony na tii ptipady:
= op=+l1:eliptickd NLS,
= gp=—1: hyperbolickd NLS,
= op=0:(1+1)D NLS.
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Posledni €len reprezentuje nelinearitu, v uvedeném ptipadé kubickou, miiZze byt vSak i sloZi-
t&j$i. Hodnota koeficientu oy urcuje typ modula¢ni nestability:

» on = +1: fokusujici,

= on = —1: defokusujici.

Uved’'me feSeni pro fokusujici (1+1)D NLS, kdy vznika tzv. Davydoviv soliton tvaru
2
> 9(t,%) = o oh ™' [N (x—xo —v1) | exp i%x—i[%j t+iot+is|. (327

V fesSeni se objevuje volny parametr @ — NLS soliton ma ¢ast pfipominajici rovinnou vinu,
;e , , , -1 . ’ Jy ’ .
kterd je modulovana (ndsobena) obalkou ch ". Amplituda neni provéazana s rychlosti solitonu,

ale s frekvenci v solitonu ,,uvéznéné* viny. Porovnejme oba dva zékladni typy solitonti:

= KdV soliton je pouze vyboulenim hledané funkce v misté
viny (naptiklad vzedmuti vodni hladiny), NLS soliton mize
vypadat jako vinovy balik, tj. miZze byt obalkou viny urcité
frekvence.

= Rychlost pohybu KdV solitonu zavisi na amplitud¢, rychlost
pohybu NLS solitonu nikoli.

= U KdV solitonu je soucin vysky viny a druhé mocniny Sitky
konstantni, u NLS solitonu takovéto pravidlo neplati.

= KdV solitony maji po srdzce presné stejny tvar jako pred
srazkou, maximalné jsou fazoveé posunuty. NLS solitony si
sice ponechaji pti srazce svou identitu, ale jejich tvar se
ptece jen ponékud zméni.

Na zavér si ukazme, jak Ize pravdépodobné nejjednodussim zptsobem ziskat rovnici, ktera
vede na solitonova feSeni. Upravme 1D Naviere-Stokesovu rovnici

p%—b;+pu'Vu=77Au (328)
do jednoduchého tvaru
2 2
a_“+i u_ :Qa_”, (329)
Jt odx| 2 P ax2
Typové jde o tzv. Burgersovu rovnici
du 9 (2 0u
> —+A— -D—=0 330
A o’ £

s nelinedrnim a disperznim clenem. Burgersova rovnice opét poskytuje solitonova feSeni.
Postup jejich nalezeni je zcela analogicky tomu, jak jsme fesili KdV rovnici, tedy nejprve
proménné ¢, x nahradime proménnou # = x — vt, ¢imz pievedeme rovnici na obycejnou dife-
rencialni rovnici, ktera je snadno integrovatelna. Zbylou rovnici 1. fadu pak feSime separaci.

Neékdy solitony vytvoii skupinu, kterd se prostfedim pohybuje ve formaci, potom hovotime
o solitonovém vlacku. V nékterych ptipadech soliton jakoby dycha: pravideln¢ méni svij tvar
a periodicky se vraci do vychoziho tvaru. Nejde o soliton v pravém slova smyslu (méni tvar),
ale o solitontim velmi pfibuzny jev, v anglictin€ oznacovany breath (dychani).
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) e 10 WS T
Solitonovy vlacek. V roce 2002 se podafilo pfipravit védcim z Univerzity v Rice Boseho-Einsteinv
kondenzat velice zajimavych vlastnosti. Ultrachladné atomy vytvofily kondenzat jen v nékterych
mistech. Vznikla fada nékolika pohybuijicich se solitonl pripominajicich vlacek. Oblasti kondenzatu se
premistovaly beze zmény tvaru, jak je pro solitony typické.

Solitony v plazmatu

Langmuiriv soliton. Magnetohydrodynamické rovnice lze piepsat za urcitych predpokladii
jak na KdV rovnici, tak na NLS rovnici. Zajimavym jevem je nelinearni modifikace
plazmovych (Langmuirovych) oscilaci na plazmové frekvenci elektrond, které se lokalizuji
v oblasti izolované od okoli. Vznika tak hustotni dutina zaplnénd vysokofrekvencnim polem,
ve které je koncentrace plazmatu sniZena podle vztahu

on _Pe _ (331)

Proto se nékdy fikda Langmuirovu solitonu well (dutina, studna). Samo elektrické pole
(obalka) spliuje vztah

E(x)= Eych™ (kyx)
a hustota energie je KdV solitonem:
é(x)=eE? /2= E§ ch™ (ko)

Jde ovSem jen o limitni jednoduchy piipad. Langmuirovy solitony mohou byt zna¢né slozité
a chovat se v urcitych situacich i jako NLS soliton. Langmuirtiv soliton mize totiz oscilovat
a generovat nizkofrekvencni iontové akustické viny. Naopak, LangmuirGv soliton mize na
dlouhych vlnovych délkach nasdvat energii z iontové akustickych vin pomoci tzv. paramet-
rické nestability. Na kratkych vinovych délkach ztraci energii Landauovym atlumem. Miize
tak dojit ke staciondrnimu toku energie v k prostoru. Soliton komunikujici energeticky s oko-
lim se nazyva disipativni soliton. Langmuirovy solitony zpravidla vznikaji pfi rozpadu Lang-
muirovych (plazmovych) oscilaci, odsud ziskaly své jméno. Langmuirovy solitony je mozné
uméle generovat v laboratofi, naptiklad na aparatuie Double Plasma vyvinuté v sedmdesa-
tych letech 20. stoleti (popis viz dale).
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Davydoviiv soliton. Toto feSeni opét souvisi s Langmuirovymi vinami a je popsano Sacharo-
vovou-Kuznécovovou soustavou parcialnich diferencialnich rovnic:

2
i%ﬁs—f = oY
> " (332)
Py Py _ @)
x> o ax?

Na obdobnou soustavu vedou problémy v chemii a v kvantové teorii. Ve fyzice plazmatu je
tato soustava vhodna pro popis nestabilit v elektronovém svazku ¢i popis Langmuirovych vin
v plazmatu. Veli¢ina ¢ odpovida elektrickému poli a veli¢ina ¢ odchylce koncentrace iontl
od rovnovazné polohy. Elektrické pole spliiuje Schrodingerovu rovnici s nelinearnim zdrojo-
vym ¢lenem danym poruchou koncentrace iontii. Ta naopak spliiuje vinovou rovnici s pon-
deromotorickym zdrojovym ¢lenem (druhou derivaci kvadratu elektrického pole, tj. elektric-
kého tlaku) na pravé strané. Soustava ma znamé solitonové feseni (Davydoviiv soliton)

2
o(t.x) = \20-v?)o ch™' [Vo(x—vr) Jexp i%"—igj (+viwt+id|;

w(t,x)= —2wch™ [\@(x—vz)} :

Parametry feSeni jsou rychlost pohybu solitonu v, fazovy posun 0 a Skalovaci parametr w.
Sacharovovy-Kuznécovovy rovnice lze za jistych predpokladii zjednodusit bud’ na NLS
rovnici nebo na KdV rovnici, kdy Davydoviv soliton piechazi v Langmuiriv soliton.

(333)

Trivelpieciv-Gouldiiv soliton. Tento soliton souvisi opét s elektronovymi plazmovymi
vlnami, ale v ohranic¢eném prostoru. Vznika jako komprese plazmatu Sitici se podle pravidel
KdV solitonu. Nejsnaze se tyto solitony generuji v Q aparatufe, coZ je valcova trubice
s rovinnymi kovovymi deskami na obou koncich, které jsou pokryté alkalickym kovem
(cesiem nebo draslikem). Desky jsou zahtaté na vysokou teplotu a do prostoru komory se
z nich odpaiuji ionty a elektrony. Trubice je v silném magnetickém poli, které snizuje diftzi
elektronil kolmo na osu trubice. Plazma vznikajici v trubici mé vyrovnanou teplotu elektronti
a iontl,, coz je jistou nevyhodou tohoto usporddani. Pokud maji ionty teplotu shodnou
s elektrony, je fazova rychlost iontové akustické vlny srovnatelnd s tepelnou rychlosti ionti,
a ionty proto snadno surfuji na iontové akustické viné a odnimaji ji energii Landauovym
utlumem. Idedlni je, kdyZ maji ionty teplotu vyrazné niz§i nez elektrony, pak je Landauiv
utlum na iontech zanedbatelny. Soliton lze v trubici vybudit naptiklad napétovym pulzem.

Experimentalné bylo ovéteno, Ze soucin vySky a druhé mocniny Sifky je konstantni a Ze
rychlost solitonu zavisi jen na jeho amplitud€. Za proSlym solitonem bylo pozorovano lehké
zvInéni plazmatu. Viny spojené s timto solitonem poprvé popsali v roce 1959 Alvin W. Tri-
velpiece a Roy W. Gould z Kalifornského institutu technologii.

Iontové-akusticky soliton. Soliton tohoto druhu se mize vytvoftit ze zvukovych vin Sificich
se plazmatem. Tyto viny jsou, na rozdil od plynu, neseny ionty, které spolu interaguji také
prostiednictvim elektrického pole. Jde o nejlépe prozkoumané solitony v plazmatu, snadno se
generuji v Double Plasma (DP) aparatufe napétovym pulzem vhodné frekvence. Bez problé-
mu Ize vytvofit rovinné solitony, valcové solitony nebo kulové solitony. lontové-akustické
solitony jsou popsany KdV rovnici a v experimentech se podle ni chovaji.

DP aparatura je nejvyznamnéjSim zatizenim, které ptispélo k vyzkumu solitonti, a proto si ho
popiSeme podrobnéji. Jedna z mnoha pouzivanych variant je na obrazku 65. Prvni zafizeni
tohoto typu sestrojili Rudolf Limpaecher a K. R. MacKenzie jiz v roce 1973. Jde o dvojitou
plazmovou komoru (anglicky Double Plasma, odsud nazev DP), ob¢ ¢asti jsou oddélené ko-
vovou sitkou. Ta neni elektricky spojena s Zddnym prvkem aparatury, samovoln¢ se nabije na
zaporny potencidl (n¢kolika desitek voltit) a brani prachodu elektronii z jednoho objemu do

56



Viybrané kapitoly z fyziky plazmatu Solitony

druhého. Napéti ¢up a ¢ur zajist'uji Zhaveni elektrod, ze kterych do komor unikaji elektrony.
Napéti gap a @gat tyto elektrony urychluji. Urychlené elektrony ionizuji pracovni plyn. Aby
elektrony neunikaly z komor, jsou na obvodu fady permanentnich dipélovych magnett (sou-
sedni fady maji opacnou polaritu), podle velikosti komor jich mtize byt jeden az dva tisice.
Vhodné zvolené napéti ¢ brani priichodu iontlh mezi komorami.
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Double Plasma (DP) aparatura.
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V prvni varianté zafizeni bylo mozné vytvofit piiblizné 1 m’ bezesrazkového plazmatu
(stfedni volna draha Gastic byla vétsi neZ rozméry aparatury) s koncentraci elektronti 107 az
10" &astic v centimetru krychlovém, teplotou elektront 1 az 3 €V a teplotou iontd niZ§i ne
desetina teploty elektronli (nizka teplota iontli zajiStuje, Ze generované iontové akustické
viny nejsou tlumeny Landauovym ttlumem na iontech). Permanentni magnety mély indukci
0,2 T a jejich fady od sebe byly vzdalené 10 cm. Soliton bylo mozné vyvolat mnoha zpusoby,
jednim z nich bylo pfivedeni napétového pulzu ¢s, ktery mél za nésledek velkou poruchu
hustoty ionti Sifici se z ptipravné do cilové komory (komora s métici sondou). Jsou ale i jiné
zpusoby: pfivedeni napéti na miizku, pfivedeni napéti na kovovy predmét ponoieny do levé
pripravné komory (valcovy piredmét vytvoriil valcovy soliton) nebo fotoionizace svétlem fo-
kusovanym do urcité roviny (vznikl rovinny soliton) ¢i napéti pfivedené na pole dratki. Zafi-
zeni tohoto typu jsou standardem pro tvorbu a vyzkum solitond spojenych s iontové akustic-
kymi vlnami a dnes se vyrabé&ji i s valcovymi nebo kulovymi komorami.
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6. TURBULENCE

Turbuletni struktury

V této kapitole se budeme vénovat dalSimu vyznamnému nelinedrnimu jevu — turbulernci.
Turbulentni pohyby jsou jednémi z nejcastéjSich pohybll v pfirodé a soucasné je turbulence
jevem, ktery dodnes neni uspokojivé vyfesen. Mizeme k nému piistupovat za pomoci rozme-
rové analyzy, magnetohydrodynamicky, statisticky, nebo jevy numericky simulovat. Nasledu-
jici text je jen zakladnim ptfehledem nékterych vztahi, rozhodné neni plnohodnotnym uceb-

v

nim textem. Detailn¢jsi informace ziskate ve specializovanych ucebnicich.

K turbulenci nej¢astéji dochazi pii vysokych rychlostech proudéni tekutin. Nadbytek ki-
netické energie zplsobi pfechod z lamindrniho proudéni do turbulentniho. Energie je neline-
arnimi jevy ukladana do rota¢niho pohybu virli nejriznéjsich velikosti. S turbulencemi se ale
setkame 1 pii obtékani prekazek, naptiklad za lodi ¢i mostnimi pilifi. Turbulentni viry jsou
typické pro atmosféru i pro dopad vody do hrnce na vafeni. V plazmatu se setkdvame
s turbulentnimi pohyby velmi ¢asto. Turbulence jsou pfitomné ve slune¢nim vétru i1 ostatnim
astrofyzikalnim plazmatu, vyskytuji se v technologickém i fiznim plazmatu. V plazmatu
vznikaji turbulence nej¢astéji v diisledku rozvoje nejriznéjsSich nestabilit.

Pro turbulence je na prvni pohled typicky chaos, zdanlivé nahodné fluktuace rychlostniho
1 tlakového pole zpisobené piechodem do stavu s velkym mnoZstvim virti. Pro turbulenci je
ale nejcharakteristictéj$Sim jevem tzv. energeticka kaskada. Pti proudéni vznikaji viry nejriiz-
néjsich velikosti. Ty nejvetsi maji rozméry srovnatelné s nejmensim rozmérem proudici ob-
lasti. Velké viry se protahuji a rozpadaji na viry mensi. Viry urcité velikosti predavaji energii
nelinedrnimi jevy virim mensim, ty jesté mensim atd. Energie je proudicim médiem trans-
formovéna od nejvétsSich struktur k tém nejmensim. Velikost virtt ma i svou dolni hranici —
tikdme ji Kolmogorovova skala. U malych virt energeticka kaskada kon¢i a zacinaji pfevla-
dat disipativni jevy zpisobené viskozitou tekutiny. Energie virti se nakonec pfeméni na chao-
tickou tepelnou energii. Turbulentni procesy vedou také k difuzi latky, hovotime o tzv. tur-
bulentni diftzi.

Rychlostni pole mizeme standardnim zpisobem rozlozit do jednotlivych Fourierovych
modi danych vztahem

> u(t,x) = j U(w,k) e g3k, (334)

kde ¢ty cCisla w, k popisujici Fourierovy komponenty jsou provazana disperzni relaci.
Velikost vektoru k popisuje rozméry struktur odpovidajicich danému moédu:

> p=2% 27 (335)
A R

Nejveétsi viry maji rozmér Rc srovnatelny s popisovanou oblasti, nejmensi Kolmogorovovu
skalu Rk. V plazmatu je nejzazsi dolni hranici velikosti virt Larmortv polomér iontdi Ry ;. Pro
turbulenci je diilezité tzv. energetické spektrum. Kinetickou energii virit vztazenou na jednot-
ku hmotnosti sloZzime z energii jednotlivych Fourierovych modua:

> <u-u/2>=°f5(k)dk. (336)
0

Veli¢inu &(k) nazyvame energetické spektrum. V turbulenci rozliSujeme tii oblasti (podle
velikosti virtl), viz obrazek 1.133, které se lisi pribéhem energetického spektra:
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| reZim udrZeni energie
[l inercidlni rezim
1l disipativni rezim

Tti zakladni turbulentni oblasti

Nejveétsi viry patii do oblasti I, tzv. rezimu udrZeni energie. Viskdzni procesy jsou zanedba-
telné, viry jen malo predavaji energii mensim strukturdm. Velké viry nejsou rozloZeny ani
homogenné, ani izotropné. Pro energeticky pfenos je tato oblast nevyznamna. Pro turbulenci
je typicka oblast II, kterou oznacujeme jako inercidlni rezim. Probiha zde turbulentni energe-
tické kaskada popsana vyse. Viry vétsich velikosti ptfedavaji energii viraim mensich velikosti.
Viskozita tekutiny je pro tyto jevy podstatnd, ale nedominuje. Pro bézné tekutiny je rozlozeni
virt homogenni a izotropni a energetické spektrum je Gmémé & > (tzv. Kolmogorovo spekt-
rum). Existence této oblasti a energetické kaskady odliSuje turbulenci od ostatnich chaotic-
kych jevl. V plazmatu jsou viry ovlivnény magnetickym polem, které zptisobuje anizotropii
jejich rozloZeni a jinou zavislost energetického spektra na podélné slozce vlnového vektoru
a jinou na kolmé (vzhledem k magnetickému poli). Posledni oblasti je disipativni rezim III,
v némz dominuji viskozni jevy a malé viry zanikaji. Jejich energie se méni na teplo.

Kolmogorova turbulence

Prvni uspesny model turbulence piedlozil sovétsky matematik Andrej Nikolajevic Kolmogo-
rov (1903-1987) v roce 1941. Tento model turbulence se vétsinou oznacuje K41. Kolmogo-
rov predpokladal, Ze vSechny viry turbulentni energetické kaskady jsou prostorové i asove
malé ve srovnani s rozméry oblasti, tj. jejich velikost spliiuje »< L a doba jejich zmén je
O0t< L/u. Tyto viry nemaji preferovanou orientaci, tj. jsou rozlozeny homogenn¢ a izotropné¢.
Veskeré smérové zavislosti jsou v pribéhu energetické kaskady ztraceny, vysledna statistika
virti méa univerzalni charakter a zavisi jen na mife disipace energie ¢ = d(1*/2)/dt dané viskoz-
nimi procesy a na velikosti vird danych vinovym ¢islem £. Vysledné Kolmogorovovy vztahy
l1ze snadno odvodit z pouhé rozmérové analyzy problému. Energii vztahujeme na jednotku
hmotnosti, tedy kineticka energie vird je u*/2. Uved'me rozméry kli¢ovych veligin ze vztahu
(336) a miry disipace energie &:

[uZ/ZJ =m?s2; [k]= m; [£]= m’s2; [e]= m?s™. (337)

Jednoducha rozmérova analyza snadno ukaze, ze ztéchto vztahi neni pro energetické
spektrum moZzna jina zavislost nez
> £ =Kye?*k™", (338)

kde K, je n¢jakd univerzalni bezrozmérna konstanta. Touto zavislosti se fidi mnoho tekutin
v oblasti II, v niz probiha turbulentni energetickd kaskada. Pro plazma mohou byt podstatné
fluktuace elektrického potencidlu, jejichz spektrum je dano vztahem

((39)°) =[Sk dk. (339)
0
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Rozmérova analyza zde vede na zavislost
Sy~ k™. (340)

Uvedeny vztah ale plati jen za ptedpokladu, ze fluktuace elektrického potencialu nezavisi na
Larmorové poloméru iontd. Larmortv polomér by vnesl do rozmérové analyzy dalsi veli¢inu
s rozmérem metru, a proto by rozmérova analyza uz nedala jednoznacny vysledek. Vztah
(340) je tedy tfeba brat jen s velkou rezervou.

Dalsi veli¢inou, kterou je mozné odhadnout z rozmérové analyzy je Kolmogorovova skala
Rx. Z kinematické viskozity v a miry disipace energie ¢ 1ze slozit jedinou veli¢inu s rozmérem
délky. Proto Ize odhadnout, Ze je Kolmogorova délka ddna timto vztahem

V3 1/4
Re=|—| - (341)

Vztah opét plati jen pro procesy, v nichz nehraji hlavni roli gyra¢ni pohyby iontd. Lze ho
tedy pouzit pro turbulence béznych tekutin bez ptitomnosti magnetickych poli.

Turbulence v magnetohydrodynamice

Piedpokladejme nejjednodussi variantu magnetohydrodynamiky s viskoznimi procesy.
Tekutinu budeme povazovat za nestlacitelnou. Vychozimi rovnicemi budou

> paa—l;+p(u-V)u=77LAu—VpL +lrotB><B, (342)
y7i
> a—BzLAB+rotu><B. (343)
ot ou

Prvni rovnice je pohybovou rovnici plazmatu, napravo jsou postupné: hustota viskozni sily,
hustota tlakové sily a hustota Lorentzovy sily. Druha rovnice je rovnici pro ¢asovy vyvoj
magnetického pole, prvni ¢len popisuje diftizi pole, druhy zamrzani pole. Obé rovnice
musime doplnit rovnicemi pro divergence poli. Pro nestlacitelnou kapalinu mame jednoduché
vztahy

divB =0, (344)
divu =0. (345)

Vztah (345) tika, Ze plazma je nestlacCitelné, tedy je jeho hustota konstantni. Rovnici (342)
proto vydélime hustotou a i1 s permeabilitou ji budeme integrovat do magnetického pole
a ziskame vztahy

> %—l;+(u-V)u:VLAu—VPL+rotb><b, (346)
ob
> EvaAb+rotuxb, (347)
kde jsme oznacili
B PL 1
bs—e:; Pi==—>; Vy=— (348)
Hp P OH

Pieskéalované magnetické pole b ma rozmér rychlosti — nejde totiz o nic jiného, nez o Alfvé-
novu rychlost ptislusici danému poli. Rovnice pro rychlostni i pro magnetické pole tak maji
nyni stejny rozmér. Porovnanim riznych ¢lentt mizeme ziskat bezrozmérné charakteristiky
proudéni:
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u-Vyu| Lu
[ViAu| v
rotuxb Lu
Rem =1 | Lu, (350)
[VMAb| vy
= TRem Vi 351)
#re VL

Reynoldsovo cislo #gre vyjadiuje podil kinetického ¢lenu k viskdéznimu. Pii velkych Reynold-
sovych cislech je pii proudéni nadbytek kinetické energie a dochazi k rozvoji turbulentniho
proudéni. Hodnota Reynoldsova ¢isla je tedy pro samovolny vznik turbulence rozhodujici.
V plazmatu tomu milize samoziejmé napomoci vyvoj riznych nestabilit. Reynoldsovo mag-
netické Cislo #rem je podilem €lenu zamrzani a ¢lenu difuze v rovnici pro ¢asovy vyvoj mag-
netického pole a uz jsme se s nim setkali. Ve vétSin€ typt plazmatu je velmi vysoké a zamr-
zani pole prevlada nad jeho difuzi. Velikost Reynoldsova magnetického ¢isla nijak nerozho-
duje o turbulenci. Posledni, Prandtlovo ¢islo, ddva do podilu oba typy viskoznich procest — je
podilem magnetické difize a kinematické viskozity. V astrofyzikalnim plazmatu mize mit
nejrizn&jsi hodnoty, od 10*° v mezigalaktickém prostoru pfes 1 ve slunednim vétru aZ po
hodnotu <« 1 ve slune¢ni konvektivni zéné. Pro turbulentni procesy vyjadiuje podil vlivu
magnetické (ohmické) a viskdzni disipace energie.

Elsasserova pole

Rovnice (346) a (347) pro rychlostni a magnetické pole jesté upravime do symetrického
tvaru. V obou rovnicich rozepiSeme dvojné vektorové souciny na pravé strané. U prvni
rovnice uprava povede na rozd€leni hustoty Lorentzovy sily na ptispévek magnetického tlaku
a piispévek zakiiveni magnetickych silocar. U rovnice pro magnetické pole dojde k prevedeni
rovnice na rovnici s Uplnou ¢asovou derivaci na levé strané. Ob¢ Upravy jsme jiz diive
provadéli, proto uvedeme jen vysledek:

ou

ob
§+(u-V)b=VMAb+(b-V)u. (353)
Magneticky tlak je v rovnici pro rychlostni pole popsan veli¢inou
2 2
pMEp_M:B_:b_ (354)
P 2up 2

Ob¢ rovnice (352), (353) maji stejny rozmér, proto je muzeme vhodné kombinovat.
V soustave spojené s proudicim plazmatem budou mit obé pole tvar

u=ou, (355)
b=b,+5b. (356)

Rychlostni pole mé jen fluktuacni ¢ast, magnetické pole je dano zakladnim a fluktuacnim
polem. V roce 1950 zavedl americky fyzik Walter M. Elsédsser nové proménné

z=0u-ob, (357)
w=ou+ob. (358)

Nékdy se Elsdsserova pole oznacuji jen symboly z,. Abychom ziskali rovnice pro nova pole,
seCteme a odeCteme rovnice (352), (353) pro rychlost a magnetické pole:
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> g—j+(b0 V)z+(w-V)z :A[VL Py +2VM Z:|_V(PL+PM)’ (359)
> %—v:—(bo-V)w+(Z-V)W=A[VLZvMW+VL_2VMZ}_V(PL+PM)' (360)

Rovnice pro Elsdsserova pole jsou vychozimi rovnicemi pro zkoumani magnetohydrodyna-
mické turbulence, at’ uz analyticky, rozmérovou analyzou ¢i numerickymi simulacemi. Pokud
bud’ zanedbame magnetické pole, nebo budeme ptredpokladat, ze fluktuace jsou homogenni a
izotropni a typicka Casova $kala je dana jen nelinedrnimi jevy, tj.

Ta= (o)™ = (k)7 (361)

ziskame (at’ uz analyticky ¢i rozmérovou analyzou) Kolmogorovovo spektrum

> E ~ e3k8 (362)

Nés ale bude pfedev§im zajimat vliv magnetického pole na pozadi, kde je typickd casova
Skala dana Alfvénovym Casem

L L

Tpao=—=—"1. (363),

N
Budeme-li i v tomto pfipadé udrzovat piedpoklad izotropie fluktuaci (je to opravnéné pro
slabé pole a malé viry), dostaneme tzv. IK nebo IK64 model pojmenovany podle sovétského
fyzika P. S Iro$nikova a amerického teoretika Roberta Henry Kraichnana. IroSnikov timto
zpiisobem popsal turbulenci v roce 1964 a Kraichnan nezéavisle na ném v roce 1965. Vysled-
kem je spektralni zavislost

> Ex (k) ~ (vpe) k2. (364)

Spektrum IK modelu tedy zavisi na magnetickém poli na pozadi.

Silna anizotropni turbulence

Silné magnetické pole vnasi do plazmatu anizotropii a pfedpoklad o homogenni a izotropni
turbulenci je v takovém piipad¢ neudrzitelny. Energetické spektrum je tieba, na rozdil od
Kolmogorovy turbulence (336), definovat tfirozmérn¢:

(u-u/2>:°f£(k”,kl)d3k. (365)
0

Rozmér energetického spektra je tedy ve tfech dimenzich jiny nez u jednorozmérného Kol-
mogorovova popisu. Anizotropni modely mizeme rozdé€lit na slabé a siln¢ turbulentni. Pti
slabé turbulenci jsou obé Elsdsserova pole podstatné mensi nez magnetické pole na pozadi,
u silné turbulence takovy predpoklad neplati. Pro slabou turbulenci (WT, Weak Turbulence)
1ze odvodit energetické spektrum

> Ewr (k) ~ kK. (366)

Podminky slabé turbulence jsou ale v plazmatu splnény jen ziidka, pokud se turbulence uz
rozvine, byva zpravidla silna. Podminky silné magnetohydrodynamické turbulence zkoumali
americky astrofyzik Peter Goldreich a indicky fyzik Seshadri Sridhar. Jejich vysledky z roku
1995 se oznacuji jako GS nebo GS95 model. Energetické spektrum je velmi zajimavé. Pokud
jsou fluktuace izotropni alespont v kolmé rovin€ na magnetické pole, stdva se spektrum
jednorozmérnym a vede na Kolmogoroviiv tvar:
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> Egs(k) ~ 2Pk . (367)

Pro rovnobéznou slozku se vytvofi mezi obéma komponentami vlnového vektoru rovnovaha
dana vztahem

> ky~ki” (368)

Koeficienty tmérnosti jsou ale v GS95 modelu funkci Alfvénovy rychlosti a dalSich
parametri, takze je experimentalni ovéfovani ponckud obtizné. Z numerickych simulaci
plyne, Ze v piipad¢ siln€ rozvinuté turbulence s magnetickym polem na pozadi jsou vysledky
pro slaba pole blizké GS modelu, zatimco pro silnd pole naopak koresponduji s IK modelem.
Problematika turbulenci je stale otevienou disciplinou s mnoha nezodpovézenymi otazkami.

‘ TN = s s e PR OH P

Turbulentni struktury v Jupiterové oblaénosti. Fotografie: sonda JUNO, 2. éervna 2020, NASA/JPL.
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7. VYBRANE PROBLEMY Z FYZIKY PLAZMATU

Schwarzschildovo kritérium

V roce 1906 odvodil némecky fyzik Karl Schwarzschild (1873-1916) kritérium pro rozvoj
konvektivniho proudéni uvniti hvézd. Jeho kritérium pro vznik konvekce je platné nejenom
ve hvézdach, ale i pro jakykoli plazmovy systém. Piedpoklddejme, ze néjakym nahodnym
procesem dojde k pfesunu malé oblasti plazmatu do jiného mista hvézdy. Pro urcitost uvazuj-
me malou oblast plazmatu, ktera se presune z nitra hvézdy o néco vyse ve sméru osy z (viz
nasledujici obrazek).

Pted presunem jde jen o myslenou oblast a parametry nasi ,,bubliny* jsou shodné s parametry
okolniho plazmatu. Po pfesunu bude ale situace jina, v bublin¢ bude teplota 73, hustota py
a tlak pp, v okolnim plazmatu budou hodnoty 7, p, p. Jen tlaky se musi shodovat, jinak by
hranice bubliny probihala jinde. Pokud bude v nové oblasti hustota bubliny vétsi, neZ ma
okoli, bude mit tendenci se vracet zpét (ve sméru tize) a ptijde o stabilni situaci. Pokud bude
hustota bubliny mens$i, nez mad okoli, bude se dale piesouvat ve stejném sméru a dojde
k rozvoji konvekce (proudéni). Rikame, Ze situace je konvektivné nestabilni. Podminka pro
vznik proudéni je tedy velmi jednoducha:

> Pr<p. (369)
Nejprve rozepiSeme levou stranu kritéria. Predpokladejme, Ze pfesun bubliny je klasickou

poruchou, trva velmi kratkou dobu a bublina nestaci vyménit s okolim tepelnou energii, tedy
jde o adiabaticky dé&;:

y “p
py=Kp"; y=—. (370)
Cv
Nyni provedeme Taylortiv rozvoj tohoto vztahu do 1. fadu:

apy, _ Po
py=Kp” = p, +$(Pb_/00)=170 +Kyp{™ (py—p0) =Py +p—7(pb—,00)- (371)
0

Konstantu K jsme ur€ili ze vztahu (370). Nyni jiz snadno dopoc¢teme hustotu bubliny do levé
¢asti kritéria (pfi vypoctu vyuzijeme, ze tlak v bubling je stejny jako v okoli):

Py =P+ (p=po)- (372)
YPo

Pravou stranu kritéria vyjadiime ze stavové rovnice plazmatu
p=ApT (373)
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Opét provedeme rozvoj do prvniho fadu a konstantu 4 poté vyjadiime z posledniho vztahu:

) )
P=Do +£(P—Po)+a—§(T—To)=Po + ATy (p—po)+ Apg(T —Ty) =

(374)
= po+ 22 (p- P0)+—(T Ty)
Po Ty
Nyni ur¢ime hustotu do prvé ¢asti kritéria:
p= po"‘lp)—(]? Po)——(T Ty) (375)
Po dosazeni (375) a (372) do kritéria (369) mame podminku pro rozvoj konvekce
L0 (p-py)<22(p- Po)——(T 7). (376)
YPo Po
Dalsi Gpravy jsou jiz pfimoc¢aré a vedou na vztah
-1\ T,
dT<(7—lj—0dp. (377)
vV ) Po

Pro situaci znazornénou na obrazku je ale d7 i dp zaporné (s rostouci vyskou klesa tlak
1 teplota), takze vysledny vztah je (indexy 0 uz mizeme vynechat, jde o obecné misto, v némz
jsme v plazmatu konali myslenkovy experiment):

/4

K rozvoji konvekce je nutné, aby v plazmatu byl dostate¢né velky teplotni gradient, coz je
napiiklad v nasem Slunci splnéno az 200 000 km pod povrchem a vySe. Energie z nitra
Slunce se nejprve prendsi zafenim a az poslednich 200 000 kilometrG proudénim. U hvézd,
v jejichZ nitru probihd CNO cyklus je produkce energie v jadfe podstatné vyssi nez u naseho
Slunce a teplotni gradient je naopak nejvétsi v okoli jadra. U téchto hvézd se konvekce
rozvine pouze v okoli jaddra a ve vngjSich vrstvach se energie pfenaSi pouze zarenim.
Schwarzschildovo kritérium se uvadi v rtiznych alternativnich tvarech, uved'me jesté nékteré:

> |dT|>(7—_lj%|dp|. (378)

> |dT|>(7’_lj|dp|, (379)
T y ) p
> dinf_7-L (380)
dln p 14

Schwarzschildovo kritérium plati obecné, a tam, kde je velky gradient teploty, dojde v plaz-
matu k nestabilni situaci a rozvoji proudéni.

Relativisticka Boltzmannova rovnice

Boltzmannova rovnice se ve fyzice plazmatu vyuziva k urCeni Casoprostorového vyvoje
hustoty pravdépodobnosti vyskytu ¢astic a 1ze ji v€etn€ normovani zapsat ve tvaru

f=rxv); (381)

4/ _g.
J=s: (382)
Litvv)r+{ £, )r=s. (383)
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j ft,x,v)dv=n(,x). (384)

Hustota pravdépodobnosti je normovana vzhledem k poctu ¢éstic. Leva strana rovnice (383)
je zjevné nerelativisticka, stejné tak jako srazkovy ¢len na pravé strané. Srazkovy c¢len lze
vyjadfit v mnoha riiznych tvarech, jednim z nejcasteji pouzivanych je tvar vedouci na Fokke-
rovu-Planckovu rovnici. Obecny piepis srazkového €lenu do relativity neexistuje. Leckdy ho
neni tfeba ani znat, nebot’ pii vysokych rychlostech u¢inny prifez srazek zpravidla rychle
klesé a lze je zanedbat. Neplati to ale pausalné a relativisticky ptepis srazkového ¢lenu by byl
v n¢kterych piipadech velmi uzitecny. S levou stranou Boltzmannovy rovnice je situace jed-
nodussi, 1ze ji snadno piepsat do lorentzovsky kovariantniho tvaru. Namisto rychlosti, jakoZto
nezavislé proménné, musime pouzit hybnost, resp. ¢tyrhybnost, tedy

f=f(&%P*)=f(t,x,E,p); (385)
Ctythybnost ma vzajemné provazané slozky (Velikost Styfhybnosti je —mg’c?), takze plati
E*=p’c® +mjc?, (386)

a tedy £ = E(p). Nové normovani se bude tykat hybnosti namisto rychlosti, takze budeme
pozadovat

jf(x“,P“)d3p:n(t,x). (387)

Takovy zapis vypada na prvni pohled nerelativisticky, ale musime si uvédomit, ze E = E(p)
a relativisticky lze normovani zapsat ptes Diracovu distribuci:

> [ f(t.x.E,p) 5(E-E(p))d*P=n(t,x). (388)

Relaci (382) musime relativisticky zobecnit, proto namisto souradnicového ¢asu pouzijeme
vlastni ¢as, ktery je invariantem Lorentzovy transformace, tj.

7 _s.
=5 (389)

Po rozepsani derivace vlevo mame
of dx? N of dpP“
ox® dr  9p“% dr

Prvni ¢len obsahuje jak ¢asové, tak prostorové derivace a je zobecnénim prvnich dvou ¢lent
na levé strané Boltzmannovy rovnice. Uvédomime-li si vyznam obou ¢asovych derivaci,
muzeme psat

=S. (390)

U“i+F“i:S. (391)
ox” oP“
Lorentzovu Ctyftsilu vyjadiime ze vztahu (101)

ve Y +QF U 4 I (392)

ox% P ape

Jako posledni krok musime ¢tyirychlosti pfevést na ctyfhybnosti:

> P“i+QF“ﬂPﬂi:m0S. (393)
ox? oP*

Jedna se o hledany relativisticky kovariantni zapis Boltzmannovy rovnice. V prvnim ¢lenu

miiZeme Ctythybnost pfesunout k hustoté pravdépodobnosti a nic se nestane. U druhého ¢lenu

ale to lze udélat také, protoze

d

P} 9
apa(F“ﬂPﬂf) FPs, f+F“ﬂPﬁaf =F7Pp, 9f (394)

P ape
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Prvni ¢len je po derivovani soucinu nulovy, protoZe jde o zuZeni symetrické a antisymetrické
matice. Pro obecné silové pole zavislé na rychlosti to ale platit nebude. Miizeme tedy psat

d d

= (PYf)+——(OF Py f)=m,S . (395)
507 L) e 07 P Ep )2

Tento tvar je elegantnim zapisem Boltzmannovy rovnice pro piipad elektromagnetického
pole a Lorentzovy Ctyfsily.

>

Zajimavou ulohou je pfepis Boltzmannovy rovnice v obecné relativité, kde je pohyb Castic
dan zaktivenim ¢asoprostoru. V tomto piipadé zavadime kovariantni derivaci Ctyivektoru

DA% _
Dx"

A%

R

=A%, + Iy, 4", (396)

kde prvni ¢len je obyCejna parcialni derivace a druhy ¢len souvisi se zménou ¢tyfvektoru 4”
zpuisobenou zakiivenim casoprostoru. Koeficienty I se nazyvaji Christofellovy symboly
a jsou dany formuli

1

_gllﬂ (gﬂ#,V T8 pv.u _g/zv,ﬂ) . (397)

re =
Hv 2

Rovnice geodetiky (nejrovnéjs$i mozné drahy v zakiiveném Casoprostoru) je

d>x®+ I, de#dx” =0. (398)
Ctyfsilu v rovnici (391) vyjadiime z rovnice geodetiky:
dp” du“ d?x” dx# dx”
F%= =m =m =—my %, —— =-m, S U U" . 399
dr O dr O 472 0T dqr dr 0% uv (399)
Boltzmannova rovnice (391) po piepsani do Ctythybnosti bude mit tvar
> P“a—f—FﬁvP“P"a—f:moS. (400)
ox? or“

Ray-Tracing (sledovani paprsku)

Velmi zajimavou tlohou je sledovani paprsku, ktery se pohybuje plazmatickym prostfedim
(v priblizeni geometrické optiky). Existuji vytiibené metody jak ze znalosti tenzoru permea-
bility a tenzoru permitivity urcit v daném misté smér paprsku a jeho presun do mista nasledu-
jiciho. Takto pojata uloha ale ptfedpoklada znalost obou tenzorti. Trasovani paprsku lze pro-
vést jednoduse 1 z pouhé znalosti disperzni relace pro Sifeni elektromagnetické viny. Za¢neme
Hamiltonovymi rovnicemi pro kvantum elektromagnetického zafeni

X= %—I; , = —%—Z . (401)
Nyni vyuzijeme relace pro ¢asticové-vinovy dualizmus
H=ho; p=rk (402)
a ob¢ relace dosadime do Hamiltonovych rovnic:
> dx Jdw dk  Jdw (403)

dr ok’ dr ox
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Nalezené rovnice mohou byt pouZity pro sledovani paprsku. Je tieba si ale uvédomit nékolik
zakladnich faktd: 1) ¢as zde figuruje pouze jako parametr trajektorie paprsku; 2) pii prova-
déni numerické simulace dostaneme vzdy v daném bod¢ x vektor k, tedy te¢nu ke sledova-
nému paprsku. Po ni se pfesuneme do dal$iho mista a postup opakujeme; 3) nalezené rovnice
pro ray-tracing vyzaduji explicitni znalost disperzni relace w = w(x, K), tedy z disperzni re-
lace musime umét vyjadiit thlovou frekvenci, coz mize byt nékdy problém; 4) zavislost na
poloze x se do disperzni relace dostane prostfednictvim znalosti zavislosti koncentrace i
vngj$iho magnetického (elektrického) pole na poloze v plazmatu.

Nejcastéji zname disperzni relaci v implicitnim tvaru, tj. nefeSenou vzhledem k promén-
nym o ani k:

o(x,m,k)=0. (404)
Naleznéme diferencial této relace (frekvence w je fixni, dana frekvenci vyslaného paprsku)
%-dx+%-dk:0. (405)
ox ok
Predpokladejme, Ze trasa paprsku je ddna parametricky, tj.
Xx=Xx(7);
(406)
k=k(7).

Ze vztahu (405) okamzit€¢ mame
a_¢ . g + % . d_k — 0

(407)
ox dr ok dr
Parametr 7 mtize byt libovolny. Toho vyuzijeme a zvolime ho tak, aby platilo
& o9,
dr ok’
> (408)
e @
dr  ox

Touto volbou jednak splnime rovnici (407) a jednak ziskdme nové rovnice pro sledovani
paprsku, v nichZ roli hamiltonidnu zastava funkce ¢, tedy libovolny implicitni zapis disperzni
relace. Na soustavu Hamiltonovych rovnic (408) lze pouzit libovolné diferencni schéma
a muzeme pohodIng sledovat prichod paprsku plazmatem.

Mechanizmy geneze proudu v z-pinéi

Z-pin¢ je jednoducha konfigurace, v niz je vélec plazmatu protékan elektrickym proudem,
ktery generuje azimutalni magnetické pole, jemuz odpovidajici sila udrzuje plazma v (vétsi-
nou nestabilni) rovnovaze. Pfedstava, ze proud je veden elektrony leticimi podél osy je zcela
mylna. Elektrony konaji gyracni pohyb a za elektricky proud prochazejici plazmatem jsou
v rovnovaze zodpovédné drifty (drift zakfiveni a grad B drift) a magnetizacni proud, ktery
vznika diky Larmorové rotaci ¢astic, jeZ neni sousednimi ¢asticemi kompenzovana piesné na
nulu. Odvod'me nyni vztahy pro jednotlivé proudové hustoty uvniti vlakna, jehoz geometrie
je popsana soutadnicemi dle obrazku:

/\
N !
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Gradient | B | drift. Tento drift je zptisoben zménou hustoty magnetickych silocar a souvisi
s kolmou sloZkou rychlosti nabité ¢astice (vzhledem k magnetické silocare). Elektricky proud
je dan obecnou formuli

jva = <Z Qanava>~ (409)

kde sumace probihé pies elektrony a ionty, stfedovani pies vSechny ¢astice. Za rychlost dosa-
dime driftovou rychlost

~1VBxB _mv; BxVB

Voo = (410)
VB Q Bz 7 Q B3
a vyuzijeme cylindrické symetrie proudového vldkna:
2
. 1 mo vl m; Vi \ OB
=——(n +n; —e_. 411
Jvs 32 < e > Ly o ( )

Piipomenme, Ze pole uvniti vlakna s rostoucim 7 roste a tedy derivace 0B/0r > 0. Z geometrie
problému je zifejmé, ze grad B drift miii v zdporném sméru osy z. Stfedujme nyni kolmou
sloZku kinetické energie. Kolma sloZzka ma jen dva stupné volnosti, a proto plati

2
va 1
=2-—kpl =kpT , 412
< > > kel =kp (412)
a tedy
| 0B p OB
> JVB__?(nekBTe +”ikBTi)§ez S aEan e (413)

Drift zak¥iveni. Tento drift je zplsoben zakiivenim magnetickych silocar a souvisi s podél-
nou slozkou rychlosti nabité Castice (vzhledem k magnetické silocare). Elektricky proud je
opét dan obecnou formuli

ir =<ZQanava>- (414)

Pro drift zaktiveni plati jednoduchy vztah

2
my; R, XB
Vg =—b—K2= (415)
0B~ Ry
Podobn¢ jako pfi grad B driftu uré¢ime z driftu zakfiveni proudovou hustotu
. 1
ir =—<neme v§”+nimivizl|>ez. (416)
rB

Vypocteme sttedni hodnotu slozky kinetické energie (Castice ma jeden stupent volnosti podél
magnetického pole)

Lk TR PP e (417)
2 2% T
a pro proudovou hustotu zptisobenou driftem zakiiveni mame vysledny vztah
.1 P
> r =—(nckoT +nikpTi e, = =e.. (418)
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Magnetiza¢ni proud. V piipadé homogenniho plazmatu a konstantniho magnetického pole
je proudovy piispévek od soustavy shodné¢ Larmorovsky rotujicich ¢astic nulovy. Je-li pole
nehomogenni, jsou Larmorovy orbity v riznych mistech rizné a primérny ptispévek k tekou-
cimu proudu muze byt nenulovy. Podobné¢ v nehomogennim plazmatu v nékterém sméru
nartsta pocet nosi¢li naboje a pii prumérovani prispévku k celkovému proudu dostaneme
nenulovy vysledek. Magneticky moment jedné ¢astice je

_mv]

PMm = €p-

2B 7

Gyrujici nabitd Castice generuje vlastni magnetické pole, které ma opacny smér nez pole

puvodni. Hovofime proto o diamagnetizmu plazmatu. V soufadnicové soustavé na obrazku

ma pavodni magnetické pole smér —e,, magneticky moment ¢astice ma smér +e,. Nyni urci-
me celkovou magnetizaci a opét vystfedujeme pies druhé mocniny rychlosti:

(419)

2 2
nm, Ug | +n;m; Uj nkgT, +n;kgT,
_ (M) _<CCCJ_ 111J_> _(eBe 1B1) _p
M—<§napa >_ 7 e,= = ¢p="ptp- (420)
Magnetiza¢ni proud uréime v zadané geometrii jiz snadno:
1o p
jv =1totM =———| r— |e,. 421
Im rar( BJ : “421)

Na zavér ukazme, ze soucet vSech tii proudovych hustot odvozenych vyse da celkovy proud
tekouci plazmatem:

: oL poB p 1 8( pj 1 op
bty =L 1O, PP 422
JvB IR T IM B>or rB ror\ B B or (422)
Ziejme tedy plati
. . 9
(jvs +Jr +jm)B=—=2, (423)

or

coz je podminka rovnovahy jxB =—Vp, ve které vystupuje celkovy proud. Mikroskopické
procesy jsou tak pfirozenou cestou provazany s makroskopickymi proudy v kontinuu.
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