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Mili étenaf,

tento text vznikal v pribéhu nékolika let z prednasek, které jsem mél zpocatku na Fa-
kulté elektrotechnické a pozdé&ji na Fakulté jaderné a fyzikalng inzenyrské Ceského
vysokého uceni technického v Praze. M¢ prvni setkani s plazmatem nastalo ale mnohem
diive, v dobé mych studii na Matematicko-fyzikalni fakult¢ Univerzity Karlovy, kde
jsem ve &tvrtém ro¢niku navitévoval vynikajici prednasku Uvod do fyziky plazmatu
profesora Jozefa Kvasnici. Po studiich jsem nastoupil na katedru fyziky Fakulty elek-
trotechnické CVUT, kterou tehdy vedl profesor Jifi Kracik, ¢lovék, ktery fyzice
plazmatu zasvétil vétSinu svého zivota. Posledni ¢eska kniha vénovana plazmatu po-
chazi pravé od ného. Vysla v nakladatelstvi ACADEMIA v roce 1974, coz je jiz 37
rokil. Za ta 1éta jsem snad nasbiral dostatek zkuSenosti a materialti, abych mél tu odvahu
sepsat ucebnici fyziky plazmatu odpovidajici sou¢asnym pozadavkim. Rad bych pfi
této prilezitosti také vzpomenul vedouciho mé kandidatské prace, docenta Josefa Malo-
cha, ktery byl skvélym Skolitelem i manaZerem v jedné osob¢, a to v dobé mimoiadné
nelehké. Bohuzel jiz ani jeden z téch, ktefi muj vztah k fyzice plazmatu kdysi ovlivnili,
neni mezi nami. Bez jejich usili by tato kniha nikdy nevznikla.

Pred tim, nez se pustite do studia, byste meli mit osvojeny zékladni znalosti z teore-
tické mechaniky, zejména umét pouzivat Lagrangeovy a Hamiltonovy rovnice. Cerpat
muzete napiiklad z online publikace [1]. Pfedpoklada se také znalost Einsteinovy su-
macni konvence. Na skodu nebude ani znalost zakladli rovnovéazné statistické fyziky,
nicméné pro pochopeni textu to neni nezbytné. Zde muzete vyuzit napiiklad online
publikaci [3]. Co se matematiky ty¢e, méli byste ovladat zaklady diferencidlniho a in-
tegralniho poctu v rozsahu bézného kurzu matematiky v bakalaiském studiu na vysoké
Skole. Vhodna je také alespon zb&zna znalost parcialnich diferencialnich rovnic a kom-
plexni analyzy. Pokro¢ilejsi partie jsou uvedeny v knizce formou dodatki. Ctenaf, ktery
je nezna, se s nimi mize seznamit az v prub¢hu studia této ucebnice. Naleznete zde
zakladni informace o distribucich a Greenovych funkcich, Fourierové transformaci,
konvoluci a specialnich funkcich. Dodatky obsahuji i zaklady komplexni analyzy, néco
malo o kiivocarych soufadnicich a vektorovych identitach, pfehledové informace o vi-
cerozmérnych integralech véetné definice vngjsi algebry. Z fyziky jde o multipolové
rozvoje, vypocet Rosenbluthovych potencialti pro Maxwellovo rozdé€leni, obecné feseni
rovnice difuze a pfehled bezrozmérnych charakteristik plazmatu a diilezitych vztahi.

Samotny text je rozdélen do nékolika celkti. V kratkém tvodu se seznamite s plaz-
matem jakozto ¢tvrtym skupenstvim latky, jeho riznymi druhy a formami. V prvni ¢asti
knihy jsou feSeny pohyby nabitych ¢astic v piedem danych elektrickych a magnetickych
polich. Druha ¢ast bude pro ¢tenafe pravdépodobné nejnaro¢néjsi, jde o statisticky popis
plazmatu, pti kterém sledujeme zejména kolektivni chovani velkého mnozstvi nabitych
Castic ve fazovém prostoru (zajimame se o informace obsazené ve statistickém rozdé-
leni poloh a rychlosti ¢astic). Takovy postup je vyhodny napiiklad k pochopeni trans-
portnich jevi a nékterych typl nestabilit v plazmatu. Tteti ¢ast knihy je vénovana
zakladim magnetohydrodynamiky, ktera na plazma pohliZi jako na vodivou tekutinu.



10 Predmluva

Nasleduji kapitoly vénované zakladnim typim vIn a nestabilit v plazmatu. Kazda
kapitola kon¢i ukazkami vybranych numerickych algoritmd, pomoci nichz miize
teorie a experimenty dnes tvoii nedilny trojuhelnik fyziky plazmatu. V uplném zévéru
knihy naleznete stru¢né informace o vyznamnych osobnostech, které piispély k rozvoji
fyziky plazmatu a které jsou zminény v textu. Nezapomeiite se obcas do této ¢asti podi-
vat. Nazvy rovnic a feSeni piestanou byt prazdnymi pojmy a ziskaji podobu konkrétnich
védcu, ktefi se danou problematikou zabyvali.

Proménné jsou reprezentovany zasadné Sikmym fezem pisma, vektory tu¢nym fezem
pisma. Ve vyjime¢nych ptipadech, kdy by mohlo dojit k nejednoznacnosti ¢i zaméné,
jsou nad vektory a tenzory Sipky. Zakladnim fezem jsou zobrazeny funkce, zkratky,
Cislice a rizné matematické operace. Latinské indexy znamenaji pofadi veliciny,
soufadnicové osy atd. Reckymi pismeny jsou indexovany druhy &stic (elektrony a ion-
ty riiznych nasobnosti) nebo slozky ¢tyfvektort (0 — ¢asova slozka, 1, 2, 3 — prostorové
slozky). Indexy jsou uvadény zpravidla napravo dole od zékladniho symbolu. Z divodu
prehlednosti je v nékterych pripadech index pfesunut do pravé horni ¢asti. Pokud by
mohlo dojit k zdméné€ s mocninou, je takovy index v zavorce:

F,, I

Vzhledem k tomu, Ze pocet pismen abecedy je omezeny, jsou nékteré veli€iny oznaceny
stejnym symbolem. Jejich vyznam Ize ale snadno odhadnout z kontextu. Pomoci pii tom
miZe i seznam symboll zafazeny v zavéru knihy. Pti ¢teni nepfeskakujte poznamky,
Casto jde o dilezité postiehy potfebné k pochopeni probiraného jevu. V knize je nalez-
nete na Sedém podkladu. Ilustrativni ptiklady jsou oddéleny od ostatniho textu na
zacatku a na konci znackou pulmésice. Dilezité vztahy jsou na levé strané oznaceny
Sedym trojuhelnikem. Snad toto znaceni prispéje k lepsi orientaci ¢tenafe v narocném
studijnim textu.

Co fici na zaveér? Mé podékovani patii predevsim fadé mych studentq, ktefi se z textd,
na jejichz zakladé vznikala tato kniha, ucili a peclivé objevovali pieklepy a nejasnosti.
Bohuzel je zde nemohu jmenovat jednotlivé. Kvalitni praci odvedli oba recenzenti,
Doc. RNDr. Ing. Rudolf Novak, DrSc. a RNDr. David Bfen, Ph.D. Muj dik patii téz
Ing. arch. Ivanu Havlickovi, ktery se postaral o tvodni grafiku k jednotlivym kapitoldm
a o obalku. Pod¢kovani patii i mym détem, kterym psani knihy podstatnou mérou
ubiralo cas straveny s nimi. Budoucim studentim bych chtél poptéat co nejvice radosti
z pochopeni probiranych jevi a uspokojeni z toho, jak se pfed nimi otevirda mala ¢ast
tajemného svéta kolem nas.

Petr Kulhanek, biezen 2011, Praha

Vznik této ucebnice byl podporen grantem 144101210801 ,, Simulace DD fiizni reakce *
Grantové agentury Akademie véd Ceské republiky a ddle projektem OP , Vzdélavini
pro konkurenceschopnost®, reg. c¢islo CZ.1.07/2.2.00/07.0289 s nazvem ,,Inovace a zvy-
Seni atraktivity studia optiky“. Aktualni elektronickou verzi s opravenymi preklepy
nalezne Ctenar na adrese http.://www.aldebaran.cz/studium/tpla/. Tamtéz najdete i nah-
ravky vsech prednasek.
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Plazma je Casto oznacovano jako ¢tvrté skupenstvi hmoty. Prirozenym zpisobem dopl-
nuje fadu pevna latka — kapalina — plyn. Dodame-li dalsi tepelnou energii plynu, dojde
k jeho casteéné a pozdé&ji uplné ionizaci. Latka se stane plazmatem, jsou v ni volné
nosi¢e naboje, ¢imz ma toto skupenstvi zcela nové vlastnosti a jako jediné kolektivné
reaguje na elektrickd a magneticka pole a samo je vytvari. Vlastnosti plazmatu jsou
velmi odlisné od vlastnosti plynti a kapalin.

Néazev plazma pro ionizovany plyn poprvé pouzil Irving Langmuir (1881-1957)
vroce 1928, protoze mu chovanim tento stav latky pfipominal krevni plazmu. Jako
plazma chéapal Langmuir oblast vyboje v plynu, kterd neni ovlivnéna sténami nebo
elektrodami a ma nasledujici tfi vlastnosti:

1.V plazmatu jsou volné nosice elektrického naboje.

2. Plazma vykazuje kolektivni chovani, tj. jako celek reaguje na elektricka
a magneticka pole a také je vytvari.

3. Plazma je kvazineutralni, tj. v makroskopickém objemu je stejné mnozstvi
kladnych i zapornych naboju.

V Ceském jazyce se ustalilo pouzivani zenského rodu pro krevni plazmu, zatimco pro
plazma, jakoZzto Ctvrté skupenstvi hmoty, pouzivame stiedni rod (tato knizka je tedy
vénovana plazmatu, nikoli plazmé).

Ve vesmiru je vétSina atomarni latky ionizovana a nachdzi se ve formé plazmatu.
Plazmatem jsou tvofeny nitra i obalky hvézd, mlhoviny, vytrysky, nase Slunce i jeho
rozsahla korona. Celd naSe slunecni soustava je zaplavena plazmatem slune¢niho vétru
a Zem¢e v ni tvoii jakousi malou neplazmatickou oazu. Na Zemi se s plazmatem setka-
vame minimalné, pfirodni plazma nalezneme v kanélech bleskl, v ionosféfe a v polar-
nich zafich. Plazma v kanalech bleskii ma vysoky tlak a je lokalizovano v izkém a ostie
ohrani¢eném sviticim kanale. Naopak plazma polarni zafe ma nizky tlak a jde o rozsahlé
plosné utvary s difuznim svitem. Plazma nalezneme v laboratotich vyzkumnych tstavi
a v mnoha zafizenich vyuzivajicich nejriznéjsi plazmové technologie (fezani, obrabéni,
nanaSeni vrstev atd.).

Plazma je charakteristické linearnimi a ploSnymi utvary (vlakny a sténami) drzenymi
vlastnim magnetickym polem, které vznik4 protékajicim proudem. Nabité Castice mo-
hou jednak rotovat kolem magnetickych indukénich car a jednak driftovat napti¢ mag-
netickému a né&jakému dal§imu poli. V oblastech intenzivnéjsiho magnetického pole se
mohou odrazet, takovy jev nazyvame magnetické zrcadlo. V plazmatu existuje neuvé-
fitelné mnozstvi modi riznych nizkofrekvenénich i vysokofrekvencnich vin. Pfitom-
nost plazmatu velmi vyrazn¢ ovlivni $ifeni zvukovych i elektromagnetickych vin. Pro
plazma je charakteristicka fada nestabilit, se kterymi se dlouha Iéta potykaji konstruktéti
termojadernych reaktorti. Nemén¢ zajimavé jsou nelinearni jevy v plazmatu nebo zafeni
plazmatu. S nékterymi z téchto jevil se seznamime v ucebnici, kterou jste prave otevieli.

U plazmovych fyziki je velmi oblibenou jednotkou elektronvolt. V elektronvoltech se
da vyjadiit nejen energie (1 eV =~ 1,6x107"° ), ale i teplota (E = kg7, 1 eV =~ 11 600 K)
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nebo hmotnost ¢astic (pies vztah E = mc2). V této ucebnici jsou dominantné pouzivany
jednotky SI.

Plazma d€lime z mnoha hla pohledu. Typické druhy plazmatu mizeme znazornit na
diagramu, ve kterém je na vodorovné ose koncentrace elektronli a na svislé teplota
elektronti:

relativistické plazma, vytrysky
1010 kpTe =mec

'¢
. - ____—’—
g |.tvorba elektron-pozitronovyeh RIS @
10 inercialni
fuze
< $
< S ™
2 |23 sluneéni
5 10°7 2% koréna
£ 29
® 3 S
o <
]
2 e kvantové
5 - doutnavé L aizdGe lazma
2 104 . , Emg_\o_n_\_,— pkovy,
ionosféra, abl=
"=~ polarni zare
2
10 I I I :
100 108 1012 1018 102 10%

koncentrace elektront (m=23)

Diagram je nakreslen pro vodikové plazma, ale podobny diagram plati i pro jakékoli
plazma. Pdjdeme-li ve sméru teplotni osy (svisle), narazime celkem na ctyfi oblasti
plazmatu. Pro nejnizsi teploty je plazma jen caste¢né ionizované. Od kiivky oznacené
»plnad ionizace* je plazma zcela (u vodiku jedenkrat) ionizovano. Hranici této oblasti
mizeme zapsat jako kpTe = Wj, kde W je ionizacni energie. Pti jesté vyssi teploté (pfi-
blizné nad 108 kelvinu) dochazi k samovolné tvorbé elektronovych-pozitronovych part.
Od teploty 6x109 K je tepelna energie elektron vyssi nez jejich klidova energie, tj.
plati vztah kT > mec? a plazma povazujeme za relativistické. MiZeme si tak povsim-
nout prvnich zptisobti déleni plazmatu:

= plazma ¢astecné ionizované — plazma Upln¢ ionizované;
= plazma bez tvorby elektron pozitronovych pard — plazma s tvorbou part;
= plazma nerelativistické — plazma relativistické.

V pravé dolni ¢asti diagramu (husté a chladné plazma) nalezneme oblast kvantového
plazmatu. Elektronovy plyn je degenerovan, tj. jeho obsazovaci ¢isla ve fazovém pro-
storu nejsou mala. Ve fazovém objemu A¢ = A3xA3p je pocet dostupnych kvantovych
stavi roven Ag/(2zh)3, viz [3]. Pokud je podet elektrond na jeden stav zanedbatelny, ma
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elektronovy plyn klasické chovéani a je popsan Boltzmannovym rozdélenim. Pokud
tomu tak neni, musime pouzit Fermiho-Diracovo rozdé¢leni a elektronovy plyn se chova
kvantové. Tak je tomu v jadrech hvézd, v celém objemu bilého trpaslika nebo v neutro-
nové hvézdé (zde nejde o elektrony, ale o neutrony). Rovnici hranice této oblasti mi-
zeme zapsat pomoci Fermiho energie elektront ef jako kpTe = ef. Dal$im moznym roz-
délenim plazmatu tedy je

» plazma klasické — plazma kvantové.

Plazma je schopné vést elektricky proud. Mnohdy je lepSim vodi¢em nez zlato nebo
méd’. Jeho vodivost je imérna T¢3/2 a zavisi jen malo na koncentraci plazmatu. Casto ve
vypoctech nahrazujeme plazma nekonecné vodivou tekutinou. V takové limité v plaz-
matu neprobihaji zadné difiizni procesy a magnetické pole je dokonale ,,vmrznuté™ do
plazmatu, tj. sleduje vSechny jeho pohyby. Pokud je vodivost kone¢na, magnetické pole
je castecné zamrzlé a Castecné difunduje do okoli. Muzeme tak dojit k dalSimu déleni
plazmatu:

= plazma se zamrzlym magnetickym polem — plazma s difundujicim polem.

Teplota plazmatu je dana chaotickym pohybem jeho jednotlivych slozek. Na vnéjsi
podnéty nejprve reaguji malo hmotné elektrony, elektronova tekutina se zahieje a pii
srazkach pak svou tepelnou energii predava iontim. Muze se tedy stat, ze elektrony
maji jinou teplotu nez ionty. Pokud jsou ob¢ teploty vyrovndny a ustanou veskeré mak-
roskopické toky, fekneme, ze plazma je v termodynamické rovnovaze. V opacném pfi-
padé hovotime o nerovnovazném plazmatu. A mame zde dalsi déleni:

= plazma rovnovazné — plazma nerovnovazné.

¢astic podél magnetickych indukénich €ar jsou jiné nez napfi¢ indukénim Cardm a mu-
zeme proto zavést teploty dvé — podélnou a pfi¢nou. Kromé déleni plazmatu na rovno-

vazné a nerovnovazné miuzeme plazma z hlediska dosazené teploty ionti také rozdélit
na vysokoteplotni (fizni, T} > 106 K) a nizkoteplotni (7; < 105 K):

= plazma nizkoteplotni — plazma vysokoteplotni.

Nékdy se ale nizkoteplotni plazma definuje jako ¢astecné ionizované plazma a vysoko-
teplotni jako plné ionizované plazma.

V neutralnim plynu jsou srazky charakterizované prudkou zménou sméru pohybu,
dréha atomt ¢i molekul pfipomina lomenou ,cikcak® ¢aru. V pln¢ ionizovaném
plazmatu jsou srazky dany Coulombovou interakci (elektrickym pfitahovanim ¢i odpu-
zovanim) a ¢astice jen zvolna méni smér. Stiedni volnou drahu chapeme jako pramér-
nou vzdalenost, na které se smér pohybu ¢astice zméni o 90°. V ¢aste¢né ionizovaném
plazmatu dochazi k obéma druhiim srazek — coulombickym mezi nabitymi Casticemi
a ,,cikcak® mezi nabitou a neutralni ¢astici nebo mezi dvéma neutralnimi Casticemi.
Plazma povazujeme za bezesrdzkove, je-li sttedni volna draha mezi srazkami vétsi nez
rozmeéry plazmatu (Aei > L). V takovém ptipad¢ ¢astice bud’ neinteraguji nebo vzajemné
interaguji prostfednictvim kolektivnich poli, ktera samy vytvaieji. V bezesrazkovém
plazmatu se mohou snadno vytvofit oblasti, které nejsou kvazineutralni. Plazma tedy
muzeme také rozdélit na

= plazma bezesrazkové — plazma srazkové.
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Velmi dalezitym parametrem pro posuzovani vlastnosti plazmatu je Debyeova vzdale-
nost Ap. Pokud je nabita castice ve vakuu, ubyva jeji potencial se vzdalenosti jako 1/r.
V plazmatu je castice stinéna a jeji elektricky potencial ubyva jako exp(—+/Ap)/r. Do
vzdalenosti Ap od nabité Castice ji ostatni Castice ,,vnimaji* jako Castici, ve vétSich
vzdalenostech je jeji potencidl odstinén. Hovofime o tzv. Debyeové sféfe a klicovym
parametrem je pocet astic v této sféfe Np = (4/3)anip3. Je-li Np >> 1, vyrusi se celkova
pramérna sila od jednotlivych Céstic a prevladaji kolektivni procesy nad srdzkami —
hovofime o tzv. idedlnim plazmatu, pro jehoz vSechny slozky plati stavova rovnice
idedlniho plynu. Typicky jde o horké (s vysokou vodivosti) a/nebo fidké plazma.
Dal$im moznym délenim tedy je:

= plazma idealni — plazma neidealni.

V astrofyzikalnich aplikacich, ale i v laboratornim plazmatu se ¢asto setkavame s plaz-
matem obsahujicim prach. Takové plazma ma specifické vlastnosti, je tieba uvazovat
nabijeni prachovych zrn, ultranizkofrekvenéni mody vin souvisici s pohyby prachovych
zrn, u rozsahlych oblakd se neobejdeme bez zahrnuti gravitacni interakce prachovych
zrm atd. Casto proto také plazma délime na

= plazma prachové — plazma bez prachu.

Existuji samoziejmé i dalsi rizna déleni plazmatu, v kazdém oboru je dulezité jiné hle-
disko. Pro zakladni orientaci v druzich plazmatu nam vyse uvedeny piehled postaci.

ooooooooooooO°°oooooooooooo



1. Pohyby nabitych ¢astic
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V celé prvni kapitole budeme pocitat pohyby castic ve vnéjsich, pfedem znamych (za-
danych) polich. Pfedpokladame, ze

1. castice vzdjemné neinteraguji,
2. vlastni pole ¢astic jsou zanedbatelna.

Pro popis elektrického pole vyuzijeme intenzitu elektrického pole E, pro popis magne-
tického pole magnetickou indukci B. Alternativné miZeme elektrické a magnetické pole
popsat za pomoci skalarniho a vektorového potencialu (¢, A). Pfevodni vztahy jsou

0A J¢
= 1.1
ot Jx (.
B =rotA. (1.2)

Odvozeni téchto vztahli nalezne Ctenar v jakékoli ucebnici elektromagnetického pole,
naptiklad v [8]. Pfi vypoctu pohybu nabitych castic budeme predpokladat, Zze potencialy
#(t, x) a A(t, x) jsou pfedem dané funkce. Poznamenejme, ze tvoii relativisticky Ctyi-
vektor a Ize je zjedné soufadnicové soustavy do druhé transformovat za pomoci Lo-
rentzovy transformace.

1.1 Nerelativistické pohyby

Za nerelativistické povazujeme pohyby nabitych ¢astic, jejichz rychlost je zanedbatelna
vzhledem k rychlosti svétla, tj. v < c. Takové ¢astice nalezneme napiiklad ve slune¢nim
vétru nebo v plazmatu obloukového vyboje.

1.1.1 Lagrangeova a Hamiltonova funkce

Problematika pohybu nabitych ¢astic v elektromagnetickych polich je dana Lagrangeo-
vou funkei

L= Lpart + Lipe + Lelmg > (1.3)

kde Lpart je Lagrangeova funkce Castice, Lint popisuje interakci mezi ¢astici a polem
a Leimg je Lagrangeova funkce elektromagnetického pole. V naSem piibliZeni jsou pole
pevné dana a nebudeme je pocitat, proto je polni ¢ast Lagrangeovy funkce nulova. Po-
kud budeme uvazovat jen elektrické pole, které je potencialni, bude Lagrangeova
funkce dana vztahem

L=%mv2—Q¢. (1.4)

Tvar je shodny s klasickou mechanikou [1], kde je Lagrangeova funkce dana rozdilem
kinetické a potencialni energie L =T — V. Kineticka energie predstavuje Lagrangeovu
funkci volné Céstice Lpart a potencialni energie Lagrangeovu funkci interakce s elektric-
kym polem Liy;. V piitomnosti magnetického pole, které neni potencidlni, musi mit inte-
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rakéni ¢ast Lagrangeovy funkce dalsi ¢len. Ten bude néjakou funkci ctyfvektoru toku
naboje pro ¢astici (charakterizuje Castici) a ctyfvektoru potenciall pole (charakterizuje

pole):
¢ S(x' - /
J= PQ=CQ(X’ X); A=¢C,
j Ovo(x'—x) A
kde x'je poloha castice a x poloha pozorovatele. Lagrangeova funkce by méla byt ska-
larem, jedinou rozumnou kombinaci ptipadajici v uvahu je tedy veli¢ina tmérna skalar-

nimu soucinu obou ¢tyivektorl integrovanému pies objem (bez integrace pies objem
bychom dostali veli¢inu tmérnou hustoté Lagrangeovy funkce):

j(J~A)c13 ’:j(—Q¢+QA-v)5(x'—x) &X' =-0p+0A v .

Z uvedeného vztahu je jiz jasna chybéjici ¢ast ve vztahu (1.4), spravna Lagrangeova
funkce pro nerelativisticky pohyb ¢astic v elektrickém a magnetickém poli bude

L=%mv2—Q¢+QA-V. (1.5)

Standardnimi postupy ur¢ime zobecnénou hybnost, zobecnénou energii a po vylouceni
rychlosti z obou vztahit Hamiltonovu funkci:

pEa—L = mv+QA, (1.6)
ov
o=y - Low? 400 (1.7)
av 2 ’
2
o= PN oy (1.8)
2m

Poznamka 1: Energii budeme v této kapitole znacit symbolem ¢, abychom ji odli-
sili od intenzity elektrického pole E.

Poznamka 2: Zobecnéna hybnost neni sou¢inem hmotnosti a rychlosti jako v kla-
sické mechanice, ale figuruje v ni vektorovy potencial!

Poznamka 3: Energie nezédvisi na magnetickém poli (vektorovém potencialu A),
protoze magnetické pole neméni energii Castice, ale jen smér jeji rychlosti.

Ukazme, ze piislusné Lagrangeovy rovnice jsou totozné s Lorentzovou pohybovou
rovnici pro nabitou Castici. Ve slozkach mame

L= %mvjvj—Q¢(r,x>+QAj(r,x)vj;

ao o

dt avi a.xl' ’
d 09 aAj
a(mUiJrQAi) + Qa_xi - Qa—xivj =0,
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d 04; 04; dx; 09 04,
< mo 94 ke B P _o0o—Ly, =0
a0 O T o Ty Y 0
) 04; 04;
i(mvi) =0 _o4; _ 99 +v; Lt
dt at axl' axl' ax]

Posledni vyraz v hranaté zavorce snadno upravime pomoci Levi-Civitova tenzoru do
tvaru — postup naleznete v dodatku A, vztah (A.20).

d vy=p| 9A_99 4 v =
E(mv)—Q{ 5 ax+V><r0tA} = dt(mv)—Q[E+v><B], (1.9)

coz je znama Lorentzova pohybova rovnice.

1.1.2 Pohyb v elektrickém poli, opticka analogie

Pokud se nabita castice pohybuje dostatecné dlouho jen v homogennim elektrickém
poli, nelze situaci feSit nerelativisticky. Elektrické pole by ¢astici urychlovalo nade
vSechny meze, coz je v rozporu se specialni relativitou. Mizeme ale fesit ulohu, ve
které je elektrické pole nenulové jen v malé oblasti prostoru, napiiklad v né¢jaké vrstveé
plazmatu. Idealizovanym piipadem je rdzova vina se skokem elektrického potencialu
(tzv. dvojvrstva, se kterou se podrobnéji seznamime v kapitole 3.3.4).

ol 1 9
Obr. 1: Skok elektrického potencialu.

Predpokladejme, ze v obou poloprostorech na obrazku je potencial konstantni a elek-
trické pole tedy nulové. Nabitd castice se proto pohybuje rovnomérné€ piimocare.
V tenké vrstveé (je oznacena Sed€) na rozhrani obou oblasti se potencial méni, elektrické
pole je zde nenulové a miii ve sméru osy x. Pokud je pfechodova vrstva infinitezimalné
mala, je zména potencidlu skokova. Ve sméru osy y neplisobi zadné pole, proto se
slozka rychlosti ¢astice ve sméru osy y neméni. Tecna slozka rychlosti vzhledem k roz-
hrani je proto spojita:

Uq sina] =U25i1'1a2. (110)

Pfi pohybu nabité Castice se bude zachovavat energie (1.7):
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%mvlz+Q¢1 = %mv%+Q¢2=(5. (1.11)

Pokud z posledniho vztahu vypoc¢teme rychlosti a dosadime do (1.10), dostaneme

i é - C-
LU 99, _ 92 _ Uy (112)
sinoy, \€-0¢p \C-¢ \U
Uvedenému vztahu se fika opticka analogie pohybu castice v elektrickém poli. Svym
tvarem pripomina Snelltv zakon lomu.

1.1.3 Pohyb v homogennim magnetickém poli

elektromagnetické pole:
E = (O! 09 0) b

B=(0,0,B);
pocatecni podminky:
x(0)=(0,0,0),

p(o) = (O’va_70) o

Predpokladejme homogenni magnetické pole; soutadnicovou soustavu zvolime tak, aby
osa z mifila ve sméru pole. Nabitou ¢astici vypustime kolmo na magnetické indukéni
¢ary ve sméru osy y. Pohyb budeme feSit za pomoci Hamiltonovych pohybovych
rovnic. Pro sestaveni Hamiltonovy funkce proto nejdiive potfebujeme nalézt potencialy
pole. Potencialy nejsou vztahy (1.1) a (1.2) uréeny jednoznacné (rizné potencialy vedou
na stejna pole). Napiiklad pro magneticky potencial miZzeme v nasem ptipadé vyuzit
vyrazy A = (—yB, 0, 0) nebo A = (0, xB, 0) nebo A =Y (—yB, xB, 0). Vyzkousejte si, Ze
rot A vede vzdy na pole B = (0, 0, B). Pro dalsi vypocet zvolime potencialy ve tvaru

9=0,
A =(0,xB,0).
Potencialy elektrickych a magnetickych poli pro typické konfigurace naleznete v do-

datku D3. Zobecnéna hybnost je v nasem piipadé dana vztahem p = mv + QA. Pro Ha-
miltonovu funkei plati

2 2 2
Px +(py_QBx) +pz

2m

2
g-®=OAY
2m

a Hamiltonovy rovnice jsou

iz 9 _Px (1.13)
op, m
- OB
),/=ai=py—Qx’ (1.14)

ap,, m
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;o9 _ P (1.15)
dp, m
B(p, — OB
px=—a—H=—Q Py Qx), (1.16)
0x m
oH
p =—22 =0, 1.17
Py 2 (1.17)
pzz—a—Hzo. (1.18)
dz

Z rovnic(1.17), (1.18) mame ihned
Py(0)=p,(0)=muv,,
p:(0)=p;(0)=0.
Tyto vyrazy spolu s py vyjadienym z (1.13) dosadime do (1.16) a ziskame tak rovnici
X +(@j2 x = %
m m

pro proménnou x. Po jejim vyfeseni (je souctem homogenniho a partikularniho) zname
zavislost x(f) a miizeme jiz pfimo integrovat rovnice (1.14), (1.15). Vysledné feSeni ma
tvar

x(t)= Ry — Ry cos@t,

y(t) =Ry sinayt, (1.19)
z()=0,
kde jsme oznacili
B
RLz”g;i; a)cz% (1.20)

tzv. Larmortiv polomér Ry, a cyklotronni frekvenci a. Trajektorii ziskdme vylouc¢enim
casuz (1.19):

(x—RL)2+y2=Rf. (1.21)

Vidime, Ze pohyb se déje po kruznici s polomérem Ry, a se stfedem S=[ Rr, 0 ]. Poloha
stiedu z&visi na znaménku néboje Castice.

Magnetické pole neptisobi na pohyb ¢astice ve sméru podél pole. Kolmo na smér
pole ptsobi Lorentzova sila, ktera zakiivuje trajektorii ¢astice na kruznici. Pfi nenulové
pocatecni rychlosti v,(0) je pohyb ¢astice slozen z rovnomérného pfimocéarého pohybu
podél pole a Larmorovy rotace (tzv. gyrace) v roviné kolmé na pole — tim vznika pohyb
po Sroubovici.
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Samotné elektrické pole naopak nepiisobi na pohyb ¢astice napfi¢ pole (v nerelati-
vistickém pfipadé) nebo jen velmi malo (v relativistickém piipad€¢). Ve sméru pole

dochéazi k urychlovani.

7 N
\\_’_,/ \\*’//

Obr. 2: Pohyby nabité ¢astice v homogennim magnetickém poli.

Poznamka: Vypocet Larmorova pohybu Ize také provést piimo z Lorentzovy po-
hybové rovnice mr = QrxB . Slozka z opét vede na volny pohyb. Ve slozce x a y

dostavame
= @y s (1.22)
m
y= —@x . (1.23)
m

Ob¢ rovnice je mozné fesit riznymi zpusoby. Asi nejrychleji k cili vede Landatv
postup: druhou rovnici vynasobime komplexni jednotkou a secteme s prvni. Kom-
binaci OB/m oznacime jako cyklotronni frekvenci:

PHij=—ia,(x+iy) (1.24)

Nyni staci zavést komplexni proménnou &= x+iy a fesit jednoduchou rovnici

é::_iwcf

v komplexnim oboru. Po nalezeni integracnich konstant ziskame hledanou polohu
castice x a y tak, ze oddélime realnou a imaginarni ¢ast feseni.

(1.25)
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1.1.4 Pohyb ve zkiiZenych polich

Re$me nyni pohyb v homogennim magnetickém poli a na n&j kolmém homogennim poli
elektrickém:

elektromagnetické pole

E = (E! 0! 0) b

B=(0,0,B);

pocateéni podminky:

x(0) =(0,0,0),

p(0)=(0,0,0).

Volba soutadnicové soustavy je patrna z obrazku. Nabitou ¢astici vlozime s nulovou
rychlosti do po¢atku soufadnicové soustavy. Potencialy poli zvolime ve tvaru

¢=-Ex,
A =(0,Bx,0).

Zobecnéna hybnost je opét p = mv + QA. Pro Hamiltonovu funkci plati

2 2 2
A Py +(py, —0Bx)" + p;
Rk ®-08° 20 o
a Hamiltonovy rovnice nasi ulohy jsou
=§7H=%, (1.26)
_OH _P QBx
ap =2 = - (1.27)
y
oH .
=§=%, (1.28)
oH ©OB(p,—0Bx)
= ym +OE, (1.29)
. oH
pyz—gzo, (130)
. oH
pZ:—a—Z:O. (131)

Postupem zcela analogickym ptedeslému piikladu ziskdme feSeni
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x(t)=Rp —Rp cos @t ,

y(t)=Rpsina,t — vpt, (1.32)
z()=0,
kde jsme oznadili
OB E mup
W, ==—"— ; Up =— ; Rp = 1.33
c=" D=7 D=8 (1.33)

tzv. cyklotronni frekvenci w, driftovou rychlost vp a driftovy polomér Rp. Rovnice tra-
jektorie ma po castecném vylouceni ¢asu z rovnic (1.32) tvar

(x=Rp)* + (y+upt)® = RB. (1.34)

Jde tedy o pohyb po kruznici s polomérem Rp, jejiz stied S=[Rp, —vpt] se pohybuje
konstantni driftovou rychlosti vp kolmo na elektrické i magnetické pole. Pro nulovou
pocatecni rychlost plati vztah plynouci okamzité z definic (1.33)

Up = a)cRD (135)

a vyslednd kfivka (1.34) se nazyva cykloida. Stejnou kiivku opisuje nalepend necistota
na kole jedouciho automobilu. Pro nenulovou pocatecni rychlost jiz neplati vztah (1.35)
a pohyb probiha po obecnéjsi kiivee, tzv. trochoide (feseni je analogické):

x(t)=Rp —Rp cos @t ,

y(t)=Rpsina;t — vpt, (1.36)

Z(t) =V, t,

kde se driftovy polomér zménil na

m [ 2 2
ry= 0 Jobs + @o, +up)? - (1.37)
~
\\\ \\\T '\\\¢ y \\\\
)
’ 110 _=7 Vg p
-==C T3 << e
~ - \ N ] S
) )
// ! /’/ \,
-=<<_ T2 <Z_ /
N - 3 N e
/ ) /
-7 / -
— ——~y <
~< =" ~~o
) | A e
Up=w.Rp  vp<w,Rp Up > @, Rp ¢ =—Ex

Obr. 5: Pohyby nabité ¢astice ve zkfizenych polich.
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Pro vg, =0 vysledna trochoida vzniké sloZzenim pohybu po kruznici s pohybujicim se
sttedem S =[Rp, —vup?]. Trochoidu si opét mlzete predstavit za pomoci analogie s je-
doucim automobilem. Automobil ale jede na ledu, a bud’ se rozjizdi, nebo brzdi. Kola se
Castecné protaceji (obvodova rychlost kol neni totozna s rychlosti vozidla). V takovém
pfipad¢ necistota na kole opisuje trochoidu. Pro Q > 0 maji trochoidy tvar znazornény
na obrazku 5 (cykloida je specidlnim pfipadem trochoidy a na obrazku je nalevo). V bo-
dech trajektorie 1, 2, 3 je rizny elektricky potencial

¢=—Ex = O <p<g5.

a vzhledem k zakonu zachovani energie ma Castice riznou rychlost
1 9
Emv + Q¢ = const = U >0y > U3

a tim i rizny LarmorGv polomér:

_mv

—5 Ry, >Ry, >Ry, .

L

Trochoidalni trajektorii ¢astice lze tedy interpretovat jako pohyb po kruznici s promén-
nym polomérem. Na nasledujicim obrazku jsou typické stopy nabitych Castic v mlzné
komote. Vliv magnetického pole na trajektorie ¢astic je velmi dobfe patrny.

Obr. 6: Stopy ¢astic v mlzné komore. Zdroj: Christian Parsons, Argentina.
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1.2 Relativistické pohyby

1.2.1 Lagrangeova a Hamiltonova funkce

V Lagrangeov¢ funkci (1.5) je spravné relativisticky zapsana jen interakéni ¢ast, protoze
vznikla jako skalarni soucin dvou étyivektorti. Akce pro volnou ¢astici dS = Ldf by méla
byt invariantem teorie. V nerelativistické fyzice, kde je ¢as absolutni, posta¢i invariance
Lagrangeovy funkce L. V relativit¢ pozadujeme invarianci celého Ldf. Jedinym in-
variantem je interval ds* = —c*d¢* + dI”. Ve vlastni soustavé &astice je ds* = —c*dr’, kde
7 je vlastni Cas Castice. Z posledni relace je patrné, Ze vlastni Cas je také invariantem.
Z porovnani obou vyjadfeni plyne vztah mezi vlastnim a laboratornim c¢asem

dTEdt\/l—Vz/cz.

Vyraz Ldt by tedy mé&l byt funkcei tohoto invariantu, nejjednodussi volba je Ldt = adz, t.
Lyary =0N1- v2 /et

Koeficient imérnosti o ur¢ime tak, aby v limit€ malych rychlosti vyraz pteSel v Lagran-
geovu funkci mgv2/2 pro nerelativistickou ¢astici (m, je klidova hmotnost ¢astice):

2 2
[ v v
Ly = 1-v2/c? za[l——zJ:a—a— = a:—mocz.

2c 2¢?

Odmocninu jsme rozvinuli do prvniho fadu za pomoci vztahu (1+x)" ~ 1+nx, ktery plati
pro x < 1. Posunuti o konstantu neni podstatné. Vysledna Lagrangeova funkce pro rela-
tivistické pohyby nabitych ¢astic v elektrickych a magnetickych polich tedy je

L=-myc*\1-v?/c* - 0p + QA-v. (1.38)

Standardnim zptisobem ur¢ime hybnost a energii:

0L MY o4, (1.39)
ov l—Vz/c2
2
PR Yy (1.40)
av l—Vz/c2

Povsimnéte si, ze zavedeme-li tzv. ,,pohybovou* hmotnost

m=——0 (1.41)

1-v? / ?
ziskaji vztahy pro hybnost a energii jednoduchy a srozumitelny tvar

p=mv+Q0A; é‘:mc2+Q¢. (142)
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Poslednim krokem bude odvozeni Hamiltonovy funkce. Z klasické mechaniky vime, ze
je vzdy mozné nalézt Legendreovu dualni transformaci, tj. z vyrazi (1.39) a (1.40) vy-
loucit rychlost. Nejjednodussim postupem je ponechat na pravé strané vyrazl jen od-
mocniny a rovnice umocnit na druhou:

p-oa) ="
1—v2/c2

2.2

| 2 mgc
—(€-09) =———.
c2( ?) l—vz/c2

Odecteme-li nyni obé€ rovnice od sebe, vykrati se na pravé strané Citatel se jmenovate-
lem a zmizi zavislost na rychlosti:

((( Q¢) -(p- QA)2=m§cz.

C‘

V tuto chvili jiz sta¢i jen dopocitat energii a oznadit ji jako Hamiltonovu funkeci:

H =c\m3c +(p—QA)2 + 00 . (1.43)

1.2.2 Pohyb v homogennim elektrickém poli

elektromagnetické pole

E =(E,0,0),
Y /,,——--> B =(0,0,0);
//’/ po&atecni podminky:
Yl | / E x(0) = (0,0,0),

movo

p(o) = (0>p0>0)’ kde pO -
o ﬂl—vo/C

Ulohu budeme fesit jako rovinny (2D) problém. Volba soufadnicové soustavy je patrna
z obrazku. Poc¢atecni rychlost Castice piedpokladame kolmou na elektrické pole. Poten-
cialy poli zvolime ve tvaru

p=—Ex,
A=0.

Hodnota potencialu ¢ plyne ze vztahu (1.1) pro A = 0. Hamiltonova funkce problému je

}i_chm3+{p OA)* +0p = CJ;;T:;;:;; QEx

a ptislusné Hamiltonovy rovnice maji tvar

_9OH _ cpy

K2 Jmoe’ + i + py

(1.44)
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y=H i , (1.45)
Py Jmec + pr+ p;
pe=-2 =0k, (1.46)
o
. OoH
by=-3,=0. (1.47)

Integraci rovnic (1.46), (1.47) dostaneme

px(t) = QFt,
p,(t)= p,(0) = const = py -

Toto feseni dosadime do rovnic (1.44), (1.45) a integrujeme (tabulku potiebnych inte-
grall naleznete v dodatku A1):

x(t) = Omdt'—c Om («/”o+(QEt) —no)

t C t c
y(@) = I Py dt’ = ¢ Ldl' = Do argsh[QEtj.

O,Imgcz +p§ +p§ 01,,[(2) +(QEt')? QF 7o

Vysledné fesent je tedy dano vztahy

x(t) = ”OC( 1+ (QEt/f:O)Z - 1},

E
Q (1.48)
oC
() = E argsh(QEt/no )
kde jsme oznadili
[ 2/2

Po En’lovo/ l—Uo/C .

(1.49)
Ty = mgc2 + pg .

Ukazme nyni, ze pro kratky ¢as vyrazy prechdzeji v nerelativistické. Tehdy plati

ve (. pgp<mye) = my=myc; poy=myly, 4.

2 1228 2 1(oEY E
x(t) - Moc 1+[g] _ 1| = MeC 1.,._(@] —1 ZQ_,;Z
QOF 2

myc QF myc 2my

i

= Uot.

(1) = cmgv arash QEt | _ cmguy QFt
QOF

myc OFE  myc
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Vidime, Ze vyrazy piechdzeji ve znamé klasické vztahy — pohyb rovnomérné zrychleny
ve sméru pole a pohyb rovnomérny naptic¢ polem. Na rozdil od klasického pifipadu nyni
rychlost ve sméru pole vy pii urychlovani v homogennim elektrickém poli neroste nade
vSechny meze:

lim o,() = tim 3% = lim <. (QE)? — .
t—oo

V libovolném koneéném ¢ase ¢ je vzdy vy < c¢. Vyloucime-li z (1.48) ¢as (z druhé rov-
nice dosadime do prvni), dostaneme trajektorii Castice

_ Toc g 3
X = OF {ch[pocy] 1} . (1.50)

Y > —
x=y%2 .~ "
'd
7 //
s
s
///
V3
'#
4
/
/
/
X

Obr. 8: Rozdil mezi relativistickou (skute¢nou) a nerelativistickou trajektorii.

1.3 Adiabatické pribliZzeni

Budeme predpokladat, ze magnetické pole dominantné ovliviiuje pohyb nabitych ¢astic
a zékladnim pohybem je tedy Larmorova rotace neboli gyrace kolem magnetickych
induk¢nich ¢ar. V plazmatu mohou byt samoziejmé piitomna i dalsi pole, napiiklad
elektrické a gravitacni. Predpokladejme, Ze vSechna pole se za jednu Larmorovu otocku
zméni jen malo. V Case to znamena, ze dojde k malé zméné poli za dobu jedné otocky
Castice; v prostoru tato podminka tika, Ze se pole zméni malo na Larmorové poloméru.
Matematicky lze oba ptredpoklady vyjadrit takto:

F .

T

F,

ax i

a5

5 <<i pro Vk,[, (1.51)

L

>

kde F je jakékoli pole ovliviiujici pohyb ¢astic. Pole se mohou ménit v ¢ase i v prostoru,
ale jen v malé mife. Za tohoto pfedpokladu se zachovava veli¢ina, kterou nazyvame
prvni adiabaticky invariant. Uvedeny predpoklad je specialnim ptipadem adiabatického
pribliZeni, pfi kterém se pole méni malo vzhledem k jakémukoli periodickému déji (viz
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poznamka 2). Casto budeme potiebovat znat projekci rychlosti ¢astice do sméru mag-
netického pole (ve sméru pole je pohyb volny a castice se pohybuje podél indukénich
¢ar) a projekci do sméru kolmého na indukéni ¢ary (odpovida Larmorove rotaci):

V”:[v-%jgz(v-e,g)eg, (1.52)
VJ_=V—VH=V—(V'eB)eB =eBX(VXeB). (153)

Rovnobéznou projekei jsme standardnim zptsobem rozepsali jako velikost x smér.

1.3.1 Prvni adiabaticky invariant

Predpokladejme, Ze se ¢astice pohybuje Larmorovou rotaci v pomalu silicim magnetic-
kém poli B(#). Ménici se pole da vzniknout elektrickému poli E(#), které za jednu otocku
zméni kolmou slozku kinetické enetgie podle vztahu

AW = § Fdi= § OE-di= Qj(rotE) dS=- j— ds = Q— R .
y=0S y=0aS

Pfi odvozeni jsme vyuzili Stokesovu vétu, Faradayv indukéni zékon a v posledni rov-
nosti adiabatické pfiblizeni. Vzhledem k tomu, Ze se pole méni za jednu otocku jen ma-
lo, miizeme derivaci pole nahradit jeho zménou za jednu otocku, tedy za periodu:

A, =028 2p2 028 2
T 2/ o,

Nyni dosadime dfive odvozené vztahy pro Larmortiv polomér Ry = mv, /OB a cyklo-
tronni frekvenci w, = OB/m a dostaneme relaci

2
AB AB AW, AB
A, =L 2y 22 -2 o5 w-~B >
2 B B W, B
=WJ‘—mvi—const (1.54)
=75 " 2B ' '

S nartstem pole tedy umérne poroste kolma slozka kinetické energie. Veli¢ina u se na-
zyva prvni adiabaticky invariant a je konstantni pro pomalu se ménici pole.

Poznamka 1: Pii odvozeni vztahu (1.54) jsme vyuzili relaci

A
WJ_ = & (=1 Wi ~B )
Wy
jejiz platnost pro nenulové pole dokdzeme obéma sméry:
dﬂ:ﬁ = InW, =lmB+C = W, ~B;
w, B
B —
W, ~B = d(%jzo B G WA 3

B2 W, B
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Poznamka 2: Odvozeny adiabaticky invariant ma mnohem obecnéjsi platnost
a zOstdva konstantni pfi jakychkoli malych casovych i prostorovych zmeénach
vSech poli pisobicich na castici. V teoretické mechanice se ukazuje, ze jde o obec-
n¢&jsi princip. Pokud se pole méni malo (tzv. adiabatické piiblizeni) pti jakémkoli
kvaziperiodickém pohybu (nejen pti Larmorové rotaci), zachovava se veli¢ina (tzv.
adiabaticky invariant) dana integralem pies periodu

4) Py dg = const .

Zobecnéna soutadnice q je parametr popisujici dany cyklicky pohyb. Pokud jde
o Larmorovu rotaci, za zobecnénou soutadnici volime uhel a zobecnénou hybnosti
bude moment hybnosti. Pro adiabaticky invariant dostaneme

2

muv
mR{ v, - 27 = const = —-=L = const.
2B

Poznamka 3: Prvni adiabaticky invariant ma nékolik vyznamu:

2
muvu; Wl
) H 2B B
2) u=IS; (1.55)
3) y:‘%QrXV.

Z druhého nebo tretiho vyjadieni vidime, Ze jde o velikost magnetického momentu
gyrujici Castice (viz dodatek E). Ekvivalence vSech vyjadfeni je ziejma z piimého
dosazeni ({ je elektricky proud generovany gyrujici ¢astici):

2
5=Lart=.. =",
T 2B
1Qr><v ORjv, = _mvi
2 Lo 2B

1.3.2 Pohyb gyracniho stredu

\Y%

mnoha piipadech nepotfebujeme znat detailni pohyb castice v magnetickém poli.

Vystiedujeme-li pfes znamy gyracni pohyb, miizeme se zabyvat jen pohybem samot-
ného gyraéniho stfedu. Pii odvozeni budeme pouzivat maly parametr ¢, ktery bude ur-
covat, které Cleny jsou podstatné a které nikoli. Po vystfedovani provedeme limitu

£

— 1. Az do vystfedovani budeme pouZzivat dva Casy:
t pomalu se ménici cas ve shod¢ s adiabatickym pfiblizenim (Cas, ktery popisuje
zmény poli),

7 rychle se ménici Cas popisujici jednotlivé faze gyrace. Pres tento ¢as budeme
stfedovat a budeme predpokladat, ze 7 ~t/¢.
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Oznacme (viz obrazek) R(f) polohu gyracniho stfedu, r(¢, 7) skutecnou polohu gyrujici
Castice a p(t, t) vektor gyrace, pfes ktery budeme stiedovat:
7N\

Obr. 9: Pohyb gyracniho stfedu (te¢kované) a pohyb Castice (Carkované).

Soutadnicovy systém zavedeme tak, aby tieti osa lokaln¢ mifila ve sméru magnetického
pole, tedy bude platit
e;(1)=B/B. (1.56)
Polohovy vektor ¢astice podle obrazku bude:
r(t,7)=R@)+ep(,7) . (1.57)

Parametrem ¢ oznaCujeme, Ze gyrace je pro nds méné podstatny jev neZ pohyb gyrac-
niho stfedu. Podle (1.19) budeme pro gyraci v naSem soufadnicovém systému mit

p(1,7) =—e ()R (t)cos (@, (1) T) + ey (H)R (¢)sin (@, (1) 7). (1.58)
Povsimnéte si, ze rychlé zmény souvisejici s gyraci jsou oznaceny Casem z, pres ktery
budeme stiedovat. Pohybovou rovnici ¢astice zapiSeme ve tvaru
2
d—2r=Fext+Q1'~><B. (1.59)

V principu bychom mohli i v pohybové rovnici parametrem & odlisit dilezité a méné
dilezité ¢leny, ale neni to pro dalsi vypocet podstatné. Pole jsou v této rovnici pocitana
v misté pohybu nabité ¢astice, tedy v argumentech (z, r):
d’r .
m?: ot 6T+ O FXB(t,r), (1.60)

Nyni ve shodé s (1.57) vypocteme jednotlivé ¢leny. Derivaci podle ¢asu ¢ budeme ozna-
¢ovat teCkou, derivaci podle rychlého ¢asu 7 ~ #/e ¢arkou (dv/df ~ 1/¢):

r())=R(1)+ep(t,7);
dr ,
—=R+ep+p’;
a1 Ep+p
2
d—2r=I'i+gp'+2p’+lp”;
dt £
Fox (r) = Foy  (R) + £(p- V)Fext 5
B(r)=B(R)+£(p-V)B.

Po dosazeni ziskame pohybovou rovnici ve tvaru
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m{l'i+£p'+2p'+lp”}:
£
= Fe (R)+£(p-V)Fe + O[ R+£p+p  [X[B(R) +£(p-V)B].

Nyni provedeme stfedovani ptes rychle se ménici ¢as 7. Z (1.58) je vidét, ze

(p), =(p), =(p"), =(¥"), = (), =(p"), =0. (1.61)

Nenulové ziistanou jen stfedni hodnoty z kvadratu vektoru gyrace p. V pohybové rov-
nici ponechame jen ¢leny do prvniho fadu v &:

mR = Fo (R)+ ORXB(R)+£0(p'x(p-V)B) .

Zbyva tedy provést stfedovani posledniho ¢lenu. Za vektor gyrace dosadime z (1.58), za
gradient €;0, +e,0 ), +e30, a vyuzijeme relaci

e Xey =e;3; e, Xe;=e¢; e3xXe =ep; B=2Be;;

L e . 2 — (sin? _1
(cos wc‘r)T = (sm wc‘r)T = (sm W,T Ccos wc‘r)T =0; <cos a)cr>z_ = <sm wCT>1' =5
Stfedovani se netyka vektorti e;, které se méni s pomalym ¢asem ¢. Pii stfedovani zmizi
treti slozka gradientu. Na viné je pfedpoklad, Zze se ¢astice pohybuje jen v roviné (xy).
Vysledek provedeného stfedovani je

2
UL yp.
2B

Po provedeni limity € — 1 ziskame hledanou pohybovou rovnici pro gyraé¢ni stied

mR =F,, (R)+ ORXB(R)—¢

mR =F,,, +ORXxB—uVB;
(1.62)

Poznamka: Vsechny sily v rovnici jsou fiktivni, pisobi v gyracnim stfedu, kde ve
skutec¢nosti zadna Castice neni.

1.3.3 Sila -u grad B

Nova sila —uVB vytladuje ¢astice z oblasti silnéjsich magnetickych poli. Zavisi jen na
velikosti pole B, nikoli na jeho sméru. Mifi z oblasti silngjsiho magnetického pole do
oblasti slabsiho pole. Koeficientem je prvni adiabaticky invariant. Sila opét plsobi
v misté gyracniho stfedu a jde tedy o fiktivni silu.

Pivod této sily je pro piipad zhust'ujicich se silocar patrny z obrazku 10. Lorentzova
sila je kolma k indukénim ¢ardm a vzhledem ke konecné velikosti trajektorie musi pfi
sttedovani vzniknout nenulové slozka rovnobézna s osou systému, kterd gyrujici ¢astici
vytlauje z hustého pole. Predpokladejme, Ze ptivodni neporusené pole mitilo v ose z:

B =(0,0,B).
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Obr. 10: Grad B sila pfi ,ptiblizovani indukcnich car.

Zaved’'me nyni malou poruchu pole 0B/dz >0 podle pravého obrazku. V tu chvili ale
nutné vznikd nenulové radidlni slozka pole B, (ve valcovych soufadnicich) a sila F;
vytla¢ujici ¢astici z oblasti zhusténi. Nejlépe je to vidét z rovnice div B = 0 pfepsané do
valcovych soufadnic (B, = 0):

19 (,)+ %= _,
7 or oz
0 0B
LB )=—rZ2,
ar(r P)=r 0z J.
2
B, =98
2 oz
_roB. _ rdB

g 20z 20z
Tato radialni slozka pole ( B, < B, = B) zplsobuje vznik sily v ose z:
R, 0B Qw.R? OB
F, =-Qu,B, =—-0(-0,R; )| ——&— |= ==L
= =005, (- L)[ 2 BZJ 2 oz

Podle obrazku 10 je tihlova slozka rychlosti pro kladny naboj zaporna. Po dosazeni za
uhlovou frekvenci a Larmorav polomér z (1.20) dostaneme

_ mvidB_ 3B

27708 o2 Mo

A A A A A A
B

“VB <

Obr. 11: Grad B sila pti zhustovani induk¢nich car.
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Silu —uVB lze tedy ziskat i jinak neZ stfedovanim pies gyraci. Postup pies stfedovani je
ovSem obecnéjsi, protoze tuto silu ziskdme i v piipadé, kdy ptsobi kolmo na indukéni
Cary a pole se zhust'uje ve sméru kolmém na indukéni &ary, tj. napiiklad dB,/dx #0:

1.3.4 Driftova rovnice

Nasobme rovnici pro pohyb gyrac¢niho stredu (1.62) vektorové magnetickym polem. Po
standardni upravé dvojného vektorového soucinu a vydéleni celé rovnice vyrazem QB2
dostaneme

R—( . BJB _ FxB-uVBxB-mRxB

R-—
B)B 0B?

Druhy vyraz na levé strané je projekei rychlosti gyraéniho stfedu do sméru magnetic-
kého pole, tedy leva strana ma tvar R—R” , coZ je kolma projekce rychlosti gyra¢niho

stiedu:
_F,xB-4uVBxB-mRxB
0B’ '

Odvozena rovnice se nazyva driftova rovnice. Gyracni stied se mtize pohybovat nenu-
lovou rychlosti R kolmo na induk¢ni ¢ary magnetického pole. Takovy pohyb nazyva-

(1.63)

me drift a miize vzniknout tfemi zptisoby odpovidajicimi tfem ¢lentim rovnice na pravé
stran€. Prvni pficinou mohou byt vnéjsi pole, naptiklad elektrické nebo gravitacni. Dru-
hou pfi¢nou mize byt nechomogenita magnetického pole, ktera vede na grad B drift.
Posledni pfi¢inou mize byt nerovnomérny pohyb gyra¢niho stfedu. Bud’ je zptisobeny
zménou sméru rychlosti gyracniho stfedu pod vlivem zakfiveni indukénich car (drifty
zakFiveni) nebo zménou velikosti rychlosti gyracniho sttedu (inercidlni drifty).

Driftovani nabitych ¢astic kolmo na magnetické pole je velice ¢astym jevem v plaz-
matu. VétSinou jde o kombinaci nekolika drifti naraz, nebot’ nékteré drifty zpusobi
separaci naboje a vznik elektrického pole, které nasledné vede na drift v elektrickém
poli. Pokud se situace pomalu méni, driftova rychlost gyra¢niho stiedu tyto zmény sle-
duje a posledni ¢len v driftové rovnici je nenulovy. Vznikne napiiklad inercialni drift
zpusobeny zménou velikosti rychlosti gyra¢niho stiedu.

1.3.5 Drifty

ExB drift

Jde o drift nabité Castice v elektrickém a magnetickém poli. V jednoduché podobé¢ jsme
se s nim jiz seznamili v kapitole 1.1.4. Z driftové rovnice (1.63) plyne pro F = OE

v _ExB
E —_ .
B2

(1.64)

Driftova rychlost je kolma k obéma polim a jeji velikost je
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E
Up =—sina, 1.65
E=g (1.65)

kde a je thel mezi obéma poli. Diive odvozeny vztah (1.33) pro driftovou rychlost je
specialnim pfipadem vztahu (1.64). Driftova rychlost nezavisi na hmotnosti a naboji
Castice, elektrony i ionty v elektrickém poli driftuji stejnym smérem. Tento drift nebude
puvodcem elektrického proudu.

Gravitacni drift

V tihovém poli F = m g a magnetickém poli dochazi k driftu rychlosti
_mgxB

= 0 o

Vg (1.66)

ktera je kolma ke gravitatnimu i magnetickému poli. Jeji smér zavisi na naboji Castice
a pro elektrony a ionty je opacny. Velikost sily zavisi na hmotnosti ¢astic. Drift mtze
byt zdrojem elektrickych proudd, vede k separaci naboje, ktera nasledné zptisobi sekun-
darni ExB drift.

Grad |B| drift

Tento drift je zptisoben zménou velikosti magnetického pole. Piislusna driftova rychlost
ma velikost

~uVBxB _mvi BxVB
OB’ 20 B}

0<0 ///
)l////x;

Obr. 12: Grad B drift.

Vyg = (1.67)

Grad B drift z&visi na kolmé sloZce rychlosti, hmotnosti a naboji ¢astic. Vede k riiznému
driftovani elektront a ionti a ke vzniku elektrického proudu v plazmatu. Drift nasledné
vede k separaci naboje, ktera zptisobi sekundarni ExB drift.

Drift zakriveni

Pti pohybu kolem zaktivené indukéni ¢ary magnetického pole bude na ¢astici ptisobit
odstiediva sila
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2
. My
Fe—mit =20 Ric (1.68)
R Ry
kde Ry je polomér kiivosti indukéni ¢ary.
my? R
I
F= — —k

Obr. 13: Drift zaktiveni.

Rychlost driftu zakfiveni je

2
mu; Ry xB
vg =—b k2 (1.69)
OB” Ri

Drift zakfiveni zavisi (na rozdil od grad B driftu) na podélné slozce rychlosti. Opét
povede ke vzniku proudu v plazmatu a separaci naboje. Polomér kfivosti parametricky
zadané ktivky r = r(f) mizeme urcit ze vztahu:

Riz“dzr/dsz”; ds=Jdr? +d? +d2? =i+ 2 +22 dr. (1.70)
k

Neékdy muze byt uziteéné jiné vyjadieni poloméru kiivosti, které se hodi k pfimému

dosazeni do vztahu (1.69).

R R

L_kz_kE(E.vjE. (1.71)
Ry Ry R} B B

Polariza¢ni drift

Bude-li se velikost elektrického pole pomalu ménit v Case, bude se také ménit driftova
rychlost gyracniho stfedu vg(7). To povede ke vzniku inercialniho driftu odpovidajicimu
inercialni sile

dvg (1) o dE/dtxB

—mR =—m
dt B2

a polarizacnimu driftu

_om
Vo =—

o5 [Bx(dE/d¢xB)], (1.72)
B
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ktery je opét ptivodecem vzniku proudu v plazmatu. Drift vede k separaci naboje, ktera
nasledné zptsobi sekundarni ExB drift. Béznou situaci tak je, Ze jeden drift je pficinou
dal$ich naslednych driftt.

1.4 Pohyby ve specialnich konfiguracich

1.4.1 Magnetické zrcadlo

Pokud se c¢astice pohybuje pomalu proménnym magnetickym polem, bude se ménit
sklon gyra¢ni kruznice vzhledem k magnetickym induk¢énim ¢aram. Ozna¢me thel mezi
rychlosti ¢astice a indukénimi ¢arami a:

a=0° ——-p

Obr. 14: Magnetické zrcadlo.

Slozky rychlosti ve sméru pole a kolmo na pole budou dany vztahy
Uy =vcosa ; v, =vsine. (1.73)

Ze zékona zachovani energie ¢ a adiabatického invariantu u

1, 1 5 1
é=—mv°+Q¢=—mv| +—mvj =const;
2 Q¢ =5 muL+muj

) (1.74)
U= UL _ const
2B
plyne tzv. zrcadlova rovnice
.2 ) .2
. 107

S & _ const ; tj. Sin_& _ St % . (1.75)

B By

Index 0 oznacuje hodnoty pole a thlu v misté nastrelu ¢astice. Do ¢im silnéjsiho pole se
dostane Castice, tim kolméji je postavena jeji Larmorova Sroubovice. Pokud bude rovina
gyrace kolma k poli (a = 90°), ¢astice se odrazi. Z (1.75) plyne, ze Castice nastielena
pod thlem o v misté s polem By bude obracena zpét, vzroste-li velikost pole na kritic-
kou hodnotu
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B
B, =— 20 ) (1.76)
sin” o

Nedosahne-li magnetické pole této hodnoty, Castice oblasti hustych indukcnich car
prolétne. Mame-li naopak zaddno maximalni pole B, potom ze systému v misté s polem
B uniknou vSechny ¢astice s thlem a < ay (tzv. tnikovy kuZzel).

azimutalni zrcadlo

Wf

Obr. 15: Magneticka zrcadla tvorena civkami.

Nejjednodussi magnetické zrcadlo ziskame pomoci dvou shodné orientovanych civek
na obrazku vlevo. Zaménou sméru proudu v civkach vznikne tzv. azimutalni zrcadlo.
V azimutadlnim zrcadle je vcentru B=|B|=0, Larmoriv polomér je nekonecny,
cyklotronni frekvence nulova a zmény poli nejsou malé ve srovnani s Larmorovou
rotaci. Adiabaticky invariant u se nezachovava a Castice, které prosly centralni oblasti,
se snadno dostanou do tinikového kuzele.

1.4.2 Druhy adiabaticky invariant,
Fermiho mechanizmus

Uvazujme nyni pohyb ¢éastice mezi dvéma zrcadly. K takové situaci mtize dojit v poli
dipdlu (Van Allenovy péasy u Zem¢), tokamaku (bananovy orbit) nebo mezi dvéma civ-
kami.

Obr. 16: Druhy adiabaticky invariant. V Sedé oblasti se pohybuiji ¢astice.

Castice kona dva periodické pohyby:
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1) Larmorovu rotaci, se kterou je spojen prvni adiabaticky invariant x;
2) pohyb od jednoho zrcadla k druhému a zpét (zakmitavani, bouncing).

Predpokladejme, ze magnetické pole se méni s ¢asem pomalu v porovnani s perio-
dickym pohybem mezi zrcadly. Pii takové zmén¢ se samoziejmé bude poloha zrcadel
Z, a Z, presouvat. Z teoretické mechaniky vime, ze by se mél zachovavat tzv. druhy
adiabaticky invariant

L=y d, (1.77)
pro ktery plati

h

. (1.78)

Fermiho urychlovani prvniho druhu

Predstavme si, Ze pole sili a obé& zrcadla se k sob&é pomalu piiblizuji. Dale pfedpokla-
dejme, Ze oblast zmény pole je mala v porovnani se vzdalenosti mezi zrcadly. Pak mu-
zeme pro druhy adiabaticky invariant pfiblizné€ psat:

2Ly, = const, (1.79)

kde L je vzdalenost mezi zrcadly. Je ziejmé, ze pfi zmenSovani vzdalenosti L mezi zrca-
dly musi dochazet k zvétSeni podélné slozky rychlosti a tim i k zvétSeni celkové energie
Sastice. Céstice piebird pii odrazu energii od vstiicné se pohybujiciho zrcadla a dochazi
k jejimu urychlovani. Tento mechanizmus nazyvame Fermiho urychlovani prvniho
druhu. Pokud se zrcadlo proti ¢astici pohybuje rychlosti vz, bude po odrazu rychlost
¢astice v + 2vz.

Fermiho urychlovani druhého druhu

Predstavme si, Ze ve vesmiru se pohybuji ndhodné nabité Castice v prostiedi rizné se
ménicich magnetickych poli. Nabita Castice bude tu a tam odrazena od magnetickych
zrcadel pohybujicich se nahodnym smérem. Diky Fermiho mechanizmu bude statisticky
nékdy urychlena a n€kdy zpomalena. Rychlostni rozdéleni se proto bude rozsitovat
a mezi Casticemi se objevi ur¢ité procento velmi rychlych ¢astic, které nahodné ziskaly
energii z ,,ptiznivych* odrazii od magnetickych zrcadel. Tento mechanizmus nazyvame
Fermiho urychlovani druhého druhu a italsky fyzik Enrico Fermi se jim pokusil vys-
vétlit vysoké energie ¢astic kosmického zéfeni.

Obr. 17: Mlhovina Mravenec. Ve vnitini ¢asti je pole dipdlové, ve vnéjsich ¢astech
mUzZe v ndhodnych polich dochazet k urychlovani ¢astic Fermiho mechanizmem. HST.
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1.4.3 Magneticky dipd], treti adiabaticky invariant

Ry

Zdrojem dipolového pole miize napiiklad byt elektricky proud tekouci po malé kruznici.
Velikost magnetického dipdlu je dédna magnetickym dipélovym momentem py. Pro
soustavu nabitych ¢astic je magneticky moment dan vztahem (viz dodatek E2)

1
PMm =ZEQ{1 (r,xv,). (1.80)
a
Sumace probiha pies vSechny Castice. Pro jednu ¢astici pohybujici se po kruznici je
magneticky moment prvnim adiabatickym invariantem castice a podle (1.55) plati

2

=ML g, (1.81)
2B

1
P =[30(r)

kde 7 je elektricky proud tekouci po obvodu kruznice s plochou S zpisobeny pohybem
nabité Castice. Objemova hustota magnetického momentu se nazyva magnetizace a je
rovna

M= lim - Z%Qa (r,xv,). (1.82)

AV—S0AV

Obr. 18: Magneticky dipdl. Carkované je znazornéna proudova smycka
generujici dipdlové pole.

Ze znalosti magnetického momentu mizeme urcit vektorovy potencial (viz dodatek D,
dodatek E) a magnetické pole:

A=2‘_7OZPM3” , (1.83)
r

Ho 3Py Or =7 Py

B=rotA =
4 r5

(1.84)
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Pro magneticky dipolovy moment orientovany ve sméru osy z mame:

m 3zx 3zy 322 1
B JEC I 1.85
_ _ My . 2
B=(B,,B)= 3pM(3c05651n6, 3cos 9—1). (1.86)
Arr

Diky témto explicitnim formulim miZeme snadno fesit pohyby nabitych Castic, napii-
klad numericky. Pokud vime, pod jakym thlem a kde do pole ¢astice vnikla, ze zrca-
dlové rovnice snadno zjistime kritické pole nutné k otoceni ¢astice na dané indukéni
care. Pokud se pole dipolu neméni mezi odrazy, zachovava se prvni i druhy adiabaticky
invariant. Diky driftu zakfiveni se Castice jesté pohybuje v azimutalnim sméru kolem
dipdlu a kona tak tfi kvaziperiodické pohyby: 1) Larmorovu rotaci, 2) odrazy mezi
zrcadly v polarnich oblastech, 3) drift zakiiveni. S driftem zakiiveni jakozto dal$im
kvaziperiodickym pohybem je spojen treti adiabaticky invariant, ktery je umérny
magnetickému indukénimu toku plochou, jejiz hranici tvofi trajektorie gyracniho sttedu
pfi driftu zakiiveni.

BoD OBRATU

- (ZRCADLO)
& DRIFT o
RONU .
ELEAT FUGNETICKA
SILOCARA =

Obr. 19: Periodické pohyby nabitych ¢astic v magnetickém dipdlu.

V zemském dipdlovém poli je perioda jednotlivych d&ji (energie castice 1 keV, silo-
kiivka ve vzdalenosti ¢tyfnasobku poloméru na rovniku, ¢astice s nulovou podélnou
rychlosti) [23]:

Castice 1—gyrace | 2-—pohyb mezizrcadly | 3 —drift
elektron 1 keV 107s 4s 180 h
proton 1 keV 0,14 s 170s 180 h

Driftova rychlost elektronti a iontd vychazi stejna, jde o drift zaktiveni, jehoz hodnota
zavisi na podéIné slozce kinetické energie Castice.
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Poznamka: Dipolové pole ubyva se tfeti mocninou vzdalenosti, proto astrono-
mové vyjadiuji dipdlovy moment planet a ostatnich téles jako soucin pole na rov-
niku a tfeti mocniny poloméru. Jednotkou je Tm’. Tato veli¢ina je tméma skuteé-
nému dip6élovému momentu (1.80).

Planety Slunec¢ni soustavy maji vétsinou nenulovy magneticky moment. Vyjimkou jsou
Mars a Venuse, které nemaji Zzadné globalni magnetické pole. U Marsu objevila americ-
k& sonda Mars Global Surveyor magnetické pole v povrchovych horninach. Z charakte-
ru tohoto pole je zfejmé, Ze Mars v minulosti magnetické pole mél, a z néjakych davodu
o n¢ho pfisel. Na Venusi je povrchova teplota kolem 460 °C, coz je nad Curieovou
teplotou, pfi niz se magneticky zdznam v horninach maze, takze u Venuse nelze timto
zpusobem zjistit, zda nékdy v minulosti pole méla.

Magnetosféry planet jsou charakteristicky deformovany slune¢nim vétrem: na denni
strané vznika celni razova vina, na no¢ni stran¢ dlouhy magneticky ohon. V blizkosti
planety ma pole piiblizné dipdlovy charakter. V polarnich oblastech jsou poldrni kaspy
(z anglického ,,cusp* — roh, cip) — trychtyfovité oblasti, kterymi do polarnich oblasti
vnikaji nabité Castice slunecniho vétru. Zachycené nabité Castice vytvareji tzv. radiacni
pasy, v nichz krouzici nabité Castice emitujici elektromagnetické zafeni (u Zemé jim
fikdme van Allenovy pasy). Pro pozndvani interakce slune¢niho vétru s magnetosférami
je nejcennejsi magnetosféra Merkuru. Jednak je u ni slunecni vitr nejsiln€jsi, a jednak je
interakce sluneéniho vétru s magnetosférou minimalné ovlivnéna atmosférou, ktera je
velmi fidka.

Nejrozsahlejsi magnetosféry maji plynni obti (Jupiter, Saturn Uran a Neptun).
Nemaji pevny povrch, jejich kapalné nitro je ¢asteéné vodivé, coz prispiva ke vzniku
silného magnetického pole. Naprosto vyjimecnou je magnetosféra Jupiteru, ktera ma
ohon dlouhy 5 astronomickych jednotek, tj. saha az ke draze Saturnu. Objem magneto-
sféry Jupiteru je mnohonasobné vétsi nez objem, ktery zaujima Slunce i s celou koro-
nou. Jupiter ma také mimofadné intenzivni radiacni pasy. Radiové viny generované
témito pasy jsou referenénim zdrojem, pomoci néhoz se kalibruji pfistroje na sondach.

laneta dipdlovy pole na rovniku | vyoseni dipélu | Uhel mezi dipdlem

P moment [T m’] [uT] [% prliméru] | a rotacni osou [°]
Merkur 5x10" 0.33 17 169
Venuse - - - -

Zemé 8x10™ 31 7.25 11.4

Mars - remanentni - -

Jupiter 160x10™ 430 13 9.6
Saturn 5x10"® 21 5 <1

Uran 0.4x10" 23 30 59
Neptun 0.2x10" 14 55 47
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1.4.4 Elektricky a magneticky monopdl

Magnetické monopdly sice neexistuji, ale Cisté teoreticky mizeme zkoumat pohyb v po-
li elektrického a magnetického monopdlu, u kterych jsou pole déna vztahy:

O 1 r
== B= —. 1.87
rro On - (187)

Celkem snadno lze ukazat, ze se pii pohybu testovaci ¢astice s nabojem g nebude za-
chovavat moment hybnosti, ale vektor

N =rxmv—qQy ~. (1.88)
r
Pojd’'me toto tvrzeni dokazat:

rv—(r~v)E

dN d
rxXmv— =vXmv+rxF— - r-
o dt( 99m j q9m E

(r- v)r

=O+r><(qE+qV><B) qQM +q0m

=qr><[4QE L rvx0y J q0m — +qQM (r V)r
TTE, 3
qQM —2rXx(vXr)— qQM —+g0Mm (r V)r =0.

Vektor N se pfi pohybu tedy zachovava. Pohyb se déje po kuzelové plose s osou totoz-
nou s vektorem N. Rostouci magnetické pole v pocatku soufadnic zplsobi, ze kazdy
naboj bude odrazen silou —uVB v né&jaké vzdalenosti ryin 0od monopolu. Ma-li pohybu-
jici se elektricky naboj shodné znaménko s Qg, bude se odpuzovat a pohyb bude neo-
mezeny, r € (rmin, °°). Ma-li pohybujici se ndboj opacné znaménko, bude se pfitahovat
a pohyb bude omezeny, » € (Fmin, #max). Hodnotu rmax mizeme uréit ze zdkona zacho-
vani energie.

Obr. 20: Elektricky a magneticky monopdl.
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1.4.5 Tokamak

V tokamaku (z ruského TOroidnaja KAmera v MAgnitnych Katuskach) je plazmové
vldkno stocené do toroidalni geometrie, zakladnim polem je toroidalni pole sledujici
plazmové vldkno. Zpravidla je generovano civkou navinutou na plast’ toroidu. Pouhé
toroidalni pole vede na drifty, které zpisobi unik nabitych castic z vnitiniho prostoru
tokamaku.

Obr. 21: Drifty v toroidalni geometrii.

V toroidalni geometrii dochazi k driftu zakfiveni, ktery zptisobuje separaci naboje, tim
vznika elektrické pole a nasledny E x B drift, kterym c¢astice unikaji z prostoru toroidu.
Tomu Ize c¢astecné Celit zkroucenim indukénich car pole dodateénym poloidalnim
polem. Pohybem ¢éstic po kroucenych indukénich carach bude vlastné spojena oblast
kladného a zaporného naboje, v jistém slova smyslu dojde ke zkratovani separovaného
naboje. Dodate¢né poloidalni pole mizeme ziskat riznymi zplisoby. Jmenujme alespori:

1) stelardator — vinuti je Sikmé.
2) tokamak — torus je sekundarnim vinutim transformatoru. Tim v prostoru tokama-
ku vznika elektricky proud, ktery generuje poloidalni pole.

4P  primarni
o 7P vinuti
2

sekundarni
Lvinuti“ — tokamak

Obr. 22: Tokamak.

3) multipdly — v pracovnim prostoru jsou vodice, které generuji poloidalni pole.

Nasim cilem nyni bude urcit alesponi pfiblizné analytické vyrazy pro pole v toroidalni
geometrii. To umozni odhad pohybu nabitych ¢astic v kombinaci toroidalniho a poloi-
dalniho pole a numericky vypocet jejich skuteéné trajektorie.
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Obr. 23: Magnetické pole v tokamaku.

Toroidalni pole musi podle Ampérova zédkona ubyvat se vzdalenosti od stfedu jako 1/r:
R
Br()=Bro~:  Bro=Br(R). (1.89)

Velikost poloidalniho pole mtze byt na kazdém magnetickém povrchu s polomérem p
(viz obrazek) rizna a bude ubyvat se vzdalenosti stejné jako toroidalni pole:

Bo(pr)=Bro(P) s Bro(p)=Bp(p.R). (1.90)

Ur¢eme nyni projekce poloidalniho pole do radialniho sméru a do osy z. Vyuzijeme
k tomu podobnost trojuhelnikti zvyraznénych v pravé ¢asti obrazku:

Rz
BPr(PaF)ZBPCOSﬂZBPO(P);;, (1.91)
. RR-r
Bp.(p,r) = Bpsin f = Bpy(p) - . (1.92)
Ziejmée plati
B=B3. +Bs; pP=(R-r?+z%. (1.93)

Predpokladejme, Ze Castice nalétne pod uhlem oy na vnéj§im okraji magnetického po-
vrchu, kde je pole z celého povrchu minimalni:

R
Bnin =/ Bto + Bro(p) . (1.94)
R+p

Céstice bude sledovat indukéni ¢aru smérem do oblasti mensich hodnot 7, kde pole
roste. K pfipadnému odrazu dojde podle zrcadlové rovnice v kritickém poli (1.76)

_Binin (1.95)

By =——.
sin” o

C

K odrazu dojde jen tehdy, pokud je kritické pole mens$i neZ maximalni pole na vnitinim
okraji, tj. ¢astice se na své pouti setka s dostate¢né silnym polem, které ji otoéi:
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R
B, < Buyax = Bfo + B3o(p) s (1.96)

Kombinaci poslednich tii rovnic ziskame podminku pro otoceni pohybu &éstice:

sinzao > R=p .
R+p

(1.97)

Neni-li podminka splnéna, ¢astice se pohybuje po indukéni ¢afe kolem dokola magne-
tického povrchu. Je-li podminka splnéna, odrazi se v urcitém misté zpét. Diky driftim
vznikd v fezu tzv. bandnova orbita pojmenovana podle tvaru trajektorie gyrac¢niho
stiedu

N S\ : ¥ : .
oy \l : N : N :
Y \: : R : AN |
S v z Lo : AN
| B> Bmax I : B <Bmax : I ¢ Bc<Bmax : U
F ¥ I : : I : : I
AN /: : ifta: 7 : i VA
LY /' : bez drlftuE /- : s drifty S
N z a4’ : s
B¢ Bmax Bmin Bc Be

Obr. 24: Vznik bananové orbity v tokamaku.

V nasledujici tabulce je porovnani soucasnych velkych tokamakti Tore Supra a JET
s obfim experimentalnim tokamakem ITER a ¢eskym tokamakem Compass D. Tore
Supra je tokamak postaveny v méstecku Cadarache ve Francii. Stavba byla zapocata
v roce 1982 a prvni plazma bylo v tokamaku vytvofeno v roce 1988. V roce 1996 se zde
doséhlo rekordniho udrzeni plazmatu 2 minuty a v roce 2003 dokonce 6,5 minuty. To-
kamak JET (Joint European Torus) je zafizeni postavené v anglickém Culhamu. Stavba
byla zapocata v roce 1978 a byla dokoncena v roce 1983. Prvni fizena termojaderna
syntéza ve ,,vétsim mnozstvi“ byla uskute¢néna v roce 1991 (1 MW), v roce 1997 byl
dokonce dosazen fuzni vykon 16 MW. Spolec¢nost JET Joint Undertaking provozujici
tokamak ukoncila ¢innost v roce 1999. Od té doby provozuje JET spolecnost UKAEA
(United Kingdom Atomic Energy Authority). ITER (International Thermonuclear Expe-
rimental Reactor) je mezinarodni termojaderny pokusny reaktor s predpokladanym
vykonem reaktoru 500 MW, ktery bude zprovoznén v blizkosti francouzského Cada-
rache kolem roku 2025.

V Ceské republice je provozovan mensi tokamak Compass D, ktery je umistén
v Ustavu fyziky plazmatu Akademie véd Ceské republiky. Compass D byl do Prahy
ptestéhovan v roce 2006 z anglického Culhamu, kde ho nahradil vétsi tokamak MAST.
Tvarem plazmatu je Compass D blizky navrhovanému tokamaku ITER, obé komory
maji prifez podobny pismenu D. Compass D neni prvnim ¢eskym tokamakem. Je na-
sledovnikem malého tokamaku CASTOR (Czech Academy of Sciences TORus), ktery
byl postaven v Kur€atovové institutu v SSSR v roce 1958. Od roku 1977 byl umistén
v Praze a slouzil pro védecké a vyukové cile Ustavu fyziky plazmatu AV CR. V roce
1983 prosel rekonstrukei a ziskal novou komoru. Jeho provoz byl ukoncen v roce 2006.
Polomér tokamaku CASTOR byl 40 cm, maximalni pole 1,5 T. Po demontézi byl pte-
vezen na Fakultu jadernou a fyzikalné inzenyrskou CVUT v Praze, kde byl v roce 2009
opétovné zprovoznén pro vyukové ucely pod novym nazvem Golem.
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tokamak Tore Supra JET ITER Compass D
polomér prstence 225 3 6,21 0,56
plazmatu (m)

polomér plazmatu (m) 0,7 1,25 2,0 0,3
objem plazmatu (m3) 25 155 837 0,5
proud v plazmatu (MA) 1,7 5+7 15 0,4
magnetické pole (T) 4,5 3,4 5,3 2,1
doba udrzZeni (s) ~ 400 10 > 300 2
termonukledrni vykon ~1kw 16 MW 500 MW -

Obr. 25: Schéma tokamaku ITER. Patrna je komora ve tvaru pismene D.

Poznamka: Snaha o udrzeni termojaderné fuze neni jen doménou tokamakii.
Cetné pokusy se konaji v laserem iniciované fuzi i v dal§ich zatizenich. Cilem je
dosahnout tzv. Lawsonova kritéria, které zajistuje, aby vzniklo vétsi mnozstvi
energie, nez je potiebné k ohfevu a nahradé ztrat zarenim. Anglicky fyzik John
Lawson (1923-2008) spocetl, ze postaci, aby byl soucin koncentrace elektrona
a doby udrzeni vétsi nez jista funkce teploty ner > f(7), kterda ma minimum. Na
pravé strané se zpravidla bere hodnota v tomto minimu, jenz nastava pro teplotu
To. Napriklad pro D-T reakci ma prava strana minimum pro teplotu 25 keV
(290x106 K) a minimalni hodnota souéinu net je 1,5x1020 s/m3.
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1.4.6 Plazmové vlakno a souvislost driftd s proudy

V gravitaéni interakci je typickym rovnovaznym tUtvarem koule. Tento tvar zaujimaji
hvézdy i vétsi planety. Elektromagneticka interakce ma ale jiné vlastnosti a vytvari
v plazmatu piedevsim linearni Gtvary — riznd vlakna, casto stocena do Sroubovic nebo
jeste slozitéjsich utvart. Vldkna jsou vétSinou udrzovana vlastnim magnetickym polem
a pozdégji uvidime, Ze vyrazngjsi stability mohou dosahnout jen tzv. helikalni vlakna,
v nichz mé& magnetické pole jak azimutalni, tak osovou slozku.

Predstavme si nyni nejjednodussi rovnovazné plazmové vlakno protékané elektric-
kym proudem podle obrazku. Magnetické pole ma jen azimutalni smér a jedinou nenu-
lovou slozkou je By,. Uvnitt vlakna musi byt magnetické pole rostouci se vzdalenosti od
stitedu vldkna — plyne to z Ampérova zakona, vétsi indukéni ¢ara uzavird vétsi plochu a
tece ji vetsi celkovy proud. Vné vlakna pole ubyva jako 1/r.

N /N

Obr. 26: Plazmové vlakno protékané pouze osovym proudem (tzv. z pinc).

Pohyb ¢astic vné€ vlakna je jednoduchy, budou podléhat driftu zaktiveni (kladné ¢astice
driftuji ve sméru osy z) a grad B driftu stejného sméru. Vysledkem je drift ¢astic podél
vlakna. Zaméime se ale na pohyby ¢astic uvnitt vlakna. Naleznéme rotaci magnetického
pole B:

rotB=ﬂ0r0t(H+M)=ﬂOEjC+%—It)+ij. (1.98)
V zavorce je celkovy proud tekouci vlaknem. Prvni ¢len piedstavuje vodivostni proud,
ukdzeme, Ze je tvofen driftem zakiiveni a grad B driftem c¢astic uvnité vlakna. Druhy
¢len je v naSem pripadé¢ statické rovnovahy nulovy (v pfipadé ¢asové proménnosti by
souvisel s polarizaénim driftem). Posledni ¢len je magnetizacni proud jy = rot M — ten
vznika diky Larmorové rotaci Castic, kterd neni sousednimi Casticemi kompenzovana
presné na nulu. Odvod’me nyni vztahy pro jednotlivé proudové hustoty uvnitt vlakna.

Proud zpiisobeny grad B driftem

Pro stfedni hodnotu proudové hustoty muzeme za pomoci koncentrace a rychlosti
nosi¢u naboje psat

v = <Z Qanava> .
a
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kde sumace probiha pies elektrony a ionty, stfedovani pfes vSechny Castice. Za rychlost
dosadime driftovou rychlost ze vztahu (1.67) a vyuzijeme cylindrické symetrie proudo-
vého vlakna:

2
VB 52 L iT,  F

Pfipomefime, Ze pole uvnitt vldkna s rostoucim r roste a tedy derivace 0B/dr >0 .
Z geometrie problému je zfejmé, ze grad B drift mifi v zaporném sméru osy z. Stie-
dujme nyni kolmou slozku kinetické energie. Kolma slozka ma jen dva stupné volnosti,

a proto plati
2
muv| 1
=2-—kgT =kgT,
()2 daar

a tedy

0B p OB

. 1
JVB :__z(nekBTe+nikBTi)_eZ = ———=8€ (199)
B or

Proud zpiisobeny driftem zakiiveni
Podobn¢ jako pfi grad B driftu ur¢ime z driftu zakiiveni (1.69) proudovou hustotu

.1 2 2
JR = S \MleMe U +1iM; Uy ) € .
rB

Vypocteme stiedni hodnotu slozky kinetické energie (Castice ma jeden stupeii volnosti
podél magnetického pole)

mup\ 1 o1
2 2 BT T 7B

a pro proudovou hustotu zptsobenou driftem zakfiveni mame vysledny vztah

z

. 1 p
ir :E(nekBTe +nikgT) e, = 5o (1.100)

Magnetiza¢ni proud

V piipadé¢ homogenniho plazmatu a konstantniho magnetického pole je proudovy pii-
spévek od soustavy shodné¢ Larmorovsky rotujicich ¢astic nulovy. Je-li pole nehomo-
genni, jsou Larmorovy orbity v riznych mistech rizné a primérny piispévek k tekou-
cimu proudu mutze byt nenulovy. Podobné v nehomogennim plazmatu v nékterém
sméru narlstd pocet nosi¢ll naboje a pii pramérovani prispévku k celkovému proudu
dostaneme nenulovy vysledek. Magneticky moment jedné castice je

mut
€y
2B

(1.101)
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Poznamka: Gyrujici nabita ¢astice generuje vlastni magnetické pole, které ma
opacny smér nez pole puvodni. Hovofime proto o diamagnetizmu plazmatu.
V soufadnicové soustavé na obrazku ma ptivodni magnetické pole smér —e,, mag-
neticky moment ¢astice ma smér +e,,.

Nyni uré¢ime celkovou magnetizaci a opét vystfedujeme pres druhé mocniny rychlosti:

2 2
<neme Vel *nim; Uii> (nekpT, +nikgT;) p
M= %naua = 7 e, = 3 €=
Magnetizac¢ni proud uréime v zadané geometrii jiz snadno:
1d( p
i =rotM =———| r— |e,. 1.102
m r Br( Bj : ( )

Na zavér ukazme, ze soucet vsech tif proudovych hustot odvozenych vyse da celkovy
proud tekouci plazmatem:

o 0B 10 19
Jve *JR + M =—£—+£———[r£j S

B2or rB ror\ B Bor’
Ztejmé tedy plati
. L 9,
(Jvs +Jr +JM)B=—8—]:, (1.103)

coZ je podminka rovnovahy jxB=-Vp, ve které vystupuje celkovy proud. Mikrosko-

pické procesy jsou tak pfirozenou cestou provazany s makroskopickymi proudy v kon-
tinuu.

1.5 Numerické simulace pohybu castic

V predchozich kapitolach jsme nalezli analytické vyrazy pro trajektorii nabité Castice
v homogennim elektrickém nebo magnetickém poli. V obecnéjsim piipad¢ je nalezeni
analytického vyjadreni trajektorie bud’ velmi obtizné, nebo zhola nemozné. Soustavy
diferencialnich rovnic, na které vedou pohybové rovnice, jsou nelinearni a malokdy
analyticky feSitelné. MiiZeme si pomoci rozvojem feSeni do n¢jaké nekonecné fady a ve
findle se omezit na n€kolik prvnich clenti, mizeme provést néjakd zanedbani, ktera
rovnice zjednodusi nebo se miizeme omezit jen na urcité pfiblizeni k problému, napii-
klad adiabatické (pfiblizeni malo se ménicich poli); vétsinou jsme ale odkazani na nu-
merické simulace.

Kdysi se fikalo, ze fyzika ma dvé neoddélitelné soucasti — experiment a teorii.
S razantnim nastupem vypocetni techniky v poslednich desetiletich mtizeme dnes bez
nadsazky fici, ze veskera fyzikalni odvétvi maji tfi propojené a nezastupitelné soucasti —
experiment, teorii a numerické simulace. Numerické simulace pomahaji ovéfit teorie
bez nakladnych experimentt, ziskat informace o chovani sledovaného subjektu a ptipra-
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vit experimenty tak, aby s co nejmensimi prostfedky prinesly nejvétsi vysledky. Nume-
rické simulace jsou uzite¢né i pii zpracovani velkého mnozstvi dat z experimentt. Sou-
casnou fyziku plazmatu si bez numerickych simulaci jiz nedokazeme predstavit.

Tato ucebnice neni zaméfena na numerické metody ve fyzice plazmatu. Pfesto
si vyzkouset probirané jevy nasimulovat na svém po¢itaci. Za kazdou kapitolou je proto
pridana jakasi ,.kuchaika® vybranych algoritmu, ktera to umozni. Jde ale vZdy o pouhy
vybér jednoho nebo nékolika algoritmii z mnoha bez podrobnéjsiho vysvétleni. Pokud
Ctenafe numerické metody zaujmou, musi sdhnout po specializovanych publikacich
vénovanych numerickym simulacim ve fyzice plazmatu.

1.5.1 Newtonovo-Eulerovo schéma (NE)

Nejjednodussim zplsobem feSeni diferencialnich rovnic je jejich pfevedeni na dife-
ren¢ni rovnice (namisto derivaci napiSeme jen rozdily veli€in, tzv. diference). Ukazme
si tento postup na jednoduché tiloze pohybu nabité ¢astice v kondenzatoru.

¢ Piiklad 1: Naleznéte diferenéni schéma pro urychleni nabité ¢astice mezi deskami
kondenzatoru. Elektrické pole povazujte za homogenni a pohyb za nerelativisticky.

Reseni: Pohybové vyplyvé z druhého Newtonova zakona
mh = QF . (1.104)

Vysledna diferencialni rovnice d 24/d¢2 = QE/m je mimofadné jednoducha a jeji feSeni
bychom snadno mohli najit analyticky. Tvorbu diferencniho schématu si zamérné uka-

vvvvvv

+ + o+ o+ o+ o+ o+

Obr. 27: Céstice v kondenzatoru.

Nejprve pirevedeme diferencialni rovnici druhého fadu na soustavu dvou rovnic prvniho
fadu (ve fyzice k tomu vyuzijeme definice rychlosti jako prvni derivace hledané pro-
meénné podle casu):
dh
-
dv QF
& om

E)
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Reseni nebudeme hledat v kazdém case (diferencialni rovnice), ale jen v nékterych
casech (diferencni rovnice). V praxi to znamena nahrazeni skutecného feSeni lomenou
¢arou. Budou nas tedy zajimat jen hodnoty

h, =h(t,),
v, =u(t,),
t, =ty +nAt; n=12,...

Skuteéné derivace nahradime koneénymi rozdily:

Byt —h
n+At n Evn,
(1.105)
Unt1 —Up :@.
At m

Nyni vypocteme hodnoty v Case ¢, + | pomoci hodnot v Case #,:

hyy =h, +v,At,

E 1.106
Uyt =0, +Q—At. ( :
m

Ziskali jsme tak diferencni schéma, podle které¢ho pocitame postupné jednotlivé hod-
noty

ho,UO = h1>U1 = hz,l)z =

Je ziejmé, ze k numerické konstrukci feSeni postaci znat pocateni vysku a pocatecni
rychlost (tzv. pocatecni podminky), naptiklad:

ho =H , Vg = 0.
[
Uvedeny postup se zda byt jednoduchy a pfimocary, nicméné ma sva uskali. Pocitacem
generovana trajektorie se bude po ur¢ité dobé ponckud lisit od skutené trajektorie.
Duvodem jsou jednak zaokrouhlovaci chyby a jednak nahrazeni derivaci diferencemi.
Zaokrouhlovaci chyby mutzeme ¢aste¢né eliminovat vhodnou volbou bezrozmérnych
proménnych. Chybu danou pouzitim diferenci namisto derivaci mizeme snizit volbou
mensiho ¢asového kroku. Vzdy jde ale o kompromis mezi po¢tem provedenych operaci
a dosazenou piesnosti. Casovy krok nemusime mit v priibdhu celého vypodtu stejny.
V oblastech, kde jsou velké gradienty poli a astice prudce méni svou polohu a rychlost,
mizeme volit asovy krok jemnéjsi nez v oblastech, kde se ¢astice pfili§ nepohybuje.
Odvozené schéma se nazyva Newtonovo-Eulerovo a z matematického hlediska patii
do skupiny tzv. explicitnich schémat. Divodem je to, Ze jsme po nahrazeni derivaci
nam umoznilo explicitni vyjadfeni (1.106) veli¢in v novém case #,+1. Kdybychom pravé
strany (1.105) vyjadiili v nov¢j$im Case #,+1, dostali bychom algebraickou soustavu
rovnic pro /i,+1 a Uy+1. Teprve po vyfeSeni této soustavy bychom z hodnot 4,, v, ziskali
nové hodnoty /,+1, Uy+1. Takovému schématu se fika implicitni. Obecné je stabilnéjsi
a presnéjsi nez explicitni schéma, na druhou stranu jsme ale nuceni v kazdém ¢asovém
kroku fesit soustavu algebraickych rovnic.
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Rad schématu

U diferencnich schémat tedy rozliSujeme, zda jde o schéma explicitni nebo implicitni.
Dalsimi dilezitou charakteristikou je 7#dd schématu. Pfi nahrazeni derivace diferencemi
jsme se dopustili urcité chyby, kterou miizeme oznacit R (oznaceni pochazi ze slova
reziduum):

, to)— f(t
1) =M+R(At). (1.107)
At

Cilem kazdé numerické metody samoziejmé je, aby byl zbytek R co mozna nejmensi.
Pokud je jeho zavislost na ¢asovém kroku linearni, hovofime o metod¢ prvniho fadu.
Pokud se zbytek chova jako (Af)”, hovoiime o metodé n-tého fadu. Cim vyssi je fad
Newtonovo-Eulerovo schéma je explicitnim schématem pouze prvniho fadu. Pokud
bychom s nim napfiklad popisovali harmonické oscilace, bude nam postupné numericky
(nefyzikaln€) nartstat amplituda oscilaci. Newtonovo-Eulerovo schéma mizeme proto
pouzit jen pro kratkodobou simulaci.

Stabilita schématu

Pro numerické simulace mizeme vyuzivat jen stabilni schémata. To jsou takova sché-
mata, ve kterych numericka chyba zptisobena v jednom ¢asovém kroku neni pti¢inou
narustu chyby v nasledujicim ¢asovém kroku.

¢ Piiklad 2: Navrhnéte Newtonovo-Eulerovo diferenéni schéma pro pohyb nabité
¢astice v homogennim magnetickém poli.

Re§eni: z Hamiltonovych rovnic (1.13) az (1.18) snadno ziskame piisluiné diferenéni
schéma:

P

Xp1 =X, + At
(n)
py —0OBx
Yn+l = Vn +———Ar,
m
P

Zyal =2, + At

(n) _
S0 _ o QBG ~0Bx)
m

p§n+l) _ p(yn) ,

p§n+l) _ pgn) ‘

Vlivem numerickych chyb bude Larmortv polomér ¢astice pohybujici se v homogen-
nim magnetickém poli pomalu narGstat. K dosazeni lepsich vysledkd bychom museli
zjemnit Casovy krok, coz povede na zvySeni poctu provedenych operaci a ndsledny
nartst zaokrouhlovaci chyby.

L
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1.5.2 Skakajici zaba aneb Leap-Frog schéma (LF)

Neduhy Newtonova-Eulerova schématu lze celkem snadno napravit. Pokud nebudeme
pocitat polohu a rychlost ve stejném ¢ase, mizeme fad schématu zvysit o jednicku. Pfi
vypoctu nové rychlosti miizeme vyuzit hodnotu polohy v ,,mezicase®, stejné¢ tak pfi
vypoctu nové polohy vyuzijeme hodnotu rychlosti v ,mezicase*. V piikladu 1 by na
pravé strané rovnic nebyly ani staré hodnoty (explicitni schéma), ani nové hodnoty
(implicitni schéma), ale mezihodnoty. Schéma je explicitni a stejné rychlé jako Newto-
novo-Eulerovo schéma, ale bude druhého tadu. Pfi simulaci harmonického pohybu
zustane u metody Leap-Frog sinusovka skute¢né sinusovkou.

Obr. 28: Princip skakajici Zaby (leap-frog).

\ 4

Uvedeny postup ma jedinou komplikaci. Na poc¢atku musime spoditat rychlost v case
to—At/2 a poté jiz pocitame nové hodnoty obdobné jako v Newtonové-Eulerove sché-
matu. Uved’me, jak probihd vypocet v jednodimenzionalnim ptipadé. Predpokladejme,
ze mame diferencialni rovnice

dv

—=0,

d (1.108)
dv_ F(x)
dt m

Nejprve spocitame standardnim zptisobem hodnotu rychlosti v Case #()—A#/2. VyuZzijeme
Newtonovo-Eulerovo schéma a posuneme se zpét o zaporny ¢asovy krok —A#/2:

F(xg,v9) At
U_1/2 ZUO—M—. (1109)
m 2
A poté jiz rozbéhneme stale se opakujici vypocetni cyklus

F(x,,0,_1/2)
Up41/2 = Up1/2 +#N , (1.110)

X4l = Xy FUpp1/2AL
Postupné urcujeme hodnoty
U_y2:X% = UijasX1 = U3p.Xp = Uspp,X3 —

Schéma Leap-frog je ve fyzice plazmatu velmi oblibené. Ponechava si ,,dobré* vlast-
nosti Newtonova-Eulerova schématu — je explicitni a velmi rychlé. Jeho piesnost je ale,
na rozdil od Newtonova-Eulerova schématu, druhého fadu.



Numerické simulace 55

1.5.3 Presnéjsi schémata (RK, BB)

Runge-Kutta (RK)

Pokud méame vyssi pozadavky na kvalitu simulace, musime vyuzit nékteré z numeric-
kych schémat s vy$s§im fddem pfesnosti. K nejoblibenéjSim patii Rungeova—Kuttova
metoda 4. fadu. Predpokladejme, Ze jsme soustavu pohybovych rovnic pfevedli na sou-
stavu obyc¢ejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu ve tvaru

d"’g" LGy (L111)

Nejprve uréime v Case ¢ pro kazdou proménnou & Ctvetici konstant
Kl,k = fk (tﬂfl (t)ﬂ”'afN(t)) 5

1 1 1
Kz)k =fk (t—'_EAt’fl(t)—'—EKl;lAt’“.’gN(t)-'—EKl,NAt)’
(1.112)

1 1 1
K3,k =fk t+EAt’gl(t)+EK2,1At"“’§N(t)+EK2,NAt N

K4,k = fk (f+At,§1 (t)+K3’1At,"',§N(t)+K3’NAt) .
Cleny ¢&tvefice musime poéitat v uvedeném potadi, nebot’ kazda nasledujici konstanta

vyuziva hodnotu predchozi konstanty. Tyto ¢tvefice napocitame pro kazdou z N hleda-
nych proménnych. Numerické feSeni v ¢ase ¢ + At dostaneme ze vztahti

gk(t"rAt) Egk(t)+%(Kl,k +2K2,k +2K3,k +K4,k)'Al; kzl,...,N. (1113)

Tim zname feSeni v ¢ase ¢ + At a postup mizeme opakovat. Aplikujeme-li toto schéma
na Lorentzovu pohybovou rovnici

dx
—=V,
; d (1.114)
Y _9givxB).
dt m
Nejprve vypocteme pomocna ,,pole™ v misté polohy ¢astice
At ~ At
EQ E( n)s BEQ B( n)- (1.115)
V dalsim kroku ur¢ime vektorové konstanty K (pro polohu) a L (pro rychlost)
K =v,, L, =E+v,xB;
K2=Vn+L1, L2 =E+K2X]§; (1116)
K3:Vn+L2, L3:E+K3XB,

K,=v,+2L;, L,=E+K,xB.
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Nové hodnoty poloh a rychlosti ur¢ime na zavér ze vztahti

Borisovo-Bunemanovo schéma (BB)

Borisovo-Bunemanovo schéma je ,,8ité na miru® pro vypocty trajektorii nabitych ¢astic
v elektrickém a magnetickém poli. Nejprve je spoctena polovina urychleni v elektric-
kém poli (1.119), nasleduje rotace castice v magnetickém poli (1.120) a v poslednim
kroku je uskute¢néna zbyvajici ¢ast urychleni v elektrickém poli (1.121). BB schéma je
velmi G€innym a rychlym diferencnim schématem ¢tvrtého tadu:

EEQ—E, B=="B8; (1.118)
m 2 m 2
v=v,+E, (1.119)
. (V+Vxl~3)xl~3
V=v+2 ——, (1.120)
1+B
V4 =V+E, (1.121)
X4 =X, TV, AL (1.122)

1.5.4 Relativisticka schémata

Pti velkych rychlostech musime pouzit relativistickou Lorentzovu pohybovou rovnici

don= 9 .
dt(;rv)_mo [E+vxB];

| (1.123)

g \ll—vz/c2 .

Hlavnim problémem je, Ze se rychlost vyskytuje na levé i pravé stran¢ této diferencialni
rovnice. Pokud pouzijeme substituci

u=yv, (1.124)

mizeme Lorentzovu pohybovou rovnici piepsat do tvaru

d_uzg E+YxB ;
det my Y

{ 2
y= 1+u—,
c

ktery je vychozim vztahem pro tvorbu relativistickych numerickych schémat:

(1.125)



Numerické simulace

57

Newton-Euler

ynzl/wll—vi/cz;
E %E; B= QA
m mo ¥n
U, = ¥Vns

u,,; =u, + E+u,xB;

u
_ n+l .
Vol = > 5 ’
\I+u,/c
v +v
Xn+1 = X” + %At

Runge-Kutta

Vn =1/\,1—V,21/ oy

C
EzgﬁE, EEQEB,
m 2 m 2
W, =VuVa s
K1=u—n, L1=E+K1X]§,
Vn
+L - -
K,="t""1 [, =E+K,xB,
YK,
+L ~ ~
Ky=22""2 [ -RE+K;xB,
VK5
+ 2L = -
K,=n""23 1, =E+K,xB,
VK,

1
X4 =Xy, +EAI(K] +2K2 +2K3 +K4) 9

1
U, =u, +§(L] +L2 +L3 +L4) 9

W41

Vol = —FF7—r -
\’14‘“%_‘_1 /C2

B;

Leap-frog
Vn =1/«[1—v3, /e?;
=9y 5@ Ay
) mg 27n
Vn-1/2
W12 = ”2 )
1=v,pp/c

ﬁ=ﬁn_1/2 +E+ﬁn_1/2XB;

_ [i+ixB|xB
U2 = “+—1+]§2 5
_ Uut1/2 .
Votl2 = T

2 2
L+w, s /e

u
n+l/2
X4 =X, + At .

Vn+1/2

Boris-Buneman

- A = A
EE——tE, B= Q AL ;
m 2 m 27/’,
W, = VuVys
u=u,+E;
5 i+iaxB)xB
u=u+2—(u 4 ~2) ;
1+B
lln+l:l:l+E,
u
Vol = };H 5
I+u,, /c
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P1i popisu typického plazmatu je technicky nemozné popsat trajektorie vSech ¢astic. Jen
v fidkém plazmatu mezihvézdného prostoru nalezneme miliony ¢éstic v jednom metru
krychlovém, v tokamacich 1018 ¢astic v m3 a v jadru Slunce dokonce 1031 &astic v m3.
Pro tak obrovské systémy castic je mnohdy vyhodné vyuzivat statisticky popis a spoko-
jit se jen s informaci o statistickém rozdéleni jednotlivych druhd castic a o jejich pri-
mérném chovani jakozto celku. Statistickym popisem plazmatu se budeme zabyvat
v této kapitole.

2.1 Boltzmannova rovnice

Predpokladejme, ze systém miZe byt slozen z n€kolika druhti ¢astic (elektrony, neut-
raly, ionty), které budeme oznacovat indexem a. V celé této kapitole plati s¢itaci kon-
vence pro indexy psané latinkou (i, j, £,...). Neplati pro fecké indexy popisujici druh
¢astic. Ozna¢me hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astic druhu a

Jo=Ja(t.X,v,) .

V termodynamické rovnovaze nezavisi hustota pravdépodobnosti na Case a splyva
s kanonickou nebo grandkanonickou rozdé€lovaci funkci p [3]. Hustotu pravdépodob-
nosti zavislou na ¢ase budeme normovat vzhledem k poctu castic, tj.

jfa(t,x,va)d3va = n,(t,x),

(2.1)
[fatxve)ExdPvg = Ny(o).
Integrovanim pfes rychlostni prostor ziskame koncentraci ¢astic
ng = lim AN, /AV (2.2)

AV —0

a dostaneme se tak na pozici kontinua. DalSim stfedovanim pies prostorové proménné
ziskame celkovy pocet Castic N,,. Pti stfedovani obecné proménné 4 musime vzhledem
ke zptisobu normovani pravdépodobnosti vysledek délit souctem vsech pravdépodob-
nosti:

[4fa(txve)d v,

.r/(l‘,X)=<A>v J‘f (t,x,v )d3V

(2.3)
[ A1 tx v Exdy,
v Jfa(t,x,va)d3xd3va

A(r)=(4)

Veli¢ina .+/(¢,x) ma vyznam hustoty veli¢iny 4. Diky normovani je

j ALyt x,v ) A3V, = ny(6,%).4(1,X) . (2.4)
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2.1.1 R{zné varianty Boltzmannovy rovnice

Hustota pravdépodobnosti vyskytu ¢astic druhu a se s casem méni z divodu srazek Cas-
tic se sebou samymi i s ostatnimi druhy:

d
Efa(taxa"a):%,saﬁ .

Cleny napravo se nazyvaji Boltzmannovy srazkové integraly a budou diskutovany v na-
sledujici kapitole. RozepisSme tiplnou derivaci na levé stran¢:

Sy +afa%+ d fy vt :Zsaﬂ'
ot axk dt avka dt B

Sumacéni konvence plati v pfedchozim vztahu jen pro indexy psané latinkou, pro fecké
nikoli. Casové derivace poloh jsou rychlosti a ¢asové derivace rychlosti jsou zrychleni,
ktera vyjadiime pomoci sily z druhého Newtonova zakona:

dfy Bfa Freo 0f,
+ S
ot Ckar axk mgy avka z ap

Cleny pres které se s¢ita na levé strang, zapiseme jako puisobici operétory:
dfe 1 :
vl Vg V) fo + —Fy V) fo = D Sup- (2.5)
t m B

o

Ziskana rovnice se nazyva Boltzmannova rovnice a je zékladni rovnici statistiky ne-
rovnovaznych procesii. Cleny na pravé strand se nazyvaji Boltzmanntv srazkovy inte-
grél (lze je vyjadfit jako integral ptes ¢ast fazového prostoru). Podle moznych zpiisobt
vyjadreni srazkového integralu tuto rovnici nazyvame riznymi zpasoby:

Boltzmannova rovnice

Srazky jsou zcela obecné a vyjadiuji se pomoci srazkového integralu (kapitola 2.1.2).
Boltzmannova rovnice je pojmenovana podle Ludwiga Boltzmanna (1844—-1906), ra-
kouského fyzika a zakladatele statistické fyziky.

Fokkerova-Planckova rovnice, Landauova rovnice

Srazkovy ¢len zapocitava jen parové Coulombovy interakce, pro které je ucinny prirez
dobfe znam. Rovnice je pojmenovana podle Adriaana Daniéla Fokkera (1887-1972),
holandského fyzika a muzikanta a podle Maxe Plancka (1858-1947), rakouského fyzika
a jednoho ze zakladatelti kvantové teorie. Velmi pfibuznou variantou Fokkerovy Planc-
kovy rovnice je Landauova rovnice.

Jako dolni mez parovych Coulombovych srazek zvolime zamérnou vzdalenost, pfi
které se srazejici se Castice odchyli o pravy thel (srazky na mensi vzdalenosti jsou malo
pravdépodobné) a jako maximalni zamérnou vzdalenost srazky Debyeovu vzdalenost
(vzdalenost pfirozeného stinéni bodovych zdroji). Rovnice je pojmenovana podle Lva
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Davidovice Landaua (1908-1968), sovétského teoretického fyzika a nositele Nobelovy
ceny za fyziku pro rok 1962.

BGK rovnice

Predpokladame, ze systém neni pfili§ daleko od lokalni termodynamické rovnovahy fi g
a srazky zpUsobuji jeho navrat do této rovnovahy, srazkovy ¢len ma jednoduchy tvar

Sa = (Mol Ab)col = ~(fafre)/ e = —Ve(fafLE) 5

kde 7 je stfedni doba mezi srazkami a v, je srazkova frekvence (charakteristicka kons-
tanta). Rovnice je pojmenovana podle autort, jimiz jsou indicky matematik Prabhu Lal
Bhatnagar (1912-1976), americky teoreticky fyzik Eugene Gross (1926—1991) a ame-
ricky matematik a astrofyzik Max Krook (1913—-1985).

Vlasovova rovnice

Srazky nemaji vliv nebo je zanedbavame (na pravé strané je nula) a ptsobici silou je jen
Lorentzova sila. Jde o nejméné pfesnou, ale nejcastéji pouzivanou aproximaci. Rovnice
je pojmenovana podle Anatolie Alexandrovice Vlasova (1908-1975), sovétského
teoretického fyzika, ktery se po vétSinu Zivota vénoval statistické fyzice.

€ Piiklad 3: Ukazte, Ze stacionarni feSeni Boltzmannovy (Vlasovovy) rovnice vede na
kanonické rozdéleni. Reste v jedné dimenzi, pro jediny druh ¢astic, které nepodléhaji
srazkam a pro potencialni silové pole F'=—dV/dx.

Reseni: Z Boltzmannovy rovnice v tomto piipadé zbude

Jof _ldras

ox m dx ov
Rovnici feSme substituci f(x,v) = F(x) G(v) . Pokusime se separovat proménné:

dF 1dV _dG dF 1 dG
v—G—-————F— =0 = = — .
dx mdx dv Fdar m Gudv

Na levé stran¢ rovnosti jsou vSechny proménné funkci souradnice, na pravé strané
funkei rychlosti. Je zfejmé, ze maji-li se sobé rovnat dvé funkce riznych proménnych,
musi byt obé konstantni:

li:c = dFFszV = F(x)=K, exp[CV(x)];

F dv
1

G0 o Y = G(v) = K, exp[Cmv?/2].
mGv dv G

Celkové feseni je

F(60) = F(x)-G(v) = Kexp[C(mvz/2 + V(x))} .
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Reseni ma skute¢nd charakter kanonického rozdéleni. Hodnotu koeficientu C bychom
zjistili porovnanim s termodynamikou, stejné jako pfi odvozeni kanonického rozdéleni
v ucebnicich statistiky, naptiklad v [3]. Vyjde

C=—1/kgT . (2.6)
D

Poznamka (Sahova rovnice): Z rovnovazného rozdéleni a kvazineutrality plyne
okamzité rovnice pro pomérné zastoupeni iontti rizné nasobnosti v plazmatu. Tuto
rovnici poprvé odvodil indicky astrofyzik Mehd Nad Saha (1893-1956) v roce
1920 a nezavisle na ném v roce 1923 také americky fyzik a chemik Irving Lang-
muir (1881-1957). Dnes se zapisuje ve tvaru

Nt =Cgi+1ge . & TE
.7)
_ (2mgkyT)"?
(27zh)3

kde g; je stupen degenerace pro ionty nasobnosti i, g. je stupen degenerace elek-
trontl, zpravidla se poklada roven 2, &; je energie potfebna k vytvoreni iontu nasob-
nosti i (k odstranéni i elektront z obalu, i =0 odpovida neutralim). Faktor (27#)3
je velikost jednoho kvantového stavu elektronu ve fazovém prostoru, podrobnéji
viz [3]. Sahova rovnice se ¢asto pouziva pro uréeni koncentrace elektrond pfi jed-
nonasobné ionizaci, kdy 7; = ne:

2 2
”_e=cﬁexp{__l } (2.8)
ny g0 kgT

kde 7 je ionizacni energie.

Boltzmannova rovnice v chaotickych rychlostech

Vzdy musime rozliSovat mezi tfemi rychlostmi:

Vo fazova proménna,
u,(t,x)= <va> rychlostni pole (primérna, sttedovana rychlost), (2.9)
W, =V, —U, chaoticka (tepelna) slozka rychlosti.

Doposud jsme vyuzivali fazovy prostor se sedmi proménnymi (¢, X, v,,). Fazova rychlost
obsahuje ¢ast odpovidajici proudéni i tepelnou ¢ast (v, = u, + wy). NEkdy je vyhodné
pracovat s proménnymi obsahujicimi jen tepelnou ¢ast pohybu, tj. provést transformaci

(t,X,Vy) - t,x,wy).

V Boltzmannové rovnici potom musime nahradit derivace a rychlosti podle schématu:



64 Statisticky popis plazmatu

N I S N
ot ot 9t dwy,  dt Ot dwy
I N R R S
dx; dx; dx; dwp  dx; Ox; dwy ’
d d

au,  awy
vj wj

v; - wj+uj(t,x).
Vysledek je
df, F, duy,) 9f,
hatlc2 Vv "o "o | Ya
dt +(Wa ")f“+[ma dt | ow,
9/,
(W Vi)ug ]2 =3 Sap (2.10)
@ p
kde —=—+u,-V,

2.1.2 Boltzmanntv srazkovy ¢len

V této kapitole se budeme zabyvat pravou stranou Boltzmannovy rovnice, tedy srazka-
mi. Pfedpokladejme pruznou srazku dvou Castic a a f.

Vi
Obr. 29: Srazka dvou castic.

Nejprve piejdeme od rychlosti ¢astic v, a vg k relativai rychlosti g (n¢kdy ji oznacujeme
Vap) a t€zistové rychlosti vy (n€kdy ji oznaCujeme v(qp). Transformace jednim smérem
ma jednoduchy tvar:
gEVaﬁZVa—VIB;
MgV + MgV g (2.11)
v = V(O{ﬂ) =
mg + I’)’lﬁ

Determinant matice transformace je roven jedné, proto nalezneme inverzni matici tak,
ze ke kazdému prvku uréime subdeterminant, opatifime ho znaménkem a matici transpo-

nujeme:
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m
V, =V +——V,5;
a = Y(af) Mg +myg of
(2.12)
L. - 2
B = Y(ap) Mg +mg op
Zformulujme v novych proménnych zakon zachovani energie a hybnosti:
pP=myVy +mpgvp = (my, +mﬂ)v(aﬁ) = const,
1 2 1 2 1 2 1 momg 5 (2.13)
E= Emava + EmﬂVﬂ = E(ma +i’I’Iﬁ)V(aﬂ) + Emvaﬂ =const .

v

Zakon zachovani hybnosti vede na zachovani t€zistové rychlosti. Zakon zachovani
energie v kombinaci se zakonem zachovani hybnosti vede na zachovani velikosti vza-
jemné rychlosti:
e Té¢zistova rychlost obou ¢astic se pfi srazce neméni.
e  Velikost vzajemné rychlosti dvou ¢astic se pfi srazce nemeéni.
V(O{ﬂ) =const,

2.14
|Vaﬂ | =const . @19

Jedina veli¢ina, kterd se pfi srazce méni, je smér vzajemné rychlosti. Zaved'me proto
dvé nové veli¢iny charakterizujici srazku:

Eap =| Vop H

Vs (2.15)
Kyp = .
|Vaﬂ|

Prvni veli¢ina je velikost vzajemné rychlosti a po celou dobu srazky se neméni, tj. plati
gap = &'ap- Druhd veliCina je smér vzdjemné rychlosti a piedstavuje 2 stupné volnosti
srazky (dve slozky vektoru Kk, tieti 1ze dopocitat, protoze jde o vektor jednotkovy). V li-
teratufe se Casto oznacuje vzajemna rychlost symbolem g, neboli v,5 =85 .

Ucinny priirez srazky
Standardné se zavadi UCinny prifez srazky castic druhu ¢ nalétavajicich na castice
druhu S pomoci vztahu pro srazkovou frekvenci

Vo = ZVaﬁ = ZO’aﬂnﬁUaﬂ . (2.16)
B B

Utinny prifez je definovan jako ,,a¢inna plocha® &astice A na kterou nalétava Castice o
Frekvence srazek je pak samozfejmé umérna ucinnému prifezu, prumérné hodnoté
vzajemné rychlosti obou druhti ¢astic a koncentraci cilovych ¢astic. V nasem pfipadé
srazky dvou castic zavedeme ucinny prufez zcela analogicky — pljde o podminénou
pravdépodobnost (za podminky konstantniho g ), kterou oznacime

o(Kyp |k:x/3 s 8ap)
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a ktera je normovana tak, aby

d ’ ,
d_l/tv =8ap0(Kop [Kgp s gaﬂ)dzkaﬂ (2.17)

byla ¢asova zména podminéné pravdépodobnosti, ze jednotkovy vektor ve sméru rela-
tivni rychlosti bude po sraZce leZet v intervalu (K'qp, K'gp + dK'qp). Uginny prifez se ne-
meéni pfi:

e obraceni pohybu &astic: 0(kgp | kgp s 2op) = 0(=Kop | =Kpp 3 808) s
e pfi inverzi souf. soustavy:  0(Kyp |Kpg 5 208) = 0(=Kkop [ =Kpp 5 20p) -

Z obou vlastnosti plyne dulezity symetricky vztah

o(kyp |k;zﬁ s 8ap) = O_(k,aﬂ |Kop s 8ap) - (2.18)

Boltzmanntiv srazkovy integral

Nyni jiz miizeme napsat srazkovy ¢len na pravé strané Boltzmannovy rovnice jako
Se :I[fa(t,x,vzz)fﬁ(t,x,v:g)—fa(t,x,va)fﬂ(t,x,vﬂ)}

5 3 (2.19)
“Eop O'(kaﬂ |k:zﬁ ;gaﬁ’)d k:zﬂd \E

Interpretace je ziejma. Pravdépodobnost srazky dvou c¢astic je timérna soucinu hustot
pravdépodobnosti obou castic (tj. vyskytu ¢astic v daném misté fazového prostoru)
nasobené ucinnym prifezem srazky. Prvni Clen popisuje pfiznivé jevy, kdy ze vsech
ostatnich oblasti fazového prostoru se po srazce ¢astice dostanou do daného mista fazo-
vého prostoru. Druhy ¢len jsou nepiiznivé ptipady, kdy ¢éstice z daného mista fazového
prostoru po srazce uniknou. Integrace je provedena pies volné parametry srazky. Diky
vlastnosti (2.18) bylo mozné oba ucinné prufezy zapsat jednotné a vytknout z hranaté
zévorky. Srazkovy €len ve tvaru (2.19) znamend automaticky predpoklad, Ze par intera-
gujicich Castic neni nijak korelovany. Tento predpoklad nékdy nazyvame podminkou
molekularniho chaosu.

Srazkovy invariant

Oznacme ¥, né&jaky sumacni invariant (hmotnost, hybnost, energie), pro ktery plati

VatVp =Vo V5. (2.20)
Potom pro srazkovy ¢len plati velmi dilezity vztah
Y [VaSapdvy = 0. (2.21)
a.p

Dukaz tohoto vztahu je sice jednoduchy, ale ponékud pracny, a proto ho mize ¢tenar,
kterému nejde o detaily, vynechat.
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Diukaz:

S= Z IWaSaﬁd3Va =
a.p

= [Wal fotp = fatp | 2ap 0(kap |Kpp s 20p) Ak dPvd v .
aff

V integraci provedeme transformaci k t¢zistove a relativni rychlosti podle schématu
3 3 3 3 3 2 2
d Vo d Vﬁ =d V(O!,B) d Vaﬂ =d V(O!,B) gaﬁ dgaﬁ d kO!,B .
kde v elementu d2kaﬂ jsou zahrnuty veskeré thlové zavislosti. Vysledek bude

S =2 [Val Jafh — Futp | 2ap 00ap IKap s p) d7Kop 4k dgap &V op) -
B

Nyni zaménime ¢arkované a ne¢arkované veliiny a pouzijeme relace
Cp=8ap: Vip)=Vp: OkIK 248 =0k |K;ggp).
Vysledek bude

S=[Wolfals — 1ot )2op OKap |Kog s p) d°Kiyp dK g5 dgap 4PV (o) -
of

Jako dalsi krok provedeme symetrizaci: napiSeme vysledek jako polovinu posledniho
kroku a polovinu pfedposledniho:

1 ’ 7 ’ ’ ’
S = EZJ(‘/’O{_V/&)[J{aJ{ﬁ _fafﬂ:|gg(ﬁ O-(kaﬁ| kaﬂ;gaﬂ)dzkaﬁ dzkaﬂdgaﬂ d3V(aﬁ)'
of

V dal§im kroku zaménime indexy ara fa opét provedeme symetrizaci:

1 ’ ’ 4 ’ ’
§= ZZJ‘(WQ +yp —l//a—l//ﬂ)[fafﬂ _fafﬁ]ggzﬂ o(+) dzkaﬁ dzkaﬂ dgep d3v(aﬁ)~
of

Pro sumacni invarianty je ale prvni zavorka nulova a proto S = 0.

2.1.3 Rovnice prenosu (momentova rovnice)

Casto nepotiebujeme pravdépodobnostni informace o celém fazovém prostoru, ale po-
sta¢i nam informace jen o vyvoji dynamickych proménnych v ¢ase a v poloze. Pres
informace o rozlozeni v rychlostech je mozné vystfedovat. Nezapomente, Ze pravdépo-
dobnosti jsou normovany k poctu ¢astic a proto podle (2.3) je

jvafa(t,x, va)dz'va

[fatxve)dv,

u, (t,x) =
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Ztrata informace o proménné v, zpusobena stfedovanim vede od statistiky k rovnicim
kontinua. Vynasobme Boltzmannovu rovnici (2.5) libovolnou funkei rychlosti ¢, (v,,)

(mtze, ale nemusi jit o sumacni invariant). Nakonec rovnici vystiedujeme pfes rych-
lostni proménné:

j¢a /e, =L d vy + [0y (Vg V) Sy vy + jz—a(Fa.vv)fad%a =

= (42> Supd’vg .
B

Postupné nyni upravime vSechny tfi ¢leny na levé strané:

Prvni ¢len:

fa3

J J J
[0V =80 Ve =2 [0 fo Vo =50 (630 (0), = 5-(1a 0a),

Druhy ¢len:

) 0 d
J¢a(va )Uak afT(ng)Va = EJ. ¢a (Va)vakfa d3va = Ena (ta X)<¢0(U0(k >v

)
= a(na%{vak >v

Treti ¢len:

U, "2

ak(tﬂ > a)

J‘ ¢a (Va)
My, Mgk

={ka:| _LJ‘L[¢aFak]fad3va=
0Q

m, Mgy, ¥ Iy

Pti Gpravé tietiho ¢lenu musime predpokladat, ze silové pole mize byt i funkci rychlosti
(naptiklad magneticka slozka Lorentzovy sily). Provedli jsme integraci per partes. Prvni
¢len je nulovy, protoze na hranicich oblasti pfedpokladame nulové hustoty pravdépo-
dobnosti vyskytu ¢astic, symbolem vj je oznacen vektor normaly. Stfedovanim pftes
rychlostni prostor z Boltzmannovy rovnice zustane

d d 1 0
E(”a ¢a>v + a_xi<”a¢a Uia>v - %<”am(¢aFa)>v =

= I¢0!ZS0!,B d3Va .
B

(2.22)

Jde o rovnici pfenosu (neboli momentovou rovnici), kterd je zakladem teorie kontinua.
Nez si o této rovnici fekneme trochu vice, napi$me ji pro elektromagnetickou interakci
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F,=0,E + O, v,xB.

Pii derivovani tietiho ¢lenu v rychlostech musime ptejit bud’ ke slozkam nebo vyuzit
definice vektorového soucéinu pres Levi-Civitiv tenzor. Postup je pfimocary s vysled-
kem:

9 9 99,
8t<na¢“>v+vx’<”a¢a V“>v_i<na(E+V“XB)'ﬁ> =
M (2.23)

=_|.¢CUZS05,B d3va .
B

Poznamka 1: Statistickd fyzika vyuzivd proménné (¢,x,v,,) . Po stiedovani pies
rychlostni prostor ztracime ¢ast informace. Vystiedované proménné jsou jen funkci
(z,x) . Sama stfedni hodnota rychlosti u,(¢,x) se ale v rovnicich kontinua samo-

ziejmeé objevuje. Ztracime jen statistickou informaci o rychlostni ¢asti fazového
prostoru.

Poznamka 2: Cela rovnice pfenosu ma tvar rovnice kontinuity. Prvni ¢len je ca-
sova derivace hustoty aditivni veliiny, pak nasleduje divergence toku veliCiny.
Tieti ¢len odpovida zdrojovym ¢lenim od poli a prava strana zdrojovym clentim
od srazek. Proto se rovnici fika rovnice prenosu — popisuje, jak teCou (pienasi se)
ruzné veliciny.

Poznamka 3: V rovnici pfenosu je volna funkce rychlosti ¢,. Za ni se dosazuji
rizné mocniny rychlosti a tim ziskavame tzv. momenty Boltzmannovy rovnice.
Proto se rovnici prenosu tika momentova rovnice.

Poznamka 4: Pokud byla funkce ¢, sumacnim invariantem, bude po secteni vSech

rovnic (2.23) prava strana nulova, tj. ¢leny od srazek se vyrusi. Plyne to okamzité
ze vztahu (2.21):

9 e 004
ZE(na ¢a>v s -<na¢a Va>v - an <(E+VQXB)%>V =0.

o o

Tomuto ptiblizeni fikame jednotekutinovy model a velmi ¢asto se pouziva.

Poznamka S: Pro nulty moment mtizeme polozit ¢, rovno m, a v jednotekutino-
vém priblizeni dostaneme rovnici kontinuity:
d J . .
_p+_jl:O’ pzzpaa Jzzmanaua
ot ox; p p

1

Z rovnice kontinuity pocitame ¢asovy vyvoj hustoty (nultého momentu Boltzman-
novy rovnice). Ve druhém ¢lenu se ale objevila nova veli¢ina — tok hmoty j obsa-
hujici stfedni hodnotu rychlosti proudéni. Proto musime mit i rovnici pro ¢asovy
vyvoj toku hmoty (hustoty hybnosti) neboli pohybovou rovnici. Ziskdme ji jako
prvni moment Boltzmannovy rovnice polozenim ¢, = m,v;,, :
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? )
2+ 2 p.—0.
9t i ok,

J

V pohybové rovnici se objevuje dalsi nova velicina — tenzor tlaku. Obsahuje dy-
namicky tlak (tok hybnosti), bézny tlak latky (skalarni slozka odpovidajici chao-
tickému pohybu), viskozitu (tenzorova cast tlaku) a u elektromagnetické interakce
Maxwelltv tenzor pnuti (tlak zptuisobeny pritomnosti elektromagnetickych poli.
Jako dal$i moment Boltzmannovy rovnice ziskdme rovnici pro ¢asovy vyvoj ten-
zoru tlaku (odpovida rovnici pro prenos energie, jde o kvadraty rychlosti):

0 0

g@j +aQijk =0.
V druhém clenu se opét objevuje nova velic¢ina popisujici tepelny tok. V této pro-
cedufe bychom mohli pokracovat libovolné daleko a ziskdme tak nekonecnou po-
sloupnost momentovych rovnic pro kontinuum. V praxi se soustava uzavira néja-
kym algebraickym vztahem (naptiklad Fourierovym zakonem pro tepelny tok) po
koneéném poctu momentu.

Poznamka 6: V teorii plazmatu se Casto vyuziva i vicetekutinovy model (plazma
se sklada z tekutiny elektrond, tekutin riznych typl iontd a tekutiny neutralnich
Castic). V tomto priblizeni nevymizi srazkové ¢leny a je tieba s nimi pocitat.

v

Poznamka 7: Chceme-li tplnéjsi informaci o systému, musime fesit Boltzmanno-
vu rovnici doplnénou o pfislusné polni rovnice. Postaci-li ndm informace na tirovni
kontinua, opirdme nase vypocty o soustavu momentovych rovnic.

V nasledujici kapitole odvodime prvni tfi momenty Boltzmannovy rovnice a prepiSeme
je pomoci stfedni rychlosti proudéni u, =<v, > a tepelné rychlosti w, =v, —u,.
V momentové rovnici (2.23) dosadime za ¢, postupné funkce my, (Qq), MaUak & MU2/2
a poté rychlost rozdélime na usporadanou a tepelnou €ast vy = Ugk tWek. Nezapo-
meiite, ze pro tepelnou ¢ast plati <w,> = 0.

ooooooooooooooooooooooooooo
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2.2 Prechod od statistiky ke kontinuu

2.2.1 Nulty moment (zachovani naboje) - Castice

Za funkci ¢, postupné dosadime skalary mg, O, a 1. Tim dostaneme zakony zachovani
hmotnosti, naboje a poétu ¢astic. Pro nulty moment jsou srazkové ¢leny vSech pravych
stran nulové, protoze funkce ¢, nezavisi na rychlosti a tvrzeni (2.21) by platilo i bez
sumaci pies a. Je to vyjadienim faktu, ze se Coulombovou srazkou neméni hmotnost,
naboj ani pocet ¢astic. Vysledné zakony zachovani (rovnice kontinuity) jsou:

( aa)
apm,a + a]km =0,
af axk
9PQa Yk _q. o =e i iin,... (2.24)
af axk
Oy, Mgligy _
al axk

Pfipomenme, ze v celé této kapitole plati scitaci konvence pro indexy psané latinkou
(i, ], k,...). Neplati vSak pro fecké indexy popisujici druh ¢astic. Pokud bude potieba
index napsat do horni ¢asti symbolu, umistime ho do zavorky, aby se odlisil od
mocniny. Kurzivou jsou sdzeny jen proménné, do kterych lze dosadit. Nékdy je namisto
slozkového zapisu vhodny invariantni zapis (nezavisly na zvolené soufadnicové bazi):

9p, .

a“t"“ +V jme =0,

/’a(iﬂ +V-ig.a =0, a=eiiin,... (2.25)
on
a_ta+vl(naua):0

V Casovych derivacich vystupuje postupné hustota hmoty, hustota naboje a koncentrace
¢astic druhu a. V prostorovych derivacich je tok hmoty, tok naboje a tok poctu ¢astic
druhu ¢. Vsechny tyto veli¢iny jsou jiz jen funkci ¢asu a prostoru a jsou definovany
vztahy (pouZijeme jen invariantni zapis):
- - 43
Pm,o = Mol = My fo Vg
3
PQ.e = Oallg = IQafa vy,
(2.26)
o= = d3
Im,a = Mol Uy Jmavafa Vo o

g0 = Qaltgly = IQaVafa d3va .
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Po secteni momentovych rovnic pro vSechny druhy ¢astic (pfes a) ziskame

9Pm
—+V-j, =0,
ot m
—+V.jo =0, 227
Y Jo ( )
on
—+V-(nu)=0,
5tV (m)
kde jsme oznadili
pmzzpm,Dl:Zmana’ jmzzjm,a=zmana“a’
o (24 o o
PQ =P =2 0l » i0=Di0w =2 Ouligliy . (2.28)
o o (24 o
zma”a“a

_ _
n=Zna, u=s %4
o zma”a

o

2.2.2 Nulty moment (zachovani naboje) - pole

Vypocet poli pro Boltzmannovu nebo momentovou rovnici vychazi ze soustavy Max-
wellovych rovnic

divD = PQ > (2.29)
divB=0, (2.30)
rotE = —a—B, (2.31)
ot
dD
rotH=j,+—. 2.32
ot (2.32)

Zdrojové ¢leny jsou dany vztahy

PQ =ZQ0!"0! =ZJQafa dsva )
o o

3 (2.33)
ig= ZQa”a“a = ZJQaVafad Vo -

Zdrojové ¢leny Maxwellovych rovnic jsou v souladu s nultym momentem Boltzman-
novy rovnice. Pokud derivujeme rovnici (2.29) podle Casu a secteme ji s divergenci
rovnice (2.32), obdrzime zakon zachovani naboje

—+V.jo =0,
ot lo

ktery jsme jiz odvodili jako nulty moment (2.27) Boltzmannovy rovnice.
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V odvozeni dalSich momentti budeme pfedpokladat, Ze v plazmatu plati linearni zavis-
lost mezi obéma elektrickymi vektory E a D obéma magnetickymi vektory B a H.

2.2.3 Prvni moment (zachovani hybnosti) - ¢astice

Do momentové rovnice nyni dosadime za ¢, vztah pro I-tou slozku hybnosti ¢, = mqvg,,
ktera je sumaénim invariantem. Po dosazeni budou mit momentové rovnice pro jednot-
livé druhy ¢astic tvar:

d 0
a(”ama”al ) +£(”ama <Ualvak >V ) = 1,0, (E+uy, XB)/ +Jmavaleaﬂ d3va .
B

Prvni ¢len je ¢asovou zménou hustoty hybnosti ¢astic druhu a. Druhy ¢len je prostoro-
vou derivaci toku hybnosti. Tok hybnosti je tenzorem druhého fadu, nebot’ kazda slozka
hybnosti mize téct ve tiech nezavislych smérech. V tomto ¢lenu rozepiseme rychlosti
na chaotickou a uspofadanou c¢ast dle vztahu vy = Ugk TWer a roznasobime. Cleny
umérné prvni mocniné chaotické rychlosti maji nulovou stfedni hodnotu a vypadnou.
Zustanou jen dva Cleny. Prvni souvisi s uspofadanou slozkou rychlosti a nazyvame ho
dynamicky tlak Dy;. Druhy souvisi s chaotickym pohybem a nazyvame ho tenzor tlaku
Pyy. Cela leva strana ma tvar rovnice kontinuity a tedy tvar zakona zachovani /-té slozky
hybnosti. Nenulové ¢leny na pravé strané znamenaji, Ze se hybnost nezachovava. Prvni
¢len popisuje nezachovani zpiisobené pritomnosti poli (elektromagnetické pole predava
hybnost ¢asticim) a druhy nezachovani hybnosti zptisobené srdzkami. Vysledny vztah
tedy je:
0 0

(&) _
g%ﬁa@k =St Lo > (2.34)

kde jednotlivé ¢leny jsou definovany takto:
— _ 3 .
Yol = Nl = ma_[valfa d’vy
T(a)=nmu U, +n,m (w w > =D(a)+P(a)' (2.35)
Ik = "a"a"al"ak aoa \Yal Fok |y Ik Ik > -
Dl(ka) =ngMollgiUek >
- 3¢v -
P[E{a) = Tp My <walwak>v = maj(val —ug ) Vgk —Ugi)fad Vg
Jot =10Qq (E+uy xB), = (pQ,aE+jQ,aXB)1 :

I, EmaIUMZSaﬁ d3va .
B

Cleny jsou vazany na druh &astic o a postupné maji vyznam: hustota hybnosti, tenzor
toku hybnosti, tenzor dynamického tlaku, tenzor tlaku, hustota Lorentzovy sily, ¢asova
zména hustoty hybnosti zplsobena srazkami. ZapiSme nyni zakon zachovani hybnosti
¢astic druhu a invariantné:
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%ya+V-Ta=fa+1"a, (2.36)

kde pro jednotlivé ¢leny nyni mame

— — 3v .
Yo = oMoy = majvafa vy

T, =nampu, u, +n,mg, (wa ®w0[>V =D, +P,;

f)a =nympu, uy ;
(2.37)

Py = ngmy (Wo ®Wo ) =g [(Ve —ug)® (Vg —ug) fo vy ;

fo=pQoE+iQa*B;

Ty =[mgved Sepd’vg .
B

Casto byva zvykem tenzor tlaku souvisejici s chaotickou slozkou rychlosti formalng
rozdélit na dvé Casti tak, aby jedna ¢ast predstavovala skalarni tlak a druhé (tenzorova)
m¢éla nulovou stopu. Tato ¢ast odpovida viskozité a viskdzni tenzor se oznacuje zapor-
nym znaménkem (paisobi proti toku hybnosti):

1 2 )
P = P =V = nama (W) O =neme <§ Kl ‘”’“’”’“"> ;
v
| 1 (2.38)
P, = Pai_va :gnama <w§> i—nama <§w§i—wa ®W0,>
\ 4

v
Pokud chceme plazma chapat jako jednu jedinou tekutinu, secteme vSechny rovnice
(2.36). Vzhledem k tomu, ze funkce ¢, byla sumacnim invariantem, srazky se vyrusi

a ziskame jednoduchy tvar zakona zachovani hybnosti, ktery jiz uvedeme jen v invari-
antnim tvaru

9o 4V =1 ; (2.39)
ot
kde pro jednotlivé ¢leny mame:
Yp = Znama“a >
o
Tp =D+P =) (ngmg uy ®uy) + Y (ngme (W ®W,), ), (2.40)
o o

Index P znamena, ze jde o ¢astice (Particles). Obdobny zakon zachovani také odvodime
pro pole. Hustota Lorentzovy sily na pravé strané je ¢asovou zménou hustoty hybnosti,
kterou pole predava &asticim. Sipky nad vektory jsou v nékterych vyrazech proto, aby
nedoslo k zameéné s tenzory.
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2.2.4 Prvni moment (zachovani hybnosti) - pole

Elektromagnetické pole miizeme chéapat jako soustavu fotont s nulovou klidovou hmot-
nosti a hybnosti
p =mc.

Pro hustotu hybnosti pole potom mame
YEM = Pm €.

Pomoci Einsteinova vztahu mezi hmotou a energii v hustotich pw = ppc2 mame

Yem = pwelc”.

V Ccitateli je soucin hustoty energie a rychlosti §ifeni, tj. tok energie, ktery je dan Poyn-
tingovym vektorem, proto
ExH

YEM =
2

Vyjadfime-li rychlost svétla za pomoci permitivity a permeability (c2 = 1/gu), dosta-
vame vysledny vztah pro hustotu hybnosti pole:

Nasim cilem je nyni sestavit zakon zachovani hybnosti elektromagnetického pole, tedy

najit ¢asovou derivaci vztahu (2.41). Pfi Gipravach vyuzijeme soustavu Maxwellovych
rovnic (2.29) az (2.32):

N :E(DXB) LI L (rotH—jo )XB + Dx(-rotE) = ---
ot ot ot ot

Nasleduji standardni upravy, ve kterych ¢leny s prostorovymi derivacemi pifevedeme do

tvaru divergence. Lze to provést napiiklad za pomoci prepisu vektorovych soucini

pomoci Levi-Civitova tenzoru. Vysledkem elementarnich tprav s vyuzitim Maxwello-

vych rovnic je

%YEM K ——y (242)
kde pro jednotlivé ¢leny mame:
Yem =DXB,
Ten =Tg + Ty .
7, =" eep: rf) = 225, -£D,. (2.43)
TMET'BH—H@;, i =¥§,J—H,Bj,

prQE+jQXB
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Tenzor toku hybnosti pole "I"EM se nazyva Maxwellitv tenzor pnuti. Vidime, Ze hybnost

elektromagnetického pole se nezachovava. Je to dano pfedavanim hybnosti pole ¢asti-
cim. Teprve celkovy soucet hybnosti vSech ¢astic a pole mé tvar zdkona zachovani.
Ziskéame ho sectenim rovnic (2.39) a (2.42):

%(pmu+D><B) + V.{ZTO,JFTE +TM} =0. (2.44)
o

Odvozena rovnice je zakonem zachovani hybnosti pro soustavu ¢astic a elektromagne-
tického pole. Prvni ¢len v Casové derivaci ma vyznam hustoty hybnosti latky pmu, coz je
ale soucasné tok hmoty z rovnice kontinuity. Druhy ¢len DxB je hustotou hybnosti
elektromagnetického pole. V prostorovych derivacich se nachazeji tenzory toku hybnosti
castic, elektrického a magnetického pole.

Zopakujme si na zavér jednotlivé parcialni zékony zachovani hybnosti. Hybnost sa-
motného pole ani ¢astic se nezachovava:

%(DXB) + Vo(Tg +Ty) = —poE-pquxB ,

0 .
—(pmu) + V| X T, | = pgE+pquxB .
ot a

Casovou zménou hustoty hybnosti je u &astic hustota Lorentzovy sily vystupujici na
pravé strané. U elektromagnetického pole je na pravé strané ¢len s opaénym znamén-
kem. Teprve souéet obou rovnic da na pravé strané¢ nulu. V zakonech zachovani hyb-
nosti pro jednotlivé druhy ¢astic (momentové rovnice neseéteme) se na pravych stra-
nach objevi jesté nevykompenzované srazkové cleny:

P} .
E(pm,aua) +VT, = PQE+ PQaug*xB + ZImaVaSaﬂ d3va .
B

Poznamka: Plati-li zikon zachovani hybnosti ve tvaru dy/0t+V-T =0, lze za-

kon zachovani momentu hybnosti psat jako 0.4;/0t+0.4jj/dx; = 0, kde hustota
momentu hybnosti je . #j; = x;y;—x;y; a tok momentu hybnosti je - 4% = x; Tjx —x;Tj.

2.2.5 Druhy moment (zachovani energie) - ¢astice

Volme nyni za ¢, kinetickou energii ¢astice druhu a, tj.
By = MoV 12 =m0 12 .

Prabéh vypoctu je identicky s prvnim momentem. Po dosazeni do momentové rovnice
rozdélime rychlost na uspotadanou a chaotickou ¢ast (Vgx = Ugk TWek) a vSechny Cleny
roznasobime. Stfedni hodnoty ¢lend s prvni mocninou chaotické rychlosti daji nulu
a zbyvajici daji zékon zachovani energie ve tvaru:
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9
ot

2 2
0. u P, u -
[ m,; 0!+ea}+V-[ m,; aua+ea“a+Pa’“a+an = JQa E+y, (2.43)

kde jsme oznadili
w2 w2 myU2 3
e =Pma\ ) da=Pal—Wa ) 'y/azz'[ T Sapd Vg
2 2 B 2

Symbol e, je vnitini energie souvisici s chaotickym pohybem, q, je tepelny tok a 7, je

srazkovy ¢len. V Casové derivaci je hustota kinetické energie Castic druhu « a hustota
vnitini energie ¢astic druhu o. V prostorové derivaci jsou foky energii: tok kinetické
energie, tok vnitini energie, tok tlakové energie a tepelny tok. Na pravé strané (2.45)
jsou cleny zplsobujici nezachovani energie: Joulelv ohfev castic (hustota Jouleova
vykonu) a ¢len souvisici s pfedavanim energie srazkami.

Pokud nam postaci jednotekutinové piibliZzeni, seéteme vSechny rovnice (2.45).
Vzhledem k tomu, ze funkce ¢, byla sumacnim invariantem, srazky se vyrusi a ziskame
jednoduchy tvar zdkona zachovani energie:

3 [ pou? Pt = .
—|—+e|+ V| —u+eu+Pu+q| = joE;
Eh{ 2 ¢ 2 ¢ a lo
e=2ea; q:zq(l'
o o

Ostatni veli¢iny jsou definovany stejn¢ jako u pfedchozich momentt. Energie plazmatu
se nezachovava, plazma je ohiivano elektromagnetickymi poli. Teprve celkovy soucet
energie vSech ¢astic a pole ma tvar skutecného zékona zachovani.

(2.46)

2.2.6 Druhy moment (zachovani energie) - pole

Z klasické elektrodynamiky je dobfe znama hustota energie elektrického pole jako
E-D/2, jde napiiklad o hustotu energie na kondenzatoru. Obdobné hustota energie
v magnetickém poli je H-B/2, jde naptiklad o hustotu energie civky. Z Maxwellovych
rovnic (2.29) az (2.32) vypocteme ¢asovou zménu hustoty energie a upravime do tvaru
zékona zachovani. Opét budeme uvazovat linearni vztahy mezi obéma elektrickymi
vektory a mezi obéma magnetickymi vektory:

J(E-D JB

H-B dD .
E(T—FTJ = E§+H§ = E(rOtH—JQ) + H-(—rotE)z

= E-rotH-H-rotE—jo-E = —div(ExH)~jo E.
Vysledny zakon zachovani energie pro pole ma proto tvar:
) (E D H-B

==+ =2| + V.(ExH) = —j, E. 247
8t2+2j+(x) lo 247)

V casové derivaci je hustota elektrické a hustota magnetické energie. V prostorové
derivaci je tok energie ExH, ktery nazyvame Poyntingtv vektor. Clen na pravé stran€ je
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hustota Jouleova vykonu odvadéna z pole na ohiev castic. Celkovy zakon zachovani
energie ziskdme sectenim casticové Casti (2.46) a polni ¢asti (2.47):

2 2
i[pu +e+ED+HBJ +V~(’Dg u+eu+13-u+q+EXH]= 0. (2.49)

Jr| 2 2 2

V casové derivaci jsou hustoty energii (kinetické, vnitini, elektrické, magnetické);
v prostorové derivaci jsou toky energii (kinetické, vnitini, tlakové, tepelné, elektromag-
netické). Zakon zachovani energie plati jen pro soustavu vSech druhi ¢astic a pole. Od-
délené zakony zachovani maji nenulové pravé strany s hustotou Jouleova vykonu.
Pokud nesec¢teme momentové rovnice a budeme uvazovat zakony zachovani energie
pro kazdy druh castic zvlast, objevi se na pravych stranach srazkové ¢leny. Predpokla-
dejme nyni polytropni chovani plazmatu s ¢asticemi, které maji f'stupniti volnosti, tj.

+2
p=Kn’, yzf : (2.49)
A
Pro tlak soucasné plati stavova rovnice ve tvaru
p =nkgT (2.50)
Pro hustotu vnitini energie potom mame
e=inkBT=L. 2.51)
2 y—1

Pochopitelné by bylo mozné odvozovat dal§i momenty Boltzmannovy rovnice, jejich
jako funkci ¢, pouZijeme obecnou mocninu rychlosti a nepijde o sumacni invariant, ne-
dojde po secteni rovnic pro vSechny druhy ¢astic k vyruseni srazkovych ¢lend.

Kazda momentova rovnice ndm piinese novou veli¢inu, pro kterou musime napsat
dal§i momentovou rovnici. Ziskame tak nekone¢nou posloupnost momenti Boltzman-
novy rovnice. Rozhodneme-li se, Ze ndm dané piiblizeni postaci, odvozovani dalSich
momentt ukon¢ime néjakym empirickym vztahem, v pfipad¢ druhého momentu napfi-
klad Fourierovym zakonem pro tepelny tok.

2.3 Jednoduché transportni jevy
Statisticky pfistup je vyuzivan zejména pii feSeni tii okruhti problémd:

1. Transportni jevy. Jde o vypocet pfenosu hmoty, hybnosti, energie a dalsich
veli¢in na zaklad¢ srazkovych procest v plazmatu.

2. Relaxacni jevy. Jde o navrat naruSeného systému k termodynamické rovnovaze
vlivem srazek, vypocet relaxacnich ¢asti a s nimi spojenych veli¢in.

3. Mikronestability a Landauuv utlum. Ttida jevid, pro které je podstatna rych-
lostni ¢ast rozdéleni a které nemohou byt odvozeny v ramci magnetohydrody-
namiky (teorie kontinua). Jsou-li charakteristické frekvence déji podstatné
vétsi nez frekvence srazek, je mozné vyuzit bezesrazkové piiblizeni (Vlaso-
VOovu rovnici).
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Tretim okruhem problému se budeme zabyvat v kapitole 5.4. V této a nasledujici kapi-
tole se vSak seznamime se zéklady transportnich a relaxacnich jevti. Uvazujme nejprve
relativné jednoduché, ale ucinné BGK pfiblizeni. Oznaceni pochazi z pocatecnich pis-
men jmen autort (Prabhu Lal Bhatnagar, Eugene P. Gross, Max Krook). V tomto pfibli-
zeni predpokladame, ze srazkovy c¢len je imérny odchylce od lokélniho rovnovazného
rozdéleni a srazky maji vratny charakter, tj. navraci plazma z po¢ate¢ni odchylky zpét
do rovnovahy:

So = (g /M) o1 = ~(for = JLE) T=—V(fr = JLE) -

Pokud nebudeme popisovat vice druhii ¢astic nardz, budeme v dal$ich odvozenich index
o vynechavat. BGK rovnice tedy je

UV S+ (59, =l e 2.5)
ot m
3/2 2
_ m _m(v—u(x))
Jue = n(x)(ZﬂkBT(x)] T kT | (253)

Funkce f1 g je lokalni rovnovazné kanonické (Gibbsovo) rozdéleni rychlosti, které nazy-
vame Maxwellovo rozdé&leni. Piedpokladame, Ze se miize ménit misto od mista. Reseni
pro hustotu pravdépodobnosti budeme hledat ve tvaru perturbacni fady

f=fo+refi+e fo+ (2.54)

V nasledujicich vypoctech je fy znamé feseni a v odchylkach od n¢ho se omezime na
¢leny prvniho fadu a poté provedeme limitni ptechod € — 1. Pfedpokladame tedy malé
odchylky od Maxwellova rozdéleni.

2.3.1 Transport naboje (Ohmuv zakon)

Predpokladejme homogenni rovnovazné plazma, pro které je

m 3/2 sz
= =pn| —— exp| — . 2.55
Jo=/IE [anBT] P{ 2kBT} (2.55)

Budeme hledat ustalenou (nezavislou na f) homogenni (nezavislou na x) poruchu f
rozdéleni zpisobenou zapnutim slabého elektrického pole €E =-£V¢ (chapeme ho

jako prvni fad poruchové teorie, v systému vznikl maly spad potencialu ¢). V prvnim
fadu poruchové teorie z (2.52) proto ziistane

QF % _

m ov

-Vf.

Po dosazeni za f;, dopocteme poruchu rozdéleni

32 )
fo= 2BV m exp| -2 | (2.56)
VkBT 2ﬂ'kBT ZkBT
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Maxwellovo rozdéleni soustavy nabitych ¢astic je elektrickym polem v prvnim fadu
perturbacni teorie charakteristicky deformované, /= fy + f1. Na obrazku je hustota prav-
dépodobnosti souboru pro slozku rychlosti ve sméru elektrického pole.

S(vy)

Obr. 30: Porucha Maxwellova rozdéleni.

Urc¢eme nyni tok ndaboje neboli hustotu elektrického proudu tekouciho plazmatem:

jo=0mu=[0ovf Ev=[ov(fy+ /)dv=[ovfidv.

Integral z vfj je nulovy (jde o lichou funkci). Do vztahu dosadime za f] a integrujeme:

) 32 o0 e
E
Jok _,2 1[ m j J‘ J' J‘vkvl exp{ M}dv dv,dus.

VkgT \ 2rckgT 2kgT

—00 —00 —00

Vsechny nediagondlni integraly (ve vxv;) jsou nulové, nebot’ jde vzdy o lichou funkci
nékteré z rychlosti. Diagonalni ¢leny jsou vSechny stejné a tak miizeme vypocitat napii-
klad prvni:

3/2 00 oo oo 2 2 2

. Q Eff m 2 _m(v +v; +13)
= U — <= >~ Idy,dv,dus .
Tk =1 T\ 2mkgT ZL{OLl 2kgT 190255

Dvé z integraci daji Gausstv integral (A.4) a zbyvajici ur¢ime jako dvojnasobek vztahu
(A.2). Vysledek je

: Q’n
jp=0E=-0V¢; o==—. (2.57)

my

Hnaci silou toku néboje je elektrické pole (zaporné vzaty gradient skalarniho potencia-
lu). Koeficient imérnosti o se nazyva diferencialni vodivost. Vztah (2.57) je znam
jako Ohmuv zakon a je pojmenovan podle némeckého fyzika George Simona Ohma
(1789-1854). Stejny vztah mlzeme ziskat i z jednoduché Drudeho teorie elementarni
vodivosti, kterou navrhl v roce 1900 Paul Drude (1863—1906). Predstavme si, Ze na
nabitou ¢astici v prostfedi pasobi sila zplisobend elektrickym polem a sila ,,tfeni* zpa-
sobend srazkami, kterd je imérna ztraté hybnosti Castice a koeficientem Gmeérnosti je
srazkova frekvence v = 1/7 (7 je stfedni doba mezi srazkami):
du

m——QE———QE vmu .
dr T

V ustaleném stavu ma Castice rychlost u = QE/mv a tok néboje (proudova hustota) bude
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2
J'QZQ”UZ—Q “E,
my

coz je stejny vysledek jako (2.57). Poznamenejme, ze v pfipad€ anizotropniho prostiedi
je vodivost tenzorem a Ohmilv zakon ma tvar
o

Jo.k =kl =0 == (2.58)
1

2.3.2 Transport c¢astic (Fickiv zakon)

Opét budeme piedpokladat rovnovazné, ptivodné homogenni plazma. Jako poruchu
zaved'me nyni do plazmatu maly spad jeho koncentrace, ktery bude hnaci silou pfesunu
castic. Lokalni rovnovazné Maxwellovo rozdéleni bude tyto zmény sledovat:

3/2 5
fig =n(x) m exp| — mv .
LE 27k T 2T

Na plazma nebudou plisobit zadna silova pole. V okoli libovolného mista plazmatu
bude koncentrace spliiovat

n(x)=n(x0)+€a—n (x; —xo;) = Vn ~ ¢

X0

a prostorovou derivaci (V) proto musime chapat jako operaci prvniho fadu poruchové
teorie (Vfi g je prvniho fadu, Vf; druhého fadu, Vf, tietiho fadu atd.). Je to tim, ze
v Maxwellovée rozdé€leni se prostorova zavislost normaln¢ nevyskytuje. V BGK rovnici
zlstane po dosazeni f = fig + f] +-: v prvnim fadu poruchové teorie:

vV)fig=-v/fi.

Poruchu f; tedy ziskdme ihned ve tvaru

3/2 )
flz_(v.Vn)( m j exp{—mv 1 (2.59)
v 2wkgT 2kgT

Tok c¢astic ziskdme obdobné jako v minulém ptipadé:

iy =mu=[v(fig + H)dv=[vfidv.
Integrace se provede stejnym zpusobem jako v piipadé transportu naboje. Jednotlivé
¢asti integralu budou nenulové jen v diagonalnich c¢lenech viv;, k jejichZ integraci

vyuzijeme vztah (A.2):

jy =—-DVn; == (2.60)
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Hnaci silou toku ¢astic je zaporn¢ vzaty gradient koncentrace. Koeficient umérnosti se
nazyva koeficient difiize. Vztah (2.60) je znam jako Fickliv zakon difuze a je pojmeno-
van podle némeckého fyziologa Adolfa Eugena Ficka (1821-1901).

Poznamka 1: Dosadime-li do rovnice kontinuity vztah pro tok ¢astic, dostaneme
rovnici diftize
on/ot+divjy =0,
i = 2 pvi 2.61)

Z matematického hlediska jde o parcialni diferencialni rovnici parabolického typu.
Fyzikaln¢ jde o prototyp rovnice popisujici diftizi néjaké veli¢iny do okoli. Ob-
dobnou rovnici splituje naptiklad teplota [2] nebo magnetické pole, jak uvidime
pozdéji.

Poznamka 2: Z rozmérové analyzy lze koeficient difuze chapat jako soucin kva-
dratu stfedni volné drahy a frekvence srazek:

D~ A%y (2.62)

2.3.3 Ambipolarni difuze

Elektrony v plazmatu maji vyrazné mensi hmotnost a tak na jakékoli silové podnéty
reaguji rychleji a maji tendenci plazma opustit. Tim ovSem vznika elektrické pole, které
pusobi na ionty. Toto pole pfibrzdi elektrony a urychli ionty takovym zplsobem, aby
obé¢ slozky zachovavaly pfi diftizi kvazineutralitu, tj. celkovy naboj v jakémkoli makro-
skopickém objemu byl nulovy. Takovou vazanou difuzi elektronl a iontl nazyvame
ambipolarni difiize.

Velice diilezitou veli¢inou pti ambipolarni difuzi je mobilita neboli pohyblivost Cas-
tic. Jde o koeficient umérnosti mezi primérnou rychlosti jejich pohybu a elektrickym
polem, tedy

u, = t1,E (2.63)

° o
+ + +
@0 O
E
- — +
Obr. 31: Ambipolarni difuze

V této kapitole se zabyvame jak tekutinou elektronti, tak tekutinou iontl a proto musime
psat indexy a urcujici piislusnost k danému druhu ¢astic. Je zfejmé, Ze pomoci mobility
mizeme zapsat tok ndboje (proudovou hustotu) i tok Castic zplisobeny pouze elektric-
kym polem:
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jo.0 = Qalee = Qoo tlgE » (2.64)
N = nglg = ngligE . (2.65)
Vyraz pro mobilitu snadno uréime ze vztahu pro proudovou hustotu (2.57):

Ou

MoV

Mo = (2.66)

Mobilita elektroni je zaporna, elektrony se pohybuji proti sméru elektrického pole.
Pohyb elektronti a iontl pti ambipolarni difuzi bude ve skutecnosti zpisobeny jak elek-
trickym polem, tak gradientem koncentrace castic (difuzi):

jN,e =netteE —DVn, ,

. (2.67)
ivi=nitiE-DiVn;.

Pozadavek kvazineutrality a shodné rychlosti obou slozek plazmatu lze pro Z-nasobnou
ionizaci vyjadfit takto:

Po dosazeni koncentraci a tokti do (2.67) ziskame
J=nuE-D)Vn,
J/Z =ny;E/Z -D;Vn/Z .
Z obou rovnic vylou¢ime elektrické pole a ziskame finalni vztah pro ambipolarni difuzi:

D;—u;D
J=-D,Vn; DazM. (2.68)
He — H;

Ve vztahu (2.68) plati |ue| > |ui|, a proto mizeme psat

D, = D; —ﬂDe . (2.69)
He
Za pomoci mobility (2.66) 1ze zapsat vztah pro koeficient difuze (2.60) takto:
T, T,
D, = "l _ akB 2 (2.70)
Mo Vo O

Uvedeny vztah se nazyva Einsteinliv vztah a pfesouva srazkovou frekvenci ve vyrazu
pro koeficient difize do mobility dané Castice. Budeme-li pfedpokladat stejnou teplotu
obou slozek, mizeme z Einsteinova vztahu (2.70) odvodit Dg = —(Zue/ui)Di a vztah
(2.69) pro ambipolarni difuzi ziska tvar

D, ~(1+Z)D;. .71

v

Vyslednou ambipolarni difzi uréuji podle ocekavani hmotnéjsi ionty.
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2.3.4 Diftize v magnetickém poli

Predpokladejme, Ze v plazmatu je maly gradient koncentrace a homogenni magnetické
pole By = (0,0,Bp). Pripustime gradient koncentrace jak ve sméru pole (v ose z), tak ve
sméru kolmém na pole (zvolime osu x), abychom mohli prozkoumat difzi ¢astic podél
pole a kolmo na né¢j, tedy n = n(x, z). Magnetické pole vnasi do plazmatu anizotropii,
a proto budeme predpokladat, ze chaotické slozky rychlosti, resp. teploty ¢astic mohou
byt rizné ve sméru magnetického pole a ve sméru na n¢j kolmém. Za lokalni rovno-
vazné rozdéleni proto pfipustime tvar

1/2 2 2 2
m(vy; +v
fip =n(x,z)| —2 m exp| — W tvy) mv; | 2.72)
27Z'kBTJ_ 27[an| 2kBTJ_ 2kBT|'|

V BGK rovnici v prvnim fadu poruchové teorie zistanou ¢leny (prostorové derivace se
opét chovaji jako prvni fad poruchové teorie)

(V.afLEj_'_[QVXBo 'aﬁj=—‘/f1§

ox m ov

Lokalni rovnovazné rozdeleni obsahuje poruchu v soufadnicich, a proto vystupuje jako
prvni poruchovy c¢len v prostorovych derivacich. Neobsahuje ovSem poruchu v rych-
lostech, a proto je v rychlostnim ¢lenu jako linearni porucha az ¢len f7. Tok ¢astic zjis-
time tak, ze posledni rovnici pfenasobime rychlosti a vystfedujeme pies rychlosti:

9 xBy 9
J‘V V.E d3V +J.V ui d3V=—VJ.Vfi d3V,
ox m ov
Integral na pravé strané¢ ma pfimo vyznam toku Castic. Prvni integral nalevo je mozné
snadno dopocist pfimo. Druhy integral napiSeme ve slozkach a upravime per partes.
Vysledkem je

kgT| on OB . .
- 5~ _jN,y=_V]N,x$

m ox m
0B, . .
— JN,x =_VJN,y >
m
kgTjon _ .
— 5 =7VIN:-
m oz

Veli¢ina OB,/m je tzv. gyratni (cyklotronni, Larmorova) frekvence, se kterou ¢éstice
krouzi kolem indukénich ¢ar. Z prvnich dvou rovnic dopocteme oba hledané toky:

. . on . . on . @, .
Ini T =7Pia0 M=y =T Iy =T N

ZX

(2.73)

D, = kBTJ_|: 1 1 _ ksl . OB,
= ; -—.
m

3 [=— ), =
my | 1+(@,/v) my
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|70
Obr. 32: Difuze v magnetickém poli.

Vysledek je mimotadné zajimavy. Ve sméru magnetickych induk¢nich Car je koeficient
difuze stejny, jako by pole neexistovalo. Difize neni magnetickym polem v tomto
difuze je modifikovan faktorem v hranaté zavorce. To je divodem existence dvou typl
slune¢niho vétru — pomalého a rychlého: v oblasti rovniku ¢astice opoustéji Slunce
napfi¢ indukénim caram a rychlost slunecniho vétru je 300+500 km/s. V polarnich
smérech se ¢astice pohybuji podél indukénich car a jejich rychlost je 700+900 km/s.

V limité extrémné slabych poli piechazi vztah pro koeficient pficné difuze v nor-
malni difuzni koeficient. Naopak, v pfipadé extrémné silnych magnetickych poli mu-
zeme jednotku ve jmenovateli zanedbat a vztah pro koeficient pri¢né difuze bude
sz];;mzv=Rsz%; w,>V. (2.74)
0" By By
Céstice je v silném poli vazana na Larmorovu orbitu a ulohu stfedni volné drahy A ve
vztahu (2.62) piejima LarmorGv polomér Ry = mvur/QB, gyracniho pohybu pro stfedni
tepelnou rychlost vy = (kgT1/m)"?. To je piirozené, nebot’ v plazmatu je stfedni volna

drédha definovana jako vzdalenost, na které se Castice od ptivodniho sméru odchyli
0 90°, coz je v extrémné silném magnetickém poli pravé na Larmorove poloméru.

D,

Gyromagneticka (Bohmova) difuze

Dal$im novym jevem je difuze ¢astic ve sméru kolmém jak na gradient koncentrace
(hnaci silu), tak na pole samotné, tj. nenulovy tok &astic jy , ve vztahu (2.73). Jde
o0 obdobny jev, jako jsou drifty. Vysledny tok ma tvar

. a)CkBTJ_ 1 ai’l
Fav = o 2.75)
Ny a2 {H (@,/v)* |9x

Pro silna magnetickd pole mizeme zanedbat jedni¢ku ve jmenovateli a po dosazeni za
cyklotronni frekvenci z (2.73) mame

_kgTyion 1

. 2.76
IN,y QB() o Bo ( )
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PovSimnéme si n¢kolika zajimavosti:

1. Tok castic je kolmy na magnetické pole a na gradient koncentrace, miii ve stej-
ném sméru (viz obrazek) jako drift zpiisobeny ,,silou” —Vn.

2. Narozdil od vztahu (2.74) je vysledny tok nepfimo umérny jen prvni mocniné
magnetického pole, pro silnd magneticka pole bude tedy tento tok dominovat.

3. Vysledny vztah (2.76) nezavisi na srazkové frekvenci, tok ¢astic neni dusled-
kem srazek a nejde o difuzi v pravém slova smyslu.

Co tedy zpisobuje nenulovy tok? Pti nulovém gradientu koncentrace se gyrac¢ni pohyby
castic pfesn¢ vyrusi. Pii nenulové koncentraci (viz obrazek) se pohyb castic v kladném
a zaporném sméru osy y nevyrusi a vznikne tak nenulovy tok ¢astic ve sméru osy y,

ktery ale nesouvisi se srazkami. Tomuto jevu fikdme gyromagneticka difiize a pro silna
pole je pro ni charakteristické, ze tok Castic je umérny 1/B,.

1000 1o
sle’s, ]
o OOO. |0

0
By By *

>

"y

Obr. 33: Gyromagneticka (Bohmova) diftze.

Neoklasicka a anomalni difize
Pokud je pole prostorové nehomogenni, jako napiiklad v tokamaku, dochazi k dalsim

driftim, z nichZ nejvyznamnéjsi je grad B drift zptisobeny zménou velikosti pole nebo
drift zakfiveni zplsobeny zménou sméru indukénich Car (viz kapitola 1.3.5). Posunuti
gyraéniho stfedu za jednu otoc¢ku byva typicky vétsi, nez je Larmortiv polomér a stiedni
volna dradha se proto vyrazné zvétSuje. V ivahu je mozné vzit i tzv. bananové orbity.
Prvni moznosti, jak zahrnout tyto jevy, je pfimy vypocet analogicky predchozimu
odvozeni. Druhou moznosti je pouhy odhad stiedni volné drahy v pfitomnosti daného
driftu a nasledné vyuziti vztahu (2.62). Obéma zptsoby tak mlzeme ziskat vztah pro
tzv. neoklasickou difiizi, ktera uvazuje gradient ¢i zakfiveni pole. Zakfiveni indukénich
car zn€kolikanasobi diftizi kolmo na magnetické pole. V toroidalnich zafizenich je
skute¢né méfena difuze jesSte 10x az 100x vyssi nez neoklasickd. Hovofime o tzv.
anomalni difuzi, pti které do transportu nabitych c¢astic zasahuji jesté turbulentni
procesy v plazmatu. Anomalni diftize je Casto pfedmétem numerickych simulaci na
vykonnych pocitacich a detaily vSech procesti vedoucich k anomalni diftzi nejsou
dodnes prozkoumany.
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2.3.5 Transport tepla (Fouriertiv zakon)

Predpokladejme opét ptivodné homogenni rovnovazné plazma a jako poruchu zaved'me
nyni do plazmatu maly spad jeho teploty, ktery bude hnaci silou tepelného toku. Lokalni
rovnovazné Maxwellovo rozdéleni bude tyto zmény teploty sledovat:

3/2 -
Jug =n(x )(2 7T (x )] eXp{_szT(x)}

V rozdéleni jsme zavedli i prostorovou zavislost koncentrace ¢astic, nebot’ ta je prova-
zéna s prostorovym pribéhem teploty. Pokud budeme pocitat tepelny pfenos za kon-
stantniho tlaku p =nkgT , budeme po derivovani mit

TVn+nVT =0. (2.77)

Obdobné jsou obé veli¢iny provazany i u polytropniho plazmatu (p = Kn’). Lokalni
rovnovazné rozdéleni budeme povazovat obdobné jako u toku ¢astic za nulté feSeni.
Prostorovy gradient se opét chova jako operace prvniho fadu poruchové teorie. Po dosa-
zeni f = f g + fi +-- do BGK rovnice (2.52) dostaneme:

32 2
n(x )[MkBT(x)] eXp{_ ZkBT(x)} =vh

Po provedeni derivace soucinu vsech tfi funkcei s vyuzitim (2.77) ziskame

3/2 2
fi= (V V7)1 5 m exp| - mv~ | 2.78)
v 2kBT 2 |\ 27kgT 2T

Nyni jiz zbyva ,,jen urcit tepelny tok

q= mn%<w2 W> =%J.m(V—ll)2(V—ll)f1 &y = %J-mvzvfl dv

Do vyrazu dosadime za f; ze vztahu (2.78) a integrujeme pfes rychlosti jako v minulych
pripadech. Integrace je piimocard, i kdyz zdlouhava. Nejvys$si mocnina rychlosti je
Sesta. K integraci je vhodné vyuzit néktery standardni program (MATHEMATICA,
MATLAB) nebo pouzit vztahy z dodatku A. Vysledek je
SnkgT
q=-xVT; x=20BT (2.79)
2mvy
Hnaci silou tepelného toku je zdporné vzaty gradient teploty. Koeficient imérnosti se
nazyva tepelna vodivost. Vztah (2.79) je znam jako Fourieriiv zékon. Je pojmenovan
podle francouzského fyzika a matematika Jeana Baptista Josepha Fouriera (1768—1830).
Ve stredoskolskych ucebnicich je zmifiovana jednodussi varianta Fourierova zakona pro
homogenni ty¢ prifezu AS a délky / popisujici tok tepla ty¢i nebo deskou za dobu Af:
AQ hL-4 AS

=K = A xk—- (T, -1 ) At.
AS - At ! 0= 1(2 i)
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2.3.7 Produkce entropie, Onsagerovy relace

V minulych kapitolach jsme se zabyvali jevy, které navraci systém do termodynamické
rovnovahy. Maly gradient elektrického potencialu, koncentrace ¢i teploty zptisobil mak-
roskopické toky

jQ:_O-V¢9
jN:—DVn,
q=-xVT,

které postupné slabnou, aZz v termodynamické rovnovaze zaniknou. Systém opét do-
sahne Maxwellova rozd€leni. Zaporné vzaté gradienty makroskopickych veli¢in jsou
jakymisi hnacimi silami transportnich jevi a nazyvame je termodynamickymi silami Xj.
Jedna termodynamicka sila zpravidla vytvoii n€kolik typti makroskopickych toki a na-
opak jeden druh makroskopického toku je Casto zptisoben nékolika termodynamickymi
silami. Gradient koncentrace i gradient teploty mohou zpisobit tok castic, naboje
i tepla. Napfiiklad tok naboje zptisobeny gradientem teploty nazyvame termoelektrickym
jevem, tok Castic zplsobeny gradientem teploty termodifiizi. Obecné mize byt kazdy tok
linearni kombinaci vSech termodynamickych sil (pfedpokladame, Ze nejsme daleko od
termodynamické rovnovahy a linedrni vztah je proto dobrou aproximaci):

Proces navratu systému k termodynamické rovnovaze je nevratny, a proto je pii ném
vytvafena entropie (ta pfi nevratnych procesech musi rist). Tento fakt ma mimotadnou
dilezitost a podrobné se jim zabyval norsko-americky chemik a teoreticky fyzik Lars
Onsager (1903—-1976). Zkusme naptiklad zjistit produkci entropie dS=dQ/T zpisobe-
nou tokem elektrického néboje (proudovou hustotou). Hustota Jouleova tepelného vy-
konu piedavana nabitym casticim je j-E. Prave tento Clen se objevil s riznym znamén-
kem na pravych stranach zakont zachovani energie pro ¢astice a pole. Produkce entro-
pie v tomto jednoduchém ptipad¢ je

. s, _V

a5 _1d9 - £=lj.E N d—S=JEdV=IMdV
dt T dt d T dr T T

Symbolem s jsme oznadili hustotu entropie. V obecném ptipadé je produkce entropie pfi

konkrétnim procesu umérna objemovému integralu z toku a prislusné termodynamické
sily. Pro vice procesti bude umérna souctu takovych ¢lenti:

%~J]k)(k v > 0. (2.81)

Spojenim vztaht (2.80) a (2.81) ziskame obecny tvar zakona pro produkci entropie:

ds

E:JLl-kXiXk av > 0. (2.82)
Vidime, ze produkce entropie je pozitivné definitni kvadratickou formou termodyna-
mickych sil. Koeficienty imérnosti L;; nazyvame kinetické koeficienty. Lars Onsager

ukézal na zéklad¢ statistického vypoctu, ze plati tzv. relace reciprocity
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V odvozeni relaci je tfeba vyuzit mikroskopické reverzibility, tj. invariantnosti pohybo-
vych rovnic vzhledem k ¢asové inverzi. Relace reciprocity jsou velmi dilezité vztahy
mezi kinetickymi koeficienty, které nelze odvodit v ramci fenomenologické termody-
namiky. Proto se n¢kdy nazyvaji ctvrtou vétou termodynamickou a termodynamika je
chape jako nezavisly princip. Za objev relaci reciprocity byla Larsu Onsagerovi udélena
Nobelova cena za chemii pro rok 1968. Sylvestrovo kritérium aplikované na pozitivné
definitni formu (2.82) dava

Ly Ly

Li1>0;
Ly Ly

>0; - (2.84)

Z Onsagerovych relaci reciprocity ihned plyne symetrie tenzoru elektrické vodivosti,
nebot’

dS _ kB 5, _ (OuEkEr 5, _
E_I - v =] - AV =[ Ly ExEy dV = [ Ly X, X, 4V

Obdobné musi byt v anizotropnim prostiedi symetricky tenzor tepelné vodivosti.
Uved'me na zavér obecny tvar rovnice difize. Vyjdéme z rovnice kontinuity

—=+V.j, =0.
o Ji
Predpokladejme, ze
i =cuXp=—cuVyrs  pr=any;.

Potom ma obecna rovnice difuze tvar

d
akl%ZV'Clel//l . (285)

2.4 Coulombova interakce

2.4.1 Debyeova stinici vzdalenost

Predpokladejme plazma slozené z n€kolika riznych druht castic. Pokud budeme sledo-
vat prub¢eh potencialu v okoli vybraného bodového zdroje (at’ jiz konkrétni ¢astice nebo
néjaké poruchy), bude ovlivnén ostatnimi nabitymi ¢asticemi. Pokud neni plazma da-
leko od termodynamické rovnovahy, piesunou se k vybranému zdroji ¢astice opacné
polarity a budou ho stinit. Vysledkem je exponencidlni ubytek pole naseho zdroje
s charakteristickou vzdalenosti Ap, ve které potencial i pole poklesne na 1/e hodnoty
dané¢ Coulombovym zakonem. Tato vzdalenost se nazyva Debyeova stinici vzdalenost
a je pojmenovana podle holandského fyzika a chemika Petera Debyeho (1884—-1966).
Elektricky potencial ¢(r) v okoli zdroje urCime kombinaci Maxwellovy rovnice
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div D = py s definici potencialu E = —V¢, coz vede na Poissonovu rovnici pro elektricky
potencial

VZp=-%. (2.86)

€o
Pravou stranu ur¢ime z definice hustoty naboje, do které za koncentraci dosadime rov-
novazné Maxwellovo rozdéleni a vzhledem k tomu, Zze pfedpokladame plazma blizké
rovnovaznému, provedeme rozvoj exponencialy do prvniho fadu:

Po _ 1 O, 9(X)
o %Qana(x) = ZQanao exp[ ol }

€o
~ _(ZQO{”“OJ _ [Z Qanao \]¢( )
€0 o o OkB

Prvni ¢len je nulovy diky kvazineutralité¢ plazmatu, kterou pfedpokladame piimo v defi-
nici plazmatu. Druhy ¢len je imérny hledanému potencialu, a Poissonova rovnice (2.86)
ma proto tvar

V2¢=a¢; o= ZQa”aO.

2 okpTy

Rovnici budeme fesit ve sférickych soutadnicich se sttedem v ndmi vybraném zdroji:

2 2
L ol=ar = Weay:  pmzren =
r dr
w(r)=C e\/ar+C2 eﬂ/ar = ¢(r)=&e\/ar+geﬂ/ar )
r r

Vzhledem k tomu, Ze potencial bodového zdroje nemiize divergovat v nekone¢né vzda-
lenosti, je C1; = 0. Konstantu C; uréime tak, aby potencil v limité¢ malé vzdalenosti od
zdroje presel v klasicky Coulombiv potencial zdroje s nabojem Qy:

(2.87)

Ve specialnim piipadé Z nasobné ionizovaného plazmatu slozeného jen z elektronti
a iontd stejné teploty je

Q. =-e, Qi=Ze, nyg=nelZ, T,=T=T

a pro Debyeovu vzdalenost mame jednoduchy a ¢asto pouzivany vztah

Jp = %Tz . (2.88)
(1+Z)ngpe
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Dulezitym parametrem je také pocet elektronit v Debyeovée sféte, coz je oblast, ve které
Castice ,,vnima“ své sousedy jako bodové Castice. Nad touto hranici je potencial odsti-
nény a Castice pocit'uji jen spojité kontinuum:

4
Np =§7r/113) Neg - (2.89)

Pokud je Np>> 1, je celkova primérna sila od jednotlivych ¢astic nulova a hovotime
o idealnim plazmatu. K jeho popisu je vhodna stavova rovnice idedlniho plynu. Takové
plazma ma bud’ vysokou teplotu (a tim vodivost) nebo nizkou koncentraci.

2.4.2 Coulombiiv rozptyl (Rutherfordova formule)

Predpokladejme, Ze svazek nabitych ¢astic nalétava na nepohyblivy terc. Vybereme si
jednu ¢&astici ze svazku (na obrazku je Seda) a jednu z tere. V téZistové soustavé
mizeme interakci s ¢astici terée fesit jako pohyb v centralnim poli, pokud za kinetickou
energii Gastice budeme brat 7= ug”/2, kde u = mamp/(mgt+myp) je tzv. redukovana hmot-
nost ¢astice a g je velikost relativni rychlosti obou ¢éstic (viz kapitola 2.1.2). Plyne to

Vovoe v v

okamzité z rozkladu (2.13), ve kterém je té€zist'ova rychlost v té€Zistové soustavé nulova.

y hl

X

Obr. 34: Coulombv rozptyl. Pismenem T je oznaceno tézisté.
Polarni uhel odecitdme od nejkratsiho pravodice.

Velikost relativni rychlosti g se pfi srazce zachovava. Budeme se zabyvat vyslednym
stavem po rozptylu a ur¢ime vztah mezi tthlem rozptylu y, zdmérnym parametrem b
(neboli impaktnim parametrem) a relativni rychlosti g nalétavajici castice vzhledem
k ¢astici terce. Jako posledni krok vypoéteme ucinny prufez pro Coulombovu interakci.
Cely problém budeme chapat jako rovinny, Lagrangeovu funkci pro nalétavajici ¢astici
zapiSeme ve tvaru

=l,ug2 9298 _ lﬂr.z +%#r2¢2_QaQﬂ

2 dmegr 2 dregr

Vzhledem k tomu, ze Lagrangova funkce nezavisi na polarnim uhlu ¢, zachovava se
moment hybnosti p,. Lagrangeova funkce dale nezavisi explicitné na Case, a proto se
bude zachovavat celkova energie systému. Namisto feSeni pohybovych rovnic miizeme
vyuzit tyto zdkony zachovani (o je tthel mezi vzdjemnou rychlosti a radiusvektorem):



92 Statisticky popis plazmatu

Py = g—; = ,ur2(/'1 =const = urg, = Urgsin oy o) = Ursino g = ubg ,
L2, 2 %0 1 009p 1 5
E=— + +— 24— +———=const =— .
2#@; 8p) pr =SHT ﬂr¢ pr- SHe

Integracni konstanty jsme ur¢ili pro t — —oo (r — o), b je ramenem momentu hybnosti.
Z prvni rovnice nalezneme ¢asovou zménu thlu a z druhé ¢asovou zménu radidlni
vzdalenosti (za ¢asovou zménu thlu dosadime z prvni rovnice):

dp_bg Ao Qs bg
dr r2 ’ dt 277,'80/17" rz .

Vzhledem k tomu, Ze nam postaci zjistit stav v limit¢ ¢ — eo , nemusime pocitat casovy
prabéh trajektorie. Vydélenim obou rovnic se zbavime parametrizace a po separaci
proménnych mame

b
2
j L drzjd¢,
9205 b ¥
Zﬂe‘oﬂbgz roop?
Zavedeme substituci
b (Y
£=2+&; =2t
r Amggubg’

a po elementarnich upravach ziskame

_I—zl 5 dé=p-@y; a251+§g.
Ja? -

Integrace je nyni pfimocara a vede na
arccos(gjz(p—(oo = f=acos(p-@y) = %Jr.fo =\1+&3 cos(p—p).

Uhel budeme odegitat od nejkratsiho privodice, jak je to b&Zné v laboratorni soustavé
(viz obrazek 34). Pak musi mit vzdalenost » extrém pro ¢ = 0. Posledni vztah proto
budeme diferencovat, nasledné uréime dr/dp a pro ¢ =0 zapiSeme nutnou podminku
extremalnosti, tj. dr/dp = 0. Z této podminky plyne, Ze integracni konstanta ¢g musi byt

nulova, gg = 0. Dosti dlouho po rozptylu (r — ) plati proto vztah

1
é’0=\ll+é‘gcos(p°o = cosQ, =———.

J1+(17 )2

Porovname-li vyraz se vztahem (A.86) mezi funkcemi cosinus a tangens, zjistime, Ze

1
thoo =§—.
0
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Ziskany uhel ¢., souvisi s thlem rozptylu y vztahem (viz obrazek 34) y + 2¢p.. = m, proto

Amegub g*
cotgl = oko8
2 QaQﬁ
X b
b(x)=b coth ; xb)=2 arccotgb— , (2.90)
0
kde jsme oznacili
0n0 Mym
bOEa—ﬂz; gE|Va_Vﬁ|; qua—ﬁ
47Z'EOIU g my + mﬁ

Vyznam parametru b je zfejmy. Jde o zamérny parametr, pfi kterém bude thel rozptylu
90°, tedy o spodni hranici srazek branych v ivahu v Landauové rovnici (viz kapitola
2.1.1). Parametr by se nazyva kriticky zamérny parametr. Nyni zbyva urcit diferencialni
ucinny prufez Coulombovy interakce. Uvazujme Cast nalétavajiciho svazku ve tvaru
prstencového mezikruzi se zdmérnym parametrem z intervalu (b, b +db), ktera se
rozptyli do uhlu (y, ¥ +dy). Pro G¢inny prifez mame:

X
COS —
%‘d,zt;rbg 2 4y, 2.91)
dy

S~ —

do =27zbdb =27b

Absolutni hodnota je ve vyrazu proto, Ze s rostouci zamérnou vzdalenosti thel rozptylu
klesa a derivace ve vztahu je zaporna. Formuli pro diferencialni G¢inny prifez mizeme
zapsat také pomoci elementu prostorového thlu (viz obrazek 35)

dS 27Rsiny Rdy

d.QE—z_—2=27rsin;(d;( =
R R
de de
dy= - = .
2zsiny 4rsinZ cos%
2 2
/
Rdy / /4

N
S

Ry

\
Rsiny

Obr. 35: K odvozeni diferencialniho tc¢inného prarezu.
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Vysledna formule pro diferencilni G¢inny prurez proto bude

b
do= de
4sin* £
2 (2.92)
0n0 Mo M
bozw_ﬂz; gE|Va_Vﬂ|§ u=—20"_
drmegu g My +mpg

Jde o slavnou Rutherfordovu formuli, kterou odvodil skotsky fyzik a chemik Ernest
Rutherford (1871-1937) pti zkoumani rozptylu alfa ¢astic na atomarnich jadrech v ten-
ké zlaté folii. Pti téchto experimentech bylo objeveno atomové jadro. PovSimnéte si, Ze
vysledna formule nezalezi na znaménku naboje srazejicich se Castic, je shodna pro pii-

vvvvvv

vala pomoci funkce cosecans:

do= lbg cosect £ d02.
4 2

2.4.3 Fokkerova-Planckova rovnice

Naleznéme nyni srazkovy ¢len pro Coulombovu interakei v limité slabych, ale mnoho-
nasobné¢ opakovanych srazek. Pokud to nebude nezbytné nutné, budeme vynechavat
index pfislusnosti k ¢asticim druhu a. Pfi odvozeni vyuzijeme nasledujici predpoklady:

1. Kazda castice v plazmatu prodéla za maly, ale kone¢ny casovy interval Af
velmi mnoho srazek, pfi nichz se smér jeji rychlosti méni pomalu, tj. celkova
zména rychlosti Av =v’—v za sledovany maly ¢asovy interval Af bude mala.

2. Srazky jsou pruzné, tj. energie se nemeni pii sraZce na jiné formy energie.

3. Pole u sledované ¢astice je superpozici poli ¢astic v Debyeove sféte. Tyto ¢as-
tice vnima sledovana ¢astice jako bodové. Interakei pro castice za hranici De-
byeovy sféry neuvazujeme.

4. Neuvazujeme srazky, pii kterych je thel rozptylu pfili§ veliky. Takové srazky
jsou v plazmatu malo pravdépodobné a velka zména vektoru relativni rychlosti
by byla v rozporu s prvnim pfedpokladem. V Landauové ptibliZzeni se uvazuji
naptiklad jen srazky s thlem rozptylu mens$im nez 90° (z&mérnym parametrem
b v&tsim nez by).

5. Srazky tvoii markovsky fetézec, tj. proces srazeni si nepamatuje historii,
aproto pravdépodobnost Av, Av) d3(Av), Ze Castice za ¢as Atr zméni svou
rychlost z hodnoty v na hodnotu v+Av, nezavisi na Case. Jde samoziejmé jen
o jisté pfiblizeni realité, které vypocetné situaci znacné zjednodusi.

Za téchto predpokladl najdeme srazkovy ¢len na pravé stran¢ Boltzmannovy rovnice, tj.
zménu hustoty pravdépodobnosti danou srazkovymi procesy:

S:(alj _ S6x V) f-ALx V) (2.93)
ot Jool At

Standardné u markovskych fetézcl miZzeme pro pravdépodobnosti psat
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we =D WiF
/
kde wy je pravdépodobnost konfigurace k a P, je pravdépodobnost pfechodu z konfi-

gurace / do konfigurace k. Obdobn¢ v nasSem piipadé zapiSeme vyslednou hustotu prav-
dépodobnosti v ¢ase ¢ jako superpozici v§ech moznych piechodl z ¢asu t—At:

f(t,x,v)= J.f(t —At,X,v—AV)P(v—Av,Av) a? (Av). (2.94)

Funkci #(v,Av) piechodu ze stavu v do stavu v+Av nalezneme pro Coulombovu in-
terakci v pristi kapitole. Jeji zakladni vlastnosti je normovaci podminka vyjadiujici, Ze
vzdy k né&jakému ptrechodu dojde, t;.

[#7(v. a0 (Av)=1. (2.95)

Integrand vyrazu (2.94) nyni rozvineme do druhého fadu Taylorovy fady v argumentu v
(k tomu je podstatny prvni pfedpoklad zajistujici, Ze za sledovany Usek At bude zména
rychlosti mald):

2
f(t,x,v)= I f(t=ALx, v)P(v,Av) - Ay, a(ff) Av;Avy, J (f/)) d3(AV).
l 2 Bvla Uy

Integrace prvniho ¢lenu je trividlni, f vytkneme pifed integral a vyuzijeme normovani
(2.95). Ze zbylych ¢lent vytkneme vse, co se integrace netyka:
2

J f j Av,Av, 2 43 (A).
U[al)k

F,x,v) = f(t—ALx, v)—i fjAu, > d3(Av)+l
avl 2

Poté prevedeme prvni Clen na levou stranu rovnosti. Oba integraly na pravé strané
reprezentuji stfedni hodnoty zmény rychlosti:

2

f@t,x,v)— f(t—At,x,v)= —ai(f<AUl>)+l

Uy 2 8vlavk

(f{AvAu ).

nosti v éase jako f(t—At,x,v)= f(t,x,v)—At of (¢,X,v)/dt *---. Vzhledem k tomu,
ze jsme pozadovali, aby Az bylo malé, posta¢i nam v linearnim pfibliZzeni se omezit jen
na prvni ¢len f(¢,x,v). Divodem je to, ze pii markovskych procesech jsou obé stfedni
hodnoty linearn€ zavislé na casovém useku Az. Je to dano tim, ze jak stfedni odchylka,
tak stfedni kvadratickd odchylka pro ndhodné procesy roste linearn€ s ¢asem. Pokud
tedy na pravé strané posledni rovnosti ponechame oba dva ¢leny a fuvazujeme v Case f,
ponechali jsme napravo vSechny ¢leny linearni v ¢asovém tseku Az. Po trividlni uprave
mame srazkovy ¢len ve Fokkerové-Planckové piiblizeni (pravou stranu Fokkerovy-
Planckovy rovnice):

R SOR (T 50 N BT DY/ L 9’
At At Bvl 2At Bvlavk

(f(Alevk».

Zapisme nyni celkovy vysledek, tj. Fokkerovu-Planckovu rovnici:
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of (A 92 f(Avy,A
A L 1
at m At aUl 2At avlavk

(Av) j Avy # & (Av), (2.96)
(AvAve) = [ AvAv 2 & (Av) .
Casty je i zapis v invariantnim tvaru:
of . (F .1 .
¥+(V-Vx)f +(;~ijf=—A—t (f (Av>) V ®V,):(f{Av®AY));
(Av)= J.Av 2 d(Av), (2.97)

(Av®AV) = [Av® AV 7 & (AV).

Operace dvojtecka znamena dvoji skalarni sou¢in podle predpisu (2.96). Znak tenzoro-
vého souéinu se nékdy vynechava. Srazkovy ¢Elen Fokkerovy-Planckovy rovnice ma
tedy dvé Casti. Vyraz obsahujici < Av > se nazyva dynamicky treci ¢len, nebot’ vypo-
vida o brzdéni nalétavajiciho svazku Castic vlivem srazek s ¢asticemi terce. Vyraz obsa-
hujici < Av® Av > se nazyva difiizni c¢len, nebot’ vypovida o rozptylu nalétavajiciho
svazku €astic vlivem interakce s Casticemi terce. V pfisti kapitole ur¢ime oba dva ¢leny
pro Coulombovu interakci a ukazeme, ze je lze zapsat pomoci tzv. Rosenbluthovych
potenciald. Vime, Ze podle piedpokladii mizeme uvaZovat jen srazky s malym rozpty-
lovym tihlem, kterych je vétsina. Pokud budeme zamérny parametr uvazovat v intervalu
(bmin, bmax), kde za bpyin zvolime zamérny parametr by, pii kterém dojde ke srazce
s tthlem rozptylu 90° a za byax Debyeovu vzdalenost, bude Fokkerova-Planckova rov-
nice ekvivalentni s tzv. Landauovou rovnici.

2.4.4 Rosenbluthovy potencialy

Pro konkrétni vypocet hodnot <Av> a <Av ® Av > jiz bude nutné rozliSovat nalétavajici
Castici a Castici terCe. Ve shod¢ s pifedchozimi kapitolami budeme oznacovat nalétava-
Jici Castici a a Castici tere . Rychlosti pfed srazkou budou v, vg a po srazce v'g, V'p.
Vzajemnou rychlost Castic ozna¢ime g = vyp= vy~ vp. Z (2.14) vime, Ze pfi sraZce se
zachovava velikost vzajemné rychlosti g =|g|, veli¢ina g je proto pro srazku charak-
teristickd. Smér vzajemné rychlosti k =g/g se pfi srdzce méni. Z (2.90) zname také
zavislost mezi z&mérnym parametrem b a thlem rozptylu y pro Coulombovu interakeci:

b(x)="by COtg% ;o b)) = Zarccotgbi ,

0
0,05 Mg (2.98)
R e
Aregpt g My +mp
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Ze vztahil je zfejmé, ze parametr by je takovy zamérny parametr, pii kterém je uhel roz-
ptylu 90°, tedy dolni mez nami uvazovaného intervalu zameérnych parametri. Pristupme
nyni k samotnému vypoctu tfeciho a difizniho ¢lenu ve Fokkerové-Planckové rovnici.
K tomu budeme nejprve potiebovat rychlost nalétavajici ¢astice vyjadienou pomoci
tézistové a relativni rychlosti, viz vztah (2.12)

m m
V,=V +—L—v g=vr+
¢ (@B) ma-l-l’l’Iﬂ o T ma+mﬂ
Odecteme-li hodnoty po srazce a pted srazkou a oznac¢ime-li relativni rychlost g, dosta-
neme

Av =—mﬂ Ag
o .
mgy +I’I’Iﬂ

v

Tezistova rychlost se pfi srdzce neméni, a proto v rozdilu vymizi. Hledané vyrazy jsou:

mp 2 3
(Avg) P ” jAg 2 d(Av),

2

(Avy ®Av,) = [m—/’] [Ag®Ag 7 & (av).
my +m B

Pravdépodobnostni element vyjadiime analogicky jako v (2.19), tj. bude umérny veli-

kosti vzajemné rychlosti nalétavajicich Castic a Castic terée (¢im je veétsi, tim s vyssi

frekvenci bude dochazet ke srazkam), hustoté pravdépodobnosti vyskytu Castic terce,

¢asovému intervalu a samoziejmé uc¢innému priutfezu Coulombovy interakce:

2 & (Av)=g fgArdod’vy,

__ "B 3
<AVa>=WAIIAggdeﬂd Vﬂ 5

2
(Av,, ®Ava>z[m—ﬁJ At jAg@Ag gdo fpdivy.

mg +I’)1ﬁ

Obr. 36: K vyjadreni diferencialniho Gcinného prirezu.
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Z obrazku 36 je zfejmé, ze do=b db dp a integrace pfes element ucinného prifezu
znamena integraci pies vSechny hodnoty uvazovanych zdmérnych parametrti a pies
azimutalni uhel. Tim je pokryt prifez celého nabihajiciho svazku ¢astic. Integrace pres
ucinny prufez se tyka jen veli¢in g, proto nejprve ur¢ime koeficienty

Vi = [Agy gdo = [ Agy gbdbdo; (2.99)

& = [ AgiAg; gdo = [AgiAg; ghdbde. (2.100)

Pokud se nam podafi tyto koeficienty urcit, budou teci a dynamicky ¢len dany vyrazy

"p 5 3

(2.101)

2
(Avg ®Av,) E[m—ﬂ] At [Efp(vp)divg.

mg +mﬁ

Klicem k urceni pravé strany Fokkerovy-Planckovy rovnice tedy je vypocet koeficientl
yr a&y. Ze symetrie koeficientll je ziejmé, Ze mohou byt jen nasledujicimi funkcemi
vektoru g:

=4g;

S =By +C grg; -

Staci tedy urcit konstanty 4, B a C. Tyto konstanty mohou zaviset maximalné¢ na
velikosti vzdjemné rychlosti g, nebot’ ta se pfi srazce neméni. Hodnoty konstant 4, B
a C mizeme bez ujmy na obecnosti urcit v jakékoli soufadnicové soustaveé. Budeme
proto volit soustavu, ve které vektor g = v, pied srazkou miii v ose e3:

(2.102)

Obr. 37: Volba souradnicové soustavy.

Nezapomente, ze vektory g, g’ maji stejnou velikost g, jsou jen vici sobé potoceny.
Z obrézku jsou ziejmé velikosti slozek vektoru Ag, ktery vystupuje v integracich (2.99)
a (2.100):

Agy =gsin y cos@;

Ag, =gsinysing ;

Agy =—g(l—-cosy).
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Vzhledem k tomu, Ze integrace (2.99) a (2.100) budeme provadét pfes zamérny para-
metr b, je nutné vyjadrit zavislost na uhlu rozptylu y pomoci zamérného parametru
b = bg cotg(x/2), tedy ptevést funkce sin y, cos y: na cotg y/2. K tomu vyuzijeme vztahy
(A.90) a (A.91):

2cotg(y/2) _ 2bby
1+cotg®(y/2) B> +b3

sinjy =

_cotg>(y/2)-1_ b* —b§
cotg®(7/2)+1 b2 +b3

Vysledné vztahy pro slozky vektoru Ag tedy jsou:

2bby
Agl=g——5cos@;
b? + b2

0
2bb,
Agy = g——2>sing; (2.103)
b” +b
263
AT

Ve shod¢ s (2.102) bude mit integral (2.99) v nasi souradnicové soustavé jedinou nenu-
lovou slozku, a to v ose e3, ze které ur¢ime konstantu 4 = y3/g. Z (2.102) je patrné, ze
&11 = B, &2 = B tedy B ur¢ime pomoci 11, &2 nebo jako (11 + &2)/2. V upravach po
integraci budeme ptredpokladat, ze Ap > by, integraci provedeme od nuly, protoze srazek
se zamérnym parametrem mensim neZ bo je malo a jejich prispévek k integracim je
zanedbatelny:

1 263 2b
A=plg=—[Agygbdbdp=[| ———"— |gbdbdp= —2;rb0gj e —= _db =
g b? + b} +b}
A A5 +bC
= —27rb§g In [bz + bg JOD = —Zﬂbgg ln% = —47rb§g lni—D .
0 0

Obdobny postup zvolime pro konstantu B (v integraci substituujeme za b+ bg ):

2
+ 1 2bh,
2 2 b* +bj
Zin) 3 2 %
=7g’b; | Ldb 27rg3b0{ b +1n(b2+bg)} z47zg3b021n/1_D
2 2 b
0 (b2+b0) b” +b 0 0
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Nyni zbyva urcit posledni konstantu C. V nami zvolené soufadnicové soustaveé z roz-
kladu (2.102) vidime, ze £33 = B + Cg2:

2
268
B+Cg2 =& = IAg3Ag3 gbdbdq)zj{—g 2 +0b2] gbdbdep =

0
A'D A’D
=zg’4b; | 2—bdb=7zg34bg 1 ~0.
2,2\ b*+ b2
0 (b +b0) (U )]

Posledni integral neobsahuje podstatny logaritmicky ¢len a je tedy fadoveé In(Ap/bg) krat
mensi nez 4 a B. Proto bude v naSem pfiblizeni platit C=-B/g2. Celkovy vysledek
celého vypoctu tedy je

A=~—-4zbigln 0} ;. B=4mbig’In 4 ;. C=-4zbighn o | (2.104)
0 0 0
by by by

Poznamenejme jeste, Ze prispévek k integracim od 0 do bg je nepodstatny, a proto bylo
mozné integrace provadét od nuly. Naopak ofiznuti integralu shora Debyeovou vzdale-
nosti je podstatné, integral by bez ofiznuti shora divergoval. Nyni mame vse potfebné
pro uréeni tfeciho a dynamického ¢lenu (2.101). Konstanty 4, B, C dosadime do roz-
kladu (2.102) a ten do vztahu pro tfeci a dynamicky ¢len (2.101). Vysledny vyraz upra-
vime pomoci definice zamérného parametru by:

g
Yk = Caﬂ In Aaﬁ [——{;J )
g

(2.105)
g25k1 —8k8i
S = off In Aop 3 )
g
kde jsme oznadili
c EM. In A, Eln[’l_Dj o ou=""E (2106
P aned g by Mo +mp

Pomalu se ménici funkce In A se nazyva Coulomblv logaritmus a budeme ji nadale
povazovat vzhledem k derivacim i integracim za konstantni. (Pro rovnovazné plazma je
g2=kpT/m a argument Coulombova logaritmu je aZ na faktor 3 roven poctu Céstic
v Debyeove sféfe.) Jako integrand zde vystupuji slozky relativni rychlosti g;; a kon-
stantni velikost relativni rychlosti g = (gxgx)!/2. Integrandy lze snadno upravit za pomoci
relaci

2
98 _ 8k . i[lj:_g_k- s _g'0u-gu& (2.107)
og g glg) g 9g19g; g

Vzhledem k tomu, Ze gj =Ugy — Vg » plati 0/dgy =0/duy a treci a diftzni ¢len mi-

zeme piepsat do podoby
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m v
(Avg )= &t—L—Cpgin A 9 _(/pp) g3

My +mpg Uy g

(2.108)
2
(Mg Avgy ) = At| —L— | Copin A, LI F5(v)dv
ak=Cal my + mﬂ B a avakaval §/6'Vp B
Zaved’'me Rosenbluthovy potencidly H a G za pomoci predpisii
var=[ Ldvg;

Hop(Va J p (2.109)

Gaﬁ<va)sjgfﬂd Vg

Tyto potencidly jsou pojmenovany po vyznamném americkém plazmovém fyzikovi
Marshallu Nicholasi Rosenbluthovi (1927-2003) a vyjadiuji vliv rozptylového centra
na rozptylovanou ¢astici a. Upravme nyni srazkovy ¢len na pravé strané Fokkerovy-
Planckovy rovnice (2.96) za pomoci vyrazi (2.108) a (2.109)

d oH, ofp 32 azGaﬁ
S @ 00 Vg1 [fa ey J i Vg1 Mgk [fa CLPICLPY

Sop =KoYy (foaVvHop )+ Dap (VyVy ) : (fo ViV Gap)-
mg :L[QaQﬁJz ma+m/}.

Mg +mpg 4r\ gymy mg ’

_1 mg ’ 909p
il ]2

My +mpg 8 &ymy
Prvni zapis je ve slozkéach, druhy je invariantni. Tenzorové (diadické) souciny nejsou
v zapisu pro piehlednost znaCeny, zpusob zlzeni tenzorl je patrny ze slozkového za-
pisu. Rychlostni gradienty ptisobi na rychlost nalétavajici ¢astice, ptes rychlosti terce je
v Rosenbluthovych potencialech jiz integrovano. Rosenbluthovy potencialy se ve fyzice
plazmatu ¢asto vyuzivaji. Zname-li hustotu pravdépodobnosti ¢astic terée, 1ze pro Ro-
senbluthovy potencialy odvodit rovnice, které jsou analogii znamé Poissonovy rovnice.
Proto je 1ze snadno rozvinout do kulovych funkci a fesit pomoci nich sféricky symet-
rické problémy. Porovnejme elektricky potencial dvou naboji v elektrostatice s definici

Rosenbluthova potencidlu H:

(2.110)

Kop =Cap

_ L Pp s
¢0{ﬁ(ra)_ 471'80'[ |l‘a—l‘ﬂ|d Ig,
Hyp(vy) = j| —vﬂ|davﬂ'

Elektricky potencial splituje Poissonovu rovnici

P
V2,5 =-L.
)
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Z analogie je jasné, ze bude platit
V2 Hyp =—47fy. (2.111)
Piimo z definice lze ukazat, ze V%Gaﬁ =2H ;. Druhy potencial proto bude spliovat
rovnici
V2 V2, Gop =87 1. (2.112)

Zname-li tedy hustotu pravdépodobnosti ¢astic v ter¢i, mizeme z poslednich dvou rov-
nic urcit Rosenbluthovy potencialy interakce nalétavajiciho svazku s teréem. NapiSme
na zaver prehledné vysledek této kapitoly — Fokkerovu Planckovu rovnici pro svazek
¢astic o nalétavajicich na ter¢ § za pomoci Rosenbluthovych potenciali:

dfo . Ky _ .
?"'(Va Vx)fa"'(m Vv]fa_%sa >

o

1 m
Sep=KepIn Ayg {—Vv | faVVHaﬂ)+E—ﬁ(VvVV) {(fo ViV Gap) |1 (2.113)

Mg, +mﬂ
1
Hop(Va) = | el dvg,

Gop(ve) =[g f5dvg.

2.4.5 Brzdéna a ubihajici testovaci c¢astice

Uvazujme nyni jednoduchou situaci, kdy monochromaticky svazek a (Castice maji stej-
nou rychlost a konstantni koncentraci) nalétdva do homogenniho izotropniho maxwel-
lovského plazmatu a je v ném brzdén na rychlost v(f). V plazmatu nepiisobi zadné
vngjsi silové pole. Hustota pravdépodobnosti ¢astic svazku bude dana Diracovou
distribuci (viz dodatek B) a hustota pravdépodobnosti terée Maxwellovym rozdélenim:

Jo=n56(vy—v(0));
T/z mop (2.114)

mg  2kpTg
=n _— (] .

T ="p LZﬁkBTﬁ

Uvazujme nyni Fokkerovu-Planckovu rovnici ve tvaru (2.113). Monochromaticky sva-
zek je ekvivalentni jedné vyslané ¢astici a nejevi proto diféizi. Staéi tedy urcit vliv po-
tencialu H (tfeciho ¢lenu) na pohyb svazku. Nejprve vypoétéme H pro Maxwellovo
rozdélenti terce:

o

3/2
1Ll 4 "p 1 2T 43
H =| —fpd = d =
(Vo) I gfﬁ \7 nﬂ(27rkBTﬂJ I |Va_vﬂ|e \L
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[vﬁ T

n - 2knT,
= 3/2,63 .[ L (s d3vﬁ5 Vop = 20
T 00/3 |Va_V,B| mﬂ

Integrand ma singularitu pro vz = v,, proto je nutné integraci rozdé€lit na dvé Casti. Po
delsim vypoctu dostaneme (viz dodatek AS5)

Ll Pe . _ 27 e
H(v,) nﬁvaq{voﬂj, ¢(x)_\/;‘([e dé. (2.115)

Rosenbluthv potencial H pro Maxwellovo rozdéleni lze tedy zapsat za pomoci chy-
bové funkce ¢. Piibuznou funkci, ktera se nam v budoucnosti hodi, je Chandrasekha-
rova funkce definovana vztahem

2

NEES

Naleznéme limity obou dvou funkci pro malé a velké argumenty:

w(x) = ffz < de. (2.116)
0

2t 2 2 7 2
x<l: y(x)= St )df=—=x, dx)=—f=|(1%-)df=—1x,
J;f({ W ”(I) SENCRIT)
2 T e 1 2% 2
x> 1 W(x):ﬁxz_([izef d.fzg, ¢(x)zﬁj(;e§ d&=1.

Prtiibéh obou funkcei je na nasledujicim obrazku. Chandrasekharova funkce je pojmeno-
vana podle indického fyzika Subramanyana Chandrasekhary (1910-1995).

1

¢

0,5

-0,5

-1

Obr. 38: Chybova a Chandrasekharova funkce.

Funkce ¢ a y spolu souvisi jednoduchym vztahem

w(x) = it ) (2.118)

2x2
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Dtkaz je jednoduchy. Dosad’'me do levé strany definici Chandrasekharovy funkce a do
pravé strany definici chybové funkce a na obou stranach vynechame jmenovatel x*:

2t g ? 1 % _g2 1 .2
— dé = — dé—x— .
\/E({éce ¢ \/Zie ¢ A

Na obou stranach zkratime ¢iselné koeficienty a vyrazy budeme derivovat podle x:

2 ? 2 2 2
2x%e™ = ¢ * —(ex —ox?e™ j

Ob¢ strany jsou si rovny a tak se pivodni funkce mohly lisit jen o konstantu. Snadno
zjistime, Ze je nulova. Piepis Chandrasekharovy funkce pomoci chybové funkce je tedy
spravny.

Vynasobme nyni Fokkerovu-Planckovu rovnici rychlosti v, a integrujme ji pies vy,
tedy naleznéme prvni moment FP rovnice. Hustota pravdépodobnosti f; nezavisi na x,
a proto na levé stran€ zmizi druhy ¢len. Diky nepfitomnosti poli je nulovy i ¢len tieti.
Na pravé strané budeme zkoumat jen vliv prvniho Rosenbluthova potencialu (piispévek
druhého potencialu je vzhledem k izotropii nulovy):

jva%“d% =—KopInAgg [ve V- (foV H)d (2.119)

Za hustotu pravdépodobnosti nalétavajici ¢astice nyni dosadime Diracovu distribuci
ngd(va—v(t)) a provedeme stiedovani pies rychlost nalétavajici ¢astice. Upravme nej-
prve levou stranu rovnice (2.119):

afa e g3 95 (v = V(D))

v, =
ot “

LS= I Vo va=na‘|‘va
v

3 3
=g Vo8 (Ve—v(0))dv, = g
Nyni zbyvéa nalézt pravou stranu FP rovnice:

0 0H(v,) @
PS =- aﬁlnAwB Jvaﬁ(na (Vo —v(®)) (a] Va =

Ny
=noKopInAyp I(é’(va - V(t))m_laf]—;a)jd%a =
E)H(v)

= na of In Aaﬁ

Operace (1) oznacuje integraci per partes. Pokud bychom na pravé stran¢ ponechali
i druhy Rosenbluthliv potencidl, provedla by se integrace per partes dvakrat, vysledek
bude vzhledem k izotropii nulovy. Prvni moment FP rovnice pro testovaci ¢astici da

v _ H() L
a = Olﬂl ﬂ a N H(V)_I’lﬂv¢[voﬁ]. (2120)
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Vidime, ze potencial H je zodpovédny za zménu rychlosti ¢astice a oznaceni tohoto
¢lenu jako dynamické tfeni bylo opravnéné. Proved’'me nyni derivaci na pravé strané

;U
d (1 0 (1 d U
E[;;/)(v/voﬂ)]=av(vqb(v/vo/j)J 8U (;—/; : —2voﬁ1//(v/voﬂ) %

kde jsme vyuzili vztah (2.118) pro Chandrasekharovu funkci. Stfedovanou FP rovnici
(2.120) 1ze nyni piepsat do jednoduchého tvaru

v v/vyp
at _—I{Oéﬁ11’1/1Olﬁ2}’lﬁl)0ﬁM . (2121)

Vysledek jsme zamérn¢ upravili do tvaru dv/dt = —Vgp V, ze kterého Ize odecCist sraz-

kovou frekvenci castice prolétavajici plazmatem s Maxwellovym rozdélenim:

_, w(v/vg
Ve = 2K gp In AO,[,nﬂvO},u 2.122)

Poznamka 1: Uvedeny postup je zcela obecnym postupem ke zjisténi srazkove
frekvence pro urcity d¢j. Pfevracena hodnota této frekvence je relaxacnim casem
daného dé&je. Do plazmatu vysleme testovaci Castici a sttedujeme FP rovnici pres
uréity moment rychlosti (pfi sledovani pfenosu hybnosti pies prvni, pii sledovani
pfenosu energie ptes druhy). Poté FP upravime na tvar d4/df =—v A, kde 4 je sle-
dovana veli¢ina. Z pravé strany zjistime frekvenci v, jeji prevracena hodnota je re-
laxacni ¢as pro prislusny dé;.

Poznamka 2: Relaxacni casy a prislusné frekvence samoziejmée zavisi na déji. Ji-
nou rychlosti systém vyrovnéva hybnost s okolim a jinou svou energii.

Poznamka 3: Obecné da prispévek i druhy Rosenbluthiv potencial, ktery souvisi
s difuzi nalétavajiciho svazku. Tenzor difuze ma tvar Dy = 492G/dvidv;.

Poznamka 4: V nasem pripadé€ zavisi srazkova frekvence na rychlosti ¢astice jako
w(v/vg)/v. Pro malé rychlosti (napfiklad teceni elektrického proudu) je zavislost
dana vztahem w(x) = 2x/371/2 a sraZkova frekvence na rychlosti nezavisi. Naopak
pro velmi vysoké (relativistické) rychlosti je w(x)~ 1/2x2 a srazkova frekvence
s rostouci rychlosti prudce klesa jako 1/v3.

Poznamka S: Obecné se srazkové frekvence pocitaji numericky, zejména v pfi-
tomnosti poli a v plazmatu, které nema Maxwellovo rozdéleni.

Poznamka 6: Pro Maxwellovo rozdéleni je vypocet potencialu v dodatku AS.
Je-li v plazmatu pfitomné slabé elektrické pole urychlujici ¢astici, 1ze pro ni napsat po-
hybovou rovnici
dv = %—V(v)v = 2 OF =——Cy(v/vg). (2.123)
dt m d m

Zda bude ¢astice urychlovana nebo brzdéna zalezi na tom, ktery ¢len vpravo pievladne.



106 Statisticky popis plazmatu

w(x)

OE/mC

—> e «— 1>

X Xy x=v/y,

Obr. 39: Brzdéné a ubihajici ¢astice.

Pro malé rychlosti v oblasti I dochazi k urychlovani castic polem (teckovana polo-
pfimka je nad Chandrasekharovou funkci). V oblasti II jsou Castice naopak brzdény.
Rovnovaha v bod¢ x1 je stabilni. Zde je vliv urychleni polem vyrovnan brzdénim tfecim
&lenem. Céstice se pohybuji konstantni rychlosti, prostiedi vede elektricky proud. Na-
opak pro rychlosti vyssi, nez odpovida priseciku x;, (oblast III) dojde k nekontrolo-
vatelnému urychlovani ¢astic. Interakce s prostiedim klesd na zanedbatelnou miru
a ¢astice je urychlovana polem na stale vyssi a vyssi rychlosti. Takové cCastice se
nazyvaji ubihajici (runaway). Rovnovaha v bod¢ x, je nestabilni. K tomu, aby ¢astice
byla nekontrolovatelné urychlovana, postaci, aby v daném poli byla jeji rychlost vyssi
nez hodnota dana prusecikem xp. Naptiklad elektrony vzniklé interakci kosmického
zafeni s atmosférou mohou mit pocatecni rychlost vyssi, nez je mez pro nekontro-
lovatelné urychleni v elektrickém poli mrakt. Takové elektrony ziskavaji snadno
relativistické rychlosti, jsou zodpovédné za gama zablesky pozorované v atmosféte pii
boutkach a mohou pronikat do Van Allenovych past, kde je nazyvame zabijacke
elektrony, nebot’ jsou nebezpecné pro piistroje kosmickych lodi i pro jejich posadky.

2.4.6 Relaxacni ¢asy a srazkové frekvence

Relaxacni casy ¢i srazkové frekvence se pocitaji zpiisobem naznacenym v minulé kapi-
tole, vétSinou numericky. Analytickd feseni jsou vzdy jen urcitym pfiblizenim, zpravi-
dla pro malé rychlosti nebo malé pfedané energie, kdy 1ze Chandrasekharovu nebo jinou
obdobnou funkci nahradit rozvojem pro maly argument. Vzdy jde o vypoCet momentl
Fokkerovy-Planckovy rovnice pro uréity typ prenosu. Zpravidla se pocitaji ¢tyfi typy
srazkovych frekvenci:

1) brzdéni testovaci ¢astice o okolni prostiedi,

2) difuze testovaci Castice kolmo na magnetické pole,
3) diftize testovaci castice podél magnetického pole,
4) energetické ztraty testovaci Castice.

Ziskané hodnoty se uvadéji v limit¢ pomalych nebo v limit€ vysokych rychlosti a ctenar
je nalezne v kazdoro¢né aktualizované publikaci NRL Plasma Formulary [37]. Uved'me
zde pro ilustraci vysledek srazkové frekvence pro brzdéni ¢astice a o prostiedi ¢astic f.
Pti vypoctu typu 1) se pocita prenos kolmé slozky rychlosti, nebot’ je doba mezi sraz-
kami definovana ¢asovym intervalem, pii kterém se zménil smér rychlosti ¢astice o 90°.
Vysledkem je vyraz
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2 N2
051
Vap =5 DL [ 500 i) -yt )] (2.124)

2meympVyg

Je ziejmé, 7e Vo ~ ZVee > V; >V, . Je to pfedevsim dano rliznymi hmotnostmi a rliz-
nymi tepelnymi rychlostmi elektrond a iontl. Ve vztahu je rychlost vy, nejpravdépo-
dobngjsi rychlosti nalétavajici Castice pfi dané teploté, vos nejpravdépodobnéjsi rych-
losti ¢astic prostiedi. Mezi zékladnimi frekvencemi plati poméry:

Vei Vee Vii : Vie

z : 1 : NN : me Imy;

(2.125)

€ Piiklad 4: Urcete vztah pro elektronovou vodivost pro malé rychlosti elektron.
Vyjdeme ze vztahu pro vodivost (2.57), do kterého dosadime vyraz (2.124):

3/2

2m el kgT,
Oce = 2 st [ 5 ej 5 ¢(l)—l//(l)z0,6 =
e InA [p()-yD]\ me
2 3/2
10z m.& knT. 3/2
o= [B—] < 17 (2.126)
3 e“InAl mg

Elektronova vodivost plazmatu nezavisi na koncentraci. S rostouci koncentraci roste
pocet nosicl elektrického proudu a tak by se méla vodivost zvétSovat. Roste ovSem
i srazkova frekvence, coz vodivost plazmatu zmensSuje. Oba faktory se pravé vyrovnaji.
Proto vodivost plazmatu zavisi jen na teplot¢ plazmatu. Formule (2.126) se nazyva
Spitzerova formule a je pojmenovana podle amerického teoretického fyzika Lymana
Spitzera (1914-1997). Nékdy ma plazma podstatné vyssi vodivost — tzv. anomalni
rezistivitu zptsobenou drifty, turbulencemi nebo interakci vln s Casticemi.

D

2.5 Monte Carlo simulace

K nejvyrazngjsi skupiné numerickych metod vyuzivanych ve statistické fyzice patii
Monte Carlo metody. Pod timto nazvem se skryvaji algoritmy zaloZené na posloupnos-
tech nahodnych ¢isel a ve fyzice je tdajné pouzil poprvé Enrico Fermi ve 30. letech
dvacatého stoleti pfi popisu vlastnosti nové objeveného neutronu. Tato prace ale nebyla
publikovana a nedochovala se. Prvni prokazané vyuziti je az z konce 40. let dvacatého
stoleti, kdy byly Monte Carlo algoritmy hojné vyuzivany v americké Néarodni laboratofi
v Los Alamos. K jejich priukopnikiim patfili Nicolas Metropolis (ten metodu udajné
pojmenoval), John von Neumann, Enrico Fermi, Stanislaw Ulam, Edward Teller a Mar-
shall Rosenbluth. Od té doby zaznamenaly Monte Carlo vypocty nebyvaly rozvoj ve
fyzice, matematice, chemii, ale i v ekonomii a v dalSich védnich disciplinach.
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Je tfeba ale doplnit, Ze obdobné metody pod nazvem statistické vzorkovani vyuzivali
matematici k vypoctu vicerozmérnych urcitych integralli jiz v 18. stoleti. Nahodna cisla
tenkrat nebyla generovana pocitatem, ale za pomoci specialnich tabulek. Dnes ma
téméf kazdy programovaci jazyk implementovano nékolik generatorti ndhodnych ¢isel
v intervalu <0, 1), jejich kvalita ale nemusi byt pro Monte Carlo vypocet dostatecna.
V této kapitole si ukdzeme zakladni principy Monte Carlo metod a jejich nékteré vyu-
ziti. Zaénéme dvéma jednoduchymi Givodnimi ptiklady.

¢ Piiklad 5: K velmi ndzornym ukazkam pouziti Monte Carlo metod patii vypocet Lu-
dolfova ¢isla #. K tomu postaci generovat ndhodné body do jednotkového ctverce
<0, 1>x<0, 1>,

0

Obr. 40: Monte Carlo vypocet Cisla .

Vyuzijeme néjaky vestavény generator y; Cisel vintervalu <0, 1) a vygenerujeme
mnoho bodi ,,padnoucich* do plochy ctverce:

Yk = V2k-1 >
Vi =Wk > k=1,2,...

Budeme sledovat pocet bodii generovanych do jednotkového Etverce (V) a dale pocet
No téch z nich, které padly do jednotkového kruhu (spliuji relaci x2+ 32 < 1) podle
obrazku 40. Pro dosti velky pocet bodt jsou jejich pocty imérné plocham obrazci:

N, S R? N,
0. %0_7T 2=£ = =42
Nog Sa (R? 4 No

Pouhym pocitanim generovanych bodt tak mizeme pii znacném poétu krokl urcit
s vysokou piesnosti ¢islo .

)
¢ Piiklad 6: Jako dali ukazku uved’'me algoritmus pro vypocet uréitého integralu
b
I= J- f(x)dx.
a

Mnohokrat po sobé generujeme bod z defini¢niho intervalu hledaného integralu (a, b):

Xy =a+y(b—a).
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Nyni najdeme stfedni hodnotu integrované funkce f na integracnim intervalu (a, b):

7=

S |-

n
PIWACHR
k=1
Integral je potom piiblizn€ roven plose obdélnika s vyskou rovnou stiedni hodnoté f:

([ fyde = Too-a).

Pro vypocet jednorozmérného integralu neni tato metoda piili§ vyhodna. Integral je
roven ploSe pod kfivkou a mnohem rychlejsi je naptiklad nahradit tuto plochu vétsim
poctem lichob&znikti a hodnotu integralu odhadnout pomoci souctu ploch téchto licho-
béznikd. Existuji ale mnohorozmérné integraly, kde jsou Monte Carlo metody mnohdy
jedinou moznosti, jak odhadnout jejich hodnotu. )

2.5.1 Generatory nahodnych Cisel

Je ztejmé, ze pro Monte Carlo vypocCty je rozhodujici kvalita a rychlost generatoru na-
hodnych ¢isel. Idealni generator je odvozen od skute¢né nahodné veli¢iny, naptiklad
z Sumu elektronické soucastky nebo néjakého kvantového jevu. Takové hardwarové
generatory se vyuzivaji jen pro specializované vypocty. Jejich hlavni nevyhodou je, Ze
jiz jednou provedeny vypocet neni mozné zopakovat. Zpravidla se vyuzivaji softwarové
generatory zalozené na posloupnosti pseudonahodnych cCisel generovanych urcitym
matematickym algoritmem. Perioda téchto generatort je kone¢na a generovana ¢isla se
po urcité dobé za¢nou opakovat. K zakladnim pozadavkim na ,,dobry* generator patfi:

1) dostateéné dlouha perioda generatoru,

2) vysoka rychlost generovani pseudonahodnych ¢isel,

3) rovnomérné rozlozeni generovanych cisel,

4) co nejmensi korelace mezi jednotlivymi skupinami generovanych cisel.

K testim kvality generatoru miize byt vyuzit napiiklad programovy balik DIEHARD
vyvinuty na Floridské statni univerzit€. K nejéastéji pouzivanym generatorim pii Monte
Carlo vypoctech patii:

Linearni multiplikativni kongruencni generator (LCG)
Generator navrhl v roce 1949 americky matematik Derrick Henry Lehmer. Posloupnost
pseudonahodnych ¢isel je generovana za pomoci piedpisu

Yic =(/1-}/k_1+C)m0dP, (2127)

kde zpisob generovéni je ovlivnén Ctyfmi parametry A, C, P a yp. Maximalni mozna
perioda je P — 1. Prvni ¢islo posloupnosti yg je tzv. ,,seminko®. Deterministicky urcuje
celou nasledujici posloupnost. Vyuziti stejného seminka umozni opakovani jiz provede-
ného vypoctu. K velmi oblibenym generatorim 60. az 80. let 20. stoleti patiil LCG
generator IBM RANDU s parametry

p=2" 2=294+3 (C=0.
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V takto generované posloupnosti se ale vyskytuji korelace typu 27, které mohou nékteré
typy vypocti zcela znehodnotit. Body generované do 3D krychle nejsou rozmistény
rovnomérng, ale jsou lokalizovany v patnacti rovinach, které jsou pfi urcitém sméru
pohledu dobfe rozeznatelné. Dnes se proto generatory LCG vyuZivaji jen jako zaklad
kombinovanych generatorti, naptiklad dvou provazanych generatord LCG do jediného
generatoru

S =(A4 -G +C)mod Py,
e = (22 M t Cz)mosz 5 (2128)

Y = (& +1m; ) mod max(Py, Py).

Obr. 41: Priklad nevhodného generatoru ndhodnych cisel IBM RANDU.
V 3D krychli jsou Cisla generovana jen v patnacti rovinach.

Fibonacciho generatory
Jde o generatory, jenz vyuzivaji ke generovani i starSi cleny posloupnosti nahodnych
Cisel:

Vi = f (Vk—ps Vk—g)mod P . (2.129)

Tyto generatory maji zpravidla vynikajici vlastnosti, je vSak tfeba uchovavat urcity
pocet vygenerovanych Cisel. Funkce f mtize byt prostym nasobenim, od¢itanim nebo
s¢itanim. Ke kvalitnim generatorim vhodnym pro Monte Carlo vypocty patii naptiklad
L‘Ecuyeriiv generator
Yk = (@171 +asyg_s)mod P;
a; =107374182,
as =104480,

pP=23_1

(2.130)

nebo velmi kvalitni kombinovany L‘Ecuyertiv generator
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Yk = (S~ )mod P ;
Sk = (@181 + a8y o +a3éy_3)mod Py ;
M = (D11 + Dol +b377_3)mod P ;
4 =0, a,=63308, a3=-183326,
b =86098, by, =0, by=-539608,
P=21_1, P, =2145483479.

(2.131)

V Monte Carlo simulacich je mozné vyuzit i dal§ich specializovanych generatorti né-
hodnych ¢isel, jejich popis ale piekracuje ramec této knihy.

2.5.2 Realizace pravdépodobnostniho rozdéleni

Casto potiebujeme jiny generator, neZ je rovnomérny. Napiiklad mizeme chtit zkon-
struovat generator, ktery nam bude generovat déje ve shodé s né¢jakym pravdépodob-
nostnim rozdélenim. V této kapitole se nauc¢ime néckteré zptisoby realizace pravdépo-
dobnostnich rozdéleni.

Metoda stielby (distribu¢ni posloupnosti nebo funkce)
Piedstavme si, Ze mame N déjt s pravdépodobnostmi wy,w,, ..., wy . Zaved'me néhod-
nou veli¢inu & v prvnim fadku je pofadi d&je a ve druhém fadku pravdépodobnost dé&je.
1 2 3 - N
&= (2.132)
Wl W2 W3 e WN

Graficky mtzeme pravdépodobnostni rozdéleni znazornit naptiklad takto (na obrazku
bylo zvoleno 5 dé&ju):

Wk

Wy
wie "2 W“T o |
1 2 3 4 5

Obr. 42: Diskrétni pravdépodobnostni rozdéleni.

Vytvoime ,,schody, u kterych bude vyska jednotlivych stupnii odpovidat velikosti
pravdépodobnosti déje. V matematice se takovéto schody nazyvaji distribucni posloup-
nost (ve spojitém piipadé¢ distribucni funkce). Posledni schod musi proto byt ve vysce 1,
protoZze je souétem vSech pravdépodobnosti. Distribuéni posloupnost je definovana
predpisem

k
D= w;. (2.133)
j=1
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Obr. 43: Distribucni posloupnost (diskrétni ptipad).

Vzdy jde o rostouci posloupnost s hodnotami mezi 0 a 1. Pravé toho se vyuziva pfi
Monte Carlo realizaci déje. Mnohokrat opakované generujeme nahodné Cislo z intervalu
<0, 1) a kazdé si predstavime jako stfelu, ktera zleva nalétava na nase schody. Zjistime
do kterého schodu se stiela trefila (viz obrazek 43). Padla-li do schodu £, prohlasime, ze
nastal dé&j k. Vzhledem k tomu, Ze vySka schodu odpovida pravdépodobnosti déje,
generujeme nahodné déje presné ve shodé s pravdépodobnostnim rozdélenim. Ve
spojitém piipadé mizeme postupovat podobné. Je-li hustota pravdépodobnosti f(x),
zavedeme distribucni funkci predpisem

D(x)= j F(x)dx. (2.134)

Opét jde o rostouci funkei s limitou v pravém krajnim bodé danou sou¢tem vsech prav-
dépodobnosti lim D(x)=1.

X—>o0

J)

D(x)
1

Obr. 44: Hustota pravdépodobnosti a jeji distribuéni funkce (spojity pripad).

Metodou stfelby mizeme stejné jako v diskrétnim ptipadé realizovat rozdéleni pomoci
rovnomérného generatoru y z intervalu <0, 1). Rekneme, Ze padl d&j xo, je-li D(xq) = y.
Pro uskute¢nény d¢j tedy plati

x=D"(p). (2.135)

Cely postup realizace daného rozdé€leni je proto ve spojitém pripade nasledujici:
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nalezneme distribu¢ni funkci D(x),

nalezneme inverzni funkei k D(x),

generujeme rovnomeérné nahodné ¢islo y € <0, 1),
prohlasime, ze ,,padl“ d&j x = D1(y).

bl e

¢ Piiklad 7: Realizujte rovnomémé rozdéleni na intervalu (a, b) .

Reseni: Hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni je konstantni funkce f{(x).
Hodnotu konstanty ur¢ime z normovaci podminky:

1

b—a

b
fO=K; [fod=1 = Kb-a=1 = f(x)=

Nyni snadno nalezneme distribu¢ni funkci

X—a

D)= [ fx)dv=3—

a

a polozime ji rovnou ndhodnému ¢islu y z intervalu <0, 1) a provedeme inverzi:

X—a

b—a

D(x)=y = =y = x=a+yb-a).

Vysledek je zcela ptirozeny: Nahodné ¢islo y mezi 0 a 1 roztdhneme koeficientem (b—a)
na pozadovany interval a posuneme o hodnotu a do pocatku intervalu. )

¢ Piiklad 8: Realizujte rozdéleni Kx2 na intervalu (—1, +1).
Reseni: Nejprve uréime normovaci konstantu rozdéleni K:
+1
2
fO=Kk?5 [ fode=1 =
-1
3 35
K== = X)=—X .
5 S (x) 5
Jako dalsi krok nalezneme distribu¢ni funkci D(x):

X 3
D@) = [ f()dx = x2+1.
-1

Distribu¢ni funkci polozime rovnou nahodnému ¢islu y z intervalu <0, 1) a provedeme
inverzi:

3
Dx)=y = x;l:y =  x=32y-1.

Vysledkem je nerovnomérny generator na intervalu (—1, +1). Ve shod¢ s parabolickou
hustotou pravdépodobnosti nejcastéji padaji hodnoty na krajich intervalu a nejméné
Casto uprostied. Na distribu¢ni funkci je dobfe patrné, Ze ,.trefit se stfelou letici zleva“™
do pozice x = 0 je t¢ém&f nemozné:
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1

Obr. 45: Hustota pravdépodobnosti a ji odpovidajici distribuc¢ni funkce.

4 Piiklad 9: Realizujte rozdéleni exp[—x] na intervalu (0, o)

Reseni: Normovana hustota pravdépodobnosti je fx) = exp[—x], distribu¢ni funkce po
vypoctu integralu vyjde D(x) = 1—exp[—x]. Polozme D(x) =y, tedy 1—exp[—x] =y, a po
inverzi mame vysledek x =—In(1—y). Vzhledem k tomu, Ze ¥ a 1—y maji na intervalu
(0, 1) stejné rovnomé&rné rozdeleni, postaci volit

x=—Iny.

Poznamka: Pozor na nazvoslovi: Hustota pravdeépodobnosti se ve fyzice nékdy
nazyva rozdelovaci funkce (n€kdy také distribucni funkce). V matematice je vzdy
distribu¢ni funkce integralem s horni proménnou mezi z hustoty pravdépodobnosti.
Tak budeme chapat distribu¢ni funkeci i v této ucebnici.

Metoda von Neumanna

Mg¢jme hustotu pravdépodobnosti f{x) definovanou na kone¢ném intervalu (a, b). Nalez-
neme co nejmensi obdélnik, do které¢ho se vejde graf kiivky f{x). Na volbé vysky M
nezalezi, postaci M > f(x) pro kazdé x, ale metoda je nejucinngjsi pro co mozna nej-
mensi hodnotu M. Nejprve generujeme ndhodny bod v obdélniku:

U =a+7l(b_a)9

(2.136)
ny=My,.

Pravdépodobnost, ze padne d¢€j v intervalu Ax je imérna ploSe pod kiivkou, protoze
AP = fAx. Staci tedy algoritmus doplnit tak, aby odpovidal timérnosti této plose:
m<fOn) = padldg x=7;;

) ) (2.137)
m=2f@m) =  volimenovybod [7,,7,].

Metodu von Neumanna lze aplikovat vzdy, ale neni tak ucinnd jako metoda stfelby
(metoda inverzni funkce, metoda distribu¢ni funkce). Tyto metody jsou lepsi, pokud se
podaii nalézt inverzni funkei k distribu¢ni funkei.
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Obr. 46: Metoda von Neumanna.

Metoda superpozice
Necht’ plati

f@= ¢ fi () jf(x)dx= jfk(x)dx=1 proVk; D¢ =1. (2.138)
k=1 0 Q k=1

Hustota pravdépodobnosti je dana sou¢tem (superpozici) n¢kolika funkci. Kazda parci-
alni hustota pravdépodobnosti je normovana k jedné, stejné tak jako celkova hustota
pravdépodobnosti. To vede na podminku, Ze soucet koeficienti superpozice je roven
jedné. Zaved’'me soucet parcialnich distribu¢nich funkei pro jednotliva f;:

D(x) = i ¢ Dy (x). (2.139)
k=1

K realizaci rozdé¢leni vede nasledujici algoritmus:

1. Zavedeme nahodnou veli¢inu

a generujeme rovnomérné nahodné Cislo y; € <0, 1). Podle nékteré z ptedcho-
zich metod (nejlépe metodou stielby). Potom zvolime podle pravdépodobnosti
€1, Cp,...,Cp nEktery zdéji ke {1,2,...,m}.

2. Generujeme nahodné Cislo y; € <0, 1) a realizujeme rozdeleni fi(x) nékterou
z ptedchozich metod (inverzni funkce, von Neumannova).

¢ Piiklad 10: Realizujte rozdéleni f(x)= % [1 +(x— 1)4} na intervalu (0, 2).

Reseni: Metoda inverzni funkce pro celou hustotu pravdépodobnosti je principidlné
mozna, ale zbytecné slozitd. Hustotu pravdépodobnosti rozlozime takto (ur¢ime fi a f2
s koeficienty tak, aby byly normovany k jedné, a poté nalezneme koeficienty c1 a ¢3):

fl(x>=%; fz(x>=§<x—1)4 - f(x)=%f1(X)+éfz(X)-
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Distribu¢ni funkce nyni bude:

DW=2D0+ D@ Di0=3: Da()=[1+G-17 .

Nejprve generujeme ¢islo y; a rozhodneme se podle piedpisu:

7/1<% = padldgl;

7 2% = padl d&j2.

Poté pouzijeme metodu inverzni funkce. Generujeme y; a vyuzijeme piedpis:
pro d¢j 1: x=29;
pro d¢j 2: x=l+m.

Celou metodu mtiizeme shrnout takto: Generujeme dvojici nahodnych cisel v intervalu
(0, 1) a vyuzijeme piedpis:

5
2 s <—;
~ 72 N 6
X =

1+32%, -1, » z%.

D
UziteCné realizace nékterych rozdéleni
Gaussovo rozdélent:
S = eple ) xe () (2.140)
> Nk ,00) . )

generujeme dvojici y1, y2 nahodnych &isel z intervalu (0, 1). Potom dvé hodnoty Gaus-

sova rozd¢leni jsou:
x;=+—2Iny cos(27yy);

xy =\=2Iny sin(27p) . 214D
Gama rozdéleni:
f(x)= (na_n]),xn‘1 expl-ax];  xe€(0,%); ;a>0; n=12,... (2.142)
Generujeme 7, ¥2,...,¥y,,-.. aur¢ime hodnoty
Xy =—%ln(71 V2 V) (2.143)

Body uvnitr koule o polomeéru R:
Rovnomérné generované body v kouli poloméru R ve sférickych soutadnicich (7, ¢, 6):

r=R3n; @=2my; cosf@=2p-1. (2.144)
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2.5.3 Metropolisova metoda

vvvvvv

ktery je dnes znam pod nazvem Metropolisova metoda. Algoritmus publikovala skupina
pracujici na vyvoji prvnich jadernych reaktort v americké Narodni laboratofi v Los
Alamos. K autorim algoritmu patfili pfedev§im: fecko-americky fyzik Nicholas Metro-
polis (1915-1999), americky teoretik a ,,otec” vodikové bomby Edward Teller (1908—
2003) a americky plazmovy fyzik Marshall Rosenbluth (1927-2003).

Metropolistiv algoritmus umoziuje jednoduchym zptisobem vzorkovat Boltzman-
novo rozdé€leni. Predpokladejme, Ze je systém v termodynamické rovnovaze odpovida-
jici teploté T. Prislusny statisticky soubor (velké mnozstvi stejnych ¢astic, napiiklad
atomu ur€itého druhu) podléha rovnovaznému Boltzmannovu rozdéleni

Peq(H) = Cexp[-fH]. (2.145)

Pfi realizaci rozdé€leni je zakladnim problémem uréeni konstanty C rozdéleni. K jejimu
zjisténi by bylo nutné spoditat tzv. partiéni sumu, tj. seCist (resp. integrovat) exponenci-
alni faktory na pravé strané pres veskeré stupné volnosti. Faktor exp[—fH] se muze
ménit o mnoho add a numericka integrace je komplikovana.

Metropolisova metoda umoziiuje generovat tzv. reprezentativni (vzorkovaci) po-
sloupnost stavil S, s energiemi H, = H(S,). Vytvofime-li dostateny pocet ¢lent po-
sloupnosti, simuluje generovana posloupnost Boltzmannovo rozdéleni a stfedni hodnoty
dynamickych proménnych nemusime pocitat ze vztahu

(4)= j A(S)exp[-BH(S)] dI”
j exp[-BH(S)]dI”

ve kterém integrace probihd pifes fazovy prostor (napiiklad pres veSkeré zobecnéné
polohy a hybnosti), ale ma-li posloupnost dosti velky pocet ¢lent, postaci urCit pouhy
aritmeticky primér z ¢lenti posloupnosti, nebot’ plati:

N
(4) = lim %ZA(S”). (2.146)
=1

N—oo

Metropolistiv algoritmus umoznuje nalezeni takové reprezentativni posloupnosti bez
vypoctu partiéni sumy:

1) Zvolime ndhodné vychozi stav systému. Algoritmus zajistuje, ze generovana
posloupnost bude simulovat vlastnosti Boltzmannova rozdé¢leni bez ohledu na
volbu prvniho ¢lenu.

2) Pomoci generatoru nahodnych cisel zvolime libovolny jiny stav systému (ge-
nerator by mél rovnomérné pokryvat mozné zobecnéné soufadnice a hybnosti
nebo jiné parametry systému).

3) Novy stav piijmeme s pravdépodobnosti

p _{exp[—ﬂAH] pro AH >0

sl = s bro AH <0 AH = H(S,,))-H(S,). (2.147)

4) Pokracujeme bodem 2).
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Poznamka 1: Bod 3) Ize snadno realizovat naptiklad takto: Pokud je AH <0, po-
vazujeme stav Sy+] za nasledujici ¢len reprezentativni posloupnosti. Je-li AH > 0,
generujeme nahodné ¢islo y € (0, 1) a pro y < exp[—fAH] povazujeme Sj+1 za no-
vy Clen posloupnosti, pro y > exp[—fAH] ponechame puvodni stav. Stav s nizsi
energii tedy volime za novy vzdy. Pravdépodobnost volby konfigurace s vyssi
energii nez stavajici exponencialn¢ klesa s rozdilem energii.

Poznamka 2: Generovani reprezentativni posloupnosti probihd pfi konstantni
teploté. Dalsi vypocet miizeme odstartovat s nepatrné pozmeénénou teplotou a po-
stupné timto zptisobem simulovat teplotni prubeh velicin. Pii dostatecné pomalém
snizovani teploty mizeme vyhledat zakladni stav systému (tzv. metoda simulova-
ného ochlazovani). Nalezeni zakladniho stavu je dulezitou ulohou, nicméné Met-
ropolistiv algoritmus nemusi v nékterych piipadech najit skutecné minimum ener-
gie, ale jen nékteré z lokalnich minim.

Poznamka 3: Monte Carlo metody zpravidla selhavaji v blizkosti fazovych pre-
chodu, kdy se neumérné prodluzuji relaxacni ¢asy a pocet potiebnych ¢lent repre-
zentativni posloupnosti.

Poznamka 4: Metropolisiiv algoritmus generovani reprezentativni posloupnosti
patti. k tzv. Markovovym procesiim. Nasledujici ¢len posloupnosti totiz zavisi jen
na predchozim ¢lenu a nikoli na historii geneze posloupnosti.

Poznamka 5: V roce 1970 zobecnil tento algoritmus pro ptipad libovolného sta-
tistického rozdéleni kanadsky matematik Keith Hastings (1930). Necht’ Pey(S) je
dané rozdéleni a Pj,_,,+1 je navrhovana pravdépodobnost pfechodu (naptiklad
Gaussovo rozdéleni centrované kolem aktualniho stavu). Generujeme nahodné
¢islo y € (0, 1) a novy stav akceptujeme jako dalsi ¢len posloupnosti, pokud plati
. Peq (Sn+l )Pn—>n+l
y<ming—————,1
Peq (Sn )Pn+1—>n }

Vzhledem k podilu je zjevné, Ze pravdépodobnosti nemusi byt normovany k jedné.

2.5.4 MC simulace srazky dvou nabitych ¢astic

V plazmatu s mnoha ¢asticemi neni vétS§inou mozné pocitat skutecny prubéh vsech
srazek a proto vyuzivame Monte Carlo simulace srazek. Mizeme postupovat napiiklad
takto:

1) Rozhodneme se, zda podle pfedem ur¢eného kritéria (napiiklad kdyz jsou ¢as-
tice blize, nez je Debyeova vzdalenost) dojde ke srazce dvou ¢éastic.

2) Na zaklad¢é aktualnich G¢innych prifezl oy riznych moznych procest (napfii-
klad Coulombova srazka, excita¢ni proces, ioniza¢ni proces, nabojova vymeéna,
atd.) sestavime distribu¢ni posloupnost
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/
Z Oy N
=1
D =k ; O =D 0. (2.148)
Otot k=1

a metodou stfelby se rozhodneme, ke kterému procesu dojde.

3) Za pomoci Monte Carlo algoritmu budeme generovat ze stavu pied srazkou

vhodny stav po srazce.

Monte Carlo odhady findlnich stavi po srazce nejsou samoziejmé v poradku pro jednu
konkrétni srazku, ale pro velké mnozstvi srazek daji pfi popisu plazmatu statisticky
korektni vysledky. PopiSme nyni dnes hojné pouzivany Monte Carlo algoritmus Cou-

lombovy srazky navrzeny T. Takizukou a H. Abem jiz v roce 1977.

Coulombova srazka

Ptredpokladejme, Ze v Case ¢ dojde ke srazce dvou ¢astic s hmotnostmi mi,, mg a s rych-
lostmi Vi, viz v laboratorni soustavé. Ozna¢me vzdjemnou rychlost ¢éstic v Case £

R
g =Vy—Vp

(2.149)

Oznacme g; a gy, projekce relativni rychlosti do osy z a roviny (xy). Dale zaved'me thly

6 (odklon g od osy z) a ¢ (odklon projekce gy, od osy x):

€;

A

g

ex (p gxy

Obr. 47: Rozklad relativni rychlosti na projekce g,, a g.

K popisu srazky zvolime novou, vyhodnéjsi soufadnicovou soustavu S, ktera bude
pootocena o uhel ¢ v ose z a thel 6 v ose y. Nova soustava je volena tak, aby vektor

relativni rychlosti mifil ve sméru tieti osy:

t
cos@ 0 —sin@) ( cosp sing O0)f g, '

0 1 0 ||-sing cosp 0| g,| =0

sinf 0 cosé@ 0 0 1 g )¢ \&ly

Celkova transformacéni matice ma tvar

(2.150)
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cos@cos@ cosfsing —sind
R=| -sing cos @ 0 . (2.151)

sinfcos@ sinfsing cosé
Pro navrat k pivodni soustavé budeme také potiebovat inverzni matici (transformace je

unitarni a tak inverzni matici snadno ziskame pteklopenim kolem diagonaly):
cos@cosp —sing sinfcos@
R = cosf@sing cosp sindsing |. (2.152)
—sin@ 0 cos@

Pfi Coulombové srazce se neméni velikost relativni rychlosti (viz kapitola 2.1.2), ale
pouze smér rychlosti. Proto vektor (0, 0, g)f pootocime o tthly & a @.

Generovani uhli 0 a @

Z dtvodu symetrie je nejjednodussi generovani uhlu @, staci volit rovnomérné rozdé-
leni, tj. generovat ndhodné ¢islo y; € (0, 1) a za thel @ zvolit

D =27y (2.153)

Volba thlu @ zavisi na uc¢inném prifezu daného typu srazky. Takizuka a Abe ukézali,
ze korektni statistickou reprezentaci Coulombovy srazky lze ziskat volbou

O = arctg(20) , (2.154)

kde d € (—oo, o) je nahodna veli¢ina generovana ve shod¢ s Gaussovym rozdélenim
s nulovou stfedni hodnotou a standardni odchylkou ¢ danou vztahem

Qg{Q,% min{ny,ng}in Ayg A/
8meg° g ’

(2.155)

kde u je redukovana hmotnost, In 4,4 je Coulombiiv logaritmus, g je velikost vzdjemné
rychlosti a At je Casovy krok.

Navrat k ptivodnim proménnym
Z uhlt © a @ spocteme novou relativni rychlost v pootocené soustaveé S'. Poté nalez-

neme za pomoci inverzni matice R~! relativni rychlost v laboratorni soustavé S:

t+At t+At
8x Ex
-1
gy =R gy =
8z /s 8z )s (2.156)

cosf@cosp —sing sinfcos@) ( gsinOcosP
=| cos@sing cos¢ sinfsing |-| gsin@sin@
—siné 0 cosé gcos@

Dulezity je rozdil relativni rychlosti po srazce a pted srazkou definovany vztahem
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_ gl TAt t
Ag=g -g. (2.157)
Po dosazeni z (2.156) vychazi
t gl
Ag, = nggé sin @ cos D —Tygsin@sindj — gt (1-cosO),
gx_y gxy
g !
Ag, :Tygé sin @ cos @+ gsinOsin®— g, (1-cosO), (2.158)
gxy gxy
Ag, = —g;y sin@cos @ — g (1-cos O).
VeliCina g je velikost relativni rychlosti g, veliCina gy, je velikost projekce gy
2 2 2
g = (at) (e ) (et
(2.159)
2 2
t
gy =lex) +(g))
Za pomoci transformace (2.12) nyni uréime rychlosti ¢astic po srazce:
m
vy A= vl + Z Ag,
mg, + I’)’lﬁ
(2.160)
yiIrAr _ Vtﬁ Mo A
my + mp

Popsany algoritmus mnohokrat opakujeme pro sledovanou soustavu ¢astic.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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3.1 Minimalni varianta

Popis plazmatu v ramci teorie kontinua poprvé pouzil §védsky fyzik a astrofyzik Hannes
Alfvén (1908-1995). Za prace v oblasti magnetohydrodynamiky ziskal Nobelovu cenu
za fyziku v roce 1970. Zakladni rovnice magnetohydrodynamiky jsme jiz odvodili ze
sttedovani Boltzmannovy rovnice pfes rtizné momenty rychlosti. Spolu s Maxwello-
vymi rovnicemi pro elektrické a magnetické pole mame vychozi soustavu pro popis
plazmatu v ramci teorie kontinua. Pokud je v plazmatu dominantni magnetické pole, 1ze
provést celou tadu dalSich zjednoduseni, ktera umozni soustavu upravit do podoby
vhodné pro dalsi vypocty. Na plazma budeme pohlizet jako na vodivou tekutinu (nebo
vice prolinajicich se tekutin), jejiz chovani dominantné ovliviiuje magnetické pole.
Existuje nékolik moznych variant vychozich predpokladii teorie, zaméfme se nejprve na
tzv. minimalni (nejjednodussi) predpoklady:

» Plazma lze povaZovat za kontinuum

Plazma je srazkové dominantni a na prostorovych i ¢asovych skalach jsou srazky pod-
statnym jevem. Stfedni volné drahy ¢astic jsou mnohem kratsi nez rozméry L sledova-
ného plazmatu a stfedni kolizni ¢as pro jednotlivé ¢astice je mnohem kratsi nez doba 7,
po kterou plazma sledujeme:

Aesdisdy <L Toti,7, <T. (3.1)

» Plazma je kvazineutralni

V plazmatu jsou volné nosi¢e ndboje, ovSem v kazdém makroskopickém objemu je
stejny pocet kladnych a zapornych néboji. Prostorova hustota naboje je nulova:

Po =0 = > Oyng =0. (3.2)

V nékterych variantach magnetohydrodynamiky neni tento pfedpoklad splnén.

» Jednotekutinovy model
Plazma Ize v prvnim pfiblizeni povazovat za jedinou tekutinu. V. modelu pouzivame

Vovoew

namisto rychlosti riznych komponent jen tézistovou rychlost a proudovou hustotu

_ Zmaua
R T (3.3)
=2 Oaligly - (34)

Pokud je plazma slozeno jen z elektronii a iontl, dochdzi k ambipolarni difuzi
a uniknou-li ze systému leh¢i elektrony, tAhnou za sebou pomoci Coulombova pole tézsi
ionty. Rychlosti elektronové i iontové slozky jsou zhruba vyrovnané a rovny téziStoveé
rychlosti:
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~u. (3.5)

Nepatrny rozdil rychlosti elektronti a iontd souvisi s proudovou hustotou tekouci plaz-
matem. Napiiklad pro jedenkrat ionizované plazma je ne = nj =n, j = en(ui—ue).

<:i3j

Obr. 48: Smér proudové hustoty.

Existuji samoziejmé i magnetohydrodynamické popisy zaloZené na vicetekutinovém
modelu. Odvod’'me vztah pro hustotu Lorentzovy sily v jednotekutinovém modelu

F,=0,E+Q,v,XB;
f, =0, E+Q,ny,u, xB;
f= Z(QanaE+QanauaXB) = (ZQana)E—i-(ZQanaua)xB =jxB.

Prvni ¢len na pravé strané je nulovy z divodu pozadavku kvazineutrality. Rychlost v
jedné Castice piejde v kontinuu na stfedni rychlost proudéni u.

» Nerelativistické plazma
V minimdlni variant¢ MHD pozadujeme nerelativistické rychlosti v§ech druht castic, tj.
Yo o, (3.6)
c

To ssebou nese relativné jednoduchou podobu Ohmova zdkona (v pohybujicim se
plazmatu je tfeba transformovat elektrické pole E z laboratorni soustavy na pole E’
v soustaveé pohybujici se s plazmatem, kde plati Ohmuav zakon j = ¢ E’):

E+uxB

\[1—142/(:2

» Posuvny proud je zanedbatelny

j=oE =0 =o(E+uxB). (3.7)

V Maxwellové rovnici rot H=j+ dD/d¢ zanedbame Maxwelliv posuvny ¢len oproti
proudové hustoté. To je mozné jen pro nizkofrekvenéni déje, konkrétné pro periodickou
zavislost vlny na Case ve tvaru exp[iw?] vychazi omezeni na frekvenci

|op/ot|<|j| = |iweE|<ocE = w<ole. (3.8)

Podminka je splnéna pro vysoce vodivé plazma nebo nizké frekvence déji. Neni-li tato
podminka splnéna, musime se zabyvat i casové proménnymi elektrickymi poli.
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3.1.1 Substancionalni derivace a rovnice proudnice

Pojmy substanciondlni derivace a rovnice proudnice jsou v teorii kontinua uzitecné,
a proto se s nimi seznamme jesté pred tim, nez odvodime zékladni sadu rovnic magne-
tohydrodynamiky.

Substancionalni derivace

Naleznéme uplnou ¢asovou derivaci né¢jakého vektorového pole A(z,x):

04 04
ds ot dx; dt
04 04 04
= k+ul k = k+(ll'V)Ak.
ot ax; ot

Uplna derivace vektorového pole (tzv. substancionalni derivace) se sklada ze dvou ¢asti

d 0A
—A = — ‘V)A. 39
dr ot Hwy) (3.9

Prvni ¢ast odpovida explicitnim zménam poli, druha souvisi s proudénim. Pro substan-
cionalni derivaci miizeme operatoroveé psat
d d

— = —+u-V. 3.10
de at+“ ( )

Rovnice proudnice

Ur¢eme nyni zménu elementu proudnice Jl:

ddl=dudr,
dd;;tl = du=u(r+o)—u(r)=(J1-V)u,
dol
= = (81-'V)u. 3.11
i ( Ju (3.11)
ol

Obr. 49: Element proudnice.
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3.1.2 Rovnice pro magnetické pole

Casovy vyvoj magnetického pole uréime z Maxwellovych rovnic doplnénych Ohmo-
vym zékonem v pohyblivém prostredi (3.7)

9B

rotE:—E, pPo =0;

rotH=j; j=0(E+uxB); (3.12)
divB=0; D=¢E;

divD=pg ; H=B/u.

Z prvni rovnice uréime ¢asovou zménu magnetického pole, za elektrické pole dosadime
z Ohmova zakona a za proudovou hustotu z druhé z Maxwellovych rovnic:

B j 1
a—= —rotE=— rot(i - uxBJ =——rotrotB + rot(uxB) .
ot o ou
Dvojnou rotaci piepiSeme pomoci vztahu (A.17) a ziskdme vyslednou rovnici
B 1
9B _ 1y, rot(uxB) . (3.13)
ot ou

Rovnici pro ¢asovy vyvoj magnetického pole lze upravit do tvaru se substancionalni
derivaci. Pouzijeme k tomu piepis druhého ¢lenu pomoci vyrazu (A.19)

9B _ L V8 4 B-V)u - Bdivu - (u-V)B,
ot ou
9B

1 .
—+(u-V)B =—V’B + (B-V)u — Bdivu.
ot ou
Alternativni tvar rovnice pro ¢asovy vyvoj magnetického pole tedy je

B _ 1 v2%8 4 B-V)u - Bdivu. (3.14)
dt ou

Magnetické pole se mize podle (3.13) zménit dvéma zptsoby. Prvni ¢len na pravé
strané je klasicka difiize — pomalé pronikani magnetického pole do okolniho plazmatu.
Druhy ¢len souvisi s pohybem plazmatu, fika se mu c¢len zamrzani. Magnetické induk-
¢ni ¢ary sleduji pohyb plazmatu, jsou jakoby vmrznuty do plazmové tekutiny. Nyni
zhruba odhadnéme pomér piispévkll obou Clenti (tzv. Reynoldsovo magnetické ¢islo).
Vsechny vektory odhadneme jejich velikostmi a derivace pfevracenou hodnotou rozmé-
i systému:

1
“ (. —uB
¢len zamrzani L

# = = =ouul. 3.15
ReM ™ len difize 1 1 W (3-15)

our?
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difize zamrzani

Obr. 50: Difuze v plazmatu a zamrzlé pole v plazmatu.

Pro idealné vodivé plazma (¢ — o) dominuje ¢len zamrzani (#gem > 1). Naopak pro

pomalé pohyby plazmatu dominuje €len difize (#rem < 1). Limitni pfipady maji tvar

O — oo %—l? = rot(uxB).
(3.16)
u—0: a—B=77MV2]3; UMEL,
ot ou

Clen zamrzani

Zabyvejme se nyni jen ¢lenem zamrzani
oB
— = rot(uxB).
ot

Rotaci na pravé stran€ upravime pomoci dvojného vektorového soucinu — viz (A.19)
JoB

g:(B-V)u — (u-V)B — Bdivu.

Dosad’'me za divu z rovnice kontinuity

a—’0+div,ou:O = a—’0+(u~V)p+pdivu:O =
ot ot
= dlvu———a—p—l(wV)p
of p
Po elementarnich Gpravach mame (zanedbavame ¢len diftize)
oB B op

— = (B-V)u - (u-V)B + ——+E(u~V)p.
ot pot p

Celou rovnici vydélme hustotou a preskupme jednotlivé cleny

10B B dp _ (E.Vju - %(U-V)B + %(uV)p-

P P

Prvni dva ¢leny na levé strané lze spojit do jednoho vyrazu a druhé dva ¢leny na pravé
stran¢ také:
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3(5] _ (E.V]u CwwnB
at\ p p o

Substituci b = B/p rovnice piejde na
E;—tt) +-V)b = (b-V)u.

Po zavedeni substancionalni derivace ziskame rovnici proudnice (3.11) pro veli¢inu b

&~ (bV)u. (3.17)

Magnetické pole proto sleduje proudnice a je vmrzlé do plazmatu. Pojem zamrzani lze
zformulovat i jinak: Magneticky tok uzavienou smyckou, jez se pohybuje spolu s plaz-
matem, je konstantni.

Clen diftize

Zabyvejme se nyni druhou alternativou, difiznim ¢lenem. Koeficient 7y se nazyva
koeficient magnetické difuze. Rovnici difuze mizeme prepsat do tvaru

LB=0; ﬁz%—nMVZ. (3.18)

Operator L je linearni, feSeni mizeme hledat jako superpozici Fourierovych moda
B(t,x) = j B, (1,x)d’k = jck (1) **dk . (3.19)
Kazdy z Fourierovych modi By, musi spliiovat rovnici difiize:
/jBk =0; =

(% — Iy szck ne**=0 =

dck 2
—+mkc,. =0 =
Jt UIVUIR™
2
o) (1) = ¢ (0)e MK

Celkové feseni tedy napiSeme ve tvaru
2 .
B(,%) = [ ()¢ MH T KX gk (3.20)
Dosadime-li #=0 a provedeme inverzni transformaci, ziskdme vztah pro pocatec¢ni
hodnoty
1

o (0) = —— jB(o,x)e‘ik"‘ d’x. (3.21)
(27)
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PovSimnéte si vztahu (3.20). Kazda Fourierova komponenta exp(ik-x) se v ¢ase tlumi
faktorem exp(—yyk’?). Tedy fluktuace malych rozmérti (velkych k) jsou utlumeny mno-
hem rychleji nez fluktuace velkych rozmérd. To je pro diftizi charakteristické, difuzi
zanikaji nejprve drobné nepravidelnosti.

Najdéme nyni Greenovu funkci pro rovnici difize v neomezeném prostiedi, tj. za
pocatecni impulz budeme volit Diracovu distribuci lokalizovanou v bod¢ x":

By(x)=B(0,x) =By 5(x-x); By =(L1D.

Situace je stejnd, jako bychom pocitali Greenovu funkci pro kazdou slozku magnetic-
kého pole zvlast, vsechny slozky totiz spliuji rovnici difize. Diractiv impuls postupné
dosadime do (3.21) a (3.20), vysledné feSeni ozna¢ime G

ck (O) = BO J.(S‘(X _ X,) e—ikvx d3X _ BO e—ik»x'
o) 3
g (27)

2, . ’
Gt,x,x) = (15_0)3] MR e Bo= L. (3.22)
2r

Jde o obecny zépis trojice Greenovych funkei pro rovnici difuze v jednotlivych osach.
Vysledek integrace samoziejmé zavisi na okrajovych podminkach a volbé soufadnicové
soustavy. Proved'me integraci v jednoduchém piipadé¢ neomezeného prostiedi popiso-
vaného v kartézské souradnicové soustave:

2 . ’
G(t,x,x'):B—O3 I ¢ MK iR (xX) g3y /x—-x'=a
(27)" g3
__Bo [ okt gika g3y __Bo [ vk ke g3y
27y’ 27y’
(27) R3 (27) R3
__Bo jexp it 2 _ikall s
(27) 33 Tt
s i
Bo ( ia j a’ | 3
= exp| -yt k— - d’k =
(2z)’ 15[3 M 2mmt) 4t

@2

_ . 2]
:B_Oe 4immt jexp _an(k_i] &’k =

(2z) 3 2mt) |
2 2
_.a 3/2 __a
_Bo 4an(£} __ Bo
(271')3 Tt (471'77Mt)3/2

kde jsme argument doplnili na ¢tverec ve vinovém vektoru k. V neomezeném prostredi
mame tedy vysledek:
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72
‘xfx

G(t,x,x')=B—03/2e At G(t,x,x')=;3/ze Yt (3.23)
(47it) (47myt)

‘X*X

Je ziejmé, ze Diraciv impuls lokalizovany v x' je gaussovsky s asem ,,rozmyvan‘.
V 1D problému je situace ukazana na obrazku 51.

Obecnou pocatecni podminku rozlozime na jednotlivé Diracovy impulzy a vysledna
feseni seCteme (Greenova funkce je pro vSechny tii slozky pole stejna):

e

B(x)=G * By=———— [¢ M B0.x)dX. (3.24)
" (4
Pole je tedy prostorovou konvoluci pocatecni podminky a Greenovy funkce. Pfimym

dosazenim do rovnice difuze lze snadno ukazat, Ze vztah (3.24) je jejim feSenim.
Obecné odvozeni nalezne ¢tenat v dodatku BS5.

Obr. 51: Casovy vyvoj Diracova impulzu.

Poznamka 1: Alternativné lze pfi feSeni vyuzit shodného tvaru rovnice difuze se
Schrodingerovou rovnici a operatorove ihned napsat feseni

2
| B(t)) — MV (=) |Bo> .
Dosazenim do rovnice difuze okamzité vidime, Ze jde o feSeni, které navic spliuje

pocateéni podminku. Standardnimi metodami popsanymi v [2] je tieba najit spekt-
rum Laplaceova operatoru V2 a poté pouzit vétu o spektralnim rozvoji:

[B) = ™% 70|k {k|By ),
k o

V2|k) =4 |K).
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Poznamka 2: Stejné feSeni ma i rovnice pro difizi ¢astic:
on

= = DV?n ;

ot

ape (3.25)

1
—F¢C
(4zDt)*'?

n(t,x) = j G(t,x,x)n(0,x")d*x’

>

G(t,x,x) =

Poznamka 3: V pfipadé zdroje Castic, ktery je v jedné dimenzi dopliuje tak, aby
v pocatku byla neustale koncentrace ny, je feSenim rovnice difuze (Ize snadno do-
kazat dosazenim)

n(t,x) = ng [1—;1)[ J%ﬂ : (3.26)

kde ¢ je chybova funkce definovana vztahem (A.50)

€ Piiklad 11: Naleznéte stiedni polohu a stiedni kvadratickou fluktuaci polohy &astic
pro difuzi Diracova impulzu, tedy pro Greenovu funkci (3.25), pokud je zdroj v pocatku
(x'=0)

Reseni: Uréeme napfiklad <x> a <x*>:

_ X2 +y2 +22

1 4Dt xdxdydz=0,

=[G, x,x)xd’x=[————e

-] [

| _X2+y2+Z2

<x2>=IG(t,x,x')x2 d3x=I—3/2e 4Dt x? dxdydz =2Dr .
(47D1)

Integraly se rozdéli na jednotlivé integrace a ty urc¢ime ze vztaht (A.1) a (A.2). Je
ziejmé, Ze stiedni poloha je v pocatku (tam, kde byl lokalizovan Diraciiv impulz)
a plati:

<x>=(0,0,0),
<x-x>:<x2 +y2 +zz>:6Dt,

oo =) () () = oDr

Pro difuzi je charakteristické, Ze stfedni kvadratické fluktuace rostou s Gasem jako 7172,

Rovnice pro vektorovy potencial
Nékdy je vyhodnéjsi namisto magnetického pole pouzivat vektorovy potencial splitujici
vlnovou rovnici a Lorentzovu podminku
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1 0°
VEA- S A= ],
) ¢ ot (3.27)
2¢ +divA=0.
c-ot

V magnetohydrodynamice zanedbavame Maxwelliv posuvny proud, coz je ekvivalentni
omezeni se na nizké frekvence déji, viz (3.8). Z rovnice pro vektorovy potencial potom
zbude jen

VA =—11].
Za proudovou hustotu dosadime z Ohmova zakona (3.7)
V?A =—yo(E+uxB).

V magnetohydrodynamice je elektrické a magnetické pole dano jen potencidlem A:

E= _B_A ; B=rotA,
ot
coz po dosazeni do piedchozi rovnice da vyslednou rovnici pro vektorovy potencial
A 1
A _ L 92a suxrotA. (3.28)
or  Uyo

Rovnice pro vektorovy potencidl ma opét ¢len zamrzéani a ¢len diftize. RozepiSeme-li

dvojny vektorovy soucin napravo, ziskdme snadno tvar se substancionalni derivaci

04
—_— = ;T ' 2 (3.29)
dr oy ox;

3.1.2 Rovnice pro hustotu

Uvazujme proudéni aditivni veliciny A (roste s mnozstvim latky, napfiklad hmotnost,
naboj, energie). Proudéni popisujeme ¢tyifmi veli¢inami

p4= lim ad, ju=pu
AT arso AV’ AT EAT
Tyto Ctyfi veliiny tvofi relativisticky ctyfvektor a transformuji se za pomoci Lorent-
zovy matice — p, nazyvame hustotou; j, nazyvame tokem (mnozstvi 4 proteklé jednot-
kovou plochou za jednotku casu). Jestlize se velicina A pfi proudéni neztraci ani nepfi-
byva, musi casovy ubytek veli¢iny z libovolného objemu byt roven toku veli¢iny pies
plochu ohranicujici tento objem:

d .
—EIJ;pAdV = ajVJA-ds.

Hranice objemu V je ozna&ena dV. Pomoci Gaussovy véty integralniho poctu pieve-
deme plosny integral na objemovy a oba integraly spojime:
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j[a’imivujdrf = 0.
7 ot

Uvedeny vztah musi pfi proudéni platit v libovolném objemu a to je mozné jen, je-li
argument integralu roven nule:

9 .
P4 4 divj, = 0. (3.30)
ot
Odvozeny vztah se nazyva rovnice kontinuity a na pravé strané je nula, pokud se veli-

¢ina A pfi proudéni zachovava. Nezachovava-li se, neni na pravé stran¢ nula. Pro hus-
totu hmoty budeme psat rovnici

9 .
9P\ divpu = 0, (3.31)
ot

kterou miizeme upravit do tvaru se substancionalni derivaci:

0
L auy =0 =

a_p + a_puk + paﬂ =0 =
ot Bxk axk

9 + (u-V)p + pdiva = 0.

ot
Vysledny tvar proto je

dp .
— + pdivu = 0. 3.32
4 AV (3.32)

Z posledniho vyrazu je ziejmé, ze nestlacitelna tekutina (kapalina) spliiuje

¥P_o o  divu=o. (3.33)

= const =
P dt

3.1.3 Rovnice pro rychlost

Rovnici pro rychlost odvodime ve tfech fazich. Nejprve pro idealni hydrodynamiku (bez
viskozity), poté pro viskdzni proudéni a nakonec pro proudéni za pfitomnosti magnetic-
kého a gravitacniho pole. Ve vSech pfipadech nalezneme jak konzervativni tvar (ve
tvaru rovnice kontinuity) tak tvar se substancionalni derivaci. Vysledky budou kompati-
bilni se stfedovanim Boltzmannovy rovnice pies rychlost ve statistice.

1. Idealni hydrodynamika
Pro objekt o hmotnosti m plati Newtonova pohybova rovnice

dv

m— = F.
dt



Minimdlni varianta 135

Pro proudici prostiedi zavedeme hustotu sily

f= lim —. (3.34)
AV—0 AV

V hustotach bude Newtonova pohybova rovnice mit tvar (rychlost v jedné ¢astice se
stane rychlosti proudéni u)

du
— =1, 3.35
P (3.35)

Po rozepsani substancionalni derivace ziskdme rovnici

p%—l;+p(u~V)u =f. (3.36)

Zbyva uréit hustotu sily. Ta se 1i8i podle procesi, které popisujeme. Mize jit o hustotu
Lorentzovy sily jxB, u zvukovych vin v plynech ptijde o tlakovou silu. Standardné sila

mifi k minimu potencialni energie:
F=-VWp (3.37)
nebo v hustotach

f=—Vwp. (3.38)

Tlakova energie je W), = I pdV , hustota tlakové energie proto je w, = p a hustota sily

zpusobena tlakem vychazi

f=-Vp. (3.39)
Pohybova rovnice (3.36) s hustotou sily zpisobenou tlakem ma proto tvar
pg—l;+p(u-V)u =-Vp. (3.40)
Jde o hledanou rovnici pro ¢asovy vyvoj rychlostniho pole.
p((ii—l; = -Vp, neboli p(—;—l;+p(u-V)u =-Vp. (3.41)

Nyni tuto rovnici ptepiSeme do konzervativniho tvaru, tj. budeme hledat zakon zacho-
vani hybnosti ve tvaru rovnice kontinuity. Naleznéme casovy vyvoj hustoty hybnosti

il

d _dp
az(p”")_ o7 Uk +p 5

Za Casovou zménu hustoty dosadime z rovnice kontinuity (3.31) a za ¢asovou zménu
rychlosti z pohybové rovnice (3.41):

0
E(p”k) =—0(pup)uy — p(uio)uy =9y p.

Vsechny ¢leny pievedeme na levou stranu a upravime:
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) d(pup) ou,
— — — :0
at (puk) " axl uk " (pul) axl +axk -
0 op
p— —_— R —— :O
a[(p”k) + ox, (pujug) + 2, =
0 d
>, () + E(P@d + puguy) =0.

Ziskali jsme zékon zachovani hybnosti. V zavorce v prostorovych derivacich je tok
hybnosti neboli tenzor tlaku. Sama hybnost je vektorova veli¢ina a proto jeji tok tvoii
tenzor druhého fadu. Symetrie tenzoru tlaku zajiStuje zachovani momentu hybnosti
v proudici tekutiné. Tenzor tlaku se sklada ze dvou casti — skalarni ¢asti, kterou tvoii
normalni tlak piisobici ve vSech smérech stejné. Druhou ¢asti je tenzorova ¢ast souvise-
jici s proudénim tekutiny. Zakon zachovéani hybnosti mizeme napsat ve slozkovém
zapisu

0 d P P
—(pu) + gI(T,E,)) —0; TP =psy + pugu; (3.42)

nebo v invariantnim tvaru

%(pu) +V-Tp =0; Tp=pl+pu®u . (3.43)

Pripomenme, Ze tento vztah jsme jiz odvodili jako prvni moment Boltzmannovy rovnice
(2.34). Index (P) oznacuje tlak, pozdé€ji pribude tenzor viskozity a Maxwelliv tenzor
pnuti.

2. Viskozni tekutina

Pro viskézni tekutiny jsou charakteristické nenulové prostorové derivace rychlosti.
Naptiklad tekutina proudici mezi dvéma deskami ma u povrchu desek rychlost nulovou
a mezi deskami maximalni, p¥i¢na zména rychlosti du,/dy je nenulova.

y >
—>
—> u
—>

x>

Obr. 52: Proudéni viskdzni tekutiny.

Ztraty hybnosti zpisobené viskdéznimi procesy budou dany tenzorem viskozity zavislym
na prostorovych derivacich rychlosti

Via = fra(Qu;/0x ;) .

V nejjednodussim priblizeni bude tenzor linearni v derivacich rychlosti, ptipadné pro-
vedeme Taylortv rozvoj do prvniho fadu v derivacich rychlosti. Tenzor musi byt symet-
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ricky tenzor druhého fadu (z diivodu zachovani momentu hybnosti). Nejobecnéjsi tvar
symetrického tenzoru za nasich predpokladii bude

Vkl =a(aﬂ+%J + bé‘]d aun = a(aﬂ‘i‘aﬂJ +b§]ddiVu.
8x[ X J

Symetricky tenzor ziskame pomoci souctu derivaci v zavorce nebo souctem vsech dia-
gonalnich ¢lent (divergence rychlosti). V matematice i1 ve fyzice se dobfe pracuje s ten-
zory s nulovou stopou (souctem diagonalnich ¢leni). Stopa tenzoru se zachovava. Proto
se ¢ast druhého (skalarniho) vyrazu pfida k prvnimu vyrazu, tak aby mél nulovou stopu:

d 0
Vkl =1n ﬂ‘i‘i—gé}d divu | + ;5](] divu . (344)
ax[ axk 3

Stopa tenzorové ¢asti v kulaté zavorce je nulova:

aﬂ+a&—35kk divu |= (divu+divu—z-3-divuj = 0.
axk axk 3 3

Koeficienty 77 a ¢ se nazyvaji prvni a druhd vazkost. Konzervativni tvar zékona za-
chovani hybnosti potom ma tvar

0 0
E(puk) + ETIEIP) = 0, TIEIP) = pé‘kl +p1/lk1/ll _Vkl . (345)

nebo v invariantnim tvaru
%(pu) +V-Tp =0; Tp=pl+pu®u-V . (3.46)

U viskdézniho tenzoru piSeme znaménko minus, protoze jde o ztraty toku hybnosti.
S touto konvenci jsou oba viskozni koeficienty za bézné situace kladné. Odvod’'me nyni
pohybovou rovnici. Ve vztahu (3.45) dosadime za oba tenzory a provedeme vSechny
derivace:

i(u)+i Oy + puju; —1n| —=
atpk aleklpkanxl o,

Po pfimocarém vypoctu ziskame pohybovou rovnici

Paa_l;+,0(u~V)u = =Vp + nVu + ({+7/3) V(divu) . (3.47)

Jde o slavnou Naviereovu-Stokesovu rovnici pro viskozni tekutinu. Je-li tekutina nestla-
¢itelna (kapalina, divu =0 ) ziska pohybova rovnice jednoduchy tvar

pg—l;+p(u-V)u = -Vp + gV (3.48)

a kapalinu lze popsat jedinym visk6éznim koeficientem #.
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3. Vodiva tekutina
V piipadé¢ magnetohydrodynamiky se v rovnici (3.47) objevi na pravé strané jesté hus-
tota Lorentzovy sily:

p%—‘;+p(U~V)u = —Vp + V% + ({+7/3) V(divu) + jxB.  (3.49)

Pro odvozeni konzervativniho tvaru staci upravit jen hustotu Lorentzovy sily, konzer-
vativni podobu vSech ostatnich ¢lenti zname:

(jXB)k :(rOtHXB)k =Ekim (I'O'[H)[ B, = E1im€ino9n (H,) By, =

oH, oH oH
__glkmglnoan(Ho)Bm =(- 5kn mo T 6]{0 mn) B axm Bm * axk Bm B
Xn k m
J0 (H-B 0 0B
=—— H.B H m
axk( 2 j ox,, o (AicBn) = Hy ox,,

Posledni ¢len je nulovy a v prostiednim ¢lenu zaménime séitaci index:

0 (H-B J o0 |H-B

ixB), =—— H, B —— | —9 H,B;|.

(Jx)k ax(2jax(k1) ax[z K~ kl}
k 1 1

Vyraz v hranaté zavorce je Maxwelldv tenzor pnuti pro magnetické pole. M4 stejné jako

tenzor tlaku skalarni a vektorovou ¢ast. Po pievedeni na levou stranu pohybové rovnice
dostaneme vztah

—(puk) + ai(T(“ +T(M)) 0. (3.50)

Jednotlivé tenzory maji slozky

T/E[I))Ep5kl+p”k”l_Vkl’ Tp=pl+pu®u-V;
M - HB -
T( )E_é‘k[ HkB[’ T = — 1 ,
2 2 (3.51)
Vkl :ﬂ(aai‘ng— 5/(/ divu | + gé‘k[ divu
X1 Xk

Skalarni ¢ast Maxwellova tenzoru pnuti se nékdy nazyva magneticky tlak a je rovna
hustoté energie magnetického pole
2
‘B B
=—=—. 3.52
Pm B 2 ( )
Tenzorova ¢ast souvisi se silovym plsobenim na plazma, za které je zodpovédné
zakiiveni magnetickych indukénich car.
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Poznamka 1: Uvedeny vztah jsme jiz odvodili dfive jako prvni moment Boltz-
mannovy rovnice.

Poznamka 2: Magnetické pole pfitomné ve slunecnich skvrnach je zodpovédné za
jejich nizsi teplotu (tlak ve skvrné je dan magnetickou i hydrodynamickou ¢asti)

2
Pout = Pin = nkTyy = B* /24 + nkT, .
Poznamka 3: Lorentzova sila ma dvé ¢asti:
= 1
U
Prvni ¢ast je gradientem magnetického tlaku, druha cast souvisi se zakfivenim

magnetickych indukénich car. Plazma se pod vlivem sily bud’ snazi indukéni cary
napfimit a nebo pokud jde o ¢ary uzaviené, snazi se z nich udélat kruznice.

3.1.4 Uzavreni soustavy

Ve statistice jsme si ukazali, jak stfedovani Boltzmannovy rovnice pfes rychlostni ¢ast
fazového prostoru vede na rovnice kontinua. Jedné se o rovnici kontinuity, rovnici pro
rychlost, energii (teplotu, tlak), tepelny tok, atd. Nekone¢nou soustavu parcialnich dife-
rencialnich rovnic ziskanou stfedovanim pfes mocniny rychlosti je tieba v urcité fazi
ukon¢it algebraickym vztahem. My tak uéinime u rovnice pro tlak a budeme predpokla-
dat, Ze tlak spliuje algebraicky vztah (mtze jit o polytropni ¢i jinou zavislost)

r=p(p). (3.54)
Na zavér zapisme piehledné ziskanou sadu MHD rovnic v konzervativnim tvaru
9B = LVZB + rot(uxB),
ot ou
aJ ..
—+divpu =0,
ot P

J 9 (n(P) (M)} _

r=p(p).
a ve tvaru s uplnymi ¢asovymi derivacemi:
a8 _ LV2B + (B-V)u - Bdivu,
dr ou
dp .
— 4+ pdiva = 0,
dt P

pi—? = —Vp ~Vpy +—(B-V)B + 7V%u + ({ +7/3) V(divu),
y7i

p=p(p).
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Existuji rizné modifikace uvedené soustavy rovnic, rovnice kontinuity a pohybové
rovnice mohou byt napiiklad uvazovany pro elektronovou a iontovou slozku oddélené,
soustavu mizeme uzavfit az po rovnici pro energii algebraickym vztahem pro vedeni
tepla, rovnice lze zobecnit i pro dominantni vliv elektrického pole. K nejcastéji pouzi-
vanym uzavienim soustavy MHD rovnic patfi:

Uzavrieni nestlacitelnou tekutinou

Piedpokladame, Ze hustota je konstantni, tj. p = const. Uplna ¢asova derivace hustoty je
proto nulova

Ap/dt+u-V)p = 0 (3.55)

a z rovnice kontinuity lze ukézat, ze div u = 0.

Uzavreni polytropou

Predpokladame polytropni zavislost mezi tlakem a hustotou pp~— = const. Po uprave

_ d _ 0 _
Sop7)=0 = 2 )rus o)

Provedeme obé derivace jako derivace soucinu funkci a za parcialni derivaci hustoty
podle ¢asu dosadime z rovnice kontinuity. Po jednoduchych tpravach ziskame

%+(U'V)p + ypdiva = 0. (3.56)

Uzavieni CGL

Toto uzavieni magnetohydrodynamiky zohledituje anizotropni chovani plazmatu. Je
nazvano podle pocatenich pismen autord této aproximace (F. Chew, M. Goldberg,

vvvvv

BB,
B*

POy — P =Pi0u +(pj— 1) (3.57)

3.2 Vybrané jevy

3.2.1 Hartmannovo reSeni

Z klasické hydrodynamiky je znamo chovani nestlacitelné viskdzni kapaliny mezi dvé-
ma vodorovnymi deskami. Je-li na zacatku a konci desek rozdilny tlak, mtize vzniknout
jednoduché laminarni proudéni, které se tidi Poiseuillovym zakonem, ktery objevil fran-
couzsky fyzik a matematik Jean Louis Marie Poiseuille (1797-1869). Rychlost ma para-
bolicky pribéh — v tésné blizkosti desek je rychlost nulova, uprostied toku maximalni.
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To je zptsobeno viskdznimi procesy neboli vnitinim tienim kapaliny. Okrajové efekty
desek zanedbavame.

Y
)— x | u
z

Obr. 53: Tekutina mezi dvéma rovinnymi deskami.

y=ta

y=—a

Je-li kapalina vodiva, 1ze nalézt obdobné feseni z rovnic magnetohydrodynamiky, které
poprvé odvodil dansky inzenyr Julian Hartmann v roce 1937. NapiSme nejprve vychozi
soustavu rovnic magnetohydrodynamiky:

divu=0,
p%%+p0rV)u=—Vp+nV2u+{E£EXB}, (3.58)
u
a—lesz +rot[uxB].
ot  ou

Prvni rovnice je rovnice kontinuity pro nestlacitelnou kapalinu, druha rovnice je pohy-
bova rovnice, napravo je postupné tlakova sila, viskdzni sila a Lorentzova sila. Posledni
rovnice je rovnice pro magnetické pole s difiznim ¢lenem a ¢lenem zamrzani.

Poznamka 1: Stavovou rovnici, kterou se bézné uzavira MHD soustava, nemu-
zeme u nestlacitelné kapaliny pouzit, protoze tlak neni funkci hustoty. Tlak klesa
ve sméru proudéni linearné, zatimco hustota kapaliny je konstantni. Soustavu lze
uzavrit predpokladem konstantniho gradientu tlaku ve sméru proudéni.

Soufadnicovou soustavu zvolime podle obrazku (tak, abychom maximalné vyuzili sy-
metrii problému). Budeme pfedpokladat stacionarni proudéni, tj. casové derivace ve
vztahu (3.58) budou nulové. Proudéni piedpokladame jen podél desek, tj. rychlostni
pole bude mit jen slozku u,(y), zavislost na y je dana symetrii problému, u desek (pro
y ==a) je rychlost nulova, uprostted oblasti maximalni. Budeme piedpokladat nenulové
magnetické pole v fezu proudéni podle obrazku, tj. nenulové By(y) a By(y). Z Max-
wellovy rovnice div B =0 plyne, ze B, musi byt konstantni. Tlak musi klesat podél
proudéni a mize byt stejné jako ostatni veliiny zavisly na soufadnici y. Hledané feseni
ma tedy tvar:

u=[u(»),0,0]; B=[B(). By,0); p=p(xy). (3.59)
Po dosazeni do sedmi rovnic (3.58) zbudou netrivialni vztahy
2 B
op N d“u L 2o dB

P )
Ix dyt mdy (3.60)
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1 .d°B L g, du
=——— +By—.
o dy? dy
Reseni ziskané soustavy neni slozité. Pfedpokladejme (stejné jako v Poiseuillové za-
kong&) linearni ubytek tlaku ve sméru proudéni, tj. dp/ox = const. Lze ukazat, Ze jiny

prabéh ani neni mozny. Potom prvni a tfeti rovnice dava soustavu pro rychlost a mag-
netické pole, z druhé rovnice je tfeba dopocitat tlak. Pro u a B tedy mame:

d®u By dB
—2+——:const,
dy~ u dy

2
L—dB+B dM:O.

Ol dy2 06

Prvni rovnici derivujeme podle y a zrovnic vylou¢ime druhé derivace magnetického
pole:

3 2
1 oB
d_z__zd_uzo; kde %E_O.
dy> D=dy D n
Po prvni integraci mame
2
1
d 1/2{ ——2M =C1 .
dy- D

Jde o linearni diferencialni rovnici s pravou stranou. ReSeni nalezneme jako soucet
homogenniho a partikularniho feSeni (Ize ho hledat ve tvaru konstanty):

u(y) = ug (v) + up(y) =Cs ch[%} +Cy sh[%]—chz .

Namisto exponencial jsme zvolili bazi homogenniho feseni z funkei ch a sh. Konstanty
integrace ur¢ime z podminek u(+a)=0; u(0)=u,. Vysledné fesSeni je

ch(gj_ch(gj
u(y)=ug——"——<——"; D= —772 : (3.61)
ch(“J—l \ oB;
D

Nyni jiz snadno z prvni nebo tfeti rovnice (3.60) dopocteme magnetické pole. Integracni
konstanty ur¢ime z podminky spojitosti te¢nych slozek vektoru magnetické intenzity H
na rozhrani ( By, /4] = By /115 ), odkud plyne B(£a)=0. Vysledek je

sh[gj_ysh(gj
a : D= |1 (3.62)
ch(aj—l 0B
D

B(y) = pug Jon
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Nalezeny profil rychlostniho a magnetického pole je na nasledujicim obrazku. Pfitom-
nost magnetického pole zpisobuje zplosténi rychlostniho pole v blizkosti centra prou-
déni a jeho rychly pokles v blizkosti desek. Nenulova konstantni slozka pole ve sméru y
(napfic¢ proudéni) zptisobuje existenci slozky pole ve sméru proudéni, jejiz profil je také
na obrazku.
y=*a
Y

=

y=-a

Obr. 54: Hartmannovo feseni.

Polohu maxima a minima magnetického profilu je mozné ziskat derivaci vztahu (3.62)

Yo =iDargch[2 sh[iﬂ. (3.63)
’ a D
Zajimava je limita rychlostniho profilu pro slabé (a/D <« 1) a silné (a/D > 1) magne-
tické pole.
Slaba pole

Pro slabé pole provedeme rozvoj exponencidl do prvniho fadu a dostaneme znamy Poi-
seuilliv parabolicky profil, magnetické pole nema na proudéni podstatny vliv:

2
uzuo{l—[lj ] .
a
Silna pole

Pro silné pole musime fesit pfipad y > 0 a y < 0 oddélen¢. Ve vysledku ponechdme vzdy

kladnou exponencialu, vyjde
u=ugy|ll—exp |y|—a .
0 D

Rychlostni pole v tomto piipadé exponencialné ubyva u stén. Veli¢ina D charakterizuje
tloustku hrani¢ni vrstvy. Nékdy se zavadi bezrozmérné, tzv. Hartmannovo Cislo #y,

vztahem
a /O'
#y, =—=Bya |—. 3.64
Ha D 0 n ( )

Kvadrat Hartmannova ¢isla je pomérem hustot magnetické a viskozni sily.

_jBy OEBy, ouBj oBja’

B, =B OBy _ouby
Y nAu 77u/a2 nu/a2 n
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3.2.2 Viny konec¢né amplitudy

Soustava MHD rovnic je nelinearni a velmi slozita. Pfi provadéni linearizace sice do-
stavame feSeni ve tvaru rovinnych vln, ze kterych mizeme slozit viny komplikované;jsi,
ale vzdy s infinitezimalni amplitudou. Podstatnou Cast feSeni ale viibec nenachdzime.
V této casti ukazeme, ze existuji specialni feseni, ktera splituji obycejnou vinovou rov-
nici. Re§enim je pak postupujici vina libovolného tvaru a libovolné amplitudy. Uvazme
soustavu pro nestlacitelnou, neviskoézni, idealné vodivou kapalinu (y = = 1/6 =0)

du

pat

+pu-Viu=-Vp+ L(rotB)><B ;
# (3.65)

oB

—= rot[uXB] ;

ot

divu=0;
divB=0.
Jde o rovnici pro rychlostni pole (pohybovou rovnici s tlakovou a Lorentzovou silou)
a rovnici pro pole magnetické se clenem zamrzani. Dopliikkové jsou rovnice pro nestla-
Citelnost a Gaussova véta pro magnetické pole.
Predpokladejme nyni, Ze veli¢iny se méni jen v jednom urcitém sméru. Volme osu z
soufadnicové soustavy v tomto sméru. Potom hledame feSeni ve tvaru

u=u(,z); B=B(,z); p=ptz). (3.66)
Z doplnkovych rovnic (divergenci) v (3.65) okamzité plyne
u, = uo(t) 5 BZ = Bo(t) .

Predpokladejme, Ze chceme nalézt feSeni v podobé presouvajiciho se vinového baliku,
ktery je lokalizovany v prostoru, proto nemtize rychlost plazmatu byt nenulova v neko-
neénu a musime polozit ug = 0. V uvedené geometrii tedy mame

u=(uy,u,,0), B=(8,,B8,,B(), V—(0,0,0/0z).
NapiSme nyni netrivialni ¢leny v prvnich dvou rovnicich (3.65):
(u-Vyu=[0,0,0];

9B 0B 9 B)% + Bi

rotBxB=| B, Bzx’ 0 azy’_$ 5 ;
Vp={0,0,a—p}
dz

a
rot(uxB) :{BO aaLZx, By %, O}.

Vidime, Ze rozpisy jednotlivych veli¢in se li§i ve sméru osy z a v rovin€ (x, y). NasSe
vychozi rovnice daji:
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Podélny smér (v ose z)

2 2

B: +B oB

0= pe 2| Zo g,
dz 2u ot

Z prvni rovnice plyne nezavislost celkového tlaku na soufadnici z, slozku B, = By mi-
zeme do pravé strany prvni rovnice klidné pfidat, protoze Bo nezavisi na z. Podle druhé
rovnice B nezavisi ani na ¢ a jde o skute¢nou konstantu v ¢ase i v prostoru. Pro celkovy
tlak plati

2
T=p+2 ).
2u

Kolmy smér (v roviné xy)
ot up = 0z
B_, o
Jt 0z

(3.67)

V kolmém smeéru je soustava rovnic linedrni, aniz bychom byli nuceni linearizaci pro-
vadét. Obé rovnice jsou navic trivialné splnény i ve sméru osy z, protoze zde jsou veli-
¢iny konstantni. Lze je tedy chéapat jako vychozi soustavu rovnic pro vinéni v obou
smérech. Jednoduchym vyloucenim proménnych ziskavame pro rychlostni i magnetické
pole vlnové rovnice (sta¢i prvni rovnici derivovat podle ¢asu a za dB/d¢ dosadit z druhé
rovnice nebo naopak derivovat podle ¢asu druhou rovnici a dosadit za du/d¢ z rovnice
prvni). Vysledek je

52 e 3, (3.68)
S T3 B=0; Up = .
0z~ vy ot Jup

Jde o vlnovou rovnici s charakteristickou rychlosti rovnou Alfvénové rychlosti. Neline-
arni MHD soustava rovnic pro piipad idedln€é vodivé nestlaCitelné kapaliny bez tfeni
poskytuje feseni ve tvaru obecné viny libovolné amplitudy. Poznamenejme, ze hodnotu
Alfvénovy rychlosti snadno uréime z rovnosti hustoty kinetické a magnetické energie
2 2
B L, B
2 2u Hp

Alfvénovu rychlost ziska plazma, pokud se veskera magneticka energie pfemeéni v kine-
tickou energii. K tomu dochazi naptiklad pii prepojeni magnetickych indukénich Car.
Alfvénovou rychlosti se pohybuji také nékteré typické viny v plazmatu.
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3.2.3 Helicita

V plazmovych vlaknech se ¢asto pozoruji typické Sroubovicové utvary. Nachazeji se
v laboratornim i vesmirném plazmatu, v pincich i v kometarnich ohonech. V matema-
tice se pro podobné strukturovana pole zavadi pojem helicity.

Helicita a Beltramova podminka
Hustota helicity vektorového pole V se definuje jako

H(t,x)=V 1otV , (3.69)
celkovou helicitou potom rozumime integral

K(t) = j H(t,x)dx . (3.70)
4

Helicita je skaldrni veli¢ina charakterizujici helikélnost (Sroubovitost) indukénich Car
pole. Je nulova pro vSechna pole splitujici podminku nevitivosti (rot V =0) a také pro
vSechny viry s kruhovymi proudnicemi. Pole s helikalni strukturou maji helicitu Gmér-
nou sin 3, kde 3 je uhel stoupani Sroubovice. Pro plazmova vlakna popisovana v ramci
MHD teorie mize byt dilezita hustota helicity magnetického pole, kterd se definuje
pres vektorovy potencial A, hustota helicity elektrického pole E a rychlostniho pole u:

Hy=A-totA =A-B,
B
HE=E-r0tE=—E~a—, (3.71)
ot
H,=u-rotu=u-®.
Veli¢inu ® = rot u nazyvame vifivost. Zabyvejme se nyni poli, kterd spliuji tzv. Bel-
tramovu podminku: rotace pole je umerna samotnému poli (Beltramovo pole)

rotV=aV, neboli VxrotV=0. (3.72)

Jde o pole pojmenovana podle italského matematika Eugenia Beltramiho (1835-1899).
Koeficient imérnosti & se miize ménit v Case i v prostoru, my ho budeme v dal§im textu
povazovat za konstantni. Beltramovo pole je 1) nezdrojové, 2) helikalni, 3) spliuje
Helmbholtzovu rovnici. Nezdrojovost plyne aplikaci divergence na podminku (3.72).
Helikalnost je pro nenulové pole patrna ptimo z definice:

H=V-rotV = aV-V = al?. (3.73)

Aplikaci rotace na porminku (3.72) zjistime, Ze Beltramova pole splituji Helmholtzovu
rovnici

V2V + &’V = 0. (3.74)

Vektor V je vtomto pfipadé vlastnim vektorem Laplaceova operatoru v odpovidajici
geometrii. Typickym matematickym ptikladem Beltramovych poli jsou tzv. ABC toky:

V = (Acosy+ Bsinz, Bcosz+ Csinx, Ccosx+ Asiny). (3.75)
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Pro ABC pole plati rot V=V a V2V =-V. Tyto toky jsou diilezité v teorii chaosu.

Ve fyzice plazmatu se Casto uvazuji bezsilové konfigurace, ve kterych mifi
proudova hustota ve sméru magnetického pole j|| B (tzv. Birkelandovy proudy).
V tomto ptipadé je hustota Lorentzovy sily jxB nulova. Konfigurace ma nejnizsi
moznou energii a disipativni plazma se ktéto konfiguraci vzdy postupné blizi.
Magnetické pole v bezsilové konfiguraci spliiuje Beltramovu podminku. Snadno to
ukaZzeme z Ampérova zakona:

jlIB = j—B = rotB ~B = BxrotB=0. (3.76)

Magnetické pole v bezsilové konfiguraci je proto vzdy helikalni.

Zachovani magnetické helicity
Nyni ukaZeme, Ze integralni magneticka helicita se zachovava za téchto predpokladi:

1. Plazma ma nekonecnou vodivost (tzv. idealni plazma). V rovnici pro ¢asovy vyvoj
magnetického pole tedy dominuje jen ¢len zamrzani

—B=rotu><B. (3.77)
ot
Ohmuv zékon (3.7) v limité nekone¢né vodivosti ziska tvar
E=—-uxB. (3.78)

Clen zamrzani zpusobi provazanost magnetickych induk¢nich ¢ar s proudnicemi
a na zakladé rovnice div B = 0 miizeme pozadovat nestlacitelnost plazmatu, tj.

divu=0. (3.79)

2. Normalova slozka magnetického pole na povrchu systému je nulova. Tento pred-
poklad znamen4 uzaviené induk¢ni ¢ary. Na povrchu systému plati vztah

B-n=0, (3.80)
kde n je vektor normaly k ploSe povrchu. Aby tento piedpoklad byl pravdivy,
musime vzit za systém celou magnetickou trubici nebo musi byt systém velmi roz-
sahly.

Integralni helicita pro vektorovy potencial magnetického pole je definovana jako

K:IA-rotAdV:jA-Bd3x. (3.81)

Uplna ¢asova derivace vede na vyraz
= [ (A-B)+(u-V)(A- B)} &x,
dt

Prvni ¢len budeme derivovat jako soucin, druhy upravime do tvaru divergence (vyuZzi-
jeme nestlacitelnost divu=0)

E—J‘(—B +A- jd3x+jdwu(A B)| d’x,
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s vyuzitim Gaussovy véty pro posledni ¢len dostaneme
dK
d_:j(% jd3 +j( : jd3 + [ (AB)un)ds.  (82)
! Vv ! S=aV
Nejprve upravime prostfedni ¢len ziskané rovnice. Za Casovy vyvoj magnetického pole

dosadime ¢len zamrzani a upravime ho pomoci vztahu (A.18):

JA ?;? ‘[A rot(uxB)d x——I‘[dlv[Ax (uxB) }d3x+;[ (uxB)-rotA dx =
= —jdiv[(A-B)u—(A-u)B] d3x+j(uxB)-B d’x =
V 14
= —J‘div[(A~B)u—(A-u)B} &Sx =
V

= - [[(A-B)(u-n)—(A-u)(B-n)]dS =

—J.(A~B)(u-n)dS.

N

Pravy ¢len na predposlednim fadku je nulovy, protoZe na hranici systému je nulova —
dle predpokladu (2) — normalova slozka magnetického pole B'n. Zbyly nenulovy ¢len
se vyrusi s poslednim ¢lenem v rovnici (3.82), ze které proto zbude:

K ja—A-B d’x. (3.83)

Casovou derivaci vektorového potencialu ur¢ime z rovnice pro elektrické pole

0A
-V¢-— 3.84
¢ E» (3.84)
a nasledn¢ dosadime do rovnice (3.83):
%=_I(E.B+V¢.B)d3x=_j[(—u><B).B+div(¢B)]d3x=
4 4 (3.85)
=—[¢(B-n)ds=0.

S

Integralni helicita se tedy za vySe zminénych predpokladti zachovava.

Stav s minimalni magnetickou energii

Uvazujme nyni magnetickou trubici vyplnénou dokonale vodivym plazmatem. Na po-
vrchu plazmatu je normalova slozka pole nulova. Difizni procesy jsou zanedbatelné,
zachovava se magneticka helicita K. Hledejme proto extrém magnetické energie s vaz-
bou danou zachovanim magnetické helicity. Pouzijeme standardni metodu Lagrangeo-
vych multiplikatort pro extrém s vazbou. Nutna podminka extremalnosti je:
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Sy +AK)=0 =

BZ
5j Z +1A-B|dx=0 =
249

j(iB-(SwaA-BMA-a‘B] Sx=0.
Ho

Variace pole 0B je provazana s variaci magnetického potencialu dA. Vzhledem k tomu,
7e B =rot A, plati B = rot JA (derivace a variace jsou zdménné, viz [1])

j[iBmotaAwwA-B+/1A~rot5A] &x=0.
Hy

Cleny s rotaci pfevedeme na divergence za pomoci vztahu (A.18):
J.[—idiv(Bx5A)+ir0tB -0A+A6A-B—Adiv(AXFA)+ ArotA- JAJ dx=0.

Ho Ho

Nyni za pomoci Gaussovy véty pievedeme integraly ptfes divergence na integraly pies
povrch magnetické trubice, zbylé integraly ponechame a dosadime rot A = B:

—j HLB+/1A]><§A}-dS + HLrotB+2/1B]-5A} d*x=0.
o ,U() v IUO

Variace vektorového potencidlu musi byt na hranici oblasti nulova, a proto prvni inte-
gral vymizi:

J.KirotB+ 2/1Bj . 5A} Sx=0.

L\ Ho

Vzhledem k tomu, Ze tento vysledek plati pro jakoukoli oblast a variace vektorového
potencialu d4y jsou nezavislé, musi byt nulovy (,,skoro vSude*) samotny integrand:

LrotB+2ﬂB =0.
Ho

Odtud ale okamzité plyne nutna podminka extremalnosti magnetické energie ve tvaru
rotB=aB. (3.86)

Ve stavu s minimalni energii, za podminky zachovani magnetické helicity, je tedy mag-
netické pole Beltramovym polem. Proudova hustota mifi ve sméru pole, jde o bezsilo-
vou konfiguraci, ve které teCou proudy podél magnetickych indukénich Car (tzv.
Birkelandovy proudy). Stav s minimalni magnetickou energii je nutné helikalni.
Magnetické pole spliuje Helmholtzovu rovnici, kterou ziskame aplikovanim operace
rotace na rovnici (3.86):

(V2+a2)B:O. (3.87)
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Je tfeba ovSem poznamenat, ze ne vSechna feSeni rovnice (3.87) jsou feSenimi rovnice
(3.86), nebot’ derivovanim jsme zvysili fad rovnice. Helmholtzova rovnice (3.87) jiz
tedy neni nutnou podminkou extremalnosti magnetické energie. Pokud mé plazma ko-
nec¢nou vodivost, dochazi k disipaci energie a pfepojovani magnetickych indukénich

v

stavu bezsilové konfigurace. Pfi téchto procesech se ov§em helicita méni.

Disipace magnetické helicity

Ma-li systém uzaviené magnetické indukéni ¢ary (nulovou normélovou slozku magne-
tického pole na povrchu), jsou jedinou cestou jak zménit helicitu pole disipativni proce-
sy apfepojeni indukénich car. Odhadnéme ulohu difuzniho ¢lenu v rovnici (3.13).
Pokud provedeme krok za krokem odvozeni uvedené vySe s nezanedbanym difuznim
¢lenem, dostaneme jednoduchy vztah

dKk

o - —ijj-B d’x. (3.88)
O-V

Energie magnetického pole je dana vztahem

Wy = Lsz dx. (3.89)
24 5,

Casové zména energie je dana Jouleovou disipaci

Ay

1 ro3
= —— d’x. 3.90
= ! J (3.90)

K daldimu vypoétu vyuzijeme Schwartzovu nerovnost [2] na prostoru L*:

(B < i8] = [JiBa < [ @[5 o'

Okamzité tak ziskame odhad
1/2
J . (3.91)

Vztah jesté¢ upravime pomoci dvou dalSich rozmérovych odhadd: Podil magnetické
energie a helicity je nepfimo umérny rozmérim systému

dK

dr M

(o dt

2
S[ﬂW iy

2 2
Wy (B™2u)AV B /2p5 1 - W, ~ K| 69
K| |4B|AV BL-B 2L 24pL

Druhym odhadem je charakteristickd doba difize magnetického pole (tzv. rezistivni
cas):

B/t =—— VB = B/TR:LB/L2 = 1 ~Louy.  (3.93)
Ol Ol

Odhad (3.91) nyni mtizeme upravit do pouzivaného tvaru
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AK
At

1/2 1/2 1/2
(20 |K] K| [ k? [ K2
~\ o 2uL 2uyL At ZO',UOLzAt 2rR At

a pro relativni zménu helicity plati fadovy odhad
AK At 2
‘—‘ <| — . (3.94)
K R

Pro rychlé déje (At < 1) je zména helicity AK zanedbatelna. Naptiklad slune¢ni koro-
nalni erupce s dobou rekonekce Az~ 1000 s, linearnimi rozméry L ~ 5 000 km a koe-
ficientem magnetické difize #7y ~ 10°km’s™ daji charakteristicky rezistivni &as
Tr ~ 10" s a relativni zménu helicity AK/K < 107, Opagna situace je v plazmatu toka-
maku. Rezistivni ¢as je v fadu jednotek sekund a doba udrzeni v desitkach sekund.
Zména helicity je zde podstatna.

3.2.4 Tekutinové dynamo

Velmi dulezitou casti magnetohydrodynamiky je problematika generovani magnetic-
kych poli v nitru Slunce a planet. Soucasna teorie tekutinového dynama nedokaze vy-
svétlit vznik téchto poli, ale tspésné popisuje jejich udrzovani, zesilovani a preklapéni
mezi dipdlovou a azimutalni slozkou.

Cowlingav anti-dynamo teorém

Anglicky astronom Thomas George Cowling (1906—1990) ukazal v roce 1934, ze staci-
ondrni osové symetrické magnetické pole nemiize vznikat osové symetrickym proudenim
plazmatu. Pfedstavme si jednoduché osoveé symetrické pole podle obrazku.

Obr. 55: Anti-dynamo teorém.

Elektricky proud generujici pole tece v proudové trubici podél neutralni linie, kde je
rotace pole nenulova a samotné pole nulové. Na obrazku je neutralni linie vyznacena
¢arkovang. Integrujme proudovou hustotu podél této neutralni linie s vyuzitim Ohmova
zéakona (3.7):

$i-di=fo(E+uxB)-dl.
4 4
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Magnetické pole je podél neutralni linie nulové, a proto je nulovy i druhy ¢len integrace.
Prvni ¢len pfevedeme na plosny integral ze Stokesovy véty a upravime ho pomoci Max-
wellovych rovnic. Ze stacionarity plyne poté i nulovost prvniho ¢lenu:

$i-di=0cf(rotE)-ds =6I(—a—3j~ds =0.
V4 S S ot

Dostali jsme se tak do sporu s pfedpokladem, Ze stacionarni osové symetrické pole bylo
generovano nenulovym proudem tekoucim podél neutralni linie. Generovani magnetic-
kého pole je slozitéjsi zalezitosti, dochazi k prelévani mezi dipdlovou a azimutalni sloz-
kou.

Parkertiv model tekutinového dynama

Soucasnou teorii tekutinového dynama v rotujicim télese rozpracoval americky astrofy-
zik Eugene Parker (1927). K teorii dynama ovSem pfispéla i fada dalSich fyzik, napfi-
klad vyznamny sovétsky teoretik Yakov Borisovich Zeldovich (1914-1987) nebo skot-
sky astrofyzik Henry Keith Moffatt (1935). Pokud téleso rotuje s diferencialni rotaci,
jsou puvodné dipolové magnetické indukéni ¢ary vytahovany v mistech rychlejsi rotace
(u Slunce v okoli rovniku) v azimutalnim sméru. Tim dochazi k natahovani magnetické
indukéni ¢ary, tj. zveétSovani jeji délky. Tomuto jevu fikame omega efekt (podle pismene
omega, kterym se zpravidla znaci thlova frekvence rotujiciho télesa, ale i podle tvaru
vychlipené indukéni ¢ary). Pii omega efektu se méni dipdlova slozka v azimutalni
sloZku. U Slunce k tomuto jevu dochazi nejvyrazngji v blizkosti tzv. tachovrstvy, coz je
oblast pfechodu mezi radia¢nim a konvektivnim pienosem energie. Nachazi se pfiblizné
220 000 km pod slunecnim povrchem. Navinuti magnetické induk¢ni ¢ary kolem dokola
Slunce trva pfiblizné 8§ mésici. U Zemé dochdzi k obdobnému jevu ve vodivém
plastickém prostiedi na hranici jadra a plaste.

SOR
orech EFEKT - S ALm EFERT

Obr. 56: Slunec¢ni dynamo.

Druhym vyznamnym jevem je alfa efekt. Dochazi pfi ném k vychyleni magnetické
trubice vlivem Coriolisovy sily, k jeji nasledné deformaci a preklopeni do dipdlové
slozky. Jev je nazvén podle tvaru vychlipené indukéni Cary, ktera pfipomina pismeno
alfa fecké abecedy. Tyto jevy umoziiuji vzdjemnou transformaci obou slozek pole a udr-
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zovani pole tekutinovym dynamem. VZzdy je jedna slozka postupné zesilovana na tikor
druhé a poté naopak. Magneticky dip6l generovany timto mechanizmem se proto pravi-
delné preklapi. Naptiklad pro Slunce trva cely cyklus (doba, za kterou je severni pol
zpét na svém misté) 22 let. V obdobi pieklapéni dipdlu ma pole vyrazné vyssi momenty
(kvadrupolovy a oktupdlovy), pole pfipomina viasatou kouli, na jejimz povrchu se
stiida vice oblasti vystupujicich a vstupujicich indukénich ¢ar.

Pii odvozeni omega a alfa efektu je podstatna jednak diferencialni rotace télesa
a jednak fluktuace magnetického a rychlostniho pole. Rozlozme ob¢ pole na ¢ast stie-
dovanou pfes kratkodobé fluktuace a na fluktuaéni ¢ast:

u= <u> +ou;
(3.95)
B=(B)+JB.
Stfedni hodnoty fluktuaénich ¢asti jsou zjevné nulové:
5 =
(ow) (3.96)
(6B)=0.
Dosad’me nyni rozklad (3.95) do rovnice pro magnetické pole (3.13):
a + B
[ > ] o 1y [(B)+0B] + rot[(<u>+ Su)x((B)+ §B)J . (3.97)

Stredovanim této rovnice zmizi ¢leny linearni ve fluktuacich a ziskame tak rovnici pro
stiedni hodnotu magnetického pole:
IB) 1 oo
—~L = —V“(B) + rot +rot 5u><5B 3.98
o0 = on " (B) + roif(u)x(B)] ). (3.98)

Odecteme-li nyni od (3.97) rovnici pro stfedni hodnoty (3.98), ziskdme rovnici pro
fluktuace magnetického pole:
i(é‘B) = LVZ

Py o (6B) + rot[ (u)x 5B + Sux (B)+ Sux 5B —(SuxSB)|. (3.99)

Chceme-li zjistit ¢asovou zménu magnetického pole, musime nalézt feSeni rovnice
(3.98), do které dosadime feseni fluktuaci magnetického pole z rovnice (3.99). Stiedni
hodnota rychlostniho pole je zpravidla dana dynamikou systému (napiiklad otdc¢enim
Slunce), fluktuace rychlostniho pole je mozné hledat z rovnice pro rychlostni pole
(3.50) nebo jsou znamy experimentalné¢ (napfiklad z méfenych turbulenci slune¢niho
plazmatu). Prvni ¢len na pravé strané rovnice (3.98) pro ¢asovy vyvoj magnetického
pole popisuje standardni difazi pole, druhy ¢len je zodpovédny za Q efekt a tieti za a
efekt, ktery ma ptivod ve fluktuacich rychlostniho a magnetického pole.

Omega efekt
Pro Q efekt je podstatny druhy ¢len rovnice (3.98):

@ = rot[ (u)x(B)]. (3.100)
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Stfedni hodnota magnetického pole je zamrznuta do stfedni hodnoty rychlostniho pole,
tj. magnetické pole sleduje pohyby plazmatu. Pokud téleso rotuje konstantni uhlovou
rychlosti, tvar dip6lového pole se neméni. Naptiklad Slunce ale rotuje diferencialni
rotaci, na rovniku je tthlova rychlost o tietinu vét§i nez na polech. Vysledkem diferen-
cidlni rotace je vznik azimutalni slozky magnetického pole. Pro tplnost uved’me, ze na
Slunci je v blizkosti tachovrstvy nenulova diferencialni rotace i v radialnim smeéru.

Obr. 57: Omega efekt.

Alfa efekt
Pro a efekt je podstatny teti ¢len rovnice (3.98):

@ = rot<5uX§B>. (3.101)

Alfa efekt zajistuje transformaci toroidalni slozky pole zpét na poloidéalni. Cela rezie
alfa efektu je ¢isté ve fluktuacich rychlostniho a magnetického pole. Z hlediska statis-
tické fyziky predstavuje vyraz

e=(6uxdB); & =&y, (6u; 6B,) . (3.102)

korelacni funkci <ab> mezi slozkami fluktuaci rychlosti a magnetického pole. Pokud by
byl vyraz nulovy, neexistovala by z4dna korelace mezi rychlostnim a magnetickym
polem, to ale neni pfipad nami popisované vodivé tekutiny. Pokud jsou fluktuace rych-
lostniho pole helikalni, stane se ve vodivém plazmatu automaticky helikdlnim i magne-
tické pole, u kterého se objevi slozka kolma na ptivodni smér. Podstatnou podminkou je
vznik rychlostnich fluktuaci, které maji nenulovou stiedni hodnotu hustoty helicity:

H =(Su-rotu)=(Su-sw)#0. (3.103)

Veli¢ina dw=rotdou je vifivost fluktuace rychlostniho pole. Ke vzniku helikalnich

fluktuaci mtze dojit jen v plazmatu s nenulovym odporem (kdyz se helicita nezacho-
vava). Za nenulovou helicitu rychlostnich fluktuaci je zodpovédna Coriolisova sila. Na
jedné strané od rovniku vznikaji fluktuace rychlostniho pole s kladnou hodnotou hustoty
helicity H >0 a na druhé stran¢ se zapornou hodnotou hustoty helicity H < 0 . Dalsi
oblasti je tachovrstva na spodni ¢asti konvektivni zony, kde se obraceji sestupné proudy
na vzestupné a helicita turbulentnich fluktuaci je opét nenulova.
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€ Piiklad 12: Piedstavme si, Ze se v plazmatu vytvoii kruhové polarizovana vlna §ifici
se ve sméru osy z (lokaln€, mize jit i o azimutalni smér):

ou = (ug cos(kz — wt), uy sin(kz — wr), 0) .

Vysledkem takové poruchy je nenulova vifivost

S =rotou=—kdu.
Uvazovana fluktuace rychlostniho pole je Beltramovym polem a ma hustotu helicity
H=06u-60=—kui.

Takovy tok okamzité¢ povede k deformaci magnetického pole do helikalni struktury.

Vypocet korelaéni funkce (3.102) mize byt velmi komplikovany, ¢asto se provadi jen
numerickym feSenim rovnice pro fluktuace magnetického pole (3.99). Jak uvidime v na-
sledujicim ptikladu, pfi vypoctu korela¢ni funkce se objevi nékolik ¢lentl, z nichz jeden
je umeérny stredni hodnoté magnetického pole, tj.

e=a(B). (3.104)

Pravé tento ¢len je zodpovédny za o efekt, ktery je pojmenovan podle koeficientu
umérnosti a. Dosad’'me korela¢ni funkci do rovnice pro a efekt (3.101):

# _arot(B) = (B) . ~(B) +arot(B) A, (310

Rotace stfedni hodnoty magnetického pole je imérnd proudové hustoté, a proto ma
nov¢ vznikajici pole slozku ve sméru tekouciho proudu. Magnetické pole tak diky fluk-
tuacim ziskdva komponentu ve sméru proudové hustoty a noveé vznikajici (a postupné
silici) ¢ast pole je nutné helikalni (jde o Beltramovo pole). Tim se vytvaii slozka pole
kolma na pole ptivodni. Pokud jsou rychlostni fluktuace periodické, jako v ptikladu
s kruhov¢ polarizovanou vinou, méni se periodicky i smér indukovaného proudu a mag-
netické pole vytvori prekroucenou smycku [9]:

Obr. 58: Prekrouceni smycky.

Uved’'me na zaver, ze alfa efekt sam postaci k preklapéni jak toroidalni slozky v poloi-
dalni, tak i poloidalni v toroidalni. Modelu postavenému jen na a efektu se fikd aa mo-
del. Mnohem ucinnéj§i mechanizmus, ktery jsme popsali jiz dfive, je tzv. Parkeriv
neboli a2 model.
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€ Piiklad 13: Odhadnéme korela¢ni funkci pro plazma s vysokou hodnotou Reynold-
sova magnetického ¢isla. Takova situace je jak na Slunci, tak ve fiznim plazmatu.

Reseni: V rovnici (3.99) pro fluktuaci magnetického pole bude na pravé strané domino-
vat tieti ¢len, nebot’ magnetické fluktuace jsou zpasobeny predev§im fluktuacemi rych-
lostniho pole. Prvni ¢len je vzhledem k pfedpokladu vysokého Reynoldsova ¢isla zane-
dbatelny, ¢leny s kvadraty fluktuaci jsou vyssiho fadu. Proto v nasem pfiblizeni mame
pro fluktuaci pole

%(é‘B) ~ rot[ Sux(B)| =

5Bk = jgklm mn0815” (t)< >(t)dt
0

kde jsme provedli integraci fluktuace podle ¢asu a rozepsali dvojny vektorovy soucin.
V zapisu vynechavame zjevné prostorové zavislosti. Nyni upravime dvoji vektorovy
soucin:

t t
5B, = j 9,0 (') (B, ) (¢')dt' ~ j 3,0, (') (B, ) (1) dr".
0 0

V dals$im kroku provedeme naznacené derivace soucinu a budeme piedpokladat, ze
plazma se chova jako nestlacitelna kapalina (divergence obou poli jsou nulové):

4 t
53/( = Iauk,iz(t,) <Bn>(t,)dt,_Iau,z(t,)<Bk’,1>(f,)dt, .
0 0

Parcidlni derivace piSeme ve zkratce za ¢arku v indexu. Nyni jiz miiZzeme pfistoupit
k vypoctu korelacni funkce (3.102), ktera je zodpoveédna za o efekt:

& =¢ k<5u §Bk>

<j & 0u (1) Suy, (1)(B >(t)dt> <jg,.jk5uj(r) 5un(t')<Bk,n>(t')dt'>.
0

Vysledek lze napsat prehledné takto:

t
<j (1.0 (B (r)dr> <jn,-kn(r,r’)(Bk,n><r')dr'>;
0

o, (t,1) = EijiOu j (1) Ouy @, (3.1006)
Miten (8,17) = €. Ou ; (2) Ou, (1) .
Lze ptedpokladat, Ze korela¢ni koeficienty jsou funkci ¢asové odlehlosti, tj.
o, (1) = 0, (t = 1),

, , (3.107)
Mikn (151) = Ty (1 1)
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a do minulosti rychle konverguji k nule. Pomalu se ménici stfedni hodnotu pole a jeho
derivaci lze z integrace (3.106) potom vytknout:

£(6) = @, (O (B, Y () =T () By, ) ()5

t

@, (1) = j o, (t—t) dr'), (3.108)
Ot

ﬁikn n= <J‘77ikn (t_f,) dl,> .
0

Fluktuace magnetického pole je tedy v naSem pfiblizeni umérné sttedni hodnoté pole
samotného a jeho derivacim. Koeficienty umérnosti jsou dany integraly z fluktuaci
rychlostniho pole. Pokud budeme pro jednoduchost ptedpokladat izotropii plazmatu (to
ale nemusi platit vzdy), musi platit
7’” Oin > (3.109)
Titn ~ Eikn -

Za nasich zjednodusujicich predpokladi tedy pro korelacni funkci (3.102) plati
e=a(B)-nJ (3.110)

a skuteéné ma ¢ast imérnou stredni hodnoté pole.

V obecném piipadée jsou k urceni slozek pole potfebné numerické simulace vychozich
rovnic alfa a omega efektu, které jsou mimoradné naro¢né. Na obrazku jsou vysledky
takovych simulaci pro zemské dynamo v superpocitacovém centru v San Diegu.

, | i )
4. NN 77/
Obr. 59: Pocitacova simulace tekutinového dynama uvnitf Zemé. Odstinem jsou
odliSeny vstupuijici a vystupujici indukéni ¢ary. Nalevo je prevazné dipdlové pole,
napravo stav pfi prepdlovani, kdy ma Zemé nékolik pold severnich i jiznich.
San Diego Supercomputer Centrum, 1999. Gary Glatzmaier, Paul Roberts.
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3.2.5 Prepojeni magnetickych induk¢nich Car

V piirod¢ je velmi Casté, ze magnetickda pole ruznych zdrojii se vzajemné propojuji
a vytvafeji tak jakousi pavucinovou sit magnetickych poli. Napiiklad pole strelky kom-
pasu ma jak uzaviené indukéni Céry, které se vraceji do druhého poélu, tak i oteviené
indukeni ¢ary vyvérajici z oblasti pola strelky, které se nikdy nevrati zpét. Napojuji se
totiz na induk¢éni ¢ary pole Zemé. Prave proto stielka kompasu miii k severu.

V piirodé také dochazi k prepojovani magnetickych indukénich Car, tzv. rekonekci.
Magnetické pole (vétSinou velmi rychle) piejde do stavu s nizsi energii tim, ze zméni
topologii svych indukénich car. Indukéni Cary se uspotfadaji do jiné, energeticky
vyhodngjsi konfigurace. Uvolnéna energie zahieje okolni plazma. K ptfepojeni dochazi
nejcastéji v oblastech, kde magnetické indukéni ¢ary mifi opacnym smérem. Tak tomu
je napriklad ve smyckach magnetického pole ve slune¢ni kor6on€, na cCelni strané
magnetosféry Zemeé nebo v magnetickém ohonu Zemé.

K popisu prepojeni magnetickych indukénich ¢ar jiz nelze pouzit idealni magne-
tohydrodynamiku, ve které ma plazma nulovy elektricky odpor, resp. nekonecnou
vodivost. V takovém prostiedi ma rovnice pro ¢asovy vyvoj jen ¢len zamrzani a plazma
je dokonale provazané s magnetickym polem. Budeme pfedpokladat, ze se plazma
chova jako nestlacitelna kapalina, tj. div u = 0, coz koresponduje s rovnici div B=0 a je
jistym vyjadfenim provazanosti rychlostniho a magnetického pole. V idedlni magneto-
hydrodynamice neni mozné proudéni plazmatu napfi¢ magnetickych indukénich car,
neexistuje disipace energie, magneticky tok libovolnou uzavienou plochou je kon-
stantni, magneticka helicita magnetické trubice se zachovava a dvé ¢astice leZici na
jedné indukeni care budou na této care neustale. Jakakoli zména topologie indukénich
¢ar je v ramci idealni magnetohydrodynamiky nemozna.

Pro popis pfepojeni magnetickych indukénich ¢ar v ramci tekutinovych modeli je
proto nutné pouzit tzv. rezistivni magnetohydrodynamiku, ve které ma plazma nenulovy
odpor. Energie nahromadéna v magnetickém poli se pii pfechodu do jiné topologie
induk¢nich ¢ar musi uvolnit, a to je mozné jedin€ v plazmatu s nenulovym odporem.

Pro rezistivni magnetohydrodynamiku je velmi vyznamny rezistivai cas (3.93) od-
vozeny rozmérovou analyzou z rovnice difize. Jde o charakteristickou ¢asovou kon-
stantu magnetické difaze, za kterou je odpovédny nenulovy odpor plazmatu.

Vétsina pohybid v plazmatu s magnetickym polem je charakterizovana Alfvénovou
rychlosti (3.68). Doba, za kterou rozruch projde touto rychlosti plazmatem, se nazyva
Alfvénitv cas. Oba charakteristické Casy jsou dany relacemi

Ly
r ~ LPouyg ; TA~UL=¥' (3.111)
A 0

Z experimentl je zndmo, ze typickd doba rekonekce lezi mezi obéma Casy a je rovna
priblizné geometrickému priméru téchto cast:

TREC :‘,TRTA . (3112)

Dulezitou charakteristikou plazmatu je Lundquistovo cislo #;,, (nékdy se znaci S), které
je pomérem rezistivniho a Alfvénova Casu:
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A

\ o

Lundquistovo ¢islo je shodné s Reynoldsovym magnetickym ¢islem, pokud za rychlost
plazmatu dosadime Alfvénovu rychlost. Pro rizna plazmata ptiblizné plati [27]:

Plazma L (m) 7R (s) Tp (s) #
oblouk 107" 10° 10° 1

tokamak 1 1 107 10°
jadro Zemé 10° 10" 10° 10’
slune¢ni skvrna 10’ 10" 10° 10°
slunecni koréna 10° 10* 10° 10"

Vidime, Ze s vyjimkou obloukového plazmatu je Reynoldsovo (Lundquistovo) Eislo
velmi vysoké a jak pro fizni, tak pro astrofyzikalni plazma dominuje v rovnici pro Ca-
sovy vyvoj ¢len zamrzani. Ve vétsing€ plazmatu Ize proto pouzit idealni magnetohydro-
dynamiku. Oblasti pfepojeni indukénich ¢ar, kde jsou podstatné difiizni procesy, jsou
prostorové omezené a nachazeji se jen v mistech slabého nebo nulového magnetického
pole. Témto oblastem tikame difiizni region. V. ném musime pouzit rovnice rezistivni
magnetohydrodynamiky a na jeho hranicich navazat feSeni na feSeni idealni magneto-
hydrodynamiky. Zakladni sada rezistivni magnetohydrodynamiky ma naptiklad tvar

%4V (pu)

0,
ot

2
aa’;tu-kv-(pi-kpu@u-l-B—i—LB@B]:O,

iy Ho
a—B=LV213+rot(u><B), (3.114)
ot ou,
2 2 2
KA N e ) piu+eu+13-ﬁ+iExB+q =0,
ot 2 2[10 2 Hoy
e:L; q=—-xVT, E:—uxB+r0tB.
-1 Ol

Vzhledem k disipaci energie je nutné uvazovat i rovnici pro energii a soustavu uzavrit
néjakym vztahem pro tepelny tok q, napiiklad Fourieovym zakonem. Hustota vnitini
energie e je vyjadfena za pomoci tlaku ze vztahu (2.51), elektrické pole je urceno
z Ohmova zakona.
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Samovolna 2D rekonekce v magnetické vrstvé

g —
T,-XB =

AAA A

Obr. 60: Princip prepojeni magnetickych indukénich car.

Nejjednodussi mozna situace je zakreslena na obrazku. Ve sméru osy y magnetické pole
postupné slabne az na nulovou hodnotu pro y = 0. Zde pole obraci smér a opét roste.
V oblasti nulového pole musi téct elektricky proud (rotace pole je nenulova). V roviné
(xz) se vytvati tzv. neutrdlni vrstva, kde proud mifi v ose z. Na plazma ptisobi Lorent-
zova sila jxB a stlacuje ho smérem k neutrdlni vrstv€. V plazmatu s nulovym odporem
se vytvoti rovnovaha mezi hustotou Lorentzovy sily a gradientem tlaku plazmatu, ves-
kery makroskopicky pohyb ustane.

Ma-li plazma ovSem nenulovy, libovolné maly odpor, nejsou jiz magnetické induk-
¢ni ¢ary vmrznuté do plazmatu a plazma se mize pohybovat (driftovat) napfi¢ indukc-
nim ¢aram. Rychlost tohoto pohybu je dana obecnym vztahem pro driftovou rychlost
(viz prvni kapitolu nebo [1]):

_ExB _jxB _rotBxB
B> oB’ o;uOB2

uy (3.115)

Vzajemny pohyb plazmatu a induk¢nich Car v prostfedi s nenulovym odporem zptso-
buje jejich pfetrhavani a napojovani na jiné indukéni Cary. Uvolnénd magneticka
energie Jouleovsky zahfeje plazma. Podle tvaru indukénich car se bod, ve kterém doslo
k piepojeni, nazyva X bod. Casto je takovych bodii v neutralni vrstvé cela fada a mezi
nimi vznikaji tzv. magnetické ostrovy (plazmoidy), v jejichz stiedech jsou tzv. O body:

Obr. 61: Body X a O vznikajici pfi prepojeni indukcnich car.

Carkovanou &arou je oznadena separatrisa, kiivka oddélujici rizné topologie magnetic-
kého pole. V horni ¢asti mifi indukéni ¢ary magnetického pole jednim smérem, v dolni
mifi smérem opacnym. V oblasti kolem neutrdlni vrstvy se vytvofily magnetické
ostrovy.
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Pro posouzeni rychlosti rekonekce se pouziva tzv. index rekonekce (Machovo-Alf-
vénovo ¢islo). Index rekonekcee je definovan jako pomér rychlosti plazmatu vstupujiciho
do oblasti rekonekce a Alfvénovy rychlosti, kterou je plazma samovolné vytlacovano
z oblasti rekonekce ven. Pro samovolnou (spontanni) 2D rekonekci mame

Uin zM_dz 1/LO-,UO _ 1 1

# =—,
out VA VA LO_/UO VA #Lu

sp - u
tedy plati
1

#Sp zg.
u

(3.116)

Pro samovolnou 2D rekonekci je index rekonekce prevracenou hodnotou Lundquistova
Cisla, pro fuzni i astrofyzikalni plazma je velmi maly, coz znamena, Ze spontanni
rekonekce probihd velmi pomalu. V kapitole 3.3.2 ukazeme, ze v dostatecné ,,tlustém
plazmovém vlakné se neutralni vrstva nulového pole vytvoii samovolné. Na opacnych
stranach vrstvy ma pole opacnou polaritu a dochazi zde k samovolné 2D rekonekci.

Rizena 2D rekonekce (Sweettiv-Parkertiv model)

K pfepojeni indukénich ¢ar nemusi dochazet samovolng, jako v minulém ptipadé, kdy
se v plazmatu vytvofila neutralni vrstva (nulova vrstva, vrstva nulového pole, proudova
vrstva) a plazma samotné se diky relaxa¢nim procesiim zacalo pohybovat k neutralni
vrstve.

V malé oblasti plazmatu v okoli neutralni vrstvy ¢asto dochazi k znatnému zvyseni
odporu plazmatu. Mechanizmy, které k tomu vedou, nejsou dosud zcela jasné. Oblast se
zvySenym odporem plazmatu se nazyva difiizni region. Plazma je do difuzniho regionu
hnano difuzi magnetického pole. Podél indukénich ¢ar plazma z difizniho regionu
volné vytéka ven Alfvénovou rychlosti (plazma vytlacuje magneticky tlak). Typickym
prikladem takové rekonekce jsou procesy ve slunecni kordéné a nasledna erupce jako
projev uvolnéné energie.

Jednoduchy model fizené rekonekce navrhl anglicky astronom Peter Alan Sweet
(1921-2005) v roce 1958 a nezavisle americky astrofyzik Eugene Parker (1927) v roce
1957. Model piedpoklada, ze oblasti plazmatu s opacné orientovanymi indukénimi
carami jsou difuzi (magnetického pole) vtlaovany do difuzniho regionu k neutrdlni
vrstve rychlosti ujy. V této oblasti probihd rekonekce indukénich car. Na bocich oblasti
musi byt plazma vytlacovano ven z difuzniho regionu rychlosti uoyt, ¢asto v podobé
plazmovych vystiiki. Sweetiv—Parkeriv model pfedpokladd, ze pro rozméry regionu
plati A> ¢, tj. difiizni region je rozsahly, ale velmi tenky. Elektricky proud tece opét
Vv roviné x-z ve smeru osy z.

BE——
Obr. 62: Difuzni region
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Sweettv-Parkerv model se opira o tii tvrzeni:

1) Vtékajici plazma sleduje difundujici indukéni ¢ary magnetického pole, tj. rychlost
pohybu plazmatu je dana rezistivnim ¢asem R, viz (3.93)
1) o 1

Uu; = —_—= = .
T 5%auy 90t

(3.117)

2) Vytékajici plazma se pohybuje volné (tedy je vytlacovano magnetickym tlakem),
proto ma Alfvénovu rychlost

B 1, _ B
= — Plgyt = Uout =UA =

24y 2 N

3) Vztah mezi obéma rychlostmi je dan zachovanim hmotnosti (rovnici kontinuity ve
tvaru uS = const)

(3.118)

Uiy A=, O (3.119)

out® -

Ur¢eme na zavér jesté index fizené rekonekce, ktery je roven Machovu-Alfvénovu
¢islu. Vyjdeme z rovnice kontinuity (3.119) a ze vztahu (3.117) pro u;,:
up 6 Vdoyy 1 1

2 _ U
#dr - ’

Uyt Uout A Va Aopguy iy

Po odmocnéni mame

(3.120)

Obr. 63: MHD simulace rekonekce s difdznim regionem.
Stupném 3edi je znacena proudova hustota. J. Birn.

Rychla 2D rekonekce (Petschekiiv model)

Index fizené rekonekce je vetsi nez index samovolné rekonekcee, fizena rekonekce proto
probiha rychleji. Nicméné nékteré déje, jako napiiklad koronalni vyrony hmoty, jsou
jesté rychlejsi, nez by odpovidalo Sweetovu—Parkerovu modelu. Za rychlou rekonekci
povazujeme d&je s indexem rekonekce srovnatelnym nebo vyssim nez 0,1. Casto se
pouziva model, ktery odvodil americky fyzik a inzenyr Harry Petschek v roce 1964.
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K rekonekci dochézi jen ve velmi malé oblasti (4 = J) a je zplsobena rozvojem ostriiv-
kové (tearing) nestability vznikajici z MHD vln. V blizkosti difuzniho regionu se jeste
vytvaii razova vlna, ktera proces rekonekce urychli. Rychlost vtékani i vytékani plaz-
matu neni pfi tomto mechanizmu pfili§ odlisnd. V takovém modelu vychazi pro index
rekonekce

# ! (3.121)

P =—_——. .
In(#,)

Petschekliv model je vynikajici pro popis rychlé rekonekce. Jeho hlavnim problémem je
to, Ze nijak nefesi vznik malého regionu se zvySenou rezistivitou a neni tedy vnitingé
konzistentni. Zcela selhava pro plazma s homogennim prabéhem rezistivity. Navic
rezistivita dana Spitzerovym vztahem je jen piiblizeni platné pro malé hodnoty elektric-
kého pole, pii rekonekcei 1ze ocekavat genezi silnych elektrickych poli a anomalni pri-
béh rezistivity. Spravné predpovédi nekdy nedéva ani v astrofyzikdlnim plazmatu, kde
diftzni region neni ,,maly*. Pfes vSechny nedostatky jde o prvni model zaloZzeny na
rozvoji ostrivkové nestability, ktery dobie postihuje zakladni fyzikalni mechanizmus.

Rychla 2D rekonekce s Hallovym jevem

Pro diftizni regiony mensi nez Larmoriv polomér iontl je tieba zapocitat Hallav jev
(vznik elektrického a magnetického pole kolmého na tekouci proud). Zobecnény
Ohmtiv zékon ma tvar

]

j=o(E+uxB)--Z(jxB-Vp,)- (3.122)
On

2ot
£,

Prostiedni ¢len s vyrazem jxB odpovida Hallovu jevu. Halliv jev zasadné ovliviiuje
strukturu poli na vzdalenostech menSich nez je Larmortiv polomér iontd a vede pfi
nenulové rezistivit¢ k rychlé rekonekci Petschekova typu (Shay, 1999). Uvazujeme-li
Hallv jev, neni k rekonekei zapotiebi srazkového plazmatu. Tuto obdobu Petschekova
modelu Ize odvodit i ¢isté kinematicky a bezesrazkové. Model je, na rozdil od Petsche-
kova modelu, vnitiné konzistentni. Vzniklé MHD viny patfi do skupiny hvizda (viz
kapitola 4.4.4) a jejich frekvence je umérna kvadratu vinového vektoru, viz (4.105)

w~k?, (3.123)
viny s malymi rozméry ziskavaji vysoké rychlosti (4.12), které ptedavaji plazmatu
dw 1
Uy ~—~k~—. 3.124
out dk S ( )

Index rekonekce s Hallovym jevem neni zavisly na Lunquistovu Cislu a je roven pfi-
blizné 0,1.

Prikladem rekonekce Hallova typu je rekonekce v magnetickém ohonu Zemé.
Tloustka nulové vrstvy protékané proudem je za normalnich okolnosti 5 000 km. Pfi
magnetickych boufich dojde k jejimu ztenceni az na 200 km, coz odpovida Larmorovu
poloméru iontli v magnetickém ohonu. V tu chvili za¢ne bouilivé probihat rekonekce
Hallova typu.
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Turbulentni 2D rekonekce (GS 95 model)

Procesy rekonekce muize dale urychlit ¢i ovlivnit pfitomnost vin a turbulenci v plazma-
tu. V roce 1995 byl naptiklad vytvoren turbulentni model GS 95 (pojmenovany podle
autort Petera Goldreicha a S. Sridhara), ve kterém je index rekonekce dokonce roven

Hos ~#Hd (3.125)

Rekonekce v tomto modelu tedy probiha mimoradné rychle. Charakter difuzniho regi-
onu je fraktalni, struktury se na mensich vzdalenostech opakuji az do Larmorova polo-
méru iontl. V difiznim regionu se vytvaii velké mnozstvi magnetickych ostrovii nej-
ruznéjsich velikosti, které pfipominaji saponatovou pénu. Turbulentni rekonekce mize
ve vesmiru urychlovat ¢astice kosmického zareni za pomoci Fermiho mechanizmu,
v oblasti silngjSiho pole vznikaji magneticka zrcadla. Také vzniklé magnetické ostrovy,
jez se pohybuji a meéni svou velikost, mohou nabitym Casticim piedavat energii. Turbu-
lentni rekonekce mulize ovlivnit i proces vzniku hvézd, pfepojovani indukénich car
efektivng zeslabi ptvodni pole; pokud by bylo pole jen ,,zamrzlé“, hvézda by ziskala pti
prosté kontrakci ze zarode¢né mlhoviny extrémné silné magnetické pole.

3D rekonekce a dalsi oteviené otazky

Pokud ma magnetické pole i vyraznou slozku kolmou na neutralni vrstvu, hovotfime
0 3D rekonekci. Situace mize vypadat obdobné jako na obrazku 64, oproti obrazku
mize byt vé&jif indukénich Car v redlné situaci jeSte stoCen do spirdly v rovin€ (xy).
Mechanizmy 3D rekonekce jsou prozkoumany zatim jen velmi malo.

2D modely popisujici rekonekci jsou vétSinou jen stacionarni, rekonekce ma ovsem
v mnoha piipadech eruptivni charakter, ktery tyto modely nemohou postihnout. Na
rekonekci magnetickych indukénich ¢ar mohou mit zasadni vliv i rizné dalsi jevy,
naptiiklad separace elektronli a iontli, anomalni rezistivita nebo urychlovani nabitych
castic. K rekonekci magnetickych indukénich ¢ar mize dojit i v bezesrazkovém plaz-
matu. Popis takovych dé&ji se neopira o magnetohydrodynamiku (ta je srazkové domi-
nantni), ale o statistické modely plazmatu. Uplny popis rekonekce neni v tuto chvili
k dispozici, je pravdépodobné, ze k rekonekci vede celd fada mechanizmi, které se
vétSinou zkoumaji za pomoci numerickych simulaci.

Pro rozsahlé difuzni regiony dobie funguje Sweetdv-Parkeriv model, ktery byl
v roce 2007 zobecnén na asymetricky pfipad (Paul Cassak, Michael Shay). Pro oblasti
mens$i, nez je Larmorv polomér iontl, je tieba zapocitat Halltv jev, ktery s sebou nese
katastrofické chovani a rychlou rekonekci Petschekova typu s indexem rekonekce ~ 0,1.
Existuje fada otevienych otazek: Je index rychlé rekonekce vzdy 0,1? Proc? Muze
existovat stacionarni rekonekce a nebo jde vzdy o eruptivni jev? Jak z mikroskopickych
rekonekei vznikaji makroskopické jevy (slunecni erupce, magnetické boufe, koronalni
vyrony hmoty)? Jaka je role turbulenci pfi rekonekci? Jak probiha tfirozmérna reko-
nekce?

Pfipomenme na zavér, ze poCatky chapani rekonekce spadaji do roku 1946, kdy
australsky astronom Ronald Gordon Giovanelli (1915-1984) navrhl, Ze zdrojem ohfevu
plazmatu a urychleni ¢astic mohou byt nulové body magnetického pole ve tvaru pis-
mene X. Oznaceni magnetické prepojent (anglicky magnetic reconnection) zavedl ang-
licky fyzik a astronom James Dungey, ktery v roce 1953 objevil, Ze zména topologie
magnetickych induk¢nich ¢ar je mozna jeding v plazmatu s nenulovym odporem. V roce
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1961 Dungey navrhl, ze magnetické piepojeni je mechanizmus odpovédny za transport
energie slunec¢niho vétru do magnetosféry Zeme.

Obr. 65: Oblasti rekonekce magnetickych indukénich ¢ar z PIC simulaci autora.

oo000000000000000000000000c
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3.3 Nékteré rovnovazné konfigurace
v plazmatu

3.3.1 Rovnovaha v plazmatu

V ustaleném stavu, kdy je plazma v rovnovaze a nepohybuje se, musi byt prava strana
pohybové rovnice (3.49) nulova.

~Vp+jxB = 0. (3.126)

Viskézni procesy se v rovnovaze neuplatiluji, nebot’ se plazma nepohybuje. V rovno-
vaze je gradient tlaku latky roven hustoté Lorentzovy sily. Udélame-li skalarni souéin
rovnice rovnovahy (3.126) s proudovou hustotou nebo magnetickym polem, okamzité
dostaneme:

j-Vp=0,

3.127
B-Vp=0. ( )

Vzhledem k tomu, ze gradient je kolmy na plochy konstantniho tlaku, je zifejmé, ze
elektrické proudy v rovnovaze teCou podél ploch konstantniho tlaku. Stejné tak sleduji
plochy konstantniho tlaku i magnetické indukéni cary. Proudové trubice jsou tak totozné
s magnetickymi trubicemi, i kdyz smér vektort j, B obecné neni totozny.

p = const

Obr. 66: Rovnovaha v plazmatu.

Magneticky povrch

Predpokladejme, ze existuje funkce w(x) takova, Ze povrch magnetické trubice je dan
rovnici

w(x) =const . (3.128)
Gradient hledané funkce bude kolmy na povrch magnetické trubice, a proto musi platit
B-Vy=0. (3.129)

Magnetické pole mizeme ve valcovych souradnicich (7, ¢, z) snadno vyjadfit za pomoci
vektorového potencialu ze vztahti
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04
Br=laﬁ__’/’- B =8A_,_aﬁ' Bz=li(rA¢)—
r or

194,
rog 0z ? 9z o’ '

a
99
Rovnici (3.129) splnime ve valcovych soufadnicich pro jednotlivé symetrie ulohy
snadno nasledujicimi volbami:

(3.130)

7

Translacni symetrie (0/0z = 0):

y(r,g)=A4,(r,9). (3.131)
Osovd symetrie (0/0p = 0):
Y(r,z)=rd,(r,z). (3.132)
Helikalni symetrie se stoupanim o
y(r,p—az)=A(r,p-az)+ard,(r,p—oz). (3.133)

Funkce, ktera charakterizuje povrch magnetické trubice, je v uvedenych symetriich dana
vhodnymi kombinacemi slozek vektorového potencialu.

Rovnovaha v osové symetrii

Ptedpokladejme osovou symetrii (proménné nezéavisi na toroidalnim thlu ¢, viz obr 67).
Funkci, ktera urcuje tvar magnetickych povrchi, uré¢ime ze vztahu (3.132)

W(r,z)=rd,(r,z).

Radialni a osovou slozku pole mame okamzité z (3.130):

B =19

i aaz (3.134)
B.=+-2¥,

r or

Posledni komponentu uréime z Ampérova zakona:
Hol (W)
B,=—""2=- 3.135
4 2zr ( )

kde I(y) je elektricky proud tekouci v poloidalnim sméru skrze kruh ohrani¢eny magne-
tickym povrchem, viz obrazek 67:

Obr. 67: Osové symetricka rovnovaha v plazmatu.
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Zapisme nyni pro tuto symetrii radialni slozku podminky rovnovahy (3.126), ve které za
proudovou hustotu dosadime z ptislusné Maxwellovy rovnice:

_ap(w)+.B_jB

:0'
or ¢ ’
_ ) 1
+—/|rotB| B, - rotB| B, = 0;
i ﬂ[ |y 8~k 5,
p(y) 0B, 0B. I: :l
_ — B, — B,)|B, = 0.
o Tl e o B i B0 |Pe

Nyni dosadime za magnetické pole ze vztaht (3.134) a (3.135) a vyjadiime derivaci
tlaku a proudu jako derivaci slozené funkce Of(y)/Or = 0f/0y -Ow/Or. Po piimocarych
upravach dostaneme rovnici pro y:

Py 9 19y us or? » p
+r St Yy —
922 o r or 87[2 oy e174

Jde o Gradovu-Safranovovu rovnici pro rovnovahu plazmatu za piedpokladu osové
symetrie. Vztah poprvé odvodili H. Grad a H. Rubin v roce 1958 a nezavisle v tehdej-
§im Sovétském Svazu V. D. Safranov v roce 1959. Safranovova prace byla publikovana
v zapadnim svété az v roce 1966.

=0. (3.136)

3.3.2 Proudové vlakno (pinc)

Proudova vlakna neboli pince ¢i filamenty patii snad k nejbéznéjsim utvarim v plazma-
tu. V nejjednodussi situaci tece proud v ose pince (axialni smér) a kolem pince vytvari
magnetické pole (azimutalni smér), které puisobi Lorentzovou silou na proudové vlakno
a snazi se ho smrstit. Po Case se ustavi rovnovaha mezi gradientem tlaku plazmatu, ktery
se snazi plyn rozepnout a Lorentzovou silou, kterd pin¢ komprimuje. Takovy tutvar se
nazyva z-pin¢, pismeno z naznacuje, ze proud tece v ose z pince. Slovo pin¢ pochazi
z anglického pinch (stisknout).

AVASY "

>
>
>

z-pin¢ helikalni pin¢

Obr. 68: Rlizné druhy proudovych viaken.

V kapitole 5.2.3 uvidime, Ze rovnovaha je nestabilni a pin¢ tohoto typu se rychle roz-
pada. Staci vSak, aby magnetické indukéni ¢ary byly zkroucené do magnetického
provazce, a pin¢ se stava relativné stabilnim utvarem. Proudova hustota i magnetické
pole maji axialni i azimutalni slozky. Axialni slozka proudu generuje azimutalni pole
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a azimutalni slozka proudu generuje axialni pole. V tomto pifipadé hovofime o heli-
kalnim (sroubovicovém) pinci. V laboratofich jsou vyznamné jesté dalsi konfigurace.
Znamy je 6-pin¢, ve kterém proud tece v elektrodé po povrchu pince v azimutalnim
sméru. Vytvorené magnetické pole je axidlni. Dalsi konfiguraci je toroidalni pin¢ —
plazma drzené v toroidalni geometrii v tokamacich. Jde vlastné o stoCeny pin¢ do tvaru
toroidu. Misto axialniho pole zde byva zvykem hovofit o poli foroidalnim a misto
azimutalniho pole o poli poloidalnim.

Bennettova rovnovaha

Naleznéme nyni rovnovahu z-pince za predpokladu homogenné rozlozeného elektric-
kého proudu a zanedbatelnych radiac¢nich procesti. Podminky rovnovéhy z-pince za
vyse uvedenych predpokladl poprvé fesil finsky védec a vynalezce Willard Harrison
Bennett (1903—-1987) jiz v roce 1934.

Nejprve nalezneme v pinci o poloméru R azimutalni magnetické pole B(r) z Ampé-
rova zékona pfepsaného do valcovych soufadnic:

rotB=y,j =

1d .
—o B =i =

B(r)= o r+£.
2 r
Je zjevné, Ze prvni Clen popisuje chovani pole uvniti pince (druhy by v centru pince

divergoval, a proto je C = 0. Naopak vn¢ pince je proudova hustota nulova a tim i prvni
¢len. Obé feSeni navazeme na hranici pinée a dosadime j = I/zR*:

I
Ho 5T T <R;

B(r)= 27”"[ (3.137)
Hol s r=R.
2rr

Nyni pouzijeme k vypoctu tlaku rovnici rovnovahy (3.126):

dp .
——=-jB >
dr /

dp 1T _H!

=7

dr  zR? 27R?
2
Hol™
p(r)=— r“+pg.
47’ R*

Integraci jsme provadeéli uvnitt pince, proto bylo pouzito vnitini feSeni pro magnetické
pole. Vyznam integracni konstanty pg je ztejmy. Jde o tlak v centru pince. Tlak v pinci
by mél klesat az k povrchu, kde je nulovy, tj. p (R) =0. Z této podminky ur¢ime inte-
gracni konstantu pg a celkové feseni:

2 2
r 1
p(r) = po [1——R2j; o =—4ﬂ°2R2. (3.138)
T
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Jde o znamé Bennettovo feSeni s parabolickym pribéhem tlaku. Tlak v centralni ¢ésti
pince je imérny kvadratu celkového proudu. Pokud dosadime za tlak elektront a iontt
ze stavové rovnice a budeme uvazovat teplotu obou komponent plazmatu shodnou

po = nekgT, +nikgT; = nkg (T, +T,/Z), (3.139)

ziskame dulezity vztah mezi teplotou centralni ¢asti a celkovym tekoucim proudem:

N
Nk (T, +T/Z) =f:—012 L Ne=—genaR’. (3.140)
T

Veli¢ina N, predstavuje pocet elektronii na jednotku délky pince na centralni linii.

Bezsilova helikalni konfigurace pince, reverzni pinc

Predpokladejme, Zze se po dostatecné dlouhé dobé dostane helikalni pin¢ do stavu
s minimem energie v magnetickém poli. Potom je magnetické pole nutné helikalni
a spliiuje Beltramovu podminku rot B = @B . Ve valcové geometrii bude radialni slozka
pole nulova a azimutalni i axidlni slozka bude zaviset jen na proménné r. Beltramovu
podminku rozepiseme ve valcovych soufadnicich po slozkach:

0=aB,,
rotB=0oB; = _42 =aB,, (3.141)
dr
1d
75“35" ) = OlBZ
Po dosazeni za pole B,z druhé do tfeti rovnice dostaneme rovnici
2
d Bz+ldi+a232=0. (3.142)
d#2  r dr
Jde o Besselovu rovnici, ktera ma feSeni
B,(r)=ByJy(ar),
: 0-0 (3.143)

B, (r) = ByJy(ar).

\\le
\
\
TN
\ N,
Va N
N\ A N
N 6,/ 8 x
\ /
NV

Obr. 69: Priibéh Besselovych funkci Jg a J;.
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Funkce Jy a J1 jsou Besselovy funkce prvniho druhu, ve valcovych soutadnicich nahra-
zuji funkce kosinus a sinus znamé z kartézskych soutradnic. Obdobné jako derivace
kosinu je minus sinus, je i derivace Jy rovna minus J1. Besselova funkce Jy méni zna-
ménko v argumentu 2,4. Pokud ma pin¢ dosti velky polomér, nutné¢ dojde pro
r>2,4/a k obraceni sméru pole B;. Vznikly Gtvar nazyvame reverzni pin¢. Na polo-
méru

2,4

o

a=

(3.144)

vznika neutralni vrstva, na jejichz opac¢nych stranach ma pole opaény smér, tedy situace
vhodna pro rekonekci magnetickych indukénich ¢ar a pro rozvoj ostritvkové (tearing)
nestability.

Obr. 70: Nejzndméjsim plazmovym vldaknem je kanal blesku.
Zdroj: prof. Harry M. Jol, University of Wisconsin.
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Kratce z rané historie vyzkumu pincu

1790

Holandsky védec Martin van Marun (1750-1837)
vybil 100 Leydenskych lahvi pres dratek, ktery ex-
plodoval. Vytvoril tak prvni zdokumentovany (i kdyz
nevysvétleny) ping.

1905

Australsti védci J. A. Pollock a S. Barraclough pozo-
ruji v blizkosti Sydney v Australii trvalou deformaci
dutého hromosvodu (fotografie napravo) po pru-
chodu blesku a spravné deformaci vysvétlili jako
disledek tlaku zpisobeného magnetickym polem.

1934

Willard Harrison Bennett (1903—1987) nasel feseni
pribéhu tlaku pro stacionarni z-pin¢ s konstantni
proudovou hustotou.

1946

George Thompson a Moses Blackman z Imperial
College v Londyné¢ patentuji fizni zafizeni zalozené
na toroidalnim pinci.

1946

George Thompson a Peter Thonemann provadéji
rozsahlé experimenty s toroidalnim pincem.

1954

Martin David Kruskal (1925-2006) a Martin
Schwarzschild (1912-1997) vytvareji prvni teorii
nestabilit pince, zejména fesi koralkovou

a smyckovou nestabilitu.

1956

Rendel Sebastian Pease (1922-2004) a Stanislav
lIosivovich Braginskij nachazeji feseni v podobé
elektromagnetického kolapsu, kdy ztrata energie
zéarenim zpasobi nekontrolovatelny kolaps pince
k ose.

1957

V anglickém Harwellu bylo zkonstruovano prvni
velké toroidalni zatizeni ZETA o priméru 3 metry
s proudem 900 000 A.

1958

Na toroidalnim pin¢i SCYLLA v Los Alamos byly
detekovany prvni fuzni neutrony.

Nestabilitami plazmového vlakna se budeme zabyvat v kapitole 5.2.3.
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3.3.3 Proudova sténa

Proudové sténa je dvojrozmérnou analogii proudového vldkna. Proud tekouci v plose
generuje na obou stranach magnetické pole, které tlaci na sténu magnetickym tlakem.

oo @0 0 00 0|
| S—

Obr. 71: Plazmova sténa.

Pouzijeme-li na kfivku naznaCenou na obrazku Ampéruv zakon v integralnim tvaru,
ziskame

$B-dl=pyl =  2Bl=pyl =
Y

B:%ﬂoi, (3.145)

kde i je elektricky proud vztazeny na jednotku pficné délky. Proudové stény byvaji
velmi tenké vzhledem ke své Sifce (tloustka a Sitka se 1iSi o mnoho fada). Nejvetsi
proudovou sténou ve slunecni soustaveé je neutralni vrstva heliosféry, jde o rozvinénou
oblast nulového magnetického pole Slunce, ktera se nazyva Parkerova plocha. Jeji
tloustka je v nasem okoli cca 1 000 km. Na opacnych stranach Parkerovy plochy ma
slune¢ni magnetické pole rtiznou polaritu.

Obr. 72: Parkerova plocha.
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Planety prochazeji stiidavé nad a pod touto plochou, pii prichodu se méni polarita slu-
necniho magnetického pole. Jina proudova sténa vznika v magnetickém ohonu Zemé.
Praveé v blizkosti proudovych stén, kde je magnetické pole na riznych stranach stény
opacné orientované, dochdzi casto k prepojeni magnetickych indukénich Car a rozvoji
ostruvkové (tearing) nestability.

3.3.4 Dvojvrstva

Dvojvrstvou nazyvame skok elektrického potencialu v plazmatu. V literatuie se vétsi-
nou oznacuje symbolem DL z anglického ,,Double Layer”. Dvojvrstvy se vyskytuji
v hojném mnozstvi v plazmatu vSude tam, kde tece elektricky proud zpisobeny elek-
trony a ionty pohybujicimi se proti sobé. Pfi tomto vstficném pohybu se mtize projevit
tzv. dvousvazkova nestabilita, kterd vede ke vzniku skoku elektrického potencialu ¢.
Situace je obdobna vodé tekouci v Sikmém kandlu. Samovolné se na jejim povrchu
vytvoii tu a tam vySkové schody. Obdobné se v plazmatickém prostiedi se spadem
elektrického potencialu samovolné vytvoifi tu a tam schody v potencidlu. Stejny typ
dvojvrstvy vznikd i z nahodné fluktuace koncentrace iontli nebo pii pohybu nabitych
¢astic podél indukénich ¢ar magnetického pole.

Jinou moznosti vzniku dvojvrstvy je rozhrani dvou plazmatickych prostiedi s riznou
teplotou nebo koncentraci elektronii. Elektrony zacnou vlivem gradientu teploty ¢i kon-
centrace difundovat do druhého prostiedi, ve kterém se proto objevi zvySeny zaporny
naboj. Vznikne elektrické pole a s nim souvisejici schod v potencialu. Skrze takové
dvojvrstvy trvale netece elektricky proud.

Zakladem vzniku elektrické dvojvrstvy je vzdy existence pohybu elektronti vici
okoli a nasledné naruseni kvazineutrality vedouci na vznik elektrického pole a tim
skoku potencialu.

Pro posouzeni vyraznosti dvojvrstvy slouZzi tzv. parametr dvojvrstvy, ktery je defi-
novan jako podil energie schodu potencialu a tepelné energie elektrond:

_eAg¢
= ol

DL (3.146)

Dvojvrstvy vznikajici na hranici dvou prostiedi s riznou teplotou maji tento parametr
priblizné rovny jedné. Dvojvrstvy vznikajici pti velkych spadech potencialu jsou velmi
vyrazné a maji #pp > 1. Pro takové dvojvrstvy se ¢astice se rozdéli do ¢tyt skupin zna-
zornénych na obrazku 73:

1) ionty urychlované ve sméru poklesu potencialu,
2) elektrony urychlované ve sméru nartistu potencidlu,
3) ionty zachycené na nizsi strané potencialu,

4) elektrony zachycené na vyssi strané potencialu.

Prubéh koncentraci n téchto ¢tyf druhii ¢astic je na obrazku b, teCkované jsou vykres-
leny koncentrace zapornych ¢astic a plnou ¢arou kladnych. Odpovidajici celkova hus-
tota naboje py je zobrazena na obrazku d. Vysledkem je vrstva kladného naboje na vyssi
strané potencialu a vrstva zdporného naboje na nizsi strané potencialu. Tato konfigurace
dala dvojvrstvé jeji jméno. Pied a za schodem potencialu je celkovy prostorovy naboj
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nulovy, kladné a zaporné naboje se piesn¢ vyrusi. Elektrické pole E dvojvrstvy je zna-
zornéné na obrazku ¢, mezi obéma vrstvami je zvySené a odpovida zadporné vzaté deri-
vaci potencialu. Dvojvrstvy mohou (ale nemusi) byt dlouhodobé stabilnimi ttvary, ve
kterych schod potencidlu vede na vznik vySe zminénych ctyf skupin Castic a jejich
elektrické pole zpétné napomahd udrzeni skoku v potencialu.
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Obr. 73: Dvojvrstva.

Dvojvrstvy jsou utvary, na kterych dochazi k urychlovani nabitych ¢astic. Jde o jakési
pfirozené urychlovace v laboratofi i ve vesmiru. Vzhledem k separaci kladného a za-
porného naboje se také chovaji jako prirozené kondenzatory. Pravé energie téchto ,.kon-
denzatord“ se transformuje na kinetickou energii urychlenych ¢astic. Vykon uvoliiovany
na dvojvrstvé je dan souc¢inem skoku potencialu a elektrického proudu tekouciho dvoj-
vrstvou:

P=AgI. (3.147)

Ke vzniku relativistickych ¢astic mize na dvojvrstvé dojit tehdy, pokud je energie
schodu potencialu vétsi nez klidova energie Castice, tedy relativisticky parametr dvoj-
vrstvy

A
DL, rel = Q49 ? (3.148)
mycC

je vetsi nez jedna, #pr re1 > 1.

Dvojvrstvy zpravidla vytvaieji rizn¢ zprohybané plochy malé tloustky. Tloustka
dvojvrstvy je dana naruSenim kvazineutrality naboje, kterd v plazmatu nemuize byt vyssi
neZ nékolikanasobek Debyeovy vzdalenosti. Nejtlustsi dvojvrstvy maji pii¢ny rozmér
cca deset Debyeovych polomérd. V laboratornim plazmatu jde o milimetry, v ionosféfe
o centimetry, v meziplanetarnim prostfedi o desitky metri a v mezigalaktickém pro-
stiedi o desitky kilometrti.

Dvojvrstvy mohou plazmatickym prostfedim driftovat, mohou prudce zvysit svou
tloustku a rozpadnout se nebo zaniknout difuznimi jevy pokojnou cestou. Normalni



176 Magnetohydrodynamika

dvojvrstvy jsou kolmé na magnetické pole, podél které¢ho se pohybuji ¢astice, a vzniklé
elektrické pole je rovnobézné s polem magnetickym. Existuji ale i Sikmé dvojvrstvy.

Na dvojvrstvdch mohou byt urychleny elektrony a ionty na znac¢né rychlosti
a magneticka energie elektrického obvodu se zde mize pfemeénit na kinetickou energii
¢astic. Dvojvrstvy se vyskytuji vSude tam, kde teCou plazmatem elektrické proudy.
Nachazime je v magnetosférach planet, napiiklad na nékolikanasobku zemského polo-
méru vznikaji ve dvojvrstvach energetické ionty urychlené ve sméru indukénich Car
zemského pole. Skok potencialu je zde 102+104 V. Dvojvrstvy pravdépodobné vznikaji
ve slune€nich filamentech protékanych proudem. Zde se odhaduje skok potencialu az na
109+1011V a energie protonti urychlenych ve dvojvrstvé na nékolik desitek gigaelek-
tronvoltl. Pokud vznikaji dvojvrstvy v plazmovych vlaknech v blizkosti jader galaxii,
mohl by byt skok potencialu az 1017 V a uvoliiovany vykon fadoveé 1037 J/s.

Velmi zajimavou aplikaci dvojvrstev jsou iontové motory. V Australské narodni
univerzité vyvinuli v roce 2003 Christine Charles a Rod Boswell iontovy motor, ve
kterém se vytvoii dvojvrstva na hranici mezi vysoce koncentrovanym plazmatem zdroje
a plazmatem s nizkou koncentraci ve vystupni trysce. Dvojvrstva urychli ionty na vy-
soké energie a vyznamné prispéje k tahu motoru. Takovy motor mize vyznamné zefek-
tivnit meziplanetarni lety.

Dvojvrstva vytvorena pouhou zménou koncentrace elektronii

Predpokladejme, Ze v plazmatu dojde z né&jakych duvodu, naptiklad fluktuaci, ke zméné
koncentrace elektronti. Hledejme, zda v tomto piipadé existuje stacionarni feseni pro
proud elektronti. Budeme hledat nejjednodussi feseni v jedné dimenzi bez magnetického
pole a tlaku elektrond. Z rovnice kontinuity mame

d
a(ne”e ) =0.
Vzhledem k tomu, Ze x je jedinou proménnou, mizeme psat
_ __Je
nel, = const = Nellg = —— =
e
___Je
Ug(x)=— (3.149)

eng(x) .

Tedy elektricky proud elektront je konstantni a rychlost elektronti se v oblasti se zmé-
nénou koncentraci méni tak, aby zustala v platnosti rovnice kontinuity. NapiSme nyni
pohybovou rovnici pro elektrony pro ustaleny stav
NgMolly — Uy = —Neek .
ox
Z této pohybové rovnice spocteme elektrické pole, které se vytvorilo zménou rychlosti
pohybu elektront:

2
d mgu

E=_2 Melle
ox 2e

Po dosazeni za rychlost z (3.149) mame pro vzniklé elektrické pole vztah
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E(x)=———"¢le (3.150)

Zmeéna koncentrace elektronti tedy s sebou pfinasi vznik elektrického pole. V oblastech
konstantni koncentrace je elektrické pole nulové, nenulové je jen v oblastech, kde se
koncentrace méni. Ze souvislosti elektrického pole s elektrickym potencidlem muZzeme
psat

.2
meJj
P(x) = —=—. (3.151)
2e’ng (x)
A,
/// __________ \\
¢ /// \\
E DL1

DL2 X

Obr. 74: Dvojvrstva vytvorena gradientem koncentrace.

V oblasti zmény koncentrace elektronti se méni i elektricky potencial a tedy vznika
elektrickd dvojvrstva. Vzniklo-li lokalni snizeni koncentrace elektront, vytvoii se na
obou stranach schod v potencidlu a vznikne dvojita dvojvrstva. Dodejme pro Uplnost, Ze
toto feSeni nalezli $védsti fyzikové Hannes Alfvén (1908—-1995) a Per Carlkvist (1938)
v roce 1968.

Reseni potencialu uvniti dvojvrstvy udrzované dvéma svazky

Hledejme nyni feseni pro potencial uvniti dvojvrstvy, ktery klesa z hodnoty ¢@p; na nulu.
Obecny vypocet musi probéhnout pro vsechny 4 populace ¢astic, tedy pro urychlované
svazky elektront a iontl a pro zachycené tepelné elektrony a ionty. V tomto odvozeni
budeme uvazovat jen svazkové populace, tj. zanedbame tepelné jevy. Predpokladejme
svazek elektront letici s konstantni rychlosti ze strany niz§iho potencialu a svazek iontl
ze strany vysSSiho potencialu. Oba dva svazky budou na dvojvrstvé urychleny. Vycho-
zimi rovnicemi budou: zakon zachovani energie, rovnice kontinuity a Poissonova rov-
nice pro potencial.

1 1

Emeug —e@ = const = Emeugo ;
| | (3.152)
Emi”iz + Ze¢ = const = Emi”izo +Zegpy, .
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neUt, =const = _Je ;
¢ (3.153)
Ji
niu; =const =—
Ze
2 Zen;
49 _ene 2N (3.154)

dx*> & €0

Konstantu v zakoné zachovani energie pocitime na té strané schodu, ze které dand cas-
tice ptiléta z nekonec¢na. VSechny proménné (ug, 1, @) jsou funkcemi polohy x v dvoj-
vrstvé. V Poissonové rovnici (3.154) dosadime za koncentraci z rovnice kontinuity
(3.153) a za rychlosti ze zdkona zachovani energie (3.152). Vysledkem je findlni rov-
nice pro potencial

2 j /€
o Jil%0 . (3.155)

dx? 2 2e 2 2Ze
\/ueO +—¢ \/“i() +=(dpL —9)
m mi

(S

Jde o obycejnou diferencialni rovnici druhého fadu pro funkci ¢@(x), kterou je sice
mozné fesit analyticky (vede na eliptické integraly), ale zpravidla se fe§i numericky.
Integraéni konstanty jsou dadny okrajovymi podminkami — na obou krajich dvojvrstvy je
nulové elektrické pole, tj. nulova derivace potencialu a samotny potencial je na jedné
strané nulovy a na druhé ma hodnotu ¢p;. Vysledkem je Langmuirova-Childova relace
mezi celkovou proudovou hustotou j tekouci dvojvrstvou, tloustkou dvojvrstvy d a spa-
dem potencialu ¢p; na dvojvrstve:

jd* =402, 4 z0,20724{1+ &J 2 4. (3.156)
mi Me
V obecném piipadé musime vzit v tivahu i populace zachycenych tepelnych Eastic,
jejichz koncentrace je dana Boltzmannovym rozdélenim (tj. pfipustime nenulovou tep-
lotu) a na pravé stran¢ Poissonovy rovnice pribudou jesté dva ¢leny ve tvaru

_ O

kpT, .
2

Ny =Ngg € oa=e,i.

Kratce z historie vyzkumu dvojvrstev

1929 | Americky plazmovy chemik a fyzik Irving Langmuir (1881-1957) detekuje
dvojvrstvy v laboratornim plazmatu.

1958 | Svédsky plazmovy fyzik Hannes Alfvén (1908-1995) navrhuje, Ze elektrony
zodpovédné za polarni zafe jsou urychlovany smérem k Zemi dvojvrstvami
v magnetosféte Zeme.

1967 | Svédsti plazmovi fyzikové Hannes Alfvén a Per Carlqvist (1938) navrhuji
teorii slune¢nich erupci, ve které hraji vyznamnou roli dvojvrstvy.
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1987 | Svédska druzice Viking detekuje vyrazné dvojvrstvy v magnetosfere Zem¢.
Druzice pracovala na polarni draze v letech 1986 az 1987. Ctyfi ramena se
senzory elektrického pole byla dlouhé 40 metri.

1992 | Americky plazmovy fyzik Noah Hershkowitz naléza v laboratornim
plazmatu nasobné dvojvrstvy se schodovitym prib&hem potencialu.

2003 | Australsti fyzikové Christine Charles a Rod Boswell vyvinuli novy iontovy
motor pro kosmické lod¢€, ktery vyuziva k urychleni iontd dvojvrstvu. Ev-
ropska kosmicka agentura provedla prvni laboratorni testy motoru v roce
2005.

zdroj pro RF
ohrev

zasobnik

plynu RF anténa

a pomocné obvody

zdroj energie
pro civku

/

urychlené ionty

Obr 75: lontovy motor ESA.

Evropska kosmicka agentura vyviji novy iontovy pohon pro meziplanetarni lety. Plazma
vznika radiofrekvencnim ohfevem a je udrzovano civkami magnetického pole. Na vy-
stupu z komory se vytvoii stabilni dvojvrstva, ktera urychli ionty na vysokou energii.
Tim vzniké tah tohoto nového typu motoru.

3.3.5 Razové viny

V plazmatu se Casto vytvareji oblasti, ve kterych se prudce méni nékteré parametry,
napiiklad rychlost, koncentrace, teplota nebo magnetické pole. Takové oblasti nazy-
vame razovymi vinami, nékteré z nich se mohou plazmatem pohybovat. Typickym
prikladem je razova vina vznikajici interakci slunec¢niho vétru s magnetosférou Zemé.
Na ,,navétrné* strané se vytvoti obloukovita razova vina obdobna razové viné vzniklé
pred pridi lodi pohybujici se po mofi. Rdzové viny vznikaji i tam, kde se proudéni méni
z nadzvukového na podzvukové a jsou typickymi rysy laboratorniho i astrofyzikalniho
plazmatu. Na razovych vlnach mtze dojit k vyznamnému urychleni ¢astic. Dvojvrstva
probirana v minulé kapitole je vlastn€ specialnim pfipadem razové viny.
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Rézové viny v klasické hydrodynamice studovali skotsky inzenyr William John Mac-
quorn Rankine (1820-1872) a francouzsky inzenyr Pierre Henri Hugoniot (1851-1887).
Podminky, které musi jednotlivé veli¢iny splilovat na rdzové vIn€é, nazyvame
Rankinovy-Hugoniotovy podminky. Pokud pro né&jakou aditivni veli¢inu 4 plati rovnice
kontinuity ve tvaru

%P4 4 divi, =0, (3.157)

ot

je vyjadfenim zakona zachovani této veli¢iny v soustavé spojené s razovou vlnou pod-
minka platici pro obé strany skoku

(jm),=(m), = (in),-(jn)=0 = [jnl=0. (3158

Vyznam hranaté zavorky je stejny jako u uréitého integralu. Index oznaduje strany ra-
zové viny a n je normalovy vektor. Ze zakona zachovani hmotnosti a hybnosti ziskame
okamzité podminky

[pu-n]’ =0, (3.159)
5 2
{pu(u~n)+(p+B—Jn—(B.n)B} —0, (3.160)
241 Ho ],

vvvvvv

2
2
[{e+%+p}(u-n)+(ExH)-n} =0.

1

Vnitini energii pro polytropni plazma s koeficientem y vyjadiime ze vztahu (2.51)

=P
y—1
Pro skokova feseni vyuzivame idedlni magnetohydrodynamiku (difazni ¢leny zptisobi
konec¢nou tloustku razové viny) a za elektrické pole proto dosadime

E=—uxB.
Nyni jiz snadno ziskame relaci
pui’  yp B’ BoBw|
—t Yt —|(un)-————=| =0. (3.161)
2 =1 Ho q

Tyto podminky musime doplnit spojitosti normalovych slozek magnetického pole
(div B=0) a te¢nych slozek elektrického pole (rotE =—-0dB/dr ). Vyuzijeme opét fakt,
ze v idedlni magnetohydrodynamice je E=—-uxB:

[B-n]’ =0, (3.162)
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[nx(uxB)] =0. (3.163)
Podminky (3.159) az (3.163) nazyvame Rankinovy-Hugoniotovy podminky.
q Piiklad 14: pohybujici se razova vlna. Piedpokladejme, Ze se klidnym plazmatem

pohybuje rychlosti V' razova vilna tvofena skokem magnetického pole rovnobézného
s touto razovou vinou:

©e e 6 6 6 o
ceeeoeo00t o o o y
@@@@@@@i@ ®© © o .
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B —>u=u —>V u,=0 B

Obr. 76: Pohybujici se razova vina.

Pted celem viny je rychlost plazmatu nulova, za vinou je plazma strhavano rychlosti u.
Urcete tuto rychlost # ze znamych hodnot magnetického pole na obou stranach razové
viny.

Reseni: V soustavé soufadnicové spojené s razovou vinou se pro nerelativistické rych-
losti podle transformace (D.1) magnetické pole nezméni. Z podminky (3.163) potom
v této soufadnicové soustave plyne

Bi(u—V)=B,(-V). (3.164)

Nyni jiz snadno uré¢ime rychlost u prostfedi za razovou vinou:

uzil—%JV. (3.165)

1

3.4 Diferencni schémata
v magnetohydrodynamice

Magnetohydrodynamika je zalozena na parcialnich diferencialnich rovnicich. Analy-
ticka feSeni je mozné nachazet jen v ojedin€lych piipadech, vétsinou jsme odkazani na
numerické metody, kterych existuje veliké mnozstvi. Reseni je mozné rozvijet do fad,
hledat na zakladé varia¢nich metod, za pomoci konvoluce pocatecnich a okrajovych
podminek s Greenovou funkci, metodou charakteristik, metodou kone¢nych prvku atd.
Velmi casto se parcialni diferencialni rovnice fesi za pomoci diferenc¢nich schémat na
pravouhlé ¢i jiné siti, podobné jako jsme fesili obycejné diferencialni rovnice v kapitole
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1.5. Na rozdil od obycejnych diferencialnich rovnic musime v magnetohydrodynamice
provadeét diskretizaci nejen v Case, ale i v prostoru. V kazdém Casovém okamziku ¢, je
prostor nahrazen diskrétni siti a hodnoty hledané veli¢iny zjistujeme jen ve vrcholech
sité. Tato kniha neni v zddném pfipadé ucebnici numerickych metod, a proto Ctenare
seznamime jen se zéklady tvorby diferencnich schémat. Cilem je, aby si hloubavé&jsi
¢tenal mohl vyzkouset nalezeni jednoduchych feSeni na pocitaci.

3.4.1 Parcialni diferencialni rovnice

Déleni rovnic

Ve fyzice plazmatu se nejcastéji setkame s parcialnimi diferencidlnimi rovnicemi dru-
hého tadu. Predpokladejme obecnou rovnici ve tvaru

2
F(a—"’,a—'/’,y/,xk}o; kI=12,..,N, (3.166)

neznamou je funkce N proménnych, zpravidla jde o jednu asovou a tfi prostorové pro-
ménné. Rovnici nazveme kvazilinedrni, pokud je linearni vzhledem k druhym deriva-
cim, tj. ma tvar

2 A (x, W,Vl//)
k,l

+B(X w,Vy)=0, (3.167)

kde koeficienty Az a B zavisi na xg, y, dgw. Rovnici nazveme linedrni, pokud ma tvar

+ZB (x)—+C(x)l// f(x). (3.168)

k k

Z Ay (X)

Funkci f(x) nazyvame pravou stranou rovnice. Pokud je f= 0, hovotime o tzv. homo-
genni rovnici. Rovnici nazveme linedrni s konstantnimi koeficienty, pokud jsou koefici-
enty Ay, By a C konstantni.

Vhodnou transformaci proménnych 1ze rovnici (3.167) ptfevézt na jednodussi tvar.
Linearni rovnice délime do tif skupin podle tvaru koeficientti u druhych derivaci. Rek-
neme, ze rovnice je elipticka v bodé xg, pokud existuje transformace, ktera ji v tomto
bodé¢ prevede na tvar

Z ZBk(X)g_l//"'C(X)l//:f(X)- (3.169)
k Xk

kxk

Piikladem eliptické rovnice je Laplaceova nebo Poissonova rovnice. Rekneme, Ze rov-
nice je hyperbolicka v bodé x¢, pokud existuje transformace, ktera ji v tomto bod¢ pte-
vede na tvar

N-1
Z ——W ZBk(X)g—WJrC(X)l//:f(x). (3.170)

812\/ A Xk
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Jedna z druhych derivaci ma tedy opacné znaménko nez ostatni. Takovou rovnici je
naptiklad vlnova rovnice. Pokud se znaménka minus a plus vyskytuji u druhych deri-
vaci vice nez jednou, hovoiime o wultrahyperbolické rovnici. Rekneme, e rovnice je
parabolicka v bod¢ x¢, pokud existuje transformace, ktera ji v tomto bod¢ prevede na

N-— 182
Z—+ZBk(x)—+C(x)1//+D(x) 0, (3.171)
k=1 k k

tj. jedna z druhych derivaci (zpravidla ¢asovad) se v rovnici nevyskytuje. Prikladem
mize byt rovnice vedeni tepla, rovnice difize magnetického pole nebo Schrodingerova
¢asova rovnice. Pokud ,,schazi* vice druhych derivaci, hovotime o parabolické rovnici
v Sirsim smyslu.

Rovnice je vétSinou parabolicka, hyperbolicka nebo elipticka na néjaké oblasti v RV,
tedy nemusi nutné jit jen o vlastnost v jednom jediném bodé¢.

¢ Piiklad 15: V nésledujici tabulce jsou ukézky nékterych typickych rovnic

rovnice nazev typ
v25=0 Laplaceova rovnice | elipticka
V2¢=f(x) Poissonova rovnice | eliptickd
1 82 vinova rovnice hyperbolicka
v? l//———=0
? o
oT v2r vedeni tepla parabolicka
_:K‘
ot
2 2 2 ultrahyperbolicka
22 1;/ d 1,;/ d lé/ oy -0
an? 9 o
2 parabolicka
_8 y/+8_1//_8_l//:0 v Sirsim smyslu
> oz Y
y=0 parabolicka,
32 oy dy L
+___ 0 y>0 hyperbolicka,
at o ox? S
y<0 elipticka

Pocatecni a okrajové podminky

Obdobné jako u obycejnych diferencidlnich rovnic musime zadat poc¢ate¢ni podminky,
je tfeba pro feseni parcialnich diferencidlnich rovnic obsahujicich ¢as znat hodnotu
hledané funkce na pocatku (tzv. pocatecni podminku). Tyto pocatecni podminky ale
k ispésnému nalezeni feseni nesta¢i. Ulohu fesime na n&jaké prostorové oblasti 2 a bez
znalosti chovani hledané funkce na hranici oblasti nelze feSeni nalézt. Budeme-li tfeba
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hledat kmity kruhové membrany, zalezi feSeni na tom, zda je na okraji membrana volna
(maze volné ,,plandat®) nebo zda je k néemu piipevnéna.

Je tedy zjevné, Ze pied fesenim parcialni diferencialni rovnice nebo soustav parcial-
nich diferencialnich rovnic musime spravné formulovat pocatecni a okrajové podminky
kladené na rovnici (rovnice).

t

hranice oblasti Q

(pocatecni podminka)

Obr 77: Pocatecni a okrajové (hranicni) podminky ulohy.

Ptedpokladejme, ze hleddme funkci w(z, x), kterd je feSenim parcidlni diferencialni
rovnice. Ve vét§in€ pfipadii musime k jednozna¢nému feSeni znat pocate¢ni podminku

w(0,x) =go(x), (3.172)
a okrajovou podminku — k nejcastéj$im patii:
Dirichletova okrajovd podminka — na hranici oblasti zadavame hodnotu hledané funkce:

w(t,X0) = Go(t,Xy) pro Vxy e 942 . (3.173)

Symbol 0Q oznauje hranici oblasti Q. Dirichletovu okrajovou podminku vyuzijeme
napriiklad v rovnici pro vedeni tepla, pokud je okraj tyCe ¢i oblasti udrzovan na kon-
stantni teploté, u Laplaceovy rovnice, pokud ma okraj oblasti zadany potencial nebo
u vlnové rovnice, pokud je okraj vinici se oblasti pevné uchycen.

Neumannova okrajovda podminka — na hranici oblasti (napfiklad volny konec vlnici se
membrany) zadavame normalovou derivaci hledané funkce:

(n-V)w(t,xy) =G (t,xy) pro Vxg € 0£2. (3.174)
SmiSenda okrajova podminka — na hranici oblasti zadavame linedrni kombinaci funkce
a jejich derivaci:

oy (t,x0)+ D, B0 (t,Xg) = Go(1,Xg) pro Vxy € 942 (3.175)
k

Cauchyova uloha — u parcialni diferencialni rovnice N-t¢ho fadu zaddvdme pocatecni
podminky pro prvnich N—1 derivaci hledané funkce, na hranici nezadavame zadné
podminky.
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3.4.2 Tvorba diferenc¢nich schémat

U hledané funkce provedeme cCasovou i prostorovou diskretizaci, tj. hodnoty budeme
znat jen v Casech #, a ve vrcholech prostorové sité x;, yi, z:

l//}?,k’l:l//(tn,xj,yk,zl); n=0,1,2,...; j,k,le,il,iZ,...
t, =1 +nAt,

x; = jAr, (3.176)

Horni index bude tedy ptedstavovat diskrétni Cas a dolni indexy diskrétni prostorovou
zavislost. Zéakladni princip tvorby diferencniho schématu si ukdzeme nejprve v jedné
prostorové dimenzi.

ZLI’lJrl L]

-
-+
-+
-+
-+
-+

ZLl’lfl T L] L] L] L]
Xj=1 Xj X

Obr. 78: Casoprostorova diskretizace.

Ze znalosti prostorovych hodnost v ¢asové vrstve ¢, ptipadné #,-1, je tieba urcit prosto-
rové hodnoty na nové ¢asové vrstvé f,+1. Obdobné jako u obyéejnych diferencialnich
rovnic mohou byt schémata explicitni nebo implicitni.

h+1 P
ty O—LQ PSS WS

In-1

Obr. 79: Rizna diferenéni schémata.

Na obrazku 79 je nalevo zndzornéno explicitni schéma. Hodnotu na nové casové hla-
din¢ pfedpovidame ze tfi znamych hodnot z aktualni ¢asové hladiny. Uprostied je im-
plicitni schéma. Z hodnot na dvou pfedchozich ¢asovych hladinach ziskame vztah mezi
tfemi hodnotami na nové hladiné. U implicitniho schématu se nevyhneme feSeni sou-
stavy algebraickych rovnic pro hodnoty na nové hladiné. Napravo je implicitni schéma,
ve kterém ziskame provazanou informaci o tfech hodnotach na nové hladiné ze tii hod-
not na aktualni ¢asové hladin€. Explicitni schémata jsou snadné pro vypocet, ale oblast
jejich stability je obecné vyrazné mensi nez u schémat implicitnich. Pojd'me se nyni
seznamit s tvorbou schémat. Zaved’'me prostorové diference



186 Magnetohydrodynamika

Dy = l//j+lA; v ’ Dy = v _Azlj—l ,
(3.177)
Dy = Viel =V , DOW _ Vitl2 =Vj-12 .
2Ax Ax

Vsemi étyfmi vyrazy miZzeme nahradit dy/dx v parcialni diferencialni rovnici. Postupné
jde o tzv. dopfednou diferenci, zpétnou diferenci, centrovanou diferenci a dvoubodovou
centrovanou diferenci. V né€kterych pfipadech je mozné pouzit i slozitéjsi tfibodovou
nahradu prostorové derivace, napriklad typu

(et 2oy +(a-Dy;
v 2Ax '

(3.178)

Pro a=-1 dostaneme vyraz D—, pro a =0 dostaneme D¢ a pro a=+1 ziskame D+,
Druhé derivace mizeme nahradit riznym skladanim téchto diferenci, naptiklad
Vi=V¥a

2
IV, ptpy = pt Vi
ox? Ax

_ Win-v)-W;-v,1) _ Vi m Wiy
(av)” (av)”

Zcela stejny vysledek ziskdme za pomoci dvou centrovanych diferenci:
2 i 2W Y
Y L D Dy =D Doy = LT YL (3.179)
ox (Ax)

Vyuzitim jinych kombinaci z (3.177) ziskame dal$i nahrady druhé derivace, nicméné
vyraz (3.179) se pouziva nejvice. Zbyva nam nalézt diference ¢asovych derivaci, postup
je stejny jako u obycejnych diferencialnich rovnic:

v -1

ot At (3.180)
2 1= '
o o Ll

ot At

Prvni varianta vede na explicitni schéma, druhd na implicitni schéma. U sestaveného
schématu je samoziejmé nutné zjistit fad presnosti, podminky konvergence ke skutec-
nému feseni a podminky stability navrzeného schématu (aby ziskané veli¢iny naptiklad
neoscilovaly nebo se exponencialné nevzdalovaly od skute¢ného feseni). Uved'me nyni
néktera casto vyuzivana schémata.

Jednoduché explicitni schéma pro rovnici difuize
Uvazujme rovnici difuze ve tvaru

2
W _ v (3.181)
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Proved’'me nyni diskretizaci vedouci na explicitni schéma

n+l n n n n
O 77 L=+
l//] W] :?71//] 1 W] l//]+l ’ (3182)
At (Ax)?
odkud plyne
n oy
1//;'+1=1//;'+7]W‘11 VitV o, (3.183)

(Ax)?

Ze znalosti hodnot v ¢asové vrstvé £, mizeme uréit hodnoty ve vrstvé f,+1, pokud
zname okrajové podminky pro vypocet hodnot v krajnich bodech. Na obrazku 79 odpo-
vidd tomuto schématu graficky symbol nalevo. Schéma je velmi rychlé a pohodiné,
nicméné je stabilni jen, pokud je splnéna podminka (viz piiklad 16 dale)

A 1 (3.184)

(Ax)? 2

Du Fortovo-Frankelovo schéma pro rovnici difize

Jednoduchym trikem mizeme zafidit, aby diferenc¢ni schéma pro rovnici difuze (3.181)
bylo bezpodminec¢né stabilni. Volme diskretizaci ve tvaru analogickém k (3.182)

1 -1 1
Vit v v Wy (3.185)
- 77 2 s .
2At (Ax)

Nalevo je nyni centrdlni ¢asova diference a prostiedni ¢len u prostorové derivace byl
nahrazen aritmetickym primérem aktualni a nové hodnoty. Takovéto schéma je impli-
citni (nova hodnota je na levé i pravé stran€) v prostorové hodnoté x;. V tomto pfipadé
nejde ale o zadnou numerickou komplikaci, nebot’ miizeme ze vztahu (3.185) hledané
hodnoty na nové ¢asové hlading snadno vypocitat:

n+l 1-K n—1 K n K n 2nAt
e —— T | —— W | — Vv K= . (3.186
‘//] ( j‘//] (1+K)‘//] 1 £1+Kjl//j+l (Ax)z ( )

Uvedené schéma se nazyva Du Fortovo-Frankelovo a je bezpodmineéné stabilni. Lze ho
dokonce vyuzit i pro rovnici difize doplnénou o konvektivni ¢len (proudéni)

2
W _ oV (3.187)

P1i tvorbé schématu postupujeme stejn€, prvni derivaci podle x v druhém ¢lenu nahra-
dime centralni diferenci Dey a poté opét vypoéteme hledanou hodnotu na nové Casové
hladiné.

Laxovo-Wendrofovo schéma

ReSme nyni numericky pribéh tokli néjakych veli¢in. Predpokladejme, Ze piislusné
rovnice mame zapsany v konzervativnim tvaru
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oF dG 0 oH

—+—+—A4—=0. (3.188)
ot dx Jdx Ox
Veli¢iny popisujici tok predstavuji uspotradané n-tice
5 G H,
F=| |, G=| ¢ |, H=| @ [. (3.189)
Fy Gy Hy

Redme nejprve prostorovou diskretizaci posledniho &lenu na levé strang:
d AB_H Hj+1/2_Hj1/2)] B

ax ox

— D'4DH = DOAJ-[
Ax

1
(5)2[1+ ( Jt J) J ( J J )}
Vzhledem k tomu, Ze 4 = A(F), jsou hodnoty v polovi¢nich argumentech dany vztahy

Fi +F,
- ST
Ajyyyp = A[TJ ;

F.+F;
_ J J-1
Aj—1/2 = A(—z J

Relativné kvalitnim explicitnim schématem k rovnicim (3.188) je
n+l n n n
L R
At 2Ax
Ay (H7+1 -Hj )— A1y (Hf —-H )
+

(Av)*

(3.190)

=0.

Z vyrazu jiZz snadno ur¢ime hodnoty F; na nové Casové vrstvé. Laxovo-Wendrofovo
schéma Ize zobecnit i na pfipad dvou nebo tfi prostorovych dimenzi.

Crankovo-Nicolsonové schéma

Velmi stabilnim schématem je implicitni schéma, ve kterém za prostorové derivace
vyuzivame aritmeticky prumér z aktudlni a nové casové vrstvy (pro rovnici difuze je
schéma bezpodmine¢né stabilni):

VRV 1 v
ox 2 2Ax 2 2A¢
(3.191)
Py LV v v
n? 2 (Ax)? 2 (Ax)? '

Na obrazku 79 odpovida tomuto schématu situace zcela napravo.
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Richtmyerovo-Mortonovo schéma

Dals$im oblibenym schématem je implicitni schéma se standardnim vyjadfenim prosto-
rovych derivaci a vyjadfenim ¢asové derivace za pomoci volitelného parametru:
n+l n+l
d Vi —Vja
oy T T
ox 2Ax

n+l n+l n+l

%y . Vi -2 v
ox? (Ax)?

>

. (3.192)

Wy R (@+Dy™ 200" +(a-1)y"!
ot 2At ’

Pro a =2 ziskame pro ¢asovou derivaci ¢asto pouzivany asymetricky vztah

n+tl _ 4.1 n—1
Iy 5 3y 4y +y .

3.193
ot 2At ( )

Vice prostorovych dimenzi

Ve vice prostorovych dimenzich tvofime diferenc¢ni schémata obdobné. Nekdy je vy-
hodné predikovat feSeni provadénim diferencnich operaci jen v jednom urcitém prosto-
rovém sméru a ziskany odhad pak korigovat pomoci diferencnich operaci v dalSim
sméru a tyto smery predikci a korekei cyklicky ménit. Algoritmus se nazyva ADI (Al-
ternating Direction Implicit method, metoda stfidavych smért) a jeho popis nalezne
Ctenar ve specializované literatufe.

Tridiagonalni matice
U implicitnich schémat se ¢asto setkdme s rovnicemi typu
+1 +1 +1

Nové hodnoty v sousednich bodech jsou po trojicich provazany obdobné¢ jako na ob-
razku 79 uprostied. K jejich nalezeni je tfeba feSit soustavu mnoha rovnic s fidkou
tridiagonalni matici:

B, -4 0 0 0 pi! D,
¢, B, -4 0 0 n+1 D
2 2T IV 2 (3.195)
0 —C3 B3 —A3 0 .
o 0 . e Dy

Krajni hodnoty w1 a wy zname v libovolném &ase z okrajovych podminek. Reseni bu-
deme hledat ve tvaru

1 1
wit =Eyit +F; (3.196)

Po dosazeni tohoto vyjadreni do (3.194) ziskame vztahy
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¢
Ej:—’
B,—AE,,
D’ A’F“ (3.197)
_ Pt Ailin

j - .
B —4;E ;4
Dosad'me do vyrazu (3.196) posledni bod sité j =N, ve kterém je hodnota hledané
funkce dana ve vSech ¢asech pravou okrajovou podminkou:
1
Wy =ExpNo +Fy -

Prava okrajova podminka je pfedem dana a nemize byt funkci hledaného feseni, proto
je Ey=0. Konstanta Fy musi byt rovna wy, tj.

ENZO,
Fy=yy.

V tuto chvili zndme hodnoty obou konstant £ a F' na pravém okraji a mtiZzeme odstarto-
vat vypocet. Z rovnic (3.197) postupné uréime

EyFy > Ey Fyoy > > ELF]. (3.199)

(3.198)

Nyni zname vSechny konstanty Ej, F; a z rovnice (3.196) postupné uréime hledané fe-
Seni
n+l

L AR TRy (3.200)

Od pravé okrajové podminky tedy postupné prob&éhneme sit’ zprava doleva a urcime
koeficienty £ a F. Od levé okrajové podminky poté probéhneme sit’ opaénym smérem
(zleva doprava) a ur¢ime hledané feseni.

3.4.3 Posuzovani stability schématu

Popisme si nakonec John von Neumannovu metodu posuzovani stability numerického
schématu. Pro jednoduchost ji opét odvodime v jedné Casové a jedné prostorové di-
menzi. Zobecnéni je pfimocaré. Pii numerickém vypoctu se vzdy nachazime na konecné
siti, byt’ jakkoli veliké. Pokud ozna¢ime vlnovy vektor k, miizeme provést Fourieriv
rozklad hledaného feseni do parcialnich vin

W (x) = F(k)e' ¥* (3.201)
V jedné dimenzi mame
v (x) = F(k)e ™. (3.202)

Na kone¢né mfiizi bude diskrétni jak prostor, tak vinovy vektor (ten bude nasobky za-
kladni prostorové ,,frekvence® kg = dp/dx = 27/Ax):

xj = jAx; Kk=k%§ Jok=12,... (3.203)
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vvvvv

alni vlna, ze které budeme superponovat feseni tedy je

Wi (x;) = Fet (3.204)
a celkové slozené feSeni

p(x))=Y Fe ™/ (3.205)

k
Zvolen¢ diferencni schéma je stabilni, pokud jednotlivé parcidlni vlny s ¢asem nena-
rustaji, tj. plati
F];H—l
!

lgl <1;  g= (3.206)

Tato podminka se nazyva John von Neumannova podminka stability. Ve skuteCnosti ke
stabilit¢ schématu postaci méné silna podminka ve tvaru

lg] < 1+0(Ar). (3.207)

A jak zjistime, zda je nami navrzené schéma stabilni? Postup je velmi jednoduchy. Do
schématu dosadime jednu konkrétni parcialni vinu (3.204), nalezneme g faktor a zjis-
time, za jakych podminek je v absolutni hodnoté mensi nebo roven jedné.

¢ Piiklad 16: Prozkoumejte stabilitu schématu (3.183) pro feseni rovnice difuze.

ReSent: Posuzované diferenéni schéma ma tvar

Vi~ 205 t¥ia
LA
(Ax)

n+l —

vt =y

Do schématu dosadime parcilni vinu (3.204):

Fkn e1271'k(j—1)_2Fkn elzﬂ'kj_,’_F];’l e12zz'k(j+1)

Fkn+l elZﬂ'kj :Fkn el2ﬂ'kj+n At -

(Ax)?

. . . . At . . . . . .
Fkn+1 ol 27k j _ F];l |:6127rk/+ (Zx)z (6127rk(/ D) _pei27kj  oi27k(j+1) ):| -

Fn+l A . )
gi=k |1+ Ui t2 (e 1271'k_2+e+127rk) N
o8 (Ax)

g =1+ (ZA); [cos(2k) ~1].

Nejmensi moznd hodnota funkce cosinus je —1 a nejvétsi +1, odsud plyne

g€ <1 - 477At/(Ax)2,1> .
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Podminka (3.206) je v pravé casti intervalu zjevné splnéna, v levé nesmi hodnota ,,pod-
téct” pod —1, tj.

nAt <1

- >

1-4nAt/(Ax)? > -1 :
(Av)° 2

coz je kritérium (3.184).

¢ P¥iklad 17: Prozkoumejte stabilitu explicitniho schématu z centralnich diferenci pro
vlnovou rovnici.

Reseni: Uvazujme vlnovou rovnici ve tvaru

Oy 1%y _
o2 * ot
Odpovidajici diferenéni schéma bude
via-i vl v -l ey
(Axy? ¢? (Ar?

Schéma je druhého fadu presnosti v Ax i At a je zjevné explicitni (hodnota y na nové
casové hladin€ se vyskytuje jen jednou). Po dosazeni parcialni viny dostaneme pro g
faktor rovnici

1 2 At : 2
—2+g =-4c¢”| — | sin“(7wk =
g g ( j (7k)
( 12 —1/2)2 4 2(&}2 in? (k)
— = —4cC _— SN~ (7T =
g g .
V2 _ 12 :iZicﬁsin Tk =
g g (7k)

. A 1/2
F2ic—sin(zk -1=0,
g Ax (wk)g

coZ je kvadraticka rovnice pro g1/2. Snadno nalezneme feSeni

2
1/2 . A 2 [ At .2
=tic—sin(wk)x,[1-c“| — | sin“(7k) .
g A ( )\/ [ij (k)

Je ziejmé, Ze |g| resp. |g!/2| bude omezena jednotkou, pokud plati tzv. CFL podminka
(Courantova-Friedrichsova-Levyho):

Aoy (3.208)
Ax

Jde o obecnou podminku pro explicitni schémata, kterd vyjadiuje, Ze rychlost Sifeni
informace dand diskretizaci musi byt vy$si nez vSechny fyzikalni rychlosti sledované
schématem, v tomto piipadé Ax/At > c. )



4. Linearni viny v plazmatu
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4.1 Zakladni pojmy

4.1.1 Vlnéni

Ozna¢me veli€inu, jejiz hodnoty se méni v ase a prostoru w(z, x) nebo V(¢, x), podle
toho, zda jde o skalarni ¢i vektorovou veli¢inu. Maze jit o tlak, hustotu prostiedi, tep-
lotu, rychlostni, elektrické ¢i magnetické pole, vySku moiské hladiny a podobné.
Uved’'me si nejprve nékteré pojmy, které se pouzivaji v teorii vin.

Vlnova funkce

Veli¢ina (¢, x) resp. V(¢, X) popisuje vinéni v ¢ase a v prostoru. Polozime-li ¢ = const,
pozorujeme Casovy snimek vInéni. Miizete si predstavit, ze vyfotografujeme naptiklad
vinici se motskou hladinu a prohlizime si vzniklou fotografii. Polozime-li x = const,
pozorujeme Casovy priibéh sledované veli¢iny v jednom urcitém misté. VInéni vétsinou
popisujeme komplexni vinovou funkci, pouziti komplexnich ¢isel vyznamné zjednodusi
nékteré vypocty. Fyzikalni vyznam ma ale zpravidla jen realna ¢ast vinové funkce. Tak
jako kazdou komplexni funkci, mizeme vinovou funkci zapsat pomoci dvou realnych
funkci, amplitudy 4 a faze ¢:

w(t,x) = A, x)e 2V V(L x) =A@l x)e POY (4.1)

Vinoplocha

Plocha spojujici mista s konstantni hodnotou faze ¢ vinové funkce se nazyva vino-
plocha. Na vlnoplose je vinéni ve stejné fazi (napfiklad vlnoplocha spojujici mista,
v nichz ma tlak 75 % maximalni hodnoty).

Uhlova frekvence
Uhlovou frekvenci chdpeme zménu faze vInéni s ¢asem, budeme ji definovat vztahem

9
__9% 42
w=-= (4.2)

Minus v definici neni podstatné, zajiSt'uje jen, aby se rovinna vina pohybovala ve sméru
vinového vektoru. Uhlova frekvence se mize ménit jak s Casem, tak od mista k mistu.
Je-li thlova frekvence neproménna, lze ji zapsat pomoci periody T jako w = 27/T.

Vinovy vektor

VInovym vektorem chapeme zménu faze vinéni se vSemi prostorovymi proménnymi,

k=22 _v, 4.3)
ox
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VInovy vektor jakozto gradient mifi kolmo na vinoplochu, tj. ve sméru §ifeni vin. Jeho
velikost i smér se miize ménit s Casem i od mista k mistu. Je-li vinovy vektor nepro-
meénny, I1ze jeho velikost zapsat pomoci vlnové délky A jako k= 27z/A.

Disperzni relace

Vinéni je v kazdém misté popsano Ctyimi Cisly (w, k), ktera tvoii relativisticky Ctyi-
vektor. Tato €isla jsou zavisla. Vztah mezi nimi 1ze odvodit z rovnic popisujicich dany
typ vinéni. VéEtSinou ma zavislost obecny tvar

d(w,k)=0 4.4)

a nazyva se disperzni relace. V nekterych piipadech je mozné z disperzni relace expli-
citné vypocitat thlovou frekvenci v zavislosti na vlnovém vektoru

o= (k). (4.5)

Tam, kde to explicitné mozné neni, miizeme pouzit vétu o implicitni funkci a disperzni
relaci ve tvaru w(k) urcit alespon lokalné.

Rovinna (monochromaticka) vina

Jde o nejjednodussi typ viny s konstantni amplitudou a fazi, ktera je linearni funkei ¢asu
a prostoru:
A(t,x) = 4;

4.6
Pt X)=cot +ex+oy+az=-0t+kx+k,y+k.z=k-x-ot. (4.6)

Vyznam koeficientll ¢, je zfejmy z definice thlové frekvence a vinového vektoru. Ter-
min monochromaticka v nazvu viny znamena, Ze ve viné je zastoupena jedina frekvence
neboli barva (chromos). Rovinna (monochromaticka) vina ma tedy tvar

w(t,x) = Ae'kx- @1 (4.7)

Na prvni pohled je ziejmé, ze plochy konstantni faze ¢(t, X) = const pfedstavuji rovnice
presouvajicich se rovin:
¢(t,x) = const =
kex+k,y+k,z—wt = const =
ax+by+cz+d(t)=0.

Piesun roviny budeme chapat jako kolmy k této roviné (Sikmé piesuny rovin lze tak
jako tak nahradit kolmym piesunem s rychlosti rovnou projekci rychlosti do kolmého
sméru). Smér presunu uréime jako gradient rovnice roviny:

P, x) =k x+k,y+k.z -t = Veo=k.
Vinovy vektor proto miii ve sméru §ifeni vinéni.

Fazova rychlost

Fazova rychlost je rychlost pfesunu roviny konstantni faze. Zvolme soufadnicovy sys-
tém tak, aby se roviny pfesouvaly ve sméru prvni osy, tj. k = (%, 0, 0)
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Obr. 80: Rovinné vinoplochy.

Diferencovanim rovnice plochy konstantni faze ziskame rychlost ptesunu plochy (fazo-
vou rychlost)

kx — wt = const = kdx—wdt=0 = vf=d—x=2.
dr k&
Pro obecnou volbu soufadnicového systému plati
vp =22, _ok _o, (4.8)

s Ve =——
k Tk g2

Prvni vyraz urCuje jen velikost fazové rychlosti, druhy vyraz ukazuje, ze vektor fazové
rychlosti mifi ve sméru vinového vektoru. Fazova rychlost souvisi jen s pfesunem mista,
které ma stejnou fazi vinéni, nesouvisi se skutecnym makroskopickym piesunem hmoty
(kola $ifici se na vodni hladiné maji zcela jinou rychlost nez voda samotnd). Fazova
rychlost miize byt, a v mnoha piipadech je, nadsvételna. Tvar disperzni relace urcuje
hodnotu fazové rychlosti pro rizné frekvence. Jev, kdy se viny riznych frekvenci §iti
riznou rychlosti se nazyva disperze.

Obecna vina

S rovinnymi vlnami se velmi snadno pracuje a miZeme z nich poskladat vinu obecnéj-
Siho tvaru:

w(t,x)= ja(w,k)ei(""“w0d3k . (4.9)

Jde vlastné o Fourierovu transformaci y(z, x) <> a(w, k). Amplitudy vIn jsou Fouriero-
vym obrazem vlnové funkce. Integrace se provadi jen pfes slozky vinového vektoru.
Uhlova frekvence je na vinovém vektoru zavisla prostfednictvim disperzni relace (4.5),
a proto se pfes ni neintegruje. Formalné mizeme integraci zapsat ¢tyfrozmérné pomoci
Diracovy distribuce:

w(t,x) = j a(@,k) e ®*X= ) 51— w(k)] dod’k . (4.10)

Grupova rychlost

Zkoumejme nyni rychlost pfesunu vinového baliku — klubka vIn podobnych frekvenci
a vlnovych vektorti. Pro jednoduchost budeme uvazovat balik Sifici se ve sméru osy x
(tak zvolime soufadnicovy systém):
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k0+Ak .
w(t,x)= j a(w,k)e = q . A.11)
ko—Ak

Amplituda vIn je nenulova jen v intervalu (ky — Ak, ky +Ak) a nahradime ji konstantni
amplitudou:

k0+Ak )
w(t,x) = a(wy,kg) | FT0 dk .
ko—Ak

V dalsim kroku vytkneme z integralu prostfedni vinu

Lk k0+Ak (ki
V(1.2 = a(@g.kg)e OO0 [ TR (@e0 g

ko—Ak

Nesmime zapomenout, ze w = w(k) a integrace se ,,skryt€” provadi i pfes w. Dalsi
upravy jsou ziejmé:

W(t.x) = alwg.kg)e T T expli(h ko) |
k—kg
ko—Ak

Zlomek v argumentu exponencialy 1ze nahradit derivaci (pro A k£ — 0)

o(k)-w) e
T 99 (ko) -
k=ko okl %)

Veli¢ina vg ma zatim vyznam jen oznaceni pro vySe definovanou parcialni derivaci.
Vlnovy balik mé nyni tvar:

—Ak

| exp[i(k—ko)(x v, t)}dk .
ko—Ak

. ko
w(t,x) = a(@y. kg)e 0¥

Je ziejmé, Ze po integraci pies vinovy vektor bude vysledek integralu néjakou funkci
argumentu x — Ugt:

W(t,x) = a(@g,kg)e T Flx—uy0) = A(x —vgiye FOTN0

Balik ma tedy obalku $ifici se rychlosti vg. Pro obecné mitici vinovy vektor je

_E)a)_{aa) ow aa)} 4.12)

e 79K ok, ok, ok,

Obdobny vztah ve sférické soufadnicové soustavé (k, 8, ) ma tvar (gradient v k pro-
storu)

(4.13)

(aw 10w 1 8(0]

V _5__’—_
& ok’ k 00 ksin6 og
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I

Obr. 81: VInovy balik.

Rychlost §ifeni vinového baliku jako celku se nazyva grupova rychlost. Je to rychlost
Sifeni informace o tvaru baliku a rychlost pfenosu energie baliku. Nutné musi byt pod-
svételnd. S vyuzitim de Brogliecho vztahi a Hamiltonovych kanonickych rovnic
Gy = 0H /dp;, snadno ukadzeme, ze jde o mechanickou rychlost ¢astice kvantove spojené

s vinovym balikem:
, L0 _dhe dE _dH__
€9k onk op op e

Graficky vyznam fazové a grupové rychlosti

Graficky vyznam fazové a grupové rychlosti vidime na obrazku. Fazova rychlost je
dana tangentou thlu, ktery svird spojnice bodu na kiivee disperzni relace s pocatkem
(vzhledem k vodorovné ose), grupova rychlost je dana smérnici teény (jde o derivaci):

vp =ctgyy; Vg =ctgys. (4.14)

~ ”~
2“2\ "
ck
Obr. 82: Geometricka interpretace fazové a grupové rychlosti.

4.1.2 Rozmérova analyza (viny na hluboké vodé)

I bez znalosti teorie a bez znalosti fyzikalnich procesti probihajicich v dané situaci je
nékdy mozné odvodit disperzni relaci. Tvar fyzikalnich zakonti je mnohdy natolik ome-
zen rozméry veliCin, Ze zbyva jen nékolik malo variant. V téchto pfipadech postaci
»jen rozmérova analyza problému. Typickou ukazkou je problematika vin na hluboké
vodé. Na mél¢iné zavisi vlastnosti vin samoziejmé na hloubce vody a takové viny mo-
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hou byt velmi komplikované. Jsme-li ale na hluboké vodé a viny dosahuji rozméra od
milimetri po nékolik desitek metrti, nemutize jejich tvar ovlivnit hloubka oceanu. Takové
vIng je jedno, zda je dno 500 m pod hladinou nebo 5 km pod hladinou. Tim se proble-
matika znaéné zjednodusuje. Ulohu rozd&lime na dvé &asti — viny dlouhé a viny kratké.

Dlouhé viny na hluboké vodé

Pokusime se urcit disperzni relaci z rozmérové analyzy problému. Na ¢em muize zaviset
frekvence vIn? Zuvodu jiz vime, ze frekvence nebude zaviset na hloubce ocednu.
Vlastnosti dlouhych vIn také nebudou zaviset na povrchovém napéti. To ovliviiuje pro-
hnuti hladiny malych rozmért, tedy viny kratké. Vzpomeiite si na skolni experiment
s jehlou lezici na hladiné vody. Jehlu na hlading drzi pravé povrchové napéti a prihyb
hladiny je patrny na milimetrové vzdalenosti od jehly. Zbyva tak zavislost na hustoté
kapaliny, na tihovém zrychleni a samozfejmé na vinovém vektoru (jde o disperzni re-
laci, tj. vztah mezi wa k):
0= (p,g.k).

Ptedpokladejme nejjednodussi moznou zavislost, tj. mocninou
w=p®gPi”,

Na prvni pohled se zd4d nemozné z jedné rovnice uréit tii nezndmé exponenty o, 3, ¥
Fyzikalni veli¢iny se ale skladaji z hodnoty a rozméru. Pravé rozméry jsou zde pod-
statné. ZapiSme rozmér veliCin hledaného vztahu:

sTh= kg® m>% mf s m 7.
Disperzni relace musi platit pro Sirokou $kalu parametri. To je mozné jen tehdy, jestlize
exponenty rozméri budou souhlasit u v§ech zakladnich jednotek SI:
m: 0=-3a+p-vy,
kg: 0 =«,
s: —1=-28.
Tyto tfi rovnice maji jediné feSeni:
a=0; B=12; y=1/2
a hledana disperzni relace ma tvar

w=\gk. (4.15)

Disperzni relaci jsme odvodili z rozmérové analyzy bez znalosti procesti probihajicich
ve vIng. Je tieba pfiznat, Ze vysledny vztah je sice jednoznacny, ale az na nasobici bez-
rozmérny koeficient: w = const (gk)!/2. Ten je nutné urdit experimentalné a v tomto
pripadé je roven jedné. Ze vztahi (4.8) a (4.12) ur¢ime fazovou a grupovou rychlost:

:2:\/§:/ﬂ_g
k Vk 2’

L -
I ak 2
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U dlouhych vin na hluboké vodé dochdzi k disperzi (zavislosti rychlosti vin na vinové
délce). Dlouhé viny se Sifi vyssi rychlosti. Grupova rychlost je rovna poloving fazové
rychlosti. Tou se §ifi balik dlouhych vIn (naptiklad za lodi).

Kratké viny na hluboké vodé

Kratké viny jsou dominantné ovlivnény povrchovym napétim o, naopak zanedbatelny je
vliv tithového pole (to ovliviiuje pfedevsim velké viny). Obdobnou rozmérovou analy-
zou muzeme ziskat vztah

ok’lp. (4.16)

Standardnim postupem ur¢ime fazovou a grupovou rychlost

ok 2o
Uf = —= —_— —_,
k \p \f Ap
_Jdw _3 |ok _3 |270
7ok 2 2\ Ap
U kratkych vin je situace opa¢na nez u dlouhych. Kratsi viny se §ifi rychleji a grupova

rychlost je vétsi nez fazova (vg = 1,5 vy).

Obecné viny na hluboké vodé
Predchozi dva limitni vztahy pro dlouhé a kratké viny lze spojit do disperzni relace pro

viny libovolné vinové délky:
w=\oklp+gk. (4.17)

Pro fazovou a grupovou rychlost standardné nalezneme

w |ok g 2o gxl
Uf = —= —_— == ,
k p k p/1 271'

3 ok lg 6o gﬂ,

v _dw 2 p B 2p/1 4
£ 0k 7k g 2o gﬂ.
p k p/l
o 132 Uy .
1/A
e
12
k A

Obr. 83: Disperzni relace vin na hluboké vodé.



Zdkladni pojmy 201

Poznamka 1: Vztahy jsme odvodili bez znalosti fyzikalnich zdkonitosti. Sama teo-
rie Sifeni vin na hluboké vodé neni jednoduchd. VInéni neni pficné, jak by se na
prvni pohled mohlo zdat. Castice vody se nepohybuji v hiebeni nahoru a dolii (na-
levo). Je tomu tak proto, ze voda je nestlacitelna a jde-li hieben dolti, musi se voda
roztékat do strany. Vysledkem je pohyb vodnich ¢astecek po kruznici. Viny na vodé
nejsou pricné (nejsou ani podélné, jde o smésici piicného a podélného vinéni).

NE ANO

Obr. 84: VIny na vodé jsou smésici podélného a pricného vinéni.

Poznamka 2: Na mél¢ine zavisi disperzni relace na hloubce vody. Tak se i fazova
rychlost stava zavislou na hloubce. Priblizn€ plati

vt ”/3. (4.18)

Vznikne-li na vodni hladiné schodovity utvar, §ifi se horni ¢ast vyssi rychlosti a vina
znamym zpusobem prepadava.

v(hy)

_>
) 1
_>

Obr. 85: Na mélciné zavisi rychlost vin na hloubce.

4.1.3 Linearni teorie (elektromagnetické viny)

Mame-li ke sledovanému jevu né&jaky teoreticky model, nejlépe uspofadany do pte-
hledné soustavy rovnic, je naptl vyhrdno. Je-li navic teorie linearni, tj. vSechny ne-
znamé se vyskytuji v prvnich mocninéch, je dalsi postup pfimocary:

1. Muzeme se pokusit nékteré proménné ze soustavy vyloucit a snizit tak pocet pro-
ménnych. Idedlem je samoziejmé ziskat jedinou rovnici pro jedinou nezndmou. Po-
pisuje-li model vlnéni, bude vysledna rovnice néjakym druhem vlnové rovnice.
Vylucovani proménnych ze soustavy vychozich rovnic viibec nemusi byt jednodu-
ché. Zpravidla jde o soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic a ne kazdy umi
s témito rovnicemi zachazet. Nastésti miizeme vypocet kdykoli prerusit a pejit ke
kroku 2. Dokonce se o snizeni po¢tu proménnych viibec pokouset nemusime a mu-
zeme rovnou piistoupit ke kroku 2.

2. Zcela obecné feSeni (vlnu) mizeme slozit z rovinnych vin podle vztahu (4.11).

Vzhledem k tomu, Ze vychozi soustava rovnic (nebo jen rovnice jedina, podafilo-li
se nam snizit pocet proménnych na jednu) je linearni, mizeme dosadit do soustavy
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jednu konkrétni rovinnou vilnu a zkoumat chovani soustavy pro tuto parcialni vinu.
Kdykoli pozdéji miizeme uplné feseni z takovychto rovinnych vin slozit. S rovinny-
mi vlnami se mimofadné snadno zachazi. Zkusme rovinnou vilnu derivovat podle
¢asové a prostorové promeénné:

iz// _ iAei[kxfa)t] i[kx-ot] _ _
ot Jt

iy, = 9 geilkx—wr] _ +ikAX = = Lk
axl axl

= —iwAe

Vidime, ze parcialni derivace pro rovinnou vinu prechazeji na algebraické vyrazy.
Jakékoli kombinace parcialnich derivaci 1ze nahradit algebraickymi vyrazy plynou-
cimi z obou uvedenych relaci. Sestavme je do piehledné tabulky:

Vyraz Priklad
i%—ia) a_fz—ia)f
ot ot

J . of

— > +ik =L = 4ik
o, ! . +ik f
V > +ik Vf =+ikf
div = ik- divV = ik -V
rot > ik x rotV = ikxV
V2 —k? Vif = -k%f

Podle téchto pravidel pfevedeme vychozi soustavu na algebraickou soustavu rov-
nic, se kterou se sndze zachazi. Tento krok je ekvivalentni provedeni Fourierovy
transformace.

3. Vzhledem k tomu, Ze hledame nenulové feSeni, musi byt determinant soustavy
nulovy (pfedpokladame, Ze vysledna soustava nema pravou stranu a vétSinou tomu
tak skute¢né je). Z této podminky ziskame vztah mezi @ a Kk, tedy disperzni relaci.
Casto je vyhodné eliminaci sniZit po¢et proménnych soustavy a tim ad po¢itaného
determinantu. Snizovani poétu proménnych mizeme provadét pred pouzitim pravi-
del Fourierovy transformace (pro parcialni diferencialni rovnice, viz krok 1) i po
ném v algebraické soustave.

4. Je-li disperzni relace komplexni, je vhodné fesit pripadnou stabilitu ¢i nestabilitu
nalezeného feSeni. Komplexni thlova frekvence nebo vinovy vektor znamena ve
vyrazu exp[i(k-x — w?)] pritomnost exponencialnich neoscilujicich ¢lent, které mo-
hou vést k utlumu nebo exponencialnimu nariistani feseni (nestabilit€).

5. Z disperzni relace se pokusime urcit thlovou frekvenci a ze vztaht (4.8) a (4.12)
nalezneme fazovou a grupovou rychlost vin.

6. Vratime se k plivodni soustavé rovnic a zkoumame vztahy mezi jednotlivymi veli-
¢inami, vzdjemné sméry riznych vektord, zda je vinéni pticné ¢i podélné atd.
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Jako jednoduchy piiklad na uvedeny postup feSme elektromagnetické viny ve vakuu. Za
vychozi soustavu rovnic poslouzi Maxwellovy rovnice:

divD=p,

divB=0,

rotH=j+0dD/ot, (4.19)
rotE=—0B/ot.

Ve vakuu je p =0, j =0 a plati jednoduché materiadlové vztahy D = gE, B = yoH. Jako
zékladni ponechdme v soustavé vektory E a B:

divE=0,

divB=0,

rot B = gy, 0E/0t , (4.20)
rotE=—-0B/ot.

Vysledkem je soustava Maxwellovych rovnic ve vakuu. Prvni dvé skalarni rovnice jsou
pocate¢nimi podminkami druhych dvou vektorovych rovnic, které tvoii vychozi sou-
stavu rovnic. Ukazeme dva postupy feSeni. V prvnim se pokusime eliminovat proménné
jesté pred provedenim Fourierovy transformace (FT), v druhém az po provedeni FT.

Postup 1

Z Maxwellovych rovnic se pokusime vyloué¢it magnetickou indukci a ziskat rovnici pro
elektrické pole. Na ¢tvrtou rovnici zaptisobime operaci rotace a na pravé strané za rot B
dosadime z tfeti rovnice:

drotB J’E

5 = rotrotE=—-gly—— =
t

rotrot E=— 3
ot

2
(graddiV—Vz)E = —80;10%.

Vzhledem k tomu, ze div E = 0, ziskavame vyslednou rovnici

I’E

VZE—&‘O,UOW = 0. (4.21)

Jde o znamou vlnovou rovnici pro elektrické pole. Obdobné bychom eliminaci elektric-
kého pole mohli z Maxwellovych rovnic ziskat stejnou rovnici pro magnetické pole.
Nyni provedeme FT podle pravidel uvedenych v této kapitole:

(—k2 +£0,u0w2)E =0.

Parcialni diferencialni rovnici jsme pfevedli na algebraickou rovnici bez pravé strany.
Nenulové feSeni bude existovat pouze tehdy, kdyz

1
Eolo

—i% + ,so,uoa)2 =0 = w(k) = k.
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Z podminky nenulovosti feSeni jsme odvodili disperzni relaci. Fazova rychlost Sifeni

(rychlost svétla) je
w 1
C=vp=—= . (4.22)
k- \ &k

Nalezena disperzni relace tvaru w = ck je nejjednodussi mozna (ptimkova), fazova i
grupova rychlost je stejna a vinéni nejevi disperzi (fazova rychlost neni zavisla na vl-
nové délce resp. vinovém vektoru.

Postup 2

Budeme piedpokladat, Ze se nam nepodatilo ze soustavy Maxwellovych rovnic elimi-
novat rovnici pro elektrické ¢i magnetické pole. Proved’'me proto FT jiz v pivodni sou-
staveé rovnic (4.20):

k-E=0,
k-B=0,
kxB=-weyuyk,
kxE=+wB.

(4.23)

Eliminaci proménnych lze provést nyni. Dosadime B z posledni rovnice do ptedpo-
sledni:

ékx(kxE):—a)goyoE =
k(k-E)—k’E =—-a” eouoE .
Prvni vyraz je podle prvni rovnice z (4.23) nulovy a rovnice pro elektrické pole proto je
(k* = egpry @*)E=0.

Podminkou nenulovosti elektrického pole je opét disperzni relace

K —epee® =0 = k)= |——k = ck .
EoMo

Z puvodni soustavy (4.23) snadno zjistime, Ze vektory E, B a k jsou navzijem kolmé
a vlnéni je proto pficné.

E

B

Obr. 86: Zakladni vektory v elektromagnetické viné.
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Poznamka: Vidime, ze neni dulezité, v které fazi vypoctu provedeme FT, oba po-
stupy vedou ke stejnému vysledku. Pokud neumime zachazet s parcialnimi dife-
rencidlnimi rovnicemi, je vyhodné provést FT co nejdiive. Nepodati-li se ndm pro-
vést eliminaci proménnych ani pied, ani po FT, bude podminkou nenulovosti fe-
Seni nulovost determinantu celé soustavy.

4.1.4 Nelinearni teorie (zvukové viny)

Je-1i vychozi model nelinedrni, miZze jit o znacny problém. Rovnice jsou feSitelné jen
né¢kdy a zadné obecné postupy neexistuji. Rovnice je mozné linearizovat, ale tim ztra-
cime mnoho z vlastnosti skute¢nych feSeni. Linearni aproximace je ospravedlnitelna jen
pro viny malych amplitud, které chdpeme jako malé poruchy néjakého znamého (nej-
1épe stacionarniho) feSeni vychozi soustavy rovnic. Nékdy je linearizace jedinou moz-
nosti, jak se o feSeni vilbec néco dozvédét. Z chovani malych poruch mizeme obdob-
nymi postupy jako v teoretické mechanice feSit problém stability feSeni. Linearizace
probiha ve dvou krocich. Nejprve nalezneme ,,klidové* feSeni vychozi soustavy rovnic
bez ptfitomnosti vin. V homogennim neomezeném prostredi jde zpravidla o konstantni
kroku chapeme vinu jako malou poruchu nalezeného feseni. ,,Mala porucha® znamena,
ze relativni poruchy (vydélené néjakou charakteristickou hodnotou) se chovaji jako
maly bezrozmérny parametr, jehoz mocniny vys$§i nez prvni zanedbavame. V praxi
feseni s pridanou poruchou dosadime do vychozi soustavy rovnic a zanedbame druhé
a vy$8i mocniny vsech poruch. Vysledkem je linearni soustava rovnic pro poruchy, na
kterou aplikujeme postup z minulé kapitoly.

U nelinearni soustavy rovnic miizeme tedy pouzit postup zalozeny na linearizaci,
ktery je obdobny vySetfovani stability u soustav obyCejnych diferencialnich rovnic [1].
I zde zkoumame chovani malych poruch, které mohou byt utlumeny (stabilita), expo-
nencialné narGstat (nestabilita) nebo mit vinovy charakter. Shriime nyni zakladni kroky
feSeni nelinearni soustavy metodou linearizace (metodou perturbaci, malych poruch):

Nalezeni néjakého (nejlépe stacionarniho) feseni.
Linearizace pomoci malych poruch.

Mozna eliminace proménnych.

Fourierova transformace.

Mozna eliminace proménnych (algebraicka).
Nalezeni disperzni relace (determinant soustavy = 0).
Vysetieni stability feSeni.

Nalezeni fazové a grupové rychlosti.

o S N N o

Nalezeni vzajemnych sméri mezi vektory.

V kapitole 4.1.2 (rozmérova analyza bez znalosti teorie) zacinal vypocet az krokem 6,
nalezena disperzni relace byla redlnd a tak odpadlo vySetfovani stability (krok 7).
U linearnich soustav zacind vypocet krokem 3 (kapitola 4.1.3). U nelinearnich soustav
musi probéhnout cely uvedeny postup. Cely vypocet si ukazeme na zvukovych vinach
Sificich se v homogennim izotropnim plynném prostiedi.
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Zvukové viny v plynech

Za vychozi model budeme povazovat soustavu rovnic:

adp ..
—+d =0,
o v pu

pg—?+p(u~V)u =-Vp, (4.24)

p=p(p)=Kp”.

Prvni rovnice je rovnici kontinuity pro hustotni pole p, druha rovnice je pohybovou rov-
nici pro rychlostni pole u a soustava je uzaviena polytropni tlakovou zavislosti. V sou-
stave je celkem pét neznamych (p, u, p) a soustava je nelinearni, vystupuji zde souciny
hledanych funkci. Proto provedeme cely postup (body 1 aZ 9):
1. Staciondrni feseni: Resenim (napiiklad nepohyblivy plyn v mistnosti) je

p:po’ uOZO’ p:pO'
2. Linearizace: Ptepokladejme ptitomnost malé poruchy stacionarniho feseni

p=py+dp, u=du, p=py+dp.

Tuto poruchu dosadime do soustavy (4.24):

0 .
=, (o + )+ div[ (pg + )G | = 0,

(0o + ) 24 p(60-)(B0) = =V (py + 7).
ap

dp=a(py)dp; o=
ap

V soustavé ponechame jen poruchy prvniho fadu, poruchy vysSich fada zane-
dbame. Derivace konstant jsou nulové. Ze soustavy po linearizaci proto zbude:

J :
= (@) +div] po(8w)| = 0,

0—8(5") = -V(p), (4.25)
ot
Sp=0a(py)op .

3. Eliminace proménnych: Soustava (4.25) je jiz linearni soustavou pro neznamé dp,
ou, dp. V principu mizeme nyni eliminovat ze soustavy poruchu tlaku dp dosaze-
nim z posledni rovnice. Tento krok ale také miizeme provést pozdéji.

4. Fourierova transformace: Soustavu pfevedeme na algebraickou pomoci Fourierovy
transformace. Nase soustava je jiz linearni a tak je tento krok ekvivalentni dosazeni
rovinné viny do soustavy. Vysledkem je
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—iwdp+ipyk-ou) = 0,
—iwpyou = —ikdp, (4.26)
op=adp.
5. Eliminace proménnych: Ziskana soustava je pro pét neznamych a determinant by se
pocital z matice 5x5. Pomoci posledni rovnice eliminujeme tlak:
—wop+pok-du) =0,
kadp—-wpgdu = 0.
Nyni mame jen étyfi rovnice (jednu skalarni a jednu vektorovou) pro ¢tyfi nezndmé
Jdp,ou a determinant by se podital z matice 4x4. Z druhé (vektorové) rovnice mu-
zeme jeste spocitat poruchu rychlosti a dosadit do prvni rovnice:
(—a* +ak®)dp = 0.
Vysledkem je jedna jedina rovnice pro jednu jedinou neznamou Jdp. Ne vzdy lze
provést eliminaci proménnych az do konce.
6. Disperzni relace: Podminkou nenulovosti feseni je nulovost kulaté zavorky pied dp
(jde o determinant matice 1x1):

—? +a(py)k* = 0. (4.27)

Nalezenou disperzni relaci 1ze snadno fesit vzhledem k @, za o dosadime z (4.25):

w= /a—f’ k. (4.28)
ap

7. Stabilita 7eseni: Disperzni relace vysla redlna, redlnému vilnovému vektoru odpo-
vida realna uhlova frekvence a feSenim jsou viny. V systému nedochazi ani k utlu-
mu ani k nestabilité.

8. Fdzova a grupova rychlost: Vysledna disperzni relace je linearni, fazové a grupova
rychlost maji stejnou hodnotu, zvuk se §iii rychlosti

@ |dp
=—= |=£ 4.29
“=% \op (4.29)

Specialné pro polytropni d€je p = Kp? vychazi (mg je hmotnost jednoho atomu)

T T
= |rE = [r == (4.30)
P mo

9. Vztahy vektorii: Z druhé rovnice (4.26) je zfejmé, ze porucha rychlostniho pole mifi
ve sméru §ifeni vin (vinového vektoru) a jde tak o vineni podélné.

Za pomoci rychlosti zvuku lze disperzni relaci zvukovych vin zapsat v ¢asto pouziva-
ném tvaru

w=c.k. (4.31)
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Zvukové viny v pohyblivém prostredi

Pripustme nyni nenulovou rychlost ve stacionarnim feseni (to odpovida §ifeni zvuku
v pohybujicim se prostiedi) a pozadujme feseni ve tvaru

P=potop,
u=uj+Jdu, (4.32)
pP=po+op.

Co vsechno se zméni? Vypocet probihd zcela analogicky, nyni ale pfi linearizaci pfi-
sp&je i konvektivni ¢len v pohybové rovnici. Po snadném vypoctu ziskame disperzni
relaci

(4.33)
o=
ap
a z ni pozorovanou thlovou frekvenci
0
w=ck+k-uy=ck+kuycosp=ck|1+—cosg |. (4.34)
CS

Ve vyrazu jsme ¢ oznacili uhel mezi vinovym vektorem Kk a rychlosti prostiedi up.
Oznacime-li jesté¢ frekvenci zvuku v nepohyblivém prostiedi wg = csk, madme vysledny
vztah

u
W=, [1 +—Ocos¢)J , (4.35)

Cs

ktery neni nic jiného nez Doppleriiv vzorec pro zménu frekvence vlivem pohybu zdroje
vinéni. U pohybujicich se tekutin se tedy v disperzni relaci objevi misto thlové frek-
vence @ kombinace Q = w — k-uy.

4.1.5 Dalsi priklady (Jeansovo Kritérium, riizné vinové
rovnice)

Jeansovo Kritérium

Popi$me nyni viny v oblaku plynu a prachu, ktery je ovladan gravitaénim polem (mlho-
vinu). Zejména se budeme zajimat o to, za jakych podminek je zvukova vina nestabilni
amize dojit k zhrouceni Casti mlhoviny a vzniku globule — zhusténiny, ktera je pred-
chtidcem budouci hvézdy.

V nasledujici tabulce jsou porovnany veli¢iny popisujici elektrostatické a gravitacni
pole. Spravny koeficient u Laplaceovy-Poissonovy rovnice pro gravitani potencial
ziskate porovnanim vztahdl pro potencialni energii bodového zdroje elektrostatického
a gravitacniho pole.
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Velicina Elektrostatické pole Gravitacni pole

g . . __ 9 M
potencial bodového zdroje Pk drEy PG = _G7
potencidlni energie Ve =q¢k Vg =mog

P
rovnice pro potencial V2¢E = —E—Q V2¢G =4rGp,,
0

sila vyjadfena z energie F=-VIg F=-VV;
sila vyjadiena z potencialu F=-¢gVgg F=-mVgg
hustota sily f=-po Vg f=—py Vog

Za vychozi sadu rovnic budeme povazovat soustavu (4.24) doplnénou o hustotu gravi-
tacni sily a rovnici pro gravitacni potencial:

o ..
—+d =0,
o v pu

0
pa—';+p(u~V)“ =-Vp-pVog, (4.36)
V2p=4rGp,
p=p(p).

Vzhledem k tomu, Ze jde o gravitacni problém bez pfitomnosti elektrickych poli, a ne-
miize proto dojit k zdméné hustot ani potencialil, vynechavame index G. Celkem méame
6 rovnic pro 6 neznamych p, u, @, p . Reseni budeme hledat v perturbovaném tvaru

p=po+dp, u=du, P=¢,+3p, p=po+op.

Veli¢iny nultého fadu musi spliiovat rovnici Agy = 4nGp,, ze které plyne, ze by mélo
platit V@, # 0. To je ale v rozporu s klidovym feSenim pohybové rovnice pro p, = const.
Tato nekonzistence vznika nahrazenim kone¢né mlhoviny nekone¢nym prostorem vypl-
nénym latkou s konstantni hustotou, tlakem a teplotou. V pfiblizeni rozsahlé mlhoviny
miiZzeme zanedbat okrajové jevy a v perturbaéni analyze nadale pozadovat Vg, = 0. Tato
»hekonzistence™ byla obsazena jiz i v pivodnim Jeansové feSeni. Obdobnym postupem
nalezneme disperzni relaci zvukovych vin ovlivnénych gravitaénim polem

0
0 =2k —4nGpy; 2 =SL (4.37)
ap
Oproti relaci (4.31) je zde navic druhy &len na pravé strané. ReSeni vzhledem k frek-

venci @je jednoduché:
w=1* ]2k —4rGp, . (4.38)

Na prvni pohled vidime, Ze tthlova frekvence nemusi byt realnou veli¢inou. Pro
2 k? <4nGp, (4.39)

je thlova frekvence ryze imaginarni, @ ==xib a v rovinné vin¢ se objevi Cleny
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Nekteré typy poruch proto mohou exponencidln€ nariistat a mlhovina se stava nesta-
bilni. Pravé v takovém prostiedi mohou vznikat hvézdy jako ptivodné malé poruchy
narostlé do makroskopickych rozmért. Prozkoumejme proto podminku (4.39) podrob-
néji:
2
2 4r
Cg 7 <4rnG pO j—t

kgT
s |- ¢ = / il y—B2-—.
Gpo \/Gpo m
Pii odvozeni jsme pouzili pro rychlost zvuku vztah (4.30), mg je hmotnost jednoho
atomu ¢i molekuly mlhoviny. Poruchy s vinovou délkou vétsi nez ur€itd mez jsou gra-

vitané nestabilni. Aby se v mlhoviné mohly tvofit hvézdy, musi mit rozméry vétsi nez
tato kriticka mez. Uvedené tvrzeni se nazyva Jeansovo kritérium a bylo odvozeno v roce

1902:
L > [Vl (4.40)
Gpomg

Z disperzni relace (4.38) neni samoziejme& problém dopocitat fazovou a grupovou
rychlost §ifeni poruch mlhovinou. V ionizovaném prostiedi za pritomnosti magnetic-
kych poli mohou hvézdy vznikat, aniz by spliiovaly Jeansovo kritérium.

Je-li splnéno Jeansovo kritérium a v mlhoviné vznika kulovy objekt, je tieba jesté
fesit podminky rovnovahy tohoto objektu. Gravita¢ni sila plsobici na né&jakou vrstvu
uvniti vznikajici hvézdy ma tvar

1
Fgrav 5

R*
Tlakova sila na tuto vrstvu je imérna soucinu tlaku p ~ p? a povrchu S ~ Rz, tj

1

2 p3yp2
Fyak ~P7 R*~ RTR T

Obe¢ sily za normalnich okolnosti klesaji s rostoucimi rozméry hvézdy. Rovnovéaha se
ustavi pfi rovnosti obou sil. Styl poklesu obou sil je stejny pro koeficient

4 3

Diskutujme dva piipady. Nejprve y>4/3. Tlakova kiivka je strmé&jsi nez gravitacni.
Jestlize hvézda zcela ndhodn€ zvétsi své rozméry, prevladne gravitacni sila a hvézdu
opét smrsti. Zmensi-li hvézda své rozméry, prevladne tlakova sila a nafoukne hvézdu na
puvodni rozmér. Hvézda je stabilni a vykyvy v jejich rozmérech neohrozi jeji existenci.

V piipadé y <4/3 je tomu jinak. Jestlize hvézda zcela ndhodné zvétsi své rozmeéry,
prevladne tlakova sila a bude hvézdu nadale nutit zvétSovat rozméry. Hvézda bude
nestabilni a minimalné odhodi obalku. Zmensi-li hvézda své rozméry, pfevladne gravi-
tacni sila a bude nutit hvézdu ke kolapsu.
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F . F
y > 4/3, stabilita . y < 4/3, nestabilita

(tlakova strméjsi) s (tlakova méné strma)

Ry—or RO Ry+or R Ry—r R Rytor R

0

Obr. 87: Rovnovaha polytropni hvézdy.

Poznamka: Material bilych trpasliki ma polytropni koeficient blizky 4/3. Poly-
tropni koeficient se pon¢kud méni s hmotnosti trpaslika. Pfi hmotnosti pfiblizné
1,4 hmotnosti Slunce ma polytropni koeficient pravé hodnotu 4/3 a pro vyssi hmot-
nosti je bily trpaslik nestabilni. Této hranici se fika Chandrasekharova mez.

Vlnova rovnice

Na klasickou vlnovou rovnici narazime v mnoha védnich odvétvich. Odpovida jedno-
duchym vInam bez disperze.
1 92
[Vz ——a—] v=0.

c? ot

Rovnice je linearni a kazdé jeji ,,rozumné™ feSeni je mozné zapsat pomoci Fourierovy
transformace jako superpozici rovinnych vin. Po dosazeni rovinné viny do vlnové rov-
nice ziskame disperzni relaci

@ = 22

Standardnim postupem ur¢ime fazovou a grupovou rychlost:
1) ow
= c; Vg =——=c¢
k ok
Fazova i grupova rychlost je stejna a nezavisi na vlnové délce parcialni viny, coZ je
charakteristické pro linearni disperzni relace typu w = ck.

Kleinova-Gordonova rovnice

Kleinova-Gordonova rovnice je spravnou relativistickou rovnici pro volnou ¢astici se
spinem rovnym nule
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Jde o vInovou rovnici s konstantnim ¢lenem, ktera limitné pfechazi v nerelativistickou
Schrodingerovu rovnici [2]. Rovnice je linearni, jeji feSeni opét budeme chéapat jako
superpozici rovinnych vin. Po provedeni Fourierovy transformace Kleinovy-Gordonovy
rovnice ziskdme disperzni relaci

2 2 k2

@* =k + Pyt

Standardnim postupem ur¢ime fazovou a grupovou rychlost:
2 2,2
Y7,

vf=2= 1+—2=c 1+ﬂ/i
k k ar

>

Jw c c

Y 2 2,2
N | s
k ar

Na prvni pohled je ziejmé, Ze grupova rychlost je vzdy podsvételnd. Oproti tomu fazova
rychlost je nadsvételnd a nemd vyznam pienosu informace. Mezi obéma rychlostmi je
jednoduchy vztah vfvg = c2. Obé rychlosti zévisi na vinové délce parcialni viny (tzv.
disperze). Obdobné chovani budou mit plazmové viny diskutované v pfisti kapitole.

Telegrafni rovnice

Naleznéme vIlnovou rovnici pro elektromagnetickou vinu §ifici se v kovu. V Maxwello-
vych rovnicich dosadime za proudovou hustotu j = oE

divD = pQ ,
divB = 0,
rotH = 0'E+a—D,

ot
rotE = _B_B.
ot

Pokud aplikujeme na tfeti rovnici operaci divergence a za div D dosadime z prvni rov-
nice, dostaneme

4 o
—+t—pp=0 = szPOeXP{—;f]

Prostorova hustota naboje ve vodi¢i exponencialné vymizi a nemusime ji proto uvazo-
vat. Za vychozi sadu Maxwellovych rovnic pro viny ve vodi¢i miizeme pouzit

divE = 0,
divB = 0,

rotB = ,L{O'E+eug—];:,

oB

rotE = ———.
Jt
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Aplikaci operace rotace na tfeti rovnici mizeme eliminovat elektrické pole

drotE
rotrotB = ourotE+¢&u r;) ,
t

OB 9’B
ddi B—VZB = —-oU——El——,
grad div 7 o U Y
OB 9’B
VB-ou"-cuZ> =0
H ot H o2

Obdobné mizeme ziskat i rovnici pro pole elektrické. Ve vodici spliiuji elektromagne-
tické viny tzv. telegrafni rovnici:

P) 2* |(E

Po dosazeni rovinné viny (FT) ziskdme disperzni relaci

@* =2k? —iczaﬂa).
Je-li vodivost nulova (o = 0), ptejde tato disperzni relace ve znamou disperzni relaci vin
v nevodivém prostiedi. Ve vodi¢i je disperzni relace komplexni, coz obecné znamena

utlum.

Utlum v prostoru: Hledejme nejprve prostorovy ttlum (feeni v k):

Pk’ = o? +iC20'/,la) = ic20',ua).

Vzhledem k vysoké vodivosti kovll jsme prvni ¢len na pravé strané zanedbali. Tento
vyraz jiz snadno odmocnime. Nezapomeiite, 7e i'? = (1+i)/2"2. Proto

ouw

k=k1+ik2; klzkzz 5

Redlna i imaginarni ¢ast vinového vektoru je stejné velika (to je pro kovy typické).
V prostoru tedy bude mit vina charakter exp[ikix — kxx]. VIna je tlumena s charakteris-
tickou vzdalenosti utlumu

=L |2
ky ouw
Tuto vzdalenost (do které vlna pronikne) nazyvame skinovd hloubka.

Utlum v ¢ase: Hledejme nyni Gtlum v ¢ase (feSeni v w). Disperzni relace je kvadraticka
rovnice pro o s FeSenim

_ —iczo;ui —c40'2,u2 +4c%k?

D = 5

Uvédomime-li si, ze v diskriminantu je vodivostni ¢len dominantni (kov), zbyva jediné
nenulové feseni
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w=-i czoy .

Reseni ve frekvenci je ryze imaginarni

. 2

=0 +10, ; ® =0, o=-c"ou
a ma charakter Gtlumu
—-iwt ant —cza/zt

e =e"?" =¢

s charakteristickou dobou Gtlumu

1

oy

Povsimnéte si, ze pii disledném dodrzeni znaménkové konvence (prostor +, ¢as —) ve
vinéni typu exp[i (k-x — wf)] vySel spravné v Case i v prostoru atlum.

4.2 Plazmové oscilace a viny

Oblast vyplnéna plazmatem je schopna na zakladé riznych vnéjsich podnéti prenaset
mnoho druhti vinéni. V této kapitole se budeme zabyvat nejjednodussimi plazmovymi
oscilacemi a vlnami, které probihaji bez pritomnosti magnetického pole. Hybnou silou
je pouze pole elektrické, které tvoii vratnou silu a umoziiuje periodicky pohyb. Poca-
te¢ni porucha zptisobi rozkmitani elektronové a iontové tekutiny na dvou charakteristic-
kych frekvencich a soucasn€ vznik globalniho elektrického pole. Elektronova tekutina
je schopna oscilaci na podstatné vysSich frekvencich nez iontova tekutina. Proto za
vychozi soustavu rovnic nemtizeme vyuzit jednotekutinovy model, ale dvoutekutinovy
model. Viskézni ¢leny zanedbame. Pro tento typ vinéni plati Maxwellova rovnice
rot E =0 (i pfi nulovém magnetickém poli je mozna vlna elektrického pole), ze které
bezprosttedné plyne k x JE = 0. Proto plati JE || k a vinéni je podélné.

4.2.1 Odvozeni disperzni relace

Za vychozi soustavu rovnic budeme volit sadu

on .
a—: +div(neu,) =0,

ai’li .
Er + div(n;u;) =0,
5 (4.42)
u
M _ate + meng(uy -Viu, = —Vp, —en.E,
Ju

i

m;n; ?4- min;(u;-Vyu; = —Vp; + Zen;E,
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E 1
aa_t =— g_ (Zeniui - eneue) 5
0
Yo 7i
Pe = nekBTe = Cene 5 pi= nikBTi = Cini .

Jde o rovnice kontinuity pro elektrony a ionty, pohybové rovnice s tlakovym a elektric-
kym ¢lenem, rovnici pro elektrické pole a polytropni stavové rovnice. Rovnice pro
elektrické pole je odvozena z Maxwellovy rovnice rot H = j+ dD/d¢, ve které je mag-
netické pole nulové a proudova hustota je vyjadfena ze vztahu (3.4). Budeme ptedpo-
kladat Z-nasobnou ionizaci plazmatu. Uvedené rovnice budeme linearizovat, tj. prove-
deme perturbaci klidového feSeni:
He =Hgy +ONg 5 Nj=Njg+0n;; Ug=0u,; u;=0du;;
(4.43)
E=0E; pe=peo+0pe; Pi=Pio+Opi-

Po dosazeni do ptivodni sady a zanedbani ¢lenti vyssich rada ziskame:

9% | div(n. Su,) =0,
8§ni
+ div(n;y ou;) =0,
ddu
me”eOTe = -Vdp, —enyy OE,
85ui
minIOT = —V5pi +Z€ni0 OE ,
00E e
a—=——(Zni0§ui —neo5ue) .
t &py
kgT,
Spe =meclon,; = Ye'Ble
me
T T
op; =miciz5ni ; ciz = V%8 .
m;

Dalsi postup je pfimocary. Snizime fad dosazenim poslednich dvou rovnic do pfedcho-
zich a provedeme Fourierovu transformaci:

—@n, +ney(k-ou,)=0,
—a)é'ni +ni0(k-5ui)=0,
iomgn ndu, = ikmec§5ne+enCO§E,

iom;n;gou; = ikmiciz§ni—Zeni0§E,

iwoE = i (Znio5ui — neo5ue) .
€
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Jde o soustavu 11 algebraickych rovnic pro jedenact nezndmych dne, on;, due, ou;, JE.
Pokusime se snizit fad soustavy. Z tieti a ¢tvrté rovnice vypocteme due, du; a dosadime
do zbyvajicich. Potom z posledni rovnice vypocteme JE (bude se vyskytovat na obou
strandch rovnice) a dosadime do zbyvajicich dvou. Ziskame vysledek

[(a)z—a)f, - pl)(a) —czkz) a)f,ecgkz]§ne + [Za) czk2J5n =0,
1
[z 2ic ﬁkz}é'ne + [(a)2 ~ 0~ )@ — k)~ e ?kﬂa‘n =0,

kde jsme vzniklé kombinace veli¢in oznacili jako rychlost zvuku (u elektront jde o for-
malni oznaceni, lidské ucho zvuk neseny elektrony neslysi) a plazmovou frekvenci:

knT. ViksT;
Gl 2 TR (4.44)
me mi
2 22
Nap € nioZ-e
W =—2—; Wl = (4.45)
me&y m;&y

Ma-li mit vznikla soustava nenulové feseni, musi byt jeji determinant nulovy.
(a) -0, - )(a) _czkz) w?.c2k* |x

pe Tpi pere 2 2 20254

— WO c kT =0.

pe““p1
2k2) 2 2k2]

[(a) a)pe—a)pl)(a) —cj biCi

Vhodnym preskupenim ¢lent (MATHEMATICA, MATLAB) ziskame disperzni relaci

> 2 2
[ ((0 _wpe)(a) a)p1) a) wp1j| X 0
> 2 2,22 2 2,20 2 9 ’
x[ (0" — e — k™ )" — 0y — k™) — @, wpl}
ktera ma dve¢ zakladni vétve, prvni nezavisi na vinovém vektoru (tzv. plazmové oscilace
— viz kapitola 4.2.2), druhd zavisi (plazmové viny — viz kapitola 4.2.3 a iontové viny —
viz kapitola 4.2.4):

(@ 0@ ~p) ~ Fpey; | =0, (4.46)
[(wz—wge—c§k2)(w ~ 0k -tk - o a)f,lJ 0. (4.47)

4.2.2 Plazmové oscilace

Po roznasobeni rovnice (4.46) ziskame nenulové feseni

2
W = a)pe + a)p1
Kvadrat plazmové frekvence elektrontl je o tfi fady vySsi nez iontl. Druhy ¢len na pravé
strané predstavuje jen nepatrnou korekci na hmotnost iontl a vétSinou se vibec neuva-

zuje. Upravme pravou stranu (z divodu kvazineutrality je njg = neo/Z):
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2 22

Wy n-OZ € m.& m
0 =+ =0 [ 14— |= @l | 1+ ——— L =] |14+ 7=5
2 p m: &, 2 P m;
wpe €0 nNep€ 1

Zm

@’ =, | 1+22 | . (4.48)
pe
mj

Kdyby mély ionty nekoneénou hmotnost, oscilace by probihaly pfesné¢ na plazmové
frekvenci elektronti a ionty by se viibec nepohybovaly. Mizeme si predstavit, ze teku-
tina elektront osciluje na nehybném pozadi iontl. Druhy ¢len v zavorce je malou ko-
rekci na kone¢nou hmotnost iontll. Plazmova frekvence elektront je jednou z nejdile-
zitgjSich charakteristik plazmatu. Plazma Casto reaguje na vnéj$i podnéty oscilacemi
nebo vlnami na plazmové frekvenci elektront, kterd se pro vétSinu druhii plazmatu
pohybuje v radiové oblasti.

4.2.3 Plazmové viny

Vénujme se druhé vétvi (4.47) disperzni relace. Realizujme nerovnost me << mj limitnim
pfechodem mj; — o. Tim budeme sledovat vysokofrekvenéni ¢ast vin, pifi kterych se

ionty nestihaji pohybovat a efektivné maji nekone¢nou hmotnost. Limitni pfechod dava

2 ) 2
@y =0 ¢ —=0.

Z disperzni relace (4.47) zustane jen vztah

22 2,2 _
O —Wp. —cck” =0,

ze kterého plyne disperzni relace plazmovych vin
@ = (4)12Je +c§k2 ; resp. IEN Izje +c§k2. (4.49)

Limita dlouhych vin (k malé)

Druhy ¢len v disperzni relaci je zanedbatelny a jde o oscilace na plazmové frekvenci
elektront

Limita kratkych vin (k velké)

Prvni ¢len v disperzni relaci je zanedbatelny a jde o linearni zavislost
w=c.k .

Smérnici zavislosti je rychlost ,,zvuku® elektrond (pfiblizné tepelna rychlost elektront).
Skutecny zvuk je samoziejmé nesen tézkymi Casticemi (ionty a neutraly) a ma mnohem
nizsi frekvenci.
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w A9
Y
o
N
o>
o
o w = a)pe
pe i e e e e i R iy st syl
plazmové oscilace

ol
= C'\k

iontové oscilace

vvvvvv

plazmatu (zpravidla v oboru radiovych frekvenci). Disperzni relace (4.49) pfipousti
jen feSeni

D> O . (4.50)

Pti nizsich frekvencich se vina nesifi. Je to patrné z disperzni relace ptimo i z pii-
lozeného obrazku. Pro nizsi frekvence, nez je plazmova, poskytuje disperzni relace
komplexni feseni a vIna je tlumena.

Poznamka 2: Co znamena malé ¢i velké £? Jde o to, ktery ze dvou ¢élend ve vyrazu
(4.49) pievladne. Vzhledem k tomu, Ze wp2/c2k?=J2/4x2yip2, mizeme limitu
malych & chapat jako dlouhovinnou oblast A >>Ap a limitu velkych & jako kratko-
vinnou oblast s 4 << Ap, kde Ap je Debyeova vzdalenost.

Poznamka 3: Druhy ¢len v disperzni relaci (4.49) je dan tepelnym pohybem elek-
tronti. Kdyby neexistoval tepelny pohyb, viny by se nesitily, $lo by jen o oscilace.

Poznamka 4: Z disperzni relace (4.49) snadno spocteme fazovou a grupovou
rychlost:
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Snadno nahlédneme, Ze pro fazovou a grupovou rychlost plati vztahy:

Uf >¢ Uy <Ce 3 Uply = ce2 . (4.52)

e s g g

Poznamka S: V pritomnosti magnetickych poli pfejde vysokofrekvencni vétev

vvvvvv

venéni vétev popsand v nasledujici kapitole pfejde v pritomnosti magnetickych
poli na komplex magnetoakustickych vin.

4.2.4 lontové viny

Realizujme nyni nerovnost mg << mj limitnim pfechodem m¢ — 0. Elektrony s nulovou
hmotnosti se stanou jakymsi vSudypfitomnym zapornym oblakem. Ionty maji nyni ko-
necnou, i kdyz velkou hmotnost. Budou oscilovat s velmi nizkymi frekvencemi na po-
zadi elektrondl. Limitni pfechod znamena

2 .
Wy —>

2
cg —>oo.

V disperzni relaci (4.47) zistanou podstatné ¢leny

2 2,2y, 2 2 2.0 2 2
(—@pe — ek N@” — 0 — ¢ k™) — e =0.
Relaci snadno vytesime vzhledem w:
2 2
Wi Dpe
@ = + ik’ -
Oy +cck
a po jednoduché tipravé dostaneme
1
W = a)%i l-———— +cizk2 . (4.53)
I+ coh™/ ap,

Mezi rychlosti zvuku (4.44), plazmovou frekvenci (4.45) a Debyeovou stinici vzdale-
nosti (2.87) plati jednoduchy vztah

2.2 2
Ca/wpa =Yala
pomoci kterého se disperzni relace iontovych vin n€kdy upravuje do tvaru:

2 -1 + yiAb k2| (4.54)

1+ VoAb ek?
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Limita dlouhych vin (k malé)

V limité dlouhych vIn upravime disperzni relaci (4.53) takto

1
@ =i 1-— o |+ ik =
1+ cik? oy,

= a)gi [1 - (1 - cﬁkz/a)lz)e )J+ci2k2 =

2 2
a)pi Ce
2 2

Whe i

o = cizk2 1+

Vyuzijeme-li definice rychlosti zvuku (4.44), plazmové frekvence (4.45) a kvazineutra-
litu n;y = neo/Z , dostaneme

T T
o = i 1+z7%e ; resp. @ = cik 1472k
rili 7ili

Jde o zvukové viny $ifici se rychlosti

T.
¢ =¢; /1+Z7/‘3—Te .
Vili

Limita kratkych vin (k velké)
Z disperzni relace (4.53) zbude pro kratké viny jediny clen

o = cizk2 ;  resp. w=cik.

Jde opét o zvukové viny §ifici se rychlosti
=C:

S 1°

Nizkofrekvenéni feSeni jsou zvukové viny s malou zavislosti rychlosti na vinové délce.

4.2.5 Dalsi vlivy

Pohyb prostredi

Plazmové oscilace a viny ovliviiuje samoziejmé cela fada dalsich faktorti zde neprobi-
ranych. Pohybuje-li se prostfedi, v némz je generovana vlna, rychlosti ug, zméni se
disperzni relace (4.47) na relaci

2 2 2,2 2 2 2,2 2 2
[(a)—k-uo) ~ 0l —c2k ]-[((o—k‘uo) o} -tk J—wpewpi =0,

ktera v sobé pifirozenym zptsobem zahrnuje Dopplertiv posun frekvence.
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Srazky

V plazmatu mohou probihat srazky, které by se projevily srazkovym ¢lenem na pravé
strané pohybové rovnice. Srazkovy ¢len je imérny rychlosti a srazkové frekvenci v.
Vzhledem k tomu, Ze plazmové oscilace elektronti jsou podélné, 1ze uéinit odhad vlivu
srazek na oscilace jen v jedné dimenzi a bez nepodstatnych ¢lent (tlak, atd.):

on, 9

— +—(nu.)=0,

ot ax( clte)

d

mene%z—eneE—nf_:meVue ,

0E 1 on
—=—engl, .
ot & ee

Po provedeni perturbaci a Fourierovy transformace ziskame disperzni relaci. Bez sraz-
kového Clenu ma tvar (jde asi o nejrychlejsi zptisob jak odvodit hodnotu plazmové frek-
vence)
2
2 _ 2 2 _ o€

O =W O

me&oy

Se srazkovym ¢lenem dostaneme z podminky na nulovost determinantu

2
. LV v
@ +iov -, =0 = w=—i—*, |o> —| =] .
pe 2 pe 2

Srazky zptsobuji Gtlum plazmovych oscilaci s koeficientem atlumu 6 =v/2.

Magnetické pole

Pfitomnost magnetického pole ovlivni zdsadné charakter vin. Vysokofrekvencni vétev
prejde v komplex anizotropnich elektromagnetickych vin (viz kapitola 4.4) a nizko-
frekvenéni vétev v komplex anizotropnich magnetoakustickych vin. (viz kapitola 4.3).

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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4.3 Magnetoakustické viny

V této kapitole si povSimneme nizkofrekvencnich vin generovanych pohybem iontl
v ptitomnosti magnetického pole. Samo magnetické pole vnasi do hry zcela novy prvek
— anizotropii. Dal§imi ¢initeli ovliviiujicimi charakter vln jsou samoziejmé elektricky
naboj iontl a vodivost prostiedi.

4.3.1 Odvozeni disperzni relace

Za vychozi sadu rovnic budeme uvazovat klasickou jednotekutinovou magnetohydro-
dynamiku:

ap

ot

g—l;ntp(u-V)u = —Vp+r(;ltoB><B, 4.55)
0B 1

ERETS

p = p(p).

Diftizni ¢len v rovnici pro magnetické pole je zodpovédny za Gtlum magnetoakustic-
kych vin. V piipadé vysoce vodivého plazmatu ¢ — oo je mozné tento ¢len zanedbat
a magnetoakustické viny nebudou tlumené. Kdybychom tento ¢len v soustavé pone-
chali, poskytovala by disperzni relace komplexni feSeni pro frekvenci i vinovy vektor
a rovinnd vina by tak byla exponencialné tlumena. Celd vychozi soustava je opét algeb-
raicky uzavfena stavovou rovnici.

Postupujme nyni obdobné jako v minulém piipadé, tj. provedeme perturbace klido-
vého feseni

+div(pu) = 0,

P

V2B + rot (uxB),

pP=py+Wp; u=9du; B=B, +JB; p=py+op. (4.56)

Hledané teseni (4.56) dosadime do soustavy (4.55), zanedbame druhé a vyssi mocniny
poruch a budeme piedpokladat poruchu ve tvaru rovinné viny. Vysledna linearizovana
algebraicka soustava rovnic je:

—wdp+pyk-ou =0,

KSp —po@Su +——(By - SB)k ———(By -K)SB = 0,
Ho Ho

(4.57)
kx(Byxdu)—woB = 0,

S

Sp—cidp =0; &=

sl
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Jde o soustavu osmi rovnic (2 skalarni a 2 vektorové) bez pravych stran. Postupnou
eliminaci proménnych je mozné nalézt jen rovnici pro rychlost (druhd rovnice). Nejprve
dosadime za dp z posledni rovnice. Poté za dp z prvni rovnice a nakonec za JB ze treti
rovnice (upravime dvojny vektorovy soucin). Ziskame tak soustavu rovnic pro pertur-
bace rychlostniho pole

M-Ju=0. (4.58)
Slozky symetrické matice M maji tvar
My =[ @ =k va) |8 + (kv o + ko) = (03 +¢2 )k
Tuto matici mtizeme také zapsat v invariantnim tvaru
M =[a)2 —(k-vA)zJ T+ (kvp)[k®vy +vy ®k] - (0 +¢] ) k®K.

Veli¢ina v, se nazyva Alfvénova rychlost a je definovana jako
By
JHo Po

Pro dopocet disperzni relace mtizeme zvolit soufadnicovy systém. Osu z volme ve
sméru magnetického pole By (ve sméru Alfvénovy rychlosti). Kolem této osy oto¢ime
soufadnicovy systém tak, aby vlnovy vektor k byl v roviné (x, z). V takto zvoleném
soufadnicovém systému plati By = (0,0,B0), va = (0,0,v4) a pro vlnovy vektor mame vy-
raz k = (ksina, 0, k cos ) . Uhel mezi vektory By a k je .

vy= (4.59)

Obr. 89: Volba souradnic.

Pro tuto volbu ma matice M jednoduchy tvar:

- kzvi - cszk2 sin® o 0 - cszk2 sina cos o
M= 0 w* —kzvi cos’ & 0
- cs?k2 sino cosx 0 - cszk2 cos’ o

Vzhledem k tomu, ze hleddme nenulové feseni soustavy (4.58), musi byt determinant
matice M nulovy. Z této podminky ziskdme disperzni relaci magnetoakustickych vin,
a to dokonce ve tvaru nezavislém na soufadnicové soustave

|0 =(va ) [ o' =2 (R +2)a? +2K (kevp )P |=0. (460)
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Alfvénova rychlost miii ve sméru magnetického pole By. Jiz na prvni pohled je vidét, ze
magnetoakustické viny jsou mnohem slozitéj$i nez obycejny zvuk. Bude-li vyraz v prv-
ni hranaté zavorce nulovy, ziskdme jeden z moda, tzv. Alfvénovu vinu (4). Bude-li nu-
lovy vyraz v druhé hranaté zavorce, ziskdme snadno feSitelnou bikvadratickou rovnici
pro uthlovou frekvenci. Jeji feSeni poskytuje dalsi dva mody magnetoakustickych vin,
tzv. pomalou vinu (S, Slow) a rychlou vinu (F, Fast). Disperzni relace jednotlivych
méda ziejmé jsou (o je uhel mezi vinovym vektorem a magnetickym polem resp.
Alfvénovou rychlosti):

o = vf\ K cos’ ar,

1 1 2
o = Ekz (CS2 +vi) - Ekz\/(cs2 +Ui) —4082in cos’ o, (4.61)

> l,a(2. 2 1.2l 2, 2)2 22 2
10 2k (cs +UA) + 2k \/(cs +vA) 4civp cos” o .

Poznamenejme, ze v nékteré literatufe se Alfvénovymi vinami nazyvaji vSechny tfi zde
zavedené mody magnetoakustickych vin. V klasické zvukové vin€ dochazi k prelévani
hustoty energie mezi chaotickou (tlakovou, p) ¢asti energie a uspofadanou (kinetickou,
pU2/2) Easti energie. V magnetoakustické vin€ je rovnocennym partnerem je$té hustota
energie magnetického pole (magneticky tlak, py = B2/2ug). Polozime-li sobé rovny
hustotu kinetické energie a magneticky tlak, ziskaime hodnotu Alfvénovy rychlosti:

1pU2 1B . yep. B
: _ 15 —v, = .
2 2 1 JHoP

4.3.2 VInoplochy magnetoakustickych vin

Z disperznich relaci (4.61) snadno urcime fazové rychlosti $iteni jednotlivych médi:

vif = vicosza,

1 1 2
vgf = E(csz +v/2\) - E\/(Csz +vi) —4cszvi cos’ar, (4.62)

1 1 2
v%f = E(cs2 +vi) + E\/(cs2 +vi) —40521)/2\ cos’ ar .

Naleznéme nyni tyto rychlosti ve sméru magnetického pole By (o = 0) a ve sméru kol-
mém na toto pole (o = 7/2). Vysledek je v nasledujici tabulce:

mod A S F

a=0 Up min(va ,cg) max(Vp ,Cg) (4.63)

a=mn/2 0 0 v%‘ + cs2 (4.64)
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Ve sméru pole je fazova rychlost Alfvénovy viny rovna Alfvénové rychlosti, pomala
vlna ziskd mensi z obou zakladnich rychlosti (rychlosti zvuku a Alfvénovy rychlosti)
arychla vlna se bude $ifit vétsi z obou rychlosti. Ve sméru kolmém na ptivodni magne-
tické pole ma nenulovou rychlost $ifeni jen rychla vlna, pomald a Alfvénova maji nu-
lové rychlosti.

Situace je dobie patrna na polarnim diagramu zavislosti fazové rychlosti vSech tii
modu. Takovy diagram miZzeme interpretovat jako tvary jednotlivych vinoploch. Pfi
zmenSujicim se magnetickém poli se vinoplochy Alfvénovy viny a pomalé magneto-
akustické viny zmensuji a vlnoplocha rychlé magnetoakustické viny se stava ,,obycej-
nou“ zvukovou vlnoplochou. Magnetické pole vnasi do Sifeni zvuku anizotropii. Cho-
vani vlnoploch pfi riznych hodnotach pole si mizete vyzkouset v apletech na serveru
aldebaran.cz. Tvar vlnoploch resp. polarni diagram fazové rychlosti pro rizné hodnoty
magnetickych poli si prohlédnéte na obrazcich.

Obr. 90: Na hornim obrdzku je znazornéna situace pro slabé pole (va < ¢;). Rychla vina
(F) reprezentuje ,,normalni“ zvukovou vinu. Na levém dolnim obrazku je vyrovnan vliv
magnetického a dynamického tlaku (va = ¢;). Na pravém dolnim obrazku dominuje
magnetické pole (va > cs).
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4.3.3 Sméry vektori v magnetoakustickych vinach

Chceme-li zkoumat sméry jednotlivych poruch u konkrétniho médu, musime dosadit
pfislusnou disperzni relaci do ptivodni linearizované soustavy (4.57). Volba souradni-
cového systému zlstava zachovana. Ze soustavy rovnic (4.57) nalezneme vzajemné
sméry jednotlivych vektorti. Ukazuje se, ze magnetoakustické viny jsou smésici podél-
nych i pfiénych vin. Z rovnice 0B/0¢ =rot uxB plyne —wdB = kx(duxBy), tj. porucha
magnetického pole je vzdy kolma na smér Sifeni viny. PovSimnéme si nyni alespon tii
zajimavych situaci.

Alfvénova vlna

Alfvénliv méd je nejjednodussi ze tfi nalezenych disperznich relaci. Ze soustavy rovnic
(4.57) snadno ur¢ime, ze plazma kmita napfi¢ magnetickému poli i sméru Sifeni a jde
tedy o vinu pficnou. Porucha magnetického pole je kolma na ptivodni magnetické pole.
To zptsobuje rozvlnéni magnetickych indukénich ¢ar podle obrazku. Je-li pole oriento-
vano ve sméru treti osy, ma disperzni relace tvar w = vak cosa = Upk; a grupova
rychlost je rovna v = (0, 0, v,). Energie se v Alfvénové viné §iii jen podél magnetického
pole By a to Alfvénovou rychlosti.

Kompresni vina
V rychlé magnetoakustické vIné je pifi sméru Sifeni kolmém na magnetické pole
(kL Bp) porucha pole rovnobézna spolem pivodnim. Tim vznikd vlna hustSich
aftidSich oblasti magnetickych indukénich car, kterou nazyvadme kompresni vina.
Plazma kmita podél sméru $iteni vin k (kolmo na pole By). Jde proto o podélnou vinu.
Vinéni je velmi podobné ,,obycejnému® zvuku. Roli pruzného prostfedi vSak piebira
nejenom hydrostaticky tlak p, ale i magneticky tlak py = B2/2up. Rychlost vin je dana
ob&ma vlivy a ma hodnotu vy =(cs’+v,%)"2. Kompresni vina se nékdy nazyva kompresni
Alfvénova podélna vina.

y

v

' e —
or k

2
=
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Klasicka zvukova vlna

Ve sméru magnetického pole By se bud’ rychld nebo pomalé vlna §iii rychlosti zvuku cg
(podle velikosti magnetického pole). Plazma kmita podél sméru Sifeni a neni ovlivnéno
pritomnosti magnetického pole. Porucha magnetického pole je nulova.

A

or k X

4.4 Elektromagnetické viny

Elektromagnetické viny Sifici se plazmatem interaguji predev§sim s malo hmotnymi
elektrony. Tonty nemohou vysokofrekvenéni déje sledovat. V elektromagnetické viné
bude vzdy platit

divB=0 - OBLlk,

rotE=—a—B = OB L OE. (4.65)
ot

Konstantni magnetické pole By zplsobuje anizotropii v §ifeni vin, viny se §ifi jinak
podél pole By a jinak kolmo na pole By. Podobn€ jako u krystalti nalezneme v plazmatu
Fadnou a mimoradnou vinu, budeme-li viny sledovat kolmo na smér pole. Tytéz viny se
ale podél pole budou jevit jako smésice levotocivych a pravotocivych modu.
K projeviim plazmatu patii také né€kolik sekund trvajici nizkofrekvencni zablesky vzni-
kajici jako doprovodné efekty blesktl a sifici se podél zemského magnetického pole, tzv.
hvizdy. Velmi zajimavd je také otazka reakce materidlu na vysokofrekvencni viny
a vypocet permitivity plazmatu.

AAANANAY B,
AANANANY
NN\ NN\ N\
AANANANY
N\N\N\N\NN\»

Obr. 94: Pfi interakci elektromagnetické viny s plazmatem
Ize vybudit celou fadu moédu.
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4.4.1 Disperzni relace elektromagnetického komplexu

Za vychozi rovnice budeme volit rovnici kontinuity pro elektrony, pohybovou rovnici
pro elektrony a Maxwellovy rovnice pro casovy vyvoj elektrického a magnetického
pole. Maxwelliv posuvny proud nelze vzhledem k frekvenci d&ji zanedbat. Vsude
uvazujeme limitu mj — o; p — 0, tj. pro Sifeni elektromagnetickych vin plazmatem
zanedbavame pohyb ionti a tepelné déje v plazmatu (omezime se na chladné elektro-
nové plazma):

on .
a—: +div(ngu,)=0,

d
/R % + mgn, (U, - V)u, =—enE+ jxB,
t
(4.66)
a—B =—rotE,
ot
E 1 j
8_= rotB—i; j=—en.u, .
ot €9l €
Standardnim postupem provedeme linearizaci
ne=ny+on,, u,=0u,, B=By+JB, E=0E (4.67)

a Fourierovu transformaci soustavy (4.66). Perturbace koncentrace se nikde nevysky-
tuje, a proto je mozné rovnici kontinuity vynechat. Za proudovou hustotu vSude dosadi-
me z posledni rovnice:

Su, =—i——6E —i— Su,xB,,
me@ me@
1
6B =—kxJE, (4.68)
w
OE =— kx6B +i—du, .
EoHo@ 0
Zaved’'me standardni oznaceni
1 ’loe2 eB,
= ;o= ;g =—2 (4.69)
Eolp me€ me

pro rychlost svétla, plazmovou frekvenci a cyklotronni frekvenci a déle zaved'me jed-
notkovy vektor ve sméru magnetického pole
B

€p EB— . (470)
0

V soustaveé (4.68) budeme eliminovat proménné, z druhé rovnice dosadime za 0B do
ostatnich rovnic:
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. @,
ou, =—i OE —i— Jdu,xep,
M@ 1)

? . €lno
SE = -~ kx (kxSE) +i— du,
a)z Eyw

V dal$im kroku vypocéteme z druhé rovnice poruchu rychlostniho pole a dosadime do
rovnice prvni (vyjadiime dvojné vektorové souciny). Ziskame tak samostatnou rovnici
pro poruchu elektrického pole:
(& -} —*k*) SE+i—= @ (a) *k?)SExey +
+c (k §E)k+1 c (k 0E)kxep =0.
w

Soutadnicovy systém zvolime stejné jako v minulé kapitole, tj. osa z bude mifit ve
sméru pole Bp = (0, 0, Bp) a vektor k bude v roviné (x, y), tj. k= (k sin a, 0, k cos a):

Rovnice pro poruchu elektrického pole ziska v této soutfadnicové soustave tvar

Mg -0E=0; 4.71)
. @ .
* —wg —%i2 cos? 1—°(a)2— c2k2), k% cosa sinar,
w
Mg =|-i = (@ - k% cos® @), a)z—a)g—czkz, —i—=c%k? cosasina,
w w
k% cosa sino , 0, @’ —a)g —ksin a.

Pro netrivialni feSeni musi byt determinant matice Mg nulovy, coz vede na relaci

—[c4k4coszasm2a} (w a) 2k2)( ](w 2k2)

(a)2 —wg —%k? cos a)(a) aJ Zkz) (4.72)

+ wz—wg—czkzsinza . o\
- (—cj (a)2 —czkz)(a)2 —%k? cos? 0()
w
U elektromagnetickych vin je velmi ¢asto dulezity index lomu dany vztahem

N=So ¢k (4.73)
Ug ok
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Disperzni relaci byva proto nékdy vyhodné fesit vzhledem k ck resp. ck/w. Vysledny
index lomu je potom funkci tthlové frekvence

ck(w)

N(w) = (4.74)

Index lomu zavisi samoziejm¢ i na koncentraci (prostfednictvim plazmové frekvence)
a na magnetickém poli (prostfednictvim cyklotronni frekvence). Zajimavé jsou limitni
situace, kdy index lomu je nekonecny (tzv. rezonance) nebo nulovy (tzv. cut-off, mezni
frekvence za kterou se vlna nesiii):

rezonance: N =0 (v = 0); (4.75)

mezni frekvence: N =0 (vf = e0). (4.76)

» Vlny Sirici se podél pole By (a = 0)

Podél pole plati @ = 0 z disperzni relace zustane relativné jednoduchy vyraz

o - o} {(aﬂ — @ - PR )2 —[%)z (& - 22 )2} - 0. (477

Reseni vzhledem k @ ma tii zékladni mody. Prvni méd ziskdame vynulovanim levé za-
vorky, jde o plazmové oscilace elektronti na plazmové frekvenci. Tentokrat se ve vyrazu
neobjevila oprava na hmotnost iontli, protoze je povazujeme za nekone¢né hmotné.
Vynulovanim pravé zavorky ziskame dal$i dva mody, tzv. R a L viny.

R alL viny

Disperzni relaci ziskame z rovnosti
> o 2o (@Y (2 22\
(a) —a)p—ck) - — (a) —ck) =0,
10

ze které nejprve vypoéteme kombinaci w2 — ¢2k2 (vyskytuje se v obou zavorkach). Z ni
poté uréime 242 (feSeni disperzni relace vzhledem ke k je jednodussi):

w2
=t -—L 0, =|o. (4.78)
lFo./0
Pro index lomu mame
@, /w)*
NZ L =1—£. (4.79)
’ 17w,/

Po dosazeni ¢2k? z disperzni relace (4.78) do linearizované rovnice (4.71) pro elektrické
pole zjistime, Ze

SE,=+i0E,; OE.=0. (4.80)
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Imaginarni jednotka znamend vzajemny fazovy posun slozek Ey a £y, o /2, tj. (podobné
jako u skladani dvou fazové posunutych kolmych kmit). Jde o pravotocivé a levotocive
polarizovanou kruhovou vinu, tzv. R vinu (Right, horni znaménko) a L vinu. (Left, dolni
znaménko). Porucha elektrického pole je kolma na zakladni magnetické pole, JE L By.
Pro vinu JE, = 4 exp(ikz—iwt) je realna Cast Casové slozky rovna Re(dEy) ~ 4 cos wt
apodle vztahu (4.80) je Re(JE)) ~=+A sin wz. Smér staCeni proto odpovida nasleduji-
cimu obrazku:

Obr. 96: Pravotociva a levotociva vina.

Pravotocivost a levotoCivost posuzujeme podle vektoru elektrického pole pii pohledu ve
sméru magnetického pole By. UrCeme nyni rezonan¢ni a mezni frekvence:

Cyklotronni rezonance. Situace N — oo nastane jen pro R vlnu pfi frekvenci
0=, . (4.81)

Vina je absorbovana na frekvenci Larmorova pohybu elektrond. L vina rezonanci
s elektrony nepodléha (elektricky vektor se otaci opacné, nez je pfirozeny pohyb elek-
tront kolem magnetického pole).

Mezni frekvence (prava a leva). Situace N — 0 odpovida odrazu vin, respektive hra-
nici §ifeni vin a nastava pro tzv. levou a pravou mezni frekvenci:

=g si%wc+%,/w§+4w§. (4.82)

Pti feseni kvadratické rovnice bylo pouzito pfed diskriminantem jen znaménko “+”, aby
vysledna frekvence byla kladna. Veskeré mozné kombinace jsou zastoupeny a zadné
feSeni se neztrati. Moznosti Sifeni R a L vin jsou na obrazku 97.

» Vlny SiFici se kolmo na pole By (o = 7/2)

Pro a = m/2 z disperzni relace (4.72) mame

[a)z—a)p 2k2J [(a) a)p)(a) a) 2kz) a)z(a) 2kz)}:o. (4.83)

Radna vina (O)

Anulovéanim prvni zavorky ziskdme radnou vinu (O vinu — Ordinary Wave), jejiz dis-
perzni relace ma obdobny tvar jako disperzni relace plazmovych vin:
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0 =)+ (4.84)
Pro index lomu fadné viny z této disperzni relace odvodime
2,2 2 2
Ngz% T 2 - (4.85)
W &) My E @

Index lomu je frekvencné zavisly, rizné frekvence elektromagnetické viny se Sifi riz-
nou rychlosti. Na vztahu (4.85) pro index lomu jsou zalozeny rizné diagnostické me-
tody pro plazma, naptiklad slirova fotografie, pti které se zobrazuji pficné gradienty
indexu lomu. V experimentalni fyzice se Casto vyuzivd zjednoduSeny vztah (plati pro
w>> @), ktery ziskame jako prvni €len Taylorova rozvoje

2 2
Ng = 1_&2 - 1_L2, (4.86)
My E @ 2moEy@

Rovnice (4.84) resp. (4.85) je zékladni disperzni relaci pro Sifeni elektromagnetické
viny plazmatem. Uhlova frekvence a vinovy vektor budou realna &isla pro w> . Pro

@< @) dochazi k Gtlumu vIinéni (komplexni k, @), vina se nesiii. Dochézi k rozkmiténi
elektront a absorpci vinéni. Oblasti §ifeni O viny jsou patrné z obrazku 97.

Rezonance. Pro fadnou vinu nedochézi k zadnym rezonancim (N — ), index lomu je
vzdy konecny.

Mezni frekvence (plazmova). Mezni frekvenci (N — 0) je plazmova frekvence elek-
tronll @.

e Sifeni fadné viny neni ovlivnéno magnetickym polem. Vina se S§ifi, jakoby
magnetické pole neexistovalo.

e Réadna vina ma kmitajici poruchu elektrického pole rovnob&znou s pivodnim
magnetickym polem, JE || B,.

e Pro frekvence vyssi nez plazmova frekvence je plazma pro elektromagnetické
viny ,,pruhledné*.

Mimofadna vina (X)
Anulovéanim druhé zavorky v (4.83) ziskame disperzni relaci mimotadné viny (X viny —
eXtraordinary Wave).

(wz—wg)(wz—wg—czkz)—wf(a)z—czkz):o. (4.87)

Po vypocteni kombinace w2—c2k2 uréime c2k? a nasledné index lomu mimotadné viny:

o, ) a)z—wg
N)z( :l—[—pJ ——————, resp.

2
o wz—wg—a)f
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2
N =1_[ﬂJ L (4.88)
® ) 1-(w,/0) -(0,/0)°

Standardni limitni situace nastavaji pro

N = (v —0) = w=wy, EJCe)é+(0§. (4.89)

1 1
N =0 (vp =) = 0= R ziza)c+51/a)02+4a)§. (4.90)

Odvozeni meznich frekvenci (4.90) pfimym vypoctem je obtizné (vede na odmocnéni
vyrazu, ktery jiz obsahuje odmocninu). Vyhodnéjsi je dokdzat (pifimym dosazenim do
obou stran rovnosti), Ze mezi indexy lomu plati velmi uzitecny vztah (oznacte si napii-

klad wp/w=7, wc/w="€)

_ 2NRNE

2
Nx 2 2
Ng + N[

(4.91)

ze kterého plyne, ze Nx =0 pro Nz =0 nebo N =0, tj. pro levou a pravou mezni frek-
venci.

Horni hybridni rezonance. K rezonanci dochazi pro tzv. horni hybridni frekvenci @y,
pti které vina nepostupuje, porucha magnetického pole je nulové a jde o Cisté elektro-
statick¢ oscilace elektronil na horni hybridni frekvenci (vg = 0). Jde o zobecnéni plaz-
movych oscilaci, které jsou vyvolany elektromagnetickou vinou. Vratnou silou je kromé
Coulombovy sily jest¢ Lorentzova sila (Larmorova gyrace kolem Byg), proto je frek-
vence vyssi nez u Cistych plazmovych oscilaci bez magnetického pole. Pfi nenulové
teploté elektronti (zapocteni tlakového Clenu) se tyto oscilace zacnou §itit jako viny.

Mezni frekvence (prava a leva). Hranice Sifeni X viny je ddna mezni pravou a levou
frekvenci wg ;. Mimotfadna vlna se §ifi v intervalu frekvenci w € (wr, wnh) U (wg, ).
Jednotlivé oblasti jsou patrné na obrazku 97.

e X vlna se nesiii v oblastech (0, wr) U (wh, wr).
e X vlna je dominantné ovlivnéna pfitomnosti magnetického pole By.

e V X vIné je kmitajici porucha elektrického pole kolma na ptivodnim magne-
tickym polem JE L By, elektrony osciluji podél elektrického pole a soucasné
gyruji kolem magnetickych silocar.

V pfipadé obecného sméru viny vzhledem k magnetickému poli By je Sifeni elektro-
magnetické viny popsano obecnou disperzni relaci (4.72). Poznamenejme, Ze na rezo-
nancnich frekvencich je elektromagnetickd vlna pohlcovdna, coz vede k ohievu
plazmatu. Takovy dodateény ohiev elektromagnetickymi vinami vhodnych frekvenci je
vyuzivan u tokamakd. Vzhledem k tomu, Ze jsme dosud neuvazovali pohyb iontl, nevy-
§la nam cyklotronni iontova rezonance pro L vinu a dolni hybridni rezonance pro X
vinu.
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2.2
1 | e
wy, w
22
1Ny v R

wr, a)p Wy WR w

Obr. 97. Disperzni relace L, R, O a X viny. VIny se Sifi jen ve svétlych pasech.

Na nasledujicim obrazku jsou disperzni relace elektromagnetickych vin pro chladné
elektronové plazma. Kfivky jsou vykresleny pro we = 2,5 wp. V grafech neni uvazovan
ani vliv iont ani vliv tlakového c¢lenu (tepelnych déji) — v takovém piipadé by byly
disperzni relace se dotkne x-ové osy). Jedinym modem elektromagnetické viny, ktery se
muze §ifit i pii ultranizkych frekvencich je R vlna, jde o tzv. hvizdy. Z dolniho grafu je
patrné, Ze elektromagneticka vlna ma v plazmatu index lomu vétsi nez jedna pro R vinu
v oblasti @ <w¢ a X vinu v oblasti w € (wp, wn). Grafy byly vykresleny v programo-
vém baliku MATHEMATICA.
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Obr. 98: Disperzni relace elektromagnetickych vin pro chladné elektronové plazma.

4.4.2 Stixovy koeficienty, CMA diagram

Obecna disperzni relace ¢(w, k) =0 se bud’ fesi vzhledem k frekvenci w, nebo vzhle-
dem k vinovému vektoru k. Nékdy je také uzite¢né z disperzni relace vypocitat index
lomu N = ck/w. Vyhody jsou zjevné: index lomu je bezrozmérné Cislo a disperzni relace
v tomto tvaru nezavisi na volb¢ jednotek; rezonan¢ni a mezni frekvence Ize snadno najit
jako limity N — oo, resp. N — 0. Pro kvadraty indext lomu se ¢asto pouziva oznaceni

2, 2 2, 2
/@ /@
R=N3=1-—2— [=N}=1-—2
l-w,/o 1+aw/o
) (4.92)
@ 2RL
P=N§=1--2; X=Ng = :
a)2 R+L
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Posledni vyraz je jen pfepsanim vztahu (4.91). Pro vice tekutin se s¢ita pies vSechny
komponenty plazmatu (v nasem piipade€ bylo wey = wce = —eB/m).

2 2
a)p /@
Ng =1-Y P~

1+a)m/a)
2
=1- Yl 4.93
Z o (4.93)
2
Ng =1-Y 2% o
a a)

Je také vyhodné zavést symetrickou a antisymetrickou ¢ast kvadrath indexti Ny a Ni:

S= %(R +L);
| (4.94)
D=_(R-1).
2
Velic¢inu X lze pak jednoduse zapsat ve tvaru
X=RL/S . (4.95)

Koeficienty S, D, P a X se nazyvaji Stixovy koeficienty. Jsou pojmenované podle ame-
rického plazmového fyzika Thomase Howarda Stixe (1924-2001), ktery je zavedl
vroce 1962. Na grafech disperznich relaci z pfedchozi kapitoly je na svislé ose vzdy
prevracend hodnota piislusného Stixova koeficientu, kterd je imérnd kvadratu fazové
rychlosti. Obecnou disperzni relaci (4.72) Ize vyftesit vzhledem k indexu lomu

2
N =1- 2.2 i ;
((” sin” o 2
1-2 3 + ! 2\/1((/4sin4a+%’2[1—#ﬁ2} cos’
1-2 1-2° V4 (4.96)
((/5&' 7 E—p.
®’ 1)

Ziskana formule se nazyva Appletonova-Hartreecho formule podle anglického fyzika
Edwarda Victora Appletona (1892—-1965) a anglického matematika a fyzika Douglase
Reynera Hartreeho (1897-1958). Nezavisle na nich odvodil vztah jiz dfive némecky
radioinzenyr H. K. Lassen, jeho prace ale nebyla v anglicky mluvicich zemich znama.
Pro vlnu Sifici se podél vnéjSiho magnetického pole se relace vétvi (znaménko + ve
jmenovateli) na R a L mod, pro vinu $ifici se kolmo na pole na O a X mod.

Pokud se budeme zabyvat dvoutekutinovym plazmatem (tekutinou elektrond
aiontl), ziskame jesté dvé rezonan¢ni frekvence: cyklotronni rezonanci ionti pro L
vilnu (ionty maji Larmorovu rotaci ve vn&j§im magnetickém poli shodnou s otac¢enim
poruchy elektrického pole v L vIn€) a dolni hybridni rezonanci pro X vinu. Tvary vino-
ploch naleznete na nasledujicim diagramu (tzv. CMA diagramu) a vSechny rezonanéni
a mezni frekvence jsou pehledné shrnuty v nasledujicich tabulkach.
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w,/w ~B

N == (o)

m;/me

A
B,
1 p—
(w=aw,,) Ny = (@)
Ny = (wh) z L
Ne=0 N INCD,
Oo
R
/ X
a)
- 202
0 1T(=a,) wylo? ~n,

Obr. 99: CMA Diagram. Tvary vinoploch (polarni diagramy fazové rychlosti) se zakresluji
do CMA diagramu, ktery je pojmenovan podle pocatecnich pismen autord (P. Clem-
mow & R. Mullaly — 1955, W. Allis — 1959). Na osach diagramu je magnetické pole
a koncentrace plazmatu. VInoplochy se skokem méni na hranicich oblasti, kde je index
lomu raznych vin (L, R, O, X) nulovy nebo nekonecny. Na obrazku je CMA diagram pro
chladné dvoutekutinové plazma sloZené z elektron( a iontll. PovSimnéte si, Ze v pravé
poloviné diagramu (w < wye) neexistuje fadnd vina (0). Oblast hvizd(, kde se $iFi pouze
R vIna (a Zadna jina), je omezena zleva podminkou w < wpe a zdola podminkou w < Wee.
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Rezonanc¢ni frekvence

ZeBO
N — o cyklotronni iontovd rezonance D=0z = -
1
eBo
Ny — © cyklotronni elektronova rezonance D=0 =—
€
No — © = =
horni hybridni rezonance w=w, = + &
Y = Uin = pe ce
Nx — ©
dolni hybridni rezonance 0=y = /|00 |

Mezni frekvence

. 1
N.=0 mezni frekvence L vin W=y —Ewce = a)C2e +4a)§e
Nr=0 mezni frekvence R vin
No=0 mezni frekvence O vin
. 1 1[5 2
mezni frekvence L vin D= O =—— W +—+|Wsp + 40,
2 2 P
NX =0
, 1 1 [ 5
mezni frekvence R vin W=wg = +Ew°e +E W + 45,

Tabulky rezonancnich a meznich frekvenci.

4.4.3 Faradayova rotace

Uvazujme linedrné polarizovanou vinu §ifici se chladnym plazmatem ve sméru magne-
tického pole. Linedrné polarizovanou vlnu mizeme vytvofit slozenim pravotociveé
a levotoc¢ivé viny se stejnou amplitudou. V geometrii pouzivané v této kapitole (magne-
tické pole mifi v ose z) pro kruhové polarizované viny mame:

Eg = Epe' RT (e +iey);

E; = Eyel(fLzm® e —ie,).

(4.97)

SloZku E), jsme zapsali ve shod¢ se vztahem (4.80) (zkuste si oddélit Ey a Ey). Nyni
budeme zkoumat pohyb linearné polarizované viny ve sméru pole. Kazdou linearné
polarizovanou vinu mizeme zapsat jako superpozici kruhové polarizovanych vin:
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E =%(EL FEg) =L [(ell‘“+e‘kw)ex —i(elkLZ—e'kRZ)ey} . (4.98)

Pokud by oba vinové vektory kg, ki byly stejné, y-ové slozky se vyrusi a zustane line-
arné polarizovana vina v roviné (zx). V plazmatu se ov§em vlnovy vektor levoto¢ivé
a pravotocCivé viny nepatrné lisi, coz vede ke staceni polarizace elektromagnetické viny.
Tento jev se nazyva Faradayova rotace a byl objeven vyznamnym anglickym fyzikem
a chemikem Michaelem Faradayem (1791-1867) v roce 1845.

Obr. 100: Faradayova rotace.

Pro vinové vektory podle (4.78) mame

) a)g/a)2
Tooc 1Fw,/@

V limit¢ vysokych frekvenci @ @, @, lze psat

) 1 a)lf/a)2 ) wg
kRL=_ RN N [P g i |
e 2 (17 @,/ w) c 20
neboli
kR,L =k$Ak,
2
kEkL+kR zﬁ w_p
2 c 20% )
w2
AkEkL_kR zl_p_c'
2 20)2 C

Po dosazeni (4.99) do (4.98) mame

Ezé(ER TE;) :%ei(kz—wt) [(e+iAkz+e—iAkz)ex

neboli

F

2

[ONON

2w

—1

P7% ...

3 E

(4.99)

(e+1Akz_e—1Akz)ey:|,
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E = Ey ! “" [ cos(Akz)e, +sin(Akz)e,, |

Je ztejmé, Ze odlisnost obou vektorli bude zpuisobovat stoceni polarizacni roviny na
jednotku vzdalenosti dz

49 _ k.
dz

Po integraci mame pro stoceni na celkové vzdalenosti d

3 d
e 1
=0, +—2—2jne(z)30 (z)dz . (4.100)
2eqemg @
Pro konstantni koncentraci i pole mame jednoduchy vztah
& 1
Ap=————n.Byd . (4.101)
2gpemg @

V astronomii jsou typickym zdrojem radiovych emisi s vysoce polarizovanym svétlem
pulzary objevené v roce 1967. Z méteni zmény thlu polarizace pulzaru se znamou frek-
venci a rovinou polarizace Ize urcit integral ze soucinu koncentrace elektronti a podél-
ného galaktického magnetického pole podél usecky spojujici pulzar a Zemi.

Obdobny jev také probiha v prithlednych dielektrikach (véetné kapalnych) v silném
magnetickém poli. V diamagnetickém materialu plati experimentalni vztah

Ap=1Byd , (4.102)

kde 7 je tzv. Verdetova konstanta, jejiz hodnota zavisi na konkrétnim materialu. Kladna
hodnota znamena staceni proti sméru hodinovych rucicek (pii pohledu podél magnetic-
kého pole), zapornd ve sméru hodinovych rucicek. Krystaly terbium galiového granatu
(TGG) vyuzivaného jako opticky izolator maji Verdetovu konstantu s hodnotou az
¥ ~—40rad T 'm™".

4.4.4 Hvizdy (whistlers)

Hvizdy vznikaji jako doprovodné efekty bleskti v dolnich vrstvach atmosféry a vysky-
tuji se také v magnetosférickém plazmatu. Jde o elektromagnetické viny s frekvencemi
v rozsahu 300 Hz az 30 kHz, jejichZ energie se $ifi pfiblizn¢ ve sméru indukénich Car
zemského magnetického pole. Hvizdy byly objeveny némeckym fyzikem H. Barkhau-
senem v roce 1919 a podrobn¢ popsany az L. R. O. Storeyem v roce 1953. Jde o modifi-
kaci R vIn s nenulovym thlem mezi smérem magnetického pole Zemé¢ a Siteni. Disper-
zni relace hvizdl je obdobna relaci R vin a ziskame ji z Appletonovy-Hatreeho formule
(4.96) pro malé tihly (sin a = 0):

(@@’ | _ck

N =]-—— P ~ .
1-(w,/w)coscx @

(4.103)

Pro vétsinu hvizdi je frekvence vin podstatné nizsi nez cyklotronni frekvence (w << w)
a lze pouzit jednodussi aproximaci (zanedbame jednotku ve jmenovateli):
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2
w
P B iy (4.104)
@), cosa

Pro velmi nizké frekvence lze zanedbat i kvadrat frekvence na levé strané a ziskat jesté
jednodussi aproximaci pro nizkofrekven¢ni hvizdy:
2,2

olk,a) = %a)C cosc . (4.105)

Fazova a grupova rychlost

Urc¢eme nyni fazovou a grupovou rychlost (thel o je odklon k vektoru od magnetického
pole, thel f odklon grupové rychlosti od magnetického pole):

y
X
Pro fazovou rychlost mame
Vi =Ur€ 5
w 2k (4.106)
Ur =;=—20)C cosox .

Slozky grupové rychlosti uréime ze vztahu pro gradient v k prostoru ve sférickych
soufadnicich
ow 1 dw 1 Jdw

vV, =—¢; + e, + e,. 4.107
€ % " kda ¥ ksinadp ( )

Po derivovani mame pro jednotlivé slozky

02
Vg = 2—2 ), cos
@
2
ck .
Vgg == @ sina, (4.108)
10}
p
Ugp =0.

I z rozkladu na obrazku je patrné, ze slozka a mifi proti sméru rostouciho thlu a a je
zépornd. Tato slozka je mnohem mensi nez slozka ve sméru k, kterd je zcela
dominantni. Z posledni rovnice (4.108) je ziejmé, Ze vg leZi v roviné (e, k).
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Naleznéme nyni rychlost Sifeni energie v zavislosti na frekvenci. Do vztaht (4.108)
dosadime za vlnovy vektor z disperzni relace (4.105):

2c c a, .
Ugk =—— /@, cOS '’? Vg =—— ¢ siner 2. (4.109)
@, @, \cosx

Obé slozky jsou umérné w!/2. Vzhledem k malému uhlu $ifeni je vg, << vgx. Hvizd se
od mista uderu blesku §ifi podél magnetické indukcni Cary zemského pole. Vyssi frek-
vence se $iii vySS§i rychlosti a proto k pozorovateli dolétnou diive. Hvizd trva fadové
sekundy a postupné k mistu pozorovani prichazeji niz$i a nizsi frekvence. Vzhledem
k nizké frekvenci je moZzné zaznamenané zmény elektrického pole pfivést na repro-
duktor a slySet jako zvukovou nahravku. Hvizdy se podél indukénich ¢ar zemského pole
$ifi od pdlu k polu a nekolikrat se i odrazi. Za boutkové ¢innosti jsou pravdépodobné
zodpovédné za urychleni elektronti na relativistické rychlosti.

Obr. 102: Typicky hvizd s postupné se snizujici frekvenci. NASA, 2001.

Maximalni odklon Sifeni hvizdi od magnetického pole
Pro odklon grupové rychlosti od fazové je z obrazku ziejmé, ze plati

tg(a—f) =%tga.

Druha relace plyne dosazenim z (4.108) do prvni relace. Z této rovnice ur¢ime thel S
odklonu grupové rychlosti od magnetického pole
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sin(— ) _sina
cos(a— )  cosa

sinacos f—cosasin B sina
cosacos f+sinasin S cosa

sin @ cos @ sin2a
[ = arctg ——  |Farctg| ——— .

2

1+cos” o 3+cos2ax

Najdéme nyni maximalni hodnotu f (staci polozit derivaci argumentu podle a rovnou
nule, vyjde cos 20 = —1/3, sin 2a = (8/9)"?

B :arctg[2_3/ 2} =19°29". (4.110)
Maximalni odklon Sifeni energie nizkofrekvencnich hvizdii od sméru magnetického

pole Zemé je 19°29° (tzv. Storeylv thel). Smér Sifeni vin je pfi tomto nejveétsim od-
klonu a = 54°44’ (20 =109°28>).

4.4.5 Tenzor permitivity pro elektromagnetické viny
v plazmatu

Pii vysokych frekvencich a v pfitomnosti magnetického pole se plazma chova zcela
jinak nez bézné vodivé prostiedi. Proto uréime tenzor permitivity pro nas piipad chlad-
ného elektronového plazmatu s polem By. Uréeme nyni indukci elektrického pole
v plazmatu reagujicim na vysokofrekvencni vinu:

6D = £,0E + 0P = £,0E — en,0x, = £y0E + 2 Su, . (4.111)
110

K ptfevodu poloh na rychlostni pole jsme vyuzili integraci piislusné rovinné Fourierovy
komponenty. Perturbaci rychlostniho pole musime urcit z pohybové rovnice pro elek-
trony, nejlépe v perturbovaném tvaru po Fourierové transformaci (4.68):

e e

OoE —i

Mm@ Mm@

5“6 XBO .

Rovnici zapiSeme ve slozkach a vypocteme poruchu rychlostniho pole elektront:

1e §Ek— 1e

Suy =~ ExmOU By =

m.@

(5 €

ie

L
(51{1 +1;°£kzmﬁmj5”z =- O .

€
Rovnice pro rychlost ma jednoduchy maticovy tvar

M-Su=——¢

SE; 4.112)

Mm@
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1 i,/ 0
M=|-iw/o 1 0
0 0 1

K urceni poruchy rychlostniho pole postaci najit inverzni matici k matici M. Porucha
indukce elektrického pole potom podle (4.111) bude

2

i @
6D = £y0E + ¢ 5u, = y0E+ 2| - £ MISE |=¢,[1-—2M" |SE.

iw io\ mw o*

Hledany tenzor permitivity proto je
E=¢ —w—;M‘1 (4.113)
=& > . .
@

Poslednim krokem tedy bude urceni inverzni matice k matici M. Miizeme pouzit jakou-
koli standardni metodu — vypocet pfes subdeterminanty, Gaussovu eliminaci nebo
spektralni rozvoj (matice je hermitovska a ma realna vlastni Cisla 1, 1- wJ/w, 1+ o/w).
Vysledek je

| 1; -i(w,/w); 0;
M= i@, /o) 1; 0;
1-(w,/w) )
0; 0; 1-(w,/w)

Po dosazeni do (4.113) ziskdme tenzor permitivity

S —-iD 0
€=¢g9|iD S 0. (4.114)
0 0 P

Tenzor permitivity je zjevné anizotropni, ma nediagonalni prvky a prvek na diagonale
odpovidajici sméru magnetického pole (P) je jiny nez ve zbyvajicich smérech (S). Ten-
zor permitivity je navic komplexni.

4.4.6 Slirova fotografie

Sifeni elektromagnetickych vin v plazmatu se také vyuziva v riznych zobrazovacich
technikach. K nejzndméj$im patii tzv. slirova fotografie. Jako zdroj svétla slouzi koli-
movany (nerozbihavy) svazek, napiiklad z laseru. Laserovy paprsek se plazmatem S§ifi
zpravidla jako tadna vlna s indexem lomu (4.86). Pfi¢ny gradient koncentrace plazmatu
zpusobi zménu indexu lomu a odklon paprsku od piivodniho sméru. Bfit S v ohnisku F
(viz obrazek 103) zacloni neodklonéné paprsky a na stinitku (filmu, CCD) se zobrazi
jen paprsky ovlivnéné plazmatem. Vznikla fotografie je obrazem pficnych gradienti
koncentrace plazmatu. Slovo §lirova pochazi z némeckého schliere (Smouha). Postup
lze vyuzit u jakychkoli nehomogenit vedoucich ke zméné indexu lomu, tedy i pro
fotografovani turbulenci a razovych vin v obycejnych plynech.
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Obr. 103: Princip Slirové fotografie.

Na S$lirové fotografii nevidime samotné plazma, ale oblasti s nenulovym gradientem

indexu lomu (neboli koncentrace). Zvyraznény jsou tak hranice veskerych struktur
v plazmatu.

RETRY [

Obr. 104: Slirové fotografie explodujiciho vidkna (uhlik, pramér 120 um, délka 7 mm).
Expozice 3 ns. Pavel Kubes a kol., FEL CVUT.

oo000000000000000000000000o
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4.5 Numerické hledani korenii
polynomialni rovnice

Pii hledani vlastnosti disperzni relace jsme Casto postaveni pfed ulohu nalézt kofeny
polynomidlni rovnice v komplexnim oboru

N
P(z)= > 2" =0. (4.115)
k=0

Koeficienty polynomu cj jsou redlné. Existuje fada vhodnych algoritmi, v tomto struc-
ném pichledu zminime tii z nich, které stoji za vyzkouseni.

4.5.1 Weyliv algoritmus

Tento ucinny numericky algoritmus je Cist¢ geometricky a jeho autorem je némecky
matematik Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955). V komplexni roviné nejprve
zkonstruujeme tak velky ctverec, aby obsahoval vSechny kofeny rovnice (4.115). Poté
¢tverec rozdélime na Ctyfi mensi Ctverce a z mnoziny Ctvercl vyfadime ty, v jejichz
blizkosti z&dny kotfen neni. ,,Podezielé” Ctverce dale délime a nadale vynechavame ty,
v jejichZ okoli Zzadny koten neni. Po dostate¢né dlouhé dobé vime, Ze kotfeny se nacha-
zeji v blizkosti zbylych ¢tvercl. Cely algoritmus je mozné rozdélit do Ctyi kroki:

1. Vstup

Zadame stupeii polynomu, koeficienty polynomu a pfesnost ¢, se kterou chceme nalézt
kofeny rovnice (4.115).

2. PieSkalovani polynomu

Kofeny z; polynomialni rovnice (4.115) jsou obecné komplexni, maximalni absolutni
velikost vSech kofent nepfesahne hodnotu, kterou explicitné odhadl americky odbornik
na numerické vypocty Donald Erwin Knuth (1938) vyrazem

Amax =2-max{|e; /ey |} . (4.116)
k
Jinym podobnym odhadem je
A max =1+max{|ck/cN|}. 4.117)
k
Polynom P(Amaxz) ma koteny zj/Amax. Proto preskalujeme ptivodni polynom na

N
— - — z —
0@)=Ygz": z —. & =c Ak (4.118)
k=0 max

Pro kofeny nového polynomu plati
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0F)=0 = |[z%|<l, (4.119)

tj. vSechny koteny lezi v komplexni rovin€ uvnitt jednotkového kruhu. Po jejich nale-
zeni se budeme muset vratit k pivodnim proménnym.

3. Generovani a testovani soustavy ¢tverci

Nyni zkonstruujeme soustavu ,,podezielych® ¢tverct. V prvnim kroku jde o jediny ctve-
rec centrovany v pocatku s hranou a = 2. Jeho rohy maji soufadnice (+1,+i), (+1,—1),
(-1,-1), (-1,+i) a z (4.119) mame zaruceno, ze vSechny hledané kofeny lezi uvnitf
tohoto ¢tverce. V dalSich kroku kazdy existujici Ctverec rozdé€lime na Ctyii mensi
¢tverce a testujeme, zda né&jaky koten lezi uvnitt opsané kruznice (koeficienty cj pie-
pocteme vzhledem ke stfedu ¢tverce). Ponechame jen ¢tverce spliujici test

N
2] < . [e | (4.120)
k=1

kde 7 je polomér kruznice opsané ctverci o hrané a, tj.

a2

r= V2 . (4.121)
2

Jen u prvniho ¢tverce mame zajisténo, Ze vSechny kotfeny jsou uvnitt. U dalSich ¢tverct

vime z testu (4.120) jen to, ze kotfen je bud’ uvniti podezielého Ctverce, nebo v jeho

tésné blizkosti. Z pocatku pocet Ctvercii exponencialné roste, pozdéji linearné klesa.

Im (2)

I

— Re(2)

Obr. 105: Weylav algoritmus po ¢tyfech krocich. Podezrelé ¢tverce jsou Sedivé, v jejich
blizkosti se nachazeji kofeny polynomidlni rovnice. Oblast vlevo dole se po dalSim
zjemnéni pravdépodobné rozpadne na dvé.
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4. Odhad kofenu

Soustavu ¢tverct rozdélime do skupin. Skupinu tvorfi kazda mnozina vzajemné se doty-
kajicich ¢tverct. U kazdé skupiny nalezneme jeji stfed z; (mlzeme napiiklad nalézt

Nepteskalovany kofen bude mit hodnotu

Zp = AmaxEk . (4122)
Kroky 3 a 4 neustale opakujeme az do ziskani pozadované presnosti. Vypocet mizeme
napiiklad ukoncit, pokud rozmér ¢tverce (nebo nejvétsi skupiny) dosahne predem za-
dané hodnoty ¢. Popsanym algoritmem nezjistime nasobnosti nalezenych kofent,
nicméné existuji jednoduché metody, jak nasobnost kotfenu odhadnout.

4.5.2 Newtonv algoritmus

Newtontiv algoritmus je nejjednodus$im algoritmem pro nalezeni feSeni rovnice
fix)=0. Zaénéme dle obrazku 106 z libovolného bodu xp na ose x. Dalsi bod v fadé

ziskame jako priiseCik tecny grafu funkce v bod¢€ [xo, fixo)] s osou x. Pokud byl poca-
tetni bod vhodné zvolen, posloupnost takto konstruovanych bodd konverguje
k prisec¢iku grafu funkce s osou x, tj. k feSeni rovnice f{x) = 0.

S )

Obr. 106: Newton(v algoritmus.

Matematicky predpis algoritmu je velmi jednoduchy. NapiSme rovnici teCny v bod€ x;;:

y=f ()= f(x)(x=x,) (4.123)
Novy bod je prasecikem s osou x, proto pro n¢ho plati
X=Xx,,; y=0. (4.124)

Dosazenim podminky (4.124) do rovnice te¢ny (4.123) mame ihned zékladni predpis
Newtonova algoritmu:

IV AC)
Xy =X, ) (4.125)

Zcela obdobné mizeme hledat komplexni i realné kofeny polynomialni rovnice (4.115):

P (4.126)

Zpil =2, —
n+l n P’(Zn)
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Newtontiv algoritmus je sice rychly, ale ma jeden zakladni nedostatek — volbu pocatec-
niho bodu. Z riznych pocatecnich oblasti metoda konverguje k riznym kofentim poly-
nomialni rovnice, existuji ale i oblasti, ze kterych metoda nekonverguje k zddnému
kotenu. Mtzeme samoziejme¢ ndhodné zkousSet rizné pocatecni body a zjistovat, zda
konverguji k nékterému z kofentl, nicméné u polynomialnich rovnic vysokého stupné je
tato metoda zdlouhava a nezarucuje nam objeveni vSech kofenti. Pokud se rozhodneme
vyuzit Newtonuv algoritmus, je klicové umét zvolit urcitou sadu pocatecnich bodu tak,
aby posloupnosti z nich generované konvergovaly ke v§em kofeniim dané polynomialni
rovnice.

4.5.3 Zobecnény Newtoniiv algoritmus

John Hubbard, Dierk Schleicher a Scott Sutherland [42] doplnili Newtonovu metodu
o ucinny algoritmus volby pocatecni sit¢ bodu, ktery zajistuje konvergenci Newtonovy
metody ke vSem feSenim polynomidlni rovnice (k n¢kterym fesenim bude konvergovat
vice bodi site, ale zadné feSeni neztratime). Zakladni algoritmus ma pét krokt:

1. Vstup

Zadame stupeni polynomu, koeficienty polynomu a pfesnost ¢, se kterou chceme nalézt
koteny rovnice (4.115).

2. Prreskalovani polynomu

Pro uspésnost metody je tieba zajistit, aby vSechny kofeny leZely uvniti jednotkového
kruhu. Provedeme proto preskalovani stejné jako ve Weylové algoritmu, tj. nalezneme

Ay =1+ m/?xﬂck leyl} (4.127)
a budeme pracovat s polynomem
ul z
0E) =Y gz" FT=——., G =cpdm. (4.128)
k=0 Amax

jehoz koteny lezi uvnitf jednotkového kruhu v komplexni roviné.
3. Volba pocatecni sité bodi

Pocatecni sit’ bodl zajisti, Ze se v siti naleznou body, které konverguji ke vS§em kotfeniim
polynomu pii vypoctu Newtonovou metodou. Odvozeni volby této sité je v [42]. Nej-
prve ur¢ime sit’ vhodnych poloméra a thli pocatecnich bodd v komplexni roving:

21-1

rlz(1+ﬁ)(NT_l]4L; I=1...L; L=[0,26632InN], (4.129)
mEz;sz; m=0,...,M-1; M=[832547TNInN|.  (4.130)

Hledana pocatecni sit’ bodd potom je

Zp=riexp(io,); I=L..,L; m=0,.. M-1. (4.131)
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Pocatecni sit ma LM bodi.. Zavorka [ x| oznaCuje nejmensi celé &islo, které je vetsi
nebo rovno x, v programovacich jazycich se tato funkce oznac¢uje CEILING nebo CEIL.
4. Iterace
Iterace, ktera zajisti, ze K-ty Clen iteracni posloupnosti fesi rovnici O(z) =0 s presnosti
|O(zg )| < € se provadi pomoci Newtonova schématu pro kazdy bod sité (4.131), ktery
povazujeme za pocatecni bod generované posloupnosti, tj zo = zj,

_ _ zZ

Zpsl = Zf — Q,(_k) . k=1.K; K=

0()

Metoda zajistuje, Ze uvedené presnosti bude dosazeno diive nez po K krocich. Z poca-
te¢ni sit¢ bude mnoho kofenti ziskdvano duplicitn€, nicméné zadny nebude vynechan.
Nekteré iterace nepovedou k cili, ty pozname podle toho, Ze posledni ¢len iterace nespl-
tuje relaci | Q(zg ) |< €.

ln(1+x/§) — Ine
InN - In(N-1)

l. (4.132)

5. KoFeny

Aproximace hledaného kotfenu je po zpétném skéalovani

2 = A 2 - (4.133)

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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5.1 Neomezené chladné plazma

5.1.1 Zakladni pojmy

Ve vétsin€ ptipadl ziskame disperzni relaci v implicitnim tvaru
d(w,k)=0 (5.1)

a zajima nas, kdy je feSeni w(k) nebo k(w) komplexni, nebot’ komplexni thlova frek-
vence Ci vlnovy vektor znamenaji, ze kmitava exponencidla exp[i(k-x—wf?)] se stane
rostouci nebo tlumenou exponencialou v case nebo v nékteré prostorové proménné.

Reseni v w (vyvoj v ¢ase)
Predpokladejme, Ze je vinovy vektor realny a Ze jsme disperzni relaci vyfesili vzhledem
k uhlové frekvenci w:

w=w(k); resp. @=ao(k)+ia, (k). (5.2)

Regeni v ¢ase miize byt podle znaménka w rostouci nebo tlumené. V rostoucim piipadé
muzeme zavést koeficient ndriistu nestability typu exp[yt] vztahem

y=w, =Im(w). (5.3)
Vzhledem k vyvoji v ¢ase rozliSujeme dva mody nestabilit:

C nestabilni mdéd (konvektivni mdd): V kterémkoli fixnim bod¢ bude po uréité dobé
amplituda poruchy s ¢asem klesat. Nestabilita ,,odtekla* do jiného mista.

A nestabilni méd (absolutné nestabilni mdd): V kterémkoli fixnim bod¢ bude amplituda
poruchy nartstat.

oy

oy
C mad

X0 X
Obr. 107: Rlizné zpUsoby nardstani nestability.
Rozdéleni na A méd a C mod mutize (ale nemusi) zaviset na volbé souradnicového sys-

tému. Nachazime-li se napfiklad u C moédu v soufadnicové soustave spojené s pohybu-
jici se poruchou, bude se pozorovateli jevit jako A maod.
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Reseni v k (vyvoj v prostoru)
Predpokladejme, ze thlova frekvence je realnd a ze jsme disperzni relaci vyiesili
vzhledem k vlnovému vektoru k:

k=k(w); resp. k=kj(o)+ik,(w). (5.4)

Reseni poruchy mize byt v nékterém sméru od zdroje exponencialné klesajici — potom
hovotime o evanescentnim modu, nebo rostouci — potom hovoiime o zesilujicim modu.

Nesvazané mody disperzni relace
Nékdy je mozné disperzni relaci rozlozit na jednotlivé mody

[0- o (K)] [0- o, (k)] [0-wy (k)] =0. (5.5)

Kazdé z hranatych zavorek miize byt vynulovana zvlast' a ptispéje jednou vétvi k cel-
kové disperzni relaci. Pfedpokladejme pro jednoduchost jen existenci dvou vétvi v je-
diné prostorové dimenzi

[@-a(0)]-[0-a, (k)] =0, (5.6)

které se protinaji v bod¢ P = (wy, ko):

Obr. 108: Dva médy disperzni relace.

V okoli mista kiizeni mizeme oba mody nahradit pfimkovou zavislosti

dw
o (k) = 0+ —L (k—ko) = @g+ v (k—ky) ;
aak (5.7)
w
(k)= wo+a—k2(k—ko) =wotvy(k=ko),

kde vy, v, jsou grupové rychlosti obou vétvi disperzni relace.

Svazané mody disperzni relace

Pokud se v plazmatu objevi dvé viny se stejnou vinovou délkou a frekvenci (obecné
zptsobené riznymi mechanizmy), budou se samoziejmé vzajemné ovliviiovat a energie
jednoho médu bude pumpovana do druhého a naopak. Nejjednodussi zpisob, jak oba
moddy provazat, je zavést nenulovou konstantu na pravé strané disperzni relace (5.6):

[a)—a)l(k)]-[a)— a)z(k)]:g. (5.8)
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Pro malé ¢ v porovnani s ¢leny na levé stran¢ hovoiime o tzv. slabé vazbé. Konstantu &
nazyvame vazebnou konstantou. Ukazme, Ze jeji nenulova hodnota zcela zméni portrét
kiizeni obou vétvi disperzni relace. Vyuzijme v rovnici (5.8) linedrni aproximace (5.7):

[@—ay —v (k—ko)|-[@0—ay —vy(k—ko)] =€ .

Diky vazebné konstanté jiz nemizeme kazdy z modu polozit roven nule, konstantou
jsou vzajemné svazané. V linearni aproximaci je posledni rovnice kvadratickou rovnici
jak pro w, tak pro k. VyfeSme rovnici v obou proménnych. Pro @ najdeme kombinaci
&= w— wg, v diskriminantu vyuzijeme, Ze (vitv2)2-—4vivy=(v;-v2)2. Analogicky
postupujeme pro vlnovy vektor. Oba vysledky jsou:

a)=a)0+%[(vl+vz)(k—k0)i\/(vl—vz)z(k—k0)2+4e}; (5.9)
_ 1 2 2
k=hy+ [(vl-kvz)(a)—a)o)i\/(vl—vz) (- a) +4€vlvz] (5.10)
1U1%)

Je zfejmé, Ze jiz nebude dochazet ke kiizeni modu a pro nékterd znaménka velicin &
a U1U; nebudou existovat redlnd feseni pro tthlovou frekvenci nebo pro vlnovy vektor.
Celkem mohou nastat ¢tyfi piipady znazornéné na obrazku. Oblasti neexistujicich real-
nych feseni jsou oznaéeny Sedymi pasy.

Obr. 109: Disperzni relace pfi vazbé médu.
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5.1.2 Vicesvazkova nestabilita

Uvazujme plazma slozené z rizné se pohybujicich tekutin nékolika druhti a. Pfi odvo-
zeni disperzni relace vyuzijeme nasledujicich predpokladi:

1. Plazma je neomezené. V plazmatu nejsou zadné hranice. Na nich by se feSeni
muselo navazovat a takovou situaci se budeme zabyvat v piisti kapitole.

2. Plazma je chladné. V pohybové rovnici nebudeme uvazovat gradient tlaku. Tento
predpoklad zjednodusi vypocet a umozni zjistit podminky nastupu nestability. Pti
jejim nasledném rozvoji dochazi k termalizaci plazmatu a predpoklad jiz neplati.
K popisu horkého plazmatu je nejvhodnéjsi vyuzit statistické metody, viz kapi-
tola 5.4.

3. Nestabilita je Fizena elektrickym polem. Zanedbavame magnetické pole, coz pod-
le rovnice rot E = —0B/0¢ vede na kxJE = 0, tedy poruchy jsou zpiisobené podél-
nym elektrickym polem. V nepfitomnosti vzajemného ptelévani poruch magne-
tického a elektrického pole neni nutné uvazovat rovnici pro ¢asovy vyvoj elek-
trického pole, postaci jen pocatecni podminka div D = py,.

Za vychozi soustavu rovnic budeme uvazovat

Ny .
—=+divnu, =0,
at aro

u
Mgy —ata +myng (uy-V)u, =0,n,E, (5.11)

divE =i2naQa :
=) o

Poruchy budeme ptredpokladat ve tvaru
Ny =Nyg + 00y, ; u, =ug, +ou,; E=0E.

Po provedeni standardni perturbacni analyzy a Fourierovy transformace ziskdme v prv-
nim fadu linearizovanou soustavu pro poruchy:

(w_k"UOa)ana _”Oa(k'aua) =0,

i(w-k-ugy,)du, =—&5E ,

My

ik~5E=iZQa5na.
&y o

Z prostiedni rovnice vypocteme poruchu du, a dosadime do prvni rovnice. Z ni ur¢ime
poruchu dng a dosadime do posledni rovnice. Vysledkem je disperzni relace

2 2
[0)
be 1, g, =Ml (5.12)

@ (0-k ug, ) Mo €
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Uvazujme jednoduchou situaci dvou svazkt pohybujicich se v jednom sméru (Bunema-
nova nestabilita; pro razné sméry svazkl v rychlostnim prostoru hovofime o Weibelove
nestabilité). V témze sméru se objevi porucha elektrického pole a vlna Sifici se podél
tohoto pole. Disperzni relace bude

2

v
foy=——2 B2 (5.13)

(0—kuy )’ (0—kuy )

U neporusenych rychlosti jsme pro jednoduchost vynechali index 0. Funkci f(w) na levé
strané muzeme snadno vykreslit do grafu:

S ()

Obr. 110: Leva strana disperzni relace.

Redeni nalezneme jako priseéiky funkce f(w) s jednotkou, f(w) = 1. Charakter feSeni
bude zaviset na poloze bodu C, kde ma funkce flokalni minimum. Pokud bude yc <1,
existuji Ctyfi realna feseni. V pfipadé, ze yc > 1 (Carkovana kiivka), budou existovat jen
dv¢ realna feSeni. Vzhledem k tomu, ze disperzni relace je étvrtého fadu v w, budou
v tomto pripad¢ dveé feSeni komplexni a rozvine se nestabilita. Kriticky bod nalezneme
z podminky

af _y
dw

=

5.14)
2/3 2/3 (
_ llz(lﬁol + ulllﬁoz

Oc=""73 " 3

wp” + W)
Podminku stability odvodime ze vztahu f(ag)<1:

2/3

(e +oit’ |
(uy —uy )2 .

Vztah odvodil Oscar Buneman (1914—1993) v roce 1959. Pro dostatecné kratké vinové
délky je v chladném plazmatu situace stabilni. Nestabilita vznikne vzdy pro dosti dlouhé
vlnové délky. V horkém plazmatu tomu tak ale nemusi byt, situaci je vhodnéjsi analy-
zovat metodami statistické fyziky, viz kapitola 5.4. Svazky se budou brzdit, ale nikoli
srazkami. Vznikne silné elektrické pole s vinovou délkou 1> A¢, které zpusobi jejich
postupnou termalizaci.

K > (5.15)
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5.1.3 Dva symetrické svazky

Uvazujme nyni dva stejné svazky pohybujici se symetricky proti sobé. Disperzni relace
ma jednoduchy jednodimenzionalni tvar

“% + % 1. (5.16)
(w—kuo)z (a)+ku0)2

Po roznasobeni ziskame bikvadratickou rovnici pro tthlovou frekvenci, ktera ma reseni

@ =@ +kPug o\ + 4k g (5.17)

Je ziejmé, Ze po prvnim odmocnéni jsou vSechna feSeni realna. Oblast realnych feSeni
(a tedy stability) ziskame bud’ ptimo z relace (5.17) nebo z jiz pripravené Bunemanovy
podminky stability (5.15):

kzzzw—gz - EEW—OG(—w,—ﬁ>U<+ﬁ,w). (5.18)
uj @y

Disperzni relaci (5.17) je vyhodné piepsat do bezrozmérného tvaru

(5.19)
=

Po odmocnéni dostaneme ¢tyfi feSeni, obecné komplexni ve tvaru @ = @ +i®, . Redlné
i imaginarni ¢asti disperzni relace jsou vykresleny v nasledujicim grafu:

Obr. 111: Realné a imaginarni vétve disperzni relace.
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Povsimnéte si, Ze pro velké vinové vektory (na obrazku k) jsou 4 redlna feSeni v w. Pro
malé vinové vektory (bezrozmérmé) z intervalu (—V2, V2) existuji jen dv& realna feseni
a dvé komplexni (na obrazku vektor k). Pro nestabilitu je klicovy bod K na obrazku, ve
kterém je nejveétsi hodnota imaginarni ¢asti thlové frekvence a tim i nejvétsi koeficient
narQstu nestability. Jeho vodorovnou soufadnici nalezneme jako lokalni maximum dis-
perzni relace (5.19). Derivaci pravé strany polozime rovnu nule a ziskdme hodnotu

k =~3/2. V tomto bod& dava disperzni relace (5.19) &tyfi feSeni

o m
O=*—, o=*
2
Z hlediska nestability nas zajima imaginarni feSeni, soutadnice bodu K jsou (V3/2, 1/2)
a koeficient maximalniho ristu nestability

N |~

y=Im(@) = Im(@) @, = % : (5.20)

Pro dva rtizné svazky lze provést obdobny rozbor, jen disperzni relace jiz nebude symet-
ricka jako v naSem piipad¢. Nastup dvousvazkové nestability znamena rozvoj vin a nas-
lednou termalizaci obou svazkt. Jejich energie se tedy nakonec proméni v energii tepel-
nou. Tam jiz ale naSe pfiblizeni chladného plazmatu neplati. Nestabilita dvou symetric-
kych svazkil se Casto pouziva k testovani rtiznych simulacnich algoritmil pro pohyby
nabitych cCastic. Elegantni analytické feSeni a oblast nastupu nestability je v numerické
simulaci snadno ovéfitelna.

Obr. 112: Numericka simulace dvousvazkové nestability (O. Hastings, E. Liang, Rice Uni-
versity) pro dva svazky prolinajicich se pozitron(. Na spodnich ¢tyfech obrazcich je ¢a-
sovy vyvoj nestability ve fazovém prostoru (x, p). Na pocatku byla hybnost svazkd +pq.
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5.1.4 Nestabilita typu svazek-plazma

Vénujme nyni pozornost svazku, ktery interaguje s klidnym plazmatem. Z obecné dis-
perzni relace (5.12) mame
2
10}
pb

%
——+—=1, (5.21)
(0—hkuy,)” @

kde jsme oznacili w, plazmovou frekvenci plazmatu, w,, plazmovou frekvenci svazku
a uy, jeho rychlost. Podminku stability (5.15) snadno pfepiSeme do tvaru

@ w 2/3 3/2
ko> 24| 2 . (5.22)
Uy, Cl)p

V limit¢ slabého svazku (tak se nazyva situace, kdy plati wpp << wp, napfiklad pro ionty
pronikajici do elektronového plazmatu) pfiblizné plati k > cwp/up. Disperzni relaci (5.21)
lze snadno pfepsat do jiného elegantniho tvaru:

|0 - || (@ kup)” -y | = e (5.23)

Jde o tvar analogicky (5.8), v nasem pfipadé jsou Ctyfi vlnové mody svazané vazbou.
Nékdy se hovoti o c¢tyivinné interakci. Limita slabého svazku je soucasné limitou slabé
vazby, tj. malé konstanty na pravé strané.

Nestabilita typu svazek-plazma je velmi Casta. Objevuje se ve slune¢nim vétru po-
bliz razovych vin planet, pti prostupu riznych plazmovych vytryskil okolnim prostie-
dim. Vysledkem je termalizace svazku. T¢é lze vyuzivat i pti ohfevu plazmatu pomoci
svazkil nabitych ¢astic.

5.1.5 Dalsi nestability (driftova, Weibelova)

Dalsi situace, kdy se v plazmatu pohybuji dvé tekutiny opaénym smérem, nastava
v pfitomnosti driftovych pohybt. U vétSiny drifti se elektrony a ionty pohybuji opac-
nym smérem, a proto mize dojit k rozvoji nestability. Podminka stability (5.15) dava

3 3/2

2/
k > &' 1+[ﬂj . (5.24)

- |UDi ~Upe wpe

Nestability vzniklé vzajemnym prolindanim dvou nebo vice prostfedi s riznymi rych-
lostmi obecné nazyvame vicesvazkové nestability. Neni to nazev pfili§ $tastny, nebot’
ne vzdy musi jit o svazky. V 1D piipad€ (rychlosti vSech prostiedi, elektrické pole
a vlnovy vektor maji stejny smér) hovotime o Bunemanové nestabilité. V ptipad¢ ani-
zotropie v rychlostnim prostoru (2D a 3D ptipad) hovotime o tzv. Weibelové nestabilité
(E. S. Weibel, 1959).
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X

Obr. 113: Weibelova nestabilita. Prvni radek je v (x, y) prostoru, druhy v (x, p) prostoru.
0. P. Hastings, E. Liang, Rice University, PIC simulace, 2007.

5.2 Plazma s hranici a vyménné
nestability

5.2.1 Zakladni vztahy, vektor posunuti

Budeme uvazovat plazmatické prosttedi s rozhranim v rdmci idedlni magnetohydrody-
namiky. Tedy zanedbame difuzni ¢len, posuvny proud (vysokofrekvenéni déje) a samo-
ziejmé predpokladame, Ze vinova délka déju je vetsi nez stiedni volna draha vSech cas-
tic (jinak by nebylo mozné pouzit teorii kontinua).

Pritomnost hranice zna¢né komplikuje feSeni tlohy. Musime nalézt feSeni na obou
stranach hranice a tato feSeni na hranici navazat. Tato tloha vyzaduje znalost pribéhu
perturbované hranice a budeme se ji zabyvat v této kapitole. Dalsi komplikaci je, ze
zékladni neperturbované fesSeni jiz zpravidla neni konstantni, ale zavisi na nékterych
proménnych, napiiklad na vzdalenosti od hranice. V takovych proménnych jiz neni
mozné hledat periodickou poruchu jako dfive. Uvazujme nejprve rovinné rozhrani a po-
té valcové rozhrani (plazmové vlakno).

Rovinné rozhrani

Predpokladejme rozhrani v roviné (xz). Klidové feSeni mize byt funkci vzdalenosti,
tedy funkci y. Perturbace klidového feseni proto bude mit tvar

Ve =w(N+y; Sy =y (y)eTiETien (5.25)
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Porucha se nyni sklada ze dvou casti: neperiodické, kterou oznacujeme y, a periodické,
ktera je obsazena v kmitavé exponenciale. Periodicka ¢ast povede na algebraické vztahy
jako diive, neperiodické na diferencidlni rovnice, které bude tfeba fesit. Index 1 u nepe-
riodické ¢asti oznacuje, ze se nachdzime v prvnim fadu poruchové teorie. V promeén-
nych, kde to je mozné, provedeme opét rozklad na parcidlni viny, coz povede na sadu
pravidel pro piislusnou Fourierovu transformaci:

d;, »—iw; 9, —ik,; d, > d/dy; 9, ik, . (5.26)

Jedinou zménou je tedy to, Ze v proménné y, kterd nemtize byt diky hranici periodicka,
derivace zlistane. Stane se vSak obycejnou derivaci, protoze po aplikaci pravidel jiz ve
vyrazech z4dn4 jind proménnd neZ y nezlstane.

y

4

Obr. 114: Rovinné rozhrani dvou prostredi.

Valcové rozhrani

Predpokladejme nyni valcové rozhrani plazmového vlakna neboli pince. Klidové feseni
(naptiklad Bennettovo feseni) bude funkci radialni vzdalenosti od osy vlakna. Pertur-
bace klidového feseni proto bude mit ve valcovych soufadnicich tvar

Wt r,.2) = po (r) +y, (r)e o TR (5.27)

Porucha Jdy se opét bude skladat z neperiodické Casti w,(r) a kmitavé exponencialy.
Reseni musi spliiovat periodicitu v polarnim thlu ¢:

y(t,r,o+2m,z)=y(t,r.pz). (5.28)

M

7

Obr. 115: Valcové rozhrani dvou prostiedi.

Tuto podminku splnime, pokud plati

oho? o022k = 0,41,42, .

@

Cislo m nazyvame ¥ad (méd) poruchy resp. nestability a vyraz (5.27) ziska tvar

W(t,r,0,2) = Wy (r) +y (r)eMPTRETO0 0 21,42, (5.29)
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Odpovidajici pravidla pro rozklad do parcialnich vin jsou

J »—-iw;  d, »dldr; 9, —im;  d. —ik. . (5.30)

Proménna r je neperiodicka a v rovnicich zlstane véetné svych derivaci. Prvni tfi mody
poruchy jsou znazornény na nasledujicim obrazku

Obr. 116: Prvni tfi médy poruch.

Poznamka 1: Pokud bychom ztotoznili levy a pravy okraj vlakna (jde o jednodu-
ché priblizeni toroidalni geometrie), musi platit y(z, r, ¢, z) = w(t, r, ¢, z+L), kde L
je délka vlakna, coz vede na podminku

k, = 277[11 ;o o= l//l(r)exp{im(/ﬂriz?ﬂnz—ia)t} ; n=0,1,2... (5.31)
Poznamka 2: Obecna hranice vede na poruchu
iq, k,—1at
V(G dp) =W (@) +¥1 (@) e PP (532)

kde gy, jsou neperiodické proménné a q;, periodické proménné.

Vektor posunuti

U problému s hranici nas vétSinou nezajima rychlostni pole, ale vektor posunuti zvolené
oblasti plazmatu definovany vztahem

t
5&(1,x) = j su(t,x)dz’. (5.33)

fo
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Opacna relace ma tvar

ou=—>. (5.34)
ot

V pocatecnim Case je vektor posunuti nulovy. Tato vlastnost ale jiz neplati pro jeho

parcialni Fourierovy komponenty, ze kterych se vysledny vektor slozi. Opét budou mit

periodickou (q,) 1 neperiodickou (q,) ¢ast:

it

iq.K.—
08, = §la)(Qn)elqp P 68 = Iﬁga) do. (5.35)
U parcialnich vin se index w zpravidla piSe jen tehdy, mohlo-li by dojit k zdméné.
Vektor posunuti vyjadiuje posunuti kazdého vnitiniho elementu plazmatu v pribéhu
poruchy. Pravé pies tento vektor bude definovan i tvar nové, naruSené hranice.

Obr. 117: K definici vektoru posunuti.

Zakladni rovnice pro vektor posunuti

Vyjdéme ze standardni soustavy idealni magnetohydrodynamiky pro jednoslozkové
plazma s polytropni stavovou rovnici (3.56), k pohybové rovnici pfidame ¢len s tiho-
vym zrychlenim:

aa—’?+div(pu)=0,
pa—u+p(u~V)u = -Vp +pg+r0thB,
dt Ho
(5.36)
P

5 +u-V)p + ypdivu = 0,

9B _ rot(uxB).
ot
Nyni provedeme linearizaci:
pP=po(An)+dp; u=odu; p=py(q,)+p; B=By(q,)+B. (537)
Zakladni feseni je ovSem funkci nékterych prostorovych proménnych, proto jiz nebu-

deme moci pfesouvat toto feSeni pred prostorové derivace a nebo pokladat jeho derivaci
rovnou nule. Vysledkem linearizace bude soustava (vypisujeme jen ¢leny 1. fadu)
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a{%mw(poau):o,

B
Py ddu _ —V§p+g§p+r0t§BXB0 Jr1r0t 0
ot H Hy

xO0B ,

(5.38)

aaitp+(5u-V)p0 + ypodivéu = 0,

doB
> rot(SuxBy).
V dal$im kroku dosadime za poruchu rychlostniho pole du = dd§/dz. Vyuzijeme, Ze
v linearizované soustavé jsou jediné Casové zavislosti v perturbovanych c¢lenech typu
oy. Veli¢iny typu yg jsou jen prostorove zavislé. S vyjimkou druhé rovnice bude mozné
vSechny integrovat v ¢ase (od nuly do Casu ¢). Integracni konstanty v urcitych integra-
lech nebudou, v dolni mezi jsou poruchy nulové:

5p+d1V(p0§§) =0 ,

2
a—52§:—V5p+g5p+mté‘BxBO+r0tBO><5B,
ot Ho Ho (5.39)
Op+(68-V)py + ypydivég = 0,

OB =rot(5EXBy).

Po

Druha rovnice (pohybova rovnice) je rovnici pro vektor posunuti. Z poslednich dvou
rovnic do ni dosadime za dp a dB, z prvni rovnice za dp. Vysledek je

925 . .
poang= V(6§-V)py + V(ypgdivog) —gdlv(poﬁﬁ) +

toB tB
ro ><B0+ro 0
Ho Ho

OB =rot(JExBy)).

+ x0B;  kde (5.40)

Prava strana je linearnim diferencidlnim operatorem pusobicim na poruchu vektoru
posunuti

2
20 aag =9 5¢€. (5.41)

V celém odvozeni nebyl proveden Fourieriiv rozklad na parcialni viny. Budeme-li pied-
pokladat ¢asovy pribéh ve tvaru exp[—iw?], mame

9 58 = —pyw* 5. (5.42)

Jde o problém vlastnich hodnot operatoru % vlastni ¢islo je funkei tthlové frekvence.
Na navazovani feSeni na hranici zavisi, zda bude mit operator diskrétni spektrum, a tim
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poruchy diskrétni mody s frekvencemi w,,, a nebo bude mit spojité spektrum a frekven-
ce poruch w bude libovolna. Celkové feseni potom slozime obvyklym zptisobem

5E=>a, e @l resp. 5&= ja(a)) e dg. (5.43)
n

4]

Lze ukazat, ze v idedlni magnetohydrodynamice (nestlacitelnd dokonale vodiva teku-
tina) je operator 4 hermitovsky ve smyslu skaldrniho soucinu

{flg)=[1" 0 g0dx=[ £, g0, (5.44)

tedy pusobi v obou ¢astech skalarniho soucinu stejné:

(t

Prvky prostoru povazujeme za komplexni, nebot’ k popisu vinéni vyuzivame komplexni
vlnové funkce. Operator ma proto realna vlastni ¢isla a mohou nastat jen piipady w2 >0
(stabilni feSeni) nebo w2 < 0 (frekvence je ryze imaginarni a feSeni nestabilni). V ryze
imaginarnim ptipadé obsahuje feSeni jak exponencialné rostouci mody, tak exponenci-
aln¢ tlumené (evanescentni) mody, nezlstane vSak pfitomna kmitava ¢ast. V neidealni
magnetohydrodynamice s disipaci magnetického pole muize mit hlova frekvence real-
nou i imaginarni Cast a feSeni jak exponencialni, tak kmitavou cast.

(I,A’g>=<(/3f

g> . (5.45)

Z rovnice (5.41) je ziejmé, ze vyraz f= 7% 0§ piedstavuje hustotu sily pusobici na
plazma. NapiSeme-li potencidlni energii jako zaporné vzatou praci, mame

oW =—[ 88 -9 68 Px =-[ 69 6, d*x = —<5§

7 5§> . (5.46)

Pokud se potencialni energie pfesunem plazmatu o § zmensi oproti pfedchozimu stavu,
plazma muize (ale nemusi) pfejit do nové energeticky vyhodnéjsi konfigurace. Pokud by
se ale potencialni energie méla pohybem plazmatu zvysit, samovoln¢ k tomu nikdy
nedojde. Postacujici podminkou pro stabilitu plazmatu tedy je

(o

7 5§> <0. (5.47)

5.2.2 Navazovani vektorovych a skalarnich poli na hranici
Je-1i bod ptivodni hranice x(, je bodem nové hranice v prvnim fadu poruchové teorie

X =Xg +0§(2,Xq) . (5.48)

Po dosazeni feSeni za vektor posunuti pro konkrétni situaci mame rovnici nové hranice,
ke které standardnim postupem (zapiSeme hranici v implicitnim tvaru a najdeme gradi-
ent) odvodime normalovy vektor, ktery bude mit ¢ast nultého i prvniho fadu:

n=ny+on. (5.49)

Zname-li rovnici hranice a normalovy vektor k ni, miZeme jiz na hranici navazovat
vektorova i skalarni pole.
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Spojitost normalové slozky vektorového pole
Prepokladejme, ze normalova slozka pole je spojitd (napiiklad magnetickd indukce),
potom na hranici plati

K -n=const, (5.50)
coz v prvnim fadu poruchové teorie dd podminku pro navazani feSeni na obou stranach

K, -on+JK-ny = const. (5.51)

Dosadime-li za poruchy parcialni viny a na obou stranach rovnosti zkratime periodické
¢asti, mame finalni podminku pro navazani

Ky -n; +K; -ny =const. (5.52)

Spojitost tecné slozky vektorového pole
Prepokladejme, Ze tecna slozka pole je spojita (napfiklad intenzita elektrického pole),
potom na hranici plati

Kxn = const (5.53)
a obdobnym zplsobem jako v minulém piipad¢ dostaneme podminku navazani

K¢ xn; +K;xng =const . (5.54)

Spojitost skalarniho pole

Uvazujme jakékoli skalarni pole, které ma byt na hranici dvou prostredi spojité (napii-
klad celkovy tlak):

w(1,X) = Yo(x) + Oy (1,X) . (5.55)
Na nové hranici bude mit pole hodnotu
w(t,xg +68) = Wy (Xg +68) + oy (t,xy + 68) =
=Yo+(68-V)y + oy +(58-V)oy ,

na pravé strané jsme provedli Taylordv rozvoj obou ¢lenti do prvniho fadu (vSechny
¢leny bereme v argumentu X,). Pfedpokladejme, Ze v nultém fadu je nasSe skalarni pole
spojité, potom staci fesit spojitost v prvnim fadu poruchové teorie, coz da

(68-V)yy + 0y = const .

Dosadime-1i za poruchy opét parcialni viny a na obou stranach rovnosti zkratime perio-
dické ¢asti, mame finalni podminku pro navazani skalarniho pole

(& -V)wy +y; =const . (5.56)
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5.2.3 Nestability plazmového vlakna

Uvazujme nejjednodussi mozné plazmové vlakno s valcovou symetrii, ve kterém tece
elektricky proud jen po povrchu. (Druhym nejjednodussim ptipadem by byl Bennettiv
pin¢ s konstantni proudovou hustotou v celém prifezu a parabolickym pribéhem tlaku.)
Jedinou neperiodickou proménnou bude radialni vzdalenost, tedy kazdé feseni bude mit
tvar (5.29).

Obr 118: Volba souradnic u valcového vlakna.

Reseni uvnit

V tomto jednoduchém ptipad¢ plyne z Maxwellovy rovnice rot H =j, Ze rovnovazné
magnetické pole uvnitt je nulové a z rovnice rovnovahy jxB=-Vp, Ze tlak je kon-
stantni. Celkové tedy pro rovnovazné feseni uvnitt mame vSechny veli¢iny konstantni
(to by neplatilo u Bennettova pince):

Po =const ; P =const ;

(5.57)
Uy = BO =0.
Z rovnice pro vektor posunuti (5.40) v tomto pfipadé zbude jen
—pp @08 =ypyVdivag; 08 =§,(r)e" P (5.58)

V principu mizeme vektor posunuti ur¢it z této rovnice. Jedinou neperiodickou pro-
meénnou je radidlni soufadnice a tak jde o tfi vzajemné provazané obycejné diferencialni
rovnice pro komponenty {1, &1¢, €1z V takto trividlnim ptipadé by ale tento postup byl
zbytecné slozity. Pfimo z rovnic (5.39) po dosazeni rovnovazného feSeni mame

@’ pyo§=Vop,
Op+ypydivég =0, (5.59)
SB=0.

Z posledni rovnice okamzit¢ vidime, ze porucha magnetického pole uvniti vlakna je
nulova a proto je nulova i neperiodicka ¢ast

B =0. (5.60)
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Prvni dvé rovnice v (5.59) tvofi soustavu rovnic pro vektor posunuti 6§ a pro poruchu
tlaku dp. Vyloucime-li z rovnic poruchu tlaku, ziskdme rovnici (5.58) pro vektor posu-
nuti. Pokud naopak dosadime za J§ z prvni rovnice do druhé rovnice, ziskame skalarni
rovnici pro poruchu tlaku a po jejim vyfeSeni jiz snadno dopocteme vektor posunuti
z prvni rovnice. Tento postup zvolime:

2
(V2+w—2j5p=0; 2= (5.61)
c Lo

S
Nyni vyjadiime Laplacetiv operator ve valcovych soutadnicich podle (C.9):

13( a5pj+iaz5p+325p+a)_2

o\ Tor  og? 0P cS2

p=0.

Po aplikaci pravidel (5.30) nebo piimém dosazeni dp = p1(r) exp[img+ikz] a zkraceni
kmitajici ¢asti feSeni mame rovnici

dp  d ’
el W B [ R - ) P (S (5.62)
dr? dr Cs2
Oznacme
Cl)2
q2 = k2 - xX=qr. (5.63)
c

Veli¢ina g mize byt obecné komplexni, ale pro y — oo, coz odpovida isochorickému
dé&ji a tedy nestladitelné tekuting, je g2 > 0. S timto oznaCenim ziska rovnice tvar modi-
fikované Besselovy rovnice

2

xzdﬁ+xdﬂ—[m2+xﬂpl =0, (5.64)
dx2 dx

jejiz obecné feseni je (viz dodatek A4)

pi(r) = ALy, (qr) + BK,, (qr) . (5.65)

Vzhledem k tomu, Ze pro » — 0 funkce K, diverguje, je konstanta B nulova a feSeni
tedy je

p(r) = Al (qr). (5.66)
Jako posledni krok nalezneme vektor posunuti z prvni rovnice (5.59):
55 = 21 Vop= 21 [i,li’ijA[m(qr)eim(pﬁkz—iwt _
" Py " Py arra(paz
e B g
" po " por @ Py

Pro neperiodickou ¢ast vektoru posunuti plati
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A imA kA
§1=[ 1 T 1mJ. (5.67)
o’ Po K Por WPy

Celkove tedy pro neperiodické Casti poruch mame uvniti plazmového vlakna ve vélco-
vych soufadnicich (7, ¢, z) feSeni

BO =(09050)9 B] =(050a0)9
Ppo =const, p=41,(@qr), (5.68)
A ikA
8o =(0,0,0), §1"{ 1 —— Ly (gr),——1 (qr)J
o’ Po /70” »’ Po

Reseni vné
Vné plazmového vldkna rovnovazné magnetické pole ubyva podle Ampérova zakona
jako 1/r alze pro n¢ho psat

.
By = By(1)-" ey (5.69)

kde rg je polomér vlakna. Vné neni plazma a tak jsou poruchy pi i § nulové. Jediné
nenulova bude porucha magnetického pole, pro kterou vné vldkna plati Maxwellova
rovnice rot 0B = 0. Porucha magnetického pole je tedy nevirova a musi existovat ska-
larni potencial:

oB=Vop. (5.70)

Divergence magnetického pole musi byt nulova, tj. div(By+dB) = 0. Vzhledem k tomu,
ze pro rovnovazné feseni plati div Bg = 0, musi platit i div 0B = 0. Kombinaci s (5.70)
mame pro potencial poruchy rovnici

V256 =0. (5.71)

Rozepiseme-li Laplacetv operator do valcovych soutadnic, dostaneme pro jeho neperio-
dickou ¢ast rovnici

r? d2¢21 +r%—[m2+k2r2]¢l =0. (5.72)
dr dr
Za vnitini proménnou tentokrat zvolime
x=kr, (5.73)
a dostaneme opét modifikovanou Besselovu rovnici

d’¢  d
x2 i +rﬂ—[m2 +x2]¢1 =0 (5.74)
dxz dx

s feSenim

¢(r)=ClI,,(kr)+ DK, (kr) . (5.75)
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Vné vlakna pro r — oo diverguje funkce 7,,,, takze feSeni je
¢,(r)=DK,, (kr). (5.76)

Nyni jiz snadno nalezneme poruchu magnetického pole z rovnice (5.70), neboli

010 0 imo+ikz—i 010 0
SB=V o imp+ikz—iwt DK o 1m(,/)+1kz 1a)t
= ( 8(p8j¢le (arra(paJ (e

Po provedeni derivaci a oddéleni kmitajici ¢asti mame vysledek

B, = (DkK,’n, iDm kDK j (5.77)
Shriime tedy vysledky vné vlakna:
B, = (0, B, (ro)r70, o) , [Dkl( ), 2™k (), i kDK (kr)j
&p =(0,0,0), €, =(0,0,0), (5.78)
P =0, n=0.

Navazani reSeni
Nejprve nalezneme vektor normaly k hranici proudového vlakna, pro kterou plati
=1y +&, () MO (5.79)
Hranici zapiSeme v implicitnim tvaru
F(t,r,@,z2)=-r+n+4&, (rO)eim(erikZ_iwt =0 (5.80)

a vektor normaly ur¢ime jako gradient

L _vp [aaF 13F aaFJ [_Limflr eim¢+ikz—iwt’iké;lreimqpﬁkz—ia)tJ‘ (5.81)
rorde oz r

Vektor normaly mtizeme rozdélit na pivodni a perturbovanou ¢ast n =ng+dn a poté
z perturbované ¢asti oddelit neperiodickou ¢ast:

ng =(-1,0,0), (5.82)
imé:lr ime+ikz—iwt
on=|0,——,ik&,, |emoTETOn (5.83)
r
n = ( fl’ ikglrj. (5.84)

To je vSe co potifebujeme pro uspéSné navazovani: feSeni uvniti (5.68), feseni vné (5.78)
a ¢asti vektoru normaly ng a ni. Jako prvni navazme normalovou slozku magnetického
pole B-n podle vztahu (5.52):
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vné

[BO -y +B1 'no] (585)

uvnité

Uvnitf vldkna je vyraz nulovy a venku da Boyni, + B, nor = 0. Vzhledem k tomu, Ze
hranice je spolecna, musime za vektor posunuti &1, dosadit z vnitiniho feSeni. Ve vSech
vyrazech provedeme limitu » — rg:

A{imBo(”o)q

I, (qro)}D[kK,'n (krp)]=0. (5.86)
a Pty

Zbyva navazat celkovy tlak w = p+ B?/ 24y podle vztahu (5.56):

d B2 B. B vné

0pB1

Gy — ot p 2 =0.
dr 24 Ho

uvnitt

Opét dosadime nalezend feSeni uvnitf i vné, hranice je spolecnd (tedy dosazujeme
vnitini), provedeme derivaci a poté ve vSech vyrazech limitu » — rp:

B} , imB
A| 1, (grp) +——2— 1}, (g1 —D{ °Km<kro)}=0. (5.87)
@” Po oy Hoo

Rovnice (5.86) a (5.87) jsou soustavou rovnic pro hledané integracni konstanty 4 a D.
Netrivialni feSeni bude existovat jen tehdy, pokud bude determinant soustavy roven
nule:

imBy(r))q ., imB, , Blq .,
- (‘IVO){ K, (kro)}rka(kro) Ly (qry) +——=—1,,(qn) | = 0.
@’ poty Hoh " pototy
Posledni dva vyrazy roznasobime a z rovnice vypoéteme w”:
2 ’ 2 2
o =-UAL In(@) |y " Ky b) |2 Bo ). (5.88)
ro Iular) | ki Ky (krp) Poto

Ziskali jsme tak disperzni relaci v nasem jednoduchém piipad€ a soucasné vlastni ¢isla
problému (5.42).

Rozbor FeSeni

Ziskana disperzni relace je skute¢né takova, jak jsme jiz avizovali u rovnice pro vektor
posunuti — mohou nastat jen pfipady w? > 0 (stabilni feSeni) a w2 < 0 (frekvence je ryze
imaginarni a feSeni nestabilni). Zakladni podminka stability je

2 ’ 2

VA Imlan)|, m” K;,n(kVO) <0
rn  1,(qn) kry K, (kry)

Uvédomime-li si (dodatek A4), ze funkce I, je vzdy kladna a stejné tak jeji derivace I',

veli¢ina ¢2 je v rezimu blizkém nestlaéitelnému (idealni magnetohydrodynamika, y vel-
ké) také kladna, ziskame finalni tvar tzv. Kruskalovy-Safranovovy podminky stability.
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2
K
> Lo K Gry)

? (5.89)
kl”o Km (ki"o)

Povsimnéte si, Ze jedina veli¢ina obsahujici materidlové vlastnosti plazmatu ¢ ve final-
nim vztahu neni. Oznacime-li x = kry, miZeme podminku piepsat do tvaru (K, je klad-
né, K'y, zaporné):

F(x)=xK,,(x)+m*K,,(x) > 0. (5.90)

Podminka stability v tomto tvaru je vhodna pro grafické feSeni (vykreslime levou stranu
vztahu a sledujeme, zda je vysledek kladny). Z obou poslednich vztahii je okamzité
vidét, Ze pro m = 0 neexistuje feSeni a vlakno bude vzdy nestabilni vii¢i porucham modu
0. Totéz lze ukazat pro méd m = 1.

@ B m=1 ﬁ

m=0

i) i)

Obr. 119: Nulty a prvni mdd poruchy vldkna.

Nestabilitu m = 0 nazyvame kordlkovad nestabilita (sausage instability), nestabilitu m = 1
smyckova nestabilita (kink instability). V obou piipadech se objevi silnéjsi pole (hustsi
magnetické induk¢ni ¢ary) na ,,nespravném‘ misté a tlak magnetického pole pocateéni
deformaci nadéle prohlubuje.

L m=0 r m=1
S S
R R
1 1 1 1
1 2 _—a——"7 | X 1 2% 4
P \\_,/’
//
7
1L 1
0.05 m=2 l‘ 0.0001[ ,,, =3 ||
S \ = |
& \ & \
\\ — 1 1 1 1
2 \4_-6738 X 2 4 6 8\ X
\\_,//
—-0.05 —0.0001

Obr. 120: K vypoctu stability vidakna.
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Na grafech v obrazku 120 je vykreslena leva strana nerovnosti (5.90). Prvni dva mody
nemaji zadné nulové feSeni a jsou vzdy nestabilni. VSechny dalsi mody jsou stabilni pro
x < xp, které je pro prvnich pét modu v nasledujici tabulce:

méd m 0 1 2 3 4 5

Xo = kro - - 3,04 8,02 15,01 | 24,01

Tabulka: Argumenty, pro které prochazi grafy nulou

Pro xq plati ptiblizna formule
xo=m>—1. (5.91)
Od médu 2 je feSeni stabilni pro krg < xo, tedy pro vinové délky
2rn

A > — m=2,3.... (5.92)
m- -1

Reseni pro nenulové osové pole

V piipadé, Ze by na pocatku existovalo osové pole By, budou prvni dva médy jiz ale-
spon v nékterych oblastech parametri stabilni. Osové pole ma na proudové vlakno sta-
bilizujici ucinek.

Obr. 121: Obecnéjsi pfipad plazmového vlakna.

Obdobnym postupem mizeme ziskat disperzni relaci i nyni. Uved'me jen vysledek,
ktery je nutné fesit graficky, pro prvni dva médy budou existovat stabilni oblasti feseni:

2 , 2 ’
1 K., (kr 1
wzzkzvi,in_[kvA,ex +mv_AJ q In(qny) Ky (kry) — vaq Ly (qrp) |

o )k L,(ary) Ky (kry) 1y 1,(qry)”

2 2 2

B By : B,
sz 0(}’0); Ui,inz 0,in : ZA,eXE 0,ex : (5.93)
PoHo Poloy PoHo
2 2, 2\(.2 2,2
, (-0 - i)
q =

k- let - o i
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5.2.4 Rayleighova-Taylorova nestabilita

Rayleighova Taylorova nestabilita (RT nestabilita) vznikd na rozhrani dvou tekutin
ruznych hustot (napiiklad je-li v gravitacnim poli hustsi kapalina ,,nad* fidsi). Pro teku-
tiny v konstantnim tihovém poli byla poprvé tato nestabilita popsana anglickym fyzi-
kem, lordem Rayleighem (1842—1919) v roce 1883. Anglicky fyzik a matematik Geo-
ffrey Ingram Taylor (1886—1975) zobecnil tuto nestabilitu v roce 1950 i pro jakékoli
konstantni zrychleni, které mifi smérem od hustsi k fidsi tekuting. V takové situaci se
snazi hustsi tekutina zaujmout polohu ,,pod* fidsi tekutinou (v daném poli) a pocatecni
poruchy na rozhrani se rozvinou do charakteristickych ttvard podobnych prstim a poz-
déji klobouckiim hub. Nékdy se nestabilitam tohoto typu fika vyménné nestability, pro-
toze si rizné oblasti tekutiny vyménuji pozici a ,,hledaji” stav s nizsi energii. Typickym
prikladem jsou dvé nemisici se kapaliny nalité do sklenice tak, aby hustsi kapalina byla
nad fidsi. RT nestabilita ale vznika i pfi inverzi na rozhrani dvou vzdusnych mas nebo
pri interakci expandujiciho hvézdného vétru s Krabi mlhovinou, jez je poztstatkem po
explozi supernovy pozorované v roce 1054. RT nestabilita je zodpoveédna i za htibovity
utvar vznikajici pfi atomovém vybuchu. V misté exploze vznikne lehky a horky plyn,
ktery za pomoci RT nestability pronika vzhiru.

Obr122: Numericka simulace rozvoje Rayleighovy-Taylorovy nestability.
Pittsburg Supercomputing Centrum.

V roce 1954 ukazali Martin Kruskal (1925-2006) a Martin Schwarzschild (1912—-1997),
7e pritomnost magnetického pole mize u kratkych vinovych délek zabranit rozvoji této
nestability na rozhrani dvou druhi plazmatu.

Soufadnicovou soustavu zvolime tak, aby rozhrani obou prostiedi bylo v roviné
y=0. Pfedpokladejme, ze ve sméru osy y pisobi homogenni tihové pole a na plazma
pusobi vn&jsi magnetické pole By rovnobézné s rozhranim. Na rozhrani obou prostredi
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se rozvine mala porucha. Osu z mtizeme opét volit ve sméru magnetického pole a zajis-
tit tak kompatibilitu s pfedchozimi vypocty. Jinou moznosti je volit osu z ve sméru
Sifeni poruchy — periodicka ¢ast pak bude mit jednoduchou zavislost exp[ikz]. Postup
odvozeni, ktery nasleduje, na volbé osy z nezavisi. Dilezité je jen, Ze vektory Bg a k
jsou rovnobézné s rozhranim. Pro uréitost predpokladejme soufadnicovy systém zvo-
leny dle obrazku:
y
gl oy

z BO « k pa

Obr. 123: Volba soufadnicového systému.

Vypocet vektoru posunuti
Pfi nasi volbé soufadnicového systému budou mit poruchy tvar
VEX) =y +SYEx);  Sytx) =y (el el (5.04)
U vektoru posunuti budeme pro jednoduchost index 1 vynechavat
S8(1,x) = §(y)ellirrimmer, (5.95)
Z geometrie problému pro jednotlivé veli¢iny plyne
k = k” = (kx,O,kz) 5
g(y) = fiey +§|| = (f”xngJf”z) 5
BO = BO(y) = (BOxa Oa BOZ) 5
Po=po(»); po=pro(»).

(5.96)

Symbol || znamena rovnobézny s rozhranim, symbol L znamena kolmy na rozhrani
(tedy ve sméru osy y). Hodnota By je v nasi geometrii nulov4, ale pro dalsi odvozeni to
neni podstatné. Pro jednoduchost budeme piedpokladat nestladitelné plazma, tj.
div 6§ = 0. Po rozepsani da tato podminka jednoduchy vztah

& +ik-§ =0 = & +ik-§=0 = k§=if]. (5.97)

Céarka ve viech vyrazech znamena derivaci podle jediné neperiodické proménné y.
V rovnici pro vektor posunuti (5.40) uréime nejprve poruchu magnetického pole v dané
geometrii (div By = 0; div § = 0):

OB =rot (5§x By ) = (B, -V)5& —(5§-V) By =i(By k)5~ 5, By.  (5.98)
Poruchu dosadime do rovnice (5.40) pro vektor o€, ktera pro nestladitelné plazma dava

tOB rotB
ro XBO + 0

~@’py 5§ = V(5§-V)p, — gdiv(py5E) +
Ho Ho

xSB. (5.99)
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V rovnici rozepiSeme vSechny ¢leny, provedeme derivace, zkratime periodické casti,
upravime dvojné vektorové souciny a za vSechny vyskyty (k-&) dosadime z (5.97):

4

ot {ma L)1)+ D)2 | £y R et

b . , 1 1 2 1 ,
—@” po§) =ik&| po+——k (B -§)(By -k)——; (By k)" +—Kk(By B¢ -
Ho Ho Ho
Jde o tfi rovnice (1+2) pro vektor posunuti. Druhou rovnici vynasobime skaldrné vekto-
remKk, za k- §|| =k-§ opét dosadime z (5.97), a vypoéteme kombinaci
2

ﬂLO(BO-a)(BO -k)=§¢p6+2’—2po§i—ﬂ01k2 (By -K) g”ii (By-B)).

kterou dosadime do prvni rovnice. Tim ziskdme jednu jedinou rovnici pro kolmou
slozku vektoru posunuti:

[{aﬂp@ %Jf} kz[w po- ("#0) ]@—gkzpaffo. (5.100)
0

0

Pokud oznacime kulaté zavorky symbolem .%p, ziska rovnice pro kolmou slozku vek-
toru posunuti jednoduchy tvar

(HoSL) =k (Ho&1)— gk 1 =0;
1 (5.101)
Hy = 0)2/?0 —_(k'B0)2 .
Ho

Zavedeme-li Alfvénovu rychlost odpovidajici neporusenému magnetickému poli vzta-
hem

By
VoA = . (5 102)
VoPo
1ze funkci .4, ptepsat do podoby
2
Lo—p0|: (k'VOA) ] (5103)

Pokud budeme uvazovat infinitezimalné tenké rovinné rozhrani (pfechodovou vrstvu),
jsou hustota po(y) a magnetické pole Bg(y) v obou poloprostorech konstantni, ale
v roviné y = 0 maji skok, takze derivace p'y, B’y vedou na distribuce. Nicméné pro y # 0

je p'o =0 a funkce -4 je konstantni. Rovnice ma proto v obou poloprostorech tvar

& -k*E =0, (5.104)

Regenim je linearni kombinace dvou exponencialnich funkci, z nichz v kazdém polo-
prostoru vybereme tu, kterd v nekonec¢nu klesa k nule. Vektor posunuti bude spojity:



Plazma s hranici a vyménné nestability 277

_ky .
—k Ce ; vy>0,
£ (y)=Ce Pl = (5.105)
ceth ;o y<0.

Navazani reSeni a disperzni relace

Je zfejmé, Ze prvni derivace nalezeného feseni ma v rovin€ y = 0 skok a druha derivace
se chova jako distribuce. VSechny derivace skokd se musi v piivodni rovnici (5.101)
vyru$it. Toho mizeme vyuzit k navazani feSeni na rozhrani. Nalezené feSeni dosadime
do ptivodni rovnice (5.101). Integraci v proménné y se zbavime derivace v prvnim vy-
razu (a s ni souvisejicich derivaci skokt). V druhém vyrazu derivace skokl nejsou.
V poslednim vyrazu provedeme integraci per partes a derivaci skoku v hustoté tak
pievedeme na derivaci spojité veli¢iny & :

+/

+] +/ +/

["’fok sgny e_k‘yq | e Py - [gkzpoe_k‘yq — [ gk pyseny e *blay=o0.
= -/

-l -1

Nyni provedeme limitu / — 0 (tedy z obou poloprostorii se blizime k rozhrani). Oba
integrandy jsou omezené a v limité se integraly blizi k nule. Zbyva podminka

+
, —k k| 770
[—'/fok sen y e P gk py (19 q =0,
y—0
ze které okamzité plyne disperzni relace
Hy + Ay +gk(pp,—p,) =0, (5.106)

kde indexy a a b znaci dolni a horni poloprostor. Po dosazeni za funkci .4 mame finalni
disperzni relaci problému

O (P + )| (O B)? 4B, 4.2k, - p)=0.  (5.107)
Ho

Rozbor reSeni (nulové magnetické pole)
Pro nulové magnetické pole vychazi:

w0 =—gkPb"Pa (5.108)
Pa*Pp

Situace je tedy vzdy nestabilni, pokud je t&7§i tekutina nad lehé&i (o <0, pp > pa). Koe-

ficient nardistu nestability je
y= fng , (5.109)
Pa T Py

tedy k nejrychlejsimu rozvoji nestability bude dochéazet pro kratké vinové délky a pro
velké rozdily hustot (pp >> p,, hustsi kapalina je nad tidsi).
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Rozbor reSeni (nenulové magnetické pole)

V piitomnosti magnetického pole mame disperzni relaci

1 (k-B,)* +(k-By)

@ =—gkPb"Pa (5.110)
PatPp Ho Pat Pp
ktera vede na podminku stability ( @’ >0 )
2 2
k-B,)"+(k-B
—gk(pb—pa)+( o +EB) S, (5.111)
Ho
Snadno ji pfepiSeme do tvaru
27[(32 cosza'a +B§ cosza'b)
A< (5.112)

,U()g(pb _pa)

Uhel mezi magnetickym polem a vlnovym vektorem jsme oznaéili a. Pro poruchu §ifici
se podél pole tedy vzdy existuje pro dosti kratké vinové délky oblast stability i v piipadé
hustsi kapaliny nad fids$i. Pro kuzel stability plati (pokud jsou oba uhly stejné, tj.
Og=0ap=a)

A
ae<0,0,x); Oypax = arccos ;
ax
(5.113)
27 (B + By |
AS Apax E——————=5 Pp > Py -
" o8Py = pa) ‘

5.2.5 Kelvinova-Helmholtzova nestabilita

Dalsi typickou nestabilitou, ktera se muize rozvinout na rozhrani dvou prostiedi je Kel-
vinova Helmholtzova (KH) nestabilita. Vznika tam, kde se vici sobé ob¢ prostiedi po-
hybuji (vitr nad vodni hladinou, slunecni vitr obtékajici na bocich magnetosféru, roz-
hrani past obfich planet nebo rozhrani dvou vrstev atmosféry Zemé). Pfi dostatecné
velikém rozdilu rychlosti dojde k rozvoji nestability i tehdy, pokud je situace RT sta-
bilni (tj. leh¢i tekutina je nad t€z81). KH nestabilita vznika i pfi velkém stfizném (kol-
mém na smér rychlosti) gradientu rychlosti v tekutiné jediné. K stabilizujicim prvkim
patii pfitomnost gravitacniho pole, magnetického pole v plazmatu nebo neostrost hra-
nice rozhrani (rychlost se neméni skokem, ale postupné).

Nestabilitu poprvé popsal Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894)
v roce 1868 a nezavisle na ném lord Kelvin (1824—1907) v roce 1871. Kompletni feSeni
pro nestlacitelné kapaliny nalezl v roce 1961 Subramanyan Chandrasekhar. V roce 1963
zobecnil toto feSeni pro idealni magnetohydrodynamiku Amiya Sen, o rok pozdé&ji nale-
zl i feSeni pro stlacitelny piipad, které v roce 1968 zobecnil Richard Gerwin a v témze
roce jeSté David John Southwood pro magnetopauzu. V roce 1980 nalezl Attilio Ferrari
alespon castecné feseni pro relativistické rychlosti, které je dtlezité napiiklad u rela-
tivistickych vytryski z cernych deér.
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Obr. 124: Porovnani KH nestability v obla¢nosti s numerickou simulaci.
Foto: University of Notre Dame. Simulace: Programovy balik FLUENT.

Disperzni relace

Uvazujme obdobné podminky, jako u Rayleighovy-Taylorovy nestability, tj. nestlaci-
telné plazma s infinitezimaln€ izkym rovinnym rozhranim v roviné y = 0. Opé¢t budeme
predpokladat zavislost poc¢atecnich podminek na soutadnici y, tj. po = po(»), Bo = Bo(»),
up = ug(y). Magnetické pole By i vektor rychlosti ug lezi v roviné€ rozhrani y = 0. Sou-
fadnicovy systém muizeme zvolit obdobné jako u RT nestability (na této volbé je ale
vysledna disperzni relace nezavisla):

gi g

Obr. 125: Volba soutradnicového systému.

Disperzni relaci 1ze odvodit stejnym postupem, obdobné jako ve vztahu (4.33) dojde jen
k zaméné

w—->ow-k-ug. (5.114)
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Disperzni relace tedy opét bude mit tvar (5.106):
Hy + Ky +gk(pp, —p,)=0;
5.115)
i 2 1 2 (
o =[@—k-uo]" py —ﬂ—(k'Bo) :
0

Po dosazeni mame
_(k-B,)* +(k-By)’
Ho

2 2
(0-k-u,)" p, +(o-k-uy)" p, +gk(py — ) =0. (5.116)

Rozbor reSeni (nulova tiZe, nulové magnetické pole)
Ptedpokladejme pro jednoduchost, ze tekutina v poloprostoru a je v klidu, rychlost uy,
ma pak vyznam vzajemné rychlosti Aug obou prostfedi, uhlova frekvence je méfena
v nami zavedené soustave, tj. vzhledem k tekutin€ v klidu. Disperzni relace je

@ p, +(@=k-duy )’ py =0,

2
@’ p, + @ p, —20(k - Aug) py, +(k-Aug)” p, =0,

I"ii\/; Pp
=k-A ; =— 5.117
@ 5 =(k-Aug) R r o) ( )

Vzhledem k tomu, ze mé thlova frekvence nenulovou imaginarni ¢ast, dojde k rozvoji
KH nestability vzdy, dokonce i pro 7 = 1, tj. pro stejné tekutiny pohybujici se vii¢i sob&
nenulovou rychlosti. Koeficient nartistu nestability (kladn4 imaginarni ¢ast thlové frek-
vence) je

k-A

= M ) (5.118)
(1+r)

Rozbor resSeni (vliv tize)

Opé¢t budeme predpokladat, Ze tekutina v poloprostoru a je v klidu. Jediné pole, které na

ob¢ tekutiny ptisobi, je tize. Z disperzni relace snadno nalezneme feseni pro w:

_ Pp
5 5 r=—.
1+r (1+r) Pa

o (5.119)

_(k-Aug)r , |gk(1=r) _(k-Aug)*r
1+

Z feseni je patrné, ze tize ma stabilizujici vliv, thlova frekvence jiz nemusi mit nenulo-
vou imaginarni ¢ast. Podminkou stability je, aby vyraz, ktery je pod odmocninou, nebyl
zaporny, tj.

gk(1—r?)—(k-Aug)?r 0.

Predpokladejme, Ze situace je RT stabilni (tj. leh¢i tekutina je nad té€zsi, » < 1, v opac-
ném piipadé by byla RT nestabilita jen zvyraznéna). Podminka stability potom je
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Au% r

ﬂZﬂmaxCOSzﬂ; ﬂmaxz ”?

=i B=<(k,Aug).  (5.120)

1-r

Viny vétsi nezZ Amax jsou stabilni, pokud by viibec vznikly, nebudou zesilovany. Napii-
klad pro vitr nad vodni hladinou (vitr je sice stlaCitelny, ale v prvnim pfiblizeni lze
vztah pouzit) vznikaji viny ve sméru vétru (f = 0) a hustota vétru je mnohem mensi nez
vody (7 <« 1). Podminka stability se v tomto ptipadé redukuje na vztah

A 2
A2 A0 s Ay =200 0 (5.121)
g

Nutno ale poznamenat, ze kratkovinné mody jsou stabilizovany povrchovym napétim.

Rozbor reSeni (vliv tize a magnetického pole)

Disperzni relace (5.116) bude mit pfi nenulové tizi a nenulovém poli feSeni

_(k-Aug)r gk(l_r)Jr[(k'va)z+(k'vb)2r]_(k‘A“0)27

’ 1+r 1+~ 1+r (1+r)2 ’ (5.122)

Ba . - Bb . FE&

B Vp = >
VHo Py ° VHoPp Pa

Variabilita moZnosti je nyni zna¢na, pfitomnost tize i magnetického pole ma stabilizu-
jici ucinek (piispivaji ke kladné ¢asti vyrazu pod odmocninou). Podminka stability ma
tvar (pfedpoklddame RT stabilni systém, tj. » < 1)

Va

k(Aug)?rcos® B < g(l—r2)+k(v§ cos’a, +u§rcos2ab)(1+r) . (5.123)

Z relace je mozné pro konkrétni situaci dopocitat oblasti stability systému.

5.2.6 Dalsi nestability (Richtmyerova-MeSkovova,
diocotronova)

Richtmyerova-Meskovova nestabilita

Dalsi nestabilitou vznikajici na rozhrani dvou prostedi je Richtmyerova-Meskovova
nestabilita (RM). Dochazi k ni pfi prudkém urychleni hranice dvou prosttedi, naptiklad
pii prichodu razové viny. K rozvoji této nestability dochdzi pii explozich supernov,
vzniklé miseni je kombinaci RM a RT nestability. Jinym typickym ptikladem je rozvoj
této nestability pfi inercidlni fuzi, kdy dochazi k implozi horké obalky na zatim stude-
ném peletu s jadernym palivem. Odraz rdzové viny na rozhrani mtze vést ke vzniku
virovych struktur. Teoreticky existenci této nestability pfedpovédél Robert Davis
Richtmyer (1911-2003) v Los Alamos National Laboratory v roce 1953. Nestabilitu
poprvé experimentalné pozoroval Evgenij Meskov v roce 1970 v Sovétském svazu,
v Vserusskom naucnom issledovatelskom institute.
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razova

LR R R VR R LR

rozhrani

vznik
nestability

U

o GOIRGGRGQ

Obr 126: Vznik Richtmyerovy-Meskovovy nestability.

Diocotronova nestabilita

Jde o obdobu KH nestability, u které pohyb plazmatu podél rozhrani vznika diky naru-
Seni kvazineutrality plazmatu. Vzniklé elektrické pole zplsobi spolu s magnetickym
polem drift nabitych ¢astic, ktery vede k rozvoji nestability. V oblasti ménici se rych-
losti se vytvafeji charakteristické viry. K diocotronové nestabilit¢ dochazi na povrchu
plazmovych vlaken, pfi priniku svazku elektronil plazmatem, ve sténach polarnich zafi
nebo ve spirdlnich ramenech galaxii (NGC 3646). Nazev nestability pochazi z feckého
slova pronasledovat. Nestabilitu zavedl Hannes Alfvén (1908—1995) v roce 1950 k vys-
vétleni vzniku virovych struktur v polarnich zafich.

Diocotronova nestabilita vznikd vSude tam, kde se po sobé posouvaji dvé vrstvy
rizn¢ nabitého plazmatu. Nejcastéjsi je ale u plazmového vldkna, ve kterém z né&jakého
divodu doslo k separaci elektrického naboje v radidlnim sméru. Vzniklé radialni elek-
trické pole zpiisobuje spolu s osovym magnetickym polem B, azimutalni drift rychlosti
vp. Celé vlakno zacne rotovat diferencidlni rotaci (oblasti rlizné vzdalené od osy maji
riznou uhlovou rychlost). Na povrchu vldkna se stykaji dvé oblasti s rtiznou rychlosti
(rotujici vlakno a okolni prostiedi) a mize dojit k rozvoji diocotronové nestability.

K separaci naboje v radialnim sméru, kterd je zakladni podminkou vzniku diocotro-
nové nestability, miize dojit mnoha zptsoby. Nejcastéji jde o riizné drifty, na které rea-
guji elektrony jinak nez ionty. Vlastni zafeni pince také mtze zpisobit separaci naboje.
Zarivé procesy odnaseji ¢ast tepelné energie uvolnéné pii vyboji, tim vzniké radialni
gradient teploty, ktery zptisobi nejen separaci elektrického naboje (analogie termoelek-
trického jevu), ale i separaci jednotlivych chemickych prvki. Také rizné typy jinych
nestabilit mohou vést ke vzniku nekompenzovaného naboje.

Diocotronova nestabilita je pro plazmova vlakna velice ¢asta. Je pozorovana v mno-
ha laboratornich experimentech, ve vesmirném plazmatu a v numerickych simulacich.
Rozvoj diocotronové nestability podminény povrchovou rotaci miize byt dominantnim
impulsem k pfestavbé vldkna do helikalni struktury.
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Obr 127: Diocotronova nestabilita.

5.2.7 Vyménné (tlakem rizené) nestability

K Rayleighové Taylorové nestabilit¢ dochazi proto, Ze je tézsi tekutina nad leh¢i. Pii
presunu téz$i tekutiny pod leh¢i (a lehéi nad t€z81) dojde k takovému pfeskupeni, které
vede ke snizeni vnitini energie tekutiny. Stejny princip plati ale i obecné. Pokud je
situace takova, Ze pfesunem plazmatu mizeme docilit, aby se snizila vnitini energie sys-

tému, je plazma nestabilni. Podminkou stability tedy je
Wi 205 Wiy =—[ 687 5 dx . (5.124)

K vyjadreni energie jsme vyuzili vztahu (5.46). Pfedpokladejme plazma s dominantnim
magnetickym polem (f = p/py < 1) a vypoctéme zménu vnitini energie, pokud by se
plazma z okoli jedné magnetické indukéni ¢ary zameénilo za plazma z okoli jiné, blizké
magnetické indukéni ¢ary (vyménime plazma ve dvou sousednich magnetickych
trubicich).

B,

Obr 128: Vyménna nestabilita.

Pro vnitini energii podle vztahu (2.51) plati

Wi =_V1’ (5.125)
7/_
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kde p je tlak plazmatu v magnetické trubici, V jeji objem a y polytropni koeficient. Pro
tlak plazmatu pfedpokladejme polytropni chovani, tj.

pV? =const. (5.126)

Pokud piejde plazma z trubice 1 do trubice 2, bude zména vnitini energie rovna

r-1 r—1
Pokud piejde naopak plazma z trubice 2 do trubice 1, zméni se energie o hodnotu

_P=pVs _ 2K/ V= piVs

oW.
2-1 7/_1 7/_1

Celkova zména energie obou trubic bude

1 nY Y
SW =W +6Wy i =——| pi| = | a—pi+pa2| = | i-paba
r=1" "\ 4

Pokud vychozi tlak a objem oznacime p; = p, resp. V1 = V a zapiSeme zménu tlaku a ob-
jemu jako pr =p + dp, resp. Vo=V + 6V, mizeme provést rozvoj v poruchach. Nulté
a prvni fady vSech poruch se odectou, rozvoje je tedy tfeba délat do druhého fadu

V+oV

Y
j V—(p+dp)V +0V)

1 Y

4 4
5W=L1[p(1+51/—l/) (V+5V)—pV+(p+5p)(l+5—VVj V—(p+dp)V+56V)|.
}/_

Nyni vyuzijeme pro rozvoj mocnin vztah

-1
(1+x)" :1+nx+wx2 e

a po roznasobeni vSech ¢lenti ponechame jen vyrazy do druhého fadu v poruchach:
p 2
5W=}/;(5V) +0pov. (5.127)

Vztah jsme odvodili za ptedpokladu dominantniho pole, v pfipadé slabého pole bychom
museli u sousednich magnetickych trubic jeSté uvazovat riizny magneticky indukéni tok
a tedy zménu magnetické energie, coz by vedlo na nepatrn¢ odlisny vztah. Objem tru-
bice (pfedpokladame, ze je konecné délky) je potom

V:jsw.
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Plochu budeme volit kolmou na element délky trubice a vyjadiime ji ze zadkona zacho-
vani indukéniho toku ¢ = BS , tj.

V:¢j%:¢U; Uzj%.

Veli¢ina U je objem magnetické trubice vztazeny na jednotku indukéniho toku.
Vypocita se jako prevracena hodnota magnetického pole vyscitana podél celé délky
trubice. Zakladnim kritériem stability plazmatu vzhledem k vyméné plazmatu v soused-
nich magnetickych trubicich je vztah (vnitfni energie se nesmi snizit, nebot’ takova
situace by vedla k vyméné¢ trubic a tim k nestabilite)

p 2 d/
=(oU OopoU =0; U=|—. 5.128
77 (8U) +6p I5 (5.128)

Postacujici podminka stability

Vzhledem k tomu, Ze prvni vyraz je vzdy nezaporny, je postacujici (nikoli nutnou)
podminkou stability vztah

SpdU>0; UEI%. (5.129)

Oba ¢leny musi mit stejné znaménko, tj. napfiklad s rostoucim tlakem musi rast i veli-
¢ina U, tj. magnetické pole musi klesat. Ke stabilité tedy postaci, aby ve sméru poklesu
tlaku plazmatu magnetické pole rostlo (nebo naopak ve sméru ristu tlaku klesalo).

€ Piiklad 18: Konvexni a konkavni zrcadlo

e
konvexni >
V
(]

konkavni
Obr. 129: Konvexni a konkavni zrcadlo.

Na obrazku je nalevo azimutalni neboli konvexni (vzhledem k plazmatu) zrcadlo, nékdy
také nazyvané kasp z anglického slova ,,cusp® (roh, cip). Budeme-li se pohybovat napfic¢
induk¢nich Car (v tomto sméru probihda vyména plazmatu mezi magnetickymi trubice-
mi) smérem od plazmatu, bude klesat tlak plazmatu a rist magnetické pole. To je
postacujici podminka pro stabilitu a takovato konfigurace bude stabilni vzhledem k pro-
nikani plazmatu napfi¢ induk¢nich car.

U klasického (konkavniho) zrcadla je situace pfesn¢ opacna. Budeme-li se pohybo-
vat napfi¢ indukc¢nich €ar, klesa tlak plazmatu i magnetické pole. Takova situace nam
stabilitu nezarucuje a systém miize (ale nemusi) byt nestabilni.

[
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Nutna i postacujici podminka stability

VySetieme nyni celou podminku stability (5.128). Pro jeji aplikaci je nutné nascitat
veli¢inu 1/B podél magnetické indukeni ¢ary a zjistit zavislost na poloze indukéni Cary.
Pokud se jednotlivé indukcni cary lisi parametrem r (napiiklad vzdalenosti od osy
systému), musime zndt pribéh tlaku p(r) a zavislost U(r). Systém je stabilni praveé
tehdy, kdyz

dU AU, Usjﬂ. (5.130)
dr dr dr B
Nékdy je vyhodné ptepsat podminku stability (5.128) do alternativniho tvaru
Slnp
2 -7. 5.131
olnU 4 ( )

Dalsim alternativnim pfepisem podminky stability (ve tvaru soucinu) je
5U5[1n(pV7)J > 0. (5.132)

Vzhledem k tomu, Ze ptipadny rozvoj ¢i utlumeni nestability zavisi vyhradné na pra-
béhu tlaku, nazyvaji se nestability tohoto druhu nékdy tlakem rizené nestability.

€ Piiklad 19 (nekoneény vodi€): Uvazujte nekonedny vodi¢ protékany konstantnim
Yy 3] y p y
proudem. Pfedpokladejte, ze v okoli vodice je plazma.

1) Jak rychle miZze ubyvat tlak plazmatu se vzdalenosti od vodice, aby byl systém
jeste stabilni?

2) Naleznéte zavislost £ parametru na vzdalenosti od vodice pro rozhrani mezi sta-
bilitou a nestabilitou.

Reseni: Predpokladejme, Ze tlak ubyva se vzdalenosti od vodiée jako C/re. Indukéni
cary magnetického pole tvoii kruznice a na kruznici o poloméru » je magnetické pole
dané Ampérovym zakonem, B(r) = D/r. Na celé kruznici ma toto pole stejnou hodnotu,
a proto obé klicové veli¢iny jsou:

C
p)="Z5 U= IB(Z) o

Z kritéria stability ve tvaru (5.130) mame po dosazeni za p(r) a U(r)
a<ly.
Parametr f bude mit pro a = 2y zavislost
B=plpy ~ p/B2 1/ PO ) 272

Zaver: Plazma v okoli vodice bude stabilni vzhledem k pohybu mezi magnetickymi
trubicemi, pokud tlak klesa pomaleji nez 1/r27. Pokud tlak klesa rychleji, plazma je ne-
stabilni. Kriticka hodnota parametru S ubyva se vzdalenosti jako 1/727 +2,

[
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€ Piiklad 20 (dipol): Reste piedchozi piiklad pro vodi¢ stoéeny do kruZnice o polo-
méru a. Pfedpokladejte, Ze se nachazite dosti daleko od vodice, tj. > a.

Reseni: Budeme postupovat obdobné jako u minulého piikladu, délka indukéni &ary je
umérna vzdalenosti od vodice a magnetické pole dipolu klesa dosti daleko od zdroje
s tfeti mocninou vzdalenosti

L _(4 4
B(r) 5= U(r)_jB I

Aplikaci kritéria na tlak s pribéhem C/r¢ ziskdme podminku stability
a<4dy. (5.133)

Obr. 130: Magneticky dipdl.

Zaver: Plazma v okoli magnetického dip6lu bude stabilni vzhledem k pohybu mezi
magnetickymi trubicemi, pokud tlak klesa pomaleji nez 1/747. Pokud tlak klesa rychleji,
plazma je nestabilni. Kritickd hodnota parametru f ubyva se vzdalenosti jako 1/r47+2.

J

Poznamka 1: Plazma ve Van Allenovych pasech je stabilni, a proto zde tlak klesa
pomaleji nez 1/r47.

Poznamka 2: Jednou z konfiguraci pro udrzeni plazmatu pii termojaderné fuzi je
také pole magnetického dip6lu (obdoba Van Allenovych past). Pokud je pokles
tlaku plazmatu se vzdalenosti od stfedu pfili§ rychly, unika plazma ze systému
vyménnou nestabilitou.

Poznamka 3: Pokud by parametr § nebyl maly, bylo by tfeba pfi odvozeni uvazo-
vat i zmény magnetické energie. Kritérium stability v takovém ptipad¢ je [14], [22]

P 2 pU d/ 1
£ (6U l+y==|6psU=20; U=|—; I=—/|Bdl. 5.134
75 )+(+y1jp I3 ﬂoj (5.134)

Poznamka 4.: Pritomnost stfizného (pole podél rozhrani, jehoz velikost zavisi na
vzdalenosti od rozhrani) magnetického pole mtize tlakem fizné nestability stabili-
zovat (obdobn¢ jakou RT nestability).
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5.3 Rezistivni nestability

5.3.1 Zakladni vztahy

Nenulovy odpor plazmatu umozituje predevs§im piepojovani magnetickych indukénich
¢ar a s tim spojenou ostrivkovou (tearing) nestabilitu rozvijejici se na rozhrani dvou
oblasti s opacnym smérem magnetickych induk¢nich Car. Na hranici takové oblasti
nemizeme zanedbat difuzni ¢len v rovnici pro magnetické pole (3.13). Podstatné jsou
ovSem 1 jevy spojené s pripadnym gradientem rezistivity napfi¢ rozhranim. Proto
odvodime rovnici pro magnetické pole jesté jednou s uvazenim nenulového gradientu
rezistivity. V celé kapitole budeme uvazovat opét poruchy ve tvaru

V(G 0p.) = Vo (@) +¥ (@) 0T (5.135)
kde qn jsou neperiodické proménné (zpravidla kolmo na rozhrani) a q;, periodické pro-
meénné. Budeme také predpokladat ,,nestlacitelnost* magnetického pole (je splnéna vzdy
z Maxwellovych rovnic) a nestlacitelnost plazmatu (je zpravidla splnéna, dominuje-li
zamrzani plazmatu nad difuzi, tato situace plati pro naprostou vétsinu laboratorniho
i vesmirného plazmatu):

divB
divg

0, (5.136)

0. (5.137)

Rovnice pro magnetické pole
Vyjdéme z Maxwellovy rovnice pro ¢asovy vyvoj magnetického pole

rotE:—a—B (5.138)
ot
a Ohmova zdkona v diferencialnim tvaru
j=0c(E+uxB); o=0(x). (5.139)

Do rovnice (5.138) dosadime za elektrické pole z (5.139) a po pfimocarych Gpravach
dostaneme

9B = 1V2B+rot(uxB)—L(V77)><rotB, (5.140)
ot Ho Ho

kde jsme zavedli rezistivitu vztahem

1
n(X)—E. (5.141)
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Prvni ¢len popisuje diftzi pole, druhy predstavuje zamrzani a v dal$im uvidime, Ze tieti
¢len se chova jako nové silové pole, které miize vyrazné ovlivnit pfepojovani magnetic-
kych indukénich ¢ar. NapiSme jesté linearizovany tvar rovnice pro magnetické pole pro
ugp =0 a By spliujici rovnici V’Bp=0 (magnetické pole splituje vlnovou rovnici a toto
je jeji stacionarni podoba):

998 _ n—OV2§B+rot(5u><B0)—L(Vno)xrotéB—L(V&])xrotBo. (5.142)
a  Hy Ho Ho

Rovnice pro rezistivitu

Pivod gradientu rezistivity plazmatu muize byt rGzny. Zpravidla zname pocatecni
prub¢h rezistivity a potfebujeme zjistit jeji zmény zplsobené prichodem viny nebo
nestability. V takovém piipad¢ se nemusime opirat o detailni mechanizmus ptvodu
vodivosti plazmatu a mtizeme konstatovat, ze se diky pohyblim plazmatu budou pfena-
Set od mista k mistu i oblasti s konkrétni rezistivitou, tedy bude platit dy/dt=0. Po
rozepsani mame rovnici pro rezistivitu ve tvaru

%—7+(u-V)7]=O. (5.143)

Linearizovana podoba rovnice pro rezistivitu bude

aon

Oba cleny lze pfimo integrovat v Case
on+(0§-V)yn,=0.
Po vynechani periodickych proménnych mame finalni tvar
M+ -V)m=0. (5.144)

Tim, Ze nefesime fyzikalni mechanizmy, ale pouhy piesun oblasti s danou rezistivitou,
mizeme z vektoru posunuti pfimo spocitat poruchu rezistivity #1. Celd rovnice pro re-
zistivitu je proto v linearnim pfiblizeni trivialni zaleZitosti.

Vyznam gradientu 7o
PtepiSme Ohmtiv zdkon (5.139) do tvaru s rezistivitou:
nj=E+uxB.
V linearnim pfiblizeni mame
onjo+1n9 0j=OE+ouxBy.

Vzhledem k tomu, Ze jde o algebraické vztahy, mizeme na obou stranach rovnosti vy-
pustit periodickou Cast

Mo +7o it =E; +u; xBy .

Poruchu #; dosadime ze vztahu (5.144) a ur¢ime poruchu proudové hustoty j;:
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_ &V . | Ej+uxBy
= Jot .
o o

Novému elektrickému proudu bude pfisluset hustota Lorentzovy sily ptisobici na
plazma

EIXBO +(lll XBO)XBO

o Mo

Zatimco druhy ¢len je standardni zména hustoty sily zplisobenad perturbacemi, prvni
¢len je zcela novy. Jde o silu zptisobenou gradientem pocate¢niho rozlozeni rezistivity,
ktery mizeme zapsat jako:

n _&Vm
T (o xBy) (5.145)

Pokud ma magnetické pole na obou stranach rozhrani opaény smér, tece proudova hus-
tota jo v rozhrani a nova sila ma smér kolmy na rozhrani. Takova sila mize vyrazné
vznik nestability na rozhrani ovlivnit (podobné jako tihové zrychleni je podnétem
k rozvoji Rayleighovy-Taylorovy nestability). V tomto pfipadé¢ bude ale na jedné stran¢
nestabilitu podporovat a na druhé tlumit.

T i

=

< B

fV’?o

0

Obr. 131: Neutralni vrstva v rezistivni magnetohydrodynamice.

Rovnice pro vektor posunuti
Pohybovou rovnici budeme uvazovat ve tvaru

pa—u+p(u-V)u=—Vp+pg+L(rotB)><B , (5.146)
ot Ho

po linearizaci mame

£0 o’ 5§+ =-Vop+dp g+—(rotB0)x§B+—(rot§B)xB0. (5.147)

ot?

Dalsi rovnice

Rovnice (5.142), (5.144) a (5.147) je tieba doplnit podminkami nestlacitelnosti nebo
néjakym jinym uzavienim soustavy. V pfipadé nestlacitelnosti bude tlak i hustota sledo-
vat pohybujici se plazma obdobné jako rezistivita a mizeme tedy psat analogicky se
vztahem (5.144)
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P+ @& -V)py =0, (5.148)
P1+@&-V) py=0. (5.149)

Jedinymi skutenymi rovnicemi jsou tedy rovnice pro magnetické pole a pro vektor
posunuti. Zbylé rovnice jsou jen algebraické a trivialng fesitelné.

5.3.2 Ostriivkova (tearing) nestabilita

Geometrie ulohy

Uvazujme dvé oblasti s opacné orientovanymi magnetickymi poli oddélenymi rovinnym
rozhranim. Soufadnicovou soustavu zvolime obdobné jako pfi feSeni Rayleighovy-
Taylorovy nestability, tedy tak, aby rozhrani bylo v rovin¢ y =0 a magneticky vektor
mifil v ose z. Veli¢iny budeme opét rozkladat do paralelniho sméru (roviny y = 0 a kol-
mého sméru)

y

z Boa k

Obr. 132: Geometrie ulohy.

Porucha libovolné veli¢iny potom bude mit tvar

Wt X) =Yy (9)+ Y = o () +y () el el (5.150)

Neperiodickda proménna je ve sméru kolmém na rozhrani, periodické proménné jsou x
a z. Z podminek nestlacitelnosti (5.136) a (5.137) budeme pfi této volbé mit

35B, 06B, 5B,
+ + =

divoB=0 = 0
ox dy 0z

By,

dy
Stejna situace je s vektorem posunuti (div & = 0),

d .
i +ik & =0 . (5.152)
dy

Obdobné jako u RT nestability je tfeba nalézt kolmou slozku vektoru posunuti a kolmou
sloZzku poruchy magnetického pole, vodorovné projekce je mozné opét eliminovat po-
moci vztaht (5.151) a (5.152).

Pii znamém prabehu Bo(y) a #o(y), piipadné ostatnich rovnovaznych hodnot, vede
za predpokladu symetrie (5.150) cely problém na soustavu obycejnych diferencidlnich
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rovnic. Bud’ je fe§ime numericky, nebo mizeme provadét rizné rozmerové odhady, ve
kterych vystupuje Sitka pfechodové oblasti mezi obéma sméry pole €L, ,,malost™ pfe-
chodové oblasti je urcena parametrem e.

Obr. 133: Pfechodova oblast.

Na vodorovné ose je vzdalenost od rozhrani. Veli¢ina k-Bg je vlastné projekci pole do
sméru Sifeni vlny (aZ na normovaci konstantu). Vidime, Ze na jedné stran¢ poloprostoru
je kladna a na druhé zaporna. Samotna rovina oddélujici poloprostory s rtiiznym polem
je definovana vztahem

k-By=0 (5.153)
a fikame ji rezonan¢ni povrch. V grafu je ¢arkované vykreslena derivace této veliciny,
kterd ma v misté rezonan¢niho povrchu maximum. V rozmérové analyze problému lze
pro derivaci k-Bg psat
k-B,
eL

k-Bj ~

Nebo naopak, veli¢ina k-By, ktera je nulova na rezonanénim povrchu, se pise jako
k-By=€eLk-B.

Z rozmérové analyzy rovnic v popsané geometrii 1ze odhadnout koeficient nariistu ne-
stability y definovany vztahem (5.3). Numerické feSeni rovnic da kolem rezonan¢niho
povrchu charakteristicky pribéh magnetického pole s magnetickymi ostrovy (body O)
a pruseciky separatris, kde dochazi k rekonekci (body X).

By

YVVYY

AAAAA

Obr. 134: Rekonekce a vznik bod( X, O.

Elektricky proud tece i nadale v rovin€ rozhrani, neni jiz ale homogenni. V mistech
magnetickych ostrovu je proudova hustota vyssi. Dojde k rozvrstveni (roztrhani) prou-
dové stény. Odtud pochazi anglicky nazev fearing instability (tear = trhat).
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5.3.3 Rizené rezistivni nestability

Rizenou nestabilitou nazyvame nestabilitu, jejiz chovani ovliviiuje n&jaka vngjsi sila.
V piipadé¢ Rayleighovy-Taylorovy nestability to muze byt napiiklad tihové pole.
V jednom sméru tihové pole situaci stabilizuje (tekutina s vys$i hustotou je dole)
v druhém sméru dochazi k fizené nestabilité¢ (hustsi tekutina je nahote). Chovani os-
trivkové nestability miize ovlivnit tthové pole také (pak hovofime o tzv. g modu). Mno-
hem dilezitéjsi je ale ovlivnéni zplisobené gradientem rezistivity plazmatu, ktery je
kolmy na rozhrani (tzv. rippling mod). Jiz jsme si ukazali, ze se takovy gradient projevi
jako sila pisobici kolmo na rozhrani. Jenze na rozdil od tihového zrychleni ma v obou
poloprostorech opa¢ny smér (bud’ k rezonan¢nimu povrchu, nebo od ného). V jednom
poloprostoru tato fidici sila nestabilitu stabilizuje a v druhém ji naopak rozviji. Je
ziejmé, Ze rozvoj nastane v poloprostoru s niz$i rezistivitou, kde mohou téci vyssi
proudy.

5.3.4 Tokamakové nestability

Jestlize v tokamaku oznac¢ime toroidalni thel ¢ a poloidalni 8, mtizeme pro rizné veli-
¢iny psat
w =y (p)elmtne-otl. 20,41, £2,... (5.154)

Rovnice div B = 0 pro magnetické pole da

dB

—2 4% By+2B,=0. (5.155)

dp p r

Periodicka ¢ast této rovnice neni nic jiného nez definice rezonan¢niho povrchu:
n

P

n
k-B= Bg+7B(p:O. (5.156)

Obr 135: Situace v tokamaku.
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Rovnici 1ze pfepsat do tvaru

pBy_m
r Bg n

Znaménko neni podstatné, obé ¢isla m, n mohou nabyvat kladnych i zapornych hodnot.
Zaved’'me nyni tzv. rotacni Cislo (bezpecnostni parametr) jako primérny pocet toroidal-
nich otacek pole na jednu poloidalni:

do_prde _pPBy_p B

1P = 49 pao By RBy

V tokamacich s a <« R plati proto pro rezonan¢ni povrchy rovnice

pBT m
p)="1 " 5.157
4(P) RBp n ( )

Na téchto tzv. ,,mn* povrsich dochazi k rozvoji ostrivkové (tearing) nestability. Na
povrchu se objevi m ostrovu. Jejich opakovana geneze je doprovazena znamymi pilovi-
tymi signaly elektrického pole.

DD

4

Obr. 136: Vznik ostrovll v tokamaku prom = 3.

5.4 Mikronestability

5.4.1 Zakladni vztahy

P1i piechodu od statistického popisu plazmatu ke kontinuu (napfiklad k magnetohydro-
dynamice) ztracime informace o statistickém rozdé¢leni v rychlostni ¢asti fazového pro-
storu. Prichazime tak i o celou tfidu nestabilit, jejichz pGvod je pravé v prerozdélovani
pravdépodobnosti vyskytu Castic v rychlostni casti fazového prostoru. V této kapitole se
zaméiime na linearni nestability ve statistickém pfistupu v bezesrdzkovém plazmatu.
Jde do jisté miry o druhy extrém. Kontinuum je dominantné srdzkové, my se budeme
zabyvat v této kapitole plazmatem, v némz lze srazky zcela zanedbat, tedy vyhradné
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nestabilitami zptisobenymi interakci ¢astic s poli. Za vychozi rovnici budeme povazovat
Boltzmannovu rovnici pro hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astic druhu a

0

LAV V-V [y + ZE[(E+vxB)-V, ]/, = 0, (5.158)
ot my,
doplnénou Maxwellovymi rovnicemi pro pole
divD=pq, (5.159)
divB=0, (5.160)
rotE =—a—B, (5.161)
ot

rotH = jq +aa—It). (5.162)

Casticova a polni ¢ast je provazana zdrojovymi Cleny

PQ = ZQa”a = Z_[Qafa d3va )
“ ¢ ; (5.163)
io :ZQa”a“a :ZJ.QaVafad Vo -

S touto sadou rovnic budeme provadét linearni perturba¢ni analyzu stejnym zplsobem
jako v teorii kontinua. Obdobné mtizeme rozclenit i jednotlivé typy jevi:

= Jysokofrekvencni déje bez magnetického pole. Jde o zobecnéni plazmovych vin
o Landautiv utlum na elektronech.

= Nizkofrekvencni déje bez magnetického pole. Jde o zobecnéni iontovych vin
o Landautiv utlum na iontech.

= Vysokofrekvencni déje s magnetickym polem. Jde o vzajemnou interakci ¢astic
a elektromagnetického komplexu vin.

= Nizkofrekvencni déje s magnetickym polem. Jde o vzajemnou interakci Céstic
a magnetoakustického komplexu vin.

5.4.2 Landauuv utlum na elektronech

V kapitole 4.2.3 jsme se zabyvali plazmovymi vinami, které souvisi s pohyby elektronti
na plazmové frekvenci. Viny a oscilace byly tvoreny elektrickym polem a k jejich
vzniku nebylo tfeba zadné klidové magnetické pole. Podle disperzni relace, kterou jsme
ziskali z tekutinového modelu, se viny s frekvenci vyssi nez plazmovou Sifily bez
atlumu.

Ve skute€nosti i v linearni teorii dochazi k utlumu vln, ktery souvisi se statistickym
chovanim ¢astic. Tento Utlum se nazyva Landauiiv utlum (L. D. Landau, 1946) a neni
mozné ho odvodit z tekutinového modelu, kdy je Boltzmannova rovnice vystfedovana
pfes momenty rychlosti a ¢ast informace se ztraci. K odvozeni musi byt pouzita Boltz-
mannova rovnice pro rozdélovaci funkci elektrond. Samotny utlum se projevuje i bez
ptitomnosti srazek a proto Ize vyuzit Vlasovovu rovnici (bez srazkového ¢lenu).
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Uvazujme tedy bezesrazkové plazma a zkoumejme interakci elektronti s plazmovou
vinou v okoli plazmové frekvence elektronii v neomezeném prostredi. Predpokladame
déle, ze interakce je zprostfedkovana jen elektrickym polem, tj. rot E=0 a jde tedy
o podélné vinéni s JE || k. Soufadnicovou soustavu budeme volit s osou x ve sméru
Sifeni vInéni, tj.

k =(£,0,0); OE =(JE,0,0). (5.164)

Obecna porucha bude mit tvar

v =yo+ 3y =y +y P (5.165)

Budeme sledovat jen pohyby elektrond, pohyby iontil v okoli plazmové frekvence elek-
tronti zanedbame. Proto bude mit vychozi soustava rovnic tvar (Qe = —e, m = me):

0 A epdf
ot ox m, Jv

divE = -, (5.166)

n(t,x) = If(t,x,v)d3v,

kde £ je rozd€lovaci funkce elektronii. Poznamenejme, ze rychlost v zde nema vyznam
vysttedované rychlosti proudéni, ale vyznam fdzové proménné, = f(¢, x, v). Z celé sady
Maxwellovych rovnic postaci rovnice pro elektrické pole ve tvaru divergence. Je to
dano tim, Ze neuvazujeme magnetické pole, porucha elektrického pole je rovnob&zna se
smérem Sifeni a jde vlastné o jednorozmérny problém. V pfitomnosti magnetického pole
bychom samoziejmé museli vyuzit rovnici rot E = —0B/0t. Jako prvni krok provedeme
linearizaci vychozich rovnic (5.166) pomoci perturbaci

f=f+df;
E=0E; (5.167)
n=ng+0dn.

Nulové feseni budeme predpokladat klidové homogenni (nezavislé na ¢, x), rozdélovaci
funkci fy za Gaussovu

m 3/2 m V2
= = exp| ——2 , 5.168
Jo(v) nO[Zﬂ'kBTj XI{ 2kBT} ( )
kterou mizeme rozlozit na parcialni funkce
fO(V)EnOfOx(Ux)ny(vy)fOZ(Uz): (5169)
kde
m 1/2 m U%
)= —=¢ -— 5.170
Jorwr) (27szT] P kT (.170)

Vysledek linearizace vychozich rovnic (5.166) je v prvnim fadu
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diveE = - =2, (5.171)

on(t,x) = I5f(t,x,v) dv

Ptedpokladejme nyni existenci perturbaci ve tvaru rovinné vlny ve sméru osy x, tj.

budeme psat Sy =y, e AT .
—iwdf + ivkdf - S SE, -2 9o _ 0,
Mg v,
ikoE, = -0 (5.172)
€9

on(t,x) = j 5f v

Do posledni rovnice dosadime za dn z druhé rovnice a za 0f z prvni rovnice a prove-
deme integraci pfes proménné vy a v;. Vysledkem je disperzni relace:

I [ dox/dv, nye’

W = 5.173
w—kv, ( )

oo P me&y
Vsechny veli€iny se tykaji elektronové slozky. Hlavnim problémem je p6l prvniho fadu
v hodnoté v, = w/k. Integracni cestu nelze uzavtit v horni ani dolni komplexni poloro-
ving, protoze integrand v nekonecnu nekonverguje na imaginarni ose k nule (jde
o Boltzmannovo rozdéleni exp[—av2]). Z komplexni analyzy je znamo (viz dodatek

A3), ze spravna integracni cesta ma tvar podle obrazku:

Imuv,

wlk
T e

Obr. 137: Integracni cesta.

Pro tuto cestu je integral z komplexni funkce F roven

'FF(x)dx = V.P.{ rF(x)dx] + wi-Res(F) =11+ 1, .

—oo —o0

Prvni ¢ast je tzv. hlavni Cauchyova hodnota (V.P.) a pocita se tak, jako by funkce byla
realnd a pol neexistoval, tedy integruje se v limité, kdy obé meze jdou k nekonecnu.
Vysledny integral /7 neni analyticky feSitelny. Integrand obsahuje Gaussovu funkci,
a proto prispé&ji k integraci jen malé argumenty ze jmenovatele a je mozné vyuzit prvni
¢leny rozvoje:
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e d fo /dv = d fo /dv
I;=V.P. Ldvx=lV.P.ILd0x=
o o-kv, w o 1_@

19

2 3
k k k df
AT T ] e
w o dv,
Nyni provedeme integraci per partes, na hranicich integracniho oboru je rozdélovaci
funkce f(, nulova:

kT kv, ) kv, Y
L=—— | [1+2]| = | +3| == | + | for dv, =
1 s [ [ w J ( w j }(OX !

—oo

2 2
kgT.
= _i 1+2(£j<0x>+3(£j <U§> + .| = _L 1+3k_ Be 4+ -],
2 2 2
0] [0 a 0] w- Mg
Integraly tohoto typu z Boltzmannova rozdé€leni se fesi ve statistické fyzice [3]. Nyni je

tteba najit druhou Cast, kterd je i nasobkem rezidua integrované funkce v singularite.
Postup hledani rezidui naleznete v dodatku A3.

i dfy,/dv
I, =7Zi~Res(—dfox/deJ = —%~Res(—f0x xj =

w—kvu, v, —wlk
_iZ oGm0 oy,
k do, k kgT,

k
V poslednim vyrazu jsme provedli derivaci Boltzmannova rozdéleni. Nyni obé vypoc-
tené Casti integralu dosadime do disperzni relace (5.173):

T,
k = —a)g[11+12] = —a)g —iz 1+ 3—2kB R I Sox(@/k) |.
(0] " Mg K2 kg T,

Po trivilni upravé (rovnici nasobime w2/k) ziskame disperzni relaci ve tvaru

) 2
3n@; o
& = w§+_v2k2 o i (k). (5.174)
s ik

kde jsme oznacili kvadrat plazmové frekvence a kvadrat tepelné rychlosti

Plazmova frekvence i tepelna rychlost se tyka elektront. Prvni ¢len disperzni relace
predstavuje nam jiz znamé plazmové oscilace. Druhy ¢len je zplsoben tepelnymi pro-
cesy a je-li maly oproti prvnimu, lze v ném psat w ~ wp a pfejde ve znamy druhy clen
disperzni relace plazmovych vIn. Posledni ¢len je zcela novy a reprezentuje Landaudv
utlum, zpravidla je oproti obéma prvnim ¢leniim velmi maly.
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Toho miizeme vyuzit pfi odmocnéni vyrazu (5.174):

@ =a+ib; b<a;, =

w2=AeXp[i(P]; A=Nd®> +b* ~a; (p=arctg(b/a)zé =

a
> |: b:|
" =aexp|i— =
a
o= acos[ij+i asin(ij:x/;wti b .
2a 2a 2a
Vysledna frekvence bude (imagindrni ¢ast odpovidajici b ve vyrazu (5.174) je zapornd)
310} o s
W=y —i— - fo (@lh): @ s\/wg Lo (5175)
2uiay k w

Fyzikalni interpretace Landauova utlumu

Ze vztahu (5.175) je ziejmé, Ze imaginarni ¢ast frekvence je zaporna a jednd se skutecné
o utlum. Odvozeni utlumu Landauem v bezesrazkovém plazmatu za pomoci integrace
funkce komplexni proménné bylo velkym piekvapenim. Pozdéji byl utlum nalezen
experimentalné. Plazmova vlna je tlumena, aniz by dochazelo ke srazkam castic. Po-
dobné jako surfaf surfuje na vodni hladiné, muzeme si zjednodusené predstavit elek-
trony surfujici na podélné plazmové viné elektrického pole. Elektrony s pfili§ malou
rychlosti se na viné pohupuji a nevymeénuyji si s ni energii. Také elektrony s prilis velkou
rychlosti si nevyménuji s vinou energii. Jen elektrony s rychlosti blizkou fazové rych-
losti plazmové viny (oblast polu pfi integraci) intenzivné s vlnou vymeéiuji energii.
Obdobné jako surfaf jsou elektrony vinou neseny. Pokud jejich rychlost byla nepatrné
nizsi nez fazova, ziskavaji elektrony energii na tikor viny. Pokud je jejich rychlost vyssi
nez fazova, jsou brzdéné, svou energii ztraci, a predavaji ji viné.

f A

Uoo% b0

Obr. 138. Landauv Gtlum.

Podle Boltzmannova rozdé€leni je statisticky vice elektront s nizsi rychlosti nez elek-
tront s vy$$i rychlosti. Tim prevladéa proces tlumeni viny, sani energie z ni. To je pfi-
blizna podstata Landauova utlumu. Boltzmannovo rozdéleni je deformovano, vznika
perturbace zptsobujici sekundarni pik (pravé ten jsme pocitali jako df). Na rozdéleni
rychlosti se objevuji dvé maxima, coz ve vysledku vede k dvojsvazkové (Bunemanove
nestabilité). Pro velmi nizké fazové rychlosti plazmové viny je mozny i Landautiv atlum
zpusobeny ionty.
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Urychlovace LWFA (Laser Wake Field Accelerator)

Elektrony jsou pro vyzkumné i praktické ucely vétSinou urychlovany bud’ na kruhovych
drahach v betatronu nebo v synchrotronu. K nejvétsim urychlovacim tohoto typu patii
americky Tevatron s obvodem 6,3 km. Dal$i moznosti jsou linearni urychlovace s pro-
ménnym elektrickym polem na radiovych frekvencich. Typické urychlovaci pole téchto
zafizeni nemize vyrazné¢ piesahnout 100 MV/m. Jiz vroce 1979 navrhli T. Tajima
a D. Dawson zcela novy typ urychlovace, ve kterém by elektrony byly urychleny na
plazmové vin€ podobné jako surfaf na viné v oceanu. Tato zajimava myslenka cekala na
praktickou realizaci vice nez Ctvrt stoleti. Dnes se zd4, Ze nic nestoji v cesté urychlovat
elektrony v urychlovaci nové generace pfimo na pracovnim stole.

Plazmova vlna muze vzniknout pfi prichodu intenzivniho laserového pulzu plyn-
nym prostfedim. Pulz ionizuje plyn na plazma a s sebou strhava lehké elektrony. Za
pulzem vznika brazda zvinéné koncentrace elektrond a podélného elektrického pole —
plazmova vlna. V anglictiné se toto pole nazyva ,,wakefield”, coz by snad $lo pielozit
jako brazdové pole, pfipadné pole v brazdé.

Obr. 139: Brazdové pole (wakefield). Za laserovym pulzem vznika pf¥i priichodu pro-
stfedim typické zvinéné podélné pole. Na obrazku je rlznym odstinem
znazornéna velikost pole.

Toto pole muze pfi vhodné hybnosti a energii urychlovat elektron, ktery je neseny
na vin¢ elektrického pole podobné jako vyse zminény surfatf na vodni vin€. Vinou jsou
ovSem zachyceny jen nékteré z elektrond a ty vytvori shluky urychlenych ¢astic. To je
zakladni princip urychlovatée LWFA (Laser Wake Field Accelerator). V praktickych
zafizenich se vétSinou vyuzivaji lasery s kratkym pulsem (< 1 ps) a velkou intenzitou
(>1018 W/cm?2). Vzniklé brazdové pole ma typicky intenzitu 100 GV/m, coZ je o tfi fady
vice nez v konvenénich urychlovadich. Shluky elektroni o velikosti 109 elektront
(stovky pikocoulombit) mohou byt urychleny na energie az 60 MeV. Jde ovSem jen
o maly zlomek pfitomnych elektrond a parametry plazmatu a brdzdového pole Ize jen
obtizné ovlivnit. To je hlavni nevyhodou dosud postavenych zafizeni, kterd méla spise
studijni charakter, a nebylo je mozné prakticky vyuzit.
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Situace se zménila po roce 2004, kdy byly navrzeny urychlovace LWFA s vice lase-
rovymi pulzy. Kromé zakladniho pulzu, ktery generuje laserové plazma s brazdovym
polem, lze dvéma dal§imi pomocnymi pulzy vytvofit za pulzem stojatou vinu (razy).
Podélna slozka elektrického pole mtize predurychlit elektron, piicna slozka mize foku-
sovat shluk elektroni. Pomocnymi pulzy mizeme ovliviiovat parametry plazmatu
v brazdé za zakladnim laserovym pulzem. Urychlovani je v této konfiguraci dvoustup-
nové. Elektrony jsou nejprve urychleny v pomalu se pohybujici (Aw/2kg) stojaté ving
generované pomocnymi pulzy a teprve poté v rychlé (~c) brazdové vin€ za hlavnim
pulzem. V soucasnych systémech je brazdové pole az 270 GV/m a bylo dosaZeno ener-
gii az 250 MeV na pouhych dvou milimetrech drahy. Spektrum urychlenych elektronti
je monoenergetické.

Urychlovace LWFA znamenaji revoluci v moznostech urychlovani nabitych Castic.
Hlavni vyhodou jsou pfedev§im malé rozméry urychlovact tohoto typu, nékteré mohou
byt postaveny pfimo na pracovnim stole. Pfedurychleni pomocnymi pulzy umoziuje
ovlivilovani parametrti urychleni, bez kterého nejsou mozné praktické aplikace. Vyvoj
probiha na Coloradské univerzité, UCB, UCLA, LLNL a dalsich pracovistich.

Maximalni podélné pole 6E
Z rovnice divE =-edn/gy muzeme odhadnout maximalni moznou velikost generova-

né¢ho pole:

1kOE =—eon/g, =

2
m.@wy @, m.@, Cm.Q
(OE)y <[1E0% < S0 e _ O MeBp M
& k& ke ke e
Pro maximalni dosazitelné pole tedy plati relace
cme @,
(OE) pax < . (5.176)
e

5.4.3 Landauuv utlum na iontech

Obdobou surfovani elektronit na plazmovych vlnach je surfovani iontl na iontovych
vinach (jsou analogii zvukovych vIn v plazmatu, proto jim nékdy fikame iontové-akus-
tické viny). Boltzmannovo rozdéleni pro elektrony a ionty je vzhledem k riznym hmot-
nostem velmi rozdilné:

1 1
Upy Upy Uy

Obr. 140: Boltzmannovo rozdéleni elektron( a ionta.
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U iontové-akustickych vin neni hlavni ,,ndvratovou® silou elektrostatické pole, ale te-
pelny tlak a setrvacnost iontt. Disperzni relaci iontové-akustickych vin jsme odvodili
v kapitole 4.2.4, viz vztah (4.53):

1
2,2
ok

@ =wy|1 + ke - (5.177)

2
I+ cohk™/ g,

V limité dlouhych vin lze tuto relaci ptepsat do tvaru (viz kapitola 4.2.4):
rele

w = Cik 1+Ze—
Ik

Fazova rychlost dlouhych iontové-akustickych vin proto bude

o = ¢ /1+z7e—7:3. (5.178)
7il;

Ze vztahu je patrné, Ze pro vyrovnanou teplotu obou slozek (7. = T;) bude mit fazova
rychlost iontové-akustické viny hodnotu v oblasti vf] na obrazku 140, tj. v oblasti nej-
prudsiho poklesu Boltzmannova rozdéleni iontl a podstatnd ¢ast iontd bude schopna
surfovat na iontové-akustické viné. VIné budou odnimat energii ionty s nizsi rychlosti
nez fazovou a naopak dodavat energii ionty s vyssi rychlosti nez fazovou. lontt s nizsi
rychlosti je vyrazné vétsi pocet, proto bude iontova akusticka vina silné¢ tlumena Lan-
dauovym utlumem na iontech. Naopak, v situaci kdy 7 >> 7;, bude mit fazova rychlost
iontové-akustické viny hodnotu v oblasti v na obrazku 140, kde ma hustota pravdépo-
dobnosti minimalni spad a navic je zde pocet iontd maly. Landautiv Gtlum bude
zanedbatelny a iontové-akusticka vina se bude v takovémto plazmatu §itit téméf volné
bez utlumu. Vysoka teplota elektronti vzhledem k iontdm tedy zajisti prichod iontoveé-
akustické viny dlouhych vinovych délek.

V limité kratkych vin Ize relaci (5.177) ptepsat do tvaru (viz kapitola 4.2.4) w = cik
a fazova rychlost kratkych iontovych vin bude

U = Cj. (5179)

Pro kratké viny bude mit fazova rychlost iontové-akustické viny hodnotu v oblasti vy
na obrazku 140 a Landautiv Gitlum na iontech bude vzdy podstatny.

5.4.4 Bernsteinovy médy

V piitomnosti magnetického pole je interakce castic s vinovymi mody znacné kompli-
kovana. Poprvé tuto problematiku fesil americky fyzik Ira Bernstein (1924) v roce 1958.
Uvazujme nejprve iontové-akustické viny v pfitomnosti externiho magnetického pole.
Z podrobné analyzy plyne, Ze Sifeni vIn siln¢ zadvisi na thlu a frekvenci. Viny jsou
tlumeny jednak cyklotronni iontovou rezonanci a jednak Landauovym utlumem na
iontech. Kolmo na pole je utlum vyrazné niz$i nez podél pole a vlna prochazi, pokud
neni v blizkosti nasobki iontové cyklotronni frekvence (tj. jejich harmonickych). Tyto
viny se nazyvaji Bernsteinovy mody, jejich realna cast frekvence lezi mezi dvéma sou-
sednimi nasobky cyklotronni frekvence iontt:
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mag <[Re(w)|<(m+Dwg;  m=123,... (5.180)

Imaginarni ¢ast frekvence, kterd je zodpovédna za Gtlum, razantné roste, pokud se viny
nesiti kolmo na magnetické pole. Utlum také roste s &islem modu m, jen nékolik nejniz-
Sich Bernsteinovych maodi se §ifi téméf bez utlumu. Elektrické pole Bernsteinovych
modu miii ptiblizné ve sméru vinového vektoru.

a— T -- 1= 1
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Obr. 141: Prvni tfi Bernsteinovy iontové mady. Na vodorovné ose
je bezrozmérny vinovy vektor a na svislé ose realna cast
bezrozmérné frekvence.

Obdobna sada Bernsteinovych médi existuje i pro elektrony. Tyto médy plazmovych
vin se opét $ifi kolmo na magnetické pole (v tomto sméru je jejich utlum minimalni)
a maji frekvenci mezi jednotlivymi harmonickymi elektronové cyklotronni frekvence.

5.5 PIC simulace

PIC (Particle in Cell, ¢astice v buiice) patii mezi nejoblibenéjsi algoritmy ve fyzice
plazmatu. Jde o hybridni simulace — ¢astice se pohybuji v prostoru volné v souladu
s pohybovou rovnici, pole jsou ale znama jen ve vrcholech piedem dané miize. Céstice
tak interaguje nikoli se v§emi ostatnimi ¢asticemi, ale se stfednim polem generovanym
celym souborem ¢astic. Oznac¢ime-li N pocet ¢astic v simulaci, snizi tento pfistup vypo-
¢etni naro¢nost z N2 (v molekularni dynamice, kde interaguje kazda ¢astice s kazdou)
na N log N. Kazda ¢astice v PIC kodu piedstavuje v mnoha simulacich cely shluk sku-
teCnych castic.

PIC algoritmus je vhodny k popisu vin a nestabilit v plazmatu, pfepojeni magnetickych
induk¢nich cCar, ohfevu plazmatu, interakce laserového paprsku s plazmatem, ke
sledovani vyvoje turbulenci atd. Usp&nost simulace je podminéna vhodnou volbou
¢asového a prostorového kroku. Obecné by Casovy krok integratoru pohybové rovnice
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mél byt vyrazné kratsi nez perioda odpovidajici plazmové frekvenci elektronti a prosto-
rovy krok mfize by mél byt mensi (nebo alespoii srovnatelny), nez je Debyeova vzdale-
nost v simulovaném plazmatu. Zakladni cyklus PIC metody probiha ve Etyfech stézej-
nich krocich:

1. Vadhovani ¢éastic. Ze znamych poloh a rychlosti ¢astic ur¢ime hustotu naboje a prou-
dovou hustotu ve vrcholech miize. Castici zpravidla rozd&lime mezi nejblizsi vr-
choly podle néjakého pravidla, které zajisti aby nejvétsi Cast Castice ,,patiila™ do
nejblizsiho vrcholu. Ve vrcholech miize po tomto kroku zname zdrojové ¢leny Ma-
xwellovych rovnic.

2. Integrator poli. Z Maxwellovych rovnic ur¢ime hodnotu elektrického a magnetic-
kého pole ve vrcholech miize. Maxwellovy rovnice se zpravidla fesi pro potencialy
a teprve poté se urcuji elektromagneticka pole. Lze vyuzit veskeré dostupné metody
pro feSeni parcialnich diferencialnich rovnic (sité, kone¢né prvky, rychlou Fourie-
rovu transformaci atd.). Po tomto kroku zname hodnoty poli ve vrcholech miize.

3. Vahovani poli. Po ptedchozim kroku jsou pole znama ve vrcholech mfize a je nutné
zjistit hodnoty poli v mistech, kde jsou lokalizovany castice. Pole je tieba ,,rozva-
hovat® do pozice konkrétni ¢astice, jde o obraceny postup nez u vahovani ¢astic. Po
tomto kroku zname hodnotu pole v misté libovolné zvolené castice.

4. Integrator castic. Prochazime jednotlivé ¢astice (pole u nich jiz zname) a pohneme
s nimi ve shod¢ s pohybovymi rovnicemi. Integraci pohybovych rovnic provadime
standardnimi metodami (napfiklad Runge-Kutta. Leap-Frog atd., viz kapitola 1.5)

integrator

éastic

vahovani vahovani

poli PIC castic

Obr. 142: Zakladni cyklus PIC algoritmu.

Zakladni cyklus je srdcem PIC metody, nicméné k jeji implementaci je potfeba cela
fada pomocnych procedur. Dtlezité jsou poc¢ate¢ni podminky (jakym zptsobem je ge-
nerovano pocatecni rozdéleni Castic v plazmatu) a okrajové podminky (jak se plazma
ma chovat na hranicich sledované oblasti). PIC vypocet neni myslitelny bez zobrazo-
vani ¢astic a poli, zde se nabizi nepteberné mnozstvi metod — barvy ¢astic mohou zna-
zornovat naboj, odstin barvy teplotu, ¢astice za sebou mohou nechavat postupné mize-
jici stopu nebo jsou zobrazeny jen jako pohybujici se body, kulicky ¢i mnohostény. Pole
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zpravidla zobrazujeme pomoci indukénich ¢ar, bud’ prostorovych nebo v riiznych fe-
zech. Dulezita je tzv. diagnostika plazmatu, pfi které v probihajici simulaci pocitame
makroskopicky ovéfitelné parametry plazmatu (teplotu, koncentraci, mérna tepla,
susceptibilitu, permeabilitu, permitivitu atd.). Pomoci Monte Carlo metod mtzeme
realizovat srazky nabitych castic s neutraly. Vzhledem k tomu, Ze interakce nabitych
¢astic v ramci jedné bunky sité¢ je PIC metodou podcenéna, je mozné doplnit vypocet
i Monte Carlo metodou, ktera zahrne nahodné binarni srazky nabitych ¢astic v rdmci
dané bunky sité.

BV particle Simulation Viewer =10 x|

File View Simulation Particles Show Tools Window Help
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Obr. 143: Grafické uZivatelské rozhrani programového baliku PIC vyvijeného na
pracovisti autora.

5.5.1 Vahovani

Vahovani je v PIC metod¢ provadéno dvakrat. Jednou jsou vahovany ¢astice do vrcholl
miize a podruhé je vahovano pole z vrchold miize k ¢asticim. Oba typy vahovani by
mély byt stejného fadu. Popisme si nyni, jak probihd vahovani ¢astic, zpétné vahovani
poli je obdobné. Nejjednodussi je tzv. vahovani nultého radu, pri kterém predpokla-
dame, ze Castice patti cela do nejblizs§iho vrcholu miize. Takové vahovani je sice velmi
rychlé, ale ma své nevyhody. Predstavme si ¢astici letici napti¢ miizi a sledujme napfi-
klad hustotu naboje v konkrétnim vrcholu mfize. Hustota naboje bude nejprve nulova,
jakmile se Castice dostate¢né ke sledovanému vrcholu pfiblizi, skokem vzroste na ma-
ximalni hodnotu a po odletu ¢astice opét skokem poklesne na nulu. Takovéto skokové
zmény mohou zapfi€init numerické nestability metody. VétSinou se proto vyuziva tzv.
vahovani prvniho fadu, které si objasnime pro rovinny ptipad. Castice je rozvahovana
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k nejbliz§im vrcholim (v rovin€ jde o 4 vrcholy) v poméru protilehlych ploch, ¢imz
dosahneme toho, ze nejbliz§imu vrcholu patii nejvetsi ¢ast Castice a nejvzdalenéj$imu
nejmensi. V prostorovém piipad¢é se vahovani déje k nejbliz§im osmi sousedim v po-
méru protilehlych objemut. Existuji i vahovani vysSich fada, kterd jsou kvalitngjsi, ale

vy

1 2 1 2
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Obr. 144: Vahovani prvniho radu (nalevo ¢astice, napravo pole)

rad 0 rad 1 fad 2

R
(Qb

|

X

Obr. 145. Pribéh hustoty naboje ve vrcholu mtize zplsobeny prolétavajici
Castici pfi riznych vahovanich.

5.5.2 ReSeni poli

Pro teseni poli ve vrcholech mfize existuje velké mnozstvi nejriznéjsich metod. Pokud
se pole zméni za zvoleny ¢asovy krok malo, postaci fesit Poissonovy rovnice pro poten-
cidly (pq je hustota naboje, jg je proudova hustota)

V2¢=_p_Q;
€ (5.181)
VZA = —Il,lon .

Po nalezeni potencialti (jakoukoli numerickou metodou) uréime pole ze vztaht
E=-Vg;

5.182
B=rotA. ( )
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PopiSme strucné metodu feseni zaloZzenou na Fourierivé transformaci, kterd je vhodna
pro oblast ve tvaru kvadru (LyxLy*L;) s periodickymi okrajovymi podminkami. Cely
algoritmus ma pét kroku:

Diskretizace Poissonovy rovnice.

Diskrétni Fourierova transformace (DFT) rovnic.

Algebraické feseni v k prostoru.

Provedeni inverzni diskrétni Fourierovy transformace (IDFT), ziskani potencialu.

wh W=

Vypocet poli ve vrcholech miize.

Popisme tyto kroky na Poissonové rovnici pro potencial elektrického pole. Diskretizaci
mizeme provést napiiklad ptes centralni diference (hustotu naboje budeme znacit p):

¢ + A§¢ _ _pnl,nz,n3 .
&P (Ay) (Az)* )
A)25¢ _ Puy+ling.ny = 2Pnyngny ¥ Pny-tny.ny
Ax)? Ax)? ’
( 2) (A¥) (5.183)
Ay(D _ ¢n1,n2+1,n3 _2¢nl,n2,n3 +¢n|,n2—l,n3
2 = 2 ’
(Ay) (Ay)
Ag(p _ Pny.ny.ny+l _2¢"1="2’"3 Y Pnyny.ny-1
2 2 :
(Az) (Az)

Diskrétni Fourierova transformace (DFT) funkce F a inverzni diskrétni Fourierova
transformace (IDFT) jsou dany vztahy:

F(ky Ky, ky) = NIZ‘,INiINi“]F(n n )exp|:27z{k1nl Lo k3n3ﬂ
1,%2,%3) = 1,112,713 — ||
N1N2N3 =0 =0 m3=0 M Ny N

Ni=1Np=1N3-1 ko s
F(n,ny,m)= Y > > F(ky,ky,k3)exp|—27i ekl IE
k=0 ky=0 k3=0 1 2 3
Aplikace DFT pievede rovnici (5.183) do k prostoru:

2 ~
4N}
S sin? B 4]? 220 3 cin2 T gty by k) = 22
Lx Nl L N2 L N3 I=h)

.(5.184)

Poznamenejme, Ze spojitd Fourierova transformace pro spojitou proménnou by dala
k2¢= pl€y. Kvadraty funkce sinus, které se objevily ve vysledku, jsou zpiisobeny

vlivem miize. Algebraické feSeni rovnice je velmi jednoduché:
~ ﬁ(kl > kZ > k3 )
o(ky ky,k3) = ; ; . (5.185)
4 4 4 k
—]\2[1 sin’ Ty +—]\2’2 sin’ Thy + ]\;3 sin’ 3
L N Ny L7 N3

€9
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Hledany potencial ziskame inverzni diskrétni Fourierovou transformaci
¢ =1DFT(®). (5.1806)

Z potencialu jiz snadno ur¢ime elektrické pole ve vrcholech miize. Namisto DFT/IDFT
algoritmu je mozné vyuzit algoritmus pro rychlou Fourierovu transformaci (FFT/IFFT),
ktery je rychlejsi (namisto N2 operaci je zapotiebi N log N operaci) a je také implemen-
tovan ve vétsiné numerickych knihoven.

Obr. 146: Casovy vyvoj magnetickych indukénich &ar v pfi¢ném fezu plazmového vlak-
na (400 000 elektron( a iontd). Jde o vysledek PIC simulace, pole je zobrazeno meto-
dou LIC (Line Integral Convolution).

5.5.3 Reseni pohybu ¢astic

Redeni pohybu &astic ve znamém poli jsme se podrobné vénovali v kapitole 1.5, Ize
zvolit libovolnou z popsanych metod nebo jinou metodu popsanou v literatufe.

oo000000000000000000000000o
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Dodatek A - Uzitecné vztahy

Ve vztazich je oznaceno n!=n(n—1)...1; nll=n(n-2)(n-4)...1.

A1l Neékteré integraly a rady

< !
[ae™dr=—2rr @505 n=12.... (A1)
a

0

< 2 -

[x2ree oo Cn=DINT o (A2)
2n+la(2n+l)/2

0

< 2 !

[ e de= "t a>0; n=012.... (A3)

2an+l

0

T —ax2 _ |7 o - .

j e dx=,—; a>0 (Gaussuv integral) (A4)
a

< 2

fer dr=1 %, 40 (A.5)

0 2V a

< 2 2

j e Hbx cbc=\/Z oth/Aa © a>0 (A.6)

a

— oo

=

1
IW dx = —arccos [Zj (A7)
1
J Va? +x*

[——dv = Ja?+x’ (A.9)
\/(12 +X2

dx =argsh (zj (A.8)

o 3 e 3 4

[—de=ses22: [T—dr=" (A.10)
et +1 et -1 15

0 0

z q" = % ; | q | <1 (soucet geometrické fady) (A.11)

n=0 -9

Von = =NV R*N N1 (objem koule v sudém poétu dimenzi) (A.12)
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A2 Vektorovy soucin a nékteré vektorové identity

Definice vektorového soucinu

Pfi upravach vyrazii s vektorovym soucinem je n¢kdy vyhodny zapis pomoci Levi-Ci-
vitova tenzoru. Jde o totaln¢ antisymetricky tenzor 3. fadu, ktery mé jedinou nezavislou
slozku

3=l & =€k =—Ejix =—Exji - (A.13)

Slozky tohoto tenzoru maji hodnotu +1, —1 nebo 0. VSechny slozky s dvéma nebo vice
shodnymi indexy jsou nutné nulové (zakladni vlastnost antisymetrickych matic, napfi-
klad €112, €233, €222, ...). Ukazme nulovost napiiklad pro slozku &112: Zaméhme prvni
dva indexy, z antisymetrie plati

Elp=—€12 = 2612=0 = £,=0.
Pro Levi-Civitiv tenzor plati velmi uZzite¢ny vztah:
Exij Ekim = %510 jm — OmO1 - (A.14)

Pres index k& se automaticky sc¢itd. Dikaz je mozné provést bud’ z tvah o symetrii ten-
zoru, nebo prostym rozepsanim do slozek. Vektorovy soucin Ize pomoci Levi-Civitova
tenzoru definovat takto:

C:aXb; Cr = Ekim albm . (AIS)
Z celého dvojného souctu jsou vzdy nenulové dva ¢leny, naptiklad pro prvni slozku
mame

cy=€p3ay by + €z a3by =ay by —azb; .
Ukazme si typické vypocty na tfech jednoduchych piikladech:
Dvojny vektorovy soucin ax(bxc)
[aX(ch)]k = Epam a1 (DXC) = E iy A1 EnobnCo = EmkiEmno 4buCo =
= (5]("5]0 - 5k05ln)albnco = albkcl - alblck = bk (a . C) —Cr (a . b) =
ax(bxc) = b(a-¢c)—c(a-b) . (A.16)
Dvojna rotace vektorového pole rot rot A
[I‘Ot (rot A)] k= Ekim 0/ (rot A),y, = €y 91 Emno9n Ao = EmitEmno 91904 =
= (851010 = 01001 ) 919, 4y = 0101 A) — 0,0, 4 =
=0,(0,4)—(0,;0) 4, =0, divA-V?4, =

rot(rot A) = graddiv A — V3A . (A.17)
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Divergence vektorového soucinu
diV(aXb) = aksklmalbm = Ekim (Bka[ )bm + Erimy (akbm ) =b-.rota—a-rotbh =

div(axb)=b-rota—a-roth . (A.18)

Clen zamrzani v magnetohydrodynamice rot (uxB)

[I‘Ot (uXB)]k = Em al(“XB)m =Ekim al Emnottn By = € it €mno al(unBo) =

ou,, JB du 0B, du oB

= (04,01, — 010, B, +u,—%|= —%B +u —l——lB— k —

(%1% ~ Oko ln)(al o T Uy ale ax, DTy oy B T

=B-V)u, +u; divB - B, divu —(u-V)B, =
rot(uxB)=(B-V)u — Bdivu—(u-V)B . (A.19)
Lorentzova sila Q vxB

Fk = [VXB [VX I'OtA)] nglm UI(VXA)m :nglm Uy SmnoanAo =

= O€ ui1€mno V19n Ay = Q04 0o = Op 01 010, Ay = O (V05 4 =110, 4 ) =

M, A,

Fk ZQ[VXTOtA]k :Qvl[a—a] . (AZO)

A3 Zakladni vztahy z komplexni analyzy

Predpokladejme, Ze funkce f(z) je funkci komplexni proménné, tj. f(z): C—C.
V nésledujicim textu uvedeme zakladni pojmy a postupy z komplexni analyzy.

Cauchyovy-Riemannovy podminky
Funkce f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y) ma v daném bod¢ derivaci, pravé kdyz

1. funkce u, v maji uplny diferencial,
2. plati tzv. Cauchyovy-Riemannovy (CR) podminky:

u_dv. du_ v

=%, (A21)
ox dy ay Cox

Platnost CR podminek je zifejma z toho, ze derivace musi dat stejny vysledek, at’ se k
danému bodu blizime po realné nebo po imaginarni ose, tedy musi platit f/Ox = of/0iy.
Oddélenim realné a imaginarni ¢asti ziskame CR podminky.
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Holomorfni funkce

Rekneme, Ze komplexni funkce je holomorfni na oteviené mnozing, pokud ma derivaci
v kazdém bod¢ mnoziny. Oteviend mnozZina je v definici podstatnd, protoze ke kazdému
bodu mnoziny musi existovat okoli, na kterém je mozné derivaci zavést. Existence
komplexni derivace je velmi silny pozadavek, a pokud je funkce holomorfni, ma zaji-
mavé vlastnosti:

1. Z CR podminek je okamzité vidét, ze realna i imaginarni ¢ast holomorfni funkce
je harmonicka, tj. spliuje Laplaceovu rovnici:

Vu=0; V?=0. (A22)

Situaci lze i obratit. Pokud vezmeme za redlnou ¢ast komplexni funkce né&jakou
harmonickou funkci, mizeme z CR podminek dopocitat jeji imaginarni ¢ast, tedy
kazdou harmonickou funkei je urcena néjaka komplexni funkce.

2. Necht’ y je uzaviend prosta (obéhne pravé jednou) kiivka. Je-li f holomorfni na
kiivce i uvnitt kiivky, plati Cauchyova fundamentalni véta:

 f(2)dz=0. (A23)
Y

3. Hodnoty holomorfni funkce uvniti libovolné uzaviené prosté kiivky lze dopocitat
z hodnot na této kfivce (funkce musi byt holomorfni v celé oblasti) podle tzv.
Cauchyova integralniho vzorce:

fz )=—45 QIS (A.24)

2ric z— Zo
Samotny integrand neni holomorfni v bod¢ z = z.

Dtikazy obou dvou poslednich tvrzeni jsou jednoduché. Proved'me dikaz Cauchyova
integralniho vzorce. Kiivku nahradime bez Gjmy na obecnosti kruznici se stfedem
v bod¢ zg (spojita deformace kiivky na holomorfni oblasti nezméni hodnotu kiivkového
integralu, nesmime tedy kiivku jen deformovat pies centralni bod zo, kde integrand neni
holomorfni). Vyuzijeme parametrizaci kruznice v komplexni roviné

z=zy+Re'?;  e<0,27). (A.25)

Stied kruznice je v bod¢, kde poc¢itame hodnotu funkce, na poloméru kruznice nezélezi
(kruznice s riznym polomérem lze spojité deformovat jednu na druhou). Holomorfni
funkci rozvineme do Laurentovy fady v okoli bodu zg, ktera bude mit diky holomorf-
nosti jen nezaporné cleny:
< k
f(@)=> e (z-2)" . (A.26)

k=0

Integrujme nyni na pravé stran¢ vztahu (A.24) libovolny z ¢lent fady:
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1 galz-2)"

1 k-1
— 02— dz=——Mc, (z-2 dz =
2ri z—2z 27z'i(js k( 0)
Y 4
1 2 ) )
= — ckRk_1 el(k_lwiRe”pqu =
2ri
0
iCkRk 27 ik ICkRk
= —— f "™ dp=——-278 = oo = /(20)0 -
2ri 2ri

Jediny nenulovy pfispévek ma tedy nulty ¢len rozvoje a ten je piimo roven hledané
hodnoté.

Laurentiiv rozvoj
Laurentovym rozvojem komplexni funkce f{z) v okoli bodu zp nazyvame fadu

oo

f@= Y aqz-z)" . (A27)

f=—c0

Touto fadou se zabyval Pierre Alphonse Laurent (1813—1854). Soucet zapornych ¢lenti
fady (k <0) nazyvame hlavni ¢ast Laurentovy fady, souet nezapornych ¢lend (k> 0)
nazyvame reguldrni ¢dast Laurentovy fady.

Pokud ma funkce v komplexni roviné poly (osamocené body, ve kterych hodnota
funkce diverguje, ale v jejichz prstencovém okoli je funkce holomorfni, viz dale), 1ze
vzdy nalézt k danému bodu zy n€jaka mezikruzi .4, na kterych bude funkce holomorfni.
Pro tato mezikruzi je mozné jednoznacné urcit koeficienty ¢, fady tak, aby Laurentova
fada byla na téchto mezikruzich konvergentni. Pro rizna mezikruzi bude mit fada rizné
koeficienty.

Na nasledujicim obrazku jsou poly v bodech zi, z3 a z3 a existuji 4 mezikruzi, ve
kterych lze nalézt koeficienty ¢y tak, aby Laurentova fada konvergovala k puvodni
funkeci:

Obr 147: Ukazka po6ld v Laurentové rozvoji.
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Pro zg # w0 1ze koeficienty fady urcit ze vztahu

f(2) , \
2”195(2 ; )k+1 yoH . (A.28)

Kfivka y je uzaviena prostd a cela lezi v daném mezikruzi. Muize jit naptiklad o kruznici
se sttedem v zg a vhodnym polomérem. Dtikaz vztahu (A.28) je zcela analogicky dii-
kazu vztahu (A.24), tj. jen dosadime parametrizaci kruznice (A.25) a za funkci hledany
rozvoj. Nenulovy bude jediny ¢len a da pravé koeficient ci. Pro reguldrni cast fady
prejdou koeficienty ¢ v bézné koeficienty Taylorovy fady

(k)
ck:%; k=12,... (A.29)
K rozvoji funkce do Laurentovy fady existuje fada trikt, pfi kterych neni nutné provadét
vypocet koeficientll podle vztahu (A.28).

Reziduova véta

Hledejme nyni kiivkovy integral z komplexni funkce po prosté, kladn¢ orientované
uzaviené kiivce y (oblast obéhne prave jednou). Funkce musi byt holomorfni v kazdém
bod¢ kiivky, nicmén¢ v oblasti ohrani¢ené kiivkou mohou byt poly, a proto nebude
integral po kiivce nulovy, nebot’ neplati pfedpoklad Cauchyovy fundamentalni véty
o holomorfnosti funkce v celé oblasti.

Uvazujme nejprve jednoduchou situaci s jedinym pédlem v zg, kolem néhoz existuje
prstencové okoli (bod zp do ného nepatii), na kterém je f holomorfni. Najdéme integral
po kruznici vedené kolem bodu z:

§ f@d= §  Yel-zid= chrelkwrlelwdq,_

z=zg+r e'? z=zg+r el? k

2
Z:ickrkJrl j el do= Z:ickrkJrl 270y, _y =2rmic_; .
k 0 k

Je ztejmé, Ze jedinym nenulovym ¢lenem je ¢len s k= —1. Koeficientu c_; proto fikame
reziduum (zbytek) funkce f'v bod¢ zg, znacime Rez(f; zg). Pro obecnou kiivku mizeme
postupovat obdobné, vysledkem je reziduova véta

@ f(z)dz=27i Y. Rez(f,z) . (A.30)

ZRE€ Inty

Integral z prosté, kladné orientované uzaviené kiivky je roven 2zi-nasobku souctu vSech
rezidui funkce lezicich uvnitf kfivky (Int y). Véta umoznuje efektivni vypocty mnoha
ktivkovych integralit v komplexni roving, ale i integralii po redlné ose, kterou chapeme
jako cast kiivky v komplexni rovin€é. Typicky je vypocet integralu s jednoduchym
polem na redlné ose

.[ g(X)

_xxo
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Je-li funkce g(z) holomorfni v komplexni rovin¢ a v realném nekonec¢nu se blizi k nule
tak rychle, aby integral konvergoval, vyuzijeme k vypoctu reziduovou vétu pro
carkovanou kfivku na obrazku 148:

(j') g(z) = 27[iRez(Lz);zoj = 27mig(z) = 27ig(xp) -

z— ZO zZ—2Z
Integral na levé strané napiSeme jako soucet integralti po jednotlivych kfivkach

.[ g(2) 8@ 4 . J' g(2) R(CIRPTN j g(2) 8@ 4 . J' g(2) 29 4~ 27ig(xg).
Z—Z Z—Z Z— Z Z—Z
0 2t7% 0 73t7s 0 0

Vzhledem k 4 — 0 budou integraly pies y, a ys nulové. Po provedeni limit R — o
ar — 0 daji jednotlivé integraly postupné:

Tacvon g [T 5000 T 800 {50 .
X=X R— oo X— xo X xO z- Z()
r—0
Xo—r R
J- g(x) lim J‘ g(x) dr + J‘ & + J‘&dzzzmg(xo),
X T xO f:g’ g *7%0 x0+rx_x0 Z7%0
oo +oo
J‘ g(x) dx — V.p.J. &dx + lim IMI el‘ﬂd(p 27ig(xg),
X=X X=X r—0 re'?
(x) (x ) r
j Y 4 — VP j gLx dx + i [ glxg)dg =27ig(xo)
x X0 T

J. 2(x) —=~~dx= V.P. J. 2(x) =—dx + mig(xy) .
e X=Xy _wx X0

Uvedeny postup je uzitecny pii odvozovani Landauova utlumu. Pokud ale integral
z komplexni funkce konverguje v imaginarnim nekone¢nu (ico, nebo — i), mizeme
spodni ¢ast integrace nahradit polokruznici, bud’ v horni poloroving, nebo v dolni
poloroviné — podle toho, kde ptijde integral pies polokruznici k nule.

I",h—)o y
R—
V4 oo
R Vs _,,4-‘ Y3 4R
I 20 —I X
|
Vel B v, 17,
e ] I

Obr. 148: Vypocet integralu pomoci reziduové véty.
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Pol
Rekneme, Ze funkce f{z) ma pol v bodé zg, pokud
I. lim f(z)=co,

zZ—2

2. v prstencovém okoli zg je funkce holomorfni.

Nasobnost p6lu

Rekneme, Ze pol zg funkce f{z) méa nasobnost k, pokud koeficienty Laurentova rozvoje
na prstencovém okoli bodu zg spliuji

1. C_k;to,
2. ¢=0; I<—k.

Reziduum v pdlu prvni nasobnosti

Reziduum v pélu prvni nasobnosti Ize uréit ze vztahu (plyne okamzit¢ z Laurentova
rozvoje)

Rez(f,zp)= lim [(z—2)f(2)] . (A31)
zZ—2Z)
Ze vztahu je zfejmé, Ze pro holomorfni funkci g plati

Rez( 8() ZOJZg(ZO).

(Z—ZO),

Naptiklad
ez( si.n(z) _ i] _ lim{(z—i) si.n(z) . } _ lim{Sin(Z.)} _ sinFi) .
(z+1)(z-1) z—i (z+i)(z—1) | z-i| (z+1) 21
Reziduum v polu k-té nasobnosti

1 PR (=)
(k_l)!zgrgo[@—z()) O] (A32)

ReZ(f,Zo)=

Reziduum v nekonecnu

Pro holomorfni funkci miizeme v prstencovém okoli nekonecna zavést Laurenttiv rozvoj
ve tvaru

=0
f(z)= Z—’;c. (A.33)
—o0 Z

Reziduum v nekoneénu potom definujeme vztahem
Rez(f,o0) =—b;. (A.34)



318 Dodatky

Znaménko se definuje zaporné proto, aby pro funkci, kterd je holomorfni az na konecny
pocet polu zi, platilo, Ze soucet vSech rezidui je nulovy:

Rez(f,%) + Y Rez(f,z;)=0 . (A.35)
Zk

Tento vztah umoznuje vypoéitat reziduum v nekoneénu bez pouziti defini¢niho vztahu
(A.34).

A4 Neékteré specialni funkce

Besselovy funkce

Besselovy funkce jsou feSenimi Laplaceovy nebo Helmholtzovy rovnice ve valcovych
soufadnicich

2
xzd—y+xd—y+(x2—m2)y=0. (A.36)
dx? dx
Obecné feSeni ma tvar
Y(x) =1y () + Y, (x) (A.37)

Funkce J,, nazyvame Besselovy funkce prvniho druhu a maji v poc¢atku kone¢né hod-
noty. Funkce Y, nazyvame Besselovy funkce druhého druhu a v pocatku jsou singu-
larni. Funkce Jo(x) koresponduje ve valcovych soufadnicich s funkci kosinus z kartéz-
skych soufadnic a funkce Jj(x) koresponduje se sinem. Plati mezi nimi i obdobny vztah:

dJy(x)

=—J,(x). (A38)

Funkce prvniho druhu lze jednoduSe zapsat pomoci fady, pro druhy druh je pfehlednéjsi
integralni vyjadreni:

o0 K 2k+m
Jm(x)=z&(xj :

2k +m) 2
(A.39)
T oo
Y, (x) =%jsin(xsinﬁ—m?)d&—%I[emt+(—1)m e"”’]e‘“hf dr.
0 0

Besselovy funkce Ize bez problému definovat i pro necelociselny index m (faktorialy
v defini¢ni fadé nahradi I' funkce) nebo pro komplexni argument. Z komplexnich argu-

vvvvvv

(A.36) prejde v

2
d
xz—d SN

e (x* +m?)y=0, (A.40)

jejimz feSenim je analogie hyperbolickych funkeci
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y(x) = el (X) + Ky (%), (A41)

kde I, K, nazyvame hyperbolické neboli modifikované Besselovy funkce. Funkce 7,
maji koneéné hodnoty v pocatku a v nekonecnu diverguji (analogicky jako exp[x]),
snadno se definuji pomoci fady. Naopak funkce K, diverguji v pocatku a v nekonecnu
se blizi nule (analogicky jako exp[—x]) a jednodussi je jejich integralni vyjadreni:

oo 1 x 2k+m
=2, k!(k+m)!(5j ;

k=0
(A.42)
\/; Y% (.2 m—1/2
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Asymptotické vztahy v okoli pocatku (x <« 1):
1(x\"
J,(x)=—| = | ,
(=l 2]
m-1)! x\™"
Ym(X)z( ) (Ej ; m>0,
V4
(A.43)

Im(x):#(gj s

K, (x) = (m;l)!(gj_’” ; m>0.
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Asymptoticke vztahy v nekonecnu (x> 1):

I (x) = icos(x—m—”—zj R

X 2 4
Y, () = ﬂ—sin[x——”—%},
* (A.44)
1
[m (.X) = \/% ex H
K, (x)=,|—e™*

Kulové funkce

Kulové funkce tvofi bazi pro sféricky symetricky potencidl v kvantové teorii, viz [2].
Jsou vhodné pro rozvoje thlovych ¢asti funkci ve sférickych souradnicich. Kulové
funkce jsou definovany vztahy (¢ je azimutalni thel, 6 polarni thel)

Y (9,0) =

e Pl (cos6)

(A.45)

_2\m/2 ql+m
A=) 4 2y =012 (m|<l: m=0,+1, ...

B (%) =

Polynomy Py, se nazyvaji pfidruzené Legendreovy polynomy. Pro m =0 se nazyvaji
Legendreovy polynomy:
!
1
Pl(x)zl—d—l(xz—l)l; 1=0,1,2, ... (A.46)
2° 1! dx

Jiny zpusob, jak zapsat Legendretiv polynom je v komplexni roviné za pomoci kiivko-
vého integralu po kiivce, ktera proti sméru hodinovych ruéi¢ek obéhne pocatek sourad-
nicz,te C:

1 V2
f;(z)_z—mg;(l—zmt ) 1 (A.47)

Pro Legendreovy polynomy plati nékteré uzite¢né vztahy, naptiklad
+1 +1 )
[A@d=26:  [xRE)d=14,. (A48)
-1 -1
v prvnim pfipade je tedy nenulovy jen integral z Py(x), v druhém piipadé z Pi(x). Je to
zjevné ze vztahu (A.46). Jinym uziteCnym vyrazem je rozvoj
1 & min’ (r, ")

|r - r'| - =0 max’*! (r,r)

P(cosf), (A.49)

kde @ je thel mezi vektory r, r'.
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Chybova funkce

Pomoci chybové funkce lze vyjadfit prvni Rosenbluthliv potencial H pro Maxwellovo

rozdéleni. Chybova funkce je definovana vztahem

2 F _52
=— dé.
o(x) ﬁle &

Chandrasekharova funkce

(A.50)

Tato funkce vystupuje v dynamickém tiecim ¢lenu Fokkerovy-Planckovy rovnice pro
Maxwellovo rozdéleni. Pomoci této funkce se popisuje runaway (ubihajici) feseni:

2 ¢ 2 &2
=] e dg
|
‘//(X)E”O—z-

X

Mezi Chandrasekharovou funkci a chybovou funkeci plati jednoduchy vztah:

o—xo'

2x2

y(x) =

2
Vyuzijeme-li, ze ¢'=2¢e™* / N , miizeme snadno vztah obratit:

2
P= 2x21//+2—xe_x

N

0,5

-0,5

-1

Obr. 150: Chandrasekharova funkce () a chybova funkce (¢).

(A.51)

(A.52)

(A.53)
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A5 Vypocet Rosenbluthovych potencialii pro
Maxwellovo rozdéleni rychlosti

Ur¢eme nyni oba Rosenbluthovy potencialy pro Maxwellovo rozdéleni terée, tedy vy-
razy

H(va)zjﬁd%ﬂ; G(va)zj|va—vﬁ|fﬂd3vﬂ, (A.54)

kde index a oznacuje sledovanou Castici a § Castici ter¢e. Rozdéleni f pfedpokladame
Maxwellovo:

mo

3/2
_ mﬂ ZkBTﬂ A55

Vypocet potencialu H

Z izotropie terce (funkce fp) plyne, Ze vysledny potencial miize zaviset jen na velikosti
rychlosti v,. Jmenovatel integrandu rozvineme do Legendreovych polynomii podle
vztahu (A.49):

3¢ . —
H(vg) = j|va_vﬂ|d vp=
= Z.mfﬂ(vﬁ)%f’l(cosﬁ) vf; sinfdpd@dug .

Integrace pies azimutalni thel ¢ je trivialni a d4 2z. Integrace ptes thel & mezi vektory
Va, Vp j€ také jednoducha. Budeme substituovat cos@ = x :

Hvy) = 27[2[!%0 P;(x)dxjfﬁ(vﬁ)dvﬂ}

1=0| p max"" (vy,v 3

Podle vztahu (A.48) je ale integral z Legendreova polynomu nenulovy jen pro /=0
a ma hodnotu 2. Z celé tady tedy ziistane jen nulty ¢len:

H(v,)=4r jMduﬁ =

max(va,vﬂ)

Uy oo

H(vy) = 4rx UL I U%fﬂ(vﬂ) dvg + _[ vgfp(vg) dug |. (A.56)

a0 Uy

Pol v pivodnim integralu tak rozdélil integraci na dvé Casti. Jde o obecny vztah, do
kter¢ho Ize nyni dosadit jakékoli rozd€leni fp, tedy napiiklad Maxwellovo nebo Fer-
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miho-Diracovo rozdéleni. V naSem ptfipadé dosadime Maxwellovo rozdéleni (A.5S5)
a snadno ziskame

mg 4 1
2Ty r x

) m 2 2
H(Ua)Znﬂ Ifze 9 dé: + ng s ;
0

e
2UpTy 7

Y%
[2kgTgimg

Tento vysledek 1ze ptfepsat pomoci definice Chandrasekharovy funkce (A.51) do tvaru

X

m 2 2 2
H(v,)=np 2kBﬁTﬂ {;l//(x) e x }

Pomoci vztahu (A.53) mame ihned vysledny vyraz pro potencial H:
-1/2
2keTp | )
I’I’Iﬁ ﬂ X ’
Vo

kpTgimg
BMp

H(va) = (
(A.57)

X =

Vypocet potencialu G
Postup je obdobny, jen vyuzijeme vztahu

2
|Va_V,B| B vé—Zvavﬂ c0s¢9+v%

|V0!_V,3| |V0!_V,3|

|V0!_Vﬂ|=

Jmenovatele opét rozvineme do fady Legendreovych polynomti a postupujeme analo-
gicky jako u potencialu H:

vg, — 20405 c0s9+v%»

Ge)= [|va=vl fpdvg =] Tpdvp=

|V0!_V,3|

min' (v5,v5)

=iﬂjfﬂ(vﬁ)(vé—ZUaUﬁcosﬁ+v%) |
=0

P(cos) vjsinfdpdadug =
max (va,vﬁ)

oo [oo pinl 1
z[jwv;}fﬁ(vﬂ)“ (Ué—ZUavﬂx+U%)Pl(x) dedvﬂ].
v
B

=0 -1

Kazda z integraci pfes Legendretiv polynom ponecha podle vztahu (A.48) jediny nenu-
lovy ¢len z celé fady. Obdobnym postupem jako pro potencial H ziskame

4rv,, | ¢ v =( 3v3
G(vy) = 3 = I [31{% +_§Jfﬁ(vﬂ)dvﬁ + I (U—ﬁ‘l‘vavngfﬁ(Uﬂ)dUﬂ . (A.58)
U, o

0 o

Va
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Opét jde o obecny vyraz pro jakékoli rozd€leni fg. Pro Maxwellovo rozdéleni 1ze pro-
vést vypocet analogicky, jako pro potencial H. Vysledek lze opét zapsat za pomoci
chybové funkce a jeji derivace:

+1/2
G(vg) = {ZIZ?Tﬁ ] ng {W(X) I } ;

2
s x r (A.59)
x=_ Yo
A IZkBT'B /mﬁ
Jednoduse zapsatelna je prvni derivace tohoto potencialu podle rychlosti:
IG(v
S [ -w o). (A.60)
Vo
A6 Zakladni trigonometrické vztahy
Jednoduché definice
tgx =Y (A.61)
cos X
cotgx = % (A.62)
sin x
1
cosecx =——, (A.63)
sin x
secx = , (A.64)
cos x
chx= w , (A65)
sh y = SO 7 XP=Y) _;Xp(_x) . (A.66)
Souctové vzorce
sin(x+y)=sinx cos y£cosxsiny, (A.67)
cos(x*y)=cosxcosyFsinxsiny, (A.68)
tgxttgy
tg(x+y)=—o—5L (A.69)

_litgxtgy ’
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tcot tgy—1
cotg(x+y)= Teotgxceolgy—2 (A.70)
cotg x Fcotg y
sinx+siny=2sini2ycos%, (A.71)
sinx—siny = ZCosHTy sin% , (A.72)
COSX+COSy =2cosx+Ty cos%, (A.73)
CosSXx—cosy=-2 sinﬁTy sin%. (A.74)
Dvojnasobny uhel
sin2x =2sinx cosx, (A.75)
cos2x = cos® x —sin” x , (A.76)
2
tg2r=——2% (A77)
1-tg” x
2
t -1
cotg2x =28 X7 (A.78)
2cotgx
Polovi¢ni uhel
sin ¥ =+ [1Z608X (A.79)
2
1+
cost =, [T (A.80)
2 2
(znaménko se urc¢i dle kvadrantu)
- .
tg£= .cosx= sin x , (A1)
2 sin x I+cosx
i 1+
cotgf __sinx _ .cosx (A.82)
2 l-cosx sin x
Druhé mocniny
cos® x+sin’ x=1, (A.83)
cos” x—sin? x = cos 2x s (A.84)

chzx—shzle,

(A.85)
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2 1
cos” x = 5> (A.86)
I+tg” x
sin? x = ;2 , (A.87)
1+cotg” x
cos? x = 1 FO0S2% (A.88)
2
sin? x = 1 Z0082% (A.89)
2
Prevod na tg(x/2) a cotg(x/2)
. 2 2 2 2
Ginx = tg(zx/ ) _ cotg(zx/ ) ’ (A.90)
1+tg“(x/2) 1+cotg”(x/2)
cosx = 1 tgz(x/2) _ cotg2 (x/2) -1 . (A91)
1+tg“(x/2) cotg”(x/2)+1
Posuny o m/2
sin(x—g) =—cosx, (A.92)
cos(x—%) =sinx, (A.93)
tg(x-Z)=—cotgx, (A.94)
cotg(x—%) =—tgx. (A.95)

Dodatek B - Zobecnéné funkce

B1 Diracova distribuce

Ve fyzice se velmi Casto setkdvame s nutnosti popsat bodovy naboj nebo hmotny bod.
Naboj ¢i hmotnost Castice si predstavujeme lokalizované v jediném misté, coZ s sebou
nese problém nekoneéné hustoty naboje ¢ hmoty v tomto misté. Resenim je zavedeni
tzv. zobecnénych funkcei, zejména Diracovy distribuce. Ukazme si problém na linearni

hustoté naboje lokalizovaného v misté x = 0:
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() = 0; x#0 B.1
PI=120 x=o. (8.1

Integral z hustoty ale musi dat celkovy néboj QO:

+oo
[ pydx=0. (B.2)

Je jasné, Ze hustota naboje neni ,,normalni“ funkci. Ma nenulovou hodnotu v jediném
bod¢ a integral z ni by piesto mél dat konecné Cislo. Takové funkce ale neexistuji, ma-
zeme je zavadét jako limitu posloupnosti funkci a jejich vyznam je jen ve skalarnim
soucinu s jinou, tzv. testovaci funkci.

Posloupnost obdélniki
Zaved’'me si obdélnikové funkce

/e, xe<-€/2,€/2>;

Je() E{ (B.3)

0, xe<-—-&€/2,€/2>.
Vsechny obdélniky maji stejnou plochu rovnou jedné a funkce maji zajimavé vlastnosti:

tee - 1 ) _feo prox=0
_jwfg(x)dx—l, fe®=; glgnofgu)—{o roxeo’  BY

Diracovu distribuci miizeme formaln¢ zavést jako limitu téchto obdélnikovych funkei

S(x)= lim f,(x). (B.5)
£—0
Sx) S(x) S @)
G A5

&

Obr. 151: Posloupnosti vyuzivané k zavedeni Diracovy zobecnéné funkce.

Posloupnost ,kopecki“ (Cauchyovych-Lorentzovych rozdéleni)

Obdélniky z ptedchozi ukazky nejsou hladké funkce. To ale neni nepfekonatelny pro-
blém, misto obdélnikli miZzeme pouzit funkce spojité se vSemi svymi derivacemi podle
vztahu

1 &
Je(x) = SRR (B.6)
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Plocha pod témito funkcemi je rovna jedné pro kazdé &, protoze

1 I 1(x oz
dx:— arctg— =—|—+—=]|=1. (B.Y7)
T I3

—oo

j@mm j

T £ +x?
Pro malé €se ,,kopce” zuzuji a pfitom se zvétSuje jejich vyska:

prox=0

i 1 . e
LﬁmmA, fe@=—; g%mmﬂbpmﬁo. (B.8)

Opét mizeme zavést Diracovu distribuci jako limitu téchto spojitych funkei:

S(x) = lim f,.(x). (B.9)
£—0

Cauchy-Lorentzovo rozdéleni, ze kterého jsme nyni zkonstruovali Diracovu distribuci
popisuje ve spektroskopii tvar spektralnich ¢ar a nebo v teorii vynucenych kmitd rezo-
nanéni kiivku. Je pojmenovéano podle francouzského matematika Augustina Cauchyho
(1759-1857) a holandského fyzika Hendrika Lorentze (1853—1928).

Posloupnost Dirichletovych jader
Diracovu distribuci miizeme zavést také pomoci jednoduché funkce

—+ oo
sin x . '
fo==—=; fO->1; [ f@d=x.
Zaved’'me posloupnost
k sinkx
=— , B.10
Je () p— (B.10)

kterda ma jednoduché vlastnosti

+o0 et 0 k. i _Jeo prox=0
__[ofk(x) =5 Ji( )_;’ kgnmfk(x)_ 0 proxe (—m/2,7/2)\{0}

Diracovu distribuci lze zavést jako limitu posloupnosti funkci (ne pro vSechna x # 0
tato limita existuje)

5(x)= lim fi(x).

Poznamenejme, ze funkce fi(x) jsou znamé z dikazu véty o Fourierové rozvoji do fady
anazyvaji se Dirichletovo jadro. Je pojmenovano podle némeckého matematika Jo-
hanna Petera Gustava Lejeunea Dirichleta (1805—-1859).

Fourieriiv obraz jednotkové funkce
Spoctéme nejprve nasledujici integral:

+h o OO ke —ikx .
Ie"“”dk:{ie"“} _eme gy Sink

-k
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Integral dava az na koeficient 2 Dirichletovo jadro. Diracovu distribuci Ize proto na-
psat jako
1 +k
5(x)= lim — j e dk =
k—oo 277 ° k

+ oo
j e dk . (B.11)

1
2r
Integral v nevlastnich mezich chapeme pravé ve smyslu uvedené limity. Diracova dis-
tribuce je tak imérna Fourierovu obrazu jednotkové funkce.

Diracova distribuce nema vlastnosti béznych funkci. Pfestoze je jeji hodnota nenu-

lova v jediném bodé¢, da integral z ni nenulovou hodnotu. To plyne z limitniho charak-
teru zavedeni této distribuce. K jejim zakladnim vlastnostem patii:

+oo +oo too
[ 6@ f@dr= [ 6@ ) dr = £(0) [ 6(x)dx = f(0).  (B.12)

Divod je snad ziejmy. Distribuce 0 je v§ude nulova kromé jediného bodu x = 0. Proto
vysledek integralu mize ovlivnit jedin€ hodnota funkce f'v pocatku. Tu vSak muzeme
vytknout pied integral a dostaneme jako vysledek hodnotu funkce v pocatku.

Poznamka 1: Distribuci lze také chapat jako velmi jednoduché zobrazeni, které
prifadi funkci jeji hodnotu v pocatku (zobrazeni, které prifadi funkci Cislo, se na-
zyva funkcional).

Ts

Tsf(x)=f(0);  resp. f(x)— f(0),

Poznamka 2: Obecné lze distribuci chapat jako funkcionél dany skalarnim souci-
nem

T, f(x)=(g|f):.

Skalarni sou¢in pusobi na libovolnou funkci f z tzv. prostoru testovacich funkei.
Funkce g je pevné dana, definuje toto zobrazeni a nazyva se temperovana distri-
buce. Cim ,hez&i“ vlastnosti budou mit funkce z testovaciho prostoru (napftiklad
budou dostateéné rychle konvergovat k nule na hranicich oblasti), tim ,horsi
vlastnosti mize mit funkce g definujici zobrazeni. Za prostor testovacich funkci
muze poslouzit naptiklad Schwartziv (Soboleviiv) prostor nekoneéné diferencova-
telnych funkei klesajicich v nekone¢nu rychleji nez libovolna mocnina 1/x.

Poznamka 3: Casto se hledaji feseni celych rovnic ,,ve smyslu skalarniho sou-
¢inu“. Naptiklad misto rovnice
2
Vip=r

feSime rovnici
<V2(p—f‘w>=0,

kde ¢ je hledané feSeni a ¥ je libovolna funkce z prostoru testovacich funkci. Tato
feSeni se nazyvaji slaba reseni. Jejich tiida je mnohem bohatsi nez byla tfida feSeni
pivodni rovnice. Nachazena feSeni mohou mit ,,divocejsi“ charakter a jsou blizsi
fyzikalni realité. Jejich hledanim se zabyvala vynikajici matematicka Olga Ale-
xandrovna Ladyzenska (1922-2004).
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B2 Konvoluce

Na separabilnich prostorech (se spocetnou bazi) mizeme zobrazeni ;1| f > :| g> psat

v konkrétni reprezentaci v maticovém tvaru

D Aufi =g - (B.13)
!

Jednotkové zobrazeni ‘i| f > = | f ) je déno jednotkovou matici, jejiz prvky tvoii Krone-

ckertiv symbol:

D ufi =1y - (B.14)
l

V piipad¢ neseparabilnich prostort je zobrazeni dano funkci dvou proménnych

[ A f () dy=g(x). (B.15)
Q

Integral (B.15) se nazyva konvoluce a oznacuje se

A5 f = [ A, y) f(7)dy. (B.16)
Q

Konvoluce je analogii maticového nasobeni na neseparabilnich prostorech. Roli indext
prebiraji spojité prom&nné x a y. Roli matice piebira tzv. jadro konvoluce A(x, y). Spe-
cialnim pfipadem konvoluci jsou rizné integralni transformace (Laplaceova, Fourie-
rova, Abelova atd.). Jadrem jednotkového operatoru je Diracova distribuce (je nenulova
jen pro x = y):

[6Ge=») () dy = ().

Diracova distribuce tak na neseparabilnich prostorech pfebird tlohu Kroneckerova
symbolu.

B3 Greentiv operator a Greenova funkce

Napisme maticové elementy jednotkového operatoru v x reprezentaci (maticové ele-
menty jednotkového operatoru jsou pravé Diracovou distribuci):

S(x—y)=([i|x) =D (|nXn|x) = fn () fr(x).

n

i

Ve spojitych prostorech
Sx=)=[ f ) fie(x)dk. (B.17)
k

Diracovu distribuci lze tak napsat pomoci libovolnych bazovych funkci, naptiklad po-
moci
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e

N2 ’

dostaneme

S(x—y)= ije‘i"y e dk = ljeik(x‘y) k=
2 k 2r ’

| (B.18)
5(x) = —je"“ dk,
2r
k
coz je vySe odvozeny vztah (B.11). V N dimenzich jsou vztahy obdobné:
1 ik- 1 ikx 4N

ky=———e"%;  dx)=———|e"“Fd"k. (B.19)
k) em)N"? eV {

Greeniiv operator
Hledejme teSeni line4rni operatorové rovnice s pravou stranou

Llg)=r. (B.20)

Z véty o spektralnim rozvoji vime, Ze feSeni je mozné zapsat pomoci vlastnich vektort
(tvoti-li ortonormalni bazi) a vlastnich ¢isel ve tvaru

1
|0)=2 1 1X1]7)-
1M
PrepiSme feSeni takto

9) = G

1) é:zﬂiuxu. (B21)
1M

A

Operator G se nazyva Greenilv operdtor a je inverznim operatorem k operatoru L .
V piipad¢€ operatoru se spojitym spektrem piejde sumace v integraci.

Greenova funkce

Zabyvejme se nyni specialnim pfipadem — rovnici s linedrnim operatorem a nenulovou
pravou stranou na prostoru L

Lo=f. (B.22)

Hledejme nejprve feseni pro jednotkovy impuls na pravé strané (bude reprezentovany
Diracovou distribuci):

LG(x)=6(x).

Toto feSeni se nazyva Greenova funkce. Obecné feseni rovnice (B.22) je konvoluci
Greenovy funkce a pravé strany rovnice

90 =G+ f =[Gx-y) f(y)d"y.
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Dtikaz je velmi jednoduchy. Ukazeme, ze plisobenim operatoru L na nalezené feSeni
dostaneme pravou stranu puvodni rovnice:

L= [LGx-y)f()d"y = [6(x-y)f(x)d"y = f(x).

B4 Fourierova transformace

N2

Fourierovu transformaci miizeme chapat jako konvoluci s jadrem exp[ik-x]/(2w)™"~ nebo
jako rozvoj funkce do rovinnych vin:
0= 5m [ 7y > aVk; (B.23)
f )= oV —— [ Fe KX dNx (B.24)

Koeficienty rozvoje f (k) chapeme jako amplitudy rozvoje nebo jako ptimou transfor-

maci z x prostoru do k prostoru, vztah (B.23) jako inverzni transformaci z k prostoru do
X prostoru:

f®=7(fM);  f®0=F"(FK). (B.25)
Véta: Pro Fourierovou transformaci konvoluce existuje jednoduchy vztah:
T(f*)=Qn)" 25 (f) 7 (g). (B.26)

Diukaz:

T = (27:11\”2 [ X ([rx-pegmdy)ax=
(mNQI(J X fx-y)g(y)dVx)dVy = [subst: x-y=z

=WI (€0 rgy)ax)dVy =

= (2”)N/2[ iN/Z J.eikvz f(z) dNZJ'{(Z”;N/z .[eik'y g(y) dNyJ =

2r
=N 7 (f)-F(2)



Zobecnéné funkce 333

B5 Obecné reseni rovnice difuze

Uvazujme rovnici difize v neomezeném prostedi (naptiklad rovnici difize magnetic-
kého pole) s vhodnou pocateéni podminkou a nenulovou pravou stranou
t
%—nvzu(n )=f(6x);  u(0,x)=uy(x). (B.27)
t

Véta: Obecné feseni rovnice diftize v N dimenzich lze napsat jako prostorovou konvo-
luci Greenovy funkce s pocate¢ni podminkou a ¢asoprostorovou konvoluci s pravou
stranou:

u=G *uy; + G * f, (B.28)
(x) (#,%)

neboli

u(t,x) = [G(t.x-8uy(§)dVE + [Gt-7,x-E)f(z,E)dzd"E,  (B.29)

kde je Greenova funkce dana vztahem

1 X
G(t,x) = N7 XP —| | . (B.30)
(47nt) 4nt
Dikaz: V rovnici (B.27) provedeme Fourierovu transformaci v prostorové ¢asti:
du 25 = §
—+nkTu=
de g

Vsechny &leny prenasobime exponencialou exp[7k*f] a upravime:
du 2
aalp/ L

2
; +nk? O N
t

d( nkt~) fe”kz
dr

ODb¢ strany integrujeme v ¢ase a opét upravime

2, t~ 2
e”ktu—uoz Ofe”kfdr =

—nk? t~ —nk2 (t— ,
TR e IR (CA SO

Oznadime-li
exp[-nk*t)= 2r)V'? G, (B31)

mame s vyuzitim relace (B.26) vztah

i =)V 24,6 +2r)N? L;f(t', KG(-7,k)dr =
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Fwy=F(uy * G)+F( * G) =
x)

t,X)

u=uy *G + f * G =

(x) (%)
u=G *uy; + G * f.
(x) (t.x)

Nyni jiz zbyva jen urcit ze vztahu (B.31) Greenovu funkci G:

= 1 2
G=WCXP[—7]]€ t] =
Gt.x) = 7 (G) = — ! je‘”"zf k¥ gVk =
T - (Zﬂ)N/2 (27[)1\//2
Gt.x) = 1 . e_\x\2/4m J‘e—nt(k—ix/Zﬂt)z "k =
(27)
2 o 2 N
G(t,x)=;Ne i “"”(F o mé d:f) -
(27) -
5 N/2
G(t,x)=—1 ¥ o I 4t (lj =
(27) nt

2
G(t,x) ——1 exp —ﬁ
BRCT A

Pro nulovou pravou stranu jsme obecné vztahy (B.28) a (B.30) ziskali pfimym vy-
poctem i v kapitole vénované diflizi magnetického pole, viz vztah (3.24).



Kfivocaré soufadnice, kfivkové, plosné a objemové integrdly 335

Dodatek C - Krivocaré souradnice,
vicerozmeérné integraly

C1 Krivocaré souradnice

V nasledujicich tabulkach je k danym soufadnicim vzdy uveden gradient, divergence,
rotace a skalarni a vektorovy LaplaceGv operator. Piisobeni Laplaceova operatoru na
vektorové pole lze také urcit z vektorové identity VK = V(V-K) - Vx(VxK).

Kartézské souradnice

Vf = f +aie +alez, (C.1)
x dy ¥ oz
oK
divK:aKx + —2 4 aKZ, (C.2)
ox dy 0z
oK 8[(
rotK = oK,y e, + a&_a&jeﬁ _ 9K, e, (C.3)
dy 0oz oz  ox ax ay
O’f S S
V2f= + (C4)
ol a? o’
2 2 2 ’K, 9°K, 9°K
vk -| 2K x+aK"+aK" e, + S — e, +
anr 9?9 . C R =
(C.5)
. 9’K +82KZ +82KZ )
ox? o a2 )7
Valcové souiadnice
S LI I
vi=Z e 4- i C6
4 arer+r8(p¢ azz €6)
0K
divK:li(rK,) ;1% 9K , (C.7)
ror r dg oz
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oK,
rotK = LK Ry e,+(aKr—aKZJe¢,+ li(quo)—laﬁ [ (C.8)
rdp oz dz  or ror rop
sz:li[,,alj.,_iaz_f.,_az_f (C.9)
ror\_ or) ;2 a¢2 oz2 .

V2K - 82K,+L82K,+82K, 10K, 20K, K, |
o? 2 8(p2 a2 ror ;209 )7

+ 01 Ky
ot 8(/)2 o9z2 r or

3K, 10°K, 0K
+ PR— —_—
0 2

K K
+%a r_ ‘/’]e(ﬁ (C.10)
r

) 0°K, +L82KZ +82Kz L1k |
a]"z ]"2 8(02 aZZ 7 ar z "

Sférické souradnice

of 1o 19f
vr=2 - ——L ey, C.11
s Brer " rsineaqoe(p " raﬁee ( )
oK
divK:ii(rzKr) P v , 1 i(sim91<,,), (C.12)
»2 or rsin@ dg rsin@ 06
rotK = 1 i(sin49K¢)— 1 aﬁ e, +
rsiné 00 rsin@ d@

(C.13)

1 oK. 129 10 10K
ro_ K — K _ r ,
" [rsin@ o rar(r (p)jee—{r ar(r 2 r je(/,

2
szzii(rzalJ+ I o7, 1 a(sin@%}, (C.14)

r2 or or % sin? 6 d¢? r*sin” 6 20

1 % 1 a(.

197
V2 =—2_(if) + —
r or? () * sin’ 6 0¢? *sin? @ 06
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19°0K,) | 1 9K, 1 82K,+cot6 K,
2 2 2 2.2 2 2
vk =|" or r 96 r°sin“ @ Jdg rs 00 e +
2 Ky 2 JK, 2K, 2cotd
5 - - - 6
r? 00 ;2sing 09 42 2
182(rK9)+L82K3+ 1 82K9+cot¢9 Ky
2 2 2 2 .2 2 2 00
47 or r° 06 r“sin“ 6 d@ r ot (C.15)
_ 2 cotd dK, +£8Kr Ky
P2 sin@ dp ;2 960 ;rsin?e
19°(K,) 1 82K¢,+ 1 82K¢+Cot9 oK,
47 or? 2 96%  Fsin®6 9¢? 2 90 e
v
i 2 aKr n 2 COt9 aKH _ K(p
r2sing 09 2 sinf dp  ’sin’ @

C2 Krivkové, plosSné a objemové integraly

Skalarni a vektorové pole

3
. RP—>R;
/®) (C.16)
K(r): RP >R
Integracni variety
y: r=ru); kiivka,
o: r=r(u,v); plocha,
o r=r(u,v,w); teleso. (C17)
ue<u1,u2 > U€<Ul,l)2 > WE<W1,W2 >,
Diferencialni elementy
Délkovy element kiivky (vektorovy a skalarni)
dl =(dx,dy,dz) =dr =£du = ﬂ’d_ng du,
du du du du
(C.18)

2 2 2
dl = |dr| = \Jdx* +dy? +dz* =\/[(;ﬂj +(j—yJ +(;£j du .
u u u



338 Dodatky

Plosny element plochy (vektorovy a skalarni)

452 0 gy (2292 020y 920x dwdz dxdy dydx)y
ou dv Oudv Juodv Juodv Judv Jdudv Jdu v
(C.19)
dS =|dS|=/dS? +dS; +ds? = CLISCLIFWPNS
du dv
Objemovy element télesa
av = (B_r ﬂj 0| Gt dv dw (C.20)
ou dv) dw
Integraly
Kfivkovy prvniho druhu
d
jf dz—jf x(u)) \/x(u) +y' W) +2'(u)? du; ‘= (©2D)
u
U
Kftivkovy integral druhého druhu
jK(x)-dlzijdx+Kydy+szz=jK(x(u)).x'(u)du; = (C2)
4 u !
Plosny integral prvniho druhu
v up
jf( )ds = Hf X(1,0)) a—rx?d dv. (C.23)
o U1 Ug

Plosny integral druhého druhu

212 or or
jK( )-dS = jK ds, +K,dS, +K_dS, HK X(u,0)). (—xa—jd dv. (C.24)

U 4
Objemovy integral
Wy Up Uy
Jr or) or
)dv = —X— |-—dudvd C.25
if( w{v{u{fxwvwn( aujaw vdw. (C.25)

Gaussova a Stokesova véta

Gaussova véta

@S K-dS = mdivK av . (C.26)
o=V
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Stokesova véta

gS K-dl=” rotK - dS (C.27)
y=0S S

Obé piedchozi véty jsou specialnim piipadem pro integraci per partes v N dimenzich

J‘(ig+fa—g]d]vx: I fgnde_lx. (C.28)
0 axk axk 90
Pro g =1 mame
jalde: jfnk dV-lx, (C.29)
2% 20

kde n je jednotkovy vektor normaly k plose. Ze vztahu (C.26) je ziejmé, ze divergenci
pole (div K= V-K) lze pouzit jako test, ktery ukaze, zda je v daném misté zdroj pole
K. V mistech, kde je div K > 0 pole vyvéra a v mistech, kde je div K <0 pole mizi.

Ze vztahu (C.27) je zfejmé, Ze rotaci pole (rot K= VxK) lze pouzit jako test, ktery
ukaze, zda je v daném misté stied viru pole K. Jde o vektorovy test, jednotlivé slozky
odpovidaji pohledu ze sméru jednotlivych os. Naptiklad vir v rovin€ (xy) odhalime jen
pri pohledu ve sméru osy z, tedy nenulova bude jen z-ova slozka rot K.

Metrika a mira

Predpokladejme, Ze na zadané N-rozmérné oblasti mame metriku gy, tj. vzdalenost je
v zobecnénych soufadnicich g dana vztahem

dI? = gy dgy dg; (C.30)

Potom lze miru dané mnoziny (délkovy element, ploSny element, objemovy element,
atd.) obecné zapsat jako

dy:,/|detg| dg, ...dgy . (C.31)
Vsechny integraly prvniho druhu lze potom zapsat jednotné ve forme
jfdy: jf, et ] dgy ... dgy . (C.32)
Q Qo

C3 Vnéjsi algebra

Jednotny pfistup k riznym druhtim integralti 1ze ziskat zavedenim tzv. vné&jsi algebry,
jejimz zékladem je antisymetrické nasobeni diferenciali, naptiklad

dxAndy=—dyadx.
Je zfejmé, Ze nové zavedeny soucin dvou stejnych diferencialtt musi dat nulu, naptiklad

dxAadx=0.
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Piiklad 1 — ukazka dvojprvkové vnéjsi algebry

Na dvou prvcich e, a e, mizeme zavést vnéjsi algebru tak, Ze k témto prvkim pfidame
jednotkovy prvek e, (pfi nasobeni prvek nezméni) a vysledek vnéjsiho soucinu e,.
Nasobeni vSech prvkl miizeme odvodit z antikomutativnosti a asociativnosti, naptiklad

€y NE =—€ A€y =€) ;
€r NE =(61 /\ez)/\el Z—(ez /\el)/\el =—€) /\(el/\el):O

atd. Celkové lze vysledek nasobeni jednotlivych prvkia zapsat do tabulky

A €o €1 € €12
€o €o (J] €2 €12
e e 0 e
€ € —€12 0
€12 €12 0 0

Zavadeéna algebra bude linearnim obalem téchto prvk.

Priklad 2 — ukazka pouziti vnéjsi algebry v integralech

Obecnou podobu vztahu (C.29) Ize chapat jako
IdF = '[ F;  spec. pro jednu dimenzi '[ dr =[F]Z. (C.33)
Q 002 <a,b>

Integral napravo znamend hodnoty na hranici oblasti, proto zde nezapisujeme znak
diferencialu, obdobné jako v jedné dimenzi, kde hranici jsou dva body. Pro Stokesovu
vétu je F na pravé stran¢ dano vztahem (pocitame cirkulaci vektoru K podél y)

F=K-dl=K.dx+K,dy+K.dz .
Definujeme-li diferencial pomoci vnéjsiho soucinu, mame pro levou stranu:

K K K
dF =dK, Adx+dK, Ady+dK, Adz = o xdx—i-a xdy—i—a Ldz [Adx+---=
ox dy 0z

oK oK
= 8&__y dyadz+ a&—a& dz Adx+ —y—aKx dxady=
dy oz 0z ox ox dy

= (rotK), dS, +(rotK), dS, +(rotK).dS, =rotK-dS.

Je ziejmé, Ze jsme ze vztahu (C.33) dostali jako specialni ptipad Stokesovu vétu
[rotK-ds= [ K-dl.
S aS

Obdobné 1ze postupovat u ostatnich integrald.
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Dodatek D - Prehled vztahu a definic

D1 Zakladni vztahy

Transformace elektrickych a magnetickych poli — Lorentzova transformace elektromag-
netického pole od inercidlni soustavy S k soustavé S’ pohybujici se rychlosti v vzhledem
k S dava:

E'= 7(E+V><B)—YZL[X~EJX, B = 7(B— VXEJ_L[X.BJX;

—1\c c c c c

| 7' -1 (D.1)

Y= —.
V1-v?/c?
Debyeova stinici vzdalenost Ap,; plazmovy parametr Np — vzdalenost, na které poklesne

potencial bodového zdroje vlivem stinéni na hodnotu 1/e Coulombova potencialu;
plazmovy parametr Np je pocet elektroni v tzv. Debyeové sféfe o poloméru Ap:

(D.2)

Larmoriiv polomér — polomér rotace nabité ¢astice kolem magnetickych indukénich car:
muv |
=08

Cyklotronni frekvence — Ghlova frekvence rotace nabité Castice kolem magnetickych
induk¢nich car:

R (D.3)

0, =2 (D.4)
m

Kriticky zamérny parametr — zamérny parametr, pii kterém bude thel rozptylu 90°, jde
tedy o spodni hranici srazek branych v ivahu v Landauové rovnici.
QaQﬂ

by 54”80ﬂg2 ; gs|va—vﬂ|; U=

Mep (D.5)
mg +m B

Coulombuyv logaritmus — logaritmus podilu horni a dolni meze integrace pies zamerny
parametr v Landauové nebo Fokkerové-Planckové rovnici. Za horni mez se bere De-
byeova stinici vzdalenost a za dolni mez kriticky zamérny parametr, pii kterém je tihel
rozptylu 90°. Argument logaritmu je trojnasobek poctu ¢astic v Debyeové sfére. Plati

In A=1In(Ap/hy). (D.6)
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Rosenbluthovy potencialy — potencialy, pomoci kterych Ize zapsat pravou stranu Fokke-
rovy-Planckovy rovnice.

1.3 3
H(vg)=| —fpd'vg, Gvy)=|gfpd'Vp;
o .[ g BE VB o .[ BE VB (D7)
g= |va -V ﬁ| .
Alfvénova rychlost — typicka rychlost vin v plazmatu s magnetickym polem. Také jde

o rychlost ziskanou plazmatem pii preméné magnetické energie na kinetickou.

By

Up = (DS)

s

Prvni adiabaticky invariant — veliCina, kterd se zachovava pii Larmorové gyraci, pokud
se magnetické pole méni pomalu v ¢ase i v prostoru
2
mv
H=—. (D.9)
2B

Druhy adiabaticky invariant — veliCina, ktera se zachovava pii odrazech Castice mezi
dvéma magnetickymi zrcadly, pokud se pii tomto pohybu magnetické pole méni pomalu

J2 = @U”dl = 2LU” . (D]O)

Driftovad rychlost — rychlost odvalovani ¢astice napti¢ magnetického pole, jev mtize byt

zptsoben tfemi mechanizmy. Pfedpokladame platnost adiabatického piiblizeni, R je

poloha gyracniho stfedu, F externi pole.

_ FxB-uVB-mR
og*

o (D.11)

Hustota vnitrni energie — Cast hustoty energie, ktera odpovida chaotickym pohybim.
V izotropnim prostfedi ji Ize pro polytropni déje vyjadiit pomoci tlaku

eE%p<w2>v=%. (D.12)

Tenzor tlaku — Cast tenzoru toku hybnosti odpovidajici chaotickym pohybtim

P, =n,m, <Wa ®Wa>v . (D.13)

Tepelny tok — tepelna energie protekla jednotkovou plochou za jednotku ¢asu

2
q= p<W_2awa>. (D.14)

Hustota energie pole — je dana souctem hustoty energie elektrického a magnetického
pole

o :%E~D+%H-B. (D.15)
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Tok energie pole — Poyntingliv vektor, energie protekla jednotkovou plochou za jed-
notku casu

jw =S=ExH. (D.16)
Tok hybnosti pole — tok hybnosti pfenaseny elektromagnetickym polem

Hustota Jouleova vykonu — hustota vykonu pfedavana elektromagnetickym polem na-
bitym ¢asticim
7 =jo E. (D.13)
Redukovana hmotnost — pojem, ktery se zavadi v problému dvou téles. Umoziuje
v tézist'ové soustave nahradit ob¢ télesa télesem jedinym s touto hmotnosti
mm
2 (D.19)
nm + ny
Pohyblivost — koeficient imérnosti mezi elektrickym polem a rychlosti ¢astic v daném
prostredi
u=uk; = 2
=uE;  u=—=. (D.20)

Vodivost — koeficient umérnosti mezi proudovou hustotou a elektrickym polem
v Ohmové zékoné

2
jp=0E=-0Vg; o= (D21)

Koeficient difiize — koeficient umérnosti mezi tokem Castic a gradientem jejich koncent-
race ve Fickove zakoné

_ kT

iy =—DVn; D (D.22)
myv
Koeficient ambipolarni difiize — koeficient vazané difuze elektrond a iontt
D, = free ~erv (D.23)
Hi—He
Koeficient difiize v homogennim magnetickém poli
kgT 1 kgT;
D, =-BL -0 p=—L (D.24)
myv | 1+(w,/v) my
Koeficient gyromagnetické difuize v silnem magnetickem poli
kgT
D=--B4L (D.25)

OBy
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Koeficient tepelné vodivosti — koeficient mezi tepelnym tokem a gradientem teploty ve
Fourierové zakon¢

SnkaT
q=-xVT; «= ;m—BV (D.26)

D2 Bezrozmeérné charakteristiky plazmatu

Hartmannovo cislo — odmocnina z podilu hustoty magnetické a viskozni sily (a je
pfi¢ny rozmér toku plazmatu, o je vodivost plazmatu). U Hartmannova feSeni ma toto
¢islo vyznam podilu tloustky ptihrani¢ni vrstvy proudiciho plazmatu a Sitky kanalu

n

Reynoldsovo magnetické cislo — pomér Clenu zamrzani a diftize v rovnici pro ¢asovy
vyvoj magnetického pole (o— vodivost plazmatu, L — rozméry plazmatu, u — rychlost
proudéni)

#RS,M = O'/,lLM . (D28)
Reynoldsovo cislo — podil setrvacnych a viskdznich sil
#re =ulL/n . (D.29)

Lundquistovo cislo — podil rezistivniho ¢asu (charakteristického ¢asu magnetické difu-
ze) a Alfvénova Casu (doby, za kterou plazma proleti danou oblast Alfvénovou rych-
losti). Lundquistovo ¢islo je rovno Reynoldsovu magnetickému cislu pro rychlost
rovnou Alfvénové:

#a=S=R_ouLv, . (D.30)
TA

Machovo cislo — podil rychlosti plazmatu a rychlosti zvuku

t=—-: (D.31)
s

Machovo Alfvénovo ¢islo — podil rychlosti plazmatu a Alfvénovy rychlosti
u

#MA =—. (D32)
VA

Index rekonekce — podil rychlosti plazmatu proudiciho smérem k neutrdlni vrstvé
a Alfvénovy vystupni rychlosti.

#o = ML (D.33)
Uout UA

Lisi se pro samovolnou (index sp), fizenou (index dr) a Petschekovu (index P) reko-
nekci. Zpravidla se vyjadiuje pomoci Lundquistova ¢isla S
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L U I (D.33")
InS

Beta parametr — podil tlaku a magnetického tlaku (pro systém s dominantnim magne-
tickym polem je S < 1, napfiklad pro tokamaky je typicky £~ 0,05)

p=t =2 (D.34)

pvm B2 Ho
Alfvénovo cislo — podil magnetické a kinetické energie
B 2 /2 Ho _ B 2 _ #St
pu2 /2 /topu2 #Re,M

Hap = (D.35)

Stuartovo cislo (parametr interakce) — podil elektromagnetickych a setrvacnych sil

2
#ey :#ﬂ:ﬂ. (D.36)
#Re pu
Batchelorovo cislo — podil klasické a magnetické viskozity
_n _
#Bt =—= 0-/1077 . (D37)
m

Parametr dvojvrstvy — pomér energie ubytku potencialu na dvojvrstvé a tepelné energie
elektront

eAgp

o =2
DL kBTe

(D.38)
Relativisticky parametr dvojvrstvy — pomér energie ubytku potencialu na dvojvrstvé
a klidové energie Castice

eA
#DL, rel = _;z : (D.39)
moc

Rotacni cislo (bezpecnostni parametr, winding parameter, safety parameter) — pramer-
ny pocet otacek toroidalniho pole v tokamaku na jednu otacku poloidéalni (¢ je toroi-
dalni thel, 8 poloidalni)

d d
ap=L=LL_L

By _ (D.40)
d60  r pdo r By

E_T
R Bp
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D3 Potencialy elektromagnetického pole

Homogenni elektrické pole
E=E, = ¢o=—-Ey-r. (D.41)
Homogenni magnetickeé pole

(=B y,0,0) nebo
B =(0,0,B) = A=<:(0,Bx,0) nebo (D.43)
1/2(-By,Bx,0).

Bodovy naboj
o= 0 . (D.44)
47&90}"
Elektricky dipol
T 1 1
o= (pp V)
4meyr 4re, r
) (D.45)
E=-Vg= 3P -O)r—rpg
47[80}’5
2
E=_TE 3ﬂ,3ﬂ’3i_i , (D.46)
dreg\
E=(E., Ep= PE 3(3cost9sint9, 3cos26’—1). (D.47)
4reyr

P(x,y,z)

Obr. 152: Elektricky dipdl.
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Magneticky dipdl
Hy Py XT Ho 3Py D)X =r’py
A=0EM7 . B=rotA=Y , (D.48)
4r r3 4 r5
Ho 3zx 3zy 3221
p=to, |22 22 2 | D.49
B= (B, B) =2 py (3cosfsing, 3cos>6-1). (D.50)
4rr
|Y z P(xa ) Z)
v B
0 B
r Bll
y

Obr. 153: Magneticky dipdl.

Dodatek E - Multipdlovy rozvoj

E1 Rozvoj potencialu elektrostatického pole

Ptedpokladejme lokalizovanou soustavu naboj v okoli pocatku soufadnicové soustavy,
kazdy z naboji ma polohovy vektor r, a naboj Q...

z
P(x,,2)

Obr. 154: Lokalizovana soustava naboju, rozvoj skalarniho potencialu.
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Celkovy potencial elektrického pole je
9
p=> a . (E.1)

Potencial pozorujeme ve vzdaleném misté r, plati » > r, , takze miZzeme provést Taylo-

riv rozvoj pro argument r a prirastek r,:

2
1 :l_xlga>i(lJ+ NONC (lji... (E2)
|r—r| r oxg \ r 21k 0x;.0x;

Nyni provedeme derivace (pfi derivovani vyuzijeme Or/Ox; = x;/r)

2
4 ox + ix(a)x(a) 3xkx/—r 5/{/ +

L _ 1 (@
|r—ra| r k r3 2' k ! rS

(E.3)

Odvozeny rozvoj dosadime do vztahu (E.1) pro potencial a ze sumace vytkneme veli-
¢iny, pfes které se nescita:

3 %8
ZQa xl(ca) I XX =17 O Zan(a) (@) 4 ... (E.4)
47r€0r Amegr’ 87y

Ve tfetim ¢lenu rozvoje lze vyraz v sumaci upravit do obdobného tvaru, jaky ma vyraz
pred sumaci:

3, =13y ZQ (@) @) _ 3xpx =1 5kle (3 (a) (a))
87reor 247rgor a

_ 3y -r 5kzzQ (3 () ()—raz5k1)~
2471'807" a

Odectenim Clenu ra2 Oy ziska tenzor v zavorce nulovou stopu, fakticky se ale nic nesta-
ne, protoze plati

(3xkxl—r 5kl)’” O = (3r =3r ) =0.

Celkové tedy prvni tii ¢leny rozvoje maji tvar:

¢ — ¢(O) +¢(1) +¢(2) 4. S (ES)
kde
Y
¢(0)=m0ra QEZQa,
a
T
¢(1) - pE_}; Pg = ZQara’ (E.6)
4reyr a
3x,x — 125
o ZMQ/{I 5 Ou=2.0, (3x](€a)xl(a) _raz5,d).
a

87&907"
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Jednotlivé pfispévky se nazyvaji monopolovy, dipolovy a kvadrupolovy. Elektricky
neutralni soustava ma celkovy naboj O nulovy a tim je nulovy i cely monopolovy ¢len.

Vovoew

opacné polarity dostaneme vztah
P =0, +0r =0, -r)=0d, (E.7)

kde d je vektor spojnice zaporného a kladného naboje. Jde o stiedoskolskou definici
dip6lového momentu. Polarizace soustavy (D =gE+P) je definovana jako hustota
elektrického dipdlového momentu:

1
P= lim — r, . E.8
AV—0 AV ;Qg “ (E:8)
Elektrické pole dip6lu je
2
ED =y = 3(pg -Or—r'pg ' (E.9)
47r£0r5

Potencial dipdlu klesd s druhou mocninou vzdalenosti, pole se teti. Poznamenejme
jesté, ze na dipdl ve vnéjsim elektrickém poli plisobi moment sily

MF =pEXE (EIO)
a interak¢ni energie dipdlu s polem je
Wine =—pPg -E. (E.11)

Tenzor kvadrupdlového momentu Qy; vyjadiuje vyssi nez dipdlové chovani soustavy
¢astic. Ma nulovou stopu a je symetricky, tj. ma 5 nezavislych slozek. Kvadrupdlovy
ptispévek lze zapsat v invariantnim tvaru

Iror—r21 - = <
¢(2):8—5;Q; Q=Y0, (3, ®r, -7 1), (E.12)
TTEYT a
kde

Potencidl kvadrupdlu klesd se tieti mocninou vzdalenosti, pole se ctvrtou. Celkové
elektrostatické pole lokalizované soustavy je dano vztahem

E=EO BV ED 4. E® —_yph) (E.14)
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E2 Rozvoj potencialu magnetostatického pole

Uvazujme obdobnou situaci jako v piipad¢ elektrostatického pole, tj. lokalizovanou
soustavu naboji v okoli poc¢atku souradnicové soustavy, kazdy z nadboji ma polohovy
vektor r,, rychlost v, a naboj Q,,.

P(x,y,2)

\ 4

Obr. 155: Lokalizovana soustava ndboju, rozvoj vektorového potencialu.

Z podobnosti Poissonovy rovnice pro elektricky a magneticky potencial

Vig=-L.  VEA=—uj (E.15)
&
plyne pro vektorovy potencial soustavy naboji obdobné vyjadieni jako (E.1)
A=Y #0 GaVa (E.16)
~ 47 |r—r,|

Do vyrazu dosadime prvni dva ¢leny rozvoje (E.3):

A=A® L AD 4 = &ZQava 4 #°3kaQaVax/§“) 4.
4”7" a 4ﬂ'r a

Nulty ¢len je souétem piispévkil vSech elektrickych proudd a musi byt ve stacionarnim
ptipad¢ pro izolovanou soustavu naboji nulovy. V dal§im ¢lenu Ize vzniklou kombinaci
rozlozit na symetrickou a antisymetrickou c¢ast

ZQaVa(l‘-ra) =2Qa (%[Va(r'ra)+ra(r'Va)]+%[va(r’ra)_ra(r'Va)]j=

>

S de2

dl1 1
___ZQara(r'ra)'i'EZQa (ra XV )Xr :
a a
Vzhledem k pfedpokladu stacionarity je symetricka ¢ast nulova a pro potencial mame
A® =0,

AD = Ho

1 (E.17)
4z 3prr; pMEZEQa(raxva)'
r a

Veli¢ina py se nazyva magneticky dipélovy moment. Z jeho definice je patrné, ze pro
soustavu stejnych ¢astic je umérny orbitdlnimu momentu hybnosti:
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1
PMm E%EQg(ra XVa)=%§raxmva =%L : (Elg)

Pro spinovy moment elektronu je vysledek dvojndsobny. Dilezity je vztah magnetic-
kého momentu a celkového momentu hybnosti ¢astic J:

Pm —gg (E.19)

kde g je tzv. Landého faktor, ktery zahrnuje i znaménko naboje Castice. Magneticky
moment elektronu je orientovan opac¢né nez jeho moment hybnosti, protonu souhlasné.
To souvisi s naboji téchto ¢astic. Neutron je navenek neutralni Castice sloZena ze tii
kvarki. Ty jsou nabité, celkovy magneticky moment neutronu je proto nenulovy. Pro
nejjednodussi ¢astice je Landého faktor

g=-2 elektron,
g+5,68 proton, (E.20)
g=-3,86  neutron.

Pro jeden jediny naboj pohybujici se po kruznici dostaneme z formule (E.17) pro veli-
kost magnetického momentu znamy stfedoékolsk}'/ vzorecek:

I 2
v =50r=> Lor —’"=%m2 15,

kde T je perioda, 7 je proud tekouci na obvodu kruznice a S plocha kruznice. Magneti-
zace soustavy (B =uoH+ uoM) je definovana jako hustota magnetického dipolového
momentu:

M= r,Xv E.21
AVeo AV Z QalraVa) - (E-2)
Magnetické dipolové pole ma tvar podobny jako elektrické dipolové pole:
2
BO = ot a®) = o 3@m DX =Py (E22)
4r ”

Pole magnetického dipdlu klesa se tfeti mocnincou vzdalenosti, samotny potencial
s druhou mocninou vzdalenosti. Poznamenejme jesté, Ze na magneticky dipol ptisobi ve
vnéjsim magnetickém poli moment sily

a interak¢ni energie magnetického dipolu s magnetickym polem je
Wint =—Pm "B (E.24)

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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#al
#p,
#ar
#pL
#DL,rel

#as

#Ha
#Lu
#m

#Ma
#p

#Re
#reM
#rec
#sp
H#s

P
T

TS w

Cs

Alfvénovo ¢islo
Batchelorovo ¢islo

index fizené rekonekce
parametr dvojvrstvy
parametr relativistické
dvojvrstvy

index rekonekce v modelu
GS95

Hartmannovo &islo
Lundquistovo ¢islo
Machovo ¢islo
Machovo-Alfvénovo ¢islo
index rekonekce

v Petschekové modelu
Reynoldsovo ¢islo
Reynoldsovo magnetické ¢islo
index rekonekce

index samovolné rekonekce
Stuartovo Cislo

vektorovy potencial

aditivni veli¢ina

hustota aditivni veli¢iny 4
¢tyfpotencial pole

vektor magnetické indukce
poloidalni magnetické pole
toroidalni magnetické pole
impaktni (zdmérny) parametr
podil magnetické indukce

a hustoty plazmatu (B/p)
rychlost $ifeni svétla
rychlost zvuku

koeficient diftize,

distribu¢ni funkce,

tloustka hrani¢ni vrstvy,
Stixtiv koeficient D
koeficient ambipolérni diftize
distribu¢ni posloupnost
dynamicky tlak (tenzor)
indukce elektrického pole
jednotkovy vektor ve sméru k-
té osy

jednotkovy vektor ve sméru B
elementarni naboj,

hustota vnitini energie
energie

intenzita elektrického pole

Jie
Ja

Fext

ic
m
jm
Jo

‘]09 Jl

funkce,

hustota pravdépodobnosti,
pocet stupnti volnosti
porucha hustoty
pravdépodobnosti

lokalné rovnovazna hustota
pravdépodobnosti

hustota pravdépodobnosti
vyskytu ¢astic druhu a
hustota sily

velikost sily

externi silové pole

stupeni degenerace,

prenos (velikost relativni
rychlosti dvou ¢astic),
zesilujici faktor diferen¢niho
schématu,

tithové zrychleni

vektor tithového zrychleni
relativni rychlost g = v,—vg
gravitaéni konstanta
Greenova funkce

druhy Rosenbluthtiv potencial
vzdalenost,

vyska

Planckova konstanta
Hamiltonova funkce

prvni Rosenbluthiiv potencial

hustota helicity

intenzita magnetického pole
elektricky proud na jednotku
délky

imaginarni jednotka
elektricky proud,

ioniza¢ni potencial,
hodnota integralu
modifikovana Besselova
funkce

tok,

proudova hustota
vodivostni proud
magnetizacni proud

tok castic

tok hmoty

tok naboje

ctyfvektor toku

Besselovy funkce
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)
kg

Kop

Py

druhy adiabaticky invariant
Boltzmannova konstanta
vlnovy vektor

jednotkovy vektor ve sméru
relativni rychlosti dvou ¢astic
konstanta,

helicita

modifikovana Besselova
funkce

délka

Lagrangeova funkce,
vzdalenost,

Stixtav koeficient L

kinetické koeficienty
Lagrangeova funkce pole
Lagrangeova funkce interakce
Lagrangeova funkce castice
hmotnost,

mod nestability

klidova hmotnost

vektor magnetizace

hustota momentu hybnosti
koncentrace

vektor normaly

pocet Castic,

index lomu

pocet Castic v Debyeove sféte
index lomu levotocivé viny
index lomu fadné viny

index lomu pravotocivé viny
index lomu mimotadné viny

koncentrace na jednotku délky

tok momentu hybnosti

tlak,

velikost hybnosti
magneticky tlak

hybnost

elektricky dipoélovy moment
magneticky dipolovy moment
zobecnéna hybnost

perioda,

vykon,

polynomialni funkce

tenzor tlaku,
pravdépodobnost piechodu,
Legendretv pridruzeny
polynom

S

w"! \(Q,.Q

=

Rp
Ry

~N

T

hustota pravdépodobnosti
prechodu,

hustota vykonu

zobecnéna soufadnice,
bezpecnostni faktor
tepelny tok

naboj

radialni vzdalenost
polohovy vektor

polohovy vektor gyra¢niho
stiedu

velka poloosa v tokamaku,
polomér plazmového vlakna,
polomér hvézdy,

Stixav koeficient R
polomér kiivosti oskula¢ni
kruznice

driftovy polomér
Larmortv polomér
parametrizace kiivky vlastni
délkou, hustota entropie
plocha,

srazkovy clen,

entropie,

Stixtiv koeficient S

cas

kineticka energie,

perioda,

teplota

tenzor toku hybnosti,
Maxwelltiv tenzor pnuti
preskalovana rychlost, u=y v,
velikost rychlostniho pole
rychlostni pole v kontinuu
napéti

vektor rychlosti

vektor Alfvénovy rychlosti
relativni rychlost

tézistova rychlost

velikost rychlosti

fazova rychlost

grupova rychlost

slozka rychlosti rovnobézna

s magnetickym polem
slozka rychlosti kolma na
magnetické pole
Alfvénova rychlost
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Yim

Bo

driftova rychlost

stiedni tepelna rychlost
potencialni energie,

objem

gravitaéni potencialni energie
elektricka potencialni energie
tenzor viskozity

vektorové pole

Verdetova konstanta

hlavni hodnota integralu
pravdépodobnost,

velikost chaotické slozky
rychlosti

chaoticka slozka rychlosti
kineticka energie pohybu
kolmého na magnetické pole
ionizacni energie
magneticka energie

poloha

soufadnice x

zobecnéna sila,

Stixtiv koeficient X
soufadnice y

Besselovy funkce druhého
druhu

kulové funkce

soufadnice z,

komplexni argument

stupen ionizace

thel,

konstanta

thel,

prevracena hodnota teploty
(1/ksT),

beta parametr (p/py)
jednotkovy vektor ve sméru
magnetického pole
relativisticky koeficient,
polytropni koeficient,
nahodné ¢islo,

uhel,

koeficient nartistu nestability
hustota hybnosti
elektromagnetického pole
Diracova distribuce,
tloustka diftizniho regionu,
skinova hloubka

Ho
Ve

‘DQJT‘

PQ
Pm
Pw

Kroneckerovo delta

délka difazniho regionu
rozdil hodnot,

Laplacetv operator
parametr rozvoje v poruchové
teorii, energie urcit¢ho
kvantového stavu, permitivita
permitivita vakua

Fermiho energie
Levi-Civitiv tenzor

druhy viskozni koeficient
prvni viskozni koeficient,
rezistivita

magneticka viskozita
koeficient tepelné vodivosti,
vlnova délka,
multiplikativni konstanta,
Lagrangetv multiplikator
Debyeova vzdalenost
argument Coulombova
logaritmu

uhel,

poloidalni thel

prvni adiabaticky invariant,
magneticky moment,
pohyblivost (mobilita),
redukovana hmotnost,
permeabilita,

konstanta v KG rovnici
prvni adiabaticky invariant,
vektor magnetického
momentu

permeabilita vakua
srazkova frekvence
komplexni soufadnice,
substituovana proménna,
nahodna veli¢ina

vektor posunuti

celkovy tlak

hustota,

vzdalenost od centra komory
v tokamaku

polohovy vektor Castice
vzhledem k gyra¢nimu stfedu
hustota naboje

hustota hmoty

hustota energie
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TA
Tc
R
TREC

PE
fa

Vi

e

SRR

ucinny prirez,
diferencialni vodivost,
povrchové napéti

¢as popisujici rychlé zmény
pii gyraci,

doba utlumu

Alfvénlv Cas

stiedni doba mezi srazkami
rezistivni ¢as

doba rekonekce

faze,

polarni/toroidalni thel
potencial,

sumacni invariant,
chybova funkce

potencial elektrického pole
potencial gravitaéniho pole
uhel rozptylu

sumacni invariant,
Chandrasekharova funkce,
vlnova funkce,

magneticky povrch
parcialni vina

uhlova frekvence
cyklotronni frekvence
dolni hybridni frekvence
horni hybridni frekvence
leva mezni frekvence
plazmova frekvence

prava mezni frekvence
vifivost

prostorovy uhel,
dopplerovsky posunuta
frekvence

Indexy

A, Al

dr
DL

Ha

L k

pofadové Cislo Castice
Alfén

cyklotronni

fizena rekonekce
dvojvrstva

elektrony

Hartman

ionty

kartézské osy 1, 2, 3
levotoCivy

Lundquist

Mach

Mach-Alfvén

fadny

plazmovy

Petschek,

poloidalni
pravotoCivy

Reynolds

piepojeni, rekonekce
zvuk

samovolna, spontanni
rekonekce

toroidalni

mimotadny

castice druhu a
rovnobézny s magnetickym
polem

kolmy k magnetickému poli
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360 Rejstfik osobnosti

Allen, James Alfred Van (1914-2006), americky védec zaby-
vajici se kosmonautikou, ktery prosadil umisténi Geigerovych
¢itact na prvnich americkych druzicich Explorer I a Explorer I11.
Tyto druzice objevily torusy energeticky nabitych ¢astic okolo
Zemé¢, které dnes nazyvame Van Allenovy radiaéni pasy. Vét-
§inu svého aktivniho Zivota se potom Allen zabyval magne-
tosférickymi jevy. Van Allen byl viidéi osobnosti amerického
dobyvani vesmiru béhem studené valky, podilel se na ptiprave
sond Pioneer, Mariner a geofyzikalni observatofe OGO.

Alfvén, Hannes Olof Gosta (1908-1995), svédsky fyzik a as-
trofyzik, jeden ze zakladateld moderni fyziky plazmatu. Za své
prace ve fyzice plazmatu ziskal Nobelovu cenu za fyziku v roce
1970. Rozpracoval prvni varianty magnetohydrodynamiky,
zavedl koncept magnetického pole zamrzlého v latce. V roce
1939 publikoval teorii magnetickych boufi a polarnich zafi, po-
lozil zéklady teorie magnetosféry Zemé. V roce 1950 vysvétlil
vznik virovych struktur v polarnich zafich pomoci diocotronové
nestability. Ve fyzice plazmatu je po ném pojmenovana Alfvé-
nova rychlost a Alfvénovo c¢islo. Nékteré Alfvénovy domnénky
se nepotvrdily. Byl odptircem teorie Velkého tresku a véfil, Ze ve vesmiru je stejné
hmoty i antihmoty.

Ampére, André Maria (1775-1836), francouzsky matematik
a fyzik, ktery ukazal, Ze kolem vodice protékaného proudem se
nachazi magnetické pole. Zjistil, Ze civka protékana proudem se
chova jako tyCovy magnet. Také ukazal, ze dva vodiCe proté-
kané proudem shodnym smérem se pfitahuji, obracené se pak
odpuzuji. Na jeho pocest je pojmenovana jednotka elektrického
proudu (definovana na zéakladé silového piisobeni dvou vodici).
Ampérovo jméno nese i Ampériiv zakon, ktery popisuje pole
vzniklé kolem vodice protékaného proudem a Ampérovo pravi-
dlo pravé ruky, které urcuje jeho smér.

Appleton, Edward Victor, sir (1892-1965), anglicky fyzik
a astronom. Zabyval se atmosférou, dokazal existenci ionosféry.
Obdrzel Nobelovu cenu za fyziku v roce 1947. Nazyva se po
ném Appletonova vrstva ionosféry odrazejici radiové viny,
Appletonova-Hartreeho formule pro Sifeni elektromagnetickych
vin v plazmatu s homogennim magnetickym polem a také jedna
z nejvyznamnéjsich anglickych narodnich laboratofi — Ruther-
fordova-Appletonova laboratoi (RAL).

Beltrami, Eugenio (1835-1899), italsky matematik a fyzik.
Zabyval se neeukleidovskou geometrii, elektfinou a magne-
tizmem. V matematice je po ném pojmenovan Beltramiv teorém
tykajici se zobrazeni zakfiveného povrchu v mapéch, Beltramo-
vo pole (jehoZ rotace je umérnd samotnému poli) a Laplacetiv-
Beltramuv operator. Ve fyzice plazmatu hraji Beltramova pole
kli¢ovou roli pro popis helikalnich struktur.
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Bennett, Willard Harrison (1903-1987), americky védec a vy-
nélezce, narodil se ve Findlay ve Spojenych statech. Studoval
ionizaci plynti elektrickym polem, vynalezl radiofrekvencni
hmotovou spektrografii. V roce 1934 nalezl feSeni rovnovahy
plazmového vldkna (pince) pro konstantni proudovou hustotu,
které je podle ného dnes pojmenované (tzv. Bennettovo feseni).

Bhatnagar, Prabhu Lal (1912-1976), indicky matematik
a fyzik. Zabyval se astrofyzikou, bilymi trpasliky a vznikem slu-
neéni soustavy. V plazmatu se vénoval statistickym vypoctim
a spolu s Eugenem Grossem a Maxem Krookem vytvofili v roce
1954 tzv. BGK aproximaci Boltzmannovy rovnice. V pozdéjsich
létech se vénoval problematice nelinearni hydrodynamiky. Zemfel na infarkt.

Birkeland, Kristian (1867-1917), norsky fyzik a vynalezce.
Vyrabél uméla hnojiva, vyvijel elektromagnetické délo, vénoval
se vyzkumu polarnich zafi a pohyby nabitych ¢astic v magnetic-
kém poli. Usoudil, Ze pii n¢kterych jevech na Slunci se uvolnuji
do prostoru svazky nabitych ¢astic, které nékdy zasahnou Zemi
a vyvolaji polarni zafe. V laboratofi vyrobil terellu, malou napo-
dobeninu Zemé¢, na které zkoumal podminky vzniku polarnich
zafi. Jsou po ném pojmenovany Birkelandovy proudy tekouci
podél siloktivek magnetického pole.

Boltzmann, Ludwig (1844—-1906), rakousky fyzik a zakladatel
statistické fyziky. Formuloval vztah mezi entropii a pravdépo-
dobnosti (entropie je umérna logaritmu poctu realizovatelnych
stavl, 1872) a zformuloval tzv. H teorém o narlstani entropie
v nevratnych procesech. Ekvipartiéni teorém pokladal za zakla-
dni rys kinetické teorie. Je po ném pojmenovana Boltzmannova
rovnice pro hustotu pravdépodobnosti. Na konci Zivota spachal
sebevrazdu.

Bennett

Buneman, Oscar (1914-1993), vyznamny plazmovy fyzik,
zabyval se teorii elektromagnetickych déjii i numerickymi si-
mulacemi. Narodil se v Italii, vyrastal v Némecku a v roce 1935
emigroval do Anglie. Stfidavé pusobil v Anglii a Kanad¢, od
roku 1960 na Stanfordské univerzit¢ v USA. Zabyval se roz-
ptylem na fluktuacich plazmatu, teorii hvizdi, numerickym
feSenim rovnic fyziky plazmatu. Je spoluautorem kédu TRIS-
TAN, je po ném pojmenovana Bunemanova nestabilita, Bune-
manovo diferencni schéma, Bunemantv potencidl a Bunema-
novo-Hartreeho kritérium pro napétovy prah v magnetronu. Je
povazovan za otce numerickych simulaci v plazmatu.

Carlqvist, Per (1937), svédsky fyzik, zabyval se vyvojem hvézd, slunecnim vétrem,
teorii dvojvrstev. Spolu s Alfvénem navrhl teorii slunecnich erupci, ve které hraji pod-
statnou ulohu dvojvrstvy. Zobecnil Bennettovo feseni rovnovahy pince.

Coulomb, Charles (1736-1806), francouzsky fyzik, ktery provadél pokusy s torznimi
vahami. Jeho vyzkumy ho vedly k zavéru, Ze elektrické a magnetické sily ubyvaji
s kvadratem vzdalenosti. Pro elektrické jevy se tento vztah nazyva Coulombiiv zakon
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a popisuje ve fyzice plazmatu silu ptsobici pfi srazce nabitych ¢astic. Pfed Coulombem
ho objevil Robinson. Dale je po Coulombovi pojmenovana jednotka elektrického na-
boje.

Cowling, Thomas George (1906-1990), anglicky astronom, ktery v roce 1934 dokazal,
ze magnetické pole Slunce a planet nemiize vznikat jednoduchym prstencovym prou-
dem. Slunecni skvrny pochopil spravné jako projevy tekutinového dynama v nitru
Slunce. Klasifikoval neradialni oscilace hvézd, a tim polozil zdklady helioseismologie.

Debye, Peter Joseph William (1884-1966), holandsky fyzik
a chemik. Jako prvni popsal chovani asymetrickych molekul po-
moci dipélového momentu a pfimo je zkoumal rentgenovou
difraktometrii. Dodnes se dipdlovy moment molekul méfi v jed-
notkach debye. Jeho prace méla Siroky zabér, rozsitil Einstei-
novu teorii mérného tepla o nizkofrekvencni fonony, zabyval se
teorii elektrické vodivosti elektrolyti, teorii atomarnich obald,
vysvétlil Comptoniv jev. V roce 1936 obdrzel Nobelovu cenu
za chemii za pfispévek ke studiu molekularnich struktur. Ve
fyzice je podle ného pojmenovana Debyeova stinici vzdalenost.

Drude, Paul Karl Ludwig (1863-1906), némecky fyzik a optik. Provadél experimenty
s elektfinou a magnetismem a ovéfoval Maxwellovu teorii elektromagnetického pole.
Zavedl symbol ¢ pro rychlost svétla ve vakuu. V roce 1900 vyvinul model pro vypocet
elektrickych, tepelnych a optickych vlastnosti latek. Ve fyzice plazmatu se vyuziva
Drudeho elementarni teorie vodivosti.

Fick, Adolf Eugen (1821-1901), némecky fyziolog, ktery jako prvni vytvoril kontaktni
¢ocky, tehdy ovsem sklenéné. Jako prvni navrhl techniku métfeni prutoku krve srdcem.
Formuloval zakon difuze latek, ktery je ve fyzice znam jako Fickdv zakon.

Fokker, Adriaan Daniél (1887-1972), holandsky fyzik a mu-
zikant, byl bratrancem slavného konstruktéra letadel Anthony
Fokkera. Spolu s Maxem Planckem odvodili v roce 1913 Fokke-
rovu-Planckovu rovnici, ktera je dnes standardem pro statisticky
popis plazmatu pti Coulombovych srazkach. Fokker publikoval
také nékolik praci o specialni a obecné relativité. Matematicky
se zabyval hudebnimi stupnicemi, byl Gspésnym konstruktérem

NS

varhany, které jsou umisténé v Teylerové muzeu v Haarlemu.

Fourier, Jean-Baptiste Joseph de (1768-1830), francouzsky
fyzik a matematik. Zkoumal termoelektiinu, v roce 1822 mate-
maticky zpracoval teorii vedeni tepla a pfispél k rozvoji parnich
stroju. V uvedené praci polozil zéklad tzv. Fourierovy metody
feSeni parcialnich diferencialnich rovnic. Zabyval se statistikou
a teorii pravdépodobnosti. V matematice jsou po ném pojmeno-
vany Fourierovy fady a Fourierova transformace, ve fyzice
Fourieriv zakon vedeni tepla, ktery patii k zakladnim transport-
nim zdkonum v teorii plazmatu. Zabyval se také ohfevem Zemé
v disledku existence atmosféry.

Gibbs, Josiah (1839-1903), americky fyzik, ktery se zabyval termodynamikou a statis-
tikou. Zformuloval pojem termodynamické rovnovahy pomoci energie a entropie. Je po
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ném pojmenovano Gibbsovo statistické rozdéleni. Zformuloval také jednoduché pravi-
dlo chemické rovnovahy nékolika koexistujicich fazi nazyvané Gibbsovo pravidlo fazi.

Giovanelli, Ronald Gordon (1915-1984), australsky astronom
a fyzik. Zabyval se povahou slune¢nich erupci a mechanizmem
urychleni elektronii v proménnych magnetickych polich. Jako
prvni navrhl, Ze zdrojem ohfevu plazmatu aurychleni ¢astic
mohou byt nulové body magnetického pole ve tvaru pismene X,
¢imZ otevtel problematiku pfepojeni magnetickych silokiivek. Je
zakladatelem observatofe ve Fleurs v blizkosti Sydney.

Gross, Eugene (1926-1991), americky teoreticky fyzik. Zaby-
val se interakci bosonti v kvantové teorii pole, bosonovymi kon- §
denzaty, kmity a vlnami v plazmatu a kinetickou teorii plazmatu Spolu s Bhatnagarem
a Krookem odvodili BGK aproximaci Boltzmannovy rovnice. Vystudoval v Princetonu.

Giovanelli

Hartmann, Julian, dansky inzenyr, ktery v roce 1937 publikoval feSeni pro tok vodivé
kapaliny v homogennim magnetickém poli a navrhl elektromagnetickou pumpu kapal-
nych kovi. Experimentalné ji na rtuti otestoval F. Lazarus. Ve fyzice plazmatu je po
ném pojmenovano Hartmannovo ¢islo a Hartmannova vrstva.

Hartree, Douglas Rayner (1897-1958), anglicky matematik a fyzik. Zabyval se piede-
v§im numerickou analyzou a jeji aplikaci v kvantové teorii a atomové fyzice. Je po ném
pojmenovana Hartreeho-Fockova numerickd metoda a Appletonova-Hartreeho formule
pro §ifeni elektromagnetickych vin v plazmatu s homogennim magnetickym polem.

n Helmholtz, Hermann Ludwig Ferdinand von (1821-1894),
némecky lékaf a fyzik, védec snesmirné Sirokym zabérem.
Zabyval se teorii elektfiny a magnetizmu, termodynamikou,
mechanikou, fyzikou lidského oka, teorii barevného vidéni,
akustikou, estetikou... Ve fyzice plazmatu pouzivame Helmhol-
tzovu rovnici, kterou spliuji tzv. Beltramova helikalni pole. Po
i Helmbholtzovi je také pojmenovana Kelvinova-Helmholtzova
nestablhta vznikajici na rozhrani dvou prostiedi s riznou rychlosti. Elektroinzenyrim je
znamy jesté Helmholtziv rezonator, ktery jako prvni zkonstruoval.

Hugoniot, Henri Pierre (1851-1887), francouzsky inZenyr a vynalezce. Je spoluauto-
rem teorie razovych vin v tekutinach. Odvodil spolu s Rankinem podminky pro skoky
veli¢in na razové viné, které se nazyvaji Rankinovy-Hugoniotovy podminky. Pracoval
také pro francouzské namoinictvo, kde ziskal hodnost kapitana.

Chandrasekhar, Subramanyan (1910-1995), indicky astrofy-
zik, pracoval v Anglii, pozdéji v USA. Zabyval se zejména
teorii stavby hvézd, matematickou teorii Cernych dér a obecnou
relativitou. Ze stavové rovnice odvodil maximalni moZznou
hmotnost bilého trpaslika (Chandrasekharovu mez). Na jeho po-
Cest byla pojmenovana rentgenova druzice Chandra vypusténa
do vesmiru v roce 1999. Ve statistické fyzice a ve fyzice
plazmatu se pouziva Chandrasekharova funkce. V roce 1983
ziskal Nobelovu cenu za fyziku za pfinos k objasnéni fyzikal-
nich procest pfi vzniku a vyvoji hvézd.
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Joule, James Prescott (1818-1889), anglicky fyzik a sladek,
ktery studoval povahu tepla a jeho vztah k mechanické energii.
S Kelvinem spolupracoval na zavedeni absolutni teplotni stup-
nice. Zkoumal magnetostrikci, nalezl vztah pro teplo generované
pfi prichodu elektrického proudu latkou. Toto tzv. Jouleovo
teplo je hlavnim disipaénim procesem v plazmatu. Dale je po
ném pojmenovana jednotka energie. Joule si saém vyrabél velmi
presné méfici pristroje. Zjistil, Ze teplo neni tekutina, jak se v té
dobé védci domnivali, ale forma energie.

Kelvin, lord (1824-1907), vlastnim jménem William Thomson,
vyznamny skotsky fyzik. Zabyval se vedenim tepla, kalorimetrii,
sestrojil fadu piistroji pro métfeni riznych elektrickych velicin,
napiiklad Kelviniv (Thomsontiv) mistek pro méfeni malych
odporti. Podilel se na pokladani podmoiskych telegrafickych
kabelii. Je po ném pojmenovana teplotni stupnice, Kelvinova-
Helmholtzova nestabilita vznikajici na rozhrani dvou prostfedi
s riznou rychlosti a Jouletiv-Thomsontv jev (ochlazeni stlace-
ného plynu pfi prudké expanzi).

Krook, Max (1913-1985), americky matematik a astrofyzik. V matematice se zabyval
teorii funkei komplexni proménné. Ve fyzice plazmatu spolu s Bhatnagarem a Grossem
odvodili BGK aproximaci Boltzmannovy rovnice, ze které se daji jednoduse odvodit
ruzné transportni jevy.

Kruskal, Martin David (1925-2006), americky matematik a fyzik. Zabyval se obec-
nou relativitou, zavedl Kruskalovy soufadnice ve Schwarzschildové geometrii, je po
ném pojmenovana Kruskalova procedura v teorii Markovovych procesu. Ve fyzice
plazmatu zkoumal teoretické podminky stability pinée. Popsal Rayleighovu-Taylorovu
nestabilitu pro plazma s magnetickym polem.

Landau, Lev Davidovi¢ (1908-1968), sovétsky teoreticky fy-
zik, nositel Nobelovy ceny za fyziku pro rok 1962 za teorii
supratekutosti. Landau vyznamné pfispél do vSech odvétvi teo-
retické fyziky, zejména kvantové mechaniky, kvantové elektro-
dynamiky, supratekutosti, supravodivosti, fazovych ptechodd,
diamagnetismu, fyziky plazmatu a teorie neutrin. V plazmatu je
po ném pojmenovana Landauova rovnice pro hustotu pravdépo-
dobnosti pti Coulombovych srazkach a Landaulv Gtlum popi-
sujici interakei ¢astic a vin v rychlostni ¢asti fazového prostoru.

Langmuir, Irving (1881-1957), americky fyzik a chemik, zis-
kal Nobelovu cenu za chemii pro rok 1932 za chemii povrchd.
Zabyval se metalurgii, inertnimi plyny a fyzikou plazmatu. Pro
ionizované prostfedi jako prvni pouzil nazev plazma, protoze
mu vlastnostmi pfipominalo krevni plazmu. Je po ném pojmeno-
vana Langmuirova sonda pro méfeni potencidlu v plazmatu,
Langmuirtiv soliton a nezavisle na Sahovi odvodil v roce 1923
Sahovu rovnici pro tepelnou ionizaci. Také byl prvnim, kdo
experimentalné detekoval dvojvrstvu.
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Larmor, Joseph (1857-1942), irsky fyzik. Vysvétlil Fitz-Ge-
raldovu kontrakci nezavisle na Lorentzovi. Vypocetl energii
uvolniovanou pii zateni urychleného naboje, vysvétlil rozstépeni
spektralnich ¢ar v magnetickém poli. Jako jeden z prvnich pied-
pokladal, ze geomagnetické boufe souvisi se slunecnimi erup-
cemi a jsou zpusobeny elektrony pfichazejicimi ze Slunce. Na
jeho pocest je pojmenovan Larmortv polomér pohybu nabité
Castice v magnetickém poli.

Lorentz, Hendrik Antoon (1853-1928), holandsky fyzik, ktery
jako prvni povazoval za zdroje elektromagnetického pole osci-
lujici nabité castice. Pfedpovédél, ze silné magnetické pole ma
vliv na vlnovou délku generovaného svétla. Experimentalné ten-
to fakt prokazal jeho zdk Peter Zeeman. Oba ziskali Nobelovu
cenu za fyziku pro rok 1902. Objevil transformaci proménnych,
vici které se Maxwellovy rovnice neméni (Lorentzova transfor-
mace). Nezavisle prokazal nulovy vysledek Michelsonova-Mor-
leyho experimentu. Je po ném také pojmenovana Loentzova sila
pusobici na ¢astici pohybujici se v magnetickém poli.

Maxwell, James Clerk (1831-1879), skotsky matematik a fy-
zik. S Clausiem vyvinuli kinetickou teorii plynt. V roce 1867
formuloval paradox Maxwellova démona. Ukazal, ze druhy ter-
modynamicky zékon popisuje vlastnosti velkého poctu castic.
V roce 1873 publikoval teorii elektfiny a magnetizmu. Dnes$ni
podobu rovnic vytvorili Heaviside a Hertz. Maxwell odvodil, ze
svétlo je pricné vinéni zplsobené magnetickymi a elektrickymi
jevy. Je po ném pojmenovano Maxwellovo rozdéleni rychlosti,
rovnice elektromagnetického pole a tenzor toku hybnosti elektromagnetického pole.

Metropolis, Nicholas Constantine (1915-1999), fecko-ame-
ricky fyzik. Vystudoval fyziku na Univerzit¢ v Chicagu, vétSinu
plodného zivota stravil v americk¢é Narodni laboratofi v Los
Alamos, kde se podilel na stavbé prvnich jadernych reaktort.
Uzce spolupracoval s Enricem Fermim, Edwardem Tellerem
a Marshallem Rosenbluthem. V roce 1953 se stal spoluautorem
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Carlo algoritmu, ktery vzorkuje urcité statistické rozdéleni.
Metropolistiv algoritmus se hojné vyuziva ve fyzice plazmatu. /

Moffatt, Henry Keith (1935), skotsky astrofyzik, zabyval se dynamikou tekutin, mag-
netohydrodynamikou a teorii turbulence. Je spoluautorem teorie tekutinového dynama.

Neumann, John von (1903-1957), mad’arsky matematik, ktery
se zabyval kvantovou fyzikou, teorii mnozin, ekonomii, infor-
matikou, numerickymi simulacemi, hydrodynamikou, statisti-
kou a mnoha dalSimi obory. Je povazovan za otce digitdlnich
pocitact, je spolutviircem matematické teorie her, podilel se na
vyvoji vodikové bomby v Los Alamos. Podle von Neumanna je
pojmenovana architektura pocitace a postup hledani podminek
stability diferen¢nich schémat.
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Ohm, Georg Simon (1789-1854), némecky fyzik, ktery se
zabyval elektfinou a vedenim proudu. Z pokust s elektrickymi
¢lanky vlastni konstrukce odvodil, Ze proud tekouci vodi¢em je
piimo tumérny napéti a prifezu vodiCe a nepiimo jeho délce
(Ohmtiv zakon). Zabyval se také akustikou a optikou, formulo-
val zakony fyziologické akustiky. Ohm vyucoval fyziku a ma-
tematiku, dokonce napsal ucebnici geometrie. Je po ném pojme-
novan Ohmuv zékon a jednotka elektrického odporu Ohm (Q).

Onsager, Lars (1903-1976), norsko-americky chemik a teore-
ticky fyzik. V roce 1968 ziskal Nobelovu cenu za chemii. Zaby-
val se teorii elektrolytd a Brownovym pohybem iontl. Uchvatila
ho statisticka fyzika a termodynamika. Zkoumal difuzi castic
zpusobenou gradientem teploty a koncentrace a produkci entro-
pie pfi téchto procesech. Své poznatky zobecnil na tzv. Onsage-
rovy relace reciprocity, které popisuji symetrie mezi toky
a jejich pficinami. Pisobil na Brownové univerzité, Hopkinsové
univerzité a Univerzité v Yale.

Parker, Eugene (1927), americky teoretik a astrofyzik zabyva-
jici se teorii slune¢niho vétru a magnetickymi poli ve vesmiru
a meziplanetarnim prostoru. Je po ném pojmenovana Parkerova
plocha nulového magnetického pole Slunce (tzv. neutralni vrs-
tva), Parkeriv model pfepojeni magnetickych siloktivek, Par-
kerova teorie tekutinového dynama a Parkerova mez.

Poyntmg, John (1852-1914), anglicky fyzik, zkoumal vyzaio-
vani energie v elektromagnetickych vinach. V roce 1884 publi-
koval, Ze tok energie zafeni je dan vektorem ExXH (Poyntingo-
vym vektorem). V jeho sméru se pfenasi energie a mifi grupova
rychlost. V roce 1893 méfil nezavisle na ostatnich gravitacni
konstantu. Je po ném také pojmenovan Poyntingliv-Robertsontiv
jev popisujici drift prachovych ¢astic zpisobeny tlakem zafeni.

Rankine, William John Macquorn (1820-1872), skotsky
inzenyr zabyvajici se dynamikou tekutin a termodynamikou.
Vystudoval vodni a Zelezni¢ni stavitelstvi. Vytvotil kompletni
teorii parniho stroje. Zabyval se také botanikou a hudbou. Spolu
s Hugoniotem odvodil Rankine-Hugoniotovy podminky pro
skoky veliin na razové vin€. Zobecnéni téchto podminek se
pouziva i ve fyzice plazmatu. Je po ném také pojmenovana
teplotni stupnice, kterou vytvoril a Rankintiv tepelny cyklus.

Rayleigh, lord (1842-1919), anglicky fyzik, pivodnim jménem
John William Strutt. V roce 1904 ziskal Nobelovu cenu za fyziku
za spoluobjeveni argonu. Vysvétlil a popsal rozptyl svétla v atmo-
sféfe, ktery zpilisobuje modrou barvu oblohy, dnes se tento jev
nazyva Rayleightiv rozptyl. Je po ném také pojmenovana po-
vrchova Rayleighova seismicka vlna. Jako prvni popsal nestabilitu
vznikajici na vodorovném rozhrani dvou riznych tekutin v tiho-
vém poli. Dnes se tato nestabilita nazyva Rayleighova-Taylorova.
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Reynolds, Osborne (1842-1912), anglicky fyzik a prikopnik
teorie tekutin. Zabyval se ale i termodynamikou, vylepsil teh-
dejsi konstrukei kotle a kondenzoru u parnich strojt, jako inze-
nyr se podilel na konstrukci parnikti. V teorii tekutin je po ném
pojmenovano Reynoldsovo ¢islo a ve fyzice plazmatu Reynold-
sovo magnetické Cislo, které je pomérem clend popisujicich
zamrzani a difizi magnetického pole.

Richtmyer, Robert Davis (1911-2003), americky fyzik, vystudoval v Némecku. Plso-
bil v Los Alamos, ve Stanfordu, na Cornellové univerzité, na Coloradské univerzité
a dalSich pracovistich. Za druhé svétové valky pracoval v Los Alamos, po valce se stal
vedoucim teoretického oddéleni. Zabyval se numerickymi metodami ve fyzice plaz-
matu, diferencnimi schématy a nestabilitami. Je po ném pojmenovéana Richtmyerova-
Meskovova nestabilita a Richtmyerovo-Mortonovo schéma. Piisobil také jako naklada-
tel, hral na housle ve filharmonii. Pro nadané studenty zalozil nadaci na jejich podporu.

Rosenbluth, Marshall Nicholas (1927-2003), americky
plazmovy fyzik. Je jednim ze tii spoluautori Metropolisova
algoritmu (Monte Carlo simulace v pfirodnich védach), jednoho
elektronti, vlnami a nestabilitami v plazmatu, turbulencemi
v tokamacich. Ve statistickém popisu plazmatu zavedl Rosen-
bluthovy potencialy. Do roku 1999 se podilel na ptipravé pro-
jektu prvni experimentalni termojaderné elektrarny ITER.

Saha, Meghnad (1893-1956), indicky astrofyzik, ktery v roce
1920 odvodil rovnici (Sahovu rovnici) pro tepelnou ionizaci
plazmatu a oteviel cestu pro vyzkum astrofyzikalniho i labora-
torniho plazmatu. Velmi intenzivné se zajimal o kvantovou teo-
rii zafeni a o specialni i obecnou relativitu. Piipravoval anglické
preklady Einsteinovych praci. V roce 1919 zjistil, ze tlak zareni
ve hvézdach je protivahou gravitacni kontrakce. Dnes je po ném
pojmenovan Sahdv ustav jaderné fyziky v indické Kalkaté. Byl
také architektem pro planovani fi¢nich staveb v Indii.

Schwarzschild, Martin (1912-1997), némecko-americky ast-
ronom, syn znamého fyzika Karla Schwarzschilda, ktery nalezl
feSeni rovnic obecné relativity pro sférické rozlozeni hmoty.
Martin Schwarzschild se zabyval stavbou hvézd a vyvojem
hvézd. Spolu s Kruskalem fesil podminky rovnovahy a stability
plazmovych vlaken, tzv. pin¢t, a popsal Rayleighovu-Taylo- 3)

rovu nestabilitu pro plazma s magnetickym polem.

Spitzer, Lyman (1914-1997), americky astrofyzik a spoluza-
kladatel teoretické fyziky plazmatu. Intenzivné se zabyval me-
zihvézdnym prostiedim, plyny, prachem a magnetickymi poli.
Na jeho pocest je pojmenovén vztah pro vodivost plazmatu. Ja-
ko prvni navrhl v roce 1946, jest¢ davno pfed zalozenim NASA,
umistit dalekohled na ob&zné draze. Jeho nesmirné Usili vedlo
NASA k umisténi dalekohledd Copernicus a HST do vesmiru.
Na jeho pocest je pojmenovan Spitzeriv vesmirny dalekohled.
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Stix, Thomas Howard (1924-2001), americky plazmovy fyzik.
Zabyval se ohfevem plazmatu elektromagnetickymi vinami na
termojaderné teploty, studoval stochastické procesy pii pohybu
nabitych castic v plazmatu. Je drzitelem mnoha cen, naptiklad
Maxwellovy ceny (1980) — nejvyssi ceny udélované Americkou
fyzikalni spolecnosti za fyziku plazmatu. Na jeho pocest jsou
pojmenovany Stixovy koeficienty ve vztahu pro vysokofrek-
venéni permitivitu a Stixova civka pro ohfev plazmatu.

Sweet, Peter Alan (1921-2005); anglicky astronom, profesor
astronomie na Univerzit¢ v Glasgow. Zabyval se magnetickymi
poli v mezihvézdném prostfedi. Je autorem jednoho z modelt
magnetické rekonekce (Sweetliv-Parkeriv model, 1958). V dob¢
vzniku c¢asticovych simulaci pfipravoval Peter Sweet vhodné
numerické algoritmy a demonstroval je pro pouhych 8 ¢astic na
kapesni kalkulacce. Dnesni vypocetni technika umoznuje sledo-
vani miliardy nabitych ¢astic.

Taylor, Geoffrey Ingram (1886-1975), anglicky fyzik, mate-
matik a zejména expert na dynamiku tekutin a teorii vin. Véno-
val se meteorologii, vlnam v kvantové teorii (ukazal, ze v dvou-
Stérbinovém experimentu dojde k interferenci, i kdyZ je v sys-
tému pfitomen v daném case jeden jediny foton), zabyval se
turbulencemi oceanti, vznikem virovych struktur a nestabilit na
rozhrani dvou prostfedi. Je po ném pojmenovana Rayleighova-
Taylorova nestabilita, Taylortv vir, Taylorovo-Couettovo prou-

déni, Taylorova disperze (v tekutiné s nenulovou viskozitou) nebo Taylorova délka

(charakteristicky rozmér turbulenci).

Vlasov, Anatolij Alexandrovi¢ (1908-1975), sovétsky teoreticky fyzik, ktery se po
vétSinu zivota vénoval statistické fyzice. Ve fyzice plazmatu je podle ného pojmeno-
vana Vlasovova rovnice pro statisticky popis bezesrazkového plazmatu. Kromé fyziky
plazmatu se zabyval optikou, fyzikou krystalti a teorii gravitace. Vystudoval Moskev-
skou statni univerzitu, kde pracoval po boku Pjotra Kapici a Lva Davidovice Landaua.
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adiabaticky invariant
druhy 38-40, 42, 342
prvni 29-30, 32, 37, 38, 39, 42, 342
tieti 40, 42
obecné 28-30
Alfvénova rychlost 145, 158, 159, 161, 162,
223-226, 276, 342, 344
algoritmus
ADI 189
Metropolistiv 117-118, 365, 367
Newtoniv (hledani kofene) 248-249
PIC 303-308
Weylav 246-248
zobecnény Newtontv 249-250
anomalni rezistivita 107
bananova orbita 38, 46, 86
Beltramovo pole 146-147, 149, 155, 170,
360, 363
body O a X 160, 292
Cauchyovy-Riemannovy podminky 312
CMA diagram 235-237
Coulombuv logaritmus 100, 120, 341
cykloida 23, 24
Cas
Alfvéniv 158
rezistivni 150, 158
Cislo
Alfvénovo 345
Batchelorovo 345
Hartmannovo 143, 344, 363
Lundquistovo 158, 159, 161, 344
Machovo 344
Machovo-Alfvénovo 344
Reynoldsovo 344
Reynoldsovo magnetické 127, 156, 159,
344,367
Stuartovo 345
¢tyfvektor 16-17, 25, 133, 195
¢tyfvinna interakce 259
Debyeova vzdalenost 14, 61, 89-91, 94, 96,
100, 118, 175, 218, 219, 304, 341, 362
diamagnetizmus 50, 240, 364
diference, diferen¢ni 51-53, 182186
difaze
ambipolarni 82-83, 124, 343
anomalni 86
gyromagneticka (Bohmova) 85-86, 343

neoklasicka 86
obecné 81-82, 343
v magnetickém poli 84-86, 343
difuzni region 159, 161-164
disperzni relace 195-208, 210, 211, 213,
217-220, 222-224, 226, 230-232,
234-235, 240, 242, 246, 251, 253-259,
271,277, 279-281, 295, 297-298
drift
ExB 23, 34, 44
grad B 35, 48
gravitacni 35
inercialni 34
obecné 23, 34-36, 46, 48, 85, 86, 107,
160, 259, 282, 342
polarizaéni 36, 48
zakiiveni 34, 42, 44, 48, 49
dvojvrstva 18, 174-179
dynamické tieni 105
dynamicky tlak 70, 73
elektromagneticky kolaps 172
energie
ionizacni 12, 63
entropie 88, 361, 362, 366
Faradayova rotace — viz jev
Fermiho mechanizmus (urychleni) 38—40
formule
Appletonova-Hartreeho 236, 240, 360,
363
Rutherfordova 91, 94
Spitzerova 107
frekvence
cyklotronni 20, 21, 23, 29, 38, 84, 85,
228,230, 240, 302, 303, 341
dolni hybridni 238
horni hybridni 233, 238
mezni leva 231, 233
mezni prava 231, 233
funkce
Besselovy 318-319
distribu¢ni 11-113
Greenova 230-231
Hamiltonova 16, 17, 19, 22, 25, 26
holomorfni 313
Chandrasekharova 103-106, 211, 321,
323,363
chybova 103-104, 132, 321, 324
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kulové 320

Lagrangeova 16, 17, 25, 91

specialni 318-321

vlnova 194

zobecnéna (distribuce) 326-329
generator ngdhodnych Cisel

Fibonacciho 110

LCG 109

L’Ecuyerav 110

obecné 109-111
gyrace — viz Larmorova rotace
Hartmannovo feSeni 140-143
helicita 146151, 154, 155, 158
hustota

hybnosti 69, 73-76, 135

Jouleova vykonu 78
hvizdy — viz viny
index

lomu 229, 230, 232-237, 244-245

rekonekce 161-164
integraly

tabulka 310

vicerozmérné 337-339
Jeansovo kritérium 208-210
jev (efekt)

alfa 152, 154

Comptontv 362

Faradayova rotace 236, 238-240

Halluv 163-164

omega 152,153

termodifuze 88

termoelektricky 88, 282
koeficient

difuze 82, 83, 85, 343

kineticky 88—89

magnetické difuze 129

narustu nestability 252, 258, 277, 280,

292

polytropni 78, 211, 284

Stixtv 235-236, 368

tepelné vodivosti 87

viskozity 137
komplex elektromagneticky 221, 228-244
komplex magnetoakusticky 221, 222-227
komplexni analyza 312-318
konvoluce 330
konstanta vazebni 254
korelace 66, 109, 110, 154—-157
ktivocaré souradnice 335-337
kvazineutralita 11, 13, 63, 82, 83, 90, 124,

125, 174, 175, 216, 220, 282

Landautv Gtlum

na elektronech 295-301

na iontech 301-302

Larmorova rotace 20, 28-39, 42, 48, 49,
84-86, 233, 236, 342
Larmorav polomér 20, 24, 28, 33, 38, 53,
85, 86, 163, 164, 231, 341, 365
Lawsonovo kritérium 47
magnetické zrcadlo 11, 3740, 42, 45, 164,
285,342
magneticky ostrov 160, 164, 292, 294
magneticky povrch 166-167
magnetohydrodynamika
ideélni 158, 159
jako teorie kontinua 78, 123-190
minimalni varianta 124-125
rezistivni 158, 159, 290
markovsky fetézec (proces) 94, 95, 118,
364
Maxwellovo rozdéleni 7981, 87, 88, 90,
102, 103, 105, 321-324
metoda Monte Carlo
stielby (distribuéni funkce) 111-114
superpozice 114
von Neumana 114
model
jednotekutinovy 69, 124, 125,214
,,GS 95 164
Parkertv (dynama) 152, 161-162, 164,
366, 368
Petschekiv 162—-163
Sweettiv Parkeruv 161-162, 164, 368
vicetekutinovy 70
oo 155
aQ 155
mody
A nestabilni 252
Bernsteinovy 302-303
C nestabilni 252
evanescentni 253, 265
nestability pince 261, 269-273
svazané 253-254
zesilujici 253
molekularni chaos 66
moment
Boltzmannovy rovnice 67-78, 136, 139,
295
elektricky dip6lovy 349, 362
FP rovnice 104, 106
hybnosti 30, 43, 76, 91, 92, 136,
137, 351
kvadrupodlovy 349
magneticky dipolovy 30, 40-42, 49, 50,
350, 351
spinovy 351
Monte Carlo 107-121
monopol 43, 349
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multipolovy rozvoj 347-351
navazani poli na hranici 265-266
nestability
Bunemanova 256, 259
diocotronova 282-283
Kelvinova-Helmholtzova 278-281
koralkova 172, 272
mikronestability 294-303
ostruvkova (tearing) 163, 171, 174, 288,
291-294
Rayleighova-Taylorova 274-278
rezistivni 288-291
Richtmyerova-Meskovova 281-282
smyc¢kova 172, 272
svazek-plazma 259
tokamakova 293-294
vymeénna (tlakem fizena) 260, 274,
283-288
Weibelova 256, 259-260
opticka analogie 1819
parametr
beta 286, 287, 345
bezpecnostni (rotaéni ¢islo) 294
dvojvrstvy 174, 175, 345
zamérny 91-94, 96-100, 341
Parkerova plocha 173, 366
permitivita plazmatu 243-244
PIC simulace 165, 260, 303-308
pin¢ — viz proudové vlakno
plazma
bezesrazkové 13, 78, 163, 164, 294, 296,
299, 368
definice 11
idealni 14, 91, 147
kvantové 12—-13
nerovnovazné 13, 61
nizkoteplotni 13
prachové 14, 208
relativistické 12
rovnovaha 166—168
rovnovaha osové symetricka 167
srazkové 13, 124, 163, 164
v termodynamické rovnovaze 13, 60, 62,
78, 88-89
vysokoteplotni 13
plazmové oscilace 216-217, 230
pohyblivost (mobilita) 83—83, 343
Poyntingtv vektor 75, 77, 343, 366
proudova sténa 173-174, 282
proudové (plazmové) vlakno 168-171, 176,
261, 267-273, 282, 308, 361
prepojeni indukénich ¢ar 158-165
Rankinovy-Hugoniotovy podminky
180181

razova vlna 18, 163, 179-181, 244, 259,
281, 363, 366
redukovana hmotnost 91, 100, 120, 343
rekonekce — viz prepojeni
relace Onsagerovy (reciprocity) 88—89
reziduum 315-318
rezonance
cyklotronni 231, 236
dolni hybridni 233, 236, 238
horni hybridni 233, 238
Rosenbluthovy potencialy 96-105, 321,
322,342,367
rotacni ¢islo — viz parametr, bezpecnostni
rovinna vlna 195, 222, 297, 332
rovnice
BGK 62, 79, 81, 84, 87, 361, 363, 364
Boltzmannova 60-70, 72-3, 78, 94, 124,
134, 136, 139, 295, 361, 363, 364
driftova 34
Fokkerova-Planckova 61, 94-107, 321,
341, 342, 362
Gradova-Safranovova 168
gyracniho stiedu 32
Hamiltonovy 19, 22, 53, 198
Helmbholtzova 146, 149, 318, 363
Kleinova-Gordonova 211-212
kontinuity 69, 71, 73, 76, 82, 89, 128,
134, 135, 139-141, 162, 176-178, 180,
206, 215, 228
Lagrangeovy 17
Landauova 61, 93, 96, 341, 364
proudnice 126, 129
prenosu (momentova) 67-69
Sahova 63, 364, 367
telegrafni 212
Vlasovova 62, 78, 295, 368
vinova 132, 144, 145, 183, 184, 192, 203,
208,211-212, 289
rychlost
Alfvénova — viz Alfvénova rychlost
fazova 195
grupova 196, 198-200, 202, 204, 205,
207,210-212, 218, 219, 226, 241, 242,
253, 366
svétla 75, 204, 228, 362
zvuku 207, 210, 216
rovnovaha hvézdy 210-211
separatrisa 160, 292
schéma (numerické)
Borisovo-Bunemanovo 56, 57
Crankovo-Nicolsonovo 188
Du Fortovo-Frankelovo 187
explicitni 52, 186
implicitni 52, 186
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Laxovo-Wendrofovo 187
Leap-Frog 54, 57
Newtonovo-Eulerovo 51, 57
Richtmyerovo-Mortonovo 189
Rungeovo-Kutteovo 55, 57
relativistické 5657
rad 53
stabilita 53
sila
Coriolisova 152, 154
grad B 32-33
Lorentzova 20, 32, 62, 68, 73, 74, 76,
125, 135, 138, 139, 141, 144, 147, 160,
166, 168, 233, 290, 312, 365
termodynamicka 88
skinova hloubka 210
srazkovy ¢len 64-67
srazkovy (sumacni) invariant 66—69, 73,
77-78
stabilita schématu
CFL podminka 192
John von Neumannova podminka 191
obecné 53, 190-192
stelarator 44
stiedni volni draha 13, 82, 85, 86, 124, 260
substancionalni derivace 126—127, 129,
133, 134, 135
Slirova fotografie 232, 244-245
tenzor
difaze 105
Levi-Civitav 311
Maxwelliv pnuti 70, 76, 136, 138
tlaku 73, 74, 136, 138, 342
teorie Drudeho 80
tokamak 38, 44-47, 86, 151, 159, 233, 293,
294, 345
Compass D 4647
ITER 46-47, 367
JET 4647
Tore Supra 4647
transformace
Legendreova dudlni 26
Fourierova 129, 190, 196, 202-206, 211,
212,215,221, 228, 243, 255, 261-264,
304, 307, 308, 329, 332-333, 362
trochoida 23, 24
ubihajici ¢astice 105-106
ucinny prifez 61, 65-66, 87, 91, 93-94, 97,
98, 118, 120
uhlova frekvence 152, 194, 196, 202, 207,
209, 232, 252, 253, 265, 280, 341

tloha
Cauchyova 184
Dirichletova 184
Neumannova 184
smiSena 184
urychlova¢ LWFA 300
vazkost (prvni a druhd) 137
vektor posunuti 262-265, 267, 268, 271,
275,276, 290-291
vektorové identity 311-312
véta
Gaussova 338
reziduova 315-318
Stokesova 338
vinéni
podélné 201, 207, 214, 221, 226, 296,
299-301
pricné 201, 202, 204, 236, 365
vinoplocha 194-196, 224, 225, 236, 237
vinova funkce 194
vlnovy balik 196-198
vinovy vektor 190, 191, 194, 195, 197, 202,
222,223, 232,239, 242, 252, 254, 259,
303
viny
Alfvénovy (A) 224-226
elektromagnetické 201-204, 213,
227-237, 239, 240, 241, 243
hvizdy 163, 227, 234, 240-243, 361
kompresni 226
kone¢né amplitudy 144-145
levoto¢ivé (L) 227, 230, 234-235
magnetoakustické 219, 221, 222-227,
295
magnetoakustické pomalé (S) 224
magnetoakustické rychlé (F) 224
mimotadné (X) 227, 232-233, 234-235
plazmové 212, 216-217, 299
pravotodivé (R) 227, 230, 234-235
fadné (O) 227, 231-232, 234-235
vnéjsi algebra 339-340
vodivost diferencialni 80, 107
zakon
Fickuv 81-82, 344, 362
Fourierav 70, 78, 87
Ohmuv 79-81, 125, 127, 133, 147, 151,
159, 163, 288, 289, 343, 366
Poisecuillav 140, 142, 143
zamrzani pole 13, 127-129, 133, 141, 144,
147, 148, 154, 158, 159, 164, 288, 289,
312, 344, 360, 367
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beamlines

V Ceské republice, konkrétngé v obci Dolni Bfezany ve Stfedoceském kraiji,
bude jiz za nékolik let stat unikatni laserové centrum ELI Beamlines. Spitkové
laserove technologie tam budou generovat nejintenzivnegjsich pulzy svétla,
jaké kdy byly v laboratofi vytvoreny.

Vyzkumny program bude pracovat s novou generaci sekundarnich zdrojd ionizujiciho elektromag-
netickeho zareni a energetickych nabitych castic vytvarenych ultraintenzivnimi laserovymi pulzy.
Tyto zdroje [perfektné stasované s ¢asti pavodnich laserovych pulz( v rozliénych schématech
typu ,pump-probe”] budou realizovany a vyuzivany v rdmci nésleduijicich péti vyzkumnych akfivit:

) rentgenové zdroje buzeneé ultrakratkymi laserovymi pulzy,
) laserové generovani a urychlovani nabitych ¢astic,
) aplikace v molekuldrnich, biomedicinskych a materidlovych védach,
) fyzika plazmatu a vysokych hustot energie, fyzika laserové termojaderné fuze,
) exotickd a mezni fyzika.
ELI Beamlines piedstavuje zlomovou udéalost pro zakladni a aplikovany vyzkum v Ceské re-
publice propojeny s evropskou a sveétovou védecko-vyzkumnou komunitou.

Studenti fyzikalnich obort (fyziky plazmatu a plazmové techniky pfedevsim) zde budou reali-
zovat své diplomové a doktorské prace v doméacim prostfedi na technické a védecké Urovni
absolutni svétoveé Spicky. Infrastruktura ELI Beamlines by méla byt vyuzivana 200-300 védec-
kymi pracovniky. Nejmoderngjsi laserové, interakéni a diagnostické technologie instalované
v ELI-Beamlines poskytnou védcdm a studentim moznost provadét prikopnicky vyzkum v fadeé
oborl vyuZivajicich ultraintenzivnich laserovych pulzd.

Navstivte pribezne aktualizo-
vanou prezentaci projekfu
Extreme Light Infrastruc-
ture (ELI) Beamlines na
www.eli-beams.eu
a zamerte sve stu-
dijnf @ budouci pro-
fesni plany sprav-

nym smerem.



Projekt HiLASE

(High average power pulsed LASErs)

nabizf studenti a mladym védeckym pracovnikiim Cetné
prilezitosti prezentované na www.hilase.cz strankdch.

Projekt HiLASE sméfuje k vybudovani narodni platformy pro vyvoj novych laserovych technologii
s prilomovymi technickymi parametry, zaloZzenych na vysoce u¢inném diodovém cerpdani (diode
pumped solid state laser systems, DPSSLs). Tyto lasery budou podstatné silnéjsi a vykonnéjsi, kom-
paktnéjsi, stabilnéjsi a snaze udrzovatelné, nez nabizeji soucasné technologie. HiLASE je zaméren
na lasery s vysokou opakovaci frekvenci a sou¢asné zna¢nou energii pulzu. Ty zcela jisté najdou vy-
uziti v primyslu, ve vyzkumnych laboratofich a budou slouzit i jako lasery pro optické ¢erpani ze-
silova¢t v ultraintezivnim laserovém systému ELI Beamlines budovaném v Ceské republice. HiILASE
sleduje dva zékladni technologické koncepty:

O zesilovace na bézi tenkych diskd s priimérnym vystupnim vykonem v fadu kW,

O a multi-deskové zesilovace dosahujici vysokou vystupni energii v pulzu s opakovaci frekvenci
10 Hz, Skalovatelné na Uroven kJ.

Laserové systémy s témito parametry nejsou komeréné dostupné. Mizeme je tedy povazovat
za unikatni nejen v Ceské republice, ale i v celosvétovém méfitku.

Po zprovoznéni tyto lasery v centru HiLASE umozni predevsim

O vyzkum spojeny s testovanim novych dielektrickych optickych komponent s vysokym prahem
poskozeni, prototypovani laser(l zaloZzenych na technice OPCPA (optické parametrické zesileni
s chirpovanym pulzem) a generaci vysoce uc¢innych sekundarnich energetickych fotonovych
zdroju s vysokou opakovaci frekvenci,

O a primyslové aplikace zamérené na efektivni zpracovani material(l vyuzivanych napf. v letec-
kych motorech a turbinach, svafovani, ablativni odstrafiovani tenkych vrstev ze solarnich ¢lank,
pajeni karosérie, fezani opticky priihlednych materialq, cisténi starozitnosti, laserové vyklepava-
ni a fezani, testovani laserovych diod a chladicich systému.

Vyznamnou soucdsti projektu HiLASE je védecka vychova vysokoskolskych studentd — diplomant
a doktorand(i a mladych badatell - postdokd s cilem rozsifeni domaci komunity odbornik( v oblasti
vyzkumu a vyvoje laser(l a souvisejicich technologii. HiLASE klade velky dliraz na praktické vyuziti
laserovych zdrojl nové generace v Uzké spolupraci s priimyslem.
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VyuZijte integrované iniciativy
sdruzeni evropskych laserovych
laboratofi LASERLAB-EUROPE!

Toto sdruzeni koordinuje od roku 2004 inter-
disciplinarni laserovy vyzkum v celkem 26 ve-
doucich laserovych laboratofich v 16 zemich
Evropské unie véetné Ceské republiky.

Sdruzeni LASERLAB-EUROPE provadi spo-

lecny vyzkum v oblasti attosekundové fyzi-

ky, vykonovych laser( nejriznéjsich typl véetné rentgenovych laserd, laserového urychlo-
vani nabitych castic a biologickych a lékaiskych aplikaci laser(.

Jednim z jeho hlavnich tkol({ je zajistovani pfistupu na Spickova velka laserova zafizeni pro
védce z celé Evropy. Pfistup na tato zafizeni (Transnational Access), v€etné uhrady cestov-
nich a pobytovych naklad(, je poskytovan zdarma projektlim vybranym nezavislym mezi-
narodnim hodnoticim panelem na zékladé centralné evidovanych pfihlasek.

Podrobny névod, jak podéavat projektové pfihlasky a popis dalsich aktivit sdruzeni
LASERLAB-EUROPE, naleznete na www.laserlab-europe.eu.

Zakladajicim ¢lenem konsorcia LASERLAB-EUROPE je prazska lase-
rova laborator Badatelské centrum PALS, spolecné pracovisté Fyzi-
kalniho ustavu a Ustavu fyziky plazmatu AV CR, v. v.i., jenz k vyzkumu
laserového plazmatu vyuziva jednoho z nejvétsich evropskych lase-
r0, terawattového kilojoulového laseru zndmého od roku 2000 pod
jménem Prague As-
terix Laser System
(www.pals.cas.cz).

Laserovd laboratof PALS jako velkd vy-
zkumnd infrastruktura pro vyzkum, vyvoj
a inovace ziskala ucelovou podporu z pro-
gramu LM MSMT na obdobi 2011-2015.

Vedle svych rozsahlych mezinarodnich ak-
tivit se vyznamnou mérou podili na prak-
tickém Skoleni mladych védeckych pracov-
nikd pro potreby projekt( HILASE a ELI.
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