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Mili ¢tenafové,

tento text vznikal v pribéhu mnoha let na zakladé mych prednasek na Ceském vysokém
uceni technickém v Praze, kde po roce 1989 konecn¢ prestala platit omezeni minulého
rezimu, a ja mohl zacit pfednaset. Na elektrotechnické fakulté tehdy vzniknul Ctyfse-
mestralni kurz teoretické fyziky pro magisterské a doktorské studium. Tento kurz po
nékolika proménach funguje dodnes a volné€ na néj navazuje dvousemestralni prednaska
z teorie plazmatu. Paradoxné uéebnice Uvod do teorie plazmatu [1] vysla diive nez
kniha Vybrané kapitoly z teoretické fyziky, kterou mate pted sebou a ktera by ji méla
predchazet. Duvod je jediny — uéebnice teorie plazmatu byla dle mého nazoru pro ¢eské
studenty mnohem potiebnéjsi nez ucebnice zakladl teoretické fyziky.

Ucebnice je sloZena ze tii ¢asti. V prvni z nich se ¢tenaf seznadmi se zaklady teoretické
mechaniky, kterd je odrazovym mistkem ke studiu kvantové mechaniky, statistické
fyziky, teorie plazmatu i dalSich odvétvi fyziky. Text obsahuje klasické pasaze tykajici
se Lagrangeovych a Hamiltonovych rovnic, zakonli zachovani, Poissonovych zavorek
a kanonickych transformaci. Z diivodu navaznosti na Uvod do teorie plazmatu [1] je za-
fazena kapitola o adiabatickych invariantech. V kapitole 1.4 jsou probrané partie ukaza-
ny na nékterych dulezitych ulohach. Je zde naptiklad odvozen pohyb v rotujici soustave,
nalezeny pohybové rovnice v piipadé disipace energie nebo proveden vypocet Lagran-
geovych bodl v tzv. restriktivnim problému tii téles. V kapitole 1.4.6 nalezne Ctenar
metodu, jak v nékterych ptipadech vyfesit inverzni ulohu, tj. ze znalosti pohybovych
rovnic nalézt Lagrangeovu funkci problému. V zavéru je nastinéna problematika Lag-
rangeovych rovnic pro polni problémy, kterd kon¢i Lagrangeovou formulaci Max-
wellovych rovnic.

Druha ¢ast této ucebnice je vénovana kvantové teorii. Relativné standardni partie ty-
kajici se stavby a interpretace kvantové teorie, momentu hybnosti, spinu, ¢asového vy-
voje a jednoduchych piikladii nalezeni spektra Hamiltonova operatoru jsou doplnény
aktualni problematikou tykajici se hranice mezi kvantovym a klasickym svétem,
vyvracenim existence skrytych parametrd, EPR paradoxem a Bellovymi nerovnostmi.
Problematika je vétSinou feSena v Diracové symbolice, ktera je objasnéna v dodatku E.
Zavér Casti vénované zakladim kvantové teorie se tyka Kleinovy-Gordonovy a Dira-
covy rovnice. Jde o jakési minimum, které umozni ¢tenaii ¢ist pokrodilej$i ucebnice
kvantové teorie.

Posledni ¢ast uéebnice je vénovana zakladim statistické fyziky. Student se zde se-
znami s mySlenkou kanonické a grandkanonické particni sumy, které jsou Ustiednim
nastrojem pii statistickém popisu piirodnich déji. Probrana jsou zakladni statisticka
rozdéleni jak v klasické fyzice, tak Fermiho-Diracovo a Boseho-Einsteinovo rozdéleni
v kvantové mechanice. Aplikace statistického pfistupu je ukdzana na rotacnich a vibrac-
nich stavech molekul. Probrany jsou i zaklady miizovych modelti feromagnetik. S ne-
rovnovaznou statistikou se student setk4 az v navazujici ucebnici [1].

Matematické partie potiebné k pochopeni probirané latky jsou piesunuty do dodatki.
Ctenat, ktery potfebnou matematiku zna, se nemusi zdrzovat preskakovanim matema-
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tickych vsuvek v hlavnim textu. Ostatni si mohou potfebné znalosti ozivit nebo doplnit
v dodatcich, které jsou fazeny tak, jak to vyzaduje zakladni text ucebnice, a proto na
sebe nijak nenavazuji. V dodatcich je zavedena Einsteinova sumac¢ni konvence, defino-
vana Lieova algebra, ukdzany zadklady zachazeni s kovariantnimi a kontravariantnimi
slozkami tenzord, popsany zakladni kuzelosecky, vysvétlena Diracova symbolika a pro-
brany nejnutnéjsi zaklady Pfaffovych diferencialnich forem. Dalsi uzite¢né matematické
dodatky nalezne ¢tenar v navazujici uéebnici [1].

Proménné jsou v této uéebnici reprezentovany zasadné Sikmym fezem pisma. Zaklad-
nim fezem jsou zobrazeny funkce, zkratky, Cislice a rizné matematické operace. Tuc-
nym fezem pisma jsou sazeny vektory, tenzory a sloZzené objekty. Ve vyjimeénych pfi-
padech, kdy by mohlo dojit k nejednoznacnosti ¢i zaméné, jsou nad vektory a tenzory
Sipky. Latinské indexy znamenaji pofadi veli¢iny, soutadnicové osy atd. Reckymi pis-
meny jsou oznaceny slozky ¢tyfvektort, napiiklad 4,, kde a = 0 (¢asova slozka), 1, 2, 3
(prostorové slozky).

Vzhledem k tomu, Ze pocet pismen abecedy je omezeny, jsou nékteré veli¢iny ozna-
¢eny stejnym symbolem. Jejich vyznam lze ale snadno odhadnout z kontextu. Pomoci
pfi tom miZze i seznam symboll zafazeny v zavéru knihy. Pfi ¢teni nepteskakujte po-
znamky, Casto jde o dilezité postiehy potiebné k pochopeni probiraného jevu. V knize
je naleznete na Sedém podkladu. Ilustrativni ptiklady jsou oddéleny od ostatniho textu
na zacatku a na konci Cernym pulkoleckem. Dulezité vztahy jsou na levé strané
oznaceny Cernym trojihelnikem. Snad toto znaeni pfispéje k lepsi orientaci Ctenafe
v naro¢ném studijnim textu.

Co fici na zavér? Mé pod€kovani pati fadé mych studentdl, ktefi se z texti, na jejichz
zaklad¢ vznikala tato kniha, ucili a peclivé objevovali pieklepy a nejasnosti. Dale bych
chtél podekovat recenzentovi Ing. et Ing. Petru Endelovi, ktery mimotadné peclive pie-
cetl cely rukopis, objevil fadu preklepti, nejasnosti a chyb, a vyrazné tak ptispél ke zvy-
Seni urovné textu. Za vSechny ostatni bych chtél vyjadrit své diky alespon Ing. Radku
Beitiovi, RNDr. David Bieiovi, Ph.D., Ing. Miroslavu Horkému, Ph.D. a Davidu Mana-
sovi. Velky dik patii Danielu Handlovi, ktery zcela nezistn€ cely kurz teoretické fyziky
natocil na video. V neposledni fad¢ patfi mé podekovani Ing. arch. Ivanu Havlickovi,
ktery se postaral o uvodni grafiku k jednotlivym kapitolam, obalku a nékteré obrazky.
Budoucim studentim bych chtél poprat pfedevsim bystry asudek, bez néhoz by studium
prirodnich déji nemélo zadny smysl. V dnesni uspéchané dobé jsou zde ale i dalsi po-
ttebné faktory: klid ke studiu, dostatek Casu a adekvatni rodinné a finan¢ni zazemi.
Doufam, Ze étenafi této knihy naleznou vse potiebné k uspésnému studiu ucebnice, kte-
rou pravé otevieli.

Petr Kulhanek, revidovano v listopadu 2017, Praha

Odkazy na kompletni nahravky pfednasek k této ucebnici naleznou Ctenafi na serveru
aldebaran.cz v sekci Studium. Zde si také muzete stdhnout elektronickou podobu aktu-
alni verze této ucebnice a dalsi dopliujici materialy k prednaskam.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo



Neni to tak davno, co se fyzikové délili na dvé velké skupiny — experimentatory a teo-
retiky. Pfislusnik kazdé skupiny véd¢l, Ze se bez ¢lenti druhé skupiny neobejde. Vysled-
kem byla plodna spoluprace plné zdanlivé fevnivosti a ismévnych historek. S nastupem
vypocetni techniky se vSe zmeénilo. Postupné vznikala skupina teti, kterd se zabyva
numerickymi simulacemi. Bez nich si dnes fyziku nedovedeme piedstavit. Numerické
simulace umoziuji prvni ovéteni vysledkti novych teorii bez nakladnych experimentt.
Pfi zpracovani experimentalnich dat pomahaji hledat procesy, které se za naméfenymi
udaji skryvaji. V soucasnosti ma fyzika tfi nedilné celky: teorii, experiment a numerické
simulace. Tato ucebnice je v€novana, jak jeji nazev fika, vybranym kapitoldm z teo-
retické fyziky. Je tvodem do teoretické mechaniky, kvantové teorie a statistické fyziky.

Fyzika zaznamenava v pribéhu staleti dvé zakladni tendence. Prvni znich je po-
stupné ¢lenéni na dalsi a dalsi podobory. Tento vyvoj souvisi s prohlubujicim se pozna-
nim a je piirozenou cestou v kazdé védni discipliné. Postupné vznikaji specialisté na
stale uzsi a uzsi obory, vytvareji si sviij vlastni védecky jazyk a schopnost komunikace
odbornikti z dfive blizkych oblasti fyziky se stale zhorSuje. Na druhé strané dochazi
k hlubsimu pochopeni souvislosti mezi jednotlivymi ¢astmi fyziky a k jejich postup-
nému sjednocovani do univerzalnéjsich teorii. Mozna se jednou podaii sjednotit fyzi-
kalni pohled na vSechny zakladni pfirodni interakce do jedné jediné teorie, kterou dnes
nazyvame Teorie vSeho (anglicky TOE, Theory Of Everything). Tyto integracni ten-
dence ve fyzice jsou znazornény na obrazku 1.

Mechanika jakozto védecka fyzikalni disciplina vznikala od 17. stoleti. Prvni zna-
mé&jsi védecké experimenty provadél Galileo Galilei (1564—1642). Teoretickou kon-
strukci klasické mechaniky, jakozto nastroje pro ptedpovéd pohybu téles v daném silo-
vém poli, navrhnul Isaac Newton (1642—-1727) ve svych Principiich (Philosophice Natu-
ralis Principia Mathematica) zroku 1687. V 18. stoleti dovrsil konstrukei klasické
mechaniky Joseph Louis Lagrange (1736—1813), ktery mechanické tilohy formuloval
nezavisle na volb¢ soufadnicové soustavy za pomoci varia¢niho poctu.

V 19. stoleti se tispésné dafilo poznavat a postupné chapat elektrické a magnetické
déje. Na experimentech se podilela cela fada vyznamnych fyziki, naptiklad Hans Oer-
sted (1777-1881), André Ampere (1775-1836), Michael Faraday (1791-1867), Hein-
rich Hertz (1857—-1894), Oliver Heaviside (1850-1925) a dalsi. Celé toto tidobi vyvr-
cholilo poznanim, Ze jevy elektrické a magnetické maji shodnou povahu a spole¢ny pu-
vod. V roce 1873 publikoval James Clerk Maxwell (1831-1879) pojednani 4 Treatise
on Electricity and Magnetism, které obsahovalo rovnice, jez zavrSily klasickou elektro-
dynamiku do jednoho jediného celku obsahujiciho jak déje elektrické, tak magnetické.

Na konci 19. stoleti podlehlo mnoho fyziki iluzi, ze fyzika jako véda je dokoncena.
Byly znamy zakony mechaniky na jedné strané a zakony elektfiny a magnetizmu na
stran¢ druhé. Na prvni pohled se zdélo, ze veskeré pfirodni déje jsou dusledkem téchto
dvou védnich disciplin a budoucnost fyziky je pouze v aplikaci znamych zédkont na ne-
znamé situace. Slo samoziejmé o kruty omyl, ktery se rychle projevil na po¢atku dvacé-
tého stoleti, kdy nebylo mozné tehdej$imi znalostmi vysvétlit fadu fyzikalnich déja.
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Obr. 1: Integracni tendence ve fyzice
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Ukazalo se, ze jak klasickd mechanika, tak klasicka elektrodynamika nedokazi uspoko-
jivé popsat svét na urovni atomi. Disledkem toho byla neschopnost objasnit chovani
elektronu v atomarnim obalu, vysvétlit zafeni absolutné cerného télesa, pochopit fotoe-
lektricky jev a smifit se s projevy objekt mikrosvéta, které vykazovaly nekdy Casticové
a jindy vlnové vlastnosti. Zrodila se kvantova mechanika, ve které neplati ab = ba, a ne-
komutativnost se stala nové objevenym rysem pfirody na mikroskopické tirovni. Kvan-
tova mechanika s sebou pfinesla celou fadu tézko predstavitelnych jevi — kvantovani
energie a momentu hybnosti, dualismus vin a ¢astic, relace neurcitosti, nejednoznacnost
aktu méfeni a pravdépodobnostni interpretaci vysledkii vedouci na nedeterminizmus
kvantové fyziky.

A to byl teprve zaatek. Spin elementarnich Castic objeveny v roce 1925 znamenal
dal$i vyrazny posun lidstva v chapani pfirody. Je disledkem relativistické fyziky, ktera
se od pocatku 20. stoleti rozvijela paralelné s kvantovou mechanikou. Spojeni kvantové
mechaniky se specialni relativitou vedlo na Diracovu rovnici, kterd se stala zdkladem
kvantového popisu pohybu elektronu. Paul Adrien Maurice Dirac (1902—1984) navrhnul
svou rovnici vroce 1928 a téhoz roku zni odvodil existenci pozitronu, anti¢astice
k elektronu. Pozitron byl experimentalné objeven az o 4 roky pozd¢ji Carlem Anderso-
nem (1905-1991). Za svou praci ziskal Dirac Nobelovu cenu za fyziku pro rok 1933.
V letech 1946 az 1949 byla dokoncena prvni kvantové polni teorie — kvantova teorie
elektromagnetického pole, které dnes fikame kvantova elektrodynamika (QED, Quan-
tum Electro-Dynamics). Za jeji formulaci ziskali Nobelovu cenu za fyziku pro rok 1965
Richard Feynman (1918-1988), Shin-Itiro Tomonaga (1906—1979) a Julian Schwinger
(1918-1994). Kvantova elektrodynamika je kvantovou analogii Maxwellovych rovnic.
Elektromagneticka interakce je zpasobena polnimi ¢asticemi, v tomto piipadé fotony,
které si mezi sebou posilaji nabité ¢astice. Klasicky pojem sily ztraci sviij smysl. Feyn-
manovi se podafilo slozité rovnice interpretovat za pomoci nazornych grafii, kterym
dnes fikdme Feynmanovy diagramy. Na obdobném zékladé byla pozdéji vytvorena také
soucasna kvantova teorie slabé a silné interakce. Zakladnim rysem téchto teorii jsou tzv.
kalibra¢ni symetrie, které predurcuji zptisob plisobeni dané interakce na elementarni
Castice.

Od pocatku 60. let probihaly snahy o spojeni elektromagnetické a slabé interakce do
jednoho jediného celku. Podaftilo se to Stevenu Weinbergovi (1933), Abdusu Salamovi
(1926-1996) a Sheldonu Glashowovi (1932). Za svou préci ziskali Nobelovu cenu za
fyziku pro rok 1979. Jimi ptedpovézené polni &astice slabé interakce W', W~ a Z° byly
objeveny na pielomu let 1983 a 1984 v evropském stiedisku jaderného vyzkumu
CERN. Jejich objevitelé, Carlo Rubbia (1934) a Simon van der Meer (1925-2011)
ziskali Nobelovu cenu jesté t¢hoz roku (1984).

K pochopeni silné interakce prispél jiz ve 30. letech japonsky fyzik Hideki Yuakawa
(1907-1981). Za svou praci ziskal Nobelovu cenu za fyziku pro rok 1949. Soucasna
kvantové polni teorie silné interakce se nazyva kvantova chromodynamika (QCD,
Quantum Chromo-Dynamics) a za jeji formulaci a zejména za objev asymptotické vol-
nosti silné interakce kvarkd a gluond ziskali Nobelovu cenu za fyziku pro rok 2004
Frank Wilczek (1951), David Gross (1941) a David Politzer (1949).

Kvantova mechanika slavila v prabéhu 20. stoleti mimofadné uspéchy. Jednoducha
teorie popisujici mechanické déje postupné pierostla v polni kvantovou teorii schopnou
uspésné popsat hned tii ze Ctyf zakladnich pfirodnich interakci. Tato cesta se samo-
zfejmeé neobesla bez potizi a problémt, nicméné vyustila v dnesni standardni model
elementarnich ¢astic a interakci. Bez kvantové teorie a hlubokého pochopeni zakonitosti
mikrosvéta bychom dnes neméli ani pocitace ani jinou elektroniku.
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Na pocatku 20. stoleti ale vznikala jest¢ jedna, neméné Gspé$na teorie — obecna relativi-
ta. Z Maxwellovy elektrodynamiky plynulo, Ze rychlost svétla by ve vakuu méla byt
univerzalni konstantou a Ze by se neméla scitat s rychlosti zdroje elektromagnetického
vinéni. Tento vysledek byl na prvni pohled v rozporu s klasickou mechanikou, ve které
se rychlost zdroje s rychlosti signalu s¢ita. Rada experimentd potvrdila spravnost elek-
trodynamiky. Bylo tedy tfeba preformulovat mechaniku tak, aby byla v souladu s Max-
wellovou elektrodynamikou. To se v roce 1905 podafilo Albertu Einsteinovi v ramci
tzv. specialni teorie relativity. Dafi za sjednoceni obou teorii byla velika. Cas spolu
s prostorem piestaly byt absolutni. Délka letici tyce a Casovy isek mezi dvéma udalost-
mi ve skuteénosti zaviseji na volbé souradnicové soustavy pozorovatele.

Einsteinovy snahy o zobecnéni specialni relativity na neinercialni soutadnicové sou-
stavy vedly v roce 1915 ke vzniku obecné relativity — zcela nové teorie gravitace, ktera
popisuje tuto interakci za pomoci zaktiveného ¢asu a prostoru. Za zéklad nové teorie lze
chépat dvé myslenky:

= kazdé téleso svou piitomnosti zakiivuje Casoprostor kolem sebe;

= kazdeé téleso se v tomto zakiiveném Casoprostoru pohybuje po nejrovnéjSich
moznych drahach — tzv. geodetikach.

Nové chapani €asu a prostoru bylo zcela revolu¢ni. Samotna télesa se podileji na vytva-
feni Casu a prostoru, bez nich by Cas a prostor neexistoval. Otazka, jak by vypadal ves-
mir bez pfitomnosti téles, prestdva mit smysl.

Fyzika dvacatého stoleti se tak stala v jistém smyslu ponékud schizofrenni. Tfi ze Ctyt
interakci jsou popsany za pomoci vyménnych (polnich) ¢astic v ramci kvantové teorie
pole. A jedna interakce, gravitaéni, je popsana za pomoci pokiiven¢ho svéta obecné
teorie relativity. VyfeSeni mnoha fyzikalnich hadanek s sebou piineslo jesté vétsi za-
hady. Existuje jednotnd teorie vSech ¢tyf interakci? Je mozné spojit kvantovou teorii
a obecnou relativitu do jedné jediné teorie? Odpoveéd’ na tyto otazky zatim nezname.
Velké Gspéchy slavi rizné strunové teorie, ve kterych jsou Castice chapany jako jedno-
rozmérné kmitajici utvary ve vicerozmérném svété, ale zda jde o krok spravnym smé-
rem ¢i nikoli, neni v tuto chvili jasné. V roce 2010 se objevila hypotéza holandského
fyzika Erika Verlindeho, podle které by gravitace nemusela byt skute¢nou silou, ale jen
statistickym projevem rustu entropie v mikrosvéteé. Tézko odhadnout, zda tato odvazna
myslenka najde podporu v dalsich experimentech, nebo jde o slepou ulic¢ku.

Pokud vas zajimaji zakladni vlastnosti pfirody a jejich teoreticky popis, je tfeba v prv-
ni fadé zacit se studiem klasické mechaniky, na kterou tizce navazuje mechanika kvan-
tova. Dalsi studium polnich problému zase neni mozné bez znalosti statistické fyziky.
Proto by se tato ucebnice pro vas mohla stat odrazovym mustkem k pochopeni problé-
mi soucasné fyziky a k dal$imu studiu podivnych zakonitosti svéta kolem nas.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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1.1 Integralni principy mechaniky

V teoretické mechanice se hojné pouziva Einsteinova sumacni konvence, diferencialu
a Lagrangeova véta o prirtstku. Pokud s témito matematickymi zaklady ¢tenaf neni se-
znamen, m¢l by si nejprve dikladné procist dodatek A, kde jsou tyto pojmy vysvétleny.
Dalsi informace ke studiu teoretické mechaniky miize ¢tenai Cerpat v u€ebnicich [2]-[6].

1.1.1 Zakladni pojmy z mechaniky

Mechanicky systém

Mechanickym systémem nazyvame jakoukoli soustavu ¢astic nebo téles, kterou se roz-
hodneme popisovat (elektron, atom, Zemékoule, planetarni systém, ...).

Kartézské souradnice

Kartézské soutadnice vychazeji ze tii navzajem kolmych a pfimych os. Pro soufadnice
pouzivame oznaceni X = r = (x1, X2, X3) = (¥, y, 2), resp. F = (F1, F2, F3) = (Fy, Fy, F2).
Pohybova rovnice hmotného bodu ma tvar m d?x/ds2 =F.

Zobecnéné souiadnice

Za zobecnéné souradnice povazujeme jakékoli parametry popisujici pohyb (ahly, vzda-
lenosti, plochy). Oznacujeme je q = (g1 425 2.

— planeta

Slunce

Obr. 2: Souradnice pro planetu obihajici kolem Slunce.

€ Piiklad 1: pohyb planety kolem Slunce
q1 = r(t) — vzdalenost od Slunce,
q2 = ¢(t) — thel pravodice a zadané polopiimky,
q3 = S(¢) — plocha opsana pravodicem. D
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Zobecnéné rychlosti
Zobecnénou rychlosti nazyvame ¢asovou zménu zobecnéné souiadnice.
¢ Ptiklad 2

v, =dr/dt radialni rychlost,

vy = do/dt uhlova rychlost,

vs = dS/dt plosna rychlost,

Uy = dx/dt x-ova slozka rychlosti.

D

Vazby

Téleso nebo nékteré jeho Casti se nemusi pohybovat zcela libovolné. Pak fikame, Ze
v systému jsou vazby. Piiklad vazeb je na nasledujicim obrazku:

dvé télesa
spojena
tyci

téleso J

na naklonéné
roviné

Obr. 3: Vazby v systému.

Stupen volnosti

Stupni volnosti rozumime pocet nezavislych tidaji (parametrtr), kterymi lze zcela popsat
pohyb systému (znacime f°).

d Piiklad 3

volny hmotny bod

N volnych hmotnych boda
hmotny bod na naklonéné rovin¢
2 hmotné body spojené tyci
prostorové kyvadlo

rovinné kyvadlo

-

-

-

S
— N LW w

Pro systém N hmotnych bodd s R vazbami plati f=3N—-R. Zobecnéné souiadnice vo-
lime vzdy jako mnozinu nezavislych parametrt, které zcela popisuji systém, tj. je jich
pravé f:

q=(q1,92,-qf) -

Konfiguracni prostor

frozmérny prostor, do kterého zobrazujeme hodnoty zobecnénych soufadnic. Bod kon-
figura¢niho prostoru nazyvame konfiguraci. Casovy vyvoj konfigurace systému q(?)
nazyvame trajektorie.
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Stav systému

V klasické mechanice je v daném Case ¢y stav popisovaného systému zcela urcen konfi-
guraci q = (q1, 92 , -.- gr) a tendenci (zobecnénymi rychlostmi) v = (vy , v2, ..., Uy).

Realna a virtualni trajektorie:

realna trajektorie,
trajektorie skutecné
realizovand v pfirodé

___________ trajektorie virtuaini
(nerealizovana) — proc¢? AR ‘

q>

Obr. 4. Redlna a virtualni trajektorie.

1.1.2 Integralni principy

4 Piiklad 4. Predstavme si, e v rybniku se topi ¢lovék. Mezi zachrancem a rybnikem
je bazinaty pas, ve kterém se velmi tézko pohybuje, pas oranisté a pole. Zachrance musi
volit optimalni cestu, aby se k tonoucimu dostal co nejrychleji (takovou cestou nemusi
byt nejkratsi spojnice mezi tonoucim a zachrancem):

- ole
R

\ oraniste

Obr. 5: Jaka je optimalni cesta k tonoucimu z hlediska ¢asu?
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Celkovy ¢as, po ktery se bude pohybovat zachrance, ur¢ime takto:

v=g dt=g
dt v
T_’fg B tf«/dx2+dy2 B xf«/l+y’2 "
v v(x,) v(x, y)
ty ty4 X4

Predpokladame, Zze zname prostorovou zavislost rychlosti v(x, y). Ta je dana typem
terénu (pole, oranisté, bazina). Nyni hledame takovou kiivku y(x), aby pfedchozi inte-
gral mél minimalni hodnotu. Resenim uloh tohoto typu se zabyva variacni pocet.

L

¢ Piiklad 5: brachystochrona. Resme nasledujici tilohu. Téleso ma klouzat po naklo-
néné roviné obecného tvaru mezi dvéma body A a B, které jsou v rizné vyice. Ukolem
je nalézt rovnici tvaru naklonéné roviny tak, aby se té€leso do bodu B dostalo za nejkratsi
¢as. Nazev kfivky pochazi z fectiny (Bpayiotog = nejkratsi, ypovog = ¢as).

4 A
H L) =2
. B
X
Obr. 6: Brachystochrona.
Vypocet je obdobny ptedchozimu:
d/ d/
v=— = dt =— =
dr v
T—lf da ’IB Ja? +dy> "f Jiey?
Sv) S uy) v(»)
A A X4

Rychlost uréime ze zakona zachovani energie

1
mgy+5mv2 =mgH .

_XB 147
T_j /mdx. (1.1)

X4

Vysledna doba pohybu je

Nyni je nutné nalézt kiivku y(x), pro kterou nabyva integral (1.1) svého minima — jde
opét o typickou ulohu variacniho poctu. Dokonceni feseni naleznete na konci kapitoly
1.2.3. Variacn¢ lze zformulovat i zakladni zakony mechaniky, teorii elektromagnetic-
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kého pole i dalsi fyzikalni discipliny. V této kapitole se budeme zabyvat jednim z integ-
ralnich principt mechaniky — tzv. Hamiltonovym principem.

[
1.1.3 Hamiltontv princip nejmensi akce
Oba dva uvodni ptiklady vedly na optimalizaci integralu typu
xp
T(xgoxp)= [ F(x,0(x), ) (x))dx. (1.2)
X4

Integrand je funkci nezavislé proménné x, hledané funkce y(x) a jeji prvni derivace
»'(x). Vysledkem optimalizace by méla byt hledana trajektorie ¢i kiivka y(x). V uvod-
nim piikladu zachrance volil trajektorii tak, aby celkovy ¢as byl nejkratsi. VSechny
ostatni trajektorie (tzv. virtualni — nerealizované) jsou sice v principu mozné, ale za-
chrance se po nich bude pohybovat delsi dobu. Obdobné je tomu v piikladu s klou-
zajicim télesem. Integraly vySe uvedeného typu se nazyvaji funkciondly. Funkcional je
zobrazeni, pfi kterém funkci ptifadime ¢islo (v naSem piipadé celkovy cas).

Zakladni myslenka integralnich principi mechaniky je velmi podobna. Ze vsech
moznych trajektorii systému se realizovala jen ta, ktera je néjakym zplsobem vyhod-
né&jsi nez ostatni. Hledisko vyhodnosti se uvazuje obdobné tvodnimu piikladu, jen je ale
nezavislou proménnou ¢as, protoze hledame k#ivku q().

Hamiltoniiv princip
Budeme ptedpokladat, Ze existuje funkce Casu ¢, zobecnénych soufadnic a jejich prvnich
derivaci (tj. stavu)
> L(tsqla"-5qf5q.l""’q.f)
takova, ze ze vSech moznych zavislosti g (¢) = f (¢) se v ptirode realizuje ta, pro kterou
ma integral
B
> S(taotp) = [ Ly sy ndy) de (1.3)
4
extrém (minimum). Funkci L(¢, q, dq/df) nazyvame Lagrangeovou funkci (lagranzia-
nem) a integral S(t4 , tp) integrdalem akce. Hamiltonlv princip je zakladni axiom teorie.

1.1.4 Lagrangeovy rovnice

Zaved'me virtualni posunuti

Ok = G virt () — Gk rear (1) > TESP.

1.4
§q = yirt (t)_qreal ®) ( )

jako infinitezimalni rozdil virtualni (myslené) trajektorie a realné (uskutecnén€) trajek-
torie. Body na obou trajektoriich si odpovidaji ve stejném ¢ase (tzv. izochronni varia-
ce). Uved’'me zakladni vlastnosti virtualnich posunuti:
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> ) o6q(t4)=9q(tp)=0, (1.5)
_d
> 2) 6q= P aq. (1.6)

Prvni vlastnost vyjadiuje, ze virtudlni i realné trajektorie zacCinaji a konci ve stejném
bod¢ konfiguraéniho prostoru. Druhd vlastnost vyjadiuje zdménnost operaci derivace
d/dt a variace .

Ig

uskuteénéna trajektorie

virtualni
trajektorie
---------------------- (neuskutecnéna)

Obr. 7: K definici virtualniho posunuti.

Poznamka: Vazby jsou v daném systému zahrnuty volbou zobecnénych soutradnic
— jejich celkovy pocet je roven poctu stuptitl volnosti. Virtualni posunuti jsou po-
sunuti ve shod¢€ s vazbami v daném case.

Odvod’'me nyni nutné podminky extremalnosti integralu akce:

'z oL oL
s [Ltgqd=0 = jcsL(t,qq)dz 0 = j(—aqk+—5qudt_
dq

4 14 aqk

kde jsme z dGvodu izochronnosti vynechali diferenciaci podle ¢asu. Druhy ¢len nyni za
pomoci (1.6) integrujeme per partes:

tp g
L L L
| (a—éqk—i{i}qk}dr + {a—.aqk} = 0.
-\ 94k dr\ g A,
Posledni ¢len je vzhledem k (1.5) nulovy, a proto

B

L L

[T AT

£, \9k At g
Tato rovnost musi platit pro kazdé dva Casy t4, tp a pro kazdé virtualni posunuti dgy.
Vzhledem k tomu, Ze dqj jsou nezavisla (pocet zobecnénych soufadnic je roven poctu

stupnd volnosti systému), musi byt zavorka v pfedchozim vztahu pro kazdé k& nutné
nulova, tj.:

> = T 0, k=l...f. (1.7)
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Tyto rovnice pfedstavuji nutné podminky extremalnosti integralu akce a nazyvaji se
Lagrangeovy rovnice. Z matematického hlediska jde o obycejné diferencialni rovnice
druhého fadu pro extremalni trajektorii g (¢); k=1 ... f, ktera je realizovana v piirod¢.

Poznamka 1: Lagrangeovy rovnice jsou pohybovymi rovnicemi naseho systému
v zobecnénych souradnicich. Jejich tvar nezavisi na volbé souradnicové soustavy.
Newtonovy rovnice musi byt specidlnim pfipadem v kartézském soufadnicovém
systému.

Poznamka 2: Rovnice je tieba doplnit o pocateéni podminky v ¢ase #g = t4
ty) = ,
> C{k(o) ko (1.8)
4x (t0) = Gjo
tj. zadat stav v né¢jakém pocatecnim Case .
Poznamka 3: Lagrangeova funkce neni jednoznacné urcitelnd, 1isi-li se naptiklad

dvé Lagrangeovy funkce o Uplnou ¢asovou derivaci libovolné funkce, potom pro
ob¢ Lagrangeovy funkce vyjdou stejné rovnice a tedy i stejné fyzikalni feSeni:
L=L+df/de;  f=f(g.9 =
B B 7 df B (1.9)
5_[Ldt:é'jLdt+5jEdt:0+é‘jdf:§[f(8)—f(A)]:0.
ty ty ty A

Tedy spliiuje-li Hamiltontv variac¢ni princip ptivodni Lagrangeova funkce, spliuje
ho i nova (posunuta o df/df). Toho lze vyuzit pti upravé hledané Lagrangeovy
funkce (viz priklad 20 na konci kapitoly 1.4.6).

Poznamka 4: Hamiltontiv princip v uvedené podobé plati jen pro nedisipativni
systémy, tj. systémy, ve kterych nedochézi k tepelnym ztratam.
Poznamka 5: Lagrangeovy rovnice jsou jen nutnymi podminkami extremalnosti
integralu akce, nikoli postacujicimi.
Poznamka 6: V pripad¢ vodnich dvou piikladt, kdy nejde o hledani casové za-
vislosti trajektorie, ale obecné feseni extremalnosti funkcionalu (1.2), jsou nutnymi
podminkami Eulerovy rovnice

d OF oF _ 0

dx 9y’ 9y

Poznamka 7: V matematice se nutné podminky minima funkcionalu nazyvaji Eu-
lerovy rovnice, ve fyzice nutné podminky extremalnosti integralu akce Lagrange-
ovy rovnice. Nékdy se témto rovnicim jednoduse spole¢né tika Eulerovy-Lagran-
geovy rovnice.

Nejdulezitéjsi tlohou daného védniho oboru je volba spravné Lagrangeovy funkce.
Zvolime-li urcity tvar Lagrangeovy funkce, miizeme feSit pfislusné Lagrangeovy rov-
nice atato feSeni porovnat s experimentdlnim prubéhem trajektorii. Nesouhlasi-li, je
vybrana Lagrangeova funkce Spatna. Volba Lagrangeovy funkce patfi mezi zakladni
axiomy budované teorie. Zpravidla se za L vybird vhodna skalarni funkce (jeji hodnota
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nezavisi na volbé soufadnic). Pro jednoduché mechanické problémy zname dvé dilezité
skalarni funkce: kinetickou a potencialni energii. V nejjednodussim ptfipadé by Lagran-
geova funkce mohla byt jejich linearni kombinaci L = oT + fV. Skute¢né 1ze ukazat, ze
pro volbu a =1, f=—1 dostavame spravné pohybové rovnice, v kartézském soutadni-
covém systému jde o rovnice Newtonovy (viz piiklad 6 v nasledujici kapitole). Proto

L(taqaq):T(qaq)_V(taq)' (110)

Potencialni energie zavisi na poloze (potence — poloha). Pro komplikované;si systémy je
rozdéleni Lagrangeovy funkce na kinetickou a potencialni energii znacné obtizné
a navic zbytecné. Jedinou tlohou mechaniky je volba spravné Lagrangeovy funkce pro
dany systém tak, aby feSeni pfislusnych Lagrangeovych rovnic odpovidalo pozorova-
nym trajektoriim. Naopak, jak uvidime pozdé&ji, na zéklad€ riznych symetrii systému
lze za pomoci Lagrangeovy funkce definovat takové veliciny, jako je energie, hybnost,
moment hybnosti systému atd.

Vhodnou Lagrangeovu funkci 1ze nalézt i pro relativistickou mechaniku, pohyby na-
bitych ¢astic v elektrickych a magnetickych polich, pro teorii elektromagnetického pole,
pro obecnou teorii relativity i pro dalsi fyzikalni obory. Vzdy z ni potom plynou rovnice
popisujici dany problém — napt. v teorii elektromagnetického pole Maxwellovy rovnice.

1.1.5 Jednoduché priklady

¢ P¥iklad 6: hmotny bod v potencialnim poli ¥. Hmotny bod ma tfi stupn& volnosti,
za zobecnéné soufadnice zvolime

q=x; D=V, B=2,
potom
NS A R N AN
T(x,y,z) = Em(x +y +z ),
V(x,y,z) --- dana funkce;
Lx,%) = T-V = %m()'c2+j/2+z'2) — V(x,9.2).

Prislusné Lagrangeovy rovnice maji tvar

d dL oL d . dV . e14
—— =0 = — (mx)+— =0 = mi = ——;
dt dx ox de ox ox
ia—L_—a—L=0 = i(my)+a—V=0 = mj}=—a—V;
dtedy oy dr dy ay
ia—L_—a—Lzo = i(mz')-ka—VzO = méz—a—V.
dt dz oz de 0z 0z

Vsechny tii pohybové rovnice miizeme piepsat do bézného tvaru
mX =F; F=-VV.
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¢ P¥iklad 7: rovinné kyvadlo. Rovinné kyvadlo mé jediny stupefi volnosti. Za zobec-
nénou soufadnici zvolime uhel ¢:

yT x(¢)=Ising(t); y(t)=-lcose(t),
— - 5 x=lgpcosp; y=Ilpsing,
1 ) 1 7.0
X T=— +y9)==—ml“¢°,
2m(x ) 2m
? \! V =mgy =-mglcosg,
\) L:T—V=1m12¢2+mglcos¢).
m 2

Odpovidajici Lagrangeova rovnice je
Py = ¢+%sin(p=0.
Pro malé thly je sin ¢ = ¢ a rovnice pfejde ve zndmou rovnici pro matematické kyvadlo
¢+§(p =0.
J

¢ Ptiklad 8: pohyb po naklonéné roviné. Pohyb po naklonéné roviné ma dva stupné
volnosti. Za zobecnéné souradnice budeme volit vzdalenosti od hran naklonéné roviny
x, s. Standardnim postupem ziskame

z x(t) = x(1)
y(t)=s(t)cos,

z(t)=s()sinc,
1 1
) T==—m(>+p? +22)=—m(x?> +5°),
¥ 2 2
a V =mgz=mgssinc ,
x\A L(s,)'c,s'):T—V:%(fcz+$2)—mgssina
a pohybové rovnice jsou
doL oL _
dt dx ox ’
doL
dt 9s 0s
Po dosazeni za L ziskame finalni tvar rovnic pro pohyb na naklonéné roviné:
=0,
§=—gsincx.
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1.1.6 Dalsi priklady

€ Piiklad 9: LC obvod. Za zobecnénou souiadnici budeme volit ndboj Q(¢) odtekly
z kondenzatorové baterie. Zobecnénou rychlosti je elektricky proud 7= dQ/dt.

y/

II%

Obr. 10: LC obvod.

Oznacime-li indukénost ¢ a kapacitu ¢, potom Lagrangeova funkce

QZ

1(0.0) =%Y”Q'2 -Z

poskytne spravnou rovnici LC obvodu:

d a_L_a_L 0 = Q+_1
G

490 90 0=0.

PovSimnéte si, ze prvni ¢len v Lagrangeové funkci je energie vazana v magnetickém
poli civky a druhy ¢len energie kondenzatorové baterie. Lagrangeova funkce ma opét
strukturu podobnou jako v mechanice. Ulohu kinetické energie prebira energie na civee
a ulohu potencialni energie ma v tomto ptikladu energie vazana na kondenzatoru.

[

¢ P¥iklad 10: hmotny bod v tiZi na kuZelové ploe. Pohyb ma dva stupné volnosti. Za
zobecnéné soufadnice budeme volit vzdalenost Castice od vrcholu kuzele » a polarni
uhel ¢. Vyuzijeme tedy dvé ze sférickych soutadnic, tfeti — odklon 8y od osy z je na ku-
zelové plose konstantni. Za pouziti (A.30) ptip. (A.33) snadno odvodime
x(¢t)=r(t)cosp(t)sin g, ,
y(t)=r(t)sing(t)sing, ,

z(t)=r(t)cos b ;

T(r, i\ @) = %(ﬂ +72sin’ 6, ¢7) ;

V(r)=mgz =mgrcos ;

L(r,7, @)= %(r’2 +r2(/)2 sin? 6y) —mgrcos 6.

Odpovidajici Lagrangeovy rovnice jsou
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doL_aL_, . daL_dL_

deor or ° dtog d¢

Po dosazeni mame:

m# = mrsin’ 60¢2 —mgcosf,

%(mr2¢ sin® 6,)=0.

PovSimnéte si, Ze v rovnici pro r na pravé strané vystupuje soucet sily odstiedivé
a prislusné komponenty sily gravita¢ni. Rovnice pro tihel ¢ neni nic jiného nez zakon
zachovani momentu hybnosti.

¢ P¥iklad 11: kyvadlo na vozi¢ku. Vodorovné pohyblivy zavés mizeme realizovat
napt. vozickem na kolejnicce. Systém ma dva stupné volnosti. Za zobecnéné soufadnice
zvolime vodorovnou polohu x(¢) vozicku athel ¢(¢) kyvadla. Kartézské soutadnice
vozicku budeme znacit indexem a a kartézské soufadnice kyvadla indexem b. Dalsi
postup je jiz standardni.
X O=x();  x(0)=x(0) +Ising(r),
Ya()=0; yp(t)=—1cose(t);
| AR 2, .2
Lo x.p)=-M, (xa +Va ) 5 Mp (Xb + Y ) ~ M8y, —Mpgyy =
1 1 ) .

:EMH i +5Mb ()'cz + 12¢2 + 21x¢cos(p) + M, glcosg.

Y

M,

\ 4

0 /

M,

Obr. 12: Kyvadlo na vozicku (pfiklad pochazi od Lva Davidovice Landaua).

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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1.2 Zakony zachovani v prirodé

1.2.1 Teorém Emmy Noetherové

Objev kazdé veliCiny, ktera se v priibéhu casového vyvoje systému neméni (zachovava),
je pro fyziku velmi dilezity. Tyto veli¢iny v mechanice nazyvame integraly pohybu.
Pfipomenime nékteré zakony zachovani: zdkon zachovani hybnosti, momentu hybnosti,
energie; v kvantové teorii zakon zachovani elektrického naboje, spinu, izospinu, baryo-
nového ¢isla, parity atd.

Je tfeba vyjasnit, jaka je podstata téchto zakond zachovani a za jakych podminek

jsou splnény. To se teoreticky podafilo Emmé Noetherové v roce 1916:

S kazdou symetrii v pfirodé souvisi néjaka zachovavajici se fyzikalni
veli¢ina. Tato veli¢ina je danou symetrii definovana a zachovava se jen
tehdy, dokud vychozi symetrie plati.

Pfi pozorovani jevl kolem nas je tedy velmi dilezité vyhledavat nejriznéjsi symetrie.
Uved'me nyni pfiklady n€kterych symetrii:

1)

2)

3)

4)

Na pracovnim stole jsme zkonstruovali néjaky mechanicky stroj. Stroj spustime
a budeme sledovat jeho chovani. Jestlize stejny experiment provedeme na stejném
psacim stole v sousedni mistnosti, vysledek bude stejny. Provedeme-li ale tentyz
experiment na stole v mistnosti o patro vySe, mize dopadnout jinak, protoze gravi-
tacni pole Zemé ma na tomto stole jinou hodnotu. Tato fyzikalni situace je symet-
rickd vzhledem k vodorovnému posunuti, ale neni symetrickd vzhledem k svislému
posunuti.

Vodi¢em tece konstantni proud. Kolem vodice se vytvofilo ¢asové neproménné
(stacionarni) magnetické pole. Do tohoto pole vypustime elektron a budeme sledo-
vat jeho trajektorii. Vypustime-li elektron o minutu pozdé&ji (pocatecni rychlost
a poloha elektronu musi byt stejnd), bude vysledna trajektorie totozna. Zde hovo-
time o symetrii vzhledem k casovému posunuti. Kdyby proud nebyl konstantni, tato
symetrie bude porusena, magnetické pole bude v riznych Casech rizné a trajektorie
elektronti budou odlisné.

Pii silné interakci (ta udrzuje pohromadé atomové jadro) se neutron i proton chova-
ji stejné, pii elektromagnetické interakci rizné (proton je nabity). Vyména neutronu
za proton nebo protonu za neutron je symetrickou operaci pri silné interakci, ne-
symetrickou pfi elektromagnetické.

Priklady dalsich symetrii: rotacni symetrie; zrcadlova symetrie (zdména levého
a pravého); vysledek experimentl je stejny ve vSech soufadnicovych systémech
pohybujicich se vli¢i sobé rovnomérné ptimocare (Lorentzova symetrie).

V teoretické mechanice se seznamime se zakonem zachovani hybnosti, momentu hyb-
nosti a energie a se symetriemi, které témto zakonim zachovani odpovidaji. V kvantové
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teorii se seznamime s nékterymi z dalsSich dulezitych symetrii, které vedou k zachovani
elektrického naboje, spinu, izospinu, parity, barvy a viné kvarkt a dalSich kvantovych
Cisel.

1.2.2 Zakon zachovani hybnosti

Predstavme si, Ze Lagrangeova funkce nezavisi na nékteré zobecnéné soufadnici, kon-
krétné gy, :
oL

2o, @
9qy,

L:L(t>q1>-~‘,Qk—1’qk+l""5Qf’q.l"”ﬂq.f) S

Zobecnénou soufadnici, ktera se nevyskytuje v Lagrangeové funkci, nazyvame cyklic-
kou. Na g} potom nezavisi ani pohybové rovnice, a tim ani vysledek experimentu. Situa-
ce je symetrickd viic¢i prostorovému posunuti v zobecnéné souradnici gy, (translaéni sy-
metrie, viz prvni piiklad symetrii). Z pohybové rovnice pro tuto soufadnici gy mame

d oL oL d JL oL
0 = ——=0 = —— =const .
dr g dgy dz oy, g

Nalezli jsme tedy pfisluSnou zachovavajici se veli¢inu.

Definice zobecnéné hybnosti

Zobecnénou hybnosti odpovidajici zobecnéné soutadnici g; nazveme

> Pr Ea—L k=L...,f. (1.12)

94y
Tato veli¢ina se zachovava, je-li zobecnéna soutadnice g cyklicka (nevyskytuje se v L),

tj. fyzikalni situace je symetrickd vzhledem k prostorovému posunuti v zobecnéné sou-
fadnici gg. Ur€eme nyni zobecnéné hybnosti k prikladiim 6 az 11 z kapitol 1.1.5 a 1.1.6.

¢ Piiklad 6: hmotny bod v potencialovém poli V' (dokon&eni)

S S oL

px=g mx,; py=a—y—my; pz_g mz.

Zachovani ¢i nezachovani hybnosti bude z&viset na tvaru potencialni energie V(x,y,z).

Piiklad 7: rovinné kyvadlo (dokon¢eni)
oL 2.

= — =ml7¢.

Py PP 4

Fyzikalni situace neni symetricka vzhledem k pootoceni o uhel 3¢ (zméni se gravitacni
pole), proto se souradnice ¢ vyskytuje v L a tato zobecnéna hybnost se nezachovava.

Poznamka: Zobecnéna hybnost k uhlové proménné se v klasické mechanice na-
zyva moment hybnosti.
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Priklad 8: pohyb po naklonéné roviné (dokonceni)
_dL _ i - _oL _
a0 P T

Situace je symetrickda vzhledem k posunuti v soufadnici x, soufadnice x je cyklicka
a hybnost p, se zachovava. Pii posunuti v soufadnici s se méni gravitacni pole, L zavisi

Py ms .

na s a hybnost pg se nezachovava.

Priklad 9: LC obvod (dokonceni)

Zobecnéna hybnost pp (magneticky indukéni tok) se nezachovava, O neni cyklicka
soutadnice.
Piiklad 10: hmotny bod v tiZi na kuZelové plose (dokonceni)
JoL . oL ) .
=—=mr; =—=mr-sin" 6y ¢.
Pr oF p(p a¢ (X%

Radialni hybnost p, se nezachovava (pii posunuti v » se méni gravitacni pole), moment
hybnosti p, se zachovava — situace je symetrickd vzhledem k pootoCeni v Ghlu ¢, ktery
je cyklickou soutadnici.

Piiklad 11: kyvadlo na vozi¢ku (dokon¢eni)
L . L . .
Py Ea—'z(Ma +Mp)x+Mplpcose; Py Ea—.sz 12 @+ Myxlcose.
ox o

Zachovava se hybnost soustavy py , nezachovava se moment hybnosti p,,

1.2.3 Zakon zachovani energie

Necht' Lagrangeova funkce nezavisi explicitné na Case (postaci, aby nékteré z neko-
neéné mnoha ekvivalentnich vyjadieni Lagrangeovy funkce nezaviselo na ¢ase), tj.

JoL
-0
ot
To odpovida situaci symetrické vuci Casovému posunuti. Najdéme Uplnou casovou
derivaci Lagrangeovy funkce:

d_oL oL . oL d

— =t —q +t——(q;).
de ot aqkq oqy, dt(qk)

L:L(qls'“’quq'ls'--aq'f) (113)

Vzhledem k ptedpokladu je prvni ¢len na pravé stran¢ nulovy, 0L/Oqj vyjadiime z Lag-
rangeovy rovnice (1.7) a mame
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w_dfoaL), od .
dt dr\og, )* 9g, dt )

Cleny napravo upravime za pomoci vztahu pro derivaci soucinu dvou funkei

de _djdL .
d  drlag, ™

a po pfevedeni na jednu stranu rovnosti zjistime, Ze
d( dL . oL .
—| =g —L|=0 = ——¢y, —L =const.
dr{ dgy 94y

Opét jsme tedy nasli zachovavajici se veli¢inu.

Definice zobecnéné energie

Zobecnénou energii nazveme

94

Tato veli¢ina se zachovava, nezavisi-li Lagrangeova funkce explicitné na case, tj. je-li
fyzikalni situace symetricka vzhledem k ¢asovému posunuti.

V piikladech 6 az 11 se energie zachovava, Lagrangeovy funkce nezavisi explicitné
na Case, vSechny situace jsou symetrické vii¢i Casovému posunuti. Postupné mame:

Eg = a—l_’)'c+a—L_y+a—L.z'—L = lm()'62+)'/2+z'2)—i-V(x,y,z),
ox dy 0z 2
E; = g—;(p—L = %mlz(pz—mglcos(p,
Eg = %)'H_%S'_L = %m(x2+§2)+mgssina,
X N
2
Ey = a—L.Q'—L = l,(//Q'2+Q—,
00 2 2¢
Eyy = %;4%(/’)—L = %m(r'2+r2 sin® 6y¢p?) + mgr cos§ ,
r ®»
E, = a_L_x+a—L.¢—L = lMa)'cz +1Mb(5c2+12¢2+2b’cgbcos¢))—Mbglcosgo.
ox  Jd¢ 2 2

Povsimnéte si, ze ve vSech téchto jednoduchych ptikladech je
E=T+V. (1.15)

Tato relace ale plati jen pro specialni tvary Lagrangeovy funkce. V obecném ptipadé
nelze Lagrangeovu funkci ani energii rozdelit na kinetickou a potencialni ¢ast. Energie
je vsak i nadale vzdy definovana vztahem (1.14).
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€ Piiklad 12: nezachovani energie. Uved'me na zavér piiklad, kdy se energie neza-
chovéava. Uvazujme kyvadlo, jehoz z&vés je pomalu namotavan pomocnym motorkem
v misté Gchytu (jetab se zavéSenym bfemenem). Délka zavésu se s ¢asem zkracuje

l=lO—Ct

c je rychlost navijeni. Lagrangeova funkce kyvadla
_1 2.2
L= Em(lo —ct)" @” +mg(ly —ct)cos ¢

nyni explicitné zavisi na Case a energie se nezachovava. Rozhoupejme kyvadlo a sle-
dujme jeho kmity. Udélejme totéz o minutu pozdéji. Experiment dopadne jinak, protoze
se zaveés mezitim ponékud zkratil. Fyzikalni situace neni symetricka vzhledem k Caso-
vému posunuti. Divod nezachovani energie je zde ziejmy — ptidavny motorek, ktery
neni zapocten do naseho systému.

J

Vidime tedy, ze zékladni zdkony zachovani v mechanice jsou piimym dasledkem vlast-
nosti prostoru a ¢asu kolem nas. Je-li prostor homogenni (stejny ve vSech svych bo-
dech), zachovava se hybnost; je-li prostor izotropni (stejny ve vSech smérech), zacho-
vava se moment hybnosti; je-li prostor neménny v ¢ase, zachovava se energie.

homogenita prostoru  — zachovani hybnosti
izotropie prostoru - zachovani momentu hybnosti
nemeénnost v ¢ase — zachovani energie

¢ Piiklad 5: brachystochrona (dokonéeni)

Nyni mame dostate¢né matematické znalosti na vyfeseni piikladu na brachystochronu
z tvodu kapitoly 1.1.2. Ukolem bylo nalézt kiivku mezi dvéma body, po které se téleso
dostane za nejkratsi dobu samovolnym klouzéanim z bodu A do bodu B, jejichZ vyskovy
rozdil je H. Uloha vedla na hledani minima funkcionalu (1.1)

_ J‘ 1+y
2g(H-y)

Nezavislou proménnou v této tloze neni ¢as, ale prostorova soufadnice x. Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice proto budou mit tvar:

7”2
ia_li_a_F =0; F= fH—y
dxdy” dy 2g(H~-y)

Piimé feSeni by bylo zna¢né nevyhodné. Pokud si povSimneme, Ze nezavisla proménna
x neni ve funkcionalu zastoupena, musi se zachovavat ,,energie*

’ 72
EEa—F,y'—F = Y ! V- , I+y =E.
&y V28(H =) J11,72 2g(H ~)

Jde o prvni integral Eulerovych-Lagrangeovych rovnic a tedy o diferencidlni rovnici
prvniho fadu. Pov§imnéte si, Ze ,,energie” neni v tomto piipad€ rozdélitelna na , kinetic-
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kou* ¢ast s derivacemi hledané funkce a ,,potencialni* bez derivaci. Po jednoduché
Upravé mame

Eg2g(H —y)\1+y% =-1.

Vyraz umocnime na druhou
2 72
2Ejg(H=-y)(1+y")=1 =
K 1
5 K= 5
2Ejg

H-y=
1+

Nejjednodussi integrace je parametricka, tj. substituce y’ = tg ¢. Parametrické feSeni pro
y potom je

K

=——— = y=H-Kcos'g. (1.16)
1+tg” @

H-y

Zbyva nalézt feSeni pro x z defini¢niho vztahu pro substituci, dy/dg vyjadiime z (1.16):

y=tgp = j—;%p=(s:zl—sz = 2Ksin(pcos¢%p=zgl—sz.
Separaci mame
dx = 2Kc0s2(pd(o s
po integraci
x=K@p+K(sin2¢)/2+L . (1.17)

Integracni konstanty K a L ve vztazich (1.16), (1.17) lze urcit z toho, ze feSeni musi
prochézet body (0, H) a (/, 0). Pro nase ucely postaci jen obecné feSeni, které je Casti
cykloidy:

x=Kp+K(sin2¢)/2+L;
y= H — K cos? Q.

oooooooooooo°°°oooooooooooo



1.3 Hamiltonovy kanonické rovnice 33

1.3 Hamiltonovy kanonické rovnice

V této kapitole se seznamime s jinym tvarem pohybovych rovnic — Hamiltonovymi
rovnicemi. Na rozdil od Lagrangeovych rovnic (diferencialni rovnice 2. fadu) jsou Ha-
miltonovy rovnice diferencialni rovnice 1. fadu, ale je jich dvojnasobné mnozstvi.

1) Pro feSeni diferencialnich rovnic prvniho fadu je vypracovano velké mnozstvi nu-
merickych metod, a tak Hamiltonovy rovnice byvaji vétSinou pro numerické fesSeni
vhodnéjsi nez rovnice Lagrangeovy.

2) Za pomoci Hamiltonovych rovnic Ize snadno zapsat ¢asovy vyvoj libovolné dyna-
mické proménné, tj. nejenom zvolenych zobecnénych soufadnic.

3) Hamiltonovy rovnice lze ptepsat do velmi jednoduchého tvaru za pomoci tzv. Pois-
sonovych zéavorek, které z matematického hlediska predstavuji Lieovu algebru.
Vlastnosti Lieovy algebry jsou ur€eny nezavisle na objektech, které ji tvofi. Proto
bude mozné tuto strukturu snadno pienést do kvantové mechaniky.

1.3.1 Hamiltonovy rovnice

S pomoci definice zobecnéné hybnosti (1.12) mizeme Lagrangeovy rovnice (1.7) pre-
psat do tvaru

doL oL oL )

k

ktery siln¢ ptfipomind Newtonovy rovnice v kartézskych soufadnicich. Najdéme nyni
diferencial energie za pomoci jejiho defini¢niho vztahu (1.14)

E = pqu _L(fsqu) =
oL, oL AL

dt -2 dg, —2dg, .

dE = ¢, dp; + p; dg;, —
9k APk T Pr A9k o aqk aqk

V predposlednim ¢lenu vyjadiime OL/Ogy z pohybové rovnice (1.18), v poslednim ¢lenu
vyuzijeme definici zobecnéné hybnosti:

. . dL . .
dE = q; dpy + py dg; —gdt — P dgy — pr gy .
Cleny s diferencialy zobecnénych rychlosti se odeétou a zbyva
oL . .
dE = —gdt—pkqu +depk~ (119)

Funkci, jejiz diferencial jsme prave nalezli, ozna¢ime

E = H(t,q,p). (1.20)
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Koeficienty v diferencialu (1.19) musi byt pfislusné parcialni derivace funkce H:

L OH . 9H . _oH

oL o _, _9H. = 121
5% o Pk 24 dk o (1.21)

Funkce H se nazyva Hamiltonova funkce. Hamiltonova funkce je energie piepsana do
proménnych ¢, gx, pk. V (1.19) se odecetly diferencialy rychlosti, proto lze vzdy nalézt
takovou transformaci

Lq,9 —  1,q,p, (1.22)

aby energie byla funkci zobecnénych soutadnic a zobecnénych hybnosti. Tato transfor-
mace se nazyva Legendreova dualni transformace. Posledni dvé rovnice z relace (1.21)
jsou Hamiltonovy kanonické rovnice (kanos = zakon, souhrn pravidel):

_OH _oH

=—; =
opy gy,
Pfi feseni problému Hamiltonovymi rovnicemi

> di =

(1.23)

1) ur¢ime z Lagrangeovy funkce zobecnéné hybnosti
a zobecnénou energii,

2) ze zobecnéné energie vylou¢ime zobecnéné rych-
losti. Vyjadiime je za pomoci zobecnénych hybnos-
ti, tj. provedeme tzv. Legendreovu dualni transfor-
maci,

3) sestavime Hamiltonovy rovnice,

4) feSime je soucasné pro polohy i hybnosti.

Hamiltonovy rovnice jsou rovnice pro uréeni ¢asového vyvoje proménnych g (¢), px(?).
Jsou diferencialnimi rovnicemi prvniho fadu, je jich ale dvojnasobné mnozstvi nez Lag-
rangeovych rovnic 2. fadu. Soustavu Hamiltonovych rovnic musime doplnit pocate¢-
nimi podminkami

(o) =qr05  Pk(to) = Pro- (1.24)

¢ Piklad 13: rovinny pohyb planety (2D iiloha)

Hmotnost planety ozna¢ime m, hmotnost Slunce M. Pfedpokladdme M >>m ; tj. Slunce
se nepohybuje. Pohyb mé dva stupné volnosti, za zobecnéné soutadnice zvolime polarni
soufadnice g1 =r(¢); q2 = ¢(f), tj. vzdalenost planety od Slunce a tihel spojnice planety
se Sluncem méteny od zvolené polopiimky. Z (A.33) a z gravitacniho zékona vime, Ze

r=lm@+2¢%), v=-c"™
2 r
L(r,f(p)=T—V=%m(f2+r2¢2)+GM. (1.25)
.

Kdybychom fesili ulohu z Lagrangeovych rovnic, méli bychom
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ia_L__a_L=() = f—r(j)2+GM=0,
dt al’ ar ;/'2
4L 9Ly o Ppa2eip=o0.
dtdg dg

Pov§imnéme si, Ze pohybové rovnice nezavisi na hmotnosti sledované planety m. To je
pro gravitaci typické, télesa se v daném gravitacnim poli pohybuji po stejnych trajekto-
riich. Proto je mozné gravitaci popisovat za pomoci zakiiveného prostoru a ¢asu. Urce-
me nyni zobecnéné hybnosti a zobecnénou energii systému:

=a_L_m,;- =8_L_mr2¢
p}"_a’; ) p(p_a¢ )
E:a—L.r'+a—L,¢')—L S L e S L A T +T,+V.
or  Jd¢ 2 2 r

Zachovava se moment hybnosti p, (¢ je cyklickd soufadnice) a zobecnéna energie E.
Energie se rozpada na tfi ¢leny — radialni kinetickou energii, thlovou energii (souvisici
s ob&hem planety) a potencialni energii. Zobecnéné rychlosti vyjadiime ze zobecnénych
hybnosti

Pr . . Py

2
m mr

a dosadime do zobecnéné energie (provedeme Legendreovu dudlni transformaci). Tim
ziskame Hamiltonovu funkci

2 2
Dy p(/’ mM
H(r,o,p,, ==L+ -G .
( ¢ p}“ pq)) 2m 2mr2 r
Hamiltonovy kanonické rovnice jsou
2
H H M
p_oH =P pr:—a—:+p(p -¢2,
aPr m oar mr3 2
. OH P ) oH
= — _¢2 5 p¢ = ——— 0 .
Py mr dg

Tyto rovnice je tieba doplnit pocateCnimi podminkami #(#o), ¢ (t0), pr(t0), pe(to). Jde
o soustavu Ctyf diferencialnich rovnic pro funkce (), ¢ (1), pr(), py(t).

Definice fazového prostoru

Fazovym prostorem nazyvame 2frozmérny prostor, do kterého zobrazujeme hodnoty
zobecnénych soutadnic a zobecnénych hybnosti. Bod fadzového prostoru ndm reprezen-
tuje stav systému. Casovy vyvoj q(¢), p(t) stavu systému se ve fizovém prostoru zob-
razi jako fazova trajektorie. Konfiguracni prostor je podprostorem fazového prostoru.
V nasledujici kapitole si ukazeme fazovou trajektorii harmonického oscilatoru.
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1.3.2 Harmonicky oscilator

Harmonicky oscilator je jednim z nejdilezitéjSich fyzikalnich systémt. Lze jim
v prvnim ptiblizeni nahradit chovani Castice v potencidlnim poli s minimem, setkdme se
s nim v kvantové teorii i v kvantové teorii pole. Jakékoli pole (napiiklad elektromagne-
tické) si lze vzdy predstavit jako soustavu harmonickych oscilatori. Proto se budeme
harmonickym oscilatorem zabyvat podrobnéji.

Predstavme si ¢astici v poli potencialni energie s minimem v bod¢€ xp a hodnotou
minima Vo = V(xp). Proved'me Tayloriv rozvoj ¥ (x) v okoli minima do druhého tadu:

’ 1 ”
V() =V (x0) + V' (xg) - (v=%) + ¥ (x0)- (x—x)% +---
V minimu je V'(xop) = 0, a proto

1 ” 2 1 2
V(x)=V(xp)+=V"(xo)(x—x0)" =Vy+—k(x—x¢)",
> 2 2 (1.26)
k=V"(xy).
Potencialni energii jsme tedy nahradili parabolickou zavislosti — viz obrazek 13.

VA _:
Vo + 1/2 k (x—xg)’{

V(x)

\ 4

SN~—— X

Obr. 13: Harmonicky oscilator.

Harmonickym oscildatorem nazyvame systém s parabolickou zavislosti potencialni ener-
gie (1.26). Dosti pfesné tuto zavislost splituje napiiklad téleso zavéSené na pruziné
v gravitacnim poli. Veli¢ina k = V' "(x¢) se nazyva tuhost oscildatoru.

Volme pro jednoduchost soutadnicovy systém tak, aby minimum potencialni energie
bylo v pocatku (xo = 0), a zvolme V(x¢) = 0 (potencialni energii miizeme zménit o aditi-
vni konstantu, sila F'=— dV/dx se nezméni), prubéh potencialni energie je pfi této volbé
V(x)=1/2 kx2 . Reme nejprve harmonicky oscilator za pomoci Lagrangeovych rovnic:

LI B L L (1.27)
2 2 dr ox ox m

Obecné feSeni této rovnice je

x(t) =c¢j cos@t+cysinwrt , w= \/E . (1.28)
m
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Pro nasledujici pocatecni podminky plyne feseni:
x(0)=4; x(0)=0 = x(t)= Acoswt . (1.29)
V okoli minima potencidlni energie kona castice kmitavy pohyb thlovou frekvenci

w = (k/m)1/2. Jako parametr oscilatoru se Cast&ji pouziva thlova frekvence w nez jeho
tuhost k. Lagrangeova funkce potom je

L=tm? - Loa?a? . (1.30)
2 2

Re$sme nyni ulohu za pomoci Hamiltonovych rovnic, nejprve nalezneme zobecnénou
hybnost a energii:

oL . . D
p=—=mx = x==,
ox m
E=a—L.)'c—L =lm5c2 +lma)2x2 .
ox 2

Po vylouceni rychlosti z energie £ dostavame Hamiltonovu funkci
2

1
> H(x, p) =L+ —max* (1.31)
2m 2
a Hamiltonovy rovnice
H H
x:a—:£, p:—a—z—ma)zx
op m ox

Reseni této soustavy se stejnymi pocatecnimi podminkami vede ke vztahiim

x(t)= Acoswt
(1.32)
p(t) =—-mAwsin vt .

PovSimnéte si, ze p = mx. Vylou¢ime-li z (1.32) ¢as (na pravych stranadch ponechame
jen trigonometrické funkce, rovnice umocnime na druhou a secteme), ziskdme rovnici
trajektorie ve fAzovych proménnych x, p:

2 2
> (ij +[Lj =1. (1.33)
A mAw®

Fazovou trajektorii harmonického oscilatoru je elipsa. Pohyb si mizeme predstavit jako
soutadnice bodu obihajiciho po elipse (jeho projekci do obou os).

PA

_A\\_—’/A x

-mAw

Obr. 14: Fazovy portrét harmonického oscilatoru.
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Na zavér uréeme klasickou hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astice mezi krajnimi
polohami —A4, A. Pro pravdépodobnost, ze se Castice nachazi v okoli Ax bodu x plati:
20t 2Axju(x) @

AP =—
T 27/ @ mu(x)
Ax
1 1 1 1 1 1 -
I I T T T I Ll
—A 0 Y o4+4

Obr. 15: K odvozeni pravdépodobnosti vyskytu oscilatoru.

Periodu jsme oznacili 7, doba, po kterou Castice pobyva v okoli bodu x je 2Az. Timto
okolim proléta castice za periodu 7 dvakrat (tam a zpét), proto je v Citateli 2A¢. Hustota
pravdépodobnosti je
P
wry =L@ (1.34)
dx  7mu(x)

Zavislost v (x) ur¢ime ze zdkona zachovani energie

1 1 1
Emv2 +Ema)2x2 = Emszz = u(x)=wy 4> -x*. (1.35)
Koneény vztah ma tvar
1
> W(x) = ———. (1.36)
o A? - X2
w
3 <
2 <
1 4
-1 - 0.5 0.5 1 x/4

Obr. 16: Pravdépodobnost vyskytu harmonického oscilatoru.

v

v misté minima potencialni energie. V kvantové teorii pozndme modifikaci tohoto pru-
béhu pro ¢astice mikrosvéta (viz kapitola 2.3). Poznamenejme jeste, ze celkova pravdé-
podobnost vyskytu Castice v oblasti (—4, 4) je rovna jedné, bez ohledu na to, Ze hustota
pravdépodobnosti v krajnich bodech diverguje:

+A

ooy 1 O\
wx)dx = | ————dx = —{arcsin[—ﬂ =1. (1.37)
—J;1 _-.:4” /Az 2 .4 A _4
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1.3.3 Poissonova formulace Hamiltonovych rovnic

Ped ¢tenim této kapitoly by mél byt ctenar seznamen s definici a vlastnostmi Lieovy

algebry (viz dodatek B). Uvazujme obecnou dynamickou proménnou A4 (q, p), ktera je

funkci zobecnénych soufadnic a zobecnénych hybnosti (soufadnice, hybnost, potenci-

alni energie, soucin potencialni a kinetické energie...). Jeji asovy vyvoj je dan vztahem
d4 04 . 04 . d4 o0H 04 JoH

=— = —§t—pp =— ————, (1.38)

dt gy 9Py dq; Op;  Opx 9

kde jsme casové derivace fazovych proménnych q, p vyjadfili z Hamiltonovych rovnic.

Definice Poisssonovych zavorek
Necht f(q, p) , 2(q, p) jsou dvé funkce fazovych proménnych q, p . Funkci

> {f.g}=—-—2-—" (1.39)

nazyvame Poissonovou zavorkou funkci £, g. Casovy vyvoj (1.38) obecné dynamické
proménné je vzhledem k definici (1.39) dan jako Poissonova zavorka ptislusné dyna-
mické proménné a Hamiltonovy funkce:

> A={4,H}. (1.40)

Poznamka: Pro 4 = A4 (t, q, p) bude d4/dt= 04/0t + {4, H }. V mnoha ptipadech
vystaéime se systémy, u kterych dynamické proménné nezavisi explicitné na Case.

Vlastnosti Poissonovych zavorek:

D) {f.g}=—{g.f},
) {f+egh={f+{gh; Hlaf.hy=alf,h}; waeR,
3) I Ag gt f1) + 1 if,811 =0, (1.41)
Y fgh=flgn+{f.hg,
5) f.ghy=gif-hy+1f.84h.
Dtikaz téchto vztaht je trividlni a plyne piimo z definice Poissonovy zdvorky (1.39).

Poissonovy zavorky tvori Lieovu algebru na prostoru funkci (viz dodatek B). Velmi
dilezité je znat Poissonovy zavorky mezi zobecnénymi souradnicemi a hybnostmi:

dg; 94; dg; 94;

{4120} = 00 =LA 2L = 5.0-0-6 =0,
/ dq; Op;  Opr Igi * ]k
. dp;  op; 9p;
{pl,p]} L._]_L._j:() 6jk 611( 0=0,
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Poissonova zavorka je nenulova jedin€ pro zobecnénou soufadnici a ji odpovidajici hyb-
nost, potom je rovna jedné.

> 4,9,y =1{pi»p;}=0;  {g;p;} =0 . (1.42)

Témito relacemi je urcena cela Lieova algebra Poissonovych zavorek. Zname-li jejich
vlastnosti (1.41) a relace (1.42), muZeme feSit problémy mechaniky, aniz bychom potte-
bovali definici (1.39).

¢ Piiklad 14: harmonicky oscilator

2 2
r=2_, V=L me? 2, g2l
2m 2 2m
i={0H) = dx OH ox oH _oH _ iy
ox dp dp ox dp m
) dp 0H dp oH _ OoH
p=1ip,H}= ® P =—ma)2x.

ox dp dp Ox ox

Snadno urcime i casovy vyvoj libovolné dynamické proménné, napiiklad potencialni
energie:
V=1{, H}_B_V.B_H_B_V.BH @*xp .
ox dp dp Ox

Casovy vyvoj mizeme ale uréit i z vlastnosti Lieovy algebry Poissonovych zavorek
(1.41) a (1.42) bez znalosti jejich definice. Ukazme to na piikladu zobecnéné hybnosti:

iz Hy =20 20 oY 9 _ 9
dx dp dp Ox Bp m

. Pl oo 04D 2,1 5 2
p=ip,H}={p,~—+_-mwx = —{ppt+-mo {p,x}=
2m 2 2m 2
(1.41.4) 1 )
= ﬂ(p{p,p}+{p,p}p)+5mw (x{p,x} +{p,x}x) =

(1.41.1) (1.42)
=§{p,p}+mw2x{p,x} = ﬁ{p,p}—maﬁx{x,p} = —ma’x

Analogicky bychom postupovali u dalSich dynamickych proménnych. V kvantové teorii
zlstane tato struktura zachovana, jen objekty, se kterymi budeme pracovat, budou jiné.

1.3.4 Numerické reseni Hamiltonovych rovnic

Jen ve vyjimecnych piipadech lze nalézt explicitni feseni. Zpravidla jsme odkazani na
numerické feSeni problému. V dosavadnim textu jsme se naucili problém zformulovat
za pomoci soustavy diferencialnich rovnic doplnénych vhodnymi pocate¢nimi podmin-
kami. VétSina matematickych programu (napt. ,,Mathematica®, ,,Reduce, ,,Maple®,...)
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dokaze takto zformulovanou ulohu numericky a né€kdy i analyticky vyfesit. Uved'me
zde pro hloubavé§jsi studenty, ktefi by si chtéli sami vyvoj systému nasimulovat na
pocitaci, alespoil jednu numerickou metodu vhodnou pro numerické vyhledani feSeni.
Zvolili jsme Rungeovu-Kuttovu metodu 4. fadu, kterd je snadno implementovatelna
a pritom dostatecné presna.

Oznaé¢me §=(q, p) mnozinu zobecnénych soutfadnic a hybnosti. Necht’ mnozina
hledanych funkei & (¢) ; k=1, ... 2f splituje soustavu rovnic

& =16, 0).

Casovou osu rozdélime na dilky s intervalem Ar. Piedpokladejme, ze znime feSeni
v n¢jakém case ¢ (naptiklad v f9 — pocate¢ni podminka). Potom ur¢ime

Kig=fit.&,.87) s

1 1 1
Ky =ri (l+zAta§1(t)+EK1,l Al»"'afzf(f)JrEKl,zf Afj»

K3 = Tk (H‘%Af:fl (f)+%K2,1 ANy (t)+%K2,2f At) ,
Kyp = fi (t+ALEO+K5 ) At & 1 (0+K5 50 At
a priblizné feseni v Case ¢ + At dostaneme ze vztaht
S (t+A) =& (1) +é(K1>" +2K; ;o +2K3  + Ky ) At 5 k=121,
Tim zname feSeni v Case ¢+ Af a postup mlizeme opakovat. Otazky presnosti vypoctu,
konvergence a fadu jinych metod lze nalézt v literatufe specializované na tuto proble-

matiku. Nékteré dalsi metody feSeni obycejnych diferencialnich rovnic jsou také uve-
deny ve volné navazujici ucebnici [1].

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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1.4 Vybrané ulohy z teoretické mechaniky

1.4.1 Pohyb nabité Castice v elektromagnetickém poli

Pohyb castic v elektromagnetickém poli je podrobné probran v ucebnici [1], ktera volné
navazuje na tento ucebni text. Nyni jen pro uplnost uvedeme zakladni vztahy v nere-
lativistickém ptipadé v pfedem daném elektromagnetickém poli. Elektrickd a magnetic-
ka pole miizeme popsat bud’ elektrickou intenzitou E a magnetickou indukci B, nebo za
pomoci Ctyipotencialu (¢, A). Pfevodni vztahy jsou

> g-_0A_ 09 (1.43)
Jdt ox
> B=rotA. (1.44)

Predpokladame, ze ¢(¢, x) a A(¢, x) jsou piedem dané funkce. Problém pohybu nabité
¢astice v konzervativnim elektrostatickém poli je dan Lagrangeovou funkci ve tvaru
L=T-71,4.

L=%mv2—Q¢. (1.45)

Pokud je pfitomno magnetické pole, systém jiz neni konzervativni (neexistuje potenci-
alni energie) a Lagrangeova funkce ma tvar

> Lzémvz—Q¢+QA~v. (1.46)

Prvni ¢len je kineticka energie volné Castice, zbylé dva Cleny reprezentuji interakci
Castice s elektrickym a magnetickym polem. Odvozeni naleznete bud’ v kapitole 1.6.3
vztah (1.257), nebo v ucebnici [1]. Druhy a tieti ¢len jsou ve skutecnosti skalarnim sou-
¢inem Ctyipotencialu pole a ¢tyfvektoru toku naboje zplisobeného pohybem castice.
Tim je zaruéeno, ze jde o skalarni veli¢inu. Zde budeme predpokladat, Ze jsme spravnou
Lagrangeovu funkci ,,uhodli“. Pak ale musime dokazat, ze z ni plynouci pohybové rov-
nice jsou ve shod¢ s ptirodou. Ukazeme, ze ptislusné Lagrangeovy rovnice jsou totozné
s dobfe znamou Lorentzovou pohybovou rovnici. Ve slozkdch mame

L =%mvjvj —Q¢(l‘,X)+ QAj(tax)vj 5

doL oL _

dt aUl' axl' ’
d 9 _ %4
a(mUiJrQAi) + Qa_x,. - ngj =0,
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d 4, )
- , —t —t_ 7 — =0
dt(mvl) + 0 5 Q dt % Q ,

xj Xi X
d ~ 04; 3¢ 04; 04;
a0 = Q[ o o ”f[axl B

i _9A _9¢
(m) Q{ Y ax-i-vxrotA}

> %(mV)ZQ[E+V><B], (1.47)

coZ je znama Lorentzova pohybova rovnice. Upravu ¢lenu vxrot A Ize udélat standardng
za pomoci Levi-Civitova tenzoru (viz dodatek A2 v [1]). Nyni standardnim postupem
odvodime hybnost, energii a Hamiltonovu funkci Castice:

> pEa—L=mv+QA (1.48)
ov

oL 1

| 2 E="v-L=—mv> +0¢ (1.49)
ov 2
2

S H:M+Q¢ (1.50)

2m

Poznamka 1: Energii v této kapitole znac¢ime ¢, abychom ji odlisili od intenzity
elektrického pole E.
Poznamka 2: PovSimnéte si, ze € # '+ V. Energie nezavisi na vektorovém poten-

cidlu A. To je dusledkem toho, Ze magnetické pole neméni energii, ale pouze smer
rychlosti. Hybnost jiz také neni rovna svému mechanickému protéjsku, p # mv.

¢ Piiklad 15: konstantni homogenni elektrické pole

Predpokladejme, ze na Castici ptisobi konstantni homogenni elektrické pole E. Pohybo-
vou rovnici ¢astice miizeme zapsat ve tvaru

mi = QF . (1.51)
Pfimou integraci postupné dostaneme
Y .
v(it)==tE+v;; (1.52)
m
r(t)=2t2E+VOt+r0. (1.53)
2m

Na prvni pohled je patrné, Zze se rychlost s rostoucim ¢asem zvétSuje nade vSechny
meze. Pro vyssi rychlosti je nutné pouzit relativistickou Lagrangeovu funkci. Vypocet je
v [1]. Urychlovani probiha jen ve sméru pole, kolmo na pole se ¢astice pohybuje volné.
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Pokud pole miii v ose x, tj. E=(FE, 0, 0) a Castice je v poc¢atku soufadnic s pocatecni
rychlosti vg = (0, vg, 0), tj. kolmou na pole, ma nalezené feseni tvar

E
=LE2 e, z=0, (1.54)
2m

Vylou¢ime-li z feSeni ¢as, ziskdme rovnici paraboly:

x= QE2 y?. (1.55)
2mUO

Nabita ¢astice se v pritomnosti homogenniho elektrického pole pohybuje po parabole.
Ve sméru pole je pohyb rovnomérné zrychleny. Pokud bychom provedli relativisticky
vypocet (viz [1]), bude skuteénou kiivkou hyperbolicky kosinus.

)

¢ Piiklad 16: konstantni homogenni magnetické pole

Uvazujme nyni druhou nejjednodussi situaci — pohyb nabité ¢astice v homogennim
magnetickém poli. Pro urcitost budeme predpokladat, ze magnetické pole mifi v ose z,
tj. B=(0, 0, B) a castice je na zacatku v pocatku souradnicové soustavy a ma pocatecni
rychlost ve sméru osy y, tj. x(fo) = (0, 0, 0), v(#9) = (0, v, 0).

Obr. 17: Orientace jednotlivych vektor(.

Pohybovou rovnici mdv/dt = O vxB rozepiseme do slozek:

mi=0B,
my=—0Bx, (1.56)
mz=0.

Regeni tieti rovnice je jednoduché, v piipadé nasich pocatetnich podminek nulové, tj.
pohyb se bude dit jen vroviné (x,y). Soustavu prvnich dvou rovnic budeme fesit
v komplexnim oboru. Prvni rovnici budeme chépat jako realnou ¢ast, druhou jako ima-
ginarni:

mi+imy=0By—-iQBx.

Tato operace je vratna, kdykoli mizeme oddélit redlnou a imaginarni ¢ast a dostat zpét
puvodni rovnice. Po jednoduché Gpraveé a oznaceni kombinace OB/m jako w. (pozdéji
zjistime vyznam této veliiny) dostaneme
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Friv=—imGrip);  o=22 (1.57)
m

Nyni zavedeme komplexni polohu & = x + 1 y, pro kterou ma rovnice jednoduchy tvar
Etim, £=0; E=x+iy. (1.58)

Samoziejmé bude kdykoli mozné se vratit k piivodnim proménnym x a y. ReSeni této
line4rni rovnice bez pravé strany budeme hledat v exponencidlnim tvaru exp(4f). Po
dosazeni ziskdme charakteristickou rovnici

P rioA=0; =  4=0; =—ia,. (1.59)

Obecné fesenti je linearni kombinaci obou nalezenych modu:

§=cytepe
) , (1.60)
E)=—icrm, e .
Integracni konstanty nalezneme snadno z pocate¢nich podminek
§(0)=x(0)+iy(0)=0;
T (161)
£(0)=x(0)+iy(0) =1y .
Dosadime-li tyto pocatecni podminky do rovnic (1.60), dostaneme
c1+cy, =0; ) =+vy/ @, ;
, , = ‘ (1.62)
—1C,W, =1V , CH =—Uo/a)c.
Vysledné feSeni ma proto tvar
> EN)=R, —R ¢'%; R =uvylw, =mvy/OB. (1.63)

Po odd¢leni redlné a imaginarni ¢asti ziskame obé soutadnice pohybujici se Castice

x(t)=Rp —Ry cosa)t,
> , ¢ (1.64)
y() =Ry sinagt.

Rovnici trajektorie nalezneme po vyloucéeni Casu z (1.64):
> (x—-Ry)*+y* = R} . (1.65)

Vidime, ze pohyb se déje po kruznici s polomérem |Ry |, se sttedem S = [R[, 0] a s 0h-
lovou frekvenci obéhu w.. Veli¢inu R, nazyvame Larmoriv (gyracni) polomér a velii-
nu w. cyklotronni (gyracni) frekvence. Podle naboje castice miize mit LarmorGv polo-
mér kladnou i zapornou hodnotu, stejné tak mize mit obé znaménka cyklotronni frek-
vence (zaporna hodnota znamena ob&h proti sméru chodu hodinovych rucicek).

Magnetické pole neptisobi na pohyb ¢astice ve sméru podél pole. Kolmo na smér
pole puisobi Lorentzova sila, ktera zakfivuje trajektorii Castice na kruznici. Pfi nenulové
pocatecni rychlosti v,(0) je pohyb ¢astice slozen z rovnomérného piimocarého pohybu
podél pole a Larmorovy rotace (gyrace), tim vzniké pohyb po Sroubovici.
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Samotné elektrické pole naopak nepisobi na pohyb Castice napfi¢ pole (v nerelati-
vistickém pfipad¢) nebo jen velmi malo (v relativistickém piipad¢). Ve sméru pole
dochéazi k urychlovani.

vvvvvv

feseny (z Hamiltonovych rovnic) v navazujici ucebnici [1].

1.4.2 Pohyb v rotujici soustavé

Obr. 19: Rotujici soustava

K nalezeni pohybové rovnice v neinercidlni rotujici soustavé potfebujeme znat nékteré
vektorové identity:

(axb)-c=(bxc)-a=(cxa)-b, (1.66)
ax(bxc)=b(a-¢c)—c(a-b), (1.67)
(axb)-(exd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c). (1.68)

Jejich odvozeni je snadné za pomoci definice vektorového soucinu pies Levi-Civitiiv
tenzor (viz dodatek A2 v [1]). Prvni identita ukazuje, ze v soucinu (axb)-c lze jednot-
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livé soucinitele cyklicky zaménovat. Druha identita je znamé ,,bdac cab* pravidlo. Dikaz
treti identity 1ze provést (stejné jako u prvnich dvou) pouhym rozepsanim levé strany
z definice vektorového soucinu ptes Levi-Civitiiv tenzor (viz dodatek A2 v [1]).

Pro urcitost pfedpokladejme, ze budeme sledovat pohyby na rotujici Zemi. Jedna
soufadnicové soustava je pevna v prostoru (inercidlni) a druhd rotuje spolu se Zemi
(rotujici, neinercidlni). Ob¢& soustavy maji pocatek ve stfedu Zemé a polohovy vektor
sledovaného télesa je v obou soustavach shodny, tj.

Fin =Tpot =T (1.69)

Rychlosti télesa o hmotnosti m (viz obrazek 19) budou v obou soustavach rizné, budou
se lisit o rychlost vy zptisobenou rotaci Zemé. Ta je umérna velikosti uhlové rychlosti,
vzdalenosti od stfedu Zemé¢ a sinu polarniho thlu 8 (na polu je rychlost nulova, na rov-
niku maximalni), tj.

Vg = @rsinf. (1.70)
Smér této rychlosti je kolmy na vektory o i r, tedy plati
Vo = OXr. (1.71)
Mezi rychlosti télesa v inercialni a rotujici soustaveé proto existuje jednoduchy vztah
Vin = Viot TOXT, (1.72)

To je vse, co potiebujeme védét k sestaveni Lagrangeovy funkce. V inercialni soustave
bude Lagrangeova funkce rovna

L =%mv$n —V(r,). (1.73)
Do vztahu dosadime za rychlost z (1.72) a za polohovy vektor z (1.69)
L=%m(vrot+mxr)2—V(r). (1.74)

Rychlost v rotujici soustavé, ktera nas zajima, preznac¢ime na v. Vysledna Lagrangeova
funkce pro pohyb v neinercialni rotujici soustave je

1
L= Em(v+0)><r)2 —V(r) . (1.75)
K nalezeni hybnosti, energie a k sestaveni pohybové rovnice budeme potiebovat parci-
alni derivace 0L/Or, OL/Ov. Za tim Ucelem najdeme diferencial Lagrangeovy funkce
(Ghlovou rychlost predpokladame konstantni). U prvniho ¢lenu budeme diferencovat

nejprve vnitini funkci a poté derivovat kvadratickou funkei:

dL:%m(dv+mxdr)~2(V+(0><r)—?9—V-dr =
r

dL= mV-dv+m(0)><r)-dv+m(0)><dr)-V+m((0><dr)-(0)><r)—aa—V-dr.
r

Za pomoci vektorovych identit (1.67) a (1.68) pieskupime tfeti a Ctvrty ¢len tak, aby
diferencial dr stal samostatn¢ ve skalarnim soucinu:
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dL = mv-dv+m(@xr)-dv+m(vxw)-dr+
+ ma)zr-dr—m(m~r)(m-dr)—aa—y~dr.
r

Ctvrty a paty ¢len na pravé strané upravime za pomoci vektorové identity (1.67) do
podoby dvojného vektorového soucinu:

dL= mv-dv+m(oxr)-dv+
e14
+m(vxa))-dr+mm><(r><m)-dr—a—~dr.
r

Vzhledem k tomu, ze dL = (0L/0Or)-dr + (OL/0v)-dv, snadno nalezneme hledané deri-
vace jako koeficienty u piislusnych diferencialt:

a—L:m(vxm)+mmx(r><m)—a—V , (1.76)
ar ar
a—L:mv+m(o)><r) . (1.77)
v
Nyni jiz mizeme vypocitat hybnost a energii v neinercialni soustavé
| pEa—L=mV+m(0)><r) , (1.78)
v
oL I 5, 1 2
> E=— - v-L=—mv"  ——m(0xr)  +V(r) . (1.79)
av 2 2

Hybnost se sklada z klasické mechanické hybnosti mv a neinercidlniho rota¢niho ¢lenu
maoxr. Energie je souctem kinetické energie, rotacni energie a potencialni energie. Ro-
tani energie je z hlediska pozorovatele v inercialni soustavé zaporna. Pro predikci

doL o

—= =
dtdv or

%(mv+m(o)xr))—[m(vxm)+mmx(rxm)—g—l:] =0

> dmv:—a—V+2m(vxw)+mmx(r><w) : (1.80)
dr ar

Rovnice (1.80) je hledana pohybova rovnice télesa pohybujiciho se v rotujici neinerci-
alni soustaveé. Nalevo je ¢asovd zména mechanické hybnosti, prvni ¢len napravo je sila
pusobici na €astici v potencialnim poli, druhy ¢len je Coriolisova sila a tfeti odstfediva
sila. Coriolisova sila je zodpov&€dna za smér roztaceni viru ve vylevce (na kazdé polo-
kouli je jiny), za staCeni roviny kyvadla i za dalsi jevy. Coriolisova sila neptisobi na
télesa pohybujici se rovnobézné se zemskou rotacni osou. Odstiediva sila je nulova na
polech a maximalni na rovniku, kde dosahne hodnoty mrm?2.
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¢ P¥iklad 17: padajici kimen

Predstavte si, Ze pustite kamen z vySky 65 metrd (odpovida Petiinské rozhledn¢). Jakou
odchylku od kolmice bude mit kaimen po dopadu na zem vlivem Coriolisovy sily? Ja-
kym smérem se kamen odchyli od kolmice pifi padu? Pocitejte pro Prahu (zemépisna
Sitka A = 50°).

ReSeni: Budeme fesit pohybovou rovnici s tihovou a Coriolisovou silou

dmv

=mg+2m(VXQ®).

Druhy ¢len na pravé stran¢ je podstatné mensi neZ prvni a miZzeme ho chépat jako ma-
lou poruchu. Reseni je mozné hledat itera¢ni metodou, tj.
di(k+l)
=mg+2m (V(k) X®) .
Zvolime néjaké feseni v(0), které dosadime do pravé strany a vypocteme v(1). Poté dosa-
dime v(1) do pravé strany a vypoéteme v(2) atd. Pro pocateéni nulové feSeni mame po-
sloupnost

v =0;
v =gr;
v =g+ (gxw) .

Prvni iteraéni feSeni v(1) je volny pad neovlivnény Coriolisovou silou. Druhé iteraéni
feSeni v(?) jiz v sobé& zahrnuje vliv Coriolisovy sily. Vzhledem k tomu, Ze povazujeme
Coriolisovu silu za malou poruchu, miizeme iteraci po druhém ¢lenu ukoncit. Pfi inte-
graci jsme pouzili nulovou pocatecni rychlost, tedy jednoduchy volny pad. V pripadé
nenulové pocatedni rychlosti vo by bylo v(1) = vp+gz. Pro volny pad postaéi nalezené
feseni bez pocatecni rychlosti. Integrace iteracniho feSeni nam da polohu kamene:

2 3
r(t)ﬁr(z)(t)zro+g%+(gxm)%. (1.81)

Zvolme nyni konkrétni soufadnicovy systém na povrchu Zemé (feSeni posuneme ze
sttedu Zemé k povrchu, poloha vystupuje jen v prvnim ¢lenu na pravé strané). Osa z
bude mifit svisle, osu x orientujeme na vychod a osu y na sever. Jde o pravoto¢ivy sou-
fadnicovy systém, coz ve vysledku zajistuje spravna znaménka vektorovych soucind.
Na obrazku 19 je 6 polarni uhel a 4 =90°—6 zemé&pisna Sitka. Jednotlivé vektory v fe-
Seni (1.81) budou:

r'% = (0,0,H);

g=1(0,0,—-¢g); (1.82)
o= (0, wcos A, wsin ).

Volny pad kamene je tedy po rozepsani vektorového soucinu popsan vztahy
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3
_ 8t cosA;
y=0; (1.83)
g
2

Kéamen se bude pfi padu odchylovat vlivem Coriolisovy sily ve sméru osy x, tedy na
vychod. Nyni zbyva urcit velikost odklonu. Polozime-li v teti rovnici (1.83) z =0, zjis-
time dobu, za kterou kdmen dopadl. Tu dosadime do vztahu pro x a mame vyslednou
vzdalenost

3/2

2H

Ax:xﬁn—xozﬂ[—j cos A =7 mm. (1.84)
3\eg

D

1.4.3 Problém dvou téles, Keplerova uloha

Mg¢jme dvé télesa, kterd na sebe vzajemné pulsobi silou (gravitacni, elektrostatickou
nebo jinou silou pasobici na spojnici obou téles). Jejich pohybové rovnice jsou:

mify =Fpy
(1.85)
myry, = F21 .
Ze zékona akce a reakce plati:
F12 :—F21 = F12 +F21 =0. (186)

™o

tivni poloze druhého télesa vzhledem k prvnimu:
mr; + myrp
rr=s——;
> my + (1.87)
rsr, —r.

Z rovnic (1.85) snadno nalezneme pohybové rovnice v novych proménnych:

. F,+F
fro=127801 .
m1+m2
. . . F F, 1 1
r=r2—r1=A—£= _—t— F21.
my my M

V novych proménnych maji tedy pohybové rovnice velmi jednoduchy tvar
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) (1.88)
ur=Fy,
kde u je tzv. redukovana hmotnost dané vztahem
mym
> u=—1-2% (1.89)
mp + my

rychlosti. Z druhé rovnice je ziejmé, Ze pohyb dvou téles Ize fesit jako pohyb jediného
télesa s redukovanou hmotnosti u, které se pohybuje vzhledem k prvnimu z obou téles.
Pokud je hmotnost prvniho télesa podstatné vétsi nez hmotnost druhého télesa, je redu-
kovanad hmotnost pfiblizné rovna hmotnosti mensiho z obou téles. Velké t€leso se
v tomto pfibliZzeni viibec nepohybuje. Jde naptiklad o pohyb planet kolem Slunce. Obi-
hajici planety ovlivni pohyb Slunce minimalné.

Neni bez zajimavosti, Ze pohyb dvou téles, které na sebe pusobi silami na jejich
spojnici, je vzdy rovinny. Vyplyva to ze zékona zachovani momentu hybnosti:

d—b=0 = i(r><mv)=0 = vxmv+rxma=0 =
dt dt (1.90)

rxma=0 = al|r.

Zrychleni, kterym na sebe télesa plsobi lezi na jejich spojnici. Pokud pohyb probiha
v néjaké roving, zrychleni nikdy nemutze piisobit mimo tuto rovinu, a proto se pohyb
bude konat pouze v této roving.

Keplerova uloha

Resme nyni pohyb planety o hmotnosti 7 kolem Slunce s hmotnosti M (m << M). Pokud
by hmotnosti obou téles byly soumétitelné, miZzeme ulohu snadno prevést na relativni
pohyb télesa o redukované hmotnosti kolem druhého z téles. NaSe uloha je rovinna. Pfi
feSeni proto pouzijeme polarni soufadnice, v nichZ ma Lagrangeova funkce tvar (1.25)

L(r,7, ) =%m(r'2 NS LLE (1.91)

r

V soustaveé se budou zachovavat moment hybnosti a energie:
b Ea_; =mr’g, (1.92)

el
2
E Ea—L.f+a—L.(/')—L =lm(f2 +r29%)— Gﬂ= lm,zz + b” _ Gﬂ . (1.93)
ar a¢) 2 r 2 2mr2 r

V zékonu zachovani energie jsme ¢asovou zménu thlu ¢ vyjadrili ze zdkona zachovani
momentu hybnosti. Namisto feSeni pohybovych rovnic, které jsou druhého fadu, mu-
zeme integrovat zakony zachovani, které jsou prvniho fadu. Z obou zékonti zachovani
vypocteme Casové derivace zobecnénych soufadnic:
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do_ b (1.94)
dt mp?
2
a2\ po b oMM (1.95)
dt m 2mr2 r

Jde o soustavu diferencialnich rovnic pro proménné r(¢) a ¢(¢). V Keplerové uloze nas
nezajima casovy vyvoj soufadnic, ale jen tvar drdhy planety, tj. zavislost 7(¢). Proto
vydélime druhou rovnici prvni:

2 b? mM
\/m[E— 2+G r J
dr 2mr

do blmr?

Tuto rovnici pro r(p) je mozné fesit pifimo separaci a naslednou integraci. Zvolme ale
poné¢kud jiny postup. Rovnici umocnime na druhou a upravime do tvaru

(1.96)

b2

2mr

=F- +
4 (l” ) 2mr? r

Carka oznacuje derivaci podle proménné ¢. Zvolime substituci

| , 1.,
r=—; rr=——¢&, (1.97)
9 &
po které dostaneme
b* "2 b? E
—2(5) +—2§2—§:—. (1.98)
2Gm M 2Gm™M GmM

Pokud rovnici jeste jednou derivujeme, ziskame

b? b?
=0 =
Gm M Gm M
b2
E+&)=1 =
szM( )
, b
m

Jde o linearni diferencialni rovnici druhého tadu s pravou stranou. Partikularni feseni je
1/p, homogenni feSeni mizeme zapsat ve tvaru cos(p—¢go). Celkové feSeni tedy bude

§=CCOS(¢—¢0)+1. (1.100)
p

Reseni ma dvé integraéni konstanty ¢o a C. Konstanta go uréuje poatek ode¢tu polar-
niho uhlu. Vhodnym pootocenim souiadnicové soustavy muzeme zvolit ¢g = 0. Kon-
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stantu C urcime tak, aby nalezené feseni spliiovalo ptivodni rovnici (1.98), tj. rovnici
pred derivovanim (coz neni ekvivalentni Gprava):

co [2E 1 (1.101)

Konstantu C dosadime do feseni (1.100) a vratime se k ptivodni proménné 7

r= P .
1+ 2ﬂﬂ cos @
GmM
Vysledné feseni ma tedy tvar
D 2Ep b?
> r=—; £= +1; p= . (1.102)
1+& cosg GmM Gm*M

Jde o rovnici kuzelosecky (viz dodatek D) s numerickou excentricitou €. V gravitaénim
poli centralniho télesa se tedy budou jina télesa pohybovat po kuzeloseckach. Pro £ <0
je € <1 apohyb se kond po elipse. Zaporna energie znamena vazbu obou téles. Tento
pripad plati pro planety slune¢ni soustavy. Pro £=0 je e =1 a pohyb je parabolicky.
Pro E> 0 je e > 1 a téleso se pohybuje po hyperbole. Minimalni a maximalni vzdalenost
obehu bychom ve vsech ptfipadech dostali hledanim extrémt zavislosti (1.102).

Efektivni potencial
Energie pohybujiciho se télesa je z Lagrangeovy funkce dana formuli (1.93)

L2 Lygr MM (1.103)
2 2 r

Energie se sklada z radialni kinetické energie, uhlové slozky kinetické energie a poten-
cialni energie. Vyrazy se zobecnénymi rychlostmi tvofi kinetickou energii a vyraz obsa-
hujici jen polohu potencialni energii. Pokud ale vyjadiime druhy ¢len za pomoci zakona
zachovani momentu hybnosti (1.92), dostaneme

2
2, b mM (1.104)

Druhy ¢len je nyni zavisly pouze na poloze a mtizeme ho proto pfifadit k potencialu.
Interpretace ¢lenu jako kinetického nebo potencialniho je tedy relativni a zavisi na thlu
naseho pohledu. Zaved'me tzv. efektivni potencial:

1
E=5W2+Veff(r);

| 2 5 (1.105)
b mM
Veff(r)E 2—G—.
2mr r

Z prvni rovnice snadno ur¢ime radialni rychlost télesa



54 Teoretickd mechanika

7= /E(E—Veff(r)). (1.106)
m

Je zjevné, ze pohyb se muze konat jeding v takovych oblastech efektivniho potencialu,
kde plati

> E>Vy(r) . (1.107)

Prubeh efektivniho potencialu je zndzornén na obrazku 20, kde je patrné, Ze pro £ > 0 je
pohyb neomezeny, r € < rmin, ), pohyb se kona po hyperbole. Naopak pro £ <0 je
pohyb omezeny, r € < rmin, "max > @ pohyb se kona po elipse. Limitnimi pfipady jsou
E =0 (pohyb po parabole) a E = Ep;y (pohyb po kruznici » = rp).

E>0

max X

E<0

min

Obr. 20: Efektivni potencial.

¢ Piiklad 18: Zemé jako oscilator

Pohyb Zemé kolem Slunce Ize chapat jako pohyb v efektivnim potencialu v okoli mi-
nima. Takovy pohyb je pfiblizné¢ harmonicky (radialni vzdalenost Zemé od Slunce koli-
sa periodicky). Potencial 1ze nahradit v okoli minima parabolickou zavislosti. Piedpo-
kladejte, Ze moment hybnosti Zemé je b =2,7x10* kgm’s™". Uréete minimum efektiv-
niho potencialu a periodu obéhu Zemée kolem Slunce.

ReSeni: Standardnim postupem (viz kapitola 1.3.2) uré¢ime minimum efektivniho poten-
cialu (1.105) a tuhost oscilaci. Z tuhosti pak jiz snadno nalezneme periodu pohybu:

b2

. ~150x10°® km;
Gm M

=

” G Mm?
k=Vegr (1) =5

2t _ 2 _ 27 o’
o  kim \/G4m6M4/b6 G*m’M?

=365 dni.
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Keplerovy zakony

1) Planety se pohybuji kolem Slunce po elipsach,
Slunce je v jednom z ohnisek.

2) Plosna rychlost pritvodice planety (spojnice planety
se Sluncem) je konstantni.

3) Pomér druhé mocniny obé&zné doby planety a tieti
mocniny jeji velké poloosy je konstantni.

Tteti Kepleriv zakon lze vyjadrit jednoduchym vztahem:

72 47?

> -
g3 G(m+M)

(1.108)

Malym m zna¢ime hmotnost planety, velkym M hmotnost Slunce.

Ad 1). Pohyb po elipse plyne okamzité ze vztahu (1.102).

Ad 2). Jde o jednoduchy dusledek zédkona zachovani momentu hybnosti. Zménu plochy
pfi pohybu planety miizeme zapsat za pomoci vektorového soucinu

dS= lr><dr .
2
Pro plosnou rychlost potom mame
8Byl rxmy=2 (1.109)
de 2 2m 2m

Zakon zachovani plosné rychlosti je tedy jen jinou formulaci zakona zachovani mo-
mentu hybnosti planety.

Ad 3). V relativnich soufadnicich podle vztahu (1.88) pro problém dvou téles plati

mM f:GmM£ N mi;sz(m+M)£.

r=F
# m+M P2 or 2 F

V relativnich soufadnicich u problému dvou téles vystupuje namisto hmotnosti Slunce
soucet hmotnosti obou téles, jinak je pohybova rovnice identicka s rovnici pro centralni
gravitacni pole. Integrujme nyni velikost vztahu (1.109) pro plosnou rychlost
ds b b b
— = = S=—T = magby =—7T =
dt 2m 2m 2m

27w0b0m=bT. (1110)

V odvozeni jsme pouzili vztah (D.5) pro plochu elipsy S=mapbg, ktery je uveden
v dodatku D (pfidali jsme indexy 0, aby nedoslo k zdmén¢ s momentem hybnosti). Ves-
keré veli¢iny se pokusime pievést na charakteristiky eliptické drahy. Za moment hyb-
nosti dosadime ze vztahu (1.102), na rozdil od centralniho pole zde bude ale hmotnost
Slunce vystupovat v souctu s hmotnosti planety, tj.
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b2

p=—F— (1.111)
Gm~(m+ M)

Po dosazeni za b ze vztahu (1.111) do vztahu (1.110) dostaneme

2maghym =~ pGm>(m+MYT =  4z°adbi =Gp(m+M)T? .

Veskeré parametry elipsy nyni pfevedeme na velkou poloosu a excentricitu. VyuZijeme
vztahy (D.4) z dodatku D, tj. bo2 = ag2(1-2); p = ag (1-¢2). Vysledkem je hledany vztah

72 4r?

@ Gm+M)

1.4.4 Lagrangeovy body

Problém tii téles, které na sebe vzajemné gravitacné pasobi, neni v plné $ifi analyticky
fesitelny. V ptipad€ tzv. restriktivniho kruhového problému tri téles (viz predpoklady
dale) lze v okoli dvou vzajemné obihajicich téles nalézt pét rovnovaznych bodi. Pokud
do nich vlozime malé testovaci télisko, budou v rovnovaze gravitaéni sily od obou téles
s odstfedivou silou pohybu v daném misté. Tyto body poprvé nalezl francouzsko-italsky
matematik Joseph Louis Lagrange, proto nesou jeho jméno [8]-[9].

Predpoklady

1) jde o tzv. restriktivni problém, tj. dv¢ télesa jsou velka a jedno je malé, testovaci.
Toto testovaci télisko neovlivni gravitani potencial v daném misté.

2) jde o cirkularni problém, tj. dvé velka télesa kolem sebe vzajemné obihaji tak, ze se
neméni jejich vzdalenost. Relativni pohyb jednoho vic¢i druhému probiha po kruz-
nici. Piiblizné takovou soustavou jsou naptiklad dvojice Zemé-Mésic, Zemé-Slunce
nebo Jupiter-Slunce.

Formulace ulohy

R=r+r

Obr. 21: Ke Keplerové uloze, tézisté je oznaceno T, vzajemna vzdalenost velkych téles R.
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Predpokladame, ze dvé hmotna télesa o hmotnostech M), M, obihaji kolem spolecného
téziste¢ T takovym zplsobem, Ze jejich vzajemna vzdalenost R zlstava konstantni, tj.
jedno teleso obiha kolem druhého po kruznici (na grafu efektivniho potencialu jde
o minimum). Hleddme takové polohy testovaciho téliska o malé hmotnosti m (m << M,
M»), ve kterych jsou veskeré sily (gravitacni, odstiediva) nulové a télisko se nepohybuje
(tim je nulova i Coriolisova sila). Problém budeme formulovat v soufadnicové soustave,
Keplerovym zakonem (1.108)
GWM{+M
ot = G +M)) :

3 R:I’1+7'2. (1112)

R
Uhlova rychlost jako vektor miii kolmo na rovinu ob&hu obou téles (naptiklad v ose z).
Spojnice obou téles tvoii jednu ze soufadnicovych os nasi soustavy (naptiklad osu x).
Jde o neinercialni soufadnicovou soustavu, ve které je pohyb testovaciho téliska dan
Lagrangeovou funkci (1.75):

1 2 li mM2
L=—m(v+oxr) +G +G (1.113)
2 =
Lagrangeovu funkci lze zapsat za pomoci efektivni potencialni energie ve tvaru
L=T-Vy; (1.114)
1 2
T=—mv", (1.115)
2
1 2 li mMZ
Vet =—mv-(0Xr) ——m(®xr)" -G -G : (1.116)
2 |r - r1| |r — r2|

Silové puisobeni na nase testovaci télisko (resp. pohybova rovnice) ma tvar (1.80), ktery
jsme odvodili pro neinercialni soutadnicovou soustavu:

Gﬂz(r—rz). (1.117)
-

| 2 M—V:Zm(vxm)+mcox(r><(o)—G mM13 (r—rl)—
dr e

Napravo jsou jednotlivé silové ¢leny (Coriolisova sila, odstfediva sila a gravitaéni sily
pusobici od obou téles). Soutadnicovou soustavu volime tak, Ze osa x lezi na spojnici
obou téles, osa y je kolma na osu x (v rovin¢ ob¢&hu) a osa z je kolma na rovinu ob&hu.
Pti hledani rovnovaznych bodid mizeme postupovat dvojim zplisobem. Prvni moznosti
je hledani extrému efektivniho potencialu (1.116). Prvni ¢len bude nulovy, protoze
hledame jen rovnovazné body, ve kterych se testovaci télisko nepohybuje (v = 0). Tento
postup je vhodny pro grafické feSeni — ekvipotencialy funkce Vegr miizeme vykreslovat
vhodnym softwarem (naptiklad v programu Mathematica).

Druhou moznosti je feSit podminku na nulovou silu (1.117). V rovnovaznych
bodech se testovaci téleso nehybe, jeho rychlost je vici nasSi soufadnicové soustave
nulova, a proto je nulovy i prvni ¢len (Coriolisova sila). Jde tedy pouze o rovnovahu
gravitacni a odstfedivé sily. Coriolisova sila ma ale podstatny vliv na stabilitu
nalezenych Lagrangeovych bodd.
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Obr. 22. Ekvipotencidly efektivniho potencialu soustavy Slunce-Zemé.
Sipkami je znazornén smér ,,z kopce do tdoli“. NASA/WMAP.

Lagrangeovy body
Lagrangeovy body hleddme z rovnice
M mM
mox(Fxw)-G 13 (r—rl)—G 23( —r2)=0,
r—rg ‘ ‘r il %) ‘

(1.118)

ktera vyjadfuje rovnovahu odstiedivé sily a gravitacnich sil. Polohové vektory ry a r

jsou v nami zvolené souradnicové soustaveé znamé, do (1.118) dosadime:
r=(~,R.0,0); 1, =(+4R.0,0);

0=000); o=,
R3

r=(x,,0), T =(x,7,0)=(x/R,y/R,0),

(1.119)
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kde jsme oznacili proménné

M M
ﬂlzﬁl; U 572; M=M+M,;
(1.120)
_ X _ .y
X=—; ==
R ’ R

Konstanty u1, (2 jsou relativni hmotnosti (vyjadiuji, jakou ¢ast z celkové hmotnosti ma
prvni resp. druhé téleso. Proménné X, y jsou bezrozmérné soutfadnice Lagrangeova

bodu v jednotkach vzdalenosti mezi obéma télesy. Vysledkem je soustava dvou rovnic
pro dvé neznamé soutadnice Lagrangeova bodu:

= M(X+ 1) (& -m) —0-
_ S P2, P
(Grm?+7 |7 [G-m) +7]
(1.121)
- hy my _
Y- 2 32

[Erm@+7 ] [E-m?+57]

Z druhé rovnice plyne okamzit¢ jedno zfeseni, a to y =0. Jde o Lagrangeovy body
nachazejici se na ose x, tedy na piimce prochazejici obéma télesy. Po dosazeni y =0 do
prvni rovnice mame

+_ M s_gn(x+,;12)_,u2 s_gn(x—z,th):o. (1.122)
(X+ 1) (x =)

Jde o rovnici patého stupng, kterd ma tii realna feSeni (Lagrangeovy body L1, Lo, L3).
V rovnici ponechame mensi z obou parametrt, napiiklad hmotnost u5:

¥+ ) (X =14+ 1) £ (1= ) F =14 1) £ pp (K + )" =0, (1.123)
Mozné kombinace znamének u druhého a tietiho ¢lenu jsou
+= (L) ++(L2); —— (L3).

Reseni je mozné najit bud’ numericky nebo provést rozvoj do nejniziiho fadu podle uo.
Napiiklad pro soustavu Slunce-Zemé je up = 3x10-6 a provedeni rozvoje podle tohoto
parametru je korektni. Vysledné polohy jsou

1/3 1/3
> leRll—(%zj ,o} LZ:R[H(%j ,0]; Ly=- {H%,O] (1.124)

Pro soustavu Slunce-Zemé¢ je vzdalenost R je rovna jedné astronomické jednotce, tj.
piiblizné 150x106 km. Lagrangeovy body L; a L jsou vzdaleny od Zemé& zhruba
1,5x106 km.

K nalezeni feSeni pro y # 0 se vratime k rovnicim (1.121). Mizeme vyuzit symetrie
problému podél osy x. Reseni Ize nalézt v tomto piipadé analyticky:
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L4:R{’ul_ﬂ2,+£}; Lszz{u,—ﬁ}. (1.125)
2 2 2 2

Lagrangeovy body Lj, L,. Oba tyto body lezi na pfimce prochazejici obéma télesy.
V piipadé soustavy Slunce-Zemé lezi bod L ve vzdalenosti 1,5%106 km od Zemé
smérem ke Slunci a bod L, ve stejné vzdalenosti smérem od Slunce. Bod L je velmi
vyhodny pro pozorovani Slunce. Poprvé zde byla umisténa sonda ISEE-3 v roce 1978.
Pozdéji se bod L stal domovem jedné z nejslavnéjSich slunecnich sond SOHO. V bodé
L; je rychlost obéhu Slunce vétsi nez v misté, kde je Zemé. Gravitacni tah Zemé ale
sondu v L1 brzdi na stejnou thlovou rychlost. Naopak v bod¢ Ly, ktery je dale od Slun-
ce, jsou umistény sondy pro vyzkum vzdaleného vesmiru — americkhk WMAP a evrop-
ska Planck. Sondy by zde obihaly Slunce pomaleji, ale gravitacni tah Zemé jim udéluje
spravnou rychlost. Z hlediska stability jsou L i Ly sedlové body, pii vychyleni v jed-
nom smeéru plsobi na sondu vratna sila, pti vychyleni v druhém sméru se sondy za¢nou
exponencialné vzdalovat s charakteristickou konstantou r~23 dni, coZ znamena, Ze
porucha roste podle funkce exp(#/7). Sondy v téchto bodech museji vzdy po nékolika
mésicich provadét korekce drahy.

Lagrangeiiv bod L3. Bod lezi pro soustavu Slunce-Zemé na opacné strané Slunce,
nepatrné dale, nez je ob&ézna draha Zemé. Jakékoli téleso v tomto bodé je pro nas trvale
nepozorovatelné, protoze je za slunecnim kotoucem. To vedlo k domnénkam, ze by se
v bod¢ L3 mohla nachazet pro nas trvale neviditelna planeta, ktera dostala ndzev planeta
X. Lagrangetv bod L3 je opét sedlovym bodem, je nestabilni s charakteristickou kon-
stantou 7~ 150 let. Jakékoli dlouhodob¢jsi existence planety v tomto misté je proto
zcela vyloucena.

Lagrangeovy body L4, Ls. Tyto body nelezi na spojnici obou téles, ale tvofi s nimi
rovnostranné trojuhelniky. Vzdalenost bodi L4 a L5 k obéma télestim jsou stejné a rov-
ny R, tj. vzdalenosti téles samotnych. Oba body lezi v maximech efektivniho potencialu,
a proto by se mohlo na prvni pohled zdat, ze jsou nestabilni. Pfi jakémkoli vychyleni ale
zacne pusobit na testovaci téleso Coriolisova sila, kterd ho bude vracet zpét. Vysledkem
je obéh kolem bodti L4 a Ls. Pro soustavu Slunce—Zemé je perioda ob&hu 89 dni. T¢lesa
nachazejici se v Lagrangeovych bodech L4 a L5 se nazyvaji Trojané. Nejznaméjsi jsou
Trojané soustavy Slunce-Jupiter.

Ly

Obr. 23: Lagrangeovy body soustavy Slunce-Zemé.
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1.4.5 Disipace energie

Lagrangeovy rovnice v podobé, ve které¢ jsme je odvodili, plati pro nedisipativni sys-
témy, tedy pro systémy, ve kterych se nepfeménuje ¢ast energie nevratné na teplo. To je
nékdy tieba tepelné ztraty do vypocétu zahrnout. Staci, aby v elektrickém obvodu byl
pritomny elektricky odpor nebo aby se pohybujici téleso trelo o okolni vzduch. V téchto
pripadech se v pohybovych rovnicich vzdy vyskytuji ¢leny imérné zobecnéné rychlosti.
Jako ptiklad mtize poslouzit pohybova rovnice pro letici kamen:

dmv
dr

=mg—av. (1.126)

Prvni ¢len napravo je tihova sila a druhy je sila odporu vzduchu. Ta je imérna rychlosti
(v nekterych situacich kvadratu rychlosti) a ma opacny smér nez pohyb. Jinym prikla-
dem mize byt jednoduchy obvod, kde jsou v sérii zapojeny vSechny tfi zakladni prvky,
tj. kondenzator, civka a odpor. Soucet napéti na vSech prvcich musi dat nulu, tedy

gy 9L pr-o. (1.127)

(e

Zobecnénou proménnou (viz kapitola 1.1.6, LC obvod) je néboj. ,,Pohybova® rovnice
ma tvar

(/’Q+//L’Q+%:O. (1.128)
Druhy ¢len je opét umérny zobecnéné rychlosti a pfedstavuje v systému disipaci ener-
gie. Pokud chceme zobecnit Lagrangeovy rovnice i pro pfipad disipace energie, budou
mit tvar

d oL JL

—— 40,9, =0. 1.129
TR k191 ( )

V poslednim ¢lenu jsme pouzili Einsteinovu sumacni konvenci. To nas vede k reformu-
laci Lagrangeovych rovnic do tvaru

> (1.130)

1
R=—04;4,q; .
2M%%

Derivacemi kvadratické funkce na pravé strané vzniknou disipativni ¢leny, které jsou
linearni v zobecnénych rychlostech. Tato funkce se nazyva Rayleighova disipacni
Sfunkce. V piipadé disipace tak pro spravnou formulaci tlohy musime ,,uhodnout” dvé
funkce: Lagrangeovu funkci a Rayleighovu disipacni funkci. Pokud maji obé funkce
spravny tvar, ziskame rovnice, které¢ jsou ve shod¢ s pfirodnimi déji.
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€ Piiklad 19: RLC obvod

Rovnici (1.128) ziskame z Lagrangeovych rovnic (1.130), pokud zvolime

o 1 a0
o RO=2A0%. (1.131)

L(Q,Q)=%TQ2 -

Lagrangeova funkce ma obdobny tvar jako v mechanice (¢leny pfipominaji rozdil kine-
tické a potencialni energie). Rayleighova disipacni funkce je umérna ztraté energie ze
systému za jednotku Casu, protoze dE/dt = Ul = RI2 = R (dQ/dr)2.

J

Hybnost a energii definujeme v ptipadé disipativnich procest stejnym zplsobem jako
obvykle, tj.

pe=L, (1.132)
G,
F=l g 1. (1.133)
Jq .

Energie se ale v pfipad¢ disipace nebude zachovavat, ani kdyz Lagrangeova funkce
nezavisi explicitn€ na ¢ase. Najdéme v tomto piipadé zménu energie s Casem:

dr di|ag, dr| 9g, |7 T aq, T Tag, TF o, T

afon), o, [afa) o] ok, .
dt{ dgy 1 gy " Gy ) gy 1 9y 1

V poslednim kroku jsme pouzili Eulerovu vétu o derivaci homogennich funkci, ktera
pro kvadratickou funkci f{x) ma tvar xdf/dx = 2f (dlkaz je trivialni, jde jen o derivaci
kvadratu). Ziskany vysledek

dE_ R (1.134)

de
jasné€ dava do souvislosti Rayleighovu disipac¢ni funkci se ztratou energie ze systému za
jednotku ¢asu. Vztah (1.134) lze zapsat jako zakon zachovani energie takto:

t
E+I2Rdt:const . (1.135)
0

Provedeme-li transformaci od proménnych (g, dg/df) k proménnym (g, p) v zobecnéné
energii, ziskame Hamiltonovu funkci H(q, p). Ukazme nyni, jak budou vypadat Hamil-
tonovy rovnice v piipadé disipace energie. Ziejme plati
oL oL .
dL = ——dg; +——dg, =
o i 9 1
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) oR )
dL:[Pk ""a_.Jko +prdg =
9k

) oR . )
dL:[Pk +£dek +d(prqr) —qxdpk =
k

. . OR .
d(quk_L)z_[pk +8_'quk tqpdpe =
i
. OR .
dH :_(Pk +8_'quk +qdpy -
i

P1i upravé prvniho vztahu jsme vyuzili Lagrangeovy rovnice ve tvaru (1.130) a definici
hybnosti (1.132). Vzhledem k tomu, Ze hamiltonian H je pouze funkci zobecnénych
soufadnic a hybnosti, musi byt koeficienty u ptislusnych diferencialti rovny odpovidaji-
cim parcialnim derivacim, tj.

_[1., B_RJ_B_H. P4
“T04 ) oq o

Odsud jiz snadno ziskame Hamiltonovy pohybové rovnice pro piipad disipace energie:

(1.136)

Clen OR/dq; musime vyjadiit pomoci zobecnénych poloh a hybnosti, tj. jako funkci
(4, p).

1.4.6 Inverzni iloha

Velice zajimavou ulohou je hledani Lagrangeovy funkce pro dany problém. Pokud
nevime vibec nic, snazime se Lagrangeovu funkci odhadnout jako néjakou kombinaci
skalari v teorii. Pokud dostaneme jako vysledek pohybové rovnice, které souhlasi
s experimentem, bylo naSe usili korunovano uspéchem. K dané tloze existuje neko-
nec¢né mnozstvi Lagrangovych funkci, které se mohou liSit o Giplnou casovou derivaci
libovolné funkce. Jinymi slovy, pokud k nalezené Lagrangeové funkci pfi¢teme (nebo
od ni odecteme) df/ds, kde f=f(¢, q, dg/df), dostaneme stejné Lagrangeovy rovnice.
Toho se vyuziva k nasledné tpravé nalezené Lagrangeovy funkce do co mozna nejjed-
nodussiho tvaru.

Mnohdy ale nehleddme Lagrangeovu funkci na ,,zelené louce®. Pokud zndme pohy-
bové rovnice, pokousime se k nim najit vhodnou Lagrangeovu funkci. Oznaéme levé
strany pohybovych rovnic &:

g =—r T 29 (1.137)
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Inverzni ulohou rozumime nalezeni Lagrangeovy funkce ze znamych diferencialnich
rovnic ve tvaru g = 0. Tato Gloha nemusi mit vzdy feseni, tedy k nékterym soustavam
rovnic Lagrangeova funkce neexistuje a variacni formulace neni mozna. Italsky teore-
ticky fyzik Enzo Tonti v roce 1969 odvodil postacujici podminky pro existenci Lagran-
geovy funkce [7]. Pokud levé strany diferencidlnich rovnic splituji podminky

agk 881

9G; 9gy

>

agk 881 d agl )

== —; (1.138)
dq; 9q;  dtdgy

og;,  0g; d| 9¢; d? | 9¢;
- = | — 4+ —] —
dq; 9dq  dr|9gy | di| 9d
pro kazdé k, [, potom jsou rovnice g =0 variacni, tj. existuje Lagrangeova funkce L
a plati
1
> L=—qkjek(t,rq,rq,rij)dr. (1.139)
0

Ve vztahu (1.139) plati sumac¢ni konvence. Znaménko minus je zde jen proto, aby pohy-
bové rovnice vysly ve tvaru (1.137). Pfi opaéném znaménku bychom ziskali rovnice
—¢,=0. Nejsou-li splnény Tontiho podminky variacnosti (1.138), je mozné hledat
funkce f; tak, aby byly existovala Lagrangeova funkce k rovnicim

ék Efké‘k:O. (1140)

V tomto vztahu se pies k nesCita, tj. kazdou zrovnic oddélené¢ vynasobime néjakou
funkei fi. V piipad¢, Ze nevariacnost rovnic zpusobuji ¢leny linearni v zobecnénych
rychlostech dgy/dt, rozdélime rovnice na dvé ¢asti tak, aby

Er =0k tOpqr; O =0y (1.141)
V systému probihajici disipaéni procesy lze popsat Rayleighovou funkci
|
R== k- (1.142)

Inverzni variacni problém lze feSit tak, Ze najdeme Lagrangeovu funkci k rovnicim
eox = 0 a systém pak spliiuje Lagrangeovy rovnice ve tvaru (1.130) s Rayleighovou disi-
pacni funkei

ddL oL _ R

o8 ok _ 9% (1.143)
dtdg;  9dqr  Igy
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¢ P¥iklad 20: pohyb p¥icky

Na dvé vodorovné elektrody je napfic polozena kovova pficka o hmotnosti m. Na poca-
tek elektrod privedeme napéti Uy z kondenzatorové baterie. Pfic¢kou zacne téct elek-
tricky proud a tim vznikne magnetické pole, které zacne pficku posouvat. Za zobecnéné
proménné zvolime polohu piicky x(7) a naboj protekly od pocatku obvodem Q(%).

Uy v
x(1)
Obr. 24: Pohyb pficky.
Predpokladejme, Ze (naptiklad z experimentu) zndme rovnice popisujici problém:

mjc':%(/qg'z—ﬁx; (1.144)

(% + (//1x)Q+.u/,?Q+%+ 4310 =U,. (1.145)
Z elektrického hlediska jde o obvod s kapacitou kondenzatorové baterie ¢, odporem A
a proménnou indukénosti = %y + %1x. Posledni ¢len na levé stran¢ rovnice (1.145) po-
pisuje vzajemnou vazbu mezi mechanickou a elektrickou ¢asti. Z mechanického hledis-
ka je pti¢ka urychlovana silou ¥;(dQ/df)2/2 a brzdéna tieci silou —f dx/dz. Oznaéme

gxgmx_%wlg‘uﬂx; (1.146)
gQE(y/0+f/’1x)Q+.%?Q+%+ 30-Uj. (1.147)

Tontiho variaéni podminky jsou splnény jen, pokud je f#=0 a £ =0. To je celkem pfi-
rozené, nebot’ jde o koeficienty disipativnich ¢lenti (odpor obvodu a tfeni pti¢ky). Zave-
deme proto Rayleighovu disipa¢ni funkci

Rz%.’/z’Qz + %ﬂxz (1.148)

a Lagrangeovu funkci budeme hledat jen pro levé strany rovnic bez disipativnich ¢lenti

€ox Em)'c'—%(//lQ'z; (1.149)

£0p = (7 g+ q;x)Q+%+ $i0-U,. (1.150)

Tyto rovnice jiz spliuji Tontiho podminky a Lagrangeovu funkci vypocteme ze vztahu
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1 1
L= —xjsOX (1x,70,7%,70, ch',z'Q)dr—QJeOQ (tx,70,7%,70,7%,70)d7 . (1.151)
0 0

Po dosazeni a jednoduché integraci mame Lagrangeovu funkci

”lo?'é_”lQ.2 ~ [(/’OQJF(/ﬁxQJr”lXQ 0

L=—x + —
2 6 2 3 3 2¢

UOJ. (1.152)
Lagrangeova funkce (1.152) spolu s Rayleighovou funkei (1.148) da sice spravné vy-
chozi rovnice, ale Lagrangeova funkce je znacné nepiehledna. Vyuzijeme toho, Ze se
rovnice nezméni, pokud k Lagrangeové funkci pfi¢teme (nebo od ni odecteme) uplnou
derivaci jakékoli funkce podle Casu. Cleny s druhymi derivacemi upravime takto:

. d . 5
X5 =—(xx)—x";
dt( )

_d 2.
QQ_dt(QQ) (O

0x(i= di(QxQd ~03 0.
t dt

Tato vyjadreni dosadime do Lagrangeovy funkce a vynechame uplné derivace, které
pohybové rovnice neovlivni. Vysledek je nyni mnohem piehlednéjsi:

2

L=%mx2+%(([’0+,7’1x)Q2—Q +QU,. (1.153)

2(()
Interpretace této Lagrangeovy funkce je ziejma. Prvni ¢len je kineticka energie Castice,
druhy je energie na indukénosti, téeti je energie souvisici s kapacitou soustavy (ma vy-
znam potencialni energie, proto ma znaménko minus) a posledni ¢len souvisi s definici
proménné Q (celkovy naboj protekly od pocatku obvodem). Pokud bychom za zobecné-
nou proménnou volili naboj na kondenzatorové baterii, byl by tento ¢len nulovy.
Lagrangeova funkce (1.153) spolu s Rayleighovou funkei (1.148) jsou pfirozenym feSe-
nim nasi ulohy. Podrobné&jsi feseni pro ptipad, kdy pticku tvoii plasma v kolejnicovém
urychlovaci, nalezne ¢tenaf v [12].

L
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1.4.7 Adiabatické invarianty

Presny periodicky pohyb

Predstavme si systém, ktery se periodicky pohybuje. Pfikladem muze byt kyvadlo,
Zemé obihajici kolem Slunce nebo elektron odrazejici se mezi magnetickymi zrcadly.
Ve fazovém prostoru (na osach jsou zobecnéné soufadnice a hybnosti) tvofi takovy
pohyb uzavienou kiivku, po které se systém pohybuje znova a znova. Predpokladejme,
ze je pohyb periodicky v urcité zobecnéné proménné ¢, které ptislusi kanonicky sdru-
zena zobecnéna hybnost p.

P

Obr. 25: Periodicky pohyb ve fazovém prostoru

Fazova trajektorie uzavira v roviné (g, p) oblast £, jejiz je hranici. Hranici oblasti zapi-

sujeme v matematice symbolicky takto: y=9Q (éteme ,.kiivka y je hranici mnoziny Q).

Plochu uzavienou fazovou trajektorii oznaé¢ime J, jeji ¢iselnou hodnotu lze snadno uréit

jako integral

> J:gSpdq. (1.154)
4

Pokud by méla fazova trajektorie opacny smeér nez na obrazku, dostali bychom plochu

uzavienou fazovou trajektorii se zdpornym znaménkem. Pii periodickém pohybu se
velikost této plochy neméni. Stejné tak se zachovava energie

H=pg¢-L. (1.155)
Lagrangeovu funkci miizeme vyjadrit jako
L=pgq. (1.156)
Ve vyrazu jsme vynechali konstantu pohybu H, ktera nezméni pohybové rovnice. Inte-
gral akce pocitany pies periodu je

t+T t+T
S = I Ldt = Ipc}dl‘z
t t
t+T

. (1.157)
dg
}[ pdt i)l’ q
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Plochu J uzavienou fazovou trajektorii tak mtizeme chapat jako akci systému pocitanou
pfes jednu periodu. Veli¢iny J a H se pfi periodickém pohybu neméni. Pokud budeme
sledovat systém s vyssi energii (vice rozkyvané kyvadlo), zvétsi se J i H. Obé veli¢iny
jsou zavisleé,

J=J(H); H=H(J). (1.158)

Jiz jsme nalezli dva vyznamy veliCiny J: plocha uzaviend fazovou trajektorii a integral
akce pfes periodu. Veli¢inu J ma ale dalsi dalezity vyznam. Muzeme ji chapat jako
néjakou zobecnénou hybnost soustavy. Ji odpovidajici kanonicky sdruzenou soutadnici
ozna¢ime 6. Nova soufadnice 6 musi spliiovat Hamiltonovu rovnici
a9 = 9t . (1.159)
dt  oJ
Vzhledem k tomu, ze 0H/0J je pro systém s danou energii konstanta (Ize ukéazat, Ze je
rovna pievracené hodnoté periody pohybu), roste nova zobecnéna promeénna 6 linearné
s casem. MiZe tak symbolizovat naptiklad nartistajici thel pfi ob&hu systému po fazové
trajektorii. Touto proménnou mizeme snadno parametrizovat fazovou trajektorii (hra-
nici mnoziny £). Pro ¢asové derivace libovolné veliiny na hranici y = 2 proto mi-
zeme psat ( je jedinym parametrem, ktery jednoznacné urcuje polohu na hranici)

¥ _ydo_yon

- _ (1.160)
dt 00 dt 060 dJ

Vidime, Ze nové kanonicky sdruzené proménné J a 6 jsou nesmirné uziteéné. Hybnost J
je integralem pohybu, ktery vypovida o velikosti plochy uzaviené fazovou trajektorii,
a soufadnice 6 umoziuje jednoznacné parametrizovat hranici této plochy (fazovou tra-
jektorii) a pfevést tiplné Casové derivace na hranici na parcialni.

Adiabatické pribliZeni

Predpokladejme nyni, ze se pfi periodickém pohybu pomalu méni néjaky parametr A.
Mize jit o délku zavésu u kyvadla nebo o magnetické pole u elektronu, ktery obiha po
kruznici kolem magnetickych indukénich ¢ar. Za jednu periodu je zména zanedbatelna,
tj. plati vztah

> d;L<<£-

- ; 1.161
dt T ( )

za mnoho period ale mize byt zména podminek podstatna. Takovym zméndm fikdme
adiabatické zmény. Energie se v tomto pfipadé nezachovava. Zména energie je imérna
zméné parametru 4. Ob&é ménici se veliiny lze zkombinovat do nové proménné, ktera
zustava i pti adiabatickych zménach konstantni, tj. existuje veli¢ina A(H, 1), ze plati

A(H,A)=const . (1.162)

Takovou veli¢inu nazyvame adiabaticky invariant. Dokazme nyni, Ze adiabatickym
invariantem je plocha fazové trajektorie, tj. zobecnéna hybnost J dana vztahem (1.154).
Tato veli¢ina se pii adiabatickych zménach na rozdil od energie zachovava. Naleznéme
proto Casovou zménu J, pii které vyuzijeme parametrizaci kiivky kanonicky sdruzenou
proménnou 8 k zobecnéné hybnosti J:
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00

FTRRFTE AP
Y 0

J- dp 8q d 9q 40
dr 86 FTEY:
Casové derivace na hranici oblasti nahradime podle vztahu (1.160), t;.

dJ faH(apaq aaqjde

2
d/ d d 0
_ d J'p q

0 06 906 86 26

V druhém ¢lenu provedeme integraci per partes

2
& Iaﬂ[a_pa_q_a_pa_q]dg {pa_q} ~ 0
d 0000 06000 20 |,

Prvni ¢len za rovnitkem je zjevné nulovy, druhy ¢len miizeme povaZovat za nulovy,
pokud plati adiabatické priblizeni. Nalezli jsme tedy adiabaticky invariant, pro ktery pfi
adiabatickém pfiblizeni plati

> quSpdq:const. (1.163)

¢ Piiklad 21: harmonicky oscilator

Predpokladejme, Ze se z n€jakého divodu adiabaticky pomalu méni frekvence harmo-
nického oscilatoru (naptiklad ménime délku zavésu matematického kyvadla nebo tuhost
pruziny, na které se kyve téleso). Fazova trajektorie oscilatoru je elipsa s rovnici

2

%mw2x2+p—:E. (1.164)

2m
Poloosy nasi elipsy odecteme z tisekového tvaru

2 2
(EJ J{EJ Sl a= |22 o mE. (1.165)

a b ]/’10)2 ’

Nyni jiz snadno uréime nas adiabaticky invariant jako plochu elipsy o poloosach a a b:
2nE
J = pdx =ab = =" = const. (1.166)
(4]

Energie i frekvence se sice pomalu méni s ¢asem, ale jejich podil je i po mnoha perio-
dach konstantni. Koncept adiabatického kyvadla navrhnul A. Einstein jiz v roce 1911.
[

¢ Piiklad 22: proménné magnetické pole

Predpokladejme, Ze elektron kona Larmorovu rotaci (viz ptiklad 16) v pomalu promén-
ném magnetickém poli. Za soufadnici zvolime uhel ¢, ktery urcuje pozici na Larmorove
kruznici. Ptislusnou zobecnénou hybnosti je moment hybnosti obihajiciho elektronu:
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2w 2w
J= Ip(pd(pz j moUR;do =27wm,VR; .
0 0

Po dosazeni za Larmortiv polomér ze vztahu (1.63) mame

22 2
JoopleV U
0B B

Pii pohybu se pomalu méni magnetické pole. S tim se méni rychlost obihajici Castice
tak, Ze podil v2/B je konstantni. Jde o tzv. prvni adiabaticky invariant v magnetickém
poli. Zpravidla se za n¢ho voli kombinace s pon€¢kud odlisnymi konstantami (na téch ale
nezalezi)
2
MV _ const. (1.167)
2B
Podrobnéji se o adiabatickych invariantech pro nabitou ¢astici pohybujici se v magne-
tickém poli dozvite v [1]. Obecnéjsi pohled poskytuje literatura [10].
[

J1=

1.4.8 Kanonické transformace

Ne vzdy se nam podaii zvolit napoprvé optimalni zobecnéné souradnice, ve kterych
bude feSeni co mozna nejjednodussi. Od néjaké mnoziny zobecnénych soutadnic a hyb-
nosti (g, p) mizeme vzdy prejit k jiné soustavé novych soufadnic a hybnosti (Q, P).
Pokud pozadujeme, aby i nové proménné byly navzajem kanonicky sdruzené, tj. platilo

{21} =04 5
> (1.168)

{Pe. O} =6 »

hovotime o tzv. kanonické transformaci. Chceme-li automaticky zajistit, aby nova sada
proménnych (Q, P) byla kanonicka, mizeme pouzit k jejimu generovani jednoduchy
mechanizmus vytvorujici funkce, ktery si nyni popiSeme. Pfedpokladejme, Ze chceme
prejit od
ql’qZ""’qf7pl’p2""5pf 4 Q],Qz,...,Q]',P],P2,...,Pf,
| 2 B (1.169)
H(t,q,p) — H(.0,P),

kde jsme oznacili H Hamiltonovu funkci v novych proménnych. Samoziejmé chceme,
aby pro nové i staré soufadnice platily Hamiltonovy rovnice, tj. platil Hamiltontv prin-
cip, ze kterého byly odvozeny:

g B B 7]
S[Ldt=5[(ppgp—H)dt=0; A  &[Ldt=8[ (RO —H)dt=0.
ty ty ty ty

Maji-li obé rovnice platit souc¢asn¢, mohou se integrandy liSit o Gplnou derivaci libo-
volné funkce starych a novych proménnych 7/(¢, ¢, O):
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. - = d7
Prgr —H = B O —H +==
t (1.170)
V=1(,4.0).
Je to proto, Ze Variace starych 1 novych soufadnic jsou na koncich trajektorie nulové:
B
j—dt (67717 =| L sg, +2 50, | =o0.
‘4 | gy 90,
4
Proved’'me nyni derivaci funkce 7/(¢, ¢, Q) ve vztahu (1.170)
ik —H=PB0,—-H+—+—¢q;, +—— =
Prdk % Ok o 3 dk 20, Ok
oY oY v | -
Pk =3~ %{H H——j— B+ O =0.
q ot 90k
Tuto rovnost splnime jednoduchymi pozadavky:
> pk=al; sz—a// . H=n+2l, (1.171)
9 00k ot

Funkci ¥ nazyvame vytvorujici funkce. Jde o libovolnou funkci Casu, starych promeén-
nych ¢ a novych proménnych O, tj. ¥ (¢, q, Q). Pokud budou platit relace (1.171), tj.
spoCitame podle tohoto piedpisu nové hybnosti, budou v novych proménnych platit
Hamiltonovy rovnice a navic budou takto vytvofené nové proménné kanonicky sdru-

zené, tj. {Qk, P1} = k.

Hamiltonova-Jacobiho rovnice

Pomoci vytvotujici funkce si miizeme vymyslet nejriznéjsi transformace k novym pro-
ménnym. Vytvorujici funkce je totiz libovolnou funkei starych a novych soufadnic.
V principu by mohla byt i funkci starych soutfadnic a novych hybnosti, starych hybnosti
a novych soufadnic nebo starych hybnosti a novych hybnosti. Rozdily mezi soufadni-
cemi a hybnostmi se v Hamiltonové teorii stiraji. Transformacni vztahy (1.171) by byly
jen nepatrné odlisné.

Samoziejmé se nabizi otazka, jak volit vytvorujici funkci tak, aby feseni v novych
proménnych bylo co nejjednodussi. Mizeme dokonce pozadovat, aby feSeni v novych
soufadnicich i hybnostech bylo konstantni, tj. Hamiltonovy rovnice mély nulovou pra-
vou stranu:

H
O, = const = Qk—+a—:O;
ob,
(1.172)
: oH
B, =const = B=—r-—=
90

V tomto piipadé¢ budou nové zobecnéné souradnice a hybnosti cyklické, tj. nebudou se
vyskytovat v Hamiltonové funkci. Mizeme pozadovat, aby Hamiltonova funkce v no-
vych proménnych byla pfimo nulovad. Vytvorujici funkci, kterd vede na konstantni
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zobecnéné soufadnice a hybnosti, oznacujeme S a nazyvame ji hlavni (principialni)
Hamiltonova funkce. Transformacni rovnice (1.171) nyni budou:

p =a_S'
YA
A
> p =2 (1.173)
a0

oS
0=H(f,Qk,Pk)+§-

Prvni rovnici dosadime do Hamiltonovy funkce ve tfeti rovnici. V druhé rovnici vyuzi-
jeme, Zze nové souradnice Oy = oy a hybnosti Py = f; jsou konstanty:

> a—S+H(t,qk,a—S)=O = St.qp.o) (1.174)
E)t aqk
0S(t,q; ¢
> /3,;—% = g =g oy, B (1.175)
k

Rovnice (1.174) se nazyva Hamiltonova-Jacobiho rovnice [11]. Vytvotujici funkce S,
ktera vede na konstantni zobecnéné soutadnice a hybnosti méa vyznam integralu akce:
dS 9§ oS

S=8(,q,,x = —=—+4+—¢qg,=-H+p,g,=L = S=|Ldt.
(. qr- %) oo oa dk Pidk _|.

Postup feSeni je nasledujici:

1) V ngjakych zobecnénych soufadnicich a hybnostech zkonstruujeme Ha-
miltonovu funkci (tj. energii vyjadienou za pomoci zobecnénych sourad-
nic a hybnosti).

2) 'V této Hamiltonové funkci nahradime vSechny vyskyty hybnosti py vyra-
zem 0S5/0qj a sestavime Hamiltonovu-Jacobiho rovnici (1.174) pro vytvo-
fujici funkci S.

3) Resime Hamiltonovu-Jacobiho rovnici. Re§enim je vytvorujici funkce
S(t, gk, o), ve které jsou ay integracni konstanty. Tyto konstanty maji vy-
znam novych zobecnénych soufadnic.

4) Vime, ze transformace (1.175) dana vytvotujici funkci S vede na nové
hybnosti, které jsou také konstantni, proto je oznac¢ime fi. Tyto transfor-
macni vztahy obsahuji nové zobecnéné souradnice oy (konstanty), nové
zobecnéné hybnosti Sy (konstanty) a cas. Proto z nich mizeme vyjadrit
puvodni soufadnice gy jako funkce Casu a nalezenych konstant. Tim jsme
se vratili k feSeni problému v ptivodnich soutadnicich.

Hamiltonova-Jacobiho rovnice ma uzky vztah ke Schrédingerové rovnici v kvan-
tové teorii. V kvantové teorii nahrazujeme hybnost operatorem podle predpisu
Pk — —1h0/0qy, zde provadime analogickou zaménu py — 0S/0qy.
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¢ Piiklad 23: volny pad

Resit volny pad z vysky & za pomoci Hamiltonovy-Jacobiho rovnice je podobné §ilené,
jako lovit vrabce za pomoci délostieleckého kanonu. Nicméné jako cviceni, pfi kterém
se seznamite s s Hamiltonovou-Jacobiho rovnici, je tento postup uzite¢ny. Predpokla-

dejme, ze osa y mifi vzhiru. Lagrangeova funkce a Hamiltonova funkce budou mit tvar
(krok 1)

1 2
L=—mv2—mgy; H=p—+mgy. (1.176)
2 2m

Nyni sestavime Hamiltonovu-Jacobiho rovnici (krok 2):

2
as 1 (adS
Pi|® =0. 1.177
8t+2m(ayj ey ( )

Jde o parcidlni diferencidlni rovnici, kterou budeme fesit separaci: S(z, y) = S1(¢) +S2(»).
Vzhledem k tomu, Ze €as je jen v prvnim ¢lenu, musi byt S;(¢) linearni v ase, tj. napii-
klad S; = —at. Po dosazeni do Hamiltonovy-Jacobiho rovnice dostaneme

2
_a.’_L(dij +mgy:0 = Sz(y):J.qu(a—mgy)dy =

2m\ dy

et — It 32
S(t, @) = —au — ZME 2 L)

(1.178)
3m2

m-g
Nalezli jsme tedy S, které je funkci ¢asu, staré zobecnéné proménné y a nové zobecnéné

proménné O = a, ktera je konstantni. To je vysledkem tfetiho kroku. Nyni provedeme
posledni krok — transformaci k nové hybnosti P = f3, ktera je také konstantni:

St v, « 200 2 a 1
I ) e S S
i mg~ & mg 2

Z pocate¢nich podminek y(tg) = & a y'(tp) = 0 odvodime a/mg = h, = ty, tedy
1 2
yzh—Eg(t—tO) . (1.179)

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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1.5 Nelinearni dynamické systémy

Hamiltonovy rovnice popisujici mechanické systémy vedou na soustavu diferencialnich
rovnic prvniho fadu pro proménné q,p. Oznaéme &= (q, p) mnoZinu hledanych
fazovych proménnych systému. Diferencialni rovnice vzniklé z Hamiltonovych rovnic
potom maji tvar:

51 =fi(t>§ls§2""’§N);

§2=f2(t,§1j§2,---,§N); (1.180)

Sv=fvtEEr by,
neboli

S =/fi0.8),  k=L...N. (1.181)

Pocet rovnic N nemusi byt nutné sudy (soufadnice a jim odpovidajici hybnosti), rovnice
pro zachovéavajici se proménné ze soustavy vyskrtneme a nefeSime je. Na pravych
strandch vétSinou neni explicitné obsazen Cas — takové soustavy rovnic se nazyvaji
autonomni. V dal$im textu se budeme zabyvat jen autonomnimi soustavami rovnic

&G =/i(8&), k=L..,N. (1.182)
Nejjednodussi je pfipad linearnich rovnic tvaru
Si=anéy+-,andy s
: (1.183)
Env=an &+ ayyéy -
neboli
§=AE. (1.184)
Regeni linearnich rovnic je jednoduché. Nalezneme vlastni &isla a vektory matice A:

An?D = 4,n® (1.185)

Upravou rovnice (1.185) dostaneme (A —11)n =0. Tato rovnice bude mit netrivialni
feSeni jen, je-li
det(A-411)=0, (1.186)

coz je rovnice pro vlastni ¢isla A. Z tvaru (1.185) potom dopoéteme vlastni vektory.
Resenim soustavy linearnich diferencialnich rovnic je kazdy vyraz

§=nexp(i),

protoZe
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((11—5 =Anexp(At)= Anexp(1lt)=Ag.
Obecné feseni je linearni kombinaci feseni pro jednotliva vlastni ¢isla:

&0 =cm"” My eyn® S (1.187)

Jde-li o problém kmitt, A jsou komplexni (A =0 +1 wf ). Jednotlivé Cleny v souctu
(1.187) jsou tzv. vlastni mody kmiti. Pocet vlastnich frekvenci je mensi nebo roven
fadu matice A.

Poznamka: Vysledek (1.187) plati jen, jsou-li vlastni Cisla matice A, uréena
z rovnice (1.186), navzajem rizna. Je-1i nékteré vlastni ¢islo k-nasobnym kofenem
rovnice (1.186), potom odpovidajici koeficient linearni kombinace (1.187) bude
polynom stupné £ — 1.

¢ Piiklad 24: harmonicky oscilator

Hamiltonovy rovnice pro harmonicky oscilator maji tvar

=L,
m

p= —me’x .

Odhlédneme-li od nepodstatnych konstant, je tfeba fesit soustavu rovnic typu

&1=¢, - d & _[ 0 lj &
&Hr=-§ de( &) (-1 0)(&,)

ve které & =x, & =p. Z rovnice pro vlastni Cisla (1.186) snadno uréime vlastni ¢isla
A1,2 =11 azrovnice pro vlastni vektory (1.185) odpovidajici vlastni vektory

1
M _ .. .
n ¢ L_J,

1
o).
—i
Obecné feseni soustavy tedy je

(-’51] 1) 1Y i
& ”‘@ ””[—ije ’

coz pro pocatecni podminky x(0) = &£1(0) = 4; p(0) = &(0) = 0 d& zndmé feSeni
x=¢& = Acost ;

p=E&, =—Asint.
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1.5.1 Matice stability a fazovy portrét systému

Je-li soustava diferencialnich rovnic nelinearni, mize byt feSeni mnohem komplikova-
né&jsi nez vysledek (1.187).

Stacionarni body reSeni

Jde o takové body fazového prostoru, ze kterych se systém samovolné nevyviji. Jsou
definovany vztahem d¢j /df = 0. Nalezneme je tak, Ze pravé strany soustavy diferencial-

nich rovnic (1.180) polozime rovny nule:

> S & =0; rovnice pro stacionarni body. (1.188)

Poznamka: ,,Vlozime-1i* systém piesné do stacionarniho bodu, (tj. pfipravime ho
s takovymi pocatecnimi podminkami), ziistane v tomto bodé fazového prostoru
jednou provzdy.

Stabilita reseni

Budeme zkoumat, zda stacionarni body jsou stabilni vzhledem k malym porucham
(perturbacim). Muzeme si piedstavit, Ze systém vlozeny do stacionarniho bodu nepatrné
vychylime a zkoumame, zda se samovoln¢ do stacionarniho bodu vrati (stabilni bod)
nebo zda se od n¢ho bude vzdalovat (nestabilni bod). Hledejme tedy feseni soustavy
rovnic (1.180) ve tvaru

Ee=ED 488, k=L..,N,

kde &) je stacionarni bod spliujici f;(§(3) =0 ; 8§ je mala porucha 1. fadu. Tento tvar
dosadime do vychozi soustavy rovnic:

e voa)-ne® e

a provedeme Taylortiv rozvoj pravé strany do prvniho fadu

di9), d _ Sy, S|
dt( p )+dt(5§k) VAS )+3§/§(S) 5.

Vzhledem ke stacionarité &S) se prvni ¢leny na obou stranach vyrusi a mizeme psat

> e e A (1.189)

kde jsme oznadili
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I |

> akl
d&; £

(1.190)

je tzv. matice stability. Jde o parcidlni derivace pravych stran rovnic (1.180) podle
jednotlivych proménnych ve zkoumaném stacionarnim bodé¢. Soustava rovnic (1.189)
pro malé poruchy o§ je linearizovand a jeji feSeni umime najit pomoci vlastnich Cisel
a vlastnich smér matice A. Je-1i Re(2) < 0, bude dany mod exp(/¢ ) utlumen a feseni je
stabilni v pfislusném vlastnim sméru. Je-li Re(4) > 0, je mod v daném sméru nestabilni.
Je-1i A = %1 b, mala porucha systém v okoli staciondrniho bodu rozkmita.

Poznamka 1: Pro soustavu dvou diferencialnich rovnic bude matice stability
rozméru 2X2 mit dvé vlastni Cisla A =aj+i1by a lp=ap+1by a jsou mozné
nasledujici situace:

a12<0;b12:O a12>0;b12:O a1a<0 b =0

NN N
AN TN N

stabilni uzel nestabilni uzel nestabilni sedlo

a2:0;b1:—b2¢0 a12>0;b1:—b2¢0 a12<0;b1:—b2*0

> 5 >

stabilni stred nestabilni ohnisko stabilni ohnisko

Poznamka 2: Ze znalosti stacionarnich bodu a vlastnich ¢isel a smérG matice sta-
bility jsme zpravidla jiz schopni odhadnout fazovy portrét soustavy. Ukéazky jsou
v nasledujicich ptikladech.
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€ Piiklad 25: nelinearni oscilator

Uvazujme soustavu rovnic

§1=¢,
§2=—§1+5§12-

Oproti standardnimu harmonickému oscilatoru je zde navic nelinearni ¢len s koeficien-
tem ¢. Nejprve urc¢ime z nulovosti pravych stran stacionarni body 4, B:

$2=0 L A4=[00]
_§1+g§12=0 B=[1/¢,0]

a zakreslime je do fazového prostoru. Potom nalezneme matici stability (1.190) v obec-

ném tvaru:
I I
A 95 95, 0 1
B W | -1+288, 0
CISECIS)

Tuto matici uréime v stacionarnich bodech 4 a B. Vypocteme vlastni ¢isla a vlastni
vektory z rovnic (1.186) a: (1.185)
t

0 +1 .
A: A:( | 0) =  Ap=%i =  porucha e*’'

0 +1
B: A= =
+1 0

Do fazového prostoru zakreslime nalezené typy stability i odpovidajici vlastni sméry:

+1
Ai=+1, n =c(+1j, porucha e*’

+1
Ay =—1, nzzc[ 1], porucha e’ .

p= 52 p= 62

A=-1 A=+1

stabilni nestabilni
smér smér

H—x
\ 4 @ L 4
3 N~ g

A B x=¢ y

Obr. 27: Postupna tvorba fazového portrétu nelinearniho oscilatoru.
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Ze stacionarnich bodu, typt stability v nich a vlastnich sméra Ize zpravidla odhadnout
cely fazovy portrét soustavy:

x:fl

Obr. 28: Fazovy portrét nelinedrniho oscilatoru.

¢ Piiklad 26: ¢astice v periodickém potencidlu

Typickym piikladem pohybu v periodickém potencidlu mize byt napiiklad pohyb nabi-
té Castice v krystalové mfizi. Predpokladejme, Ze se céastice nachazi v poli potencialni
energie dané vztahem

2
Vix)==V, cosﬂ.
a

Minus ve vztahu zajisti, ze potencial ma v po¢atku minimum, toto minus neni pro feSeni
prikladu podstatné. Perioda potencidlu je a a vyska V. Je ziejmé, ze Castice s celkovou
energii £ < Vp mize byt zachycena v minimech potencidlni energie (oscilovat) a ¢astice
s energii £ > V se mlze voln€ pohybovat. Pfislusné Hamiltonovy rovnice budou:

, i=tnm =2t L,
m
H:p——Vocos% = P
2m a . oH  27Vy . 27zx
p={pH}= =S =T gin 27X
dx a a

Stejné jako v prvnim piikladu odhlédneme od nepodstatnych konstant (jsou dany vol-
bou jednotek a soufadnic) a budeme Fesit soustavu rovnic typu

c1=%r,
& =—sing; .

V okoli pocatku by po nahrazeni funkce ,,sinus* argumentem tato rovnice vedla na
harmonicky oscilator (v poc¢atku je minimum potencialni energie). Obecné je tato rovni-
ce diky funkci ,,sinus® nelinearni. Budeme postupovat tak jako v minulém ptikladu.
Stanovime stacionarni body, najdeme v nich matici stability, uréime vlastni ¢isla a vlast-
ni vektory a zrekonstruujeme fazovy portrét soustavy:
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staciondrni body:

$,=0
, = A =[km,0];  k=0,+1,+2,--
sing; =0
matice stability:
K/
Ig1 9% 0 1
A= = .
% W —cos&; 0
IS
Pro & sudé¢:
0 1 , +it
A= Lo =  Ap=%i =  porucha e .
Pro k liché:

+1
Ay=+1, n1=c(+J, porucha ettt

+1
Ay =-1, nzzc( J, porucha e’ .

A 52 rychlost
(hybnost)

Obr. 29: Fazovy portrét Castice v periodickém potencialu.
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Castice s malou energii osciluji v minimech potencialni energie (jsou zachyceny). Casti-
ce s vy$§imi energiemi se pohybuji bud’ v kladném sméru osy x (horni dvé trajektorie)
nebo v zdporném sméru osy x (dolni dvé trajektorie). Cim vyssi je rychlost ¢astice, tim
méné je jeji pohyb ovlivnén periodickym potencidlem. Kiivka oddé€lujici trajektorie
ruzného typu (v pfedchozich piikladech je znacena ¢erchovang) se nazyva separatrisa.

1.5.2 Metoda potencialu

Problém stability Ize fesit i jinak nez vypoctem z matice stability. V nékterych piipa-
dech muzeme nalézt tzv. potencial soustavy. Jde o funkci ¢ (&, ... y) v jejichz maxi-
mech je soustava nestabilni (analogie kuli¢ky na vrcholu kopce) a v minimech je sousta-
va stabilni (analogie kulicky v dalku). Zname-li potencial ¢ (&1, ... &y), miizeme si tuto
funkci predstavit jako vysku terénu ¢ nad prostorem (¢, ... &y). Kopce, udoli, sedla
a ostatni tvary tohoto terénu odpovidaji stejnym typtim stability, jaké by méla kulicka
vlozené na dané misto terénu v gravitacnim poli.
V jednodimenziondlnim piipadé méame jedinou diferencidlni rovnici

&=1(&). (1.191)

Postupem z minulé kapitoly bychom nejprve urcili stacionarni body z rovnice f(£) =0,
poté jednoprvkovou matici stability a = df/d¢ a jeji hodnotu v nalezenych stacionarnich
bodech. Pro a > 0 je systém nestabilni a pro a <0 je systém stabilni (porucha je dana
exponencialni funkci ea?).

Definice potencialu

Potencialem rovnice (1.191) nazyvame veli¢inu
> #E)=—[ F(£)dE. (1.192)
Ptimo z definice snadno ukazeme, ze plati

¢ ma extrém = d¢/dé=0 = fiH=0 = stacionarni bod,
¢ ma maximum = d2¢/d2 <0 = a=df/df >0 =  nestabilita,
¢ mad minimum = d2¢/d2>0 = a=df/dE <0 =  stabilita.

Ve vicedimenzionalnim ptipadé se pro soustavu (1.180) postupuje obdobné. Definu-
jeme diferencialni formu

dg=-£/®@)dS - /2®)dgy — - — fy@)dSy (1.193)

a hledame potencial ¢ tak, aby fi = —0¢/0k. Vyraz (1.193) je potom uplnym diferencia-
lem funkce ¢. Neni-li diferencialni forma (1.193) integrabilni, 1ze hledat integracni fak-
tor u(§) tak, aby byla integrabilni forma

dp=-fiuds - frudsy— - — fyudéy .
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Pro N <3 existuje integracni faktor vzdy. Z tvaru nalezené funkce ¢ jiz snadno rozhod-
neme o stabilité systému. Nasledujici piiklad je pro srovnani vyieSen pomoci matice
stability i metodou potencialu.

¢ Piiklad 27: potencial ,,dna konakové lahve*

Zabyvejme se nyni vlastnostmi nasledujici diferencialni rovnice s proménnym paramet-
rem ¢. Cilem je najit stacionarni body a celkové vlastnosti feseni:

d
d—§=g§—5§3; 5>0;  ZeR. (1.194)
t
Rozbor za pomoci matice stability provedeme zvlast’ pro zaporné a zv1ast pro kladné e:
e<0: stacionarni bod A4: &=0;
matice stability: a=€-3 5552 =£<0 =

bod 4 je stabilni.

e>0: stacionarni body 4, B, C:  &s=0; £g=%e/d
matice stability:
& probod 4 = A je nestabilni
a=€-30 é‘sz = P ] ) o
—2¢ probody B,C = B,C jsou stabilni
e<0 A e>0 C A B
L 4 L 4 L 4 >—@ <
0 3 —Ve/ld 0 Veld 3

Obr. 30: Stabilita stacionarnich bodu.

Re$me nyni stejnou tlohu metodou potenciélu:
g2 &l
= - dé = —e2—+62—.
(3] _[f (&)dg 2 p

Potencial
konakové
lahve 6 =1

-2

Obr. 31: Potencial dna konakové lahve.
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Na obrazku je znazornén prubch potencidlu pro 6 =1 a rizné hodnoty parametru e.
Vidime, Ze pro ¢ <0 ma ¢ jediné minimum v pocatku, ve kterém je stabilni bod 4. Pro
e>0 se tento bod stavd maximem a je nestabilni. Objevuji se vSak dv€ minima
v bodech & =1 (¢/6)1/2, ve kterych je systém stabilni. Vzhledem k charakteristickému
tvaru funkce ¢ pro ¢ > 0 se tato funkce nazyva ,,potencial dna koiakové lahve*.

L

1.5.3 Bifurkace

Bifurkaci nazyvame nahlou zménu fazového portrétu soustavy pii spojité zmeéné
nékterého fidiciho parametru vychozich rovnic. V piikladu 27 z minulé kapitoly vypada
fazovy portrét jinak pro ¢ <0 a jinak pro &> 0. Pfi pomalé zmén¢ ¢ se pomalu méni
fazovy portrét soustavy. Vyjimkou je bod & = 0. Fazové portréty pro ¢ <0 a ¢ > 0 nejsou
topologicky ekvivalentni (nelze je na sebe prevést spojitym zobrazenim).

&

™

stabilni staciondarni
body pro potencial
,konakové lahve“

Obr. 32: Bifurkace — vétveni feseni.

Typickym jevem pii bifurkaci je vétveni feseni. V pfikladu 27 je pro ¢ <0 jediny sta-
bilni bod & =0, pro ¢ > 0 existuji dva stabilni body &s =+ (¢/0)1/2 , bod & =0 se stava
nestabilni. Podle typu vétveni feSeni mlizeme bifurkace délit na superkritické, subkri-
tické a transkritické:

SC SC SC
superkriticka bifurkace subkriticka bifurkace transkriticka bifurkace

Obr. 33. RUzné typy bifurkaci.

Fazové prechody druhého druhu - typicka bifurkace

Potencial konakové lahve se vyuziva v teorii fazovych pfechodii druhého druhu. Fazové
pfechody prvniho druhu jsou zmény latky, pfi kterych se skokem méni vnitini energie,
objem, entropie atd. (tani, tuhnuti, var). Fazové ptechody druhého druhu jsou zmény
latky, pfi kterych se skokem méni az prvni derivace vyse uvedenych velic¢in: mérné
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teplo, teplotni roztaznost, modul pruznosti, susceptibilita atd. Prvni ucelenou teorii fa-
zovych pfechodi druhého druhu navrhnul Lev Davidovi¢ Landau.

Typickym fazovym pfechodem druhého druhu je zména chovani feromagnetika pfi
Curieové teploté Tc. Uvazujme pro nazornost jen jednu nekone¢nou tadu spind o1, o2,
03,. .., které mohou byt orientovany jen nahoru nebo dolt (tomu budou odpovidat hod-

noty o, =% 1) s jednoduchou interakéni energii danou vztahem

H=-J3 655,
<O-a O-b>

Sumace probiha pres nejbliz§i sousedy. Jsou-li tedy dva sousedni spiny orientovany

souhlasné, prisp&ji k celkové energii hodnotou —J, jsou-li orientovany nesouhlasné,

nepfispéji viibec. Pii nizkych teplotach (7' < T¢) maji spiny snahu zaujmout stav s co

mozna nejnizsi energii, tj. orientuji se prevazné stejnym smérem. Jsou tedy mozné dve

typické konfigurace:

TTTTLITTTTLTTTI T T T Tnebo b L LU LI TLLLLLLL

Zvysujeme-li teplotu, dojde pii 7= T¢ k fdzovému piechodu. Pii teplotach 7> T¢ jsou
spiny nahodné TLTLTLTITTTLILTTLILT a feromagnetické vlastnosti se

ztraci. Zavedeme-li parametr usporadani (magnetizaci) jako prumérnou hodnotu spinu
1
=— z Cy4»
N a

potom v nizkoteplotni fazi s klesajici teplotou M — * 1 a ve vysokoteplotni fazi s ros-
touci teplotou M — 0. Potencial ,konakové lahve* a s nim souvisici rovnice (1.194)
velmi dobfe popisuje praveé takovy fazovy prechod. Veli¢ina ¢ odpovida parametru
usporadani tj. £ = M a fidicimu parametru odpovida veli¢ina ¢ = T¢c — T:

E=M
I &g — 1 usporadana
&g = 0 vysokoteplotni faze ,spiny nahoru”
}Cia;t'c"a)fé‘; nizké teploty
c (e T<Tc (e>0)

-1 &g — — 1 usporadand

faze ,spiny dolG”

Curieova teplota
(fazovy prechod)
T= TC (8 = O)

Obr. 34: Fazovy prechod ve feromagnetiku.

Poznamka: Podobné typy potencialti jako potencial ,,koniakové lahve* se uplatiiuji
nejen pri popisu fazovych prechodii, ale napfiklad v inflaénim modelu ranych
vyvojovych fazi vesmiru a pii popisu spontanniho naruseni symetrie v prirodé.
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¢ Piiklad 28: Hopfova bifurkace

Uvazujme nyni soustavu diferencialnich rovnic, ktera popisuje pohyb systému v polar-
nich soufadnicich
. 25 .
F=r(e+0rc);

(1.195)
P=w; >0, r=20, peR.

Jde o soustavu rovnic pro pohyb systému v polarnich soufadnicich. Reseni pro thel je
okamzité: ¢(f) = po + wt. V ihlu ¢ jde tedy o rotacni pohyb proti sméru chodu hodino-
vych rui¢ek s thlovou frekvenci w. Zbyva jedina rovnice pro nezapornou radialni
vzdalenost 7(f). Snadno nalezneme feSeni stacionarnich bodu a stability:

e<0: stacionarni body 4, B: rs=0; rg= ,/|8 |/5
matice stability:
€ probod 4 = A je stabilni
a=£+36 rs2 = P J o
—2¢ probod B = B je nestabilni
e>0: stacionarni bod 4: rg=0
matice stability:
a=€+ 35;’82 =£>0 = A je nestabilni.
Y e>0

Obr. 35: Hopfova bifurkace.

Pro & > 0 je pocatek soutadnic nestabilni ohnisko. Pro £ <0 je pocatek soutadnic stabilni
ohnisko a ,bod“ B zadany vztahem rg= v lel/6 je nestabilni. Ve skuteCnosti tvoii B
v kartézské souradnicové soustaveé celou mnozinu bodu — kruznici. Systémy s pocatecni
podminkou » > rg se budou spiralovit¢ vzdalovat od stfedu a systémy s  <rg se budou
spiralovité pfiblizovat ke stfedu. VSechny trajektorie se od mnoziny B vzdaluji. Na
obrazku jsou ukazany dvé trajektorie s blizkymi pocate¢nimi podminkami, jejichz
vzdalenost s rostoucim ¢asem exponencialn€ nariista. Jde o tzv. Ljapunovu nestabilitu,
kterou se budeme zabyvat v piisti kapitole.

J
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1.5.4 Ljapunova stabilita, limitni cyklus, atraktor

Zkoumejme, jak se budou vyvijet dvé trajektorie s blizkymi pocatecnimi podminkami
&0 a §ote v Case:

x—/ x\
X\ ></"'—”__—->

Obr. 36: Ljapunova nestabilita (nalevo).

Rekneme, Ze trajektorie je ljapunovsky nestabilni, jestlize existuje trajektorie s blizkou
pocatecni podminkou, kterd se od zkoumané trajektorie bude s Casem exponencialné
vzdalovat. Rekneme, Ze trajektorie je ljapunovsky stabilni, jestlize se viechny trajekto-
rie k ni v Case ¢y blizké budou exponencialné pfiblizovat. Méni-li se v case vzdalenost
obou trajektorii exponencialné, plati

18,8 +€) &1, )|~ e*

a snadno urc¢ime

.1
A=1lim -In||§ — §||.
t—oo t
e—0

Koeficient A se nazyva Ljapunovtv exponent. Je-li A > 0, hovofime o ljapunovsky nesta-
bilni trajektorii. Je-li A <0, jedna se o ljapunovsky stabilni trajektorii. Je-li 1=0, je
zavislost jind nez exponencialni, napiiklad mocninnd, a nelze hovofit o Ljapunové
stabilité ¢i nestabilité.

Ve vicedimenzionalnich tlohach s §= (&1, &, ..., Ey) zavisi Ljapunoviv exponent
na zptisobu provedeni limity € —0. Ziskame tak N Ljapunovych koeficienti 1. fadu (ve

sméru soufadnicovych os). Mlzeme ale sledovat i cely svazek blizkych trajektorii ze
dvou nebo tiidimenzionalni oblasti (viz obrazek 37).

Obr. 37: 2D a 3D Ljapunovy exponenty.

Potom hovofime o vicerozmérnych Ljapunovych exponentech (2.fadu, 3.7fadu, ...).
Trajektorie je ljapunovsky stabilni, jsou-li v§echny Ljapunovy koeficienty 4 < 0. Pii-
kladem ljapunovsky nestabilni trajektorie je mnoZina rs =V (|¢|/d) pro & < 0 v poslednim
ptikladu na Hopfovu bifurkaci. Trajektorie s 7 > rg jsou ljapunovsky nestabilni. Trajek-
torie, pro n¢z je r <rg, jsou ljapunovsky stabilni. Jinym pfikladem Ljapunovy nesta-
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bility je kulec¢nik s prekazkami podle obrazku 38. PovSimnéte si, ze dvé blizké trajekto-
rie spolu v pozdéjsich casech piestavaji rychle souviset.

© O

Obr. 38: Kulec¢nik jako ukazka Ljapunovy nestability.

€ Priklad 29: Van der Poliiv oscilator

Systém je popsan diferencialnimi rovnicemi, které navrhnul holandsky fyzik Balthasar
van der Pol (1889—-1959) pro popis elektrického obvodu vakuové trubice:

f] =§2 5
Ey=—& +e(1-8ED)¢; 5>0.

V tomto systému se trajektorie s libovolnou pocate¢ni podminkou blizi k jediné
periodické trajektorii, kterou nazyvame limitni cyklus. Za dosti dlouhou dobu se kazda
trajektorie priblizi libovolné blizko k trajektorii limitniho cyklu. VSechny trajektorie
z blizkého okoli limitniho cyklu jsou ljapunovsky stabilni. Na obrazku 39 jsou fazové
trajektorie pro rizné pocatecni podminky van der Polova oscilatorus 6 =1a&=0.1:

(1.196)

52 Van der Pollv oscilator

-8 -4 0 4 &

Obr. 39: Van der Pollv oscilator. Limitnim cyklem je tlusta uzaviena krivka. )



88 Teoretickd mechanika

Nékteré pojmy z teorie mnozin

Vzdalenost dvou bodi p(A, B):

Definujme vzdalenost dvou bodi co nejjednoduseji, napriklad jako kartézskou vzdale-
nost danou Pythagorovou vétou

N
> P(A,B)= /Z(Ak—Bk)z.
k=1

Pro definici vzdélenosti lIze pouzit i jiny pfedpis splitujici zékladni pozadavky na pojem
vzdalenosti. Vzdalenost dvou bodi Casto piseme také ve tvaru ||A — B]|, kde [|-||je

N

2

> IIX||= ZXk )
k=1

Jde o normu (velikost) rozdilového vektoru A—B.

Vzdalenost bodu a mnoziny p(A,M ):

Vzdalenost bodu od mnoziny definujeme jako minimum vzdalenosti od vSech bodu
mnoziny, véetné jeji hranice (M) :

> p(A,M)= min p(A,X).
Xe M

Okoli bodu U; (A)
Za okoli bodu budeme povazovat kouli bez hranice se sttedem v A a polomérem &:

> Uz (A)={X; p(A,X)<e}.

Otevirena mnozina Mo

Oteviend mnozina je takova mnozina, ze kolem kazdého jejiho bodu lze zkonstruovat
okoli, které je celé v mnoziné Mo:

| 2 keVXEMOEIUg(X)CMO

Zjednodusen¢ lze fici, ze oteviené mnoziny neobsahuji svou hranici.

Uzaviena mnozina My

Uzaviend mnozina je takovd mnozina, ve které konvergentni posloupnost bodt konver-
guje vzdy k n€jakému prvku této mnoziny. Tedy nikdy se nestane, Ze bychom nalezli
posloupnost, ktera konverguje, ale jeji limita lezi mimo nasi mnozinu. Plati tedy:

> XOemy; xPosx = Xewmy;

Zjednodusené lze fici, ze uzaviené mnoziny obsahuji svou hranici.
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Poznamka 1: V naSem piipadé fazového prostoru jsou body A, B, X vzdy néjaké
N-tice (&1, ..., EN ).

Poznamka 2: Uzavieny interval a kruh s hranici jsou uzaviené mnoziny; otevieny
interval a kruh bez hranice jsou oteviené mnoziny; polouzavieny interval neni ani
oteviena ani uzaviena mnozina; prazdna mnozina a cely prostor RV jsou ve smyslu
predchozich definic oteviené i uzaviené mnoziny.

p(A.B) p(AM) Ue(A)

Obr. 40: K definici vzdalenosti a okoli.

Pojmy vztahujici se k FeSeni soustavy diferencialnich rovnic

Invariantni mnozina 7

O mnozing¢ fekneme, Ze je invariantni, pokud se z libovolného bodu mnoziny 7, chapa-
ného jako pocatecni podminka soustavy diferencialnich rovnic (1.180), vyvine fazova
trajektorie, kterd bude cela lezet v mnozing 7. Jakmile se tedy systém dostane do mno-
ziny 97, potom v ni bude setrvavat i ve v§ech pozd¢jsich ¢asech:

> 7={X; X,=8&(tp)es = X=§&1eJ proVi>ty}.

Husté pokryta mnozina ©
O mnozin¢ fekneme, ze je husté pokryta, pokud libovolné malym okolim kazdého bodu
mnoziny ® prochazi n¢jaka fazova trajektorie.
Chaotickd mnozina X
1) kazda trajektorie v X je ljapunovsky nestabilni,
2) existuje trajektorie, kterd X husté pokryje,
3) Xje invariantni mnozina.
Atraktor 4
1) trajektorie z okoli_4 jsou k _4 , pfitahovany*, tj. s rostoucim ¢asem se k 7 blizi:

U 42> A, zepro V&(ty)e U, plati lim p(§(1),4) =0,
t—oo

2) existuje trajektorie, kterd 4 hust& pokryje,
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3) A je invariantni mnoZina,

4) A je uzaviena mnozina.

Podivny atraktor §

Podivny atraktor je chaoticky atraktor, tj. vSechny trajektorie podivného atraktoru jsou
ljapunovsky nestabilni.

Limitni cyklus C

Limitni cyklus je uzaviena fazova trajektorie, ktera je atraktorem.

Poznamka 1: Kazdy stacionarni bod je invariantni mnozinou. Také kazda uza-
viena trajektorie, napriklad harmonického oscilatoru, je invariantni mnozinou.

Poznamka 2: Kazda uzaviena trajektorie tvofi automaticky invariantni uzavienou
husté pokrytou mnozinu. Limitni cyklus navic ,,pfitahuje* trajektorie z okoli, tj. ma
prvni vlastnost atraktoru.

Poznamka 3: Ptikladem chaotické mnoziny je plocha kulecniku na obrazku 38.
Poznamka 4: Podivny atraktor miize vzniknout jen v problému s dimenzi N > 3.

Poznamka 5: Pokud pro soustavu dvou rovnic neméni vyraz of1/& + 0f2/ér v jed-
noduse souvislé oblasti znaménko, potom v této oblasti neexistuje uzaviena trajek-
torie. Uvedené kritérium se nazyva Benoixonovo kriterium.

¢ Piiklad 30: bruselator (2D)
Budeme zkoumat chemickou reakci typu

ky
A _— X

k
B+X —25 Y+D
k3

2X+Y —— 3X
k.
x E
Rychlosti jednotlivych reakei jsou oznaeny ki, ..., k4. Koncentrace vychozich latek

a produktii oznalime ny, np, np, ng . Proménnymi budou koncentrace latek X a Y:
&1 = ny, & = ny. Z tvaru reakcei sestavime vychozi soustavu diferencialnich rovnic

d
:gZMM—@@§+hﬁé—hﬁ,

d&, 2
—= =kynpgi —k3Si Sy -
dt
Na pravych stranach jsou jen zapsany zpusoby vzniku a zaniku latek X a Y. Opustime-li
nepodstatné konstanty, jde o rovnice typu
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d

i=0€—(ﬁ+1)51 +512 $rs

dd’ (1.197)
£ _ e ¢l

Tyto rovnice poskytuji feSeni ve tvaru limitniho cyklu. Pro hodnoty a=2 a f=5,9
a rizné pocateni podminky jsou fazové trajektorie na nasledujicim obrazku. Po dosti
dlouhém case se koncentrace &1 a & periodicky méni (osciluji) kolem jistych stiednich
hodnot. Tento teoreticky model chemické reakce navrhnul rusko-belgicky chemik Ilja
Prigogine (1917-2003) na Svobodné univerzité v Bruselu.

@2 = ny 2D bruselator

o

2 4 6 8 & =ny

Obr. 41: Fazovy portrét 2D bruselatoru, limitni cyklus je zndzornén silnou ¢arou.

¢ Piiklad 31: bruselator (4D)

Budeme piedpokladat, ze predchozi reakce probiha soucasné ve dvou reaktorech
s moznosti vymeny latky X rychlosti d; a latky Y rychlosti d,. Koncentrace latek X a ¥
v reaktorech 1 a 2 oznacime takto: & = nyy, & = nyy, &3 =nx2, &4 = nyz. Vychozi rov-
nice budou

dd_ilza—(ﬂﬂ)é‘l +§12§2 +61(&5 -6

(R ALAS

u (1.198)
d_;:a_(ﬂﬂ)g% +EE+6(E ),

B _ iy -Ge a6 -G).
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J

>
REAKTOR 1 0y REAKTOR 2
>

Obr. 42: Spfazené bruselatory.

Rovnice (1.198) jsou soustavou ctyf nelinedrnich diferencialnich rovnic, jejichz feseni
vede pro nékteré parametry na podivny atraktor (dimenze systému je vétsi nez 3). Na
nasledujicim obrazku je ¢ast fazové trajektorie, kterd by husté pokryla oblast podivného
atraktoruproa=2; #=59;01=1,21a d,=12,1.

=n 1
4D Bruselator éz n

Obr. 43: Fazovy portrét 4D bruselatoru. D

€ Piiklad 32: Lorenziv atraktor

Jde o nejznamé;jsi ptiklad podivného atraktoru. Vychozi sada rovnic

d
%Za(fz—sﬂ),
dé,
> F=—§1§3+ﬂf1—fzs (1.199)
d
ﬁ_éﬂ $r -8

dt
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popisuje proudéni kapaliny mezi dvéma planparalelnimi deskami s riznymi teplotami
(viz [13], [14]). Veliciny &1, &, & maji postupné vyznam: prvni Fourierova komponenta
rychlosti, prvni a druha Fourierova komponenta teploty. Na nasledujicim obrazku je
opét zakreslena cast fazové trajektorie, ktera by husté pokryla oblast atraktoru. Rovnice
byly numericky feseny pro hodnoty a =3; f=26,5;y=1.

Lorenzlv atraktor

)
0

&

Obr. 44: Lorenzdyv atraktor.

1.5.5 Evolucni rovnice

¢ P¥iklad 33: elektrono-dérové plazma v silném elektrickém poli

V silném elektrickém poli zptsobuji urychlené elektrony a diry ionizaci narazem. Pii
setkani elektronu s dirou dojde k rekombinaci, tj. zaniku nosi¢t. Oznaéime-li &1 = ne
koncentraci elektront a & = nq koncentraci dér, budou mit zakladni rovnice pro ¢asovy
vyvoj poctu nosicu tvar:

dé,

?=0‘1 $1-B51¢,,

by (1.200)
d—t2=052§2 -B& &,

Prvni ¢leny na pravé strané popisuji ionizacni procesy (pfiristek nosica), druhé ¢leny
rekombinaéni procesy (ibytek nosiéti). Stejny tvar rovnic maji i nasledujici ulony. B
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¢ Piiklad 34: systém dravec a kofist

Predpokladame, Ze dravec se zivi kofisti (napiiklad vlk a zajici), kofist ma potravy
dostatek (ji naptiklad travu). Oznadime-li &1 = ng pocet dravcl v urcité oblasti a & = ny
mnozstvi potencialni kofisti, budou mit zédkladni rovnice pro ¢asovy vyvoj poctu zvifat
tvar podobny jako v pfedchozim piikladu:

d&,

T=—0{1§1+ﬂ1§1§2,

Iy (1.201)
d—t2=+0‘2§2—,32§1 $r.

Prvni ¢len v prvni rovnici popisuje thyn dravct v nepfitomnosti kofisti (& = 0). Prvni
¢len v druhé rovnici popisuje mnozeni se kofisti v neptfitomnosti dravct (¢1 = 0). Druhé
Cleny predstavuji pozirani kofisti dravci, tzv. ,parovou interakci®, diky které pocet
dravcu roste a mnozstvi kofisti se snizuje.

[

¢ Piiklad 35: dvé socialni skupiny
Popisme nyni dvé skupiny lidi s odliSnym ndzorem na urcity problém (pfivrzenci dvou
ruznych postupd, teorii, ndzord, politickych stran). Oznacime-li & =ny pocet piivr-
zencl nazoru A a & = np pocet privrzencli nazoru B, budou mit zakladni rovnice pro
¢asovy vyvoj poctu ptivrzenct tvar:

d¢,

?=051§1 +5161$,,

hy (1.202)
d—t2=052§2 -B2,61&,.

Koeficienty f mohou byt kladné i zaporné, parovou interakci zde tvori setkani prislus-
nik® riznych skupin, diskuze atd.

b
¢ Piiklad 36: chemické reakce
Uvazme chemickou reakci typu
k
A+B — C,
A+Cc 2 Bip.
Rovnice pro ¢asovy vyvoj jednotlivych koncentraci maji tvar:
d}’lA dnC
= —kll’lAi’lB - kzl’lAi’lC . d_ = +k1”A”B - kzl’lAi’lC .
dt ¢ (1.203)
dl’lB dl’lD

= —klnAnB + kznA}’lC N = +k2nAnC .

dr dt
Latka B je katalyzatorem reakce. Je-1i 4 zastoupena v dostate¢ném mnozstvi jako suro-
vina, lze brat n4 = const. a fesit jen tii rovnice.
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Vsechny rovnice z ptedchozich piikladl maji spolecny tvar

d .
> %:akjé:j +ﬁ]{l§j§l (1.204)

a nazyvaji se evolucni rovnice. Poznamenejme, Ze pies dvojné indexy se s¢ita. Charak-
teristicka je linearni kombinace rtiznych parovych interakei. Typickymi feSenimi jsou
oscilace, limitni cykly, ve vice nez tfech dimenzich vznikaji chaotické mnoziny a po-
divné atraktory. Rozeberme nyni feseni soustavy dvou rovnic tvaru

d&,
?:al‘fl +58161¢s,s
> (1.205)
dé,
?=0’2§z +B,8,¢,.

Standardnim postupem zjistime stacionarni body:

M =(0,0);

@[22 %
By B
Nezapominejme na vyznam jednotlivych proménnych & Vesmés jde o pocty jedincii

néjakého typu. Smysl tedy maji jen nezadporné hodnoty. Z matice stability urcime, Ze
prvni stacionarni bod

EW =(0,0) jepro ar,op >0 nestabilni,
ap,o0n<0 stabilni,
arron <0 sedlovy bod.

Druhy stacionarni bod

£ =(—ay/By.~q/ B) jepro

ap,on>0 nestabilni v jednom sméru,
a1,02<0 nestabilni v jednom sméru,
arron<0 stfed oscilaci (riizna znaménka a1 , ap).

V poslednim piipad¢ jde o oscilace kolem staciondrniho bodu s frekvenci

| o=[la,-a,]. (1.2006)

Tyto oscilace znamenaji oscilujici rovnovahu mezi jedinci obou typd, jejich pocet je
udrzovan v mezich danych oscilacemi. Pravé takovy systém je systém dravec a kofist
(priklad 34). V systému elektront a dér v silném elektrickém poli (ptiklad 33) neni
mozné dosadhnout oscilujici rovnovéhy. Pocty jedinct dvou socialnich skupin (ptiklad
35) mohou a nemusi oscilovat, stejné tak jako koncentrace latek v chemickych reakcich
(ptiklad 36).



96 Teoretickd mechanika

Volterrovy-Lotkovy rovnice

Doplnime-li na pravych stranach evolu¢nich rovnic regula¢ni ¢leny f%, dostaneme tzv.
Volterrovy-Lotkovy rovnice:

d ,

> %:akjfj + BlEE + i (1.207)
Regulacni ¢leny mohou popisovat v systému dravec < kofist napiiklad dodavani po-
travy zvné€jsku nebo vnéjsi regulaci poctu zvifat. Hodnoty f; mohou byt konstantni
i rizné funkce ¢asu (periodicky lov). Skéla typt feseni Volterrovych-Lotkovych sys-
témd je velmi bohatd uz pro dvojdimenzionalni ptipad. V riznych oblastech fazového
prostoru nachazime rtizné typy feseni — oscilace, stabilni a nestabilni ohniska, stabilni
oblasti, nestabilni oblasti, sedla. Pfi periodickych regulacnich ¢lenech pozorujeme rezo-
nance, buzeni systému. Naptiklad rovnice typu dravec <> kofist s regula¢nim ¢lenem

d¢g,

TZ—Q +&1&, +1/4,

a (1.208)
d—t2=+fz -&1és.

mé v bode &) =(1 ,3/4) feSeni ve tvaru stabilniho ohniska.

Logisticka rovnice

Nejjednodussim piipadem evoluénich rovnic je diferencialni rovnice, ve které je ¢asova
zména umérnad samotnému poctu jedincu:

dn _

—=an. 1.209
py (1.209)

Podle znaménka « je feSenim rostouci nebo klesajici exponenciala
n(t) = n(0)e® . (1.210)

Toto feSeni je vzdy jen ur€itym pfiblizenim reality. Nikdy nemize nic rlist exponenci-
alné po dosti dlouhou dobu. Exponencialni feSeni popisuje pocatecni nardst nestabilit
nebo rizna prechodna feSeni. Po urcité dobé pievladnou parové procesy, které vedou
k saturaci feSeni. Tuto situaci popisuje tzv. logisticka rovnice

> %=an—ﬁn2. (1.211)
dr

Ustalené (saturované) feseni snadno nalezneme tak, ze dosadime za dn/df nulu:
ng = lim n(t) =< . (1212)
t—o0 yij

K vyfteseni rovnice (1.211) pouzijeme substituci



1.5 Nelinedrni dynamické systémy 97

o
H==E"@). 1.213
n(t) ﬁf() ( )

Konstanta pfed feSenim reprezentuje saturovanou hodnotu. Mocninu » budeme hledat
tak, aby se diferencialni rovnice co nejvice zjednodusila. Po provedeni substituce dosta-
neme rovnici

r98 g ogmH. (1.214)
dt

Je zjevné, ze volba r=—1 prevede tuto rovnici na linearni rovnici s konstantni pravou
stranou, jejiz feSeni jiz snadno najdeme. Analytické feSeni plivodni logistické rovnice je

ot
> n(t) = ng—2C - s . (1.215)
eat+ns/}’lo—l 1+(lls/l’l0—l)e_0ﬂ

Snadno ovétime, Ze limita feSeni pro ¢ — oo da saturovanou hodnotu (1.212) a limita bez
parové interakce, tj. pro f — 0 (ns — o) da exponencialni funkci (1.210). Logistickou
rovnici popisujici omezeny exponencidlni rist poprvé navrhnul belgicky matematik
Pierre Francois Verhulst (1804—1849) v roce 1838.

n(t)

ng

Obr. 45: Reseni logistické rovnice.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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1.6 Lagrangeovy rovnice pro polni
problémy

1.6.1 Lagrangeovy rovnice, skalarni pole

Pro studium této kapitoly je nutné umét zachazet s kovariantnimi a kontravariantnimi
indexy. Pokud tuto techniku neovladate, ptectéte si nejprve dodatek C. V klasické me-
chanice jsme hledali zavislost zobecnénych souiadnic g(#) na Case. U polnich problémi
budeme hledat Casoprostorovou zavislost poli ¢z, x). Namisto Lagrangeovy funkce
budeme pouzivat hustotu Lagrangeovy funkce, ktera zavisi na Case, prostoru, polich
a jejich derivacich:

V=9, %,9,2,@,...0N 00, /01,00, /0x,...0Qy /0z),
coz budeme zkracen¢ zapisovat ve tvaru
V=9, O Pp ) -
Pro integral akce bude platit
S= [ 9CH 0P o) Exde = [ ZGH, 0, 0 o) d
Q Q

Stejné jako v mechanice téles budeme hledat nutné podminky extremalnosti integralu
akce a variace poli budou definovany ve stejném cCase (ale tentokrat i prostorové sou-
fadnici), coz nam zajisti zdménnost variaci a parcialnich derivaci. Na hranici oblasti 02
pozadujeme, aby variace byly nulové, tedy musi zde platit vztahy obdobné vztahim
(1.4), (1.5)a(1.6):
30k = Pr virt ) = Pt reat (1) 5
09, (02)=0; (1.216)
é'aﬂ(pk =aﬂ5¢k )

PoZadujme tedy, aby variace integralu akce byla nulova:

aj P, 0, pp ) d*x=0.
0

Diky zaménnosti variaci a derivaci mizeme pfejit s variaci do integralu a zapusobit s ni
na vSechny proménné (s vyjimkou x4, jde o variace ve stejné udalosti):

7/ o
J‘ 09 Sy + 09

§¢k d4x =0.
Q a¢k a¢k,05 “
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V poslednim ¢lenu zaménime variaci a derivaci: dgk,q = 00,9k = Oudpk a provedeme in-
tegraci per partes (pouzijeme Gaussovu vétu). Integral na hranici je vzhledem k (1.216)

nulovy, a proto mame:
o o
j o7 ~d, o7 Sppd*x=0.
ol 9% 9P

Vzhledem k tomu, Ze integrace musi dat nulu pro jakoukoli Casoprostorovou oblast £,
musi byt i integrand nulovy (pfesnéji fe€eno skoro vsude, tedy az na mnoziny dimenze
mensi nez 4):
¥ 4
a—-aaa— op, =0. (1.217)
L P

Pokud jsou pole ¢ nezavisla, budou koeficienty linearni kombinace (1.217) nulové
(cely vyraz ma tvar Xci oy = 0), tedy

o o
o7 2, oY -0
09 P
Vyraz upravime do standardniho tvaru Lagrangeovych rovnic
v4 o
> dy oF |_94 =0; k=1,...,N. (1.218)
o | O

Na rozdil od Lagrangeovych rovnic pro hmotné body a pevné télesa neni v prvnim
¢lenu jen Casova derivace, ale jsou zde derivace podle vSech Etytf proménnych. Lagran-
geovy rovnice rozepsané pro jedno jediné pole maji tvar:

ol oy o[ oy o[ oy o[ ar | oz
2 [ | - =0, (1.219)
ot| 9(0prar) | ax| 3(0psax) | oy| 9(dgidy) | oz| d(agloz) | ag

Poznamka: Lagrangeova funkce neni jednoznacné€ urcena. Funkce ¥ =9+ 0,K*

vede na stejné polni rovnice pro libovolny ctyfvektor K#. Této libovile 1ze vyuzit
ke konstrukei co mozna ,,nejelegantnéjsiho* lagranzianu.

q Piiklad 37: vlnova rovnice

Naleznéme Lagrangeovy rovnice pro Lagrangeovu funkci skalarniho pole ¢, ktera obsa-
huje jen derivace tohoto pole podle predpisu:

7= (aﬂq; )(aﬂgo) . (1.220)

ReSeni: Lagrangeova funkce je skalarem (to zajistuje jeden horni a jeden dolni index,
pfi zméné baze/souradnicové soustavy se vyraz nezmeéni). Pokud Lagrangeovu funkci

rozepiSeme, mame:
2 2 2 2
yz:_L(aij J{a_‘/’j L[99 +(3_¢’j . (1.221)
2\ ot ox oy oz

Po provedeni vSech derivaci d4 Lagrangeova rovnice (1.219)
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Nejjednodussi varianta Lagrangeovy funkce skalarniho pole tedy vede na vlnovou
rovnici. V Lagrangeové funkci (1.220) se vétsinou pise koeficient %:

1
Y = H =
| 2 7 2(aﬂ¢;)(a go) = Op=0. (1.222)
Dutivody jsou dva: Lagrangeovy rovnice daji vlnovou rovnici (bez nutnosti kraceni

koeficientem 2) a cely vyraz (1.222) je analogii kinetické energie (polovina z kvadratu
derivaci).

Jiné FeSeni: Resme stejny piiklad pro Lagrangeovu funkei (1.220) bez rozpisu do kom-
ponent. Leva strana Lagrangeovych rovnic je:

S |7 | o | a7 =a{ 7 |_
@ 00, | 09 @ 09, @ 9(9,9)
d 1
=0 —|0 oH =
“a(aa(p)[z( ﬂ(p)( (p)}

=%8a J [gm(aw)(av(p)]:

:%g“vaa[”u (v )+ (249 ) 5% |=

=%aa [6%4(00)+(00 )6%, =

1
=20 (070 )+(0%9) |-
=0,0% =0¢.
Vysledek je opét vinovou rovnici
Op=0.
Nejkratsi feSeni:

oY o 1 d 1
d ~ 0= 2 (050 ) = 20420 = 0,0% =0
aL(AJ dp 2 aa%(qﬂ(p )=32%20 =000 =00
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Kleinovo-Gordonovo pole
@ — 1 1 2 _ _
> /—5(8#¢)(8”(p)+51(2(p =  (@P)p=0. (1.223)

Lagrangeova funkce tohoto pole je kvadraticka v derivacich i v samotném poli. Druhy
¢len by odpovidal hustoté potencidlni energie v klasické mechanice (L=T-V). Vy-
slednd Lagrangeova rovnice je linedrni a je vhodnou rovnici napiiklad pro plazmové
vIny nebo pro kvantovy popis ¢astic se spinem nula.

Dno konakové lahve
1 1 B
@ _ - u 2 2_ P _4 _ 3_
> /—2(8#¢J)(8 (p)+21(2(p 4¢J = Op—Klp+pp° =0. (1.224)
Pokud budeme druhy ¢len interpretovat jako hustotu potencialni energie, dostaneme
hodnotu

o L 2o By
> V =—— 2o+ p* .
> (Y 4¢’

S obdobnou funkci realné proménné jsme se jiz setkali v kapitole 1.5.2.

<< —~ Re ¢
Img

Obr. 46: Potencial dna konakové lahve.

Potencial ma valcovou symetrii a nekonecné mnoho minim lokalizovanych na kruznici
o poloméru R. Pii vybéru nékterého z minim se narusi valcova symetrie. Odpovidajici
Lagrangeova rovnice je nelinearni. Nelinearni ¢len miZze eliminovat rozplyvani vino-
vého baliku (disperzi) zptisobenou linearnim ¢lenem. Rovnice ma proto nékterd feseni
ve tvaru solitonu — vinového baliku s neproménnym tvarem.

sin-Gordonova rovnice
> ,9”:%(8#(/))(8"(0)—1«2 cosp = Op—K sing=0. (1.225)

Tato znama nelinearni rovnice poskytuje opét solitonova feseni. Pokud provedeme
rozvoj trigonometrické funkce do linearniho ¢lenu, dostaneme Kleinovu-Gordonovu
rovnici, pokud provedeme rozvoj do prvnich dvou ¢lentl, dostaneme rovnici odpovida-
jici potencidlu ,.konakové lahve®.
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1.6.2 Kanonicky sdruZené pole

Obdobné jako jsme dfive zavedli k dané zobecnéné soutadnici kanonicky sdruzenou
hybnost a poté energii, mizeme i ve spojitém piipadé definovat kanonicky sdruzené
pole a hustotu energie vztahy

> 7 (t,X) = o7 ; (1.226)
a(/’k,t

> H(1,X) = Z{aa s J— 7. (1.227)
Pk |t

Analogicky vysledek jako diive daji i Poissonovy z&vorky mezi poli a sdruzenymi poli
{0 (%), @ (1.x)} =0,
> {7 (t,%), 7, (1,x)} =0, (1.228)
{1 (6,0, 1 (6,X)} = G 6(x=x)..
Obdobny je i zapis rovnice pro ¢asovy vyvoj poli ¢y
| 2 o ={op. A} (1.229)

Ve vsech téchto vyrazech se jakoby ztratila kovariance (stejny tvar v riznych soufadni-
covych soustavach) rovnic vzhledem k Lorentzové transformaci, vyrazy (1.226) az
(1.229) nevypadaji relativisticky. To je ale jen zdanlivé. Pokud zavedeme tenzor energie
a hybnosti vztahem (jde o relativistické zobecnéni vztahti 1.226 a 1.227)

1 07 1
7% =-S5 25,0 |-—g%,7, 1.230
B c§[a(aa¢k) ﬁ¢k] S8p ( )

bude hustota energie pole dana slozkou
M =cT?, (1.231)

a hustota hybnosti pole bude imérna kanonicky sdruzenym polim

5=1° =m0 = P=>mVe. (1.232)
k k

Veli¢iny Ty reprezentuji tok energie a T/, tok hybnosti. Z vyjadieni tenzoru (1.230)
a polnich rovnic (1.218) lze snadno ukazat, ze tenzor energie a hybnosti splituje rovnici
kontinuity

9,T%5=0. (1.233)

Ostatni relace lze také snadno piepsat do relativistického tvaru.
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1.6.3 Maxwellovy rovnice, elektromagnetické pole

Elektromagnetické pole vétSinou popisujeme Maxwellovymi rovnicemi

> divB=0, (1.234)
| 4 rotE=—a—B, (1.235)
ot
> divD=pg , (1.236)
oD
> tH=j,+—, 1.237
10 o+ (1.237)

které doplnime o materialové vztahy

D=gE+P,
> (1.238)
B =y(H+M),

kde vektor P je polarizace prostfedi (hustota elektrického dipélového momentu) a M je
magnetizace (hustota magnetického dipolového momentu).

Potencialy pole

Z rovnice (1.234) plyne existence funkce A(¢, x), takové, ze
> B=rotA. (1.239)

Rovnice je pak splnéna automaticky, protoze divergence z rotace kazdé funkce je
nulova. Veli¢ina A se nazyva vektorovy potencial. Dosadime-li vyjadieni (1.239) do

rovnice (1.235), ziskame vztah
rot [E + a—Aj =0,
ot

ze kterého plyne existence funkce ¢ takové, Ze E+0dA/df =—-V¢@. Rovnice (1.235) je
opét splnéna automaticky a pro elektrické pole mame vyjadieni

> E=—V¢—8—A. (1.240)
ot
Funkci ¢ nazyvame skalarni potencial, v pfipadé¢ stacionarnich poli ptejde (1.240) ve
znamy vztah
E=-V¢, (1.241)

kde znaménko minus jen odrazi fyzikalni skute¢nost, ze pusobici sila mifi do minima
potencialni energie. Elektromagnetické pole tak miiZeme popsat pouhou ¢tvefici veli¢in:
skalarnim a vektorovym potencialem. Tyto Ctyfi veliCiny tvoii relativisticky ¢tyivektor
(viz dodatek C).
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> AH = V:j . (1.242)

Zname-li Ctvefici A%, urc¢ime elektrické a magnetické pole snadno ze vztaht (1.240)
a (1.239). Vektory E a B jsou tak v jistém smyslu preferovany oproti vektorim D a H,
nebot’ je mizeme pfimo urCit z potencidld. Elektromagnetické pole je derivacemi
potencialti, oba vztahy (1.239) a (1.240) lze jednoduSe zapsat za pomoci tenzoru
elektromagnetického pole

0 E¥/c EY/c E%/c
—E¥/ 0 B* -B’Y
> FHV =H g¥ — 3" 4# = ¢ . (1.243)
“EY)c -B* 0  B"
-E?/c BY —BF 0

Jde o antisymetricky tenzor druhého fadu, ktery ma jen Sest nezavislych slozek (témi je
elektrické a magnetické pole). Slozky pole lze snadno odecist z pfislusnych pozic
tenzoru.

Nejednoznacnost potenciali, kalibrac¢ni invariance

Jiz diive jsme vidéli, Ze potencialy nejsou uréeny jednoznacné, dvéma riznym potenci-
alim mutze odpovidat stejné elektromagnetické pole. Pokud zavedeme nové, pretrans-
formované potencialy za pomoci tzv. gradientni transformace

> AM = A" 1M 1, (1.244)
kde f je zcela libovolna dvakrat spojité diferencovatelna funkce, pole se nezmeéni:

P =94 (A4 +0" f)=9" (4# +0# 1) =0# 4" =" 4 = FHY . (1.245)

Této libovile v potencialech Ize s vyhodou vyuzit pti konstrukei co nejjednodussi vari-
anty Maxwellovych rovnic v potencialech.

Maxwellovy rovnice zapsané za pomoci tenzoru pole

Maxwellovy rovnice (1.234) a (1.235) jsme vyuzili k zavedeni potencial elektromag-
netického pole. Zbyvajici dvé rovnice se zdrojovymi ¢leny miizeme za pomoci tenzoru
elektromagnetického pole snadno piepsat do tvaru

> FR = o (1.246)

kde ctyivektor j# prezentuje zdroje magnetickych poli
Poc
GH = _Q . (1.247)
lo

Tento tvar Maxwellovych rovnic je zjevné relativisticky.
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Maxwellovy rovnice v potencialech

PrepiSme Maxwellovy rovnice ve tvaru (1.246) za pomoci potenciali:
F /Iv,v =HMoJ s

30 (9947 -3 ) =

0%9,4" —9,0" A" = uy j* . (1.248)

Druhy ¢len na levé strané je D’ Alambertdv vinovy operator aplikovany na ctyipotencial
pole, prava strana zjevné prezentuje zdroje poli. Jedinou ,,vadou na krase* rovnic za-
psanych v potencialech je prvni ¢len. Zde vyuzijeme velké libovile v potencialech dané
kalibracni transformaci. Pfedpokladejme, Ze veli¢ina 0,4V je rovna né&jaké funkci ¢asu
a prostoru F(, x), tj.
0, 4" = F(1,x),

a zvolme za pomoci gradientni transformace (1.244) jiny Ctyfpotencial, pro ktery bu-
deme pozadovat, aby

dd =0 = 9,47+3,0"f=0 =  F@x)+0f=0.

Takova gradientni transformace bude vzdy existovat. Funkci £, ktera generuje transfor-
maci, staci volit tak, aby spliiovala rovnici

Of =—F(t,x). (1.249)

V novych potencialech je prvni ¢len v rovnici (1.248) nulovy a Maxwellovy rovnice
ziskaji jednoduchy tvar

od“ = —uy j* ; (1.250)
9,4 =0. (1.251)

Jde o obycejné vlnové rovnice pro Ctyfpotencidl 4%, u kterych jsou zdrojovymi ¢leny
slozky ctyfvektoru j#. Rovnice jsou jesté doplnény Lorenzovou kalibracni podminkou
(1.251). Ukéazali jsme, ze libovile potencialti 1ze vyuzit k tomu, aby Lorenzova kalib-
ra¢ni podminka byla splnéna. AvSak dokonce ani pozadavek na jeji splnéni neurcuje
potencialy jednoznacné! Z rovnice (1.249) je ziejmé, Ze funkce f neni urCena jedno-
znacné a lze k ni pficist jakékoli feseni vinové rovnice

Ofy =0. (1.252)

Proto je mozna jesté dalsi gradientni transformace
zzl’u = 1"1'” +8ﬂf0,

kterou lze vyuzit naptiklad k vynulovani skalarniho potencidlu. Uzavieme tuto partii
konstatovanim, ze miizeme vzdy zvolit takové potencidly, aby Maxwellovy rovnice
mély jednoduchy tvar
0d* =—uj* ;
> 0 (1.253)
d ﬂA'” =0.
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Lagrangeova formulace Maxwellovych rovnic

Hustota Lagrangeovy funkce pro interakci nabitych ¢astic s polem ma tvar
> ([/ = (/)part + (/)int + (/ﬁeld . (1254)

Prvni ¢ast popisuje pohyby ¢astic a vénovali jsme se ji v kapitole 1.4.1. Interakéni ¢ast
musi byt néjakou kombinaci ctyftoku j# (popisuje Castice) a Ctyfpotencidlu A# (popisuje
pole). Hned nejjednodussi skalarni varianta vede na spravné polni rovnice:

Vint = Ju A" (1.255)

Pro bodovou castici je ctyitok dan vztahem
co(x—x’
Qo ,) , (1.256)
Ové(x—x')
vektor x je polohovy vektor ¢astice a vektor x’ popisuje polohu pozorovatele. Lagrange-
ova funkce interakce bude dana integraci

Ling = [ B &X' = [ j, 4" &X' = [(-0p+ 0A-v) S(x—x) X =

Lyt =—00(2,X)+ QA(1,X)- V. (1.257)
Polni ¢ast Lagrangeovy funkce musi byt tvofena tenzorem elektromagnetického pole,
nejjednodus$im skalarem je kombinace F,f#v a polni Cast Lagrangeovy funkce by
méla byt tomuto vyrazu umérna. Konstantu umérnosti ur¢ime tak, abychom dostali

spravné polni rovnice (v tomto piipadé Maxwellovy rovnice):

1
> Ppietd =———F F* (1.258)
4t
Obe¢ casti hustoty Lagrangeovy funkce pro elektromagnetické pole jsou
1 ;
| 2 ’y}elmg = (/'/ﬁeld + (//)int = _%F#VF/IV +j#A‘u (1259)

Ovérme na zaveér, ze polni Lagrangeovy rovnice daji Maxwellovy rovnice:

00 | v .
ol | 4P
1y a(Fqu W) .
_ 0 _jﬁ =0;
4y o4bB-a



1.6 Lagrangeovy rovnice pro polni problémy 107

)

————(0# 4" =3V A" | | =y jg ;
a(aUlAﬁ)( ):l 0/

- {(aﬂAV ~3,4,)
[0 (Pt =0, 44) (68" 5 = 08" 5) | = i :

1 .
—580’ [E)aAﬁ —BﬁAa +8aAﬁ —B'BA“] =,u0]ﬁ 5

_aaFaﬂ = luo]ﬂ ;
_Faﬂ,a :/Uojﬁ ;
Fﬁa,a Zﬂojﬂ

coz jsou Maxwellovy rovnice ve tvaru (1.246).

Lorentzova pohybova rovnice

Pro pohyb c¢astic samoziejmé nadale plati Lorentzova pohybova rovnice (1.47), kterou
lze snadno zapsat za pomoci tenzoru elektromagnetického pole. Zaved'me nejprve
vlastni Cas Castice dr jako Cas plynouci piimo u Castice. Pro interval v misté Castice
mame

ds? = —c2d? +dx? = —c2d7?. (1.260)

Mezi vlastnim a obecnym ¢asem tedy existuje vztah

—2dr? =-c2d +dx? =
(1.261)

dr=i-v2/? =4
14

Vlastni ¢as je invariantem, ktery vyuZijeme pii zavedeni Ctyifrychlosti a ctythybnosti:

a
> U = ddL : (1.262)
T
> P =myU” . (1.263)
Pohybova rovnice nabité ¢astice ma potom tvar
o
> ddLT =0F?uy. (1.264)

Pouhym dosazenim za tenzor elektromagnetického pole (1.243) a s vyuzitim rovnosti
d/dz =y d/dt snadno ovéfime, Ze vztah (1.264) je jen elegantnim piepisem Lorentzovy
pohybové rovnice.
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Shrnuti

Uved’me nyni kli¢ové Lagrangeovy funkce a integraly akce S=[L dr=[¥ d4x. pro
elektfinu a magnetizmus

Castice interakce pole

7 WL —LF, P
- Ju dug

V2
Lo oom? 1-2 —00+0A- -

c
S —moc® [dz [ 4" d*x L [Fu F* d*x

4t

Pro hmotny bod postrada smysl hustota Lagrangeovy funkce, i kdyZ je mozné ji v prin-
cipu napsat. U vyjadfeni ¢asticového lagranzianu jsme vyuzili vztah dr = (1-v2/c2)1/2ds.
Stejné tak postrada smysl celkova Lagrangeova funkce pro pole, které je rozprostiené
v Casu a prostoru. Pokud vezmeme v ivahu pouze casticovou Lagrangeovu funkci,
dostaneme pohybovou rovnici volné ¢astice:

o
dg;zo. (1.265)
T

Pokud vezmeme v Gvahu Lagrangeovy funkce pro castici a pro interakce, dostaneme
pohybovou rovnici

o
dj—1= FPUg . (1.266)

Pokud vezmeme v tvahu pouze Lagrangeovu funkci pro pole, dostaneme Maxwellovy
rovnice ve vakuu:

F*  =0. (1.267)

A pokud uvazime polni a interakéni ¢asti Lagrangeovy funkce, dostaneme Maxwellovy
rovnice se zdrojovymi Cleny:

F* = g j* . (1.268)

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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2.1 Uvod

2.1.1 Mikrosvét a makrosvét

Teoreticka mechanika vychazi ze zobecnénych zkuSenosti ¢loveka, z toho, jak vnimame
svét kolem sebe v naSich meétitkdch — v tzv. makrosveteé. Snazime-li se zdkony teore-
tické mechaniky aplikovat na télesa malych rozmérd, naptiklad atomy nebo Castice (tzv.
mikrosvet), nebudou jiz pfedpovédi ve shodé s experimentem. V mikrosvété plati jiné
zékony. Napiiklad samotny akt méfeni muze ovlivnit objekty mikrosvéta. Chceme-li
urcit polohu fotbalového mice, zachytime okem fotony odrazené od mice a informaci
zpracujeme. Chceme-li urcit polohu elektronu, odrazeny foton, z kterého na polohu
usuzujeme, udéli elektronu nezanedbatelny impuls a zméni jeho stav. Asi nejvetsi rozdil
mezi jevy v makrosveété a mikrosveté souvisi s komutativnosti. V makrosveété jsme si
zvykli na to, Ze jevy, které pozorujeme, jsou komutativni — nezalezi na poradi. Je jedno,
zda nejprve provedeme méfeni 4 a poté méieni B nebo naopak. Zkratka AB = BA.
V mikrosvété tomu tak ale neni. Akt méfeni ovlivituje stav objektll a zalezi na tom,
které méfeni provedeme jako prvni. To je také hlavnim divodem selhani teoretické
mechaniky pfi popisu mikrosvéta. Teoreticka mechanika je zalozena na komutujicich
matematickych objektech. Jedinou nekomutujici strukturou v mechanice jsou Poissono-
vy zavorky, a to navic je§t¢ pomocnou.

Prvni jevy v mikrosvéte, které byly v piikrém rozporu s teoretickou mechanikou,
byly objeveny na pocatku 20. stoleti. Jejich analyza vedla ke zrodu kvantové teorie —
teorie relativity). Predpovédi dnesni kvantové teorie se shoduji s experimentem na
mnoho platnych cifer. Zakladni rovnice a vztahy zlstavaji shodné s teoretickou mecha-
nikou, plati vS8ak pro zcela jiné objekty. Napiiklad Lieova algebra Poissonovych zévo-
rek je aplikovana na operatory, které predstavuji dynamické proménné. Proto je nutné se
pted studiem kvantové teorie diikladné seznamit s dodatkem E.

Uved’'me nyni nekteré zakladni rozdily svéta malych rozmért — mikrosvéta — oproti
situacim, na které jsme zvykli z naseho okoli — makrosveta:

» Diskrétni hodnoty nékterych dynamickych proménnych
V urcitych situacich mizeme u sledované veli¢iny naméfit jen nékteré hodnoty a zadné
jiné. Nejcastéji jde o energii nebo moment hybnosti. V makrosvéte jsou métené hodnoty
vzdy spojité. Piesnéji fe¢eno jsou tak blizko u sebe, Ze je nejsme schopni rozlisit.

» Dualismus vln a ¢astic

Objekty mikrosvéta se mohou chovat nékdy jako viny a jindy jako Castice. Napiiklad
svétlo se pii fotoelektrickém jevu projevuje jako ¢astice (fotony) a pii interferenci nebo
ohybu jako vinéni. A nejde jen o svétlo. Elektron, ktery si piedstavujeme jako Castici, se
v elektronovém mikroskopu chova jako vinéni a v jinych situacich ma vinovou povahu.
Obdobné je to s neutrony a dal§imi elementarnimi ,,¢asticemi®.
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» Nekomutativnost aktu méreni

Pii méfeni hodnot dvou dynamickych proménnych (naptiklad polohy a rychlosti) mize
vysledek zalezet na poradi provedeni mefeni. Akt méfeni totiz ovlivilyje stav systému,
po méfeni se systém obecné nachazi v jiném stavu nez pred méfenim.

» Relace neurcitosti

Zvyseni piesnosti méteni jedné dynamické proménné snizi v nekterych piipadech ptes-
nost méfeni jiné dynamické proménné. Tato méfeni se navzajem ovliviiuji a jsou neko-
mutativni. VZdy se ovlivni méfeni uréité zobecnéné soutadnice a ji odpovidajici zobec-
néné hybnosti.

» Nedeterminizmus kvantové teorie

Dva experimenty pfipravené za stejnych podminek mohou dopadnout rizné. Pfi prove-
deni mnoha pokusti zjistime, ze vysledky maji pravdépodobnostni charakter. Jsme tedy
schopni predpoveédét jen to, s jakou pravdépodobnosti naméfime ten ¢i onen mozny jev,
nikoli to, ktery jev konkrétné nastane.

» Superpozice stavii

V makrosvété nikdy nemtizete byt na dvou mistech souéasné, naptiklad v poslucharné
na prednasce a v restauraci na vecirku. V mikrosvété takova situace mozna je. Objekty
mikrosvéta mohou byt, a také bézn¢ jsou, v superpozici dvou i vice stavi.

2.1.2 Experimenty, které vedly ke kvantové teorii

Shriime nyni zakladni experimentalni fakta, ktera vedla ke zrodu kvantové teorie:

Zareni absolutné ¢erného télesa

V absolutné ¢erném télese (lze za né povazovat napiiklad kazdou hvézdu) je v rov-
novaze latka a zareni pii néjaké konkrétni teploté 7. Sledujeme-li vyzafovani absolutné
¢erného télesa, zjistime, Ze na rtiznych frekvencich vyzafuje s riznou intenzitou. Expe-
rimentalné pozorovany prubéh energie vyzarené na jednotkovou frekvenci je na obraz-
ku. Teoretické vypocty kfivky zareni absolutné cerného télesa, které provadeli lord
Rayleigh, James Jeans a Wilhelm Wien, vedly k odliSnym zavislostem. Bud’ divergo-
valy v infracervené (IR), nebo v ultrafialové (UV) oblasti spektra.

did
@ 1 kvantova predpovéd’

2 2 klasicka predpovéd
(Jeans, UV katastrofa)

IR uv w

Obr. 47: Zareni absolutné cerného télesa.
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Spravnou formuli uhodnul az Max Planck v srpnu 1900 tim, ze zkousel porovnavat rtiz-
né funkce s naméfenymi udaji. Jeho vysledek znél: df/dw ~ w3 exp [ const w/T]. Za
dalsi dva mésice odvodil Planck tuto zavislost i teoreticky za piedpokladu, Ze energie
svétla o urcité frekvenci w se neméni spojité, ale je celistvym nasobkem zakladniho
energetického kvanta

> E = hw; h = 1,05457x107*Js. 2.1)

Velicina % se nazyva redukovana Planckova konstanta (nékdy také Planckova-Diracova
konstanta). Planck ptiivodné pouzil piedpoklad o kvantovani energie pro zjednoduseni
matematickych vypoctl. Pozd&ji se ukazalo, Ze energie elektromagnetického zafeni
urcité frekvence je skuteéné kvantovana, tj. jeji pozorované hodnoty nejsou spojité, ale
méni se skokem o zakladni energetické kvantum 7.

Poznamka: Planck ve svych vahdch pouzil namisto kruhové frekvence obydej-
nou frekvenci, a tak méla jim zavedend konstanta umeérnosti jinou hodnotu:

E=hv, h=21h=6.62607x10"*Js. (2.2)

Skutecny fyzikalni vyznam ma redukovana Planckova konstanta (je elementarnim
kvantem momentu hybnosti), kterou oznacujeme preskrtnutym pismenem 7 a kte-
rou budeme pouzivat v této ucebnici.

Fotoelektricky jev (fotoefekt)

Pti dopadu svétla (elektromagnetického zafeni) na povrch kovu mize byt z kovu vytr-
zen elektron, ktery opusti povrch kovu. K uvoliovani elektronti z kovu dochazi pii
frekvencich svétla vysSich nez prahova frekvence wq, kterd je pro dany kov charakte-
ristickd. Mame-li k dispozici svétlo s frekvenci niz§i nez prahovou, emise elektront
nenastane, byt bychom pouzili svétlo se sebevétsi intenzitou. Tento experiment je
v rozporu s pfedstavou o svétle jako elektromagnetickém vInéni. K fotoefektu by mélo
dochazet pti kazdé frekvenci a dostatecnou energii k emisi by mélo jit ziskat zvySenim
intenzity dopadajiciho svétla.

zareni elektron

kov

Obr. 48: Fotoelektricky jev.

Reseni podal Albert Einstein v roce 1905. Elektromagnetické vInéni se chova pii foto-
efektu jako Castice. Tyto Castice dnes nazyvame fotony. Energie jednoho fotonu zateni
o frekvenci w je pravé energie jednoho energetického kvanta (2.1). Vysvétleni foto-
elektrického jevu je nyni velice jednoduché. Na povrchu kovu dochazi ke srazce fotonu
s elektronem. Aby foton vyrazil elektron, musi mit vy$si energii nez je vazbova energie
elektronu v kovu: iw > Ej. Prahova frekvence zfejmé je wo = Ej/h. Celkova energeticka
bilance pro foton a elektron
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> ho = E +%mevz (2.3)

se nazyva Einsteinova rovnice pro fotoefekt. Energie dopadlého fotonu se spotfebuje na
vytrzeni elektronu z kovu a na kinetickou energii vylétavajiciho elektronu. Elektromag-
netické vinéni tedy miizeme povaZovat za soubor fotond. Proto i pfi zafeni absolutné
¢erného télesa se meéni energie zafeni o dané frekvenci skokem — tento skok predstavuje
prirtstek nebo ubytek jednoho fotonu.

Poznamka: Albert Einstein ziskal za objasnéni fotoelektrického jevu Nobelovu
cenu za fyziku pro rok 1921. Jeho obecna relativita byla sice vyznamnéjSim poci-
nem, ale v té dob¢ ji mnoho fyzikl povazovalo spize za kontroverzni hypotézu nez
za novou teorii gravitacni interakce.

Comptonuv jev

Arthur Compton v roce 1923 zjistil, ze rentgenové paprsky odrazené od povrchu grafitu
meéni svoji vinovou délku. Podle klasickych predstav by viny mély rozkmitat povrchové
elektrony a ty generovat vlnu se stejnou frekvenci. Vysvétleni bylo nakonec jednodu-
ché. Fotony se opét chovaji jako Castice, srazeji se s elektrony a pii srdZce ztraci ¢ast
energie, a proto méni svou vinovou délku. V extrémné horkém plazmatu mize dochazet
k opaénému jevu, fotony zde pfi srazkach s energetickymi elektrony naopak energii
ziskavaji, hovotime o tzv. inverznim Comptonove jevu.

Ohyb elektronii

Fotoelektricky jev ukazal, ze vinéni se mize chovat v urcitych situacich jako Castice.
Naopak, n¢kdy se castice chovaji jako viny. Naptiklad svazek elektronti prochazejici
Stérbinou nebo dvojstérbinou po dopadu na stinitko vytvoii typicky ohybovy obrazec.
Nemtizeme piedem fici, kam ktery elektron dopadne, ale pii velkém mnozstvi elektronti
mizeme urcit pravdépodobnosti dopadu do konkrétniho mista na stinitku. Vznikly ohy-
bovy obrazec je tedy typickym statistickym jevem.

pocet eM

q

elektrony <
o -
K

Stérbina stinitko

Obr. 49: Ohyb elektronu na Stérbiné.

Dnes jsou vlnové vlastnosti elektroni vyuzivany napiiklad v elektronovych mikro-
skopech. Elektrony maji vyrazné kratsi vinovou délku nez viditelné svétlo, a proto je
rozliSovaci schopnost elektronového mikroskopu podstatné vyssi nez optického. Poprvé
byly vinové vlastnosti elektronu pozorovany americkymi fyziky Clintonem Davissonem
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a Lesterem Germerem v roce 1927. Zkoumali odraz elektron od povrchu niklu. Po
vyzihani niklu doslo k rekrystalizaci a odrazené elektrony zacaly vykazovat na pfesnych
velkych krystalech ohybovy obrazec.

Poznamka: Céstice popisujeme &tvefici veligin (E, p). Definice energie £ a hyb-
nosti p souvisi se symetriemi pfi posunuti v ¢ase a v prostoru (viz teorém Noethe-
rové v kapitole 1.2). VInéni popisujeme Gtvefici veli¢in (o, k). Uhlova frekvence
o je definovéna jako zména faze vInéni s Gasem w = dg/dt a vlnovy vektor k je
zménou faze vInéni s prostorovymi soufadnicemi k = dp/dx. Pfi periodickém dé&ji
s konstantni periodou 7 v ¢ase a A v prostoru (vinova délka) lze psat w = 27/T,
k=2m/A. Louis de Broglie vyslovil hypotézu, Ze objekty mikrosvéta se chovaji
jako viny i jako castice (hovofime o tzv. dualismu vin a ¢astic). Pfevodni vztah
dnes piSeme ve tvaru:

> E=hwo, p=hk. 2.4)

Pokud bychom pouzivali pfirozenou soustavu jednotek, ktera se voli tak, aby 4 =1,
mély by vztahy (2.4) jesté jednodussi tvar. Casto nas zajiméa vlnova délka vinéni
odpovidajiciho konkrétni ¢astici, naptiklad elektronu v elektronovém mikroskopu.
Z druhého vztahu (2.4) mame mv = 2zhi// a tedy

_ 2mh
my

y) 2.5)

Existence atomu

Podle klasického planetarniho modelu atomu obihaji zdporné nabité elektrony kolem
kladn¢ nabitého jadra tak, jako ve slune¢ni soustavé obihaji planety kolem Slunce.
Planety jsou na ob&zné draze drzeny gravitacni silou, zatimco u elektronti v obalu je
odstfediva sila vyrovnana pfitazlivou Coulombovou silou.

Mezi gravitatnimi a elektromagnetickymi jevy je ale podstatny rozdil. Z Maxwello-
vy teorie elektromagnetického pole plyne, ze kazda nabita Castice, ktera se pohybuje se
zrychlenim, vyzafuje elektromagnetické vinéni a ztraci tak energii. Pfi kruhovém pohy-
bu elektronu kolem jadra se méni smér rychlosti, zrychleni dv/d¢ je nenulové (mifi do
centra atomu, jde o dostfedivé zrychleni) a elektron ztraci energii zafenim. M¢l by se
proto pohybovat po spirale a nakonec dopadnout na jadro atomu. Tento proces by mél
napiiklad pro vodik trvat pouhych 10-11 s. Podle klasické teorie by tedy za velice krat-
kou dobu nemély zaddné atomy existovat! Na tento paradox upozornil poprvé dansky
fyzik Niels Bohr.

Obr. 50: Paradox atomového obalu.



2.1 Uvod 115

Niels Bohr vytvofil tzv. Bohritv model atomu na zékladé tfi umélych postulati, které
pridal ke klasické teorii:

5) Elektrony se pohybuji jen po tzv. staciondrnich drahdch — tj. po takovych drahéch,
ve kterych je odpovidajici de Broglicho vinova délka ze vztahu (2.5) ,,namotana“
na ob&znou drahu tj. obvod drahy je n-nasobkem vinové délky. Vysledkem je jed-
noducha kvantovaci podminka

2rh

2zr, = ni; A= ) (2.6)
mv

n

Index n ¢isluje mozné stavy elektronu v atomu (7, mozny polomér drahy, v, rych-
lost na n-té¢ draze, E, odpovidajici energie) podle poctu vinovych délek elektronu
na jeho obézné draze.

6) Na stacionarni draze elektron nezafi.

7) Pii preskoku elektronu mezi dvéma stacionarnimi hladinami dojde k vyzafeni fo-
tonu o energii odpovidajici rozdilu energii téchto hladin.

Tato draha neni mozna Tato draha je mozna

Obr. 51: Bohrlv model atomu.

Tento jednoduchy Bohriv model atomu neni feSenim vySe uvedené¢ho paradoxu, jde
spiSe o postulovani nebo konstatovani experimentdlné¢ znamych skutecnosti. Navic je
tento model aplikovatelny jen na nejjednodussi atomy s jedinym elektronem v atomar-
nim obalu (H, He*). Tento jednoduchy model ale poprvé spravné urcil hladiny energie
elektronu v atomu vodiku a vysvétlil spektrum atomu vodiku.

Heisenbergovy relace neurcitosti

Pfi méfeni polohy a hybnosti objektu mikrosvéta budou neptfesnosti méfeni Ax, Ap
spliiovat relaci, kterou objevil Werner Heisenberg

| 2 AxAp = % 2.7
Cim pfesnéji uréime polohu objektu, tim méné piesné uréime odpovidajici hybnost
a naopak. Samotny akt méfeni ovliviiuje nas objekt, ale relace (2.7) je splnéna i tehdy,
neprovedeme-li meteni viibec. Jde o principialni hranici danou pfirodou, za kterou nelze
nahlédnout. Tato relace plati pro jakoukoli zobecnénou soufadnici a ji odpovidajici
zobecnénou hybnost.
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Naptiklad obycejny ohyb svétla na Stérbin€ lze chapat jako dusledek relaci neurci-
tosti pro fotony. Prichod fotont Stérbinou neni nic jiného nez pokus o urceni jejich
polohy y s presnosti Ay (velikost §térbiny). Fotony, které prosly s§térbinou, urcit€ mély
v okamziku prichodu soufadnici y rovnou soufadnici y Stérbiny. Zmensime-li §itku §tér-
biny Ay, zvySime piesnost méteni y; podle relaci (2.7) se ale zvysi nepiesnost Apy, ur-
¢eni odpovidajici slozky hybnosti. Vysledkem je znamy ohybovy jev — fotony za Stérbi-
nou vyletuji do riznych smért se stfedni kvadratickou fluktuaci hybnosti Ap, danou
Heisenbergovymi relacemi neurcitosti.

A 2y -

Obr. 52: Ohyb castice na Stérbiné a relace neurcitosti.

Sau

Vycet experimentalnich faktd, které jsme uvedli vySe, neni zdaleka uplny. VSechny ale
prispély ke zrodu kvantové teorie popisujici pro nas nezvykly svét atomu a elementar-
nich ¢astic.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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2.2 Zakladni principy kvantové teorie

Jak uz vime, klasicka mechanika selhala pfi popisu d&ji mikrosvéta zejména proto, Ze je
postavena na komutujicich objektech. V mikrosvété déje ale nekomutuji. Zakladnim
cilem bude tedy misto dynamickych proménnych pouzivat nekomutujici objekty
(operatory) a nalézt vztah mezi operatory a realnymi meéfitelnymi veli¢inami. Zaklady
matematiky, kterou je tfeba znat pro pochopeni kvantové teorie a pro studium této
ucebnice, naleznete v dodatku E, se kterym byste se méli seznamit, nez budete ¢ist dale.

2.2.1 Zakladni axiomy a definice

I. Redefinice stavu

V klasické mechanice je stav Castice urcen polohou a hybnosti.
Vzhledem k tomu, ze v mikrosvéteé nelze soucasné tyto veliCiny
m¢éfit a méfeni jedné ovlivni méfeni druhé, je nutné pojem stavu Ap
definovat novym zptisobem. Fazové trajektorie jiz nelze v mik- Ax
rosvéte popsat kiivkami. Vnimame je s piesnosti danou relacemi
neurcitosti AxAp > /2. Mzeme si predstavit, ze fazovou trajek- x
torii vidime rozmazanou ¢aru s rozliSenim danym obdé¢lnickem o plose #/2 (pokud sle-
dujeme jednu soutadnici a ji odpovidajici hybnost). Zaved’'me si nejprve nékteré pojmy.

Kompatibilita: Rekneme, Ze dvé dynamické proménné jsou kompatibilni, jestlize mé-
feni jedné veli¢iny neovlivni méfeni veli¢iny druhé. Pfikladem kompatibilnich promén-
nych jsou soufadnice (x, y), ptikladem nekompatibilnich proménnych jsou soufadnice
a ji odpovidajici hybnost (x, p,). Kompatibilita je symetricka vlastnost:

(AkompB) = (BkompA4) . (2.8)

Kompatibilita ale neni tranzitivni vlastnost. Z toho, ze (x komp y) A (y komp p,) neply-
ne, ze by muselo platit (x komp p,). Obecné mizeme psat

(Akomp B)A(Bkomp C) & (AkompC) . (2.9

Uplna mnoZina pozorovatelnych: Jde o maximalni nezavislou mnoZinu vzijemnd
kompatibilnich dynamickych proménnych. Jakakoli dal$i dynamickd proménna uz s ni-
mi neni kompatibilni. Napfiklad v nerelativistické teorii jsou nejznaméjsi iplné mnozi-
ny pozorovatelnych (x, y, z) nebo (px, py, pz). Pro centralni pole je uplnou mnozinou
pozorovatelnych také energie, druha mocnina momentu hybnosti a jeho jedna slozka
(E, L2, L3). SoucCasné lze tedy zméfit vSechny tfi soufadnice nebo vSechny tii slozky

hybnosti. Nelze jiz ale soucasn¢ zméfit vSechny tfi slozky momentu hybnosti.

Stav systému: Rekneme, Ze zname stav systému, zname-li vysledek méfeni nékteré
uplné mnoziny pozorovatelnych. Stavem tedy nazveme jen to, co lze ve skute¢nosti sou-
Casn€ zmefit.

Zakladnim rysem nové teorie musi byt nekomutujici objekty — operatory. Misto dyna-
mickych proménnych z klasické mechaniky (soufadnice, hybnost, energie, moment
hybnosti,...) budeme pouzivat operatory (operator soufadnice, hybnosti,...). Nekomu-
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tativnost téchto operatorti bude vyjadfovat nekomutativnost aktu méteni dynamickych
proménnych v mikrosvété. Veli¢iny naméfené piistrojem v mikrosveété jsou realna Cisla,
nékdy spojita (poloha Castice), nékdy diskrétni (naptiklad jednotlivé hladiny energie
elektronu vazaného v atomu). Jak ziskat z operatoru dynamické proménné sadu real-
nych ¢isel spojitého nebo diskrétniho charakteru? Takovou sadou je pravé spektrum
hermitovskych operatort (viz dodatek E). Dynamickym promennym budeme tedy prira-
zovat hermitovské operatory.

Kazdy operator puisobi na prvky néjakého Hilbertova prostoru £ Musime se tedy
ptat, jaky vyznam bude v na$i teorii mit sdm Hilberttiv prostor a také prvky, na které
operatory pusobi. Pozdé&ji uvidime, Ze pfili§ nezalezi na volbé Hilbertova prostoru. Pod-
statné jsou spiSe vztahy mezi dynamickymi proménnymi, nyni operatory. Kvantova
mechanika zaloZzena na prostoru £° funkci integrovatelnych s kvadratem je zndmé
Schrodingerova vinova mechanika vedouci na Schrédingerovu rovnici a vinové funkce.
Kvantové teorie zaloZena na prostoru /2 posloupnosti s¢itatelnych s kvadratem je Hei-
senbergova maticova mechanika. Ob¢ teorie se na prvni pohled zdaji naprosto odlisné.
Presto vlastni Cisla operatori v obou teoriich jsou stejna a ob¢ teorie tak davaji stejné
predpovédi. Hilbertliv prostor se vSemi svymi prvky a s operatory, které na prvky pu-
sobi, koresponduje s vlastnostmi celého systému z klasické mechaniky. Misto systéemu
budeme proto v kvantové teorii hovorit o Hilbertove prostoru daného systému (napfi-
klad Hilbertiv prostor elektronu).

Zbyva rozlustit posledni hadanku — k ¢emu jsou prvky Hilbertova prostoru? Jiz
v uvodu jsme si fekli, Ze v mikrosvété sam akt méfeni ovlivni stav systému. Pred méte-
nim je systém v jiném stavu neZ po méfeni. Akt méfeni dynamické proménné zastupuje
v kvantové teorii hermitovsky operator této proménné. Plisobenim tohoto operatoru na
prvek prostoru dostavame jiny prvek tohoto prostoru. A to je presné to, co hledame.
Prvky (vektory) prostoru tedy predstavuji stav systému. Akt méfeni koresponduje s pti-
sobenim piislusného operatoru na stav (prvek prostoru) a novy stav je prvek, ktery
vznikl pisobenim operatoru.

Vlastni cislo operatoru prezentuje naméfenou hodnotu a vypovida tak o stavu
systému. Vime uz, Ze nasobky kazdého vlastniho vektoru jsou opét vlastnim vektorem.
V H tedy existuje k danému vlastnimu ¢islu cely vlastni smér (paprsek). Stavu systému
proto musi odpovidat cely paprsek v % nikoli jen jeden jediny vektor. Pfichazime tak
ke tfem zékladnim axiomiim kvantové teorie, které tikaji, jak spolu koresponduji klasic-
ké a kvantové pojmy:

systém - Hilberttv prostor #
stav systému - paprsek natazeny na |y >
dynamicka proménné 4 - hermitovsky operator A

S linearitou budované teorie se poji velmi dilezity princip:

m Princip superpozice: Necht |p>€ #H a |y>e€ H a reprezentuji dva rizné stavy
systému. Potom je kazdy vektor aj | ¢ > + ap| > také fyzikaln¢ realizovatelny stav.
Bez tohoto pozadavku by nebylo mozné vybudovat linearni teorii. Navic jde o jiz vyse
zminénou vlastnost kvantového svéta. Systém v mikrosvété mize byt (na rozdil od
makrosvéta) v superpozici vice stavi.
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II. Méreni v kvantové teorii

Akt méfeni dynamické proménné 4 v n&jakém stavu znamené aplikaci operatoru A této
dynamické proménné na dany stav | y >. Operatorem A a stavem | > musi tedy byt
zcela jednoznadné dano, co je a co neni mozné na systému naméfit. Odpoveéd na tuto
otazku poskytuji tzv. interpretacni postulaty:

m Postulat A: Méfime-li dynamickou proménnou 4, mizeme na systému naméfit jen
nékterou z vlastnich hodnot {a;} operatoru A této dynamické proménné:

Aj>=a |j>. (2.10)

m Postulat B: Pozorovani dynamické proménné 4 na systému, ktery byl pfipraven ve
vlastnim stavu | j > operatoru A, vede zcela jisté k naméfeni vlastni hodnoty a;.

m Postulat C: Je-li systém piipraven v obecném stavu |y >e€ #, vede opakované
méfeni veli¢iny 4 k riznym vysledkiim a;. Stfedni hodnota téchto opakovanych méfeni
bude rovna

<A>=<y|A|y>. 2.11).

Poznamka 1: Opakovand meéteni si nemusime predstavovat tak, ze bychom na
stejném systému opakovali neustale tatdz méfeni. V praxi by to nebylo provedi-
telné. Tézko mizeme na jednom jediném elektronu zopakovat néjaké méreni. Mu-
sime mit pfipraveno velké mnozstvi systému ve stejném stavu (napfiklad svazek
elektrontl) a opakovat méteni na mnoha riznych elektronech (systémech).

Poznamka 2: Vyraz pro stfedni hodnotu je nejjednoduss§im moznym vyrazem slo-
zenym z operatoru A astavu |y >, ktery da jako vysledek realné Cislo. Stredni
hodnotu byva zvykem oznacovat <4>nebo 4 .

Poznamka 3: Automaticky predpokladame, Ze stavové vektory jsou normovany
k jedné. Neni-li stavovy vektor normovan, musime vyraz pro stiedni hodnotu vy-
delit jesté kvadratem normy stavového vektoru:

> 4> —VIA Y (2.12)
<yly>

Poznamka 4: Vyraz pro stfedni hodnotu rozepsany v prostoru £X(®?) da:

. [¥" 0 Ap(x) d’x
[FACIZCER S

Poznamka 5: Jsou-li vSechny systémy pfipraveny ve vlastnim stavu | j > operatoru
A, da stiedni hodnota dana postulatem C samoziejms prislu§nou vlastni hodnotu
podle postulatu B a vSechna meéfeni daji v tomto vyjimecném piipadé stejny
vysledek (pfes j se nescitd):

<A

(2.13)

_<j|A|j>_aj<j|j>_a
<jlj> <Jjlj>

J



120 Kvantovd teorie

I11. Statisticka interpretace stavového vektoru

Rozvineme-li stavovy vektor do ortonormalni spocetné baze | n > nebo nespocetné baze
| x > bude mit rozvoj tvar (viz dodatek E)

|W>=Z|n><n\l//>=21//n|n>resp.
(2.14)
|l//>=f|x><x|w>dx=jw(x)|x>dx.

Koeficienty rozvoje y,, respektive y(x) chapeme jako amplitudu pravdépodobnosti, ze
systém nalezneme ve stavu | n >, respektive | x >. K tomu nés opraviuje fakt, ze jde
o projekce stavového vektoru do patficného prvku baze. Z normovanosti stavu k jedné
okamzité plyne

S, =lresp. [y (Op(0de=1 (2.15)
a vyrazy

> Wy =YWy tesp. w(x) =y ()W(x) (2.16)

proto chapeme jako pravdépodobnost realizace stavu | n > resp. hustotu pravdépodob-
nosti nalezeni systému ve stavu | x >. Pravdépodobnosti jsou automaticky normovany
k jedné. Druhy ze vztahti (2.14) piedstavuje superpozici systému v nékolika polohach.

IV. Princip korespondence

Poslednim ze zakladnich principti kvantové teorie je princip korespondence. Vymezuje,
které Casti z teoretické mechaniky je mozné prevzit v kvantové teorii.

m Princip korespondence pro ziakladni relace. Zakladni relace mezi dynamickymi
proménnymi v teoretické mechanice a pfislusSnymi operatory v kvantové mechanice se
mohou lisit jen pofadim operatort.

m Princip korespondence pro algebru Poissonovych zavorek. Struktura Poissono-
vych zéavorek v teoretické mechanice je shodna se strukturou komutatord v kvantové
teorii:

A - A

B> B = {4,B}=C — [AB] = kC.

Cc - C

Prvni ¢ast principu korespondence plati pro jednoduché relace mezi dynamickymi pro-
meénnymi, které neobsahuji derivace. Napfiklad definice Hamiltonovy funkce v poten-
cialnim poli V'
2 2 2
+pi+
H = pxi—ypzwu,y,z) 2.17)
m

prejde v definici Hamiltonova operatoru

. PI+P24PZ
> H= 2 2 Z.4yXY.2). (2.18)

2m
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Vyraz pro potencialni energii je typickou funkci operatoru (viz dodatek E). Pro vyrazy
typu A = xp nelze kvantovy analog jednozna¢né urcit. Mize jim byt bud’
A:)A(Is, nebo A=PX.

Operatory nekomutuji, a proto zalezi na jejich potadi. Spravna varianta z obou moznych
musi byt vybrana na zakladé experimentu. Stejné tak miizeme z riznych Lagrangeovych
funkci téhoz systému obdrzet rizné kvantové teorie a spravnou variantu je tfeba opét
vybrat na zaklad¢ toho, jak se ve skute¢nosti chova priroda.

Druha cast principu korespondence se tyka Poissonovych zavorek — vyrazl, které
v klasické mechanice obsahuji derivace dynamickych proménnych. Poissonovym za-

vorkdm v kvantové teorii odpovidaji komutatory dynamickych proménnych. Nelze v§ak
polozit rovnost mezi komutacéni relaci a Poissonovou zavorkou. Divody jsou hned dva:

1) rozmeérovy: Poissonova zavorka obsahuje derivace, které do vyrazi vnaseji fyzi-
kalni rozmér, komutatory nikoli. Proto je tfeba pouZzit rozmérovy prevodni koefi-
cient k.

2) principidalni: Dynamickym proménnym v kvantové teorii mizeme pfifazovat jen
hermitovské operatory (maji redlnd vlastni Cisla, kterd interpretujeme jako méfi-
telné hodnoty). Jsou-li operatory odpovidajici 4 a B hermitovské, musi byt ope-
rator odpovidajici C také hermitovsky. To 1ze opét zajistit pomoci konstanty £.

Urceme nyni podminku na konstantu £, ktera plyne z pozadavku hermitovosti operatorti:

[A,B] = kC
AB-BA =iC /T
BTAT-ATBf = t'Ccf /07=0
BA-AB=4C
—-[AB] = k' C.

P1i Gprave jsme pouzili vztah (E.18) pro hermitovské sdruzeni soucinu dvou operatort.
Porovname-li pocateéni a koncovy vyraz, musi platit * =— k. To ale spliuji jen ryze
imaginarni ¢isla. Pfevodni konstanta tedy musi mit tvar:

k=ih. (2.19)
Konstanta 7 je n&jaké realné Cislo a je jedinou fundamentdlni konstantou kvantové
teorie. Tato konstanta se bude vyskytovat ve vSech predpovédich kvantové teorie (na-
priklad v energetickém spektru elektronu vazaného v atomech, ve vztazich pro zafeni

absolutné cerného télesa, v Heisenbergovych relacich neurcitosti atd.). Jeji hodnotu je
mozné zméfit experimentalné na zakladeé téchto predpovedi a je rovna:

> h o= 1,054572x1073* Js. (2.20)

Jde o tzv. redukovanou Planckovu konstantu. Princip korespondence pro Poissonovy za-
vorky mizeme stru¢né zapsat jako

> (4,B} — %[A,é]. (2.21)
1
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Tim jsme zakoncili piehled zakladnich principi kvantové teorie. Jelikoz jde o zakladni
neodvoditelné principy, na kterych teorii stavime, bylo by mozné jen stroze vypsat axi-
omy, postulaty a principy oznacené v této kapitole ¢tvereCkem. Dopliujici texty se snazi
jen poukazat na to, Ze prave tato volba zakladnich axiomu je pfirozena a povede k cili.
O spravnosti zakladnich principti vS§ak mohou rozhodnout jediné experimenty ovétujici
vypovédi z téchto principt plynouci.

2.2.2 Kompatibilita méreni a Heisenbergovy relace

Rozhodnout o tom, zda se méteni dvou dynamickych proménnych ovliviji ¢i nikoli, je
jednoduché. Staci znat komutator operatord téchto proménnych. Je-li tento komutator
nulovy, je

AB =BA (2.22)
a méfeni se neovliviiyji. Zakladni komutatory pro soufadnice a hybnosti mizeme odvo-

dit z principu korespondence, ostatni uz pak z vlastnosti komutéatorti. Pro Poissonovy
zévorky mezi soufadnicemi a hybnostmi plati vztah (1.42):

oxt ={pepi}=0,  {xepb =0y (2.23)
Tomu odpovidaji podle principu korespondence komutacni relace:

X,., X,1=[P,, P, ]=0,
> [ kA I]A [P A/] (2.24)

Z nich je zfejmé, Ze souCasné Ize u objektu zméfit vSechny tii soutadnice nebo hybnosti.
Také se vzajemné neovlivni méteni napiiklad soufadnice x a hybnosti py. Jedind mére-
ni, ktera se vzajemné ovliviwji a u kterych zalezi na poradi meéreni (nenulovy komuta-
tor) je méreni zobecnéné souradnice a ji odpovidajici zobecnéné hybnosti.

Rovnice (2.24) jsou zakladnimi komutacnimi relacemi v kvantové teorii. Bylo by sa-

vvvvvv

N

algebry komutétorti. Tim se oprostime od klasické mechaniky a nemusime se k ni pfi
kazdé komuta¢ni relaci vracet. Kvantova mechanika zaéina ,,zit vlastnim zivotem®. To,
co prebrala z klasické mechaniky prostfednictvim principu korespondence, jsou jen
relace (2.24) mezi soufadnicemi a hybnostmi.

Odvod’'me nyni komutacni relaci mezi prvni a druhou slozkou momentu hybnosti:

[L;.L5]=[X,P; — X3Py, X3P - XP; ] =
=[X,P;, X3P, 1= [X,P;, X|P3 1= [ X3Py, X3P, 1+ [ X3Py, X Py ] =
=X, [P;, X3P, ]+ [X5, X3P 1Py — X, [Py, X, P31 - [Xy . X,P; 1P; —
— X3 [Py, X3P, 1 [X3, X3P, 1P, + X5 [Py, X(P3 1+ [ X5, X|P; 1P, =
= X, X3 [Py, P 1+ X, [P3. X3 1P + X3 [X,. P 1P; + X5, X3 ]PP; -
=X, X, [Py, Py ] = X, [Py, X 1P; = X, [ X, Py 1P; —[X5, X, IPsP; -
—X3X3 [Py, P ] - X5 [Py, X5 1P — X5 [X3,P 1P, —[X3, X3 PP, +
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+ XX, [Py, Py T+ X5 [Py, X, 1P; + X, [X3,P; 1P, +[X5, X, ]P;P, =
=0—X,[X;3,P;]P+0+0-0-0-0—-0—0—0—0—0+0+0+X, [ X5,P;]P, + 0=

Je jasné, ze postup je velmi zdlouhavy, ale pfimoc¢ary. Hledanou komutaéni relaci po-
stupné ,,rozméliiujeme* podle pravidel Lieovy algebry az na elementarni relace mezi
soufadnicemi a hybnostmi. Prakticky vSechny symbolicky orientované programy ¢i pro-
gramovaci jazyky bez problému tuto Glohu fesi za nas a obsahuji baliky pro vypocet
komutacnich relaci.

Analogickym postupem muzeme nalézt komutaéni relace pro ostatni slozky momen-
tu hybnosti. Neni to ale nutné, staci je ziskat cyklickou zdménou soufadnicovych os
(1 -2 — 3 — 1). Kompletni komutaéni relace pro moment hybnosti potom jsou:

ILy.Lo)=inls,
> IL,.Ly]=inL,, (2.25)
[Ls,L0=inL, .

Vysledkem je, Ze soucasné neni mozné zméfit zadné dvé slozky momentu hybnosti.
Meéteni kazdé slozky ovlivni méfeni kterékoli jiné slozky. Zaved'me operator kvadratu
velikosti momentu hybnosti

C=0+0+13. (2.26)

Stejnym postupem jako dfive dopocteme komutacéni relace kvadratu momentu
s jednotlivymi slozkami. Tentokrate pii ,,;rozméliiovani komutaéni relace postaci dostat
se jen k relacim (2.25) pro moment hybnosti. Jejich vysledek uz zname. Vypocet prove-
deme napriklad pro tfeti slozku:

L2, 0]= [0 +13 + 05, Ly 1= [, Ly ] +[L3, L3 ]+ (05, Ly ] =
Ly Ly, L3 1+ Ly, L5 I + oL, L5 1+ (L, L3I0, +0+0 =
—inLLy —ial,L, +inl,L, +inlL, =0.
Stejny vysledek dostaneme pro jakoukoli slozku:
> 2L0=0, k=123. (2.27)

Neni tedy mozné soucasné¢ zméfit dvé rizné slozky momentu hybnosti. Vzdy je ale
mozné zmétit kvadrat velikosti momentu hybnosti a jednu z jeho libovolnych slozek,
zpravidla se pouziva tieti slozka. Ze zatim provedenych uvah je zfejmé, ze soucasné
miZeme méfit dynamické proménné {x, y, z} nebo {py, py, p-} nebo {L?, L3}. V kapi-
tole 2.5 uvidime, ze v piipadé sféricky symetrického potencialu je s posledni mnozinou
kompatibilni jesté energie, tj. iplnou mnoZinu pozorovatelnych tvoii trojice {E, L%, L3}.

Nalezli jsme tedy jednoduchy postup, pomoci kterého zjistime, které veliiny lze
soucasn¢ meéfit a které ne. Postaci nalézt komutator odpovidajicich operatorti. Tento
postup ndm ale umozni odpovéd’ typu ano/ne. V piipadé, ze dynamické proménné spolu
soucasné méfit nelze, nas zajima, jak moc narusi akt méteni jedné proménné akt méfeni
proménné druhé. Na tuto otazku odpovidaji Heisenbergovy relace neurcitosti, které si
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nyni odvodime. Predtim si uved'me piehled zakladnich statistickych pojmu a jejich
operatorovych analogii v kvantové teorii:

statistika kvantova teorie

stfedni hodnota a sttedni hodnota a=<y|Aly>

odchylka Aa=a-a | operator odchylky AA=A-71

prumér odchylek Aa=0 pramér odchylek <y|A A ly>=0

0 B

<y |AA” |y >=

variance (Aa)? = «* — g2 | variance =<y |A?|y>-
—<y|Aly>?

stfedni stiedni

kvadraticka Aay, =y( Aa)2 kvadraticka Aay, =\<y/| AA? >

odchylka odchylka

Zkuste si dokazat oba dva statistické vztahy v klasické statistice i v kvantové teorii.
V obou ptipadech staéi jen dosadit z prislusnych definic. Nyni jiz mizeme piistoupit
k odvozeni relaci neurcitosti. Predpokladejme, Ze mame dvé nekompatibilni proménné:

A,B—)A,é;

Naleznéme soucin stfednich kvadratickych chyb méfeni:

[A,B]=C.

(2.28)

*1

(Aay ) (Mby )* =< ¥ [ (AAY |y >< | (AB)? |y > =

=<AAy |AAy ><ABy |ABy >=||AAy | - || ABy |* 2

:|<w|%(AAAB+A§AA) ‘ %mAAé_AéAANWR >

> <y %(AAAQ—AQAA) > =

1 PN
= |5<w|[AA,AB]|z//>\2 =

(*5)

1 A A
= \5<w[A,B]|w>\2 =

1 A
= | <wICly .

(*2)

(*3)

2|<AA1/1|A§1//>|2 =\<W|AAA§|1//>\2 =

4
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P1i odvozeni byly pouzity tyto triky a postupy (ve vypoctu oznacené hvézdickou):

(1) vyuziti hermitovosti operatori;

(2) Schwartzovo lemma (viz dodatek E);

(3) rozdéleni na symetrickou (S) a antisymetrickou (D) ¢ast;

(4) symetricka cast S je realna (je souctem dvou navzijem komplexné sdruzenych
¢isel), antisymetricka ¢ast D je naopak ryze imaginarni (je rozdilem dvou na-
vzajem komplexné sdruzenych cisel) a tvoii dohromady komplexni ¢islo, pro
které plati |S+D| = | x+iy | = (x22)12> |y| =|D);

(5) jednotkovy operator v definici AA komutuje s &imkoli.

Po odmocnéni posledniho vyrazu dostavame konecny tvar Heisenbergovych relaci:
1 .
| 2 Aay, Ab, 2 5|< v Cly>|. (2.29)

Zname-li vysledek komutaéni relace operatort pfisluSicich dvéma dynamickym pro-
ménnym, muzeme z Heisenbergovych relaci urcit miru ovlivnéni jednoho méfeni dru-
hym. Toto vzajemné ovlivnéni vysledkti méfeni zavisi na stavu, ve kterém je systém
pfipraven. Jen jsou-li obé dynamické proménné ve vztahu zobecnénd souradnice —
zobecnénd hybnost, nezavisi vzajemné ovlivnéni na stavu systému:

A

XPI=ind = A 2 Sy lilys = Skypivs = 2

To je nejznaméjsi tvar relaci neurcitosti

> AxAp zg. (2.30)

Jde o prvni méfitelny vysledek nami budované teorie, ktery obsahuje Planckovu
konstantu. Heisenbergovy relace jsou velmi dilezitym rysem kvantové teorie, se kterym
musime pii posuzovani jevi v mikrosvété pocitat. V Givodu jsme jiz zminili priklad
Stérbiny, kterou proléta paprsek svétla. Je-li Stérbina dostatecné Siroka, nedojde k vyraz-
nému ohybu svétla. Hybnost fotonl ve sméru $térbiny zname témér presné (je priblizné
nulova, fotony leti kolmo na rovinu §térbiny), ale nezname misto, kterym foton §tér-
fotonu, nicmén¢ dojde k ohybu svétla a ztratime informaci o hybnosti fotonu ve sméru
Stérbiny. Akt méfeni polohy zhorsil dostupnou informaci o odpovidajici hybnosti.

Jinym ptikladem je elektron v atomarnim obalu. Je lokalizovany v urcité malé ob-
lasti (fadové 10710 m, piesnou polohu samoziejmé& nezname) a tomu musi odpovidat
urcita hybnost (resp. rychlost) ve shodé s Heisenbergovymi relacemi neurcitosti. Elek-
tron se nemulze napfiklad v atomarnim obalu ,zastavit“. Obdobna situace panuje
v krystalické latce pti velmi nizké teploté. Se snizovanim teploty latky se snizuje chao-
ticky pohyb ¢astic, nicméné tento pohyb se nemtze nikdy zcela zastavit. Pokud by pii
absolutni nule ustal veskery pohyb latky, nachazely by se ionty pfesn¢ ve vrcholech
krystalické mfize (znali bychom pfesné jejich polohu) a nehybaly by se (znali bychom
presné jejich hybnost, byla by nulova). Znalost obou veli¢in odporuje Heisenbergovym
relacim neurCitosti. Krystal bude i pifi absolutni nule vykonavat tzv. nulové kmity.
Absolutni nula neni stav latky snulovym pohybem ¢astic, ale stav s minimalnim
moznym pohybem, ktery ptipoustéji zdkony kvantové mechaniky. Ze stejného divodu

Tvwr

vzdy vykonava alespon tzv. nulové kmity (viz kapitola 2.3).
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Jak jsme vidéli, relace neurcitosti ve tvaru (2.30) plati pro jakoukoli zobecnénou
soufadnici a ji odpovidajici zobecnénou hybnost. Neni proto mozné naptiklad soucasné
zméfit u kyvadla uhel a jemu odpovidajici moment hybnosti. Obecné pro kazdé dvé
kanonicky sdruzené proménné (g, p) plati

| 2 Ag Ap 2%. (2.31)

V teoretické mechanice jsme se zabyvali také Lagrangeovou formulaci teorie elektro-
magnetického pole (viz kapitola 1.6). Vid¢€li jsme, ze potencidly elektromagnetického
pole miZzeme chapat jako spojitou zobecnénou soufadnici a Ze knim existuje
odpovidajici kanonicky sdruzena hybnost pole. Pro ob¢ veli¢iny opét plati Heisenber-
govy relace neurditosti, a tak neni mozné, aby ve vakuu bylo soucasné nulové pole i je-
ho kanonicky sdruzena hybnost. Vakuum neni tedy prostor bez poli, ale s minimalnim
mnozstvim riznych fluktuaci vS§ech moznych poli, které nam pripoustéji zdkony kvan-
tové mechaniky. Situace je velmi podobna definici absolutni nuly. Skutecné vakuum
nemuze byt diky kvantové teorii nikdy prazdné, piijde o netrividlni dynamicky systém
plny fluktuaci riiznych poli. Tyto fluktuace se mohou projevovat doc¢asnou kreaci parti
Castice-antic¢astice. Takovy par po dosti kratké dobé€ opét zanikne.

Relace neurcitosti odvozené ve tvaru (2.30) plati pro vSechny tfi slozky polohového
vektoru objektu. V ramci relativity jsou ale prostorové slozky soucasti Ctyfvektoru
(ct, x), stejné tak jako hybnosti jsou soucasti Ctyivektoru (E/c, p). Rychlost svétla
v ¢asové oblasti Ctyfvektord pouze zajistuje, aby mély vSechny Ctyfi slozky stejny roz-
mér. Relace neurcitosti je mozné napsat i pro ¢asovou slozku ¢tyivektort:

> AE At zg. (2.32)

Ve shod¢ s timto vztahem muZze ve vakuu jakoby z ni¢eho vzniknout par ¢astice-anti-
castice s celkovou energii AE, pokud zase zanikne v dobé kratsi nez Ar = 4/(2AE). Ta-
kovy proces sice poruSuje zdkon zachovani energie, jde o jakési vypijceni si energie
z vakua ,na dluh“, nicméné pro nas bude nepozorovatelny, protoze porusuje relace
neurcitosti (2.32). K témto procestim skutecné ve vakuu dochazi, diisledkem neustalého
vzniku a zaniku elektron-pozitronovych parti je naptiklad pozorovatelna polarizace
vakua nebo Lambtv posuv spektralnich car. Spekuluje se o tom, Ze zrychlend expanze
vesmiru, ktera byla objevena Adamem Riessem a Saulem Perlmutterem v roce 1998, by
mohla mit ptivod v netrividlnim chovani kvantového vakua.

Vztah (2.32) mizeme také uplatnit pfi popisu vzniku spektralnich ¢ar v atomarnim
obalu. Pokud pfeskok elektronu mezi dvéma hladinami trvd kone¢nou dobu A¢, nebude
mit vznikly foton pfesné definovanou energii, minimalni neurcitost energie bude
AE ~ h/(2At) a spektralni ¢ara nebude nikdy dokonale ostra — bude mit vzdy konecnou
$ifku danou relacemi neurcitosti (jde o statisticky jev zpusobeny mnoha pieskoky elek-
trontl, jez jsou zodpoveédné za vznik spektralni cary).

Relace neurcitosti plati v podobé (2.29) i pro proménné, které nejsou vzajemné ka-
nonicky sdruzené. Mira ovlivnéni jednoho meéteni druhym potom zavisi na stavu, ve
kterém se systém nachazi. Napftiklad operatory kinetické a potencialni energie zpravidla
vzajemné nekomutuji. To mé za nésledek, Ze neni soucasné pfesn¢ zjistitelna kineticka
i potencialni energie a Castice se mize (na rozdil od klasické fyziky) ,,prehoupnout*
pfes potencialovou bariéru. Jde o tzv. tunelovy jev, ktery je dal§im zajimavym dusled-
kem kvantové mechaniky a jehoz podstata tkvi v Heisenbergovych relacich neur€itosti.
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¢ Piiklad 38: Gaussiiv vinovy balik

Ukazme nyni, ze pokud ma Castice vlnovou funkci ve tvaru Gaussova baliku, plati pro
ni AxAp = h/2, tj. v Heisenbergovych relacich neurcitosti (2.30) plati rovnost a aktem
meéfeni I1ze ziskat maximalni moznou informaci. Veskeré potiebné integraly k vypoctu
jednotlivych kroki tohoto ptikladu naleznete v dodatku G.

Obr. 54: Gaussuv vinovy balik.

Predpokladejme, ze vinova funkce ve tvaru baliku ma tvar, ve kterém je zakladni vina
dana funkci cos(kox) a obalka je tvarovana Gaussovou exponencialni funkef:

> W(x) = cos(kgx) ¢ | (2.33)

VlInovy vektor viny je ko, tomu odpovida z casticové-vinové duality hybnost popisova-
ného objektu 7kg. V exponencidlni notaci v€etné normovani k jedné budou mit vinova
funkce a ji odpovidajici pravdépodobnost tvar, viz vztah (G.4):

. 2
W(x) — (2“/”)”4 elkox e—O!)C ’ (2 34)
% 2 '
wx) =y w = Qaln)? e 29

V piipadé zahrnuti ¢asového vyvoje by nase vinova funkce méla jesté casovou cast.

Spoctéme nyni stfedni polohu, stfedni hodnotu kvadratu polohy a stfedni kvadratickou
fluktuaci. Vypocty jsou piimocaré za pomoci vztahti z dodatku G:

<x>=.[_+wxw(x)dx=0;

> <x? > =[x ) dv =1/(4e) (2.35)
Ax=v<x?>—<x>? =14 .

Nasi vlnovou funkci muzeme rozlozit do jednotlivych Fourierovych komponent za
pomoci Fourierovy transformace (je definovana naptiklad v [1], dodatek B4)

1T ) i )
w(x)= E_{O.p/(k)e b dk
(2.36)

Foo .
.v/(k):ﬁ [ woe™ dx.
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Vypocet provedeme doplnénim argumentu v exponenciale na ctverec.

A (k) =ﬁ [ yeoe™ dx=

+o0 /4
1 2a i —ax? i
J‘ (_j elk()x e o ikx dx =

1/4 +oo
=;( 2o } +,[ ol —ilk—kg)x/a] g _
T

—oo

I
(Z_Otj (ko) /(4a) J‘ alx-ilk—ko)x/a)? g _
T

EN

—oo

(Z_aj (k=KoY /(4) J' e—alx=x01” g, =
T

i -
3

_ 1 ~(k—ko)?/(4)
= v © '
(2ro)
Pro amplitudu . (k) mame tedy findlni vztah

2
> A () = — (ko) e (2.37)

(27a)"

Amplitudu ./k) lze chépat jako vinovou funkci v k prostoru (resp. v hybnostnim pro-
storu, protoze p = fik) a jeji kvadrat je hustotou pravdépodobnosti v k prostoru:

. 1 —hk)?
wy k)= "t =———e (k=ko)"/22) (2.38)
27na)

Snadno zkontrolujeme, Ze pravdépodobnost je jiz spravné normovana, tj. pr(k) dk=1.
Jako dalsi krok ur¢ime stifedni hodnoty hybnosti a kvadratu hybnosti objektu:

<p>=["nkw, (k)dk = k) ;

> <p?>= j_+°°(hk)2 w, (k) dk = o+ kg ; (2.39)

ApE\/<p2>—<p>2 =mla .

Nyni jiz mame vse potfebné k sestaveni levé strany Heisenbergovy relace neurcitosti:

> AcAp =g =1 (2.40)

Jaa 2

Gausstv vinovy balik tedy minimalizuje Heisenbergovy relace neur€itosti. Jinymi slo-
vy: minimum Heisenbergovych relaci neurcitosti se nabyva pro Gaussitv vinovy balik.
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2.2.3 Vlastni stavy energie, Schrodingerova rovnice

V minulé kapitole jsme se naucili rozhodnout, které dynamické proménné 1ze spolecné
méfit a které ne. Pomoci Heisenbergovych relaci neurcitosti jsme schopni i kvalitativné
postihnout miru naruseni jednoho métfeni méfenim druhym. Nyni se budeme vénovat
druhé zakladni uloze kvantové mechaniky: nalézt spektrum operatoru energie — hodnoty
energie, které je mozné na systému naméfit. Ulohu mizeme zformulovat napiiklad
takto:

Hin>=E,|n>, (2.41)
LB BL4PRiBT
H= —+rX) = —2 2 1y(X,Y,2), (2.42)
2m 2m
[Xk,xl}:[ﬁk,ﬁl}zo, [xk,ﬁl}:ih:lakl. (243)

Budeme hledat vlastni hodnoty operatoru energie (Hamiltonova operatoru) ze vztahu
(2.41). Tato rovnice pro vlastni hodnoty Hamiltonova operatoru se nazyva Schrédinge-
rova rovnice. Operator energie (Hamiltontiv operator) je dan vztahem (2.42). Zakladni
operatory, ze kterych je slozen Hamiltontiv operator, podléhaji komutac¢nim relacim
(2.24), resp. (2.43). Nezalezi prili§ na tom, jaky Hilbertdv prostor zvolime. V pfisti
kapitole uvidime feSeni harmonického oscilatoru v riznych prostorech %, vzdy dosta-
neme stejné spektrum Hamiltonova operatoru. Na daném prostoru je nejpodstatné;si
zvolit Hermitovy operatory zobecnénych soufadnic a hybnosti tak, aby spliovaly ko-
mutacni relace (2.43).

Ukazme si nyni prepis Schrodingerovy rovnice v prostoru £3(®) funkci integrova-
telnych s kvadratem na celém prostoru ®’. Nejjednodudsim operatorem na tomto pro-
storu je operator nasobeni soufadnici. Tento operator ztotoznime s operatorem soutad-
nice:

X:)C; ?:y’ Z=z. (244)

Nyni zbyva nalézt hermitovské operatory pro hybnost tak, aby spliiovaly komutacni
relace (2.43). Operator derivace a operator nasobeni soufadnici splituji v jedné dimenzi
komutac¢ni relaci (viz ptiklad E6, dodatek E)

[D,X] =1,resp [X,D] = -1 (2.45)
Je zfejmé, Ze relaci (2.43) splituje v jedné dimenzi operator
> P=—ind/dx. (2.46)

Pokud operator soufadnice zvolime jako pouhé nasobeni soufadnici, ma operator (2.46)
vyznam operatoru hybnosti. Samotny operator derivace neni hermitovsky, ale operator
derivace vynasobeny ryze imaginarni konstantou jiz hermitovsky je (viz ptiklad E8
v dodatku E). Ve tfech dimenzich postupujeme zcela analogicky. Pokud pozadujeme,
aby operatory soufadnice mély jednoduchy tvar (2.44) a ptitom platily relace (2.43),
musi mit operator hybnosti tvar
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neboli

>

P, =—ihi;
ox
.2
Py =—1h$; (247)
B ——in
Jdz
P=—ihV. (2.48)

Schrédingerova rovnice (2.41) s operatorem energie (2.42), volbou prostoru #= £(R’)
a operatory (2.44) a (2.47) vede potom na slavnou Schrédingerovu rovnici v tzv. x re-
prezentaci (operator souradnice je reprezentovan nasobenim soufadnici):

712
- V2 1+V(x)
2m

Va(X) = E, p,(x). (2.49)

Reseni Schrodingerovy rovnice pro konkrétni potencial ¥ poskytne spektrum operatoru
energie {E,} jakozto mnozinu moznych méfitelnych hodnot energie pro dany potencial.

Poznamka 1: Reseni rovnice (2.49) lze nalézt pro kazdou hodnotu energie. Ne
vzdy je viak toto feSeni z prostoru £(®). Je proto vzdy tieba vybrat z moznych
feSeni jen ta, ktera jsou integrovatelna s kvadratem, tj. do nekonecna ubyvaji do-
statecné rychle, aby zajistila integrovatelnost.

Poznamka 2: Existuje jednoduchy zpisob, jak odhadnout typ spektra pro dany
potencial. Muze-li se v klasické mechanice castice vzdalit do nekonecna, je spekt-
rum operatoru energie spojité. Nemiize-li se ani v jednom sméru vzdalit do neko-
necna, je spektrum operatoru energie diskrétni.

pohyb bez omezeni

pohyb bez omezeni

Obr. 55: Pohyby v potencidlni energii s minimem

Pripomenme, ze v klasické mechanice se ¢astice mize pohybovat tam, kde je jeji
celkova energie vét$i nez potencidlni. To plyne ze vztahu E=muv2 + V(x). Jde
vlastné o podminku nezapornosti kinetické energie. V nakreslené situaci je pro
E < 1y spektrum energie diskrétni, pro £ > V) spojité.
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UkazKky potencialti

U jednorozmérného potencidlu miize nabyvat poloha objektu x jakékoli realné hodnoty,
tj. plati x € (—o0, +o0)

1 /4 2 |4 3 V vV
A o 4

1

_| 4

I X I X I X I X

Obr. 56: Ukazky jednorozmérnych potenciald.

1. Symetricka pravothla jama. Castice v jamé ma diskrétni spektrum energie pro
E <1, kde se v klasickém ptipadé nemtze vzdalit do nekonecna. Tato oblast je zob-
razena Sedou barvou. Pro E > JVy ma castice v tomto potencialu spojité spektrum
energie. Pro nekonecnou jamu (¥ — o) je spektrum jen diskrétni.

2. Bariéra. Castice se v klasickém piipadé vzdy mize vzdalit do nekoneéna. V kvan-
tové teorii tomu odpovida zcela spojité spektrum energie.

3. Nesymetricka pravoiihla jama. Céstice ma diskrétni spektrum pro E < Vj, kde se
v klasickém pripadé nemtize vzdalit do nekone¢na. Spektrum energie je spojité pro
E> T, kdy se v klasickém pripadé¢ mtze vzdalit bud’ na jednu stranu (£ > V) a sou-
Casné E < V1), nebo na ob¢ strany (£ > V7).

4. Harmonicky oscilator. Harmonicky oscilator ma parabolicky priubéh potencialni

energie. Castice v klasickém pfipad¢€ osciluje a nikdy se nemtze vzdalit do nekonec-
na. Tomu odpovida v kvantové teorii diskrétni spektrum energie.

V nasledujicich ukazkach uvazujeme sféricky symetrické pole, kdy je potencidlni ener-
gie jen funkci radidlni soufadnice, tj. V= V(r). Na samotnou radidlni soufadnici klade-
me omezeni » > 0, tj. ¢astice nemiiZze mit zapornou hodnotu radialni soufadnice.

5|y 10} GVVO 7|y 8 |y
r
7 / r

r

Obr. 57: Ukazky tfirozmérnych potenciall.

5. Sféricka jama. Céstice ve sférické jamé ma diskrétni spektrum energie pro E < ¥,
spojité spektrum energie pro £ > V. V podobném potencialu se pohybuje naptiklad
neutron v atomoveém jadre.

6. Coulombova bariéra. Prubéh potencialu je kombinaci potencialu sférické jamy

a potencialu Coulombova odpuzovani. V podobném potencialu se pohybuje proton
nebo a ¢astice v atomovém jadre. Castice ma diskrétni spektrum energie pro £ < VY,
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spojité spektrum energie pro E> Vj. Existuje nenulova pravdépodobnost priniku
vzniklou potencialovou bariérou. Tomuto jevu fikame tunelovy jev. Je zptisoben tim,
ze operatory kinetické a potencialni energie spolu nekomutuji.

7. Coulombiiv p¥itazlivy potencial. Castice ma diskrétni spektrum energie pro
E <0, spojité pro £ > 0. V podobném potencialu se pohybuje elektron v atomarnim
obalu. Stavy se zdpornou energii jsou vazané stavy, stavy s kladnou energii jsou vol-
né, tj. elektron neni vazan k atomovému jadru.

8. Sféricky harmonicky oscilator. Castice ma v tomto potencialu jen diskrétni stavy
energie. Systém je pii vychyleni do kteréhokoli sméru vracen do pocatku podle pred-
pisu V(r) = 1/2 kr2.

2.2.4 Rizné interpretace kvantové teorie

Kvantova teorie je prvni teorii, jejiz soucasti je samotny experiment. Neni pochyb, Ze
experiment provedeny v mikrosvété ovlivni objekty mikrosvéta a zméni jejich stav. Pi
experimentu je z mnoha moznych vysledkd méfeni vybran praveé jeden jediny. Zptisob,
jakym k tomu dochazi, je spise filosofickou nez fyzikalni otazkou a rtzné skupiny fy-
zikll maji na priibéh samotného aktu métreni rizné nazory. Kvantova teorie je elegantni
matematickou konstrukcei, jejiz vysledky jsou v mimotfadné pfesném souladu s provade-
nymi experimenty. U mnoha ¢asti kvantové teorie ale zcela selhava nase predstavivost
atzv. ,;zdravy selsky rozum®. Objekty mikrosvéta uz nemtizeme ztotoznit s nasimi di-
vérné znamymi kulickami, maji jiné, mnohem bohatsi vlastnosti. Piikladem muize byt
vnitini moment hybnosti, tzv. spin, jehoz existence plyne z Lorentzovy symetrie (dva
experimenty provedené ve dvou inercidlnich soufadnicovych soustavach, jez se vza-
jemné pohybuji rovnomérné piimocaie, dopadnou stejn¢). Predstavit si spin je témer
nemozné. Dokazeme spocitat, jak se sklada s momentem hybnosti ¢astice, vime jaké ma
projevy, jak zptisobuje Stépeni spektralnich ¢ar v magnetickém poli nebo jak je zodpo-
védny za vazbu molekul. Miizeme si prestavit, ze elektron obiha kolem jadra (moment
hybnosti) a navic se to¢i kolem vlastni osy (spin), ale jde jen o pfedstavu, kterd ma ke
skutecnosti velmi daleko. Elektron ani neobiha kolem jadra a ani nerotuje kolem néjaké
osy. N&kdy je ale i $patna piedstava lepsi nez zadna. Slo o jeden piiklad za vsechny,
v kvantové teorii je mnoho véci nepfedstavitelnych a neuchopitelnych nasimi nedokona-
lymi smysly, které nejsou uzplsobeny pro pozorovani mikrosvéta. V nasledujicim textu
se seznamime s n¢kterymi nazory na ulohu kvantové teorie pfi popisu realného svéta.

Kodanska interpretace

Kodanska interpretace vznikala v Kodani v letech 1924 az 1927. Dnes jde o nejrozsite-
néj$i nazor na kvantovou teorii. Autory kodanské interpretace jsou pfedevsim Niels
Bohr a Werner Heisenberg, ktery byl od roku 1926 Bohrovym asistentem. Kvantova
teorie neni schopna predpovédét presné vysledek méteni, ale jen hodnoty, které je moz-
né naméfit, a pravdépodobnost, s jakou se tak stane. Ta je rovna kvadratu vinové funkce
(2.16). Pfed méfenim je systém v superpozici stavil. Tato superpozice je vSe, co je
mozné se o systému dozveédét. V pribéhu méfeni systém piejde do jednoho ze stavii této
superpozice. Akt méfeni se chova jako projekéni operator, ktery ze superpozice stavii
vybere jednu konkrétni projekci, jeden konkrétni stav. Pokud systém popisujeme za
pomoci vinové funkce, fikame, Ze dojde k tzv. kolapsu vinové funkce.
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Pivodni vinova funkce je pfed aktem méfeni rozprostiena v prostoru a poskytuje
nenulovou hustotu pravdépodobnosti (yw*y) vyskytu Castice (objektu) v riiznych mistech
prostoru. V pribéhu méfeni se musi pravdépodobnost dramaticky zménit, nebot’ po
méfeni je Castice lokalizovana v konkrétnim misté x,, kde ji naleznul detektor. Ke stejné
prudké zméné musi tésné pred méfenim dojit u celé vinové funkce. Kolaps vinové funk-
ce se d&je naraz v celém prostoru, a je proto nelokalnim procesem. Pravé nelokalnost
aktu méfeni a viibec nelokalnost kvantové teorie v nékterych situacich byla teréem vel-
ké kritiky zastancti lokalnich teorii (v daném misté je zména ovlivnéna jen nekonecné
malym okolim tohoto mista).
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Obr. 58: Paradox Schrédingerovy kocky.

Kodanskou interpretaci lze vyuzivat jen pro objekty mikrosvéta. Pti jeji aplikaci na
makroskopické objekty dostadvame zjevné nesmysIné vysledky, nejznaméjsi ukazkou je
tzv. paradox Schrddingerovy kocky — myslenkovy experiment, ktery ptedlozil Erwin
Schrodinger. Kocka je uzaviena v nepruihledné krabici, kde je umisténa sklenicka se
smrticim jedem. Kladivo, které skleni¢ku rozbije, je ovladano pomoci ndhodného radio-
aktivniho rozpadu. Po urcité dob¢ je padesatiprocentni Sance, Ze doslo k rozbiti skle-
nicky a usmrceni kocky. Dokud ale neotevieme krabici a nepfesvéd¢ime se o skutecném
stavu kocky, je kocka z hlediska kvantové teorie v superpozici obou dvou moznych
stavi: | mrtva kocka > a |ziva kocka >. Teprve akt méfeni zplsobi kolaps vlnové
funkce kocky a pro nas bude definitivné zZiva nebo mrtva. Z tohoto myslenkového expe-
rimentu je ziejmé, Ze kvantovou teorii nemizeme aplikovat na makroskopicky objekt.
Pak ale nutné vznika otazka: Kde je hranice mezi kvantovym svétem, ve kterém plati
kvantové zakony, a makrosvétem, kde zjevné neplati?
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Klasicka interpretace

Autorem klasické interpretace je Albert Einstein, ktery se nikdy nesmifil se statistickou
(neboli kodaiiskou) interpretaci kvantové teorie. Vyjadiil to znamou vétou: ,,Bith ne-
hraje v kostky.” Podle Einsteina je fakt, ze systém je pfed méfenim v superpozici stavil,
disledkem a odrazem nasi neznalosti vS§ech mikroskopickych parametrti systému. Pti
méfeni pak vybirame jednu z moznosti jen zdanlivé. Ta by byla jednoznacn€ dana,
kdybychom méli veskerou informaci o objektu. O teoriich tohoto typu se hovoii jako
o teorii se skrytymi parametry. Dnes je tato interpretace vyloucena na zakladé potvrzeni
neplatnosti tzv. Bellovych nerovnosti v kvantovych systémech (viz kapitola 2.9.4). Ein-
steinovi i dal$im vadila kromé statistické interpretace kvantové teorie také jeji nelokal-
nost a nemoznost soucasného méfeni nekterych veli¢in. Einstein spolu s Podolskym
a Rosenem zformulovali v roce 1935 myslenkovy experiment (viz kapitola 2.9.3), ktery
m¢él ukézat na vnitini spornost kvantové teorie. Dnesni pohled zde zadny spor nevidi.

Mnohasvétova interpretace

Obr. 59: Mnohasvétova interpretace paradoxu Schrodingerovy kocky.

Mnohasvétové chapani kvantové teorie zavedl americky fyzik Hugh Everett roku 1957.
Velkym zastdncem a propagéatorem mnohosvetové interpretace byl v 60. a 70. letech 20.
stoleti americky teoretik Bryce DeWitt. Podstatou je mysSlenka, Ze pii méfeni se v na-
Sem svéte realizuje jeden ze stavil superpozice. V jinych paralelnich svétech (vesmi-
rech) se realizuji ostatni moznosti. Vse, co se milize stat, se stane, ale v riznych vesmi-
rech, které paraleln¢ koexistuji. Akt méfeni je tak chapan jako vétveni svétocary objek-
tu. U paradoxu Schrodingerovy kocky je kocka az do provedeni méfeni skutecné v su-
perpozici dvou stavi | mrtva > a | ziva >. Pokud zjistime, Ze je naptiklad | ziva >, bude
se tento stav realizovat v naSem vesmiru. V né¢jakém jiném vesmiru se bude realizovat
stav | mrtva >. Neni jasné, zda tato interpretace pfinasi n¢jaka nova méfitelna fakta.
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Holograficka interpretace

Americko-anglicky teoreticky fyzik David Bohm (1917-1992) vyrazné pfispél k pocho-
peni nelokalnosti kvantové teorie. Objekty, jako jsou subatomarni ¢astice, vnimame
vzajemné oddélené, protoze vidime jen cast jejich reality. Vzajemné sepjeti celku nema
nic spolecného s umisténim Castice v prostoru a v Case, které vnimame. Méfenim na
jedné casti celku se miizeme dozveédét informace o jiné Casti, ktera se nam jevi jako
prostorové vzdalena. Kazda Castice je soucasti tohoto nedilného celku, ktery mél pii
velkém tfesku jednu jedinou vinovou funkci. Dnes je celek je zahrnut do kazdé jeho
&asti. Nelokalnost je proto kvantové teorii vlastni. Casto se pii této interpretaci vyja-
diuje souhrnnym potencialem, ktery vSechny castice ovliviiuji a na ktery kazda z nich
reaguje. VSechno, co existuje ve fyzikalni realité, je uloZeno v mensich ¢astech a vesmir
sam je obrazem tohoto zakladu, ktery mizeme nazvat hologramem (z mensiho celku je
mozné rekonstruovat vétsi celek, ten jiz neni skutecnosti, ale jen jakymsi obrazem sku-
tecnosti, kterou vnimame svymi smysly). Tato interpretace pfinasi novy uhel pohledu na
nelokalnost kvantové teorie a v budoucnu by mohla sehrat roli pfi pochopeni stavby
kvantové teorie.

Interpretace souvisici s védomim

Se zajimavou interpretaci kvantové teorie piisel v roce 1932 mad’arsky matematik John
von Neumann (mj. autor prvniho navrhu architektury dnes pouZzivanych pocitact). Ne-
uman predpokladal, Ze kolaps vinové funkce do urcitého stavu pfi aktu méfeni zptsobi
védomi pozorovatele. Pozorovatel je pfirozenou soucasti kvantového svéta a jeho vé-
domi muze ovlivnit vysledek experimentu. Zastancem této myslenky se stal i mad’ar-
sko-americky teoretik Eugene Wigner. Obecné nebyla tato interpretace mezi fyziky
prijata. Opét je diskutabilni, zda viibec pfinasi nova, métenim ovéfitelna fakta.

Hranice kvantového svéta

Elektron je zcela nepochybné castice kvantového svéta se vSemi svymi podivnymi
vlastnostmi — nékdy se chova jako ¢astice, jindy jako vina, mize byt v nékolika stavech
naraz atd. Pokud mu dame do cesty dvé §térbiny vhodné Sitky a vzdalenosti, neprojde
jen jednou z nich, jako ¢astice makrosvéta. Vyuzije superpozice stavi a projde obéma
Stérbinami naraz. Oba stavy budou poté interferovat, a tak elektron vlastné interferuje
v jistém smyslu sam se sebou. Na stinitku se po dopadu mnoha elektronti objevi inter-
feren¢ni obrazec. Budete-li na dvojstérbinu hazet klasické kaminky nebo kulicky, objevi
se na stinitku jen dvé maxima (proti kazdé stérbin€). Kaminek nemutize byt v superpozici
stavll a nemtize interferovat sam se sebou.

Pokud vysilame dostatecny pocet elektronti, mista jejich dopadu nebudou proti Stér-
bindm, jako u klasickych kulicek, ale vytvoii prouzky obdobné interferen¢nimu jevu
u vinéni. Tyto prouzky nezmizi, ani kdyz bude proud elektrond natolik tidky, Ze bude
v prostoru detektoru v daném okamziku maximalné jeden jediny elektron. Naopak
prouzky zmizi, existuje-li principialni moznost detekce polohy elektronu.

Kde je hranice mezi obéma svéty? Do jakych rozmért se ¢astice chovaji kvantoveé,
interferuji samy se sebou a jsou (pro nas) podivnymi objekty mikrosvéta? A kdy na-
stoupi klasické chovani, které je nam tak diivérné znamé? Experimenty provadéné An-
tonem Zeilingrem a jeho kolegy z Videnské univerzity kolem roku 2005 ukézaly, ze
zadna ostra hranice neexistuje. Védci provadéli experimenty s obiimi molekulami, které
prochézely Talbotovym interferometrem (§térbin je zde vétsi mnozstvi). Nejvétsi mole-
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kula CgoF4g v sobé méla 1 632 nukleond a méla ptiblizné kulovy tvar. Vidensky tym ale
zkousel pouzit i molekuly jinych tvarQ, naptiklad plosnou molekulu porphyrinu.

Obr. 60: Molekuly porphyrinu (nalevo) a fulerenu CgoF4g (napravo) byly pouzivany
pfi vicestérbinovych experimentech ve Vidni.

Ukazalo se, ze schopnost interferovat sama se sebou tato molekula méla jen tehdy, po-
kud nijak neinteragovala s okolim a nebylo principialné mozné zjistit jeji polohu (kterou
Stérbivou prosla). Interferencni obrazec se objevoval s poklesem tlaku v aparatuie (ne-
bylo mozné detekovat polohu obfich molekul z odrazu atomt atmosféry od téchto mo-
lekul). Interferencni obrazec se také objevoval s poklesem teploty. Pfi nizkych teplotach
jiz molekula nevysilala zadné fotony, ze kterych by se dalo ur¢it, kde se nachazi. Zaveér
je jednoduchy. Objekty se chovaji kvantové, pokud nemohou interagovat s okolim,
a klasicky, pokud interaguji s okolim. V takovém ptipad¢ fikame, Ze maji provazané
stavy s okolim, coz znamena, ze vinovou funkci objektu spolu s okolim nelze separovat
na prosty soucin, v némz jedna ¢ast zavisi pouze na proménnych objektu a druha pouze
na proménnych popisujicich okoli.

Pokud tedy chcete, aby se vas kamarad choval kvantove, stal se vlnou a interferoval
sam se sebou, musite ho zamrazit téméf na absolutni nulu (nebude jiz vysilat zadné
fotony) a dat do vakua, kde s nim nebudou interagovat zadné molekuly okolnich plynti.
V tu chvili nebudete mit s kamarddem zadnou interakci a nebudete védet, kde je. Zacne
se chovat jako kvantovy objekt, bude interferovat sam se sebou a tieba projde i vice
Stérbinami naraz. Alespon soucasné experimenty s obiimi molekulami to naznacuji.
Samoziejmé ale mize existovat né€jaka dalsi principidlni hranice mezi kvantovym
svétem a makrosvétem, kterou jsme zatim neobjevili.
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Detailnéjsi informace o riznych interpretacich kvantové teorie se Ctenaf mize
dozvédét z publikace [30].
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Obr. 61: Princip dvojstérbinového experimentu.
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2.3 Harmonicky oscilator

Na piikladu harmonického oscilatoru, jehoz klasické feSeni zname z kapitoly 1.3.2, si
ukédzeme typické postupy pfi hledani vlastnich hodnot operatoru energie. Nase uloha je

> A = P—+Ema)2X2, (2.50)

Jde o problém vlastnich hodnot Hamiltonova operatoru s konkrétnim priabéhem poten-
cialni energie a zadanymi zékladnimi komutacnimi relacemi mezi operatorem polohy
a hybnosti.

V kapitole 2.3.1 tlohu vyfeSime v ramci klasické Schrédingerovy vinové mecha-
niky. Za Hilbertaiv prostor zvolime prostor £*(®), volba operatort (2.44) a (2.47) po-
vede na Schrodingerovu rovnici (2.49) v jedné dimenzi. Reseni této rovnice se provadi
rozvojem do nekoneénych fad, které je tfeba ,,ofiznout™ tak, aby feSeni bylo z prostoru
L£X(R), tj. integrovatelné s kvadratem. Odsud ziskame spektrum operétoru energie.

V kapitole 2.3.2 si ukazeme feSeni tlohy (2.50) bez volby reprezentace. Nebudeme
viibec volit konkrétni podobu Hilbertova prostoru. Reseni nalezneme jen z formulace
ulohy (2.50). Uvidime tak, Ze konkrétni volba Hilbertova prostoru neni podstatna. Pfi
tomto pfistupu si zavedeme kreac¢ni a anihilaéni operatory, které svym ptisobenim po-
souvaji energii o jednu hladinu vySe ¢i nize. Tyto operatory jsou v kvantové teorii velmi
uzitecné, a proto se s nimi seznamime jiz nyni u jednoduchého piikladu harmonickych
oscilaci.

V kapitole 2.3.3 si ukdZeme feSeni tlohy (2.50) na prostoru /2 nekone¢nych poslou-
pnosti scitatelnych s kvadratem (v ramci tzv. Heisenbergovy maticové mechaniky).
Operatory zde budou nekonecné matice. Mozna se vam zda obtizné hledat vlastni ¢isla
nekone¢nych matic. Problém ale neni tak slozity. Jestlize za vektory baze zvolime
vlastni vektory pfislusného operatoru, bude matice odpovidajici tomuto operatoru dia-
gonalni. Vlastni ¢isla diagonalnich matic se hledaji velmi snadno — jsou to pravé prvky
na diagonale.

Tfemi riznymi zptsoby tak uvidite feseni jednoho a téhoz problému. V kvantové te-
orii jde totiz o vnitini strukturu teorie, nikoli o konkrétni reprezentaci, ve které vypocet
provadime.

2.3.1 Reseni pomoci vlnové mechaniky (Schrodinger)

Hamiltonova funkce jednodimenzionalniho harmonického oscilatoru je dana souctem
kinetické a potencialni energie (1.31)

2
H(x, p) :‘D—+lma)2x2 . (2.51)
2m 2
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Hamiltoniiv operétor je v prostoru £*(—ee, +o0) potom dan jednoduchou relaci
> H=-——+—maw’x’. (2.52)

Odpovidajici Schrédingerova rovnice pro vlastni funkci w(x) z prostoru £2(—oo, +o0) ma
jednoduchy tvar

[—E§+%ma)2x2J v(x)=Ey(x). (2.53)

Jde o obyc¢ejnou linearni diferencialni rovnici druhého fadu s nelinearnim koeficientem
u nulté derivace. Standardni tvar této rovnice (s jednotkovym koeficientem u nejvyssi
derivace) je:

2 2.2
Ay | 2mE_me” 2y, g, (2.54)
x>\ n*

Rovnici budeme fesit ve ctytech krocich:

1. substituce ve vnitini (nezavislé) proménné

V nezavislé proménné budeme volit takovou substituci, kterd ,,zbezrozmérni* rovnici.
Presunime koeficienty tak, aby byly symetrické u proménné x

2
dy moo,  2E, o (2.55)
mo 4.2 h ho
n
a proved’'me substituci
I iy (2.56)

po které Schrédingerova rovnice ziska bezrozmérny tvar

d? 2E
é—gzy/mw:o, A=z (2.57)

2. substituce ve vnéjsi (zavislé) proménné

V zévislé proménné budeme volit takovou substituci, kterd zohledni chovani vinové
funkce pro § — oo, Pro velka § miizeme zanedbat posledni €len v rovnici (2.57) oproti
predposlednimu. Pfiblizné plati

2 2
Eoto = j?yzl—fzy/zo = erig 2.

(feSeni sta¢i dosadit do ptivodni rovnice a zanedbat ¢leny s niz§imi mocninami &).
Kladné z nalezenych fedeni evidentné neni z prostoru 7, integral z kvadratu pies cely
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prostor by byl nekone¢ny. Vinova funkce se tedy pro velka & musi chovat jako funkce
exp[—¢2]. To nés piivadi k substituci pro zavislou proménnou

)
v = u@), (2.58)

po jejimz provedeni dostaneme rovnici
u =2 +(A-Du=0. (2.59)

Derivace se automaticky rozumi podle nové proménné & V principu by z matematic-
kého hlediska bylo v potfadku fici ,,v rovnici (2.54) provedeme substituce (2.56) a (2.58)
a vyslednd rovnice je (2.59)“. V bodech 1 a 2 jsme si jen ukazali, jaké pohnutky nas
k témto substitucim vedou, protoze postup je obdobny i u jinych pribéht potencialni
energie.

3. rozvoj reSeni do mocninné rady
Regeni rovnice (2.59) budeme hledat ve tvaru mocninné fady

oo

u(@ =Y cé.

k=0

Snadno nalezneme prvni a druhou derivaci

W& = ke &7 W@ =Y kk-1)c EF2

k=0 k=0

Vyrazy pro u a jeji derivace dosadime do rovnice (2.59):

S k(k=1ep EF2 =3 2k, EF+ (-1 ¢ €4 = 0.

k=0 k=0 k=0
Jednotlivé cleny upravime tak, aby mocniny proménné & byly stejné (v prvnim ¢lenu
polozime k—2 =[):

i (1+1)(1+2)c,+2§’—§121c,§’+(/1—1)icw§l = 0.
1=0 1=0

1==2

Prvni dva ¢leny prvniho souctu jsou nulové, a proto miizeme spodni hranici posunout na
hodnotu /= 0:

i[(1+1)(1+z)c,+2—(21+1—/1)c,]§l =0.
=0

Ma-li byt polynomidlni vyraz identicky nulovy pro kazdou hodnotu &, musi byt nulové
vSechny koeficienty, tj. vyrazy v hranaté zévorce. Ziskdvame tak rekurentni relaci pro
koeficienty ¢, nasi fady:

(2I+1-2)

| 2 Cjin = .
2= a+na+2) !

(2.60)
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Budeme-li znat koeficienty cg a c1, budeme znat celé feSeni, protoze z rekurentni relace
muizeme spocitat
o = Cp,Cy,Cqs -

4] = C3,C5,C7,5 ...

Koeficienty cg a ¢ tak hraji roli dvou integracnich konstant feseni diferencialni rovnice
(2.59) druhého tadu. Suda cast fady se pocita z cg a lichd z c;.

4. ofiznuti rady

Nalezené feseni je ve tvaru nekonedné mocninné fady. Resi sice piivodni rovnici, ale
neni z prostoru £°. Aby bylo feSeni z £* (integrovatelné s kvadratem), musi byt fada
konecna, tedy polynomialni. Prakticky to znamena, ze koeficienty fady musi byt od
uréitého /=n nulové. V rekurentni relaci (2.60) bude citatel pro toto /=n nulovy
a veSkeré odvozené koeficienty ¢; s / = n nulové. Vidime, ze nebude mozné takto ,,ofiz-
nout“ soucasné sudé i liché ¢leny fady. Proto jsou mozna jen suda (co # 0, c; = 0) nebo
jen licha feseni (co =0, ¢1 # 0) predstavujici sudy nebo lichy polynom stupné n. Pod-
minka ofiznuti (nulovost Citatele) v (2.60) je 2n +1— 41 =0 a plyne z ni po vyjadieni A
spektrum energie harmonického oscilatoru:

> E,=(n+1/2)ho. (2.61)

Obr. 62: Spektrum harmonického oscilatoru.

Poznamka 1: Nezapominejte, ze energie E (vlastni hodnota operatoru H) je po ce-
lou dobu vypoctu schovana v bezrozmérné konstante (vlastnim cislu) /.

Poznamka 2: Sama Schrodingerova rovnice ma feseni pro kazdou hodnotu ener-
gie. Tato feSeni ale nejsou integrovatelna s kvadratem, az vybér integrovatelnych
funkci (ofiznuti fady) vede k diskrétnimu spektru operatoru energie (jen pro né-
které vybrané hodnoty energie ubyva feseni v oo dostateéné rychle, aby bylo inte-
grovatelné s kvadratem). Tato situace je typickd pro spojité prabéhy potencialni
energie s minimem.

Poznamka 3: Zakladni hladina energie Eg = /2 je nenulova! Ani pfi nulové ab-
solutni teploté¢ neni harmonicky oscilator v klidu a vykonava tzv. nulové kmity
(napriklad oscilace krystalové mtize). Pii absolutni nule se hmota nachazi ve stavu

v

muzeme znat soucasné polohu (nulovou) a hybnost (také nulovou).
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Poznamka 4: Spektrum operatoru energie je ekvidistantni, rozdil dvou libovol-
nych sousednich energetickych hladin je AE = E,+1—E, = hw: To je pravé znamy
Plancktiv vztah z pocatku 20. stoleti. Energie jakychkoli kmiti se nemize meénit
spojité, ale po skocich (energetickych kvantech)

AE = ho. (2.62)

Poznamka 5: Zde se také nachazi jedna z prvnich moznosti experimentalniho ur-
¢eni Planckovy konstanty méfenim energetickych kvant (naptiklad pfi fotoelek-
trickém jevu: vyrazeni elektronti z povrchu kovu za pomoci kvant energie elektro-
magnetického zafeni — fotontl). Zatim byla Planckova konstanta jedinym neurce-
nym parametrem zakladnich postulati kvantové teorie. Planckova konstanta se sa-
mozrejmé vyskytuje i v jinych vztazich.

Poznamka 6: Polynomialni feseni, ktera jsme nasli pro funkei u, se nazyvaji Her-
mitovy polynomy a oznacujeme je Hy,(¢). Pro dané n nejprve uréime bezrozmérné
vlastni ¢islo 4,

2E, 2(n+1/Q)ho

= 2n+1
< ho hw

a z rekurentni formule (2.60) ur¢ime pomoci ¢y nebo c; (podle toho zda jde o sudy
¢i lichy polynom) ostatni koeficienty rozvoje. Pro ¢y #0, ¢; =0 nebo ¢g =0, ¢; #0
se nalezené polynomy nazyvaji Hermitovy. Prvnich né€kolik Hermitovych poly-
nomu vychazi:

Hy(§)=1, Hy(&)=E-2/3&3,
H(&)=¢, Hy(&)=1-4E2+4/3¢%,
Hy(&)=1-2£%,  Hs(&)=&-4/3E3+4/158° ..

Koeficienty ¢y a c¢; jsme volili rovny jedné. Stupent polynomu n udéva soucasné
pocet nulovych bodi polynomu (pocet prusecikii s osou &).

Poznamka 7: Hermitovy polynomy se snadno pocitaji nenormované z rekurentni
formule

H,11(§) =26 H, (&) —2nH, 1 (S).
Pro prvni polynomy vychazi:
Hy(&)=1, Hy(£)=88"~12¢,
H\($)=2, Hy(§)=165" 487 +12,
Hy(&)=4E* -2,  Hy(&) =328 -160&% +120& ...
Normovaci koeficienty vinové funkce H, (&) exp[—¢2/2]) jsou dany vztahem
1

%n [12 ’
T n2"
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Poznamka 8: Celkové feSeni spektralniho problému je

E, z[n +lj ho,
2 (2.63)
2
|n>=y,(E)=a,H,Ee* ?; n=012,...

Vlastni funkce (&) tvorfi pfirozeny Gplny ortonormalni systém na Hilbertovée pro-
storu £2(—eo, +o0), ktery pro & — +eo , dosti rychle“ ubyva k nule.

Poznamka 9: Hustota pravdépodobnosti, ze Castice kmitajici s energii £, (oscila-
tor ve stavu | 7 >) se nachazi v poloze x (resp. bezrozmérné poloze ¢), je dana vyra-
zem wy, = W, "y, Pro nékolik prvnich stavii je vykreslena na obrazku. Pravdépo-
dobnost ma oscilujici charakter a existuje mala nenulova pravdépodobnost vyskytu
oscilatoru 1 za klasickymi body obratu. Tento obraz nastava pro systémy s nizkou
teplotou a je zcela odlisny od klasického feseni. Pro velké energie (vysoka n) by se
mela kfivka blizit klasické pravdépodobnosti vyskytu oscilatoru (1.36). Vidime
vsak, ze oscilace jsou sice velmi husté, ale existuje znacné mnozstvi bodd, ve kte-
rych je kvantova pravdépodobnost nulova. Nic takového vSak u makroskopickych
systémt nemetime. Proc? To je dano rozliSovaci schopnosti makroskopickych pii-
strojil. Zadny piistroj nebude méfit polohu s takovou presnosti, aby registroval
jednotlivd minima pravdépodobnosti u vysokych energetickych stavii. Pristroj ve
skutecnosti urcuje polohu s kone¢nou presnosti, do které se vejde fada minim a re-
gistruje jen stfedni hodnotu hustoty pravdépodobnosti. A tou je prave klasicka
ktivka, ktera je na obrazku znazornéna Sedou oblasti.

w w

b d el

W

iy A

Obr. 63: Kvantova pravdépodobnost vyskytu oscilatoru. PovSimnéte si, Ze na okrajich je
(s vyjimkou zakladniho stavu) pravdépodobnost maximalni. Viz také obrazek 64.



144 Kvantovd teorie

2.3.2 Reseni bez volby reprezentace (Dirac)

Ulohu (2.50) budeme nyni fesit obecné. Hamiltontiv operator nejprve prepiseme do bez-
rozmérného tvaru:

A(XP) = tmo' X+ > =105, LB e

H
2 2m ho | 2h 2mhw

Prevedeni do bezrozmérného tvaru naprosto neni nutné, veskeré dal$i tivahy by bylo
mozné provadét i s rozmérovym hamiltonianem a vSechny nasledujici vztahy by se
lisily o konstantu /e, kterou jsme hamiltonian vydélili. Divodem je to, Ze vztahy zis-
kané z bezrozmérného hamiltonianu jsou ponc¢kud nazorngjsi. Pro komutujici ¢isla je
mozné soucet kvadratl ,,odmocnit* pomoci vztahu a2 + b2 = (a +ib)(a — ib). U nekomu-
tujicich objektl neni situace tak jednoducha. Zaved’'me operatory:

a-= m—w)A(-i—i ! |5;
\ 2% 2mhw

> (2.65)

éTE ’m_(() )A(—i ! |s
2h 2mha

Oba tyto operatory jsou pro kvantovou teorii velmi dilezité. Nazyvaji se anihilacni
a krea¢ni operatory (smysl tohoto nazvu uvidime za chvili). Krea¢ni a anihila¢ni opera-
tory, jako jedny z mala v kvantové teorii, nejsou hermitovské a nepiisobi tedy v obou
¢astech skalarniho soucinu stejné. Kreacni operator je hermitovsky sdruzenym operato-
rem k anihilaénimu. Plati pro n¢ nékteré dilezité relace, naptiklad:

. H O
1 ala=—-—,
O ho 2
@ aat=H,L
ho 2
5 /] N A
3 X=|—(at +a ,
®) me( )
> (2.66)

4

(6)
7) [é,é*} - 1.

p
(5) [H,é} - —hoa,
[ i

Dutkaz vSech relaci je trividlni. Staci jen dosadit z definice krea¢nich a anihilacnich
operatorii &, & (2.65) a vyuzit zdkladni komutaéni relace

[X,P]=i%k1.
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Relace (1) a (2) jsou zobecnénim vztahu
a2+ b2 = (a+ib)(a —ib)

pro nekomutujici objekty a predstavuji formalni odmocnéni hamiltonianu. Kreacni
a anihilacni operatory jsou linedrni kombinaci operatoru soufadnice a operatoru hyb-
nosti. Proto je mozné naopak operatory soufadnice a hybnosti vyjadfit jako linearni
kombinaci kreacnich a anihila¢nich operatord — viz relace (3) a (4). Zname-li kreacni
a anihilaéni operator, mizeme z relaci (1) az (4) zpétné zrekonstruovat také hamilto-
nian. Komutac¢ni relace (5) az (7) vyjadfuji zakladni vlastnosti kreacnich a anihilacnich
operatorti: Uvidime, Ze relace (5) znamena, ze anihila¢ni operator posouva stavy sys-
tému o energetickou hladinu %w dold a relace (6) znamena, Ze kreaCni operator posouva
stav o energetickou hladinu /e vzhtru. Relace (7) je potom vzajemnym vztahem mezi
anihila¢nim a krea¢nim operatorem.

V nésledujici vé&t& dokazeme, Ze operator @' je kreaénim operatorem, tj. posouva
energetické stavy o jednotku vzhiiru (kreuje, vytvafi energetické kvantum).

Véta o kreacnim operatoru

Ptsobenim kreacniho operatoru na vlastni stav energie se posuneme do nasledujiciho
energetického stavu. Necht H|n>=E, | n>, potom &7 |n>~|n+1>.

Diikaz:
N © . . R R ) A
RHaf|n> = (a'H+ha)aT)|n>:(aTEn +ha)aT)|n>:(E,, +hw)al|n>
U
Ha' |n>=(E, + hw)a'|n>
U
at|n>~|n+1>. n

Zcela analogicky mizeme z relace (5) v sad€ (2.66) ukazat, ze pro anihilacni operator
plati a|n>~|n—1>. Zavedeme-li normovaci konstanty (poZadujeme, aby vSechny
stavy byly normovany k jedné, tj. tvofily ortonormalni bazi z vlastnich vektorti opera-
toru energie), miizeme posouvani v energetickém spektru provadéné krea¢nim a anihi-
la¢nim operatorem jednoduse zapsat jako rovnosti

al(n>= ol |n+1>,
) (2.67)
ajn>=o,|n-1>.

Normovaci konstanty a ur¢ime pozdéji. Nyni naSe usili zaméfime na nalezeni spektra
Hamiltonova operdtoru pro harmonicky oscilator, aniz bychom specifikovali volbu
prislusného Hilbertova prostoru.

Hamiltonliv operator je souctem kvadrati dvou Hermitovych operatord a je proto
pozitivné definitni, tj. jeho vlastni ¢isla jsou nezdporna. Krea¢ni a anihilaéni operatory
posouvaji ve spektru energie o konstantni hodnotu (energetické kvantum). Musi tedy
kladni stav a oznacujeme ho | ZS >. Zaptsobime-li na zakladni stav anihilaénim opera-
torem, musime dostat nulovy vektor |0 >s nulovou velikosti, ktery netvofi paprsek
aneni zadnym fyzikalnim stavem, protoze v zékladnim stavu jiz neni co anihilovat,

N
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H|ZS>=E,|ZS>; a|ZS>=|0>.

Naleznéme kvadrat velikosti posledni relace (skalarni souc¢in prvku se sebou samym):

A

. (2.66.1) H A
<zs|afa|zs>=0 = <ZS|—-—-]Z8S>=0 =
ho 2
1 ; 1 ) Ey 1
—<ZS|H|ZS> - —<ZS|1|ZS>=0 = — ——|<ZS|ZS>=0 =
ha 2 ho 2
E
_0_l=() = E0=h_a).
ho 2 2

Zname-li hodnotu zékladniho energetického stavu, miizeme dalsi hodnoty energii ziskat
plsobenim krea¢niho operatoru, ten posouva v energii o konstantu 7w, je tedy jasné, ze

El = E0+ha) =%hw,

E2 = EO +2ho :gha),

1
En:E0+nha)=[n+Ejha); n=0,12,...

Spektrum harmonického oscilatoru jsme ziskali jen z vlastnosti Hamiltonova operatoru,
resp. jen z formulace ulohy (2.50). Nikde jsme nevolili konkrétni reprezentaci, kon-
krétni HilbertGv prostor. Krea¢ni a anihila¢ni operatory, se kterymi jsme se zde poprvé
setkali, maji znaény vyznam v kvantové teorii pole, kde pomoci podobnych operatori
kreujeme a anihilujeme jednotlivé Castice pfitomné v systému. Zde u harmonického
oscilatoru jen kreujeme €i anihilujeme energetické kvantum a tim se dostdvame o jednu
hladinu vyse nebo nize. Aby nase odvozeni bylo uplné, uréime na zavér normovaci
konstanty ve vyrazu (2.67). Vyjdéme ze zékladnich relaci pro oba operatory

al |n>=af |n+1>,
ajn>=a,|n-1>.

Nejprve uréime kvadraty obou relaci

2
<n+l|n+1>,

<n|ﬁéT|n> = ‘0{;

i 2
<n|aTa|n> = ‘an <n-l|n-1>.

Souciny operatorti nalevo vyjadiime ze vztahti (1) a (2) sady (2.66):

<n|— +—|n>:‘ a,
hw

<n+l|n+1>,
2

2
<n-l|n-1>.

H 1 -
<n|l— —-—=|n>= ‘ o,
ho 2
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Nalevo zaptsobime Hamiltonovym operatorem a dostaneme

E 1 2
(—” + Ej<nn>=‘a;

<n+l|n+1>,
haw

E, 1 _12
— - = <n\n>=‘0{n
hao 2

Z pozadavku normovanosti vlastnich vektor operatoru energie k jedné mame:

2 E
= _”+l =[M+l}:n+]’
hw 2 haw 2

2 (E, 1\_(m+/D)he 1 .
ho 2 ho 2
Fazovy faktor pfi odmocniovani komplexniho ¢isla neni podstatny (jednotkovou velikost

vektoru neovlivni). Vysledné piisobeni kreac¢niho a anihilacniho operatoru (2.67) vcetné
normovaci konstanty tedy je:

<n-1|n-1>.

+

K

@

af -
a = +1|n+1
> |n> n+l|n+l>, (2.68)

ajn> = \/;|}’l—1>.

Tento vysledek si mizete snadno zapamatovat: Pod odmocninou je vzdy potadové ¢islo
vyssiho energetického stavu z obou stran rovnice. Zajimavé vlastnosti ma jesté jeden
operator:

> N=a'a. (2.69)
Zapusobme timto operatorem na stav | n >, s vyuZitim relaci (2.68) dostaneme
l:l|n> = éTé\n>=\/;éT|n—1>=x/;x/;|n>=n|n>.

Vlastnim ¢islem tohoto operatoru je pocet kvant pritomnych v daném energetickém
stavu. V kvantové teorii pole ma tento operator vyznam operdtoru poctu castic a plati
pro ného vztah

| 2 Nin>=nln>. (2.70)

2.3.3 ReSeni pomoci maticové mechaniky (Heisenberg)

~~~~~

nych posloupnosti /* s¢itatelnych s kvadratem. Na prostoru n-tic jsou operatory &tver-
cové matice nxn. Na prostoru nekonecnych posloupnosti (7 — o) budou operatory
nekone&né rozmémé matice. Ukol tedy je: najit nekoneéné rozmérné matice X, P, H,
které vyhovuji uloze (2.50). Tyto matice nemusime hledat ,,na zelené louce®. S tim co
vime o kreaCnich a anihilacnich operatorech, je snadno zkonstruujeme. Nalezneme je
v energetické reprezentaci — to znamena, ze ur¢ime maticové elementy operatord po-
lohy, hybnosti a energie v bazi vytvofené z vlastnich vektord Hamiltonova operatoru.
Vsechny tfi operatory umime zkonstruovat pomoci kreacnich a anihilaénich operatora
podle relace (2.66). A plsobeni kreacnich a anihila¢nich operatorti na zvolenou bazi
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také zname — viz relace (2.68). Konstrukce elementt pfislusnych matic je tedy viceméné

trivialni zalezitosti:
~ h At N
Xy =<k|X|l>= <k|(a +a)|l>=
2m@

= ZL(\/l+1<k|l+1>+\ﬁ<k|l—l>)=

ma

=\/ ! (Vl+15k /A 1—1): k,1=0,1,2....
2mo ’ ,

Operator polohy jsme nejprve vyjadtili z (2.66) pomoci krea¢niho a anihilaéniho opera-
toru a poté jsme jimi zaptisobili ve shod¢ s (2.68). Obdobné¢ mame pro hybnost

B, =<k|P|l>=i /’";“" <k|(af -a)11>=

=i /mThw(\/l+1<k|l+1>—\ﬁ<k|l—1>)=

Ziﬁ/m;lw (\/l+16k,l+l_\/i§k,l—l)9 k,l=0,l,2...

Jako posledni nalezneme matici odpovidajici Hamiltonovu operatoru. Tato matice jako
jedind musi vyjit diagonalni, protoze jde o bazi z vlastnich stavii operatoru energie:

Hkl=<k||"\||l>=hw<k|(é1‘é+%}|l>=

= (14'%)7"16()5“, k,le,l,Z....

NapiSme si nyni nalezené matice:

o o &=o
s Se &
Se B
s S o

0 -1 0 0

Voo V2 o

. ho
p:me 0 2 0 -3 ,

0 o0 3 o
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2
0 3hw 0
H = ’ 5h
0 0 Jho
2

Oveéite si, ze skutecné [X, P]=1i%1 a ze také plati H = P/2m + ma*X*/2 podle poza-
davki ulohy (2.50). Ze znalosti matic X a P jsme jiz mohli Hamiltonovu matici uréit
ptimo z této relace. Posledni co zbyva, je nalézt vlastni ¢isla matice H. Tato tiloha je
mimotadné jednoducha. U diagonalni matice jsou vlastni ¢isla pravé prvky na diago-
nale. Vypocet je jednoduchy:

Hy>=E|y> = H-1E) |y >=0 = det (H-1E)=0 =

() - oo -

Enz(n+%jha) s n=0,1,2,...

Opét tedy mame vztah (2.61) pro spektrum harmonického oscilatoru.

Obr. 64: Hustota pravdépodobnosti vyskytu oscilatoru od zakladniho do 20. stavu. Spodni prou-
Zek odpovida zakladnimu stavu, horni 20. stavu. Bilou barvou je kédovana minimalni pravdépo-
dobnost, cernou maximalni pravdépodobnost vyskytu. V bodech obratu (na parabole) je zjevné
pravdépodobnost vyskytu ¢astice nejvyssi. Zdroj: Wikipedia.

oo000000000000000000000000o
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2.4 Jednoduché jednorozmérné systémy

V realné situaci se ¢astice tu a tam ocitne v minimu potencialu. Pro obecny tvar poten-
cialu neni analytické feSeni mozné, a tak pfichazi na fadu nejriznéjsi aproximace. Po-
tencial je mozné v okoli minima nahradit parabolickou zavislosti a vyuzit znamé feseni
pro harmonicky oscilator. Jinou moznosti je nahrazeni prubéhu potencidlu pravouhlou
jdmou. Schrodingerova rovnice na prostoru £2 vede na diferencialni rovnici s konstant-
nimi koeficienty, jejiz feSeni je mimotfadné jednoduché. Slozitéjsi je navazani feSeni
v riznych oblastech, které v ptipadé jamy konecné vysky vede na celkem elegantni
grafické feSeni energetickych hladin. Pokud bude jama uzka a vysoka, mizeme ji v prv-
ni aproximaci nahradit nekone¢nou potencidlovou jamou a pak je celé feSeni mimo-
fadné jednoduché.

2.4.1 Nekonec€na jama

Predpokladejme pohyb ¢astice v potencialu nekone¢né pravouhlé jamy
0; xe(0,L),

V(x)={oo; e (0.1). (2.71)

Jde samoziejmé o fyzikalni idealizaci, kterou ve skute¢né pfirod¢ nenajdeme. Potencial
rozdélime na tfi oblasti podle obrazku:

V,E A A

0 L X

Obr. 65: Nekonecna pravouhla jama.

V oblastech I a III je potencial nekonecny a jedinym moznym feSenim bezCasové
Schrodingerovy rovnice je y = 0. Z fyzikalniho hlediska to znamena, Ze pravdépodob-
nost vyskytu ¢astice mimo jadmu je nulova. Kdyby byla jdma konec¢na (tj. kone¢ny po-
tencial vné jamy), byla by vlnova funkce w v tésné blizkosti hranice jamy nenulova.
Céstice by méla sice malou, ale nenulovou pravdépodobnost existence i za hranici jamy.
V oblasti Il ma Schrédingerova rovnice (2.49) tvar

_ndy

=Ey, 2.72
a2 v (2.72)

ktery Ize upravit na standardni rovnici kmitd v proménné x
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2
d—'/z’+k2q/=0; K=" (2.73)
dx h

jejiz fesenti je
W =Acoskx+ Bsinkx. (2.74)

VInova funkce musi byt spojita na obou hranicich jamy, jinak by prvni derivace vinové
funkce byla derivaci skoku, tj. distribuci, a druha derivace by se dokonce chovala jako
derivace distribuce, coz odporuje ptivodni rovnici (2.72). Proto musi platit okrajové
podminky y(0) = 0, w(L) = 0, ze kterych plyne

A4=0; kzn%; n=1,2,3... (2.75)

Kvantovani je pravé dusledkem aplikace okrajové podminky. Hodnota k%, ve které je
podle vztahu (2.73) ,,zakuklena“ energie, nemiize nabyvat libovolnych hodnot. Pod-
minka (2.75) tedy neni nic jiného nez kvantovaci podminka pro energii:
2,2

> E,,:”h2 n: o n=1,2,3... (2.76)

2mL
Zakladni hladina energie je, podobné jako u harmonického oscilatoru, nenulova. Divo-
dem jsou opét Heisenbergovy relace neurcitosti — ¢astice pohybujici se v jamé je lokali-
zovana v kone¢né oblasti a nemiize proto mit nulovou hybnost nebo energii. Pro n =10
by bylo feseni nulové, tedy ve sporu s tim, Ze v jame je pfitomna castice. Na rozdil od
harmonického oscilatoru neni spektrum energie ekvidistantni a s rostoucim ¢islem n
rozdil dvou sousednich hladin energie roste. Samotna vlnova funkce ma tvar

W, (x)=Bsink,x=B sin(n%x). 2.77)

Resenim jsou celé paprsky v Hilbertové prostoru £2. Z nich vybereme jednotkové vek-
tory splilujici

& 2

Walv,)=1 = Istinz(nﬁx/L)dx=1 = B=\T

0
Normovaci konstanta by mohla mit po odmocnéni i zdpornou nebo komplexni hodnotu.
Vzhledem k tomu, Ze tkolem bylo vybrat néktery z jednotkovych vektori paprsku,
mizeme pouzit jakékoli feSeni. Vysledné feseni v oblasti II tedy je

2 .
| 4 |n>:l//n(x): — sin nzx ; n=123... (2.78)
L L
Pro pravdépodobnost vyskytu ¢astice v jamé (v oblasti IT) potom mame
* 2 .
> w,(X) =v.w, =Zsm2[n%xj; n=1,2,3... (2.79)
Prubéh prvnich tii feSeni naleznete na obrazku 66. Je zjevné, ze uvniti nekoneéné pra-

vouhlé jamy existuji mista, kde je pravdépodobnost vyskytu ¢astice nulova (stejné jako
u harmonického oscilatoru). Mimo oblast jamy se ¢astice nevyskytuje vitbec.
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0 L2 + L 0 L2 +L

Obr. 66: VInové funkce (nalevo ) a pravdépodobnosti (napravo) prvnich ti stava.

Pokud budeme stfedovat polohu pies pravdépodobnosti w;,, snadno zjistime, ze pri-
mérna poloha ¢astice je pfesné uprostied jamy, a to nezavisle tom, ve kterém energetic-
kém stavu se Castice nachazi:
£, fox z L
> <x>z<n|x|n>zjl//nandxzj—sinz(n—xj)dx:—. (2.80)
0 0 L L 2

¢ Piiklad 39: elektron v jamé

Elektron v polovodici se nachazi v elektrickém poli, jehoz potencial ma tvar vysoké ja-
my o Sifce 1 nm. Urcete prvni tfi hladiny energie. Poté feste pro jamu s Sitkou 1 mm.
Naleznéte energeticky rozdil mezi tfeti a druhou energetickou hladinou.

ReSeni: Hodnoty uréime ze vztahu (2.76):

Sirka Eq Ep E3 AE>3

—20

1nm 6x10 ©J=0,38 eV 1,5eV 3,4eV 19eVv

1mm |6x10%2J=0,38peV | 1,5peV | 3,4peV | 1,9 peV

Pro jamu o $ifce 1 nm je kvantovani podstatné a hodnoty energetickych hladin jsou
srovnatelné s energii elektronu v atomarnim obalu. Pro jamu Sirokou 1 mm jsou energie
o mnoho tadt niz8i a rozdily mezi energetickymi hladinami béznymi prostfedky nepo-
zorovatelné.

L

2.4.2 Konecna jama

Jinou aproximaci potencidlového minima je konecna jdma. Jde o vyhodné pfiblizeni
naptiklad pro interakce neutronti a protond v atomovém jadre, i kdyZz zde bychom
spravné méli fesit tiirozmérmou kone¢nou jamu. Sitka jamy je v tomto piipadé ptiblizné
10" m, coZ je zhruba dosah silné interakce. Narozdil od nekone&né jamy nelze spekt-
rum energie uréit analyticky. Nastésti existuje jednoducha geometricka metoda, ktera
vede k nalezeni spektra. Budeme ptedpokladat, Ze jama je orientovana symetricky vici
pocatku soufadnicového systému, coz nam usnadni zavérecny vypocet spektra. Vypocet
se opét rozpadne na tfi oblasti, ve kterych budeme postupovat obdobné jako u neko-
necné jamy. Prvni i druha derivace vinové funkce musi byt na rozhrani spojita, jinak by
druhd derivace ve Schrodingerové rovnici byla neptipustnou distribuci.
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Budeme tedy fesit Schrodingerovu rovnici s potencialem konecné jamy:

0; xe(-L/2,L12),
Vo; xe(-L/2,L/2).

2 32
—h——‘; Y vw=Ey, V(x)={
X

o (2.81)

V jednotlivych oblastech I, II a III je potencidl konstantni a fesSeni je jednoduché.
V oblastech I a III je feSeni kombinaci rostouci a klesajici exponencialy, v dané oblasti
je vzdy jen jedna z téchto funkci integrovatelna s kvadratem a druhou je nutné vyloucit
(polozit konstantu u ni rovnou 0). V oblasti II je feseni slozené z funkei kosinus a sinus:

wi(x)=Ce ; xel, h? E—Zm(VOz—E) ;
wy(x) = Acoskx+Bsinke;  xell, : 2mEh (2.82)
Yin(x)=De ™ ; xelll, k= W

Podminky spojitosti na levé a pravé strané jdmy vedou na rovnice
yu(=L/2) =y1(-L/2);
yn(+L/2) =y (+L/2);
wii(=L/2) =y{(-L/2);
Wi (+LI2) = i (+L12).

Po dosazeni dostaneme vztahy mezi konstantami 4, B, C a D:

(2.83)

Acos (KL/2) - Bsin (kL/2) = Ce "%
Acos(kL/2)+ Bsin (kL/2)=De "2 ;
+Aksin (kL/2)+ Bk cos (kL/2) = Che "/? ;
— Ak sin (kL/2) + Bk cos (kL/2) = —Dhe /2 .

(2.84)

Nyni prvni dvojici rovnic secteme a odecteme. S druhou dvojici udélame totéz:
2Acos(kL/2)=(D+C) ohL/2 :
2Bsin (kL/2)=(D-C) e—hL/z :
2Bk cos(kL/2)=(C—D)h o hLI2 :
2 Aksin (kL/2) =(C+ D)h o hLI2

(2.85)

v,E A
If) ..............

-L/2 0 L2 X

Obr. 67: Kone¢na potencidlova jama.
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Pokud je konstanta 4 rizna od nuly, mizeme provést vypocet z prvni a posledni rov-
nice, pokud je rizné od nuly B, z druhé a tfeti rovnice:

A#£0 = ktg(kL/2)=h,

(2.86)
B#0 = kcotg(kL/2)=—h.

Pokud by byly obé konstanty nenulové, dostaneme se ihned do sporu. Pokud by byly
ob¢ konstanty nulové, mame jen nulové feseni pro vinovou funkci. V tGvahu tedy pfi-
chézeji jen dvé moznosti

1. A+#0, B=0.Podle (2.82) jde o feSeni suda.
2. A=0, B#0. Podle (2.82) jde o feSeni licha.

V obou piipadech je uz snadné dopocitat z (2.85) konstanty C a D. Posledni konstantu 4
(v ptipade 1), resp. B (v pfipadé 2), ur¢ime z normovaci podminky <y |w>=1. Nas ale
spiSe zajima energetické spektrum ¢astice v kone¢né jamé. To je uréeno podminkami
(2.86), které predstavuji transcendentni rovnice. V proménnych k a % je totiz obsazena
energie. Prvni podminka je pro suda feseni, druha pro licha. Zaved’'me nové proménné

E=kL/2; n=hL/2. (2.87)
Ob¢ proménné jsou bezrozmérné a spektralni podminky se zméni na

n=<%,tgé; suda feSeni,

> (2.88)

n=-¢cotgé;  licha feSeni.
Oba vztahy mtizeme snadno vykreslit do grafu v roviné (&, #), tj. na vodorovnou osu
budeme nanaset hodnoty ¢, na svislou osu hodnoty 7 vypoctené z pravych stran relace.
Pro nové proménné (&, #) plati jedna zajimava vlastnost, ktera plyne z definic (2.82):
kK2 +n2H)2  mVyl?
4 m?

&+’ =

Nejde o nic jin¢ho nez o rovnici kruznice s polomérem danym parametry jamy:

2
IV, L
> 2+’ =r*; R= [0 (2.89)
2%

Priseciky této kruznice s kiivkami (2.88) daji grafické feseni energetického spektra

n(E)
1
2 Wy
&0
P
& &
Yp S 3
Ly
/
n'/2 7T R E(E)

Obr. 68: Grafické urceni energetickych hladin. Jsou dény priseciky kruznice s kfivkami.
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-L2 0 +L/2 -L2 0 + L2

Obr. 69: VInové funkce (nalevo ) a pravdépodobnosti (napravo) prvnich tfi stav(.

Na rozdil od nekone¢né jamy castice pronikd i do klasicky zakazanych oblasti, tj. do
oblasti x <—L/2 a do oblasti x > +L/2. Z obrazku je patrné, ze hustota pravdépodobnosti
je v téchto zakazanych oblastech nenulova. Vinové funkce se stiidaji sudé a liché. Hus-
toty pravdépodobnosti jsou sudé funkce pro vSechny stavy. Stfedni hodnota polohy ¢as-
tice je proto 0, tedy uprosted jamy.

Poznamka: Pro E < V), tedy v oblasti, kde se v klasické mechanice nemiize ¢as-
tice vzdalit do nekonecna, je kvantové spektrum operatoru energie diskrétni. Vzdy
existuje alesponl jeden vazany stav, a to i v nejplossi jameé. Pokud by castice méla
E> Ty, tj. byla by nad jamou, bude feSeni ve vSech tfech oblastech linearnimi
kombinacemi sinti a kosinti a k dispozici budeme mit 6 konstant, 4 podminky na-
vézani a jednu normovaci podminku. Zddna omezeni typu (2.86) nedostaneme
a spektrum bude spojité.

2.4.3 Bariéra, tunelovy jev a rozptyl

Predpokladejme, Ze Castice o hmotnosti m a energii £ dopada zleva na potencialovou
bariéru (viz obrazek 70) o vysSce V. Energie Castice je mensi nez vyska potencidlové
bariéry, takze by Castice v klasickém piipadé bariérou nemohla prolétnout, protoze ne-
ma dosti velkou energii na to, aby se ,,pfehoupla“ ptes bariéru. V kvantové mechanice
to mozné je. Prubéh potencialu ma jednoduchy tvar

Voi xe(0,L),
V(x)= (2.90)
0; xe(0,L).
Reseni Schrodingerovy rovnice
2 42
Y vy =Ey (2.91)
2m d_xz

rozdélime, tak jako v ptedchozich piipadech, do tfi oblasti, ve kterych mé potencial
jednu konkrétni konstantni hodnotu. Na bariéte se pro letici ¢astici jiz feSeni nerozdéli
na sadu sudych a lichych feseni (tak jak tomu bylo v symetrické jame), a tak ztraci
smysl psat feSeni jako superpozici lichého sinu a sudého kosinu a udrzovat pocatek
soufadnic uprostfed bariéry. Namisto toho vyuZzijeme superpozici kmitavych exponen-
cialnich funkci, se kterymi se v obecném piipad¢ 1épe zachazi (napiiklad je jednodussi
jejich derivace). Reseni Schrodingerovy rovnice v jednotlivych oblastech bude mit tvar:
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wi(x)= Ay ek 4 B e ik xel, W2 = 2m(Vy—E)
hx —hx hz ’
l//H (x) = AH (S +BH € 5 xell . ImE (292)
. . 2 =_m
l//IH (x) = AHI elkx+ BIH e_lkx 5 xe I . k= h2 :

Vzhledem k pravdépodobnostnimu charakteru kvantové mechaniky musime pokus
mnohokrat opakovat, coz znamend, ze mame pfipraveno velké mnozstvi Castic ve stej-
ném stavu (se stejnou energii a hybnosti), které opakované posildme zleva na bariéru.
Vinova funkce y(x) ma vyznam amplitudy pravdépodobnosti vyskytu ¢astic a jeji kva-
drat w(x) = y*y ma vyznam hustoty pravdépodobnosti vyskytu ¢astic. V klasické teorii
vinéni (viz naptiklad navazujici u€ebnici [1]) maji rovinné viny $ifici se ve sméru (+)
a proti sméru (—) osy x tvar

0, (t,x)= Aei[kx*wt] ;

- (2.93)

o_(t,x)=Ae

Odsud snadno nahlédneme, Ze feSeni v oblastech I a III je superpozici vin Sificich se
doprava a doleva. Vzhledem k tomu, Ze zprava na bariéru zadné Céstice nepiichazeji,
musi platit

By =0. (2.94)

V levé Casti (pfed bariérou) superpozice zlstane. Vlna §ifici se doprava koresponduje
s Casticemi, které posilame na bariéru, vina $ifici se doleva je zptisobena Casticemi od-
razenymi od bariéry. Podminky spojitosti vinové funkce a jeji prvni derivace na levé
a pravé stran¢ bariéry vedou na rovnice

y1(0) =y (0); y1(0) =7 (0);
, , (2.95)
yuL)=ymL); yuL)=ymL).
Po dosazeni dostaneme vztahy mezi konstantami 4, B:
hL —hL ikL
Aue +BHC =Ame ,
. . (2.96)
AﬂhehL—BHhe_hL = ikAHI eikL .
V,EA
"
w(x)
E --Q---»
1 1I 111 : w(x)
0 L X 0 L X

Obr. 70: Pribéh potencialu (nalevo) a pravdépodobnost vyskytu (napravo) ¢astice letici na
jednorozmérnou pravouhlou potencidlovou bariéru.
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Vzhledem k tomu, Ze mame 4 podminky pro pét konstant, je vSe v pofadku a jedna
konstanta zlistava volna pro normovani nalezené vinové funkce. Jinou moznosti je vzit
nenormovanou vinovou funkci a amplitudu dopadajicich vin volit rovnou

Ap =1. (2.97)
V tomto pfipadé budeme mit mimotadné jednoduchy vypocet koeficientu propustnosti

bariérou. Ten je definovan jako podil poctu proslych ¢astic ku podilu poétu dopadlych
¢astic a vypocteme ho jako podil hustot pravdépodobnosti proslé a dopadajici viny:

> T=——7+—= AIHAHI . (298)

Obdobné muzeme zavést koeficient odrazu

BB N
> R:*_:BIBI' (299)

Ay A4y
Soustavu (2.96) ptepiSeme do maticové podoby, volba 41 = 1 d4 vzniknout pravé strané
soustavy:

1 -1 1 0 Ay 1
ehL 0 e _eikL B; 0
, : =| (2.100)
h ik —h 0 BH ik

et 0 —ne 't —ike L | [ Ay | O

Vzhledem k tomu, Ze chceme urcit koeficienty propustnosti bariéry, staci urcit jen kon-
stantu Ayjj a ostatni eliminovat. Matici mizeme pievést na trojuhelnikovou matici nebo
pouzit metodu subdeterminanttl, metodu inverzni matice atd. Vypocet je jiz pfimocary.
Vysledek je:

| 2 T=%. (2.101)
+V0 sinh” (L)
4E(Vy—E)

Koeficient odrazivosti R miizeme snadno uréit ze zdkona zachovani poétu ¢astic:
| 2 R+T=1. (2.102)

Kvantova teorie ptipousti prichod ¢astice bariérou i v piipad¢, ze castice ma niz$i ener-
gii, nez je hodnota potencidlu na vrcholu bariéry. Je to dano nekomutativnosti potenci-
alni a kinetické energie. Z Heisenbergovych relaci neurcitosti potom plyne, ze ob€ hod-
noty nemizeme soucasné piesné¢ meéfit. NeurCitost kinetické a potencidlni energie
umozni tu a tam prichod ¢astice bariérou. Tomuto jevu fikame tunelovy jev. Pravdépo-
dobnost jevu exponencialné klesa s tloustkou bariéry. Typickym ptikladem mohou byt
dve¢ oblasti kovu oddélené tenkym izolantem, ptes ktery mohou tunelovat elektrony.
Dalsim piikladem jsou alfa ¢astice tunelujici z atomového jadra pies Coulombovu bari-
éru (viz potencial 6 na obrazku 57) pfi radioaktivnim alfa rozpadu. Na tunelovém jevu
je zalozena tunelova dioda, rastrovaci tunelovy mikroskop a dalsi zafizeni.
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Mikroskop STM

Mikroskop STM (Scanning Tunneling Microscope, rastrovaci tunelovy mikroskop)
umoziiuje zobrazit povrch pevné latky v rozliSeni jednotlivych atomi. Povrch je doslova
osahavan piezoelektricky vychylovanym wolframovym hrotem. Mezi povrchem a hro-
tem je nevodiva mezera, kterou tuneluji elektrony. Vznikly tunelovy proud elektronii je
velmi citlivy na vzdalenost hrotu od nerovnosti na povrchu latky. Jeho méfenim tak
vlastné zjistime jakoukoli nerovnost na povrchu. Ve sméru povrchu je rozliSeni mikro-
skopu STM fadové 107" m, v kolmém sméru k povrchu je viak rozliseni tadové lepsi
v disledku velmi silné nelinearni zavislosti velikosti proudu na vzdalenosti od povrchu.
Na $pi¢ce wolframového hrotu je v idealnim piipadé jediny atom, podle toho, jak se
hrot podafi vyleptat. Je to nejostiejsi hrot jaky dokazeme vyrobit, pouziva se také jako
studena katoda u rastrovacich elektronovych mikroskopt.. Rastrovaci tunelovy mikro-
skop umoziuje nejenom zviditelnit polohu atomtl na povrchu krystalové mfize, ale také
je prenaset z mista na misto, kdyz se pomoci pfilozeného elektrického napéti piekona
chemicka vazba s povrchem a atom se hrotem mikroskopu pfenese.

Mikroskop STM byl vyvinut Gerdem Binningem a Heinrichem Rohrerem v labora-
totfich IBM. Za sviij objev ziskali Nobelovu cenu za fyziku pro rok 1986.

Obr. 71: Ohradka z atomU Zeleza byla vytvofena na médéném povrchu za pomoci rastrovaciho
tunelového mikroskopu (STM). Vysledny povrch je skenovan mikroskopem STM a z intenzity
tunelového proudu v jednotlivych mistech nad povrchem je vytvorena topografickd mapa po-
vrchu, na kterou se divate. Uvnitf ohradky jsou patrné stojaté hustotni viny uvéznénych elek-
trond. Tunelovy jev umoznil lidstvu zkoumat latky na atomarni Urovni a manipulovat s jedno-
tlivymi atomy. Crommie, Lutz & Eigler, IBM.
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Rozptyl

Bariéra predstavuje jednoduchy piiklad jednorozmérného lokalizovaného potencialu. Je
nenulovy v malé prostorové oblasti, na kterou mohou nalétavat Castice ze dvou smeért
(zprava a zleva). Nalétavajici astice popisuji vinové funkce y*. Castice interaguji
s oblasti nenulového potencidlu (fikame, Ze se na ném rozptyluji) a z oblasti ¢astice
vylétavaji opét ve dvou smérech (napravo a nalevo). Popisuji je vinové funkce wg*.
Index S znamena rozptyleny (anglicky scattered). Vstupujici 1 vystupujici (rozptylené)
vinové funkce jsou feSenim Schrodingerovy rovnice s nulovym potencidlem, tedy jde
o rovinné viny. Po urc¢ité dob¢ se ustali (v pribéhu této doby se zaplni ptipadné vazané
stavy v oblasti potencialu) tok ¢astic jak do oblasti potencialu, tak z oblasti potencialu:

-w( )_ S, -

Obr. 72: Rozptyl na 1D lokalizovaném potencialu

Chovani ¢astic na lokalizovaném 1D potencialu popisuje matice rozptylu S definovana

vztahem
C) (S Sp)\(4
o . (2.103)

Matice rozptylu pfevadi vstupni svazky ¢astic na rozptylené. Jde o unitarni matici, jak je
snadno vidét ze zakona zachovani toku pravdépodobnosti (rychlost x hustota) v ustale-
ném stavu:

Jzleva = J zprava =

V,eva (A*A—D*D) =V praa (C'C-B'B) =
hk(A A-D D) hk(C*C—B*B) =
m m

C’C+D'D=A"4+B'B.
Matice S tedy neméni velikost vektoru. Ten ma pted a po puisobeni matice stejnou veli-
kost, coz je definice unitarity:
<yslys >=<yly >
<Syr Sy >=<yqly; >

Vlastni ¢isla unitarni matice lezi v komplexni roviné na jednotkové kruznici a miZzeme
pro né psat

Ao = %2 ; 012 =f12(k). (2.104)

Rozptyl na lokalizovaném 1D potencialu je proto charakterizovan dvéma uhly 61 2(k),
které jsou fazi vlastnich Cisel matice rozptylu.
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2.4.4 Periodicky potencial a pasové spektrum

Velmi casty je také pohyb castic v nelokalizovaném potencialu, naptiklad v periodic-
kém potencialu krystalické mfize, ktery spliiuje zakladni podminku

Vix+a)=V(x), (2.105)

kde a je perioda potencialu. K pochopeni zakladnich vlastnosti periodického potencialu
postaci fesit ptipad nekonecné posloupnosti stiidajicich se jam a bariér. Tento pribéh
potencialu se nazyva Kronigv-Penneytiv model. Poprvé ho pouzili némecko-americky
fyzik Ralph Kronig a anglicky matematik William Penney. Budeme ptedpokladat, Zze
vyska opakujicich se bariér je V), jejich Sitka L a periodicita a.

V, EA , /
0
E v,
........ ) 0
0 Lo e iy o
¢%—1 u%

Obr. 73: Kroniglv-Penneylv model krystalu s periodickym potencidlem.

Kronigtuv-Penneytiv model

Kvalitativni charakter spektra nezavisi na $ifce jednotlivych bariér. Budeme je deformo-
vat tak, aby ztlistala zachovana jejich plocha, tj. provedeme limitu L — 0, Vy — oo, tak,
aby se soucin LV neménil. Tim ziskame potencial sloZzeny z nekone¢né fady Diraco-
vych impulzl a na kazdé bariéfe postaci jedno jediné navazani vinové funkce. Budeme
tedy mit potencial
n=too
V(x)=LVy > &(x—na), (2.106)

n=—co
pro ktery snadno nalezneme feSeni na intervalu (na, na + a), kde je potencial nulovy:
v, (x) = A4, cos[k(x—na)]+ B, sin[k(x —na)] ;
¥, (x) =—A,ksin[k(x —na)]+ B,k cos[k(x —na)]; (2.107)

k=2mE/R®; n=0,+1,%2...

Argument kmitavého feseni je vhodné posunut do lokalniho pocatku v misté kazdého
Diracova impulzu, takze sinus za¢ina u kazdé jamy od nuly a kosinus od jednotky. Pti
navazovani vinovych funkci vyuZzijeme tfi podminky. Samotna vinova funkce bude
spojita, prvni derivace bude mit skok (jde o Diraciiv impulz) a periodicita potencialu
povede na periodicitu hustoty pravdépodobnosti. RozepiSme nyni tyto tfi podminky pro
navazani na n-tém Diracové impulzu (resp. na n-té infinitezimalni bariéfe):
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1. spojitost vinové funkce

Na kazdé bariéfe musime predpokladat spojitost vinové funkce. Kdyby byla nespojita,
prvni derivace by dala distribuci a druha derivace obsazena ve Schrodingerové rovnici
by byla derivaci distribuce, kterou by nebylo mozné zadnym dal§im ¢lenem kompenzo-
vat. Musi tedy platit:

V1 (na) =y, (na). (2.108)
Odsud dostaneme prvni z vySe zminénych tii podminek:
> A4, cos(ka) + B,,_; sin(ka) = A,,. (2.109)

2. Skok v prvni derivaci
Napisme Schrodingerovu rovnici v nasi situaci

2
—2h—my/”+V(x)1//:El//. (2.110)

Rovnici budeme integrovat v g-okoli n-té¢ho Diracova impulzu:

h2 na+é& na+é& na+é&
- w’(x)dx+ LV, j 8(x—na)y(x)dx = j Ey(x)dx .
m na—& na—& na—é&

Prostfedni integral 1ze spocitat vzhledem k pfitomnosti Diracovy distribuce velmi snad-
no. V ostatnich provedeme limitni pfechod ¢ — 0. Integral na pravé strané déa diky spo-
jitosti y nulu a levy integral piislusny skok:

—— lim [y’ + LV, (na) =0,

na—¢&

odsud plyne podminka pro skok prvni derivace w na n-tém Diracové impulzu

2
2 [y ) W )]+ LT i ) =0, @.111)

Po dosazeni feSeni (2.107) madme druhou podminku:
2mL VO

> B, +A,_;sin(ka)— B,_; cos(ka) = 3
kh

4, . (2.112)

3. Periodicita
Z periodicity potencialu (2.105) plyne periodicita hustoty pravdépodobnosti

wx+a)=wx);  wx) =y () w). (2.113)
Odsud je jasné, ze pro vinovou funkci musi platit
wx+a)=e? y(x), (2.114)

kde ¢ je n&jaké fazové posunuti. Pro nase konstanty potom plyne:

> B,=¢?B _,; A,=¢%4, . (2.115)
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Nyni dosadime 4, ; a B, | ze vztahu (2.115) do podminek (2.109) a (2.112). Tim zis-
kame soustavu rovnic pro neznamé konstanty 4, a B,:

ke — i¢’ in k A 2mL
coska—e sin ka [ "|Zo. 55’"_[/0. (2.116)

sinka—&,  —(coska—e'?) )\ B

Nenulové feSeni ziskame jen tehdy, pokud bude determinant soustavy nulovy, coz vede
na podminku:

in k LaV,
| cos¢)=coska+ASln a; 4=224%0
ka K2

(2.117)

Prava strana této podminky musi byt z intervalu <1, 1>, jinak uhel ¢ na levé strané
nelze nalézt a feSeni neexistuje. Vysledkem jsou pasy, ve kterych se ¢astice pohybovat
mize, a zakazané pasy, ve kterych feSeni neexistuje, tj. ¢astice s takovou energii se
v periodickém potencialu nemtze vyskytovat. Pfipomenme si, ze vlnovy vektor k je
v podmince (2.117) provazan s energii podle vztahu (2.107), tj. plati k = 2mE/A2.

sin ka
coska+ A

ka

+1

ka

Obr. 74: V grafu je vynesena prava strana podminky (2.117). Tam, kde je kfivka mimo
interval <—1,1>, feSeni neexistuje a na grafu je Sedou barvou oznacen zakazany pas.

Zakazané pasy jsou typické v krystalovych mfizich, v polovodicich, ale tfeba i v perio-
dickych strukturach motylich kiidel, kde zpisobuji zajimavé, jakoby nepfirozené barvy.

Brillouinova zéna
Predstavme si nyni tfirozmérnou periodicitu krystalické mftize, ktera se opakuje pii
kazdém posunuti o vektor A

| 2 A=n1a1+nzaz +n3a3, ny,ny,ng =1,2,3... (2118)

kde aj, ap, a3 jsou tfi linearné nezavislé vektory (nelezi ve stejné roviné). Objem
elementarni buiiky je dan objemem rovnobéznosténu natazeného na zakladni vektory
mfize, tj.

Vz =la;-(ayxa3)|. (2.119)
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Potencidl musi splitovat podminku periodicity
Vir)=V(r+A). (2.120)

Periodicita mfize se samoziejmé prenasi i na hybnost pohybujici se Castice, ktera se pri
pruletu miizi také periodicky méni. Hybnost je vzdy provazana s vinovym vektorem, tj.

p=7k. (2.121)

V k-prostoru, do kterého se pifeneseme Fourierovou transformaci, bude periodicita zna-
menat jednoduchou podminku na rovinnou vinu

KA = k+G)A (2.122)
dCA=1;, =  G-A=2Nzm; N=123... (2.123)
Periodicita v k-prostoru je tedy G, pro energii bude naptiklad platit
| 2 Ek+G)=EKk). (2.124)
Vektor G definuje tzv. reciprokou miiz v k-prostoru
> G =mg +myg, +msgs ; my,my,my =1,2,3... (2.125)

Vektory g; jsou linearn€ nezavislé (nelezi v rovin€) a definuji reciprokou miiz. Jejich
rozmér je m-1. Ze vztahu (2.123) plyne, Ze zakladni vektory reciproké miize jsou

a,xa ay;xa X
g =2r 2278 g BT g g T (2.126)
z Vz z
Mezi vektory a; ptivodni miiZe a g; reciproké mfize plati jednoduchy vztah
;-8 = 27[5/(1 . (2127)

V reciproké miizi bude veskera informace obsazena v zdkladni bufice, kterou nazyvame
Brillouinova zéna. Jejim nekoneénym opakovanim zrekonstruujeme cely k-prostor. Na
hranici Brillouinovych zon se veli¢iny mohou ménit skokem. Objem Brillouinovy zény
je dan objemem rovnobé&znosténu natazeného na zakladni vektory miize, tj.

Vg =|g1- (82 xg3)|- (2.128)

Koncept Brillouinovych zon byl vytvoren z

francouzskym fyzikem Léonem Brilloui-

nem (1889-1969) a stal se neodmyslitel-

nou soucasti dnesni teorie pevnych latek

a zejména polovodi¢i. Reseni v k-prosto-

ru je mnohdy jednodussi a usnadni praci.

My jsme se zde seznamili jen s tzv. prvni

Brillouinovou zoénou. Jejim opakovanim y
muzeme vytvaret dalsi Brillouinovy zony.

Reseni Schrédingerovy rovnice v tiiroz-

mérném periodickém potencialu krystalu

jde za ramec této uvodni ucebnice kvanto-

vé mechaniky a ¢tenar ho nalezne ve spe- Obr. 75: Brillouinova z6na plo3né
cializovanych knihach, viz napt. [23], [24]. centrované kubické soustavy.
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2.4.5 Neutron v tihovém poli

Gravitacni interakce je nejslabsi ze vSech Ctyt interakcei v piirodé. Snadno ji detekujeme
u planet, hvézd a galaxii, ale dlouho se zdélo, ze ptipadné gravitacni projevy elementar-
nich ¢astic jsou zcela mimo naSe méfici moznosti. V roce 2011 se podafilo tymu
z Videnské univerzity zméfit detekovat kvantové stavy neutronu v tihovém poli. Poprvé
tak byly experimentalné pozorovany gravitaéni projevy elementarni ¢astice.

Uvazujme Castici pohybujici se v homogennim tihovém poli. Pohyb ¢astice je zdola
omezen tvrdou podlozkou. Jde o kvantovou analogii ping-pongu, kdy mic¢ek mtze po-
skakovat na stole, ale nemtize se dostat pod jeho desku. Situace je nakreslena na ob-
razku 76. Klasicky pohyb castice je omezen zdola deskou stolu a shora maximalni vys-
kou, ktera je dana celkovou energii ¢astice £ = 2 muv2+mgy. Z hlediska kvantové teorie
jde o nekonecnou trojuhelnikovou jamu, ve které ma Castice diskrétni energetické stavy.

0 y
Obr. 76: Kvantovy pingpong.

Potencialni energie nasi lohy ma tvar

0o y<0,

(2.129)
mgy; y>0.

> Yy = {

Schrédingerovu rovnici budeme fesit v oblasti y > 0 a budeme pozadovat, aby w(0) = 0.
Samotna rovnice ma tvar

> -———+mgyy = Ey. (2.130)

Rovnici Ize fesit obdobnym postupem jako harmonicky oscilator v x reprezentaci. Nej-
prve zavedeme bezrozmérny argument vinové funkce:
2 2
dy _ _ .y E h
— - WHAy=0;  y=-—; 1= ;0 V=3
dy Yo mg Yo 2m°g

(2.131)

Vlastni ¢islo 4 je ve skute¢nosti bezrozmérnou energii. Proménnou y jesté posuneme
podle predpisu

E=y-1 (2.132)
a vysledna rovnice bude
| 2 v =Sy =0; "=d/dE. (2.133)

Jde o Airiho rovnici, jejimZ feSenim jsou Airiho funkce Ai(¢) a Bi(¢), viz napiiklad [25],
[26]. Obé¢ funkce l1ze definovat za pomoci fady, pomoci Besselovych funkci nebo pomo-
ci integralniho vyjadfeni:
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Ai(&) = {fcos(ﬁ/s +§t)dz :
0

[exp(—t3/3+§t)+sin(t3/3+§t)}dt .

(2.134)
Bi($) =

1
V4

oS — 3

Funkce Bi(¢) pro velka & diverguje a neni integrovatelna, proto je feSenim ulohy

w(§)=Aig). (2.135)

Okrajova podminka w(&) = 0 vede na numerické hledani nulovych bodu Airiho funkce
atim na kvantovani energie, kterd je v argumentu Airiho funkce, nebot’ & = y—A(E).
Hodnoty prvnich péti energetickych stavii spolu s hustotou pravdépodobnosti vyskytu
Castice jsou na obrazku:

E
=

y

30

20

10 -

1,41 2,46 3,32 409 478 E(peV)

Obr. 77: Kvantovy micek v tihovém poli. Na vodorovné ose je energie micku, vyznaceny jsou
pripustné energetické stavy v kvantové teorii. Na svislé ose je vyska nad podlozkou. Pferusova-
nou ¢arou je znazornéna vyska, které by poskakujici micek s danou energii dosahl v klasické
mechanice. Sedé je vyznadena kvantova pravdépodobnost vyskytu micku (jeji hodnota narsta
smérem doprava).

Kvantovy pingpong s neutronem

Experimenty s tihovym polem plisobicim na elementarni ¢astice provadéla skupina
védcl pod vedenim profesora Hartmuta Abeleho z Videnské technické univerzity [27].
Soucasti skupiny byli i védci z Laueho-Langevinova tstavu v Grenoblu (ILL, Institute
Laue-Langevin), kde byly experimenty fyzicky provadény. Jako testovaci micek po-
slouzil neutron, ktery je minimalné ovliviiovan vSudypiitomnymi elektromagnetickymi
silami. Neutron je velmi obtizné polarizovatelny, takze na ného neplsobi ani rizné
dipolové sily, jako je naptiklad van der Waalsova sila. Neutron ma pro experimenty
s gravitaci dostatecnou zivotnost, jeho poloCas rozpadu je pres 800 sekund. K experi-
mentim byl pouzit zdroj ultrachladnych neutront s velmi nizkou energii. Jediné u tako-
vych ¢astic bylo mozné méfit kvantové stavy neutronu v tihovém poli. Proto byl pouzit
zdroj neutronti z Laueho-Langevinova tstavu v Grenoblu, ktery vytvafi neutrony s ener-
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gii niz8i nez 300 neV (nanoelektronvoltd), tomu odpovida teplota niz§i nez 2 mK (mili-
kelviny) a rychlost niz8i nez 15 m/s.

Pokud poskakuje na stole micek, miize se dostat do libovolné vysky dané jeho cel-
kovou energii. Kvantovy micek v tthovém poli se nachazi jen v uréitych energetickych
stavech danych nasim feSenim Schrddingerovy rovnice. Kvantovy micek vystoupa jen
poskakujici micek je 1,41 peV (pikoelektronvoltli), druhy 2,46 peV, treti 3,32 peV atd.
Pro normalni pinpongovy micek jsou tyto stavy neméfitelné, pro ultrachladné neutrony
je mozné takové stavy detekovat. Pravdépodobnost vyskytu mi¢ku v uréité vysce nad
podlozkou je dana kvadratem Airiho funkce.

Ultrachladné neutrony byly nasmérovany mezi dvé vodorovné desky. Spodni deska
slouzila jako podlozka, od které se neutron, pohybujici se v klasickém ptipad¢ po ob-
louku, mtize odrazit. Horni deska byla pomocné a byla zkonstruovéna tak, aby pohltila
neutrony, které se dostaly az do jeji vysky. Vzdalenost mezi deskami byla pfiblizné 20
az 25 mikrometrt, takze neutrony v prvnim a druhém kvantovém stavu mohly bez pro-
blémi prolétnout mezi deskami (nedosahly vysky druhé desky). Chladné neutrony to ale
nemély tak jednoduché. Spodni deska totiz vibrovala fizenym zptisobem. Byla rozkmi-
tana za pomoci piezoelektrického jevu a jeji kmity byly piesné kontrolovany za pomoci
laseru. Pokud deska vibrovala, zpusobila rezonan¢ni pfeskok neutrond mezi prvnim
a tfetim energetickym stavem a vétSina neutront mezi deskami neprolétla, protoze treti
energeticky stav znamend, Ze se neutron dostal az do vysky horni desky a byl ji absor-
bovan. Pokud dolni deska nevibrovala, vétSina neutronti mezi deskami prosla.

Historicky poprvé byly méfeny kvantové stavy Castice v gravitaénim poli a bylo
mozné tyto stavy zmeénit za pomoci vibrujici desticky. Tato rezonan¢ni metoda mize
mit zcela zasadni vliv na poznéni gravita¢ni interakce na malych métitkach, kde dosud
chybéla jakakoli mé&feni. Mame vysokou Sanci se dozvEédét, jak gravitace funguje ve
svété elementarnich Castic a zda se skute¢nost odchyluje od Newtonovych a Einsteino-
vych predstav, ¢i nikoli.

ooooooooooooooooooooooooooo
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2.5 Sféricky symetricky potencial

P 1 sféricky harmonicky oscilator

1 2 sféricka jama
3 Coulomblv potencial

V="Wr)
3 re<0,m,)

Obr. 79: Nékteré sférické potencialy.

Sféricky symetrickym (centralnim) nazyvame potencial, ktery zavisi jen na vzdalenosti
od urcitého stfedového bodu. Pro popis pohybu téles v sféricky symetrickém potencialu
je velmi vyhodna sférickd soufadnicova soustava. Mezi nejznaméjsi sférické potencialy
patii sféricky harmonicky oscilator, sféricka jama a Coulomblv potencial. Sféricky
oscilator si miizete predstavit jako t€lisko v pocatku soufadnic, od kterého vedou pru-
ziny na vSechny strany. Kdykoli ho vychylime, bude pisobit vratna sila smérem do
sttedu. Prubéh potencialni energie je kvadraticky. Sféricka jama pfiblizné¢ odpovida
potencialu, ktery pocituje neutron zachyceny v atomovém jadfe. Jaderné sily (derivace
potencialu) na hranici jamy (= a) jsou zna¢né — v idealizaci (2.136) dokonce neko-
necné — a v jinych oblastech velmi slabé. Coulombtiv potencial se uplatni naptiklad ve
vodikovém atomu, kdy osamoceny elektron podléha plsobeni jediného protonu v ato-
movém jadie. Nezapominejte, Ze r € <0, «). Prib&hy téchto znamych potencialii jsou:

_ 1.2
M V(r)—zkr,
2 vy =10 < 2.136
A (2.136)

0

V klasické mechanice bude systém popsan Lagrangeovou funkci, zobecnénymi hyb-
nostmi a energii a Hamiltonovou funkci ve sférickém soufadnicovém systému takto:

L= w2+ L2 sin?e ¢2+lmr29'2—V(r), (2.137)
2 2 2
py = mr,
pp = mr’sin®0 ¢, (2.138)

mr26",

Po
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1 1 U | :
E = —mi? +=mr*sin’6 ¢* +— mr?0° +V(r), (2.139)
2 2 2
2 2 2 2 2
M=l B0y Py Pry L SV, (2140
2m  2mr 2mr-sin” @ 2m  2mr

Jiz v klasické mechanice jsme si ukazali, Ze zobecnéné hybnosti odpovidajici thlovym
proménnym jsou komponenty momentu hybnosti. Druhd ¢ast Hamiltonovy funkce od-
povida rotacnim stupnim volnosti a lze ji zapsat pomoci vektoru momentu hybnosti L
vzhledem k ose z, od které je odvozen sféricky soufadnicovy systém.

Z ptedchoziho jiz vime, Ze jednotlivé slozZky momentu hybnosti nejsou soucasné
meéfitelné a nekomutuji spolu (2.25). Soucasné ale muzeme méfit kvadrat momentu
hybnosti (2.26) a libovolnou z jeho slozek (2.27). U sféricky symetrického problému
budeme preferovat tieti osu a tfeti slozku. Osa z ma preferované postaveni pii budovani
sférického soufadnicového systému, ve skutecnosti je vSak lhostejné, kterou ze slozek
momentu hybnosti zvolime do Uplné mnoziny pozorovatelnych. Je-li v systému pii-
tomno vnéj$i magnetické pole, volime zpravidla soufadnicovy systém tak, aby tfeti osa
mifila ve sméru tohoto pole, osa z je potom soucasné smérem vn&j$iho magnetického
pole. Je-li systém sféricky symetricky, potom kvadrat momentu hybnosti komutuje s ha-
miltonianem:

2 "2 "2

[CA]= 2. 2y Yy | 2 E =0
2m 2my? 2mr?
Vime totiz, Ze zobecnéné soufadnice nekomutuji jediné se svymi zobecnénymi hyb-
nostmi. V komutatoru mezi kvadratem momentu hybnosti a hamiltonianem mohou tedy
byt jediné nenulové ¢leny s thlovou ¢asti hamiltonianu, ale operator sam se sebou ko-
mutuje, takze vysledek muze byt jediné nulovy. Podobné tomu je se tfeti slozkou mo-
mentu hybnosti:

[L3,H]:[L3,%+2BZ +V(r)1={r_3’ 2|122} 1 [Lp.‘_z}zo.

2
mr mr 2mr

Nalezli jsme tak trojici nezavislych komutujicich operatorti, kterd tvofi uplnou mnozinu
pozorovatelnych u nerelativistického sféricky symetrického problému (v relativistické
uloze k témto proménnym jesté ptibude spin):

[, L;]1=[? H]=[L;,H] = 0. (2.141)

U soustavy nezavislych vzajemné komutujicich operatorti je mozné hledat spolecné
vlastni vektory ke vSem operatorim. U sféricky symetrického problému budeme tedy
fesit soustavu tif rovnic pro vlastni vektory

Hiv,,m> = E,|v,[m>,
L [v,,m> = A;|v,l,m>, (2.142)
|:3 [v,l,m > = p,, |v,l,m>.

Index v Cisluje energetické stavy, index / stavy kvadratu momentu hybnosti a index m
stavy projekce momentu hybnosti do libovolné osy (zvolili jsme tfeti osu). Vlastni ¢isla
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jsme oznadili E, A, u. Tuto soustavu je tieba fesit soucasné. Co by se stalo, kdybychom
naptiklad tesili jen rovnici pro energii? Nalezena vlastni ¢isla £ by samoziejme byla
v poradku, ale ke kazdému vlastnimu ¢islu (kazdé hodnoté energie) by existovalo vice
protoze feSime jen prvni rovnici). Tomuto typu spektra fikame degenerované spektrum.
Znamena to jen to, Ze k danému vlastnimu ¢islu existuje vice vlastnich vektora. Odlisili
bychom je od sebe az pomoci dalSich operatort, které komutuji s operatorem, jehoz
spektrum prave hledame.

V nasledujicich dvou kapitolach se budeme zabyvat momentem hybnosti, tedy dru-
hou a tieti rovnici v (2.142). Reseni pro moment hybnosti je stejné pro viechny priibéhy
potencialni energie. V kapitole 2.5.1 nalezneme feSeni bez pouziti konkrétni reprezen-
tace a v kapitole 2.5.2 naznacime, jak by se pii feSeni postupovalo v x reprezentaci.
Prvni rovnici v (2.142) se budeme zabyvat v kapitole 2.5.3. ReSeni pro energii (energe-
tické spektrum) jiz samoziejme zavisi na prubéhu potencialni energie a je jiné naptiklad
pro vodik a jiné pro sféricky oscilator. Navic feSeni pro energii zavisi na Cislech / a m.
To je logické: moment hybnosti souvisi s rotacnimi stavy systému a ty k energii pfispi-
vaji. Vidime to koneckonct i v hamiltonianu (2.140), kde je praveé rotacni cast energie
vyjadiena pies kvadrat momentu hybnosti.

2.5.1 Moment hybnosti
Zakladnimi komuta¢nimi relacemi pro moment hybnosti jsou vztahy (2.25) a (2.27):
L, Ly]=inL;,
[L,,Ly]=inL,,
[Ls, L ]=inL,,
L2, L5]=0.

Zaved’'me nyni tzv. posuvné operatory
L, =L, +iL,. (2.143)

Tyto operatory budou mit podobny vyznam jako kreac¢ni a anihila¢ni operatory u ener-
gie harmonického oscilatoru. Budou nés totiz posouvat ve spektru momentu hybnosti.
Napisme prehledné jejich dulezité vlastnosti (vSechny lze snadno odvodit z definice
posuvnych operatort a z komutacnich relaci momentu hybnosti):

M f_lzé( L, +L), 5) LL,=02-(3-ni,,
. 1/~ =~ A .
) Lzzz(L+—L,), (6) [L+,L,}=2hL3, .14
@3 =L, (M | LsLe [=£nLy,
@ L0 =-%+nl,, ®) [L{LJ:O.

Zname-li posuvné operatory, mizeme z relaci (1), (2) a (6) zrekonstruovat cely moment
hybnosti. Ulohu, kterou budeme nyni fesit, 1ze zformulovat takto:
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L Au>=AAu>,
Ly | Au> = | Aou>.

Nejprve odvod’'me tii pomocna lemmata tykajicich se posuvnych operatorii:

Lemma 1

Tvrzeni: Posuvné operatory posouvaji vlastni vektory ve tfeti komponenté momentu
hybnosti o Planckovu konstantu:

Lo|Au>=~ |Auth>.

Dikaz: OznaCme |y >= I:i | A, 1 > . Aplikujme operatory |:3 a L na tento vektor:
K vyjadieni treti slozky a kvadratu momentu hybnosti vyuzijeme sadu zakladnich vlast-
nosti (2.144). Z vlastnosti (7) uréime tieti slozku a z vlastnosti (8) kvadrat momentu
hybnosti:

I:3|1//>=I:3I:i|l,y>= I:2|1//>:I:2I:J_r|/1,u>:
:(ﬁi£3ihﬁi)|/l,y>: :ﬁiﬁz\/l,/z>:
= (uENLy | A u>= @)y >; =ALs | Au>=2ly>.

Vidime, Ze posuvné operatory posouvaji ve spektru operatoru tieti slozky o konstantu
+h. Ve spektru operatoru kvadratu momentu hybnosti nedélaji posuvné operatory nic.
Posuvné operatory tedy meéni jen hodnotu projekce momentu hybnosti do zvolené osy. m

Lemma 2
Tvrzeni: Pti fixnim A je spektrum operatoru |:3 omezené, tj. existuje imin @ Umax-
Diikaz: V relacich
L2 u>= 2 |4 1>
"2 12 "2 12 2
( ;3 +L2)\/7,,,u> = ( [ —L3)|,1,ﬂ>=(,1—/¢ YA, 1>
jsou operatory na levych stranach pozitivné definitni. Proto musi platit 1 >0, A —u2 > 0.

Ziejmé tedy musi byt z2<1 A A2 0, a proto ue <—VA, +VA > a existuje Umin @ Umax.
[

Lemma 3
Spektrum je symetrické kolem nuly, tj. tmin = — #max-

Diikaz: Podobné jako u harmonického oscilatoru zaptisobime posuvnym operatorem na
prvni (resp. posledni) stav. Vysledek ptisobeni musi byt nulovy, protoze dalsi stav ne-
existuje. Poté napiseme kvadrat normy tohoto vektoru a provedeme jednoduché upravy:

I:+|ﬂ'uumax>=0= A I:—|ﬂ>/umin>=0a
< A fhiax ||:— IA-+ | A thmax >=0, A < A fhinin ||:+ I:— | As thiin >=0,
<ﬂ”:umax ||:2 _I:% _h|:3 |)“humax>:O > N <)“humin |L2 _I:% +hls |ﬁ”/umin>:03
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2 2 2 2
(ﬂ'_/umax_/umaxh)Hﬂwumax II©=0, A (ﬁ’_ﬂmin"'ﬂminh)nﬂuumin =0,
2 2
A= tinax + Hmax? A A= figin = Hinin Tt - (2.145)
Oznacime-1i gmax = @, fmin = b, potom plati
a?+ah=b*-bh =

b? —bh—(a® +ah)=0 =

o)

1 +ha
E(hi(mza)):{im

Prvni feseni je ve sporu s tim, Ze a je maximalni hodnota, druhé feseni dokazuje lemma
o symetri¢nosti spektra projekce momentu hybnosti. ]

Spektrum projekce momentu hybnosti

Posuvné operatory posouvaji tfeti komponentu momentu hybnosti o Planckovu kon-
stantu, proto musi platit:

U=—a,—a+h,—a+2h, ...,a—h,a.
Zaved’'me bezrozmérné charakteristiky m = u/h, [ = a/h. Potom
me{—-1,—1+1,-1+2,...,1-1,1}. (2.146)

Cislo m tedy miize nabyvat celkem 2/+1 riiznych hodnot. Poget hodnot 2/+1 musi byt
nezaporné celé Cislo, a proto samo ¢islo / mize nabyvat jen poloé¢iselnych hodnot, tj.

1.3 .5
le{0,—,1,2,2,=,...}. 2.147
0,2,1,5,2,2,} (2.147)

Vlastni &islo A= g1 (U +5) =11 R+ H)=h2 1(1+1) .

Zavér

Vysledky celého odvozeni miizeme zformulovat takto:

L l,m>=1(+DR*|l,m>, ze{o,l,l,i,z,i,...};
27727
> Ly [Lm>=mh|lLm>, me{—1,—1+1,...,1-1,1}; (2.148)

Ly |Lm>=|lm*l>,
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PoznamKky k reSeni

Nasledujici poznamky jsou velmi dilezité, ¢téte je pozorngji nez samo feseni!

Poznamka 1: Cislo / ¢&isluje velikost momentu hybnosti a nazyva se vedlejsi
kvantové ¢islo (hlavni kvantové &islo &isluje energii). Cislo m &isluje projekei mo-
mentu hybnosti do libovolné osy a nazyva se magnetické kvantové cislo. Nazev
souvisi stim, ze elektron v atomarnim obalu m4 moment hybnosti umérny
magnetickému momentu, takze ¢islo m popisuje jak kvantovani momentu hybnos-
ti, tak magnetického momentu.

Poznamka 2: Mozné hodnoty velikosti momentu hybnosti a jeho projekce jsou:

IL|=I+1) 1, 1=0,1,23,..;

(2.149)
Ly =mh, m=—-1,—1+1,...,1.

Poznamka 3: Polociselné hodnoty, které jsme odvodili pro ¢islo /, jsou skutecné
také mozné. Realizuji se u spinu, jehoz operator ma stejnou komutacni strukturu
jako moment hybnosti. V Schrodingeroveé x reprezentaci (nasledujici kapitola) tyto
hodnoty nedostaneme. Volba reprezentace zde znamena ztratu casti reseni. To, ze
polociselné hodnoty / jsou jiz soucasti komutacnich relaci (2.25) bylo objeveno az
relativné pozdé (v roce 1968) postupem podobnym nasemu odvozeni.

Poznamka 4: Skuteény vyznam Planckovy konstanty plyne z vysledku (2.149), re-
spektive (2.148). Jedna se o elementarni kvantum momentu hybnosti. Pfi méfeni
momentu hybnosti budeme vzdy méfit projekci momentu do urcité osy, dané méfi-
cim zafizenim. Tato projekce je vzdy ndsobkem redukované Planckovy konstanty
(Planckovy-Diracovy konstanty).

Poznamka S: Vidime, ze stavy s konkrétnim vedlejSim kvantovym ¢islem / jsou
degenerovany — existuje vice vlastnich vektoru |/, m>, které pfislusi stejnému
kvantovému ¢islu /. Tyto vektory se od sebe 1isi kvantovym ¢islem m a jejich pocet
je 2/+1 (tzv. stupen degenerace, ktery oznacujeme symbolem #).

1=2
L] = \ 67

o 0 R

Obr. 80: Mozné projekce momentu hybnosti pro / = 2.

Poznamka 6: Historicky byly oznaCovany kvantové stavy velikosti momentu hyb-
nosti elektronu v obalu atomu vodiku pismeny s, p, d, f podle tabulky na nasledu-
Jici strance:
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=0 s stav m=0 #=1

[=1 p stav m=-1,0,1 #=3

=2 d stav m=-2,-1,0,1,2 #=5

[=3 f stav m=-3,-2,-1,0,1,2,3 #="1
Poznamka 7: Vztah pro velikost kvadratu momentu hybnosti lze dostat také jako
aritmeticky primér vSech moznych hodnot. Napfiklad pro /=2 jsou mozné hod-
noty projekei Ly, Ly, nebo L, rovny —24, —h, 0, /i, 24. Primérna hodnota kvadratu je
proto dana vztahem (vysledek odpovida hodnoté vypoctené z 2.149)

<I*>= <Li> A <L§,> A <L§> = 3<L§> =

4R + 12 +0+ 1> +4n%
5

=3 612,

Poznamka 8: Neni obtizné napocitat jednotlivé maticové elementy
<L,m'|L; |lm >

operatoru momentu hybnosti ve vlastni reprezentaci pomoci posuvnych operatort,
podobné jako u harmonického oscilatoru v kapitole 2.3, pokud urcime normovaci
konstanty. Pro /=0 muze byt m i m' jen 0, a proto jde o jediny prvek. Tato matice
pusobi na skalarni veli¢iny, hovotime o skaldrni reprezentaci. Pro [=1/2 muze
nabyvat m 1 m' hodnot —1/2 a+1/2. Jde o matice 2x2 pusobici na usporadané
dvojice, které nazyvame spinory. Jedna se o tzv. spinorovou reprezentaci. Pro [ = 1
muze nabyvat m i m' hodnot —1, 0 a +1. Jde o matice 3%3 pisobici na usporadané
trojice, které nazyvame vektory. Jedna se o tzv. vektorovou reprezentaci. VSimnéte
si, ze matice L3 jsou diagonalni s vlastnimi ¢isly na diagonale.

Spinorova reprezentace (/= 1/2)

0 +1 0 —i +1 0
L =2 S L U P . . (2.150)
2l+1 0 2(+i 0 2( 0 -1

Vektorova reprezentace (/=1)

010 0 —i 0 +1 0 0
Li=h|1 0 1|; Ly=h|i 0 —i|; Ly=h| 0 0 0. (2.151)
010 0 i 0 00 -1

Matice pro [ = 1/2 (bez nasobicich koeficientil) se nazyvaji Pauliho matice.

Poznamka 9: Znamé tvrzeni Bohrova modelu, Ze na obvod drahy elektronu v ato-
marnim obalu musi pfipadnout celistvy n-nasobek vlnovych délek, je mozné s po-
moci vztahu (2.5) prepsat takto:

2wh

MmeUy

2rr,

nA =2rr, => n 2

= myU,1,, = nh

a nejde tedy o nic jiného neZ o kvantovani projekce momentu hybnosti.
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2.5.2 ReSeni v x reprezentaci, kulové funkce

V x reprezentaci budeme problém sférického potencialu fesit ve sférickych soutadnicich
(jsou nejblizsi symetrii potencidlni energie). Je tieba fesit soustavu rovnic (2.142), ktera
bude mit nyni tvar:

Hy(r,0,6) = E, w(r,0,6),
> Cy(r,0.0)= 4 y(r,0,0), (2.152)
Ly (r,9,6) =t w(r,0.0) .

PrepiSme nyni operatory do sférickych souradnic. K tomu ucelu si nejprve rozlozme
Laplacetv operator ve sférickych soutadnicich na radialni a uhlovou ¢ast:

L) l g2 .
V =V,.+r—2Vg¢,

19 5,0
V2 === rzg, (2.153)
r
1 9 P) 1 92
V3,=———|sinf— | + =
% = sing ae(sm aej sin2 6 9¢”

Kinetickou ¢ast Hamiltonovy funkce mtizeme také snadno rozlozit na radialni a thlovou
cast:

~2 "2 2 2

I:I=s—:n+%+V(r)=§—;1+2’:r2+V(r). (2.154)
V x reprezentaci ma Hamiltontiv operator jednoduchou podobu
H:ﬁ(vf +i\7§ j-l—V(r). (2.155)
2m 20 °f

Z rozkladu Laplaceova operatoru (2.153) je jasné, Ze jeho uhlova ¢ast musi (az na kon-
stantu) odpovidat kvadratu momentu hybnosti. Porovnanim obou poslednich vztahti
ziskame operator kvadratu momentu hybnosti:

> =-1°V, . (2.156)

Operator pro tfeti slozku momentu hybnosti je prostym zobecnénim vtahu (2.47). Ope-
ratory uplné mnoziny pozorovatelnych pro sféricky potencial tedy budou:

|3|—_h2 V24w leren;
=—— r+r_2 op [TV (r);

2m
> L =-1"Vp, (2.157)
Ly =—in 9
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V kartézskych souradnicich se Laplacetiv operator §tépi na soucet druhych derivaci
podle jednotlivych os, tomu odpovida rozklad kinetické energie na slozky ve sméru os.
Ve sférickych soufadnicich se Laplacetv operator déli na radialni a tthlovou ¢ast, tomu
odpovida rozklad kinetické energie na radialni a thlovou ¢ast. Pravé thlova ¢ast kine-
tické energie je rotacni energie spojena s momentem hybnosti, a proto kvadratu mo-
mentu hybnosti odpovida uhlova ¢ast Laplaceova operatoru.

Hledané feseni w(r, ¢, 6) samoziejmé zavisi na kvantovych &islech v, I, m. ReSeni
budeme hledat v separovaném tvaru

y(r,g,0)=f(r)g(p)h(). (2.158)

Nejdtive feSme posledni z rovnic (2.152):
.. 0
—1h£f(r)g(¢)h(9)=ﬂmf(r)g((p)h(0) =

.. dg
—-ih—== =
dg Hn&

M
sor=eofite ]
Nalezené feSeni musi byt periodické v tihlu ¢:

g@=glp+2r) =  u,=mh; m=0, 1, £2, ...

V x reprezentaci jsme opét odvodili kvantovani projekce momentu hybnosti. Projekce
momentu hybnosti mize nabyvat jen celistvych nasobkd Planckovy konstanty. Poloci-
selna feseni nelze v x reprezentaci nalézt. Pfechodem ke konkrétni reprezentaci pricha-
zime o Cast feseni. Hledané feSeni ma nyni tvar:

> w(r, (p,H)zf(r)ﬁeimw h®); m=0,+1%2,... (2.159)

Konstantu ¢ jsme zvolili tak, aby nalezené feSeni bylo normovano k jedné. Jako dalsi
krok dosadime toto feSeni do druhé rovnice (2.152) s vyuzitim (2.157) a budeme ji fesit

sin6 96 sin® @ 8(p2

y) 2
1 i(sineﬁj I LN
sind d@ dée w2 sin@
Vysledkem je obyéejna diferencialni rovnice pro funkci 4(6), ktera se fesi standardnimi
matematickymi postupy presahujicimi ramec této ucebnice. Vysledkem jsou polynomi-

alni funkce v argumentech cos 6 a sin 6, které se nazyvaji pfidruzené Legendreovy po-
lynomy Py,(cos 6) a jsou definované vztahem

2 . .
_h2|: 5 [Sing%j +— B_} " nO) = 4" hO) =

_2\m/2 Ll+m
By =02 2y
> 2 gt (2.160)

1=0,1,2,...; |m|<l; m=0,%1, ...
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Pro m = 0 se tyto polynomy nazyvaji Legendreovy polynomy. Piislusné vlastni ¢islo je
> A= I(I+1)7A? . (2.161)

Cela thlova cast feSeni se nazyva kulova funkce a oznacuje se
1 .
> Y (9,0) = Wi e'”? P, (cos6). (2.162)

Celkové feseni zbyvajicich dvou rovnic soustavy (2.152) tedy je

W 0.0) = £(r) Y (0.6) = ﬁ 1) 6™ B, (cosd):

> A =1+ D)A%; 1=0,1,2,... (2.163)
M, =mh; m=0, £1, .. |m|<I.

Odvozené kvantovani momentu hybnosti je az na absenci polo¢iselnych hodnot shodné
se vztahy odvozenymi jinou cestou v pfedchozi kapitole. Pro radialni funkci f(r) lze
feseni ziskat z prvni rovnice (2.152). Toto feSeni zavisi na tvaru potencidlni energie. Pro
nékteré zakladni tvary potencialni energie bude feSeni diskutovano v piisti kapitole. Na
zaveér uved'me priklady nékterych kulovych funkci, které jsou vynikajici bazi na po-

vrchu sféry:
1
0z n, 1—./3 17 5ing;
3
Yo = Ecos@; (1 3cos’ 9); (2.164)
Y =- fi ¢'?sin6; Yo =-— /1—5 ¢'? cos@sin 6.
87 8

2.5.3 Jednoduché systémy: oscilator, vodik, jama

Yoo =

Nyni zbyva fesit prvni z rovnic (2.152) — rovnici pro energii. Tato rovnice nam po-
skytne energetické spektrum a radidlni ¢ast celého feseni y(r, ¢, ). Jak energetické
spektrum, tak radidlni ¢ast mohou zaviset na kvantovych &islech / a m z predchoziho
feSeni a budou zé&vislé na konkrétnim tvaru potencidlni energie V().

V posledni rovnici (2.152) zname pusobeni rotacni ¢asti kinetické energie Hamilto-
nova operatoru na celkovou vinovou funkci. To je dano ptuisobenim kvadratu momentu
hybnosti podle druhé z rovnic (2.152). Zname jiz i vlastni ¢islo 4; podle vztahu (2.161).
Po zaplsobeni rotacni ¢asti zkratime uhlové ¢asti g(¢) a #(0) na obou stranach rovnice
a ziskdme rovnici pro radialni ¢ast feseni:

”o1d 24 h21(1+1)
5 +V E 2.165
2m r2 dr dr ) )| o1 () =E f,,(r). ( )
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PovSimnéte si, Ze v rovnici vystupuje vedlejsi kvantové Cislo /, a energetické spektrum
proto nezavisi jen na radidlnim ¢islu v, které ¢isluje energii, ale i na vedlej$im kvanto-
vém &isle 1. Reseni rovnice (2.165) se provadi standardnimi metodami (rozvoj do fady,
hledani asymptotického chovani, ofiznuti nekonecné fady). Uvedeme vysledky vypocti
pro potencialni energii sférického harmonického oscilatoru, prostorové jamy a Coulom-
buv potencial (2.136).

Harmonicky oscilator
Pro potencialni energii harmonického oscilatoru vychazi energetické spektrum

> V(r)=%ma)2r2 = E,; =(v+I+3/2) ho=(n+3/2)ho.  (2.166)

Nejmensi mozna hodnota energie (nulové kmity) je 3/24w. Radialni kvantové cislo v
Cisluje potadi radialnich stavi a zpravidla také pocet prisecikt radialniho feseni s osou
x. VétSinou se zavadi tzv. hlavni kvantové Cislo n, které skuteéné ¢isluje stavy energie:

n=2v+l; n=0,1,2,... , 1=0,1...n. (2.167)

Spektrum oscilatoru je degenerované (ke kazdé hodnoté energie pfislusi vice stavi,
kazdé n lze slozit z vice kombinaci v a /). Snadno ur¢ime stupein degenerace, uveé-
domime-li si, ze ke kazdému vedlejSimu kvantovému Ccislu existuje 2/+ 1 hodnot
magnetickych cisel m:

n/2 n/2
> #,=2 20+1= > 2n-2w)+1= ) 2n—4V+1=W~ (2.168)
/ v=0 v=0

Radu (2.168) jsme secetli jako aritmetickou fadu. Kazda energeticka slupka n obsahuje
(n+ 1)(n + 2)/2 stavii.

Coulombicky potencial
Pro Coulombickou potencialni energii vychazi energetické spektrum

> (2.169)
yme yme

MEW+I+1)? 212n?

E, =

Hlavni kvantové ¢islo n Cislujici stavy energie jsme zavedli vztahem

n=sv+I[+1 n=1,2,... , I=0,1..n-1. (2.170)
Stupeii degenerace bude
n-1 n-1
> #,=22041= > 2n-v-D+1= ) 2n—2wv—1=n>. (2.171)
[ v=0 v=0

Jde-li o atom vodiku, mize mit kazdy elektron jesté¢ dva spinové stupné volnosti
ms ==%1/2 a celkovy pocet stavll v jedné energetické slupce je proto 2n2. Tyto stavy se
li$i hodnotou kvantovych &isel £, m, ms.
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o

ELEKTRON VE VODIKOVEM OBALU
hustota pravdépodobnosti vyskytu

©
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Obr. 81: Hustota pravdépodobnosti pro vodik. Kyle Forinash, Indiana University Southeast, 2008.

Sféricka jama
Na zavér kapitoly o sférickych potencidlech zmiiime sférickou konecnou kvantovou

jamu s potencialem ve tvaru

0 r<a;

2.172
Vo rza. ( )

Vi) = {

Ani pro takto jednoduchy prubéh nema tloha analytické feSeni. Problém lze fesit jen
numericky nebo graficky, viz naptiklad publikace [15].

oo000000000000000000000000o
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2.6 Casovy vyvoj

Prozatim jsme se v kvantové teorii zabyvali stacionarnimi stavy, tj. stavy systému, které
se v Case nevyvijeji. Skuteéné kvantové stavy jsou linearnimi kombinacemi stacio-
narnich stavil (prvkt baze) a koeficienty téchto kombinaci se méni s casem. Piechod
stavu zjednoho casu do casu pozdéjSiho provadi tzv. evolucni operator (operator
casového vyvoje), se kterym se nyni seznamime.

2.6.1 Evolucni operator

Evolu¢ni operator pfevadi znamy stav Case fy na stav, do které¢ho se vyvine v Case f:
() >=0.t0) | Witg) > (2.173)

Evolu¢ni operator musi spliiovat nékteré podminky a pozadavky:

1. POCATECNI PODMINKA: vyvoj z poéateéniho ¢asu do pocate¢niho ¢asu neméni
stav systému

U(rg.10) =1. (2.174)

2. SEMIGRUPOVA PODMINKA: vyvoj ze stavu ¢ do 7 dopadne stejné, je-li prove-
den naraz, nebo pfes mezicas ¢. Porovnanim obou postupt ziskame semigrupovou
podminku:

tl %lz = tl —)t—)tz
W) >=U0.nlve)> o |wt)>=U@,0 U@n)lp@) >
U (1) =0(t2,0) 0 (,17). (2.175)

3. UNITARITA: ¢asovy vyvoj nemeéni normovani stavu:

(w(ty)|w(t) = (wO|w @),
01

(Wolwo)=(wo|UT0|wy).

Ui =1. (2.176)
4. INVERZE: inverzni evolu¢ni operator ma obracené poradi argumentti. Odvodime
ze semigrupoveé podminky:
!

ﬂ_l(to,t) = 0(1‘,1‘0), (2.177)

5. SPOJITOST: samovolny vyvoj stavu (bez aktu méfeni), ktery popisuje evoluéni
operator, musi byt spojity:

(9|0, 10) |w(1g)) je spojité pro V15 a V|p)e 3 .
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Nyni odvodime zakladni rovnici pro evolucni operator. Vyjdeme z definice stiedni hod-
noty dynamické proménné (viz tabulka v kapitole 2.2.2 na strané¢ 124) a tuto stfedni
hodnotu budeme derivovat podle ¢asu:

da _d, a9 GtAGLy. ) —
;P dt('//|A|V’> dt(‘/’0|u AU|y)

o dUf s dO

Jinou moznosti je pfimo zavést operator ¢asové derivace dynamické proménné vztahem

da A N A A
& = WIAlp)= (v |0TAD[y).
Porovnanim obou postupt ziskdme rovnici
1l NPT
U Ao+otadY dU =U'AU, (2.178)
dt de

ve které za Casovou derivaci operatoru dynamické proménné dosadime Casovy vyvoj
dynamické proménné zapsany v Poissonovych zavorkach pievedeny do kvantové po-
doby pomoci principu korespondence (2.21):

d4 o 1lra oA
—=14,H = A=—|AH]|. 2.179
Yo = A-b{ad] 2im
Ziskame tak rovnici, ze které se budeme snazit odvodit vztah pro evolu¢ni operator
TP | | IO SN
ﬂAuw'Aﬂ:u',—[A,H}u. (2.180)
dt dt 1%

Ve vsech nasledujicich Gpravach vyuzivame unitaritu 007=070=1.z posledni rov-
nice je tieba vyloucit operator 0" a jeho derivaci podle ¢asu, kterou ziskame derivova-
nim definice unitarity podle ¢asu a ndsobenim vysledku operatorem o' zprava:

0'0-1 =
T
£U+UTQ:O =
de dt

a0t i d0gi o

dt de

dU' __grd0gr
dr dr

Vysledek dosadime do rovnice (2.180) a vynasobime ji operatorem U zleva a operato-
rem 07 zprava. Postupnymi tpravami ziskame hledanou rovnici pro U:

dU _ IUT[AHJU =

_prdy dU UTAU+UTA==
dr dt  ih
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> ih—=HU. (2.181)

Pravé odvozend rovnice se nazyva rovmice casového vyvoje. Zapisobime-li touto
operatorovou rovnici na pocatecni stav [y,>, provede evolucni operator vyvoj stavu do
Casu ¢ a ziskand rovnice pro [i(f)> se nazyva casovad Schrédingerova rovnice:

> i Aol _ g
dt

w()). (2.182)

Schrédingerovy rovnice tedy mame dveé. Bezéasova Schrodingerova rovnice fesi vlastni
hodnoty a vlastni stavy operatoru energie (Hamiltonova operatoru). Z ni mizeme urcit
hodnoty energie, které jsou naméftitelné v experimentu.

Casova Schrodingerova rovnice potom fesi ¢asovy vyvoj libovolného pocate¢niho
stavu. Jak uvidime v nasledujicim textu, je feSeni ¢asové Schrédingerovy rovnice v jis-
tém smyslu trivialni. Pokud Hamiltoniv operator nezavisi explicitn€ na ¢ase a zname-li
vlastni stavy a vlastni ¢isla operatoru energie, mizeme feseni ¢asové Schrodingerovy
rovnice okamzité napsat. V praxi tedy postaci fesit bezéasovou Schrédingerovu rovnici.

2.6.2 Casova Schrédingerova rovnice

Reseni ¢asového vyvoje lze najit relativné snadno, pokud neni Hamiltontiv operéator
explicitni funkei Casu, tj. zavisi jen na operatorech zobecnénych soufadnic a hybnosti.
V takovém ptipad¢ je vyhodné volit v Hilbertové prostoru popisovaného systému bazi
generovanou vlastnimi vektory Hamiltonova operatoru (2.41):

Hin>=E,|n> ; (m|n>=§nm ; Z|n><n|=1
n
Do téchto vektorti rozvineme hledany stav, koeficienty rozvoje budou funkcemi ¢asu:
Y(©)>=Y a0 n>.
n

Reseni v tomto tvaru dosadime do ¢asové Schrodingerovy rovnice a ziskdme linearni
rovnici pro koeficienty a,(f).

iy
n

iy
n

d ~
;’t" In>=HYa,(t)|n>;
n

d
§:|n>=2a”(t)En|n>; / <k| zleva
n
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. dak
ih—=a, ()E, ;
& k (DE)

i
—LE (t—1p)
a(t)=cye O
Regeni ¢asového vyvoje tedy je:
i
- —E, (t-ty)
w@)>=Yc,e m " ln> (2.183)
n

Pokud dosadime ¢ = ¢, ziskame rozvoj pocateéni podminky:

lw(ty)>=D ¢, |n> . (2.184)

Koeficienty ¢, jsou tedy koeficienty rozvoje pocate¢ni podminky do baze z vlastnich
vektorl energie. Casovy vyvoj se od rozvoje pocateéni podminky lisi jen kmitajici
exponencialou. Pokud tedy zname feSeni bezcasové Schrodingerovy rovnice, miizeme
okamzité napsat i feSeni Casové Schrodingerovy rovnice. Casovy vyvoj nemé v kvan-
tové teorii natolik zasadni charakter jako v newtonovské dynamice, lze ho vzdy jedno-
duse zapsat, pokud zname vlastni stavy a vlastni ¢isla Hamiltonova operatoru.

Pon¢kud elegantnéjsi je operatorové feseni rovnice pro evolucni operator (2.181),
které Ize formalné¢ zapsat jako

in Yo =
dt
R —H(—tg)
Ut,z) = e'

Evolu¢ni operator je tedy funkci Hamiltonova operatoru. Pokud zname vlastni vektory
a vlastni ¢isla Hamiltonova operatoru (feSeni bez¢asové Schrodingerovy rovnice), mii-
zeme evoluéni operator vyjadrit z véty o spektralnim rozvoji:

1
n —Ey, (tftO)
Ot.to) = D e |n><n|.
n
Nyni zaptisobime nalezenym evolu¢nim operatorem na pocatecni stav | o>
1
EE,,, (I—lo)
> |p()>=) e |n><n|y, > (2.185)
n
a ziskame tak okamzité feSeni Casové Schrodingerovy rovnice:
LE (=19
- in "0 :
> y0> = 2ene [n>; (2.186)
n
¢, = <nlyy>.

Oba postupy tedy vedou na shodna feseni.
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¢ Piiklad 40: vyvoj vlastniho stavu

Predpokladejme, Ze je systém pripraven v n¢jakém vlastnim energetickém stavu (napii-
klad tfetim). Naleznéte prubéh pravdépodobnosti nalezeni systému.

Reseni: Pocateéni stav je roven
Yo (x) =c3p3(x),

kde ¢ je normovaci koeficient. Casovy vyvoj stavu bude dan formuli

- iE:),l
v(t,x)=cze " 7 yz(x)

a vysledna hustota pravdépodobnosti vychazi

% 2
wt, ) =y Y =[esps|

Je patrné, Ze se asovy vyvoj neprojevil na hustoté pravdépodobnosti, v tomto smyslu se
tedy systém pfipraveny v jednom z vlastnich stavil energie nevyviji.
[

€ Piiklad 41: kvantova interference

Naleznéte vyvoj pravdépodobnosti systému, jehoz pocatecni stav je zadan jako linearni
kombinace dvou vlastnich funkci Hamiltonova operatoru.

ReSeni: Pocatetni stav je kombinaci dvou vlastnich stavii 1 a 2 Hamiltonova operatoru
(nemusi samoziejmé jit o prvni a druhy energeticky stav, ale o libovolné dva stavy)

Wo(x) =y (x) + s (x),

casovy vyvoj je
- lElt —iEzl
yt.x)=ce "y t+ce T yy(x)

a vyslednd hustota pravdépodobnosti vychazi
*
w(t,x) =y y =

Ey—E; Y E-Et

1)t *
+(ayy) (e n

i
2 * *(
| +| (c)(caps) eh

= |01‘//1 |2 + |02‘//2

Celkova pravdépodobnost je souétem pravdépodobnosti, Ze se systém nachazi ve stavu
1, ve stavu 2 a interferen¢niho kmitavého ¢lenu, ktery je pro kvantové procesy typicky.
Vysledek lze jednoduse zapsat takto:

w(t,x) = w(x) + wy(x) + A(x)cos wt + B(x)sin wxt ;
(2.187)
w=AE/nh.

Uhlova frekvence &asovych oscilaci pravdépodobnosti odpovida kvantovani s energii
rovnou Planckovu kvantu AE = hw.
[
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2.6.3 Oscilace neutrin

Neutrina (elektronové, mionové a tauonové) jsou ve skutecnosti linearni kombinaci
vlastnich stavii hmoty

|V0!>:Vak|vk>a kdea=e, u,1; k=1,2,3.

Index a popisuje generace neutrin a index k vlastni hmotnostni stavy. Transformacni
matice je unitarni a poprvé ji zavedli Ziro Maki, Masami Nakagawa a Shoichi Sakata
vroce 1962, aby vysvétlili oscilace neutrin pfedpovézené Brunem Pontecorvem. Pro
pochopeni principu oscilaci predpokladejme jen existenci dvou generaci neutrin a mixaz
jejich stavl ve tvaru

|[Ve)=+cos@|v;)+sinB|v,),

|Vu> =—siné |V1>+cos¢9 |V2> .
Unitarni matici jsme zapsali jako béZnou rotacni matici za pomoci thlu . Za letu neu-
trin se budou hmotnostni stavy vyvijet a mixazni poméry ménit. SpiSe nez ¢asovy vyvoj
nas ale bude zajimat vyvoj stavu podél letici ¢astice. Vzhledem k tomu, Ze pro rovinnou

vinoplochu plati
i

ia —(p-x—-Et)
e1(k X-0t) _ eh ,

budeme moci vyvoj hmotnostnich stavii podél letu neutrina zapsat takto:

1
—PkX
Vi) =et" |ve(0)).
Napiiklad stav elektronového neutrina se za letu bude ménit podle formule

1 1
Ve()) =+ cosd|v,(0))+en”™ sin@|v,(0).

Amplituda pravdépodobnosti, Ze se elektronové neutrino bude za letu jevit pozorovateli
jako ¢isté mionové neutrino (dané svou pocateéni kombinaci), bude

Ay, = (Vu O] ve ().
Po provedeni skalarniho soucinu (hmotnostni stavy tvoii ortonormalni bazi) mame
<, _, =cosB@sin@ {exp (ip2xj —exp [l plxﬂ .
e h n
Neutrina maji velmi malou hmotnost a relativistické energie, a proto 1ze vyuzit rozvoj

2
\/(E/c) —m 2 ,/ mkc /E E mkc

Amplitudu pravdépodobnosti nyni snadno upravime
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iz mic? mic?
o =cos@sinfe "¢ | exp| —i x |—exp| —i x||=
Ve=Vy p JME p hE

E m12c3] -
1 — X

) he 2hE
= COSQSIHQC[

iﬁ_m%"}_Amzc} .
. he 2nE 4Rk Am*c? Am*c?
=cosfsinf e exp| —i X |—exp| +1i x||=
4hE 4hE

X
[ am?e?
sin x|.
4hE
Pokud jsou vlastni hmotnosti rtizné (staci jedna nenulovd), dojde k oscilacim neutrin.

Pravdépodobnost, ze ptivodni elektronové neutrino nalezneme jako mionové je perio-
dickou funkci vzdalenosti od zdroje

23
2:,9Zr/*:sin22¢95in2 Am”c x|
4hE

_ . { he 2ME 4RE
=-2icosfsinf e

o

&,
(N

Am? Em%—mlz .

Z riznych experimentdl je mozné urcit uhel mixaze a stfedni vzdalenost, na které pro-
béhne pfeména neutrin

> L=—4”§’E3,
Am*“c

ze které plyne pouze rozdil kvadratti hmotnosti neutrin. Skute¢na neutrina maji tfi gene-
race a transformacni matice je 3x3 a obsahuje tfi uhly. Princip se ale neméni. Z méfeni
plyne, ze plati

Amyy* = (7,59 +0,21)x10° eV? (KamLAND, 2005)
Amy = (2,43 +0,13)x107 eV (MINOS, 2006).
012~ 33°, 023 ~45°, 03 < 9°.

Mixazni matice se tak rozhodné nepodoba diagonalni matici, jako je tomu v piipadé mi-
xazni matice kvarkt.

Oscilace neutrin byly poprvé pozorovany v roce 1998 na detektoru Super-Kamio-
kande v Japonsku. Pfi pozorovani atmosférickych neutrin (vznikaji interakci kosmic-
kého zafeni s horni vrstvou atmosféry) pfichazel jiny pomér elektronovych a mionovych
neutrin zhora a zdola. Neutrina pfichazejici zhora nestacila oscilovat, naopak neutrina
prichéazejici zdola prolétla celou Zemi a méla dost ¢asu na oscilaci. Obdobné oscilace
pozorovaly ve stejné dob¢ také na Sudburské neutrionové observatoii v USA.
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2.6.4 Dvoustérbinovy experiment, AB experiment,
MZ interferometr

Predstavme si, Ze na dvé Stérbiny dopada proud Castic. Po prichodu $térbinami se na
stinitku zaznamendva, kam ktera dopadla. Vysledkem je klasicky interferencni vinovy
obrazec s maximem dopadti paradoxné mezi obéma $térbinami. Podobné jako v pred-
chozi kapitole se scitaji amplitudy pravdépodobnosti obou moznosti, nikoli samotné
pravdépodobnosti.

Na vysledku nic nezméni ani pocet pfitomnych ¢astic: bude-li tok zleva velmi slaby
a v pruméru se bude vyskytovat v oblasti experimentu jedina castice, nikdy nezjistime,
kterym otvorem prosla. Po dosti dlouhé dobé ziskame statisticky obraz dopadu Castic na
stinitko podle obrazku. Mizeme si tieba myslet, Ze ¢ast ¢astice prosla jednim otvorem
a ¢ast druhym (coZ by odpovidalo tomu, Ze byla v superpozici dvou stavil), nebo ze in-
terferovala sama se sebou. Takové ivahy nemaji realny smysl. Pro posouzeni statistic-
kého vysledku mnoha opakovanych dopadl je dulezity jen souhlas experimentalniho
vysledku s predpovedi danou teorii.

pocet pocet
castic Castic
_____ ; -» - = ===l
R E
e 7
7 7
7 7
// //
P .
7
7
stinitko stinitko

Obr. 82: Dvojstérbinovy experiment.

Jiny obraz se nam naskytne, pokusime-li se zjistit, kudy ¢astice prolétla. Zakryjeme-li
jeden z otvort, bude maximum dopadajicich ¢astic proti otevienému otvoru. Mizeme
vymyslet rafinovanéjsi postup. Budeme sledovat napiiklad pomoci ¢astic svétla — fo-
tontl, kudy ¢astice prolétla. Bude-li foton malo energeticky, bude mit pfili§ dlouhou
vinovou délku a tim malou rozliSovaci schopnost na to, aby urcil, kudy c¢astice letéla.
Bude-li ale foton mit pro detekci dosti kratkou vinovou délku, mizeme skutecné roz-
hodnout, kudy prolétla ¢astice. Ale néco za néco: kratkovlnny foton ma znacnou energii
a siln€ ovlivni stav prolétajici Castice. Dokonce natolik, Ze interferencni obrazec zcela
vymizi. Obecné€ plati: nepokusime-li se o detekci, s¢itaji se amplitudy pravdépodobnosti
a statistika dopad ma charakter interferencniho jevu. Pokusime-li se o detekci, interfe-
rence zanika a scCitaji se klasicky samotné pravdépodobnosti. Véc je dokonce jesteé za-
peklitéjsi. O detekei se ani nemusime pokusit, postaci, Ze je principialné mozna, a kvan-
tova interference zmizi. TéZko se nam tento fakt pfijima. Je to vlastnost mikrosvéta,
ktera se nam zda velmi podivna. Nase zkuSenosti z makrosvéta jsou zalozeny na komu-
tujicich objektech. Pravé nekomutativnost jevii v mikrosvéte vede ke skladani amplitud
pravdépodobnosti a k interferencnimu jevu.
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Aharontiv-Bohmiiv experiment

V klasické elektrodynamice je mozné elektromagnetické pole popsat bud za pomoci
elektrické intenzity a magnetické indukce nebo za pomoci Ctyi' potencialti (viz kapitola
1.6.3). Kazdy z téchto popisti ma své vyhody a nevyhody:

1. Elektrické a magnetické pole je pfimo méfitelné pfistroji, potencialy nikoli. Tato
situace vytvaii dojem, Ze pole jsou realné veliciny, zatimco potencialy jen po-
mocné matematické objekty.

2. Elektricka a magneticka pole jsou jednozna¢na, potencialti k danému problému
existuje nekone¢né mnoho. Toho lze vyuzit ke konstrukci co nejjednodussich
rovnic pro potencialy. Na druhou stranu nejednoznac¢nost potencialti opét vzbu-
zuje dojem, Ze koncept potencialli je jen pomocnou matematickou konstrukei.

3. Maxwellovy rovnice v potencidlech jsou jednodussi, vedou na vlnovou rovnici
s nenulovou pravou stranou, pro kterou existuje fada moznosti feseni. Po naleze-
ni potencialii musime ale jesté urcit pole z formuli B=rot A, E =— V¢ — 0A/ot.

4. Pfi transformaci poli do jiné soufadnicové soustavy jsou vhodnéjsi potencidly.
Tvofi Ctyfvektor, ktery se transformuje Lorentzovou matici. Samotnd transfor-
mace poli je ponékud nepiehledna a je dana transformaci tenzoru pole.

5. Do ctyfrozmérného svéta relativity na prvni pohled lépe zapada ctyfpotencial
pole (4, A) nez Sestice hodnot E a B. Ty jsou ve skutecnosti soucasti tenzoru pole
F, jak jsme vidéli v kapitole 1.6.3.

V klasické fyzice mlize ¢astice ménit svou rychlost pouze vlivem elektrickych a mag-
netickych poli. Pokud jsou pole nulova a potencidly nenulové (takova situace miize
nastat), na Castici zadné sily neplsobi. V kvantové mechanice je situace jina. UkdZzeme
si, ze piitomnost nenulového potencialu meni fazi vinové funkce i v ptipadé, ze samotna
pole jsou nulova (napiiklad v prostoru vné dlouhé civky je magnetické pole nulové
a vektorovy potencial nenulovy). Zména faze vinové funkce se projevi zménou interfe-
renéniho obrazce u dvoustérbinového experimentu a jde tedy o méfitelny jev. V tomto
smyslu je klasickda Maxwellova elektrodynamika dopInéna Lorentzovou pohybovou
rovnici neuplnym popisem pfirody, nebot’ nepostihuje vSechny v ptirodé probihajici
a méfitelné déje. Potencialy pole navic nejsou jen matematickou konstrukei, ale maji na
pohyb nabitych ¢astic realny fyzikalni dopad dany kvantovymi zakony.

Poprvé na tuto skutecnost upozornili anglicti teoretici Werner Ehrenberg a Raymond
Siday v roce 1949, jejich prace se ale dostate¢né nerozsitila. Obdobny jev o deset let
pozdéji, tedy v roce 1959, znovu ptedpovedéli izraelsky fyzik Yakir Aharonov a ame-
ricko-anglicky teoretik David Bohm. Aharoniv-Bohmiv jev (AB jev) byl experimental-
né potvrzen az v roce 1986 japonskym fyzikem Akirou Tonomurou.

Zména dopadového obrazce zptisobena pritomnosti magnetického pole
Uvazujme nejprve dvojstérbinovy experiment s usporadanim podle obrazku 83 nalevo.
Za S$térbinami je uzky pas nenulového magnetického pole (tloustky A/), které mifi
kolmo na pohyb elektronti. Toto pole na né bude piisobit Lorentzovou silou

F =evB (2.188)
smérem vzhtru. Vzhledem k tomu, Ze je tloustka vrstvy nenulového pole mala, budeme

uvazovat, ze se svazek elektront pohne vzhiru vlivem pisobeni konstantniho zrychleni
a = F/m po dobu Az = Al/v. Ve svislém sméru budou elektrony vychyleny o vzdalenost
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2
AvzLa(an? = LeOBALY _ B \p (2.189)
2 2 m\v 2mv

Uhel vychyleni svazku bude podle klasického vypoétu

> tgor=2Y - BAL (2.190)
Al 2mv

At uz bude obrazec dopadu elektronl na stinitku jakykoli, mél by se plisobenim mag-
netického pole thlové posunout vzhiiru o thel a dany vztahem (2.190).

Al B=0
'6’ posun AF0

obrazce

®
—>
=~
i
S
ROV Y

stinitko stinitko

Obr. 83: K vysvétleni Aharonova-Bohmova jevu.

Zména dopadového obrazce zpiisobena nenulovym potencidlem (AB jev)

Uvazujme nyni dvojstérbinovy experiment s uspofadanim podle obrazku 83 napravo. Za
$térbinami je dlouhy solenoid, v némz je nenulové magnetické pole. Vné solenoidu,
tedy v oblasti, kterou se pohybuji elektrony, je magnetické pole nulové a obrazec by
nem¢l byt posunut. Nenulovy je zde pouze vektorovy potencial. Uvazujme vinovou fun-
kei ve tvaru

w(t,x)= Ae PX) (2.191)
Konstantnost amplitudy neni pro vypocet podstatnd. Budeme hledat rovnici pro fazi

vlnové funkce, proto dosadime (2.191) do ¢asové Schrodingerovy rovnice (2.182) zap-
sané v x reprezentaci:

32
Y - (ivz +V]y/. (2.192)
ot 2m
Vysledkem je rovnice
2 2 2
599 _ _ih—V2¢+h—(a—‘/’j A (2.193)
ot 2m 2m\ ox

Odd¢lime-li pouze realnou ¢ast, mame rovnici

2
_ah_¢= L((—VI_Q} +V s
ot 2m\ ox
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kterou ptevedeme na finalni tvar
2
9, L[SV syoo:  S=nep. (2.194)
ot 2m\ dx

Jde o Hamiltonovu-Jacobiho rovnici (1.174), ve které ma veli¢ina S vyznam akce sys-
tému. Faze vinové rovnice je tedy dana akci soustavy:

> (p=%. (2.195)

Pro pfipad interakce nabité Castice s elektromagnetickym polem zname Lagrangeovu
funkei (1.257)

Lint == _Q¢(t$ X) + QA(t9 X) V.
Faze vinové funkce proto bude

S 1%
¢)=E=%ILimdf=

%I(—¢+A~V)dt:

fo (2.196)
:%j(—¢dt+Akdxk):%_[Aﬂdx”.

At zvolime kterékoli vyjadreni, je faze vinové funkce provazana s potencialy elektro-
magnetického pole, které zde hraji zcela primarni ulohu. Cela vlnova funkce bude

> y/=Aexp[i7QJ-Aﬂdx”}. (2.197)

V oblasti, kterou prolétaji v Aharonové-Bohmoveé myslenkovém experimentu elektrony,
je sice magnetické pole nulové, nenulovy je ale vektorovy potencial, ktery zpusobi
zménu faze vinové funkce a tim posun interferen¢niho obrazce.

Poprvé se pokusil tento jev zméfit japonsky fyzik Akira Tonomura v roce 1982 za
pomoci elektronového holografického mikroskopu, ktery dokaze kromé intenzity elek-
tronového svazku také zaznamenat fazi elektronti (vyzafuji koherentni elektromagne-
tické pole). Vysledky pro pouzitou civku nebyly prikazné, nebot’ pole prosakovalo
ivné civku. Proto vroce 1986 pouzil Tonomura jako zdroj pole feromagnet ve tvaru
toroidu o priméru 6 um. Povrch byl pokryt supravodivym niobem, ktery dokonale od-
stinil magnetické pole. Teplota byla udrzovana na 5 K. Méten byl posun interferen¢nich
prouzkti mezi svazkem elektronti prochézejicich vnitikem toroidu a svazkem elektront
prochazejicich vné magnetu. V téchto oblastech je nulové magnetické pole, ale rizny
vektorovy potencial. Prouzky byly posunuty o hodnotu pfedpovézenou Aharonovym-
Bohmovym jevem [28].

Poznamka: Feynman si predstavoval, ze mezi pocatecnim a koncovym bodem
pohybu castice je nekonecné mnoho desek s nekonecné mnoha stérbinami. Kazda
trajektorie je mozna a pfinasi amplitudu pravdépodobnosti i = 4 exp(iS/#). S¢itani
vsech amplitud pravdépodobnosti vedlo Feynmana k zavedeni tzv. integralu po
drahach. Kvantovou interferenci se vétsina amplitud vyrusi. Posili se jen ty, které
maji blizkou fézi, tj. pro které se priliS neméni akce S. Takova situace nastdva
v okoli minima nebo maxima akce. Nejvétsi pravdépodobnost tedy budou mit tra-
jektorie, pro které je akce extremalni, coz je ale Hamiltoniiv princip nejmensi akce!
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Machiav-Zehnderuav interferometr

Obdobnou variantou k dvojstérbinovému experimentu je Machtiv-Zehndertv interfero-
metr. Je pojmenovany podle rakouského fyzika Ludwiga Macha (1868—1951), ktery byl
synem slavného Ernsta Macha, a Svycarského fyzika Ludwiga Zehndera (1858-1949),
povazovaného za objevitele interferometru. Namisto elektrond je zde vyuZzivano svétlo,
které ma opét moznost se Sifit k detektoru dvéma cestami. Tentokrat ale nejde o dvé
Stérbiny, ale o dvé interferenéni ramena tvofena dvéma Uplnymi a dvéma polopro-
pustnymi zrcadly. Budeme ptedpokladat, Ze pii kazdém odrazu se faze posune o 90°.

0 D111 e D1T| 1

A " /
3 ﬂ 3
Iy )
——»|D2—> / > D2 —>

4 7
fo lo

Obr. 84: Machuiv-Zehnder(v interferometr.

Pov§imnéme si nejprve situace na obrazku 84 vlevo. Svétlo ze zdroje se na polopropust-
ném zrcadle vétvi na dva svazky (1 a —), které uz spolu nikde neinteraguji a vchazi do
detektor D1 (detektor svislych paprski) a D2 (detektor vodorovnych paprskit):

W) =|T);
|l//(t1)>:%| T>+%I —); (2.198)

|‘//(12)>=|‘//(t3)>=%| _>>+%| T>=%| _>>_%| T>.

V case t; je paprsek (nebo jednotlivy foton) v superpozici dvou stavt (svislé a vodo-
rovné drahy). Koeficienty superpozice zajistuji normovani (soucet vsech pravdépodob-
nosti je roven 1). Pravdépodobnosti jsou dany kvadraty koeficientd u jednotlivych stavii
superpozice, tedy u obou svazku 0,5. V Casech t, a #; je situace stejna — u kazdého
svazku doSlo kjednomu odrazu, ktery je reprezentovan fazovym posunem o 90°
(nasobenim stavu i). V detektorech D1 a D2 je stejna pravdépodobnost zachytu fotont,
budou registrovat stejnou intenzitu svétla. V situaci napravo (B) pfibude jedno polopro-
pustné zrcadlo, na kterém se kazdy ze stavii v Case t, rozdéli do dalsi superpozice:

|w(t3))=%{%|—>>+%|T)}—%[%H%%H)}:—m. (2.199)

Vidime, ze dojde k destruktivni interferenci vodorovného paprsku na detektoru D2
(nezaznamena zadny signal, paprsky pfichazeji v protifazi) a ke konstruktivni interfe-
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renci na D1 (zaznamend vSechny fotony ve fazi, tj. 100 % intenzity svétla). Jde o dalsi
ukazku nelokalniho chovani kvantové teorie zptisobeného principem superpozice stavii.

Pokud bychom chtéli vysledek popsat klasicky, mizeme sledovat jen fazova posu-
nuti horni a dolni vétve interferometru. Do detektoru D1 ptichazi paprsek z horni vétve
po dvou odrazech, tedy s fazovym posunutim 180°. Paprsek z dolni vétve sem ptichazi
také po dvou odrazech, tedy opét s fazovym posunutim 180°. Je zjevné, Ze oba paprsky
prichéazeji do D1 ve fazi a budou se interferencné zesilovat.

V detektoru D2 je ale situace jind. Paprsek z horni vétve absolvoval jediny odraz
a jeho fazovy posun je tedy jen 90°. Paprsek z dolni vétve absolvoval tfi odrazy a ma
fazové posunuti 270°. Oba paprsky jsou tedy v protifazi a interferenci se vyrusi. Takova
klasicka interpretace nam ale neodpovi na otazku, kam se pod¢la energie obou vin, které
do detektoru ptichézeji v protifazi. Odpoved’ je v nelokélnosti kvantové teorie: foton je
v Case #3 Vv superpozici vice stavil a byl registrovan detektorem D1. V detektoru D2 je
nulova pravdépodobnost registrace tohoto fotonu. Dal§imi detaily interference v Macho-
vé-Zehnderove interferometru se budeme zabyvat v kapitolach 2.9.1 a2.9.2.

2.6.5 Ehrenfestovy teorémy, viridlovy teorém

V této kapitole si probereme tfi zakladni teorémy tykajici se casového vyvoje.

Prvni Ehrenfestiiv teorém

Prvni teorém se tyka casového vyvoje operatoru soufadnice. Pro jednoduchost ho odvo-
dime v jednorozmérném piipadé, vyjdeme z principu korespondence a casového vyvoje
(1.40):

> == (2.200)

Druhy Ehrenfestiiv teorém

Druhy Ehrenfesttiv teorém se tyka ¢asového vyvoje operatoru hybnosti. Budeme postu-
povat podobné jako v pfedchozim piipadé:

5 52
£=;[P,H]=; p,P_+V(x) =
dr in ih 2m
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Hodnotu posledniho komutétoru urc¢ime takto: Nejprve nalezneme komutator operatoru
hybnosti s libovolnou mocninou operatoru souradnice (indukci) a vysledek budeme ¢len
po ¢lenu aplikovat na operator potencialu rozvinuty do mocninného Taylorova rozvoje:

[IS,)Z] = —[X,Iﬂ = —in1,

[ﬁ,x"“] - x[px] + [BX]|X" = —in@+nX",

A Y%
[P,V(X)] = —lha—x.

Zakladnim predpokladem téchto ivah je samoziejmé rozvinutelnost potencidlni energie
do Taylorovy fady. Po dosazeni za vypoéteny komutator druhy Ehrenfestiv teorém vy-
chazi:
P
> aP_ (2.201)
ds oX

coz je vlastn¢ kvantovou analogii Newtonovych pohybovych rovnic (zaporné vzaty gra-
dient potencialni energie je pusobici silou).

Virialovy teorém

Viridlovy teorém je velmi uzitecny nejen v kvantové teorii, ale i ve statistické fyzice.
Uréuje stfedni hodnotu kinetické energie obsazené v systému z tvaru energie potenci-
alni. Uréeme nejprve maticové elementy komutatoru dynamické proménné 4 s Hamil-
tonovym operatorem v energetické reprezentaci:

<n|[AH]|m>=
=<n|AH-HA|m>=
=(E, —E)<n|A|lm>=
:(Em _En)Anm .
Pro n=m mame

A

<n|[AH]|n>=0.
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Za operator dynamické proménné 4 budeme nyni volit soucin soufadnice a hybnosti:
<n|[XP,H]|n>=0,
<n|[X,HIP|n>+<n|X[P,H]|n>=0,
<n\i—)t(|5\n>+<n|)k(;—|:|n>:0.
Za Casovy vyvoj soufadnice a hybnosti dosadime z Ehrenfestovych teorémt:

P’ 14
<n|—|n>=<n|—X—|n>
2m 29X

Ve tiech dimenzich je vysledek souctem piispévkil v jednotlivych osach. Na levé strané
stoji stfedni hodnota kinetické energie systému, napravo tzv. operdtor viridlu:

> <n|Tin>=<n|¥|n>; V==X, —. (2.202)

Pro jednorozmérny harmonicky oscilator ma operator viridlu snadnou interpretaci — je
pfimo roven potencialni energii:

A

l%ﬁ)z%kﬁz L LA gt

X 2

1
2
Stfedni hodnoty kinetické a potencialni energie jsou si proto v kazdém stavu rovny.

Poznamka: Jiz v roce 1933 upozornil Fritz Zwicky, ze v kupé galaxii ve Vlasech
Bereniky je pohyb galaxii vétsi, nez by odpovidalo viridlovému teorému pro gravi-
taéni potencialni energii. Re§enim je existence dal§i neviditelné (temné) hmoty
v této kup€. V roce 1968 byl podobny problém zjistén Verou Rubinovou i pro
ob&zné rychlosti hvézd v perifernich oblastech samotnych galaxii. ReSenim je
existence hal6 z temné hmoty v okoli galaxie. Viridlovy teorém mize byt proto
velmi uziteCny i pro makroskopické nekvantové systémy. Svitici (registrované)
hmoty v galaxiich je jen asi 1 %. V roce 2000 se pomoci Hubblova dalekohledu
ukazalo, ze az 50 procent hmoty Galaxie mize byt soustfedéno ve velmi starych
amalo sviticich bilych trpaslicich, ktefi doposud nebyli pozorovatelni. Patfili
pravdépodobné k prvni generaci hvézd pred cca 12 miliardami let a vypliuji celé
hal6 Galaxie. Obdobné tomu bude i u ostatnich galaxii. K feseni problému temné
hmoty bili trpaslici zdaleka nestaci. S nejvétsi pravdépodobnosti jde o neznadmou
formu hmoty nebaryonové povahy, ktera se hleda v mnoha podzemnich labora-
tofich svéta. Prikladem muze byt italska laboratof pod horou Gran Sasso a jeji
experiment DAMA/Libra, jinym experimentem je CoGeNT v dole Soudan ve Spo-
jenych statech. Z méteni sondy Planck plyne, ze ve vesmiru je 27 % temné hmoty
(z celkového mnozstvi hmoty a energie). Udaj je z roku 2015.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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2.7 Relativisticka kvantova teorie, spin

2.7.1 Prostorova rotace a Lorentzova transformace

Lorentzova transformace popisuje pfechod mezi dvéma inercidlnimi soufadnicovymi
soustavami, které se vici sobé pohybuji rovnomérné ptimocare. Je zakladem specialni
relativity Alberta Einsteina a detaily odvozeni Ctenatf nalezne napiiklad v ptekrasné
ucebnici [20]. Lorentzova transformace je unitarni transformaci a z matematického hle-
diska patii do skupiny rotaci. Proto se nejprve seznamime s obycejnou rotaci v téiroz-
merném prostoru.

Prostorova rotace
Pootocime-li soutadnicovym systémem kolem osy z o thel ¢, Ize transformaci jednodu-
Se zapsat jako
f=t,
x' =xcos@+ysing,
P xeosgTysme (2.203)
Y =—xsin@+ycosg,

zZ =Z.
Casovou soufadnici budeme davat na nultou pozici, pfi prostorové rotaci se ¢as nemeéni.

Celou transformaci popiseme pomoci rota¢ni matice R;, Podobné mtizeme popsat rotace
kolem ostatnich soufadnicovych os (staci cyklicky zaménitx —y — z — x):

1 0 0 0 1 0 0 0
R, - 0 1 0 .0 ’ R - 0 cosp 0 —sing ’
0 0 cose sing Ylo 0 10
0 0 —sing cosg 0 singp 0 cos¢
> (2.204)

1 0 0

0 cosgp sing

R, = .
0 —sing cosg@

0 0 0

- o O O

Rotace patii mezi unitarni transformace. Pfipomenime si, Ze unitarni operatory zachova-
vaji skalarni soucin, proto plati

> Uu=1 = detUTdetU=1 = (detU) (detU) = |[detU[>=1. (2.205)

Pro realné matice je determinant vSech unitarnich transformaci roven bud’ +1 (rotace),
nebo —1 (zrcadleni). Snadno se piesvédcime, ze determinant vSech tii rotaCnich matic je
roven +1. S rotacni symetrii se poji zachovani veli¢iny, kterou nazyvame moment hyb-
nosti. Tato veli¢ina je danou symetrii definovana (viz teorém Noetherové, kap. 1.2.1).
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Lorentzova transformace

Velmi pribuznou transformaci k rotacim je Lorentzova transformace popisujici prechod
mezi dvéma vzijemné se rovnomérné pohybujicimi inercidlnimi soufadnicovymi sys-
témy, piedpokladejme, Ze v ose x (odvozeni viz naptiklad [20], [6]):

, t—vx/c?

U=,
\/1—1)2/02

> R (2.206)
1-v%/c?
y'=y,
Z,=Z.

Tuto zndmou transformaci 1ze zapsat podstatné elegantnéji v maticové podobég. Zave-
deme-li relativistické proménné x, =ct, x; =x; x, =y ; x3 =z a relativistické koeficienty

p=t, y=—_1_ (2.207)

C 1— ﬁz
budou matice Lorentzovy transformace (v ostatnich osach matice ziskame cyklickou
zameénou) mit tvar

y - 00 y 0 -yB 0
- 00 0 1 0 0
Ax:WV A= ,
0 0 10 Yol=yB 0 ¥y 0
0 0 01 0 0 0 1
> (2.208)
y 00 -
0 10 0
A, =
0 01 0
- 0 0 ¥y

Determinant transformacénich matic je roven

det A=y> =2 8% =p*(1- %) =1 (2.209)

a jde tedy opét o rotace, tentokrat v roviné dané casovou a jednou prostorovou osou.
Charakter rotaci 1épe vynikne, zapiSeme-li Lorentzovy matice pomoci substituce

7 =chu (2.210)
v =shu '
kde veli¢ina u se nazyva rapidita a je definovana vztahem
> u=argth? . 2.211)

c

Lorentzova transformace ziska za pomoci rapidity jesté prehlednéjsi tvar
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chu —shu 0 0 chu O —-shu O
—shu chu 0 0 0 1 0 0
AX= 5 A = )
0 0 1 0 Y | =shu 0 chu 0
0 0 0 1 0 0 0 1
| 2
chu 0 O -shu
0 1 0 0
A, =
0 0 1 0
—shu 0 0 chu

Povsimnéte si, Ze jednotkovy determinant vSech tfi matic je nyni patrny na prvni pohled
(ch?2 u—sh2u=1). S Lorentzovou symetrii (experiment dopadne stejné¢ ve dvou iner-
cialnich soustavach, které se navzajem pohybuji rovnomérné pfimocare) se poji existen-
ce nové zachovavajici se veliCiny, ktera se nazyva spin.

2.7.2 Spin

V minulé kapitole jsme vidéli, ze podobnou tlohu, jakou mé prostorova rotace, ma i Lo-
rentzova transformace. Jde také o rotaci, ale v rovin¢ dané ¢asovou a jednou prostoro-
vou soufadnici o imaginarni uhel nazyvany rapidita. Rota¢ni symetrie odpovida symetrii
systému vzhledem k pootoceni, Lorentzova symetrie odpovida stejnému chovani sys-
tému v riznych, navzajem se rovnomérn¢ pohybujicich inercidlnich soufadnicovych
soustavach. S obéma symetriemi se poji odpovidajici zakony zachovani:

rotacni symetrie - moment hybnosti L
Lorentzova symetrie - spin S

Spin ma velmi podobné vlastnosti jako moment hybnosti, 1ze si ho vSak jen velmi tézko
predstavit. Znaéné nepiesné, ale presto ilustrativni, je predstavit si ¢astici obihajici ko-
lem centra a soucasné rotujici kolem vlastni osy. V této klasické predstavé odpovida
momentu hybnosti orbitalni rotace a spinu vlastni rotace.

Obr. 86: Nepresna predstava spinu jako rotace kolem osy
a momentu hybnosti jako obéhu kolem centra.

Skutec¢né Castice ani neobihaji kolem centra, ani nerotuji kolem vlastni osy. Jejich cel-
kovy rotacni stav je dan dvéma veli¢inami — momentem hybnosti (orbitdlnim momen-
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tem) a spinem (vnitinim momentem). Ob¢ veli¢iny se mohou skladat, potom hovofime
o spinorbitalni interakci, neboli LS interakci ¢i LS vazbé. Operator spinu ma stejné ko-
mutacni relace jako moment hybnosti (2.25), (2.27)

[él, éz] = ihé3 + cyklické zdmény,
> (2.212)
[S%,8;]1=0.

Pro spin zavadime dvé kvantova Cisla (stejné¢ jako u momentu hybnosti): 1) spinové
Cislo neboli spin s urcujici velikost a 2) magnetické spinové ¢islo mg uréujici projekci
spinu do tieti osy. Pro spin lze pomoci posuvnych operatord odvodit stejné jako pro mo-
ment hybnosti vztahy (2.149)

|S|=+/s(s+1) i, s =0,1/2, 1, 3/2,...;

S3 =mgh, mg= —s,—s+1,...,5.

> (2.213)

Tentokrat se ale realizuji i polo¢iselné hodnoty, které jsme pro komutaéni strukturu
(2.212) respektive (2.25) odvodili dfive. Hodnota spinu s je pro elementarni Castice
neménnou charakteristikou, stejné tak jako hodnota elektrického néboje O nebo klidové
hmotnosti my.

Spin nékterych ¢astic
leptony (elektron, tauon, mion, neutrina) 1/2
kvarky (d, u, s, c, b, t) 1/2
skalarni mezony (piony m, kaony K) 0
vektorové mezony (réony p, kaony K) 1
hadrony (neutron, proton, A hyperon) 1/2
hadrony (A, Q) 3/2
polni bosony (y, W, Z0, gluony) 1
gravitony 2

Pfitomnost spinu zvySuje stupent degenerace energetickych stavii. Napftiklad elektron
v atomdrnim obalu, ktery mé energeticky stav uréeny hlavnim kvantovym c¢islem, jiz
nema stupen degenerace n2, ale 2n2. Elektron ma totiz spin 1/2 a jeho stavy jsou uréeny
¢tvetici Cisel n, I, m, ms. Projekce spinu ms mtze nabyvat dvou hodnot £1/2 a pocet
stavil se zdvojnasobuje.

Céstice s nenulovym spinem vykazuji magneticky moment, aniz by mély orbitalni
moment hybnosti. Magnetické vlastnosti Castic proto nemuseji souviset jen se sku-
teCnym rota¢nim pohybem ¢astic, ale i s ,,vlastnim momentem® — spinem. V pfitomnosti
nehomogenniho magnetického pole reaguji ¢astice na toto pole. Stavy, které piivodné
odpovidaly jediné energii, se Stépi na multiplety blizkych energetickych podhladin.
Stupent degenerace se snizuje, stavy s riznym m a ms maji riznou energii. Hovofime
o tzv. sejmuti degenerace v piitomnosti magnetického pole.

Spin byl poprvé pozorovan ve Sternové-Gerlachové experimentu v roce 1922. Ato-
my stiibra odpatujici se z picky byly kolimovany do svazku prochazejiciho nehomo-
gennim magnetickym polem. Na tyto elementarni magnetické momenty v nehomogen-
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nim poli pisobi sila F = —uVB (viz naptiklad odvozeni v navazujici u¢ebnici [1]). Mag-
neticky moment jednotlivych stavi je rtizny, a proto je riizna i vysledna ptsobici sila
a energie daného stavu. Kdyby neexistoval spin, nebude se stav /=0 $tépit vibec
(m=0), stav /=1 se bude $tépit na tfi rizné podstavy (m =0, £1) a na stinitku se vy-
tvoii jedna nebo tfi stiibrné skvrny (i ve vyssich stavech [ pujde vzdy o lichy pocet
skvrn). Na stinitku vSak byly pozorovany dvé stfibrné skvrny, coz svédci o elektronu
s orbitalnim stavem /= 0 a spinovym stavem s = 1/2 (magnetické vlastnosti jsou urceny
dvéma projekcemi ms = £1/2). Sudy pocet projekci znamena polo¢iselné feSeni komu-
tacnich relaci (2.212) respektive (2.25). Hypotézu o existenci vlastniho momentu elek-
tronu, ktery ma podobné vlastnosti jako orbitadlni moment, podali jesté pied teoretickym
objasnénim spinu Ralph Kronig, George Uhlenbeck a Samuel Goudsmit v roce 1925.
Spin jako diisledek Lorentzovy symetrie teoreticky objasnil Paul Dirac v roce 1927.

picka

Obr. 87: Schéma Sternova-Gerlachova experimentu.

Izospin
V poloving 20. stoleti bylo objevovano velké mnozstvi elementarnich ¢astic. Pii vy-
zkumu jejich vlastnosti se ukézalo, ze nekteré Castice se chovaji pii silné interakci témer
shodné a tvoii jakousi pfibuzenskou skupinu neboli multiplet. Pfikladem muize byt
dublet (dvojice) neutron a proton nebo kvadruplet (¢tvefice) A Castic. Podobnych vlast-
nosti neutronu a protonu pii silné interakci si povSimnul Heisenberg jiz v roce 1932
a napadlo ho, Ze by bylo mozné tyto Castice chapat jako dva rizné kvantové stavy jedné
jediné ¢astice, nukleonu. Pojmenovani izospin navrhnul Eugene Wigner v roce 1937, Slo
o zkratku ze slov izotopicky spin. Véc fungovala jako u spinu. Neutron a proton jsou
dve castice, takze jejich izospin /="' a Castice se lii tfeti projekci izospinu /3, ktera
mize nabyvat hodnot +% (proton) nebo —% (neutron).

Zavedeni izospinu bylo piedzvésti objevu vnitini struktury nejenom neutronu
a protonu, ale i ¢astic v ostatnich multipletech. Ukazalo se, Ze jsou slozeny z kvarkt ,,d*
a ,,u“, jenz se pii silné interakci chovaji velmi podobné. Proto vznikaji multiplety,
jejichz Castice maji obdobné vnitini slozeni. Tak, jako je pro Castici se spinem s pocet
moznych projekci 2s+1, ma multiplet s izospinem / celkem 2/+1 ¢lent, tj. multiplet s N
¢leny ma izospin
_N-1

5

Tieti komponenta je potom déna vnitini strukturou ¢astice, konkrétné poctem kvarkl
»d“ a ,u kazdy kvark ,,u* ptispéje k projekci izospinu hodnotou +% a kazdy kvark ,,d*
hodnotou —'%, antikvarky samoziejmé opacnou hodnotou:

> I =N, ~¥%Ng ~%Ng +%N3 (2.215)

I (2.214)

Velmi uziteéna je tzv. Gell-Mannova—Nishijimova formule, kterou lze snadno odvodit
z posledniho vztahu, pokud zndme naboje jednotlivych kvarkd:
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> L=0-%Y, (2.216)

kde Y je tzv. hypernaboj (primérny elektricky naboj multipletu). Nejlépe je vSe patrné
z nésledujiciho obrazku.

ddu uud

1 12 0 412 +1

ddd L,l_gd H\Ud uuu

32 -1 -12 0 12 1 32

-1

Obr. 88: Ukazka vzniku multipletd u baryond (¢astic sloZzenych ze tfi kvarka). V dolni ¢asti maji
vSechny tfi kvarky stejné orientovany spin, tedy vysledny spin ¢astic je 3/2. V horni ¢asti jsou
baryony s vyslednym spinem 1/2 (jeden kvark ma orientaci spinu opacnou nez zbyvajici dva).
Nalevo je kvarkova struktura Castic, napravo nazvy jednotlivych ¢astic. Na diagramech Sikmo-
vpravo vzhiru roste elektricky naboj, smérem doll roste pocet podivnych kvark( (podivnost S)
a doprava roste projekce izospinu v multipletu. Vsechny ¢astice multipletu jsou vZdy na vodorov-
né pri¢ce pomysiného Zebficku. Na schématech tak postupné shora jdou: dublet nukleont
(neutron a proton), triplet I (sigma) se spinem 1/2, dublet = (ksi) se spinem 1/2, kvadruplet A
(delta), triplet = se spinem 3/2, dublet = se spinem 3/2 a singletni ¢astice Q (omega). Zkuste si
najit projekce izospinu jednotlivych ¢astic multipletu podle vztah( (2.215) nebo (2.216).
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2.7.3 Kleinova-Gordonova rovnice

Schrodingerova rovnice neni relativisticka, a proto nemutze spravné popsat spin. Pfi
jejim odvozeni jsme pouzivali nerelativisticky tvar Hamiltonovy funkce. Vysledkem
byla Schrodingerova ¢asova rovnice (2.182), ktera ma v x reprezentaci tvar

in< =( -V +7)y=0.

V rovnici se nachazi prvni ¢asova derivace a druhé prostorové derivace, ¢as a prostor
nejsou rovnopravné, rovnice zjevné neni relativisticka. Relativistickou konstrukei 1ze
vytvofit jak ve druhych (Kleinova-Gordonova rovnice), tak v prvnich (Diracova rov-
nice) derivacich. V této kapitole se budeme zabyvat konstrukci spravné rovnice ve dru-
hych derivacich.

Kleinova-Gordonova rovnice

Rovnici pro vlnovou funkci ¢astice ve druhych derivacich poprvé odvodili Oskar Klein
a Walter Gordon. Predpokladejme, ze hledame linearni rovnici, ktera limitn€ pfi malych
rychlostech pfejde ve Schrodingerovu rovnici. U linedrnich rovnic plati princip superpo-
zice a obecné feseni lze vzdy slozit z rovinnych vin

v, () = ak) e = a() % = g (@, k) el x—11, (2.217)

Ttirozmérné vektory jsou oznaceny tucné. Slozky vinového vektoru k* musi byt nutné
z4vislé, nebot’ 1 parcialni viny (2.217) musi splitovat hledanou rovnici. Takova zévislost
se nazyva disperzni relace a miZzeme ji zapsat v implicitnim tvaru

H@,k)=0. (2.218)

V nékterych ptipadech je mozné nalézt explicitni zavislost @ = w(k). Obecnd vinova
funkce bude superpozici

w(x)= ja(k) ellF] 5(g)d*k = ja(w,k) eilkx—ok)r] g3y (2.219)

Diracova distribuce zajistuje automatické splnéni disperzni relace (2.218). Parcialni
(rovinné) vlny lze snadno derivovat:

3%y (x) =ik (x) (2.220)
a parcidlnim derivacim odpovidaji algebraické vyrazy
% « ik” (2.221)
S vyuzitim duality (2.4) mame
% < ip”. (2.222)

Nejptirozenéjsim prechodem od komutujiciho k nekomutujicimu popisu je tedy zave-
deni operatorti na £* piedpisem

p* =—iho? ;
pro=TInes (2.223)
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Snadno dopocteme, ze takto zavedené operatory spliuji komutacni relace, které jsou ve
shodé s principem korespondence mezi Poissonovymi zavorkami a komutatory

5 5o

(2.224)
[)e“,ﬁﬁ} —ing? .
V (3+1) dimenzionalnim formalizmu 1ze prvni ze vztah (2.223) zapsat jako
EE-Hha/at, (2.225)

p=-ind/ox.

Odlisné znaménko u ¢asové proménné souvisi s relativistickymi transformacnimi vlast-
nostmi Ctyfvektorti. Druhou relaci jsme jiz pouzivali v x reprezentaci operatoru hyb-
nosti, viz (2.48). Najdéme nyni velikost ctythybnosti

E/c E?
p* s[ , j = pap” =—5+p’ (2.226)
C

Tato hodnota musi byt ve vSech soutadnicovych soustavach stejnd a mizeme ji urcit
. , v ows e : 2
v klidové soustavé castice, kde je E = myc”, p=0:

pap* =-mic. (2.227)

V (3+1) formalizmu jde o znamou Pythagorovu vétu pro energii

E* = p202 + mgc4.
Tento vztah je spravnym relativistickym vztahem pro energii volné ¢astice, a proto se o
n¢ho musi opirat odvozeni relativistické varianty Schrodingerovy rovnice. PfepisSme
proto (2.227) do operatorové podoby:

(ﬁaﬁ“+m§c2)w:0; P =—ind?. (2.228)
Rovnice (2.228) je Kleinova-Gordonova rovnice pro volnou Castici. Po dosazeni za
operatory ziskame jiny €asto pouzivany tvar Kleinovy-Gordonovy rovnice
myC

> (m—xz)y/=o; =00 (2.229)

Kleinova-Gordonova rovnice je relativistickou analogii Schrodingerovy rovnice pro
volnou ¢astici. Pfi malych rychlostech limitné ptechazi v nerelativistickou Schrodinge-
rovu rovnici. Jde o linearni rovnici a kazdé jeji ,,rozumné* feSeni je mozné zapsat po-
moci Fourierovy transformace jako superpozici rovinnych vin. Konstanta x je

v normalni soustavé jednotek (¢ = 1, & = 1) rovna klidové hmotnosti ¢astice.

Nerelativisticka limita

Kleinovu Gordonovu rovnici (2.228) miizeme v operatorovém tvaru zapsat jako
E* =p?c? +mic. (2.230)

Obé strany formaln¢€ odmocnime. Odmocninu chapeme jako funkci operatoru ve smyslu
(E.14) nebo (E.47):
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)
E=%+ f)202+m3041=m002 1+ I;z =
mycC
2
:mocz 1+ p2 S+ =
2mge
~2
Ezmoczl+p—
2m0

Zaporné znaménko pifed odmocninou jsme zatim vynechali jako nefyzikalni a budeme
se jim zabyvat az v kapitole vénované Diracové rovnici. Prvni ¢len miizeme chapat jako
konstantni/nulovou potencialni energii (posunutim o konstantu se potencialni energie
nezméni) a druhy je bézna kineticka energie Castice. Po dosazeni za operatory z (2.225)
ziskame ¢asovou Schrodingerovu rovnici (2.182) s nulovou, resp. konstantni potencialni
energii. Pro malé rychlosti (hybnosti) Kleinova-Gordonova rovnice pfechazi ve Schro-
dingerovu rovnici.

Pravdépodobnostni interpretace

Hustota p a tok pravdépodobnosti j vyskytu ¢astice by mély spliiovat rovnici kontinuity
(zékon zachovani pravdépodobnosti vyskytu ¢astice) ve tvaru

9,j%=0; j“ z[p_cj. (2.231)
J

Ukazme, ze takovy zakon zachovani je v Kleinové-Gordonové rovnici obsazen. Na-

leznéme kombinaci y'(2.229)-y(2.229) :

1//* (D—Kz)l// - l//(D—KZ )1//* =0 =
z//*D;u - ;ul:n//* =0 =
W' 9,0% —wd 0% =0.
Nyni v obou vyrazech vyuzijeme identitu /8,g = 0,(fg) — (8uf)g:
30 (W' "W )~(909 ") (0%W ) =0 (w0 |+ (3a) (0¥ ) =0.

Pokud v poslednim ¢lenu vyrazu zvysime prvni index a snizime druhy, vyrusi se s dru-
hym ¢lenem a dostaneme:

00 (¥ 0%W) =00 (w3%y")=0 =

> 3% =05  jC =y % -pd%y . (2.232)

Ctyivektor j¢ reprezentuje nenormovanou pravdépodobnost vyskytu ¢astice. Hustota
pravdépodobnosti jO (v SI j0/c) neni bohuzel pozitivné definitni a Kleinova-Gordonova
rovnice piipousti i zaporné hustoty pravdépodobnosti. Resenim tohoto problému (vytsti
v existenci antic¢astic) se budeme zabyvat v kapitole vénované Diracové rovnici.
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Disperzni relace

Po dosazeni rovinné viny (2.217) do Kleinovy-Gordonovy rovnice ziskame disperzni
relaci

@* =k + Pk = o=tk + 22 (2.233)

Zaporné feSeni (odpovida zaporné energii Aw) budeme opét povazovat za nefyzikalni.
Standardnim postupem urc¢ime fazovou a grupovou rychlost:

/ K2/12
=c,/1+—
k2

T J = _\/ e
1+— 1+

»Ie

k? 4r?

Na prvni pohled je ziejmé, Ze grupova rychlost je vzdy podsvételnd. Z Hamiltonovych
rovnic mechaniky

0 _dw_oJhw _J0H _

€0k ohk dp

plyne, Ze grupova rychlost vinového baliku je analogem mechanické rychlosti pohybu-
jici se Castice. Oproti tomu fazova rychlost je vzdy nadsvételnd a nemd vyznam pienosu
informace. Mezi obéma rychlostmi je jednoduchy vztah vfvg = c2. Obé rychlosti zavisi
na vilnové délce parcialni viny, tj. dochazi k disperzi.

Kleinova-Gordonova rovnice pro nabitou ¢astici
v elektromagnetickém poli

V ptitomnosti elektromagnetického pole se v Hamiltonové funkci (1.50) vyskytovala
kanonicka (zobecnéna) hybnost v kombinaci p — QA. Obdobné tomu musi byt i v Klei-
nové-Gordonoveé rovnici (2.228), kterd ma pro nabitou c¢astici v elektromagnetickém
poli tvar

| (Po=04e) (57~ 047 )4 mict |w=0;  p*=-ind®.  (2234)
Po dosazeni za operator hybnosti a roznasobeni vSech ¢lenti mame
—n2ay + 0?4, A% + m3 Py +1100 , A%y +2ihQA% =0,  (2.235)

Vyuzijeme-li kalibra¢ni podminku (1.253), tj. polozime-li 6,4% = 0, ziskdme vyslednou
rovnici

{u Kz——A A% - '%A“aa w=0;

hZ

(2.236)
_ "Mo¢
n

pro popis nabité Castice v elektromagnetickém poli.
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Vodikovy atom
Nazna¢me nyni, jak by se postupovalo pii hledani spektra vodikového atomu z Klei-
novy-Gordonovy rovnice. Elektron s nabojem Q =—e je v poli jadra, které Ize vyjadfit
vztahy

Ze
dregre” (2.237)
A=0.

A° :£:+
C

Kleinova-Gordonova rovnice ziska tvar

2 2
[V2 _La__,(z +(%) +2i¢? 3}y/(t,r,9,¢)=0~

2 o2 fic he cot

Laplacetv operator rozlozime na radialni a tthlovou c¢ast stejn€ jako v nerelativistickém
pripadé (2.153). Budeme hledat staciondrni feSeni, tj. casovou ¢ast vinové funkce bu-
deme ptedpokladat ve tvaru exp(—iwt) = exp(—iEt/h), prostorovou cast zapiSeme jako

vvvvv

kde jsme oznacili

a= (2.238)
471'80716‘

tzv. konstantu jemné struktury. Po provedeni ¢asovych derivaci ziskame rovnici

2 E-mdd (za Za E
V2 - + 0" 4+ 22| 4222 = |R(1)Y,,(8,0)=0.
[ r hzrz hzcz ( r j P hc (r) lm( ¢)

Nyni zaptsobime operatorem L? na thlovou &st vinové funkce podle vztahu (2.148)
a vyjadiime radidlni ¢ast Laplaceova operatoru

2 2 2 2 4
— E< —
]"2 dr dl" }/'2 r hc hzcz

Jde o obycejnou diferencialni rovnici, ktera se fesi standardnimi postupy (asymptotické

chovani, rozvoj do fady, ofiznuti). Vysledkem jsou tzv. Laguerrovy polynomy a ener-

getické spektrum

Zo? VALY
m? 2l +1)n?

> B, =m’ —mocz{ (n —%(21 +1)j+(f((20:)6 )} (2.239)

Hlavni kvantové Cislo je definovéano stejné jako v nerelativistickém ptipadée, druhy ¢len
v hranaté zavorce reprezentuje prvni relativistickou korekci a soucasné sejmuti degene-
race spektralnich Car, viz kapitola 2.7.2.
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Problémy

Kleinova-Gordonova rovnice ma tfi zékladni problémy:

1. Druhé Casové derivace znamenaji zaddni pocatecni podminky nejen na vinovou
funkeci (reprezentuje stav systému), ale i na prvni ¢asovou derivaci vlnové funkce,
coz je fyzikalné jen obtizn¢ interpretovatelné.

Hustota pravdépodobnosti neni pozitivné definitni.
3. Kleinova-Gordonova rovnice poskytuje i zaporné energetické stavy.

2.7.4 Diracova rovnice

Spravnou relativistickou kvantovou rovnici pro nabitou ¢astici, ve které jsou obsazeny
jen prvni derivace, odvodil Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) v roce 1928. Uka-
zalo se, ze jde o mnohem vhodnéjsi rovnici pro elektron, nez je Kleinova-Gordonova
rovnice. Tim, Ze rovnice je jen v prvnich derivacich, postaci zadat poc¢ate¢ni hodnotu vl-
nové funkce a automaticky odpadé nutnost zadavat prvni derivaci vinové funkce. U Di-
racovy rovnice je hustota pravdépodobnosti pozitivné definitni a tak odpada i druhy
zéakladni problém Kleinovy-Gordonovy rovnice. Problém zapornych energetickych sta-
vl nicméné pretrvava a Dirac tyto stavy interpretoval jako stavy pfisluSejici antic¢astici
k elektronu — pozitronu. Ten byl objeven az v roce 1932 Carlem Andersonem.

Diracova rovnice

Hledejme rovnici, ktera ma stejny tvar jako Schrédingerova rovnice, ale Hamiltondv
operator je linearni funkei prostorovych derivaci:

ot (2.240)
]:[ = ala] +a282 +a383 +b .

Z rozmérovych divodi budeme namisto koeficientl a* a b hledat koeficienty ak a j,
které jsou bezrozmérné:

Fls—ihc(alal +0a%9, +a383)+ﬁm062. (2.241)

Na koeficienty mame dvé zékladni podminky:
1. Kvadrat Hamiltonovy funkce musi dat pravou stranu (2.230), tj.

H? =pc? + m3c*i; (2.242)
tim bude kazdé feSeni Diracovy rovnice fesenim Kleinovy-Gordonovy rovnice
(nikoli naopak, druhé derivace néktera feSeni ptidaji).

2. Nova rovnice musi byt relativisticky kovariantni (tj. jeji tvar se nesmi zménit po
provedeni Lorentzovy transformace soufadnic a poli).

Za chvili uvidime, ze tyto podminky nespliuji zadné Ciselné koeficienty a hledana cisla
ok a B musi byt matice. Vyjdéme z podminky (2.242), do které dosadime hamiltonian
(2.241) a za operator hybnosti z (2.225):
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A

A? = f)zc2 +mgc4i ;
(—ihcakak + Bmyc? )(—ihcalal +ﬂm0c2) =pc +mict;
—hzczakalakal —ihcmoc2 (akﬂ+ﬂak )ak +ﬁ2m§c4 =-n2*V? + méc4i
Porovnanim ¢lenti na levé a pravé stran¢ mame koeficienty:
akalaka[ =V2 ,
o B+ pat =0, (2.243)
B =1.
Prvni relaci upravime snadno na tvar
1
E(o/‘o/ +0/0(k)8k8, =V =

(2.244)

Pozadavky (2.243), resp. (2.244) nespliuji zadna realna ani komplexni ¢isla. Budeme
proto hledat soustavu ¢tyf matic, jejichz zajimavé vlastnosti nejprve piehledné sepiSeme
a vzapéti dokdzeme

1. Matice ok a 8 antikomutuji (kazda s kazdou):
{ak,al}:{ak,ﬂ}:o; k%l (2.245)
2. Kvadraty matic ok a f daji jednotkovou matici:
@ - o e
3. Matice a* a 8 jsou hermitovskeé:
(ak )T -, pi=p. (2.247)
4. Vlastni ¢isla matic ak a # mohou nabyvat jen hodnot +1 a —1.

5. Stopa matic o/ a £ je nulova.

6. Matice o* a f8 jsou nezavislé.

Dokazme nyni jednotliva tvrzeni

Ad 1. Antikomutacni relace matic a* a f plynou okamzité z relaci (2.243) a (2.244).
Poznamenejme, Ze antikomutator dvou objekti je definovan jako {4, B} = AB+BA.

Ad 2. Tvrzeni opét plyne okamzité z relaci (2.243) a (2.244). Je ziejmé, ze druhé moc-
niny vSech Diracovych matic daji jednotkovou matici.

Ad 3. Hermitovost matic ok a f plyne z pozadavku na hermitovost operdtoru energie
(2.241). Diracovy matice jsou tedy hermitovskeé.
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Ad 4. Z podminky (2.246) plyne, Ze vlastni ¢isla matic o a f leZi na jednotkové kruz-
nici v komplexni roving, tj. |4 |= 1. Hermitovské matice ale maji realna vlastni Cisla,
tedy pfipadaji v uvahu pouze hodnoty 1 = +£1.

Ad 5. Stopou matice nazyvame soucet diagonalnich ¢lent
Tr(A) = 4%, . (2.248)
Tr je zkratkou z anglického trace. Stopa matice se nezmeéni pii cyklické zaméné matic:
Tr(AjA, - An)=Tr(A,--AyA)), (2.249)

tj. prvni matici miZzeme odstéhovat na posledni misto v souéinu (nebo posledni na
prvni). Nyni jiz snadno dokazeme, Ze stopa hledanych matic je nulova:

Tr(ak ) = Tr( 2ok ) = Tr(ﬂﬂak ) =
Tr(ﬁakﬁ) = —Tr(ﬁﬁak ) = —Tr(ak ) .
Nejprve jsme piidali £, coZ je ale jednotkova matice. Poté jsme jednu matici £ odst&ho-

vali na konec za pomoci cyklické zamény a vratili ji zp€t na pivodni pozici s vyuzitim
antikomutativnosti matic a* a . Preéteme-li si zac¢atek a konec, mame

Tr(of)=-Tr(e*) = 2Tr(d*)=0 =
Tr(@* ) =0.
Obdobné miizeme postupovat u matice :
Te(f)=Tr (@) ) =Tr(ef ot ) =~ Tr( b b ) =-T(8) =
Tr(B)=0.

Ad 6. Piedpokladejme zavislost matic, tj. napiiklad matici f bude mozné vyjadfit jako
linearni kombinaci ostatnich:

ﬂ: chak .

Vynasobme relaci zleva matici f:
1= ¢ ot =
Tr(1) =Y ¢ Tr(Be) = %ch Tr(B* +a* ) = %ch Tr(0)=0.

Jde o spor, nebot’ stopa jednotkové matice nalevo je nenulova. Matice tedy musi byt ne-
zavislé. Tim jsou vSechna tvrzeni (1 az 6) dokazana.
[

Stopa matic je invariantem, tj. ve vSech bazich/soufadnicovych soustavach je stejna. Po-
kud u hermitovské matice za bazi zvolime jeji vlastni vektory, bude matice diagonalni
ana diagonale budou jeji vlastni ¢isla. Stopa matice je proto souctem vlastnich Cisel
matice. V naSem piipadé jsou vlastni ¢isla +1 nebo —1, stopa matice je nulova, a proto
musi mit hledané matice sudou dimenzi (aby soucet ¢isel +1 a —1 mohl dat nulu).
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Reseni pro N = 2

V kapitole vénované momentu hybnosti jsme odvodili tzv. spinorovou reprezentaci
momentu hybnosti (2.150). Matice spinu bez piislusnych koeficienti se nazyvaji Pau-
liho matice:

1 0 +1 2 0 -i 3 (+1 0
| 4 o = ; o-=| . ; o= . (2.250)
+1 0 +1 0 0 -1

Pauliho matice maji ndmi hledané vlastnosti. Jsou hermitovské, antikomutuji mezi se-
bou, jejich kvadraty jsou jednotkové matice, vlastni Cisla jsou +1 a —1, soucet ¢lend na
diagonale je nulovy. Jejich jedinou nevyhodou je, Ze jsou jen tfi. My hledame soustavu
¢tyt nezavislych antikomutujicich matic. Ve dvou dimenzich takova soustava ale ne-
existuje. Dalsi nezavislou matici k Pauliho maticim je jednotkova matice, ale ta s nimi
komutuje, nikoli antikomutuje. Navic u ni neni soucet diagonalnich ¢lenti nulovy.

Reseni pro N = 4

Ve ¢étytech dimenzich existuje celkem 16 nezavislych matic a skutecné z nich lze vybrat
4 antikomutujici matice pozadovanych vlastnosti. Jde o nejmensi pocet dimenzi, ve
kterych lze vyfesit Diracovu tlohu. Existuje vice zplsobu, jak vybrat hledanou soustavu
antikomutujicich matic. Dirac je blokové skladal z Pauliho matic a nalezl feSeni

k
1 0 0 o

> B=0’®1= ;. d=c'®ct = . (2.251)
0 -1 oF o

Kazdy prvek matice znamena blok 2x2. Vysledné Diracovy matice tedy jsou:

+1 0 0 0 0 0 0 +1
0 +1 0 0 0 0 +1 0

B= ; o= ;
0 -1 0 0 +1 0 0
0 0 -1 +1 0 0 0

> (2.252)

0 0 -—i 0 0 +1 0

2 |0 +i 0| 45 |0 0 0 -1

a’ = oo = .
0 -i 0 0 +1 0 0 0
+i 0 0 0 0 -1 0

Ovéite si, ze vSechny matice jsou hermitovské, maji vlastni ¢isla +1 a —1, soucet prvka
na diagonale je 0, v kvadratu daji jednotkovou matici a kazd4d matice antikomutuje
s kazdou. Diracova rovnice pro volnou ¢astici ma nyni jednoduchy tvar:

y1(1,x)
172 . k 2 W) (1,%)
> ith——=(-1hca" 9, +myc ; = . 2.253
o ( K +mg ﬂ)w y V(%) (2.253)
V/4 (tn X)
Koeficienty rovnice jsou matice 4x4, vinovou funkci proto tvoii ¢tvetice funkci (nejde
o ctyivektor!). Jin4 volba ¢tvefice Diracovych matic by vedla na tataz fyzikalni feSeni.
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Operator rychlosti, zaporné energie

Urceme operator rychlosti ¢astice jako operator ¢asového vyvoje polohy podle principu
korespondence (2.179):

o =d§—f=%[xk,ﬁJ =%[xk,—ihcalal +moczﬁJ =

=%[xk,—ihcalad =§0{l [xk,—ihal} =§0{l [xk,le =

c .
=‘—0(l lhgkl =CO(k .
1h

Matice ok tak maji (az na konstantu ¢) vyznam operatoru rychlosti:

oF =ca. (2.254)

Formaln¢ Ize zapsat vSechny tii relace dohromady

V=ca. (2.255)
Za pomoci operatoru rychlosti a hybnosti ziska Diracova rovnice (2.253) jednoduchy
tvar:

aa'f (V-B+moc® By ;

A

V=ca, f)E—ihv.

(2.256)

Re$me nyni Diracovu rovnici pro ¢astici v klidu, tj. s nulovym operatorem rychlosti

i gl

=+
9| V2 p— V2
AR V3
Va B

Reseni je:

w1 (t,x) = 4 (x) eXpl—i m‘;c t}
m()C
h

wu(t,x) = A4(X)6Xp{+1 % t}.

v (6.%) = Ay (x) exp| -

Y3 (t,X) = A3 (x) exp {

Porovname-li feSeni s Casovou ¢asti rovinné viny exp[—iwt] = exp[—i(E/h)t], je ziejmé,
ze prvni dvé feSeni odpovidaji kladné energii E=mgc? a druhd dvé zaporné energii
E = —mgc2. Problém zapornych energetickych stavii tak Diracova rovnice nevyfesila.
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Ukézalo se, ze Diracova rovnice popisuje chovani ¢astic se spinem 1/2 (naptiklad elek-
tron). Ctvefice 1 se nazyvé bispinor. Ma speciélni transformaéni vlastnosti. Horni dvé
komponenty bispinoru popisuji stavy cdstice s projekci spinu +1/2 a —1/2 a maji klad-
nou energii. Dolni dvé komponenty maji zdpornou energii a Dirac je interpretoval jako
stavy anticastice s projekci spinu +1/2 a —1/2. Diracova rovnice je v jistém smyslu
»odmocnénim® Kleinovy-Gordonovy rovnice postavené na vztahu E2 = p2c2+ mg2c4.
Proto stavy se zapornou energii nejsou prekvapenim. Elegantni vS§ak bylo Diracovo vys-
vétleni: VSechny zaporné stavy jsou zaplnény (Diracovo ,,mofe elektronti” se zapornou
energii, viz kapitola 2.7.5) se chova jako ,dira“, kterou Dirac interpretoval jako anti-
¢astici s kladnou energii. Tuto analyzu provedl Dirac v roce 1928 a teoreticky z ni pted-
povédél existenci pozitronu jesté pied jeho experimentalnim objevem v roce 1932 (Carl
Anderson).

Pravdépodobnostni interpretace

Pfi odvozeni rovnice kontinuity pro pravdépodobnost budeme postupovat stejné jako
u Kleinovy-Gordonovy rovnice, jen namisto komplexniho sdruzeni budeme vyuzivat
hermitovské sdruzeni jednotlivych matic i zakladniho bispinoru, ktery tvoii vinovou
funkci. Hermitovsky sdruzeny bispinor ma tvar

vi=(vi w2 v i) (2.257)

Naleznéme nyni kombinaci y/(2.253) — y (2.253)":

v oy . oyl v . t
l//'lha—l/t/+1ha—y;l//:l// (—1hcak8k +m002,3)l//—[1hc(akakl//) +m002(ﬂl//)7jl//,

. T .
74 ihaa—l';/ﬁhaa—l/;y/=—ihcy/'akakl//ﬁLmoczl//Tﬁl//—ihc(akl//T)akl//—moczl/ﬁﬁy/,
i
Ta_l// al// _ T k _ T k
ot v =—cy oo c(owwt)aty,
0

E(l/ﬁw) =0y (wicaty),

%(aﬂy/) +0; (y/Tcaky/) =0.

Ziskali jsme tak rovnici kontinuity ve tvaru

9,/*=0;
> . f‘] ) o (2.258)
Py, d=vTvy, V=ca
Hustota pravdépodobnosti je dana vztahem
pe =7 le=vly =yivq +uays +ysws Fyaps 20 (2.259)

a je tedy pozitivné definitni. Tok pravdépodobnosti je zobecnénim vztahu pro klasicky
tok (hustota X rychlost), rychlost nahrazuje operator rychlosti. Vysledny tok pravdépo-
dobnosti je ale obyCejnym vektorem, nebot’ kazda z jeho komponent je soucinem tad-
kové, ctvercové a sloupcové matice, tj. da obyéejné Cislo.
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Diracova rovnice pro nabitou ¢astici v elektromagnetickém poli

Zobecnéni z volné Castice na Castici v poli provedeme stejn¢ jako u Kleinovy-Gordo-
novy rovnice, tj. nahradime

p%* = p% -04%. (2.260)
V (3+1) symbolice mame
ihi - ihi—QQ;
dct dct c
(2.261)
0 0
—ih— —-ih—-0A.
! ox - ox Q

Diracova rovnice (2.256) ziska nyni tvar

ih%—l/t/—Q@//:[%-(f)—QA)+m0c2ﬁJl//,

neboli
> ihaa—"t”=[%-fy+m0c2ﬁ}1//+[Q¢—QA-ﬂy/. (2.262)
Oproti volné ¢astici pribyl napravo interakéni hamiltonian podle vztahu
in¥ - Hoy +Hyy ;
ot (2.263)

]:[0 E%hf)+moczﬁ, ﬁIEQqﬁ—QA-%'.

I v tomto ptipadé jde jen o pfimé zobecnéni interakéniho ¢lenu znamého z Lagrangeovy
funkce v klasické mechanice.

Kovariantni tvar Diracovy rovnice

Ptendsobme Diracovu rovnici (2.253) zleva matici f a poté pfeved'me vSechny ¢leny na
levou stranu rovnosti:

1hﬂaa—l/t/ = (—ihcﬂakak + m002 )l// =
(ihﬂa—wﬂhﬂakak —mocjl// =0.
dct
Ziskali jsme tak nejznaméjsi tvar Diracovy rovnice
(ih}/ﬂaﬂ —moc) v=0;

> =5, (2.264)
7' = pa,

ve které jsou koeficienty derivaci tzv. gama matice
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10 0 0 0 0 01
s 101 0 0 0 0 10
”=lo 0 21 o "7lo -1 0ol
00 0 -1 10 00
> (2.265)
0 0 —i 0 01 0
S D A
1o o o”" |-1oo0o of
00 0 0 10 0

Mezi ptivodnimi maticemi a maticemi gama existuji jednoduché vztahy:

Y =8B,
7, = pat (2.266)
o = ﬂy" .

Prvni dva definuji Diracovy matice, tfeti vztah plyne z druhého po vynasobeni matici £
zleva. Pro prostorovou ¢ast obou sad matic tak plati jednoduché pravidlo: nasobenim
matici f zleva dostaneme odpovidajici matici z druhé sady. Matice gama opét anti-
komutuji, nejsou jiz ale hermitovské a kvadraty prostorovych matic nedaji jednotkovou
matici, ale minus jednotkovou matici:

2
(;/1) = ;/1;/1 = ﬂalﬂal = —alﬂﬁal =o' =-1.
Obdobné bychom postupovali u ostatnich matic, plati tedy
2
(;/) =-1; k=12,3. (2.267)

Zaved'me nyni dv¢ uzite¢né a Casto pouzivané operace. Prvni z nich je tzv. Diracovo
sdruzeni:
> A=A, (2.268)

Jde o hermitovské sdruZeni doplnéné nasobenim matici y° zprava. Druhou operaci je
Feynmanovo zazeni (Feynman slash):

> K =y°K, . (2.269)

Za pomoci téchto operaci lze elegantné zapsat vSechny slozky ctyitoku pravdépodob-
nosti (2.258)

P =ty =" v =ciry,
i =vtcdv =y v =crtv.
Jednotné tedy mliizeme psat

> 9,4 =05 jH=curfy . (2.270)
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Diracovu rovnici (2.264) lze ptepsat do ,,usporného* tvaru
(7P +moc)w =0, neboli 2.271)

(p+myc)y=0. (2.272)

Pro nabitou ¢astici v elektromagnetickém poli bude mit Diracova rovnice nyni velmi
jednoduchy tvar

> (p—QA+myc)y=0. (2.273)

Spin se stal automatickou soucasti relativistickych rovnic kvantové teorie. Rovnice
Kleinova-Gordonova se nakonec ukazala vhodnou rovnici pro skaldrni Castice (se spi-
nem 0), rovnice Diracova pro ¢astice se spinem % (elektrony, neutrina, kvarky). Pravé
na ni je postavena dnesni kvantova elektrodynamika.

q Priklad 42;

0;, a+pf
{y“,yﬁ}z 12, a=f=0 = {y“,yﬁ}z—zg“ﬁ. (2.274)
2 a=f=1,23

Kvadrat matic a a f je roven jednotkové matici. U matic y tomu tak neni, (y0)2 =1, ale
(y¥)2=~1 pro k=1,2,3. Je to piirozené, v Minkowského metrice se prostorova &ast
chova vzdy jinak nez Casova ¢ast. Ve vztahu (2.274) je vysledek na pravé strané vzdy
nasoben jednotkovou matici, tu ale nebyva zvykem psat.

D
4 Piiklad 43:
KK = 7" Koy’ Kp=y"yPK K =
1
=E{7’)‘, PP KoK g =-gP KoK g = K§ —K2.
)
¢ Piiklad 44:
9 =770, 5 =177P3,05 =
1
=177} =-e%,05 = 0.
D

d Priklad 45;

10 0o o Ele)l k
pEyapa:?/OP0+}/kpk :( ]54_[ o ]pk:[( C) PO J

0 -1 —prot  —(Elon
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¢ Priklad 46:
Dokazme, Ze plati relace (uzite¢na pii vypoctu sdruzenych matic yxt)
=Py (2.275)

Relaci (2.275) zleva a zprava vynasobime y0 a dokazeme platnost vztahu yOputy0 = yu:
Sdruzenou matici y#T rozepiSeme z (2.266) za pomoci sady hermitovskych matic o a j:
0,0%.0 0,00
PPN =B = =1

YA =P (P) P =P =Pk =,

Matice C

Existuje fada dalSich zajimavych matic, které I1ze odvodit ze zékladni sady matic y«.
Zaved'me nejprve C matici, kterd bude uzite¢na pti nabojovém sdruzeni (pfechodu od
Castic k anti¢asticim a také pfi vypoétu transponovanych matic y«T:

0 0 0 -I
, 0 0 +1 0

c=iy?y’= o 1 o ol (2.276)
+1 0 0 0

Matice ma prvky jen na vedlejsi diagondle, a to stiidajici se hodnoty +1 a —1. Stopa
matice je nulova. Na prvni pohled je zfejmé, ze pro C plati zajimava vlastnost:

c'=cf=c'=-. (2.277)

Chceme-li tedy najit inverzni matici, transponovanou ¢i hermitovsky sdruzenou, staci
jen zménit znaménko matice (vyménit pofadi +1 a —1 na vedlejsi diagonale). Pokud
potiebujeme nalézt transponovanou matici y#T, 1ze k tomu vyuzit matice C:

Ml =cytc; resp. T =-Cly4C. (2.278)

Tvrzeni se dokaze pouhym ptevedenim matic y* na sadu matic a a f3, které se po trans-
pozici nezméni.

Matice y>
Dalsi dilezitou matici, ktera ma vyuziti pti popisu levopravé symetrie, je matice
0 010
0 0 0 1 0 1
-0
= = = ) 2.279
fw%yzflooo[loj (2.279)
01 00

Tato matice je hermitovska, jeji kvadrat je roven jednotkové matici, je linearn¢€ neza-
visla na ostatnich y maticich a antikomutuje s nimi:
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(7/5)2 -1, (2.280)

{};’yﬂ}=0; 14=0,1,23.

Matice ¥ a baze I'k

Z matic y* muzeme zkonstruovat jesté matice X, které jsou uziteéné pii definici baze na
prostoru matic a pii hledani transformacnich vlastnosti antisymetrickych tenzori. Ma-
tice definujeme jako komutatory

wv Ty
z _2[7 7 J (2.281)
Ztejme plati
0; a=4p,
3P = (2.282)
_xhr. gz B.

Je zjevné, Ze existuje celkem Sest nezavislych matic 2eB, napiiklad 201, 202, 303, 312,
213, 323, Ostatni prvky jsou bud’ nulové, nebo je lze dopocist z antisymetrie. Zajimavou
bazi na prostoru matic 4x4 je nasledujicich 16 matic:

% ={1, oA PP, zﬂv}. (2.283)

Celkem snadno lze ukézat, Ze matice I'* jsou nezavislé. ProtoZe jich je 16, tvofi bazi na
prostoru matic 4x4. Jejich kvadrat je +1 nebo —1, vhodnym vynédsobenim =i by bylo
mozné docilit, aby kvadrat byl vZdy roven jednotkové matici, je to v8ak zbyte¢né. Stopa
v8ech, s vyjimkou jednotkové matice I'l, je nulova. Nasobek libovolnych dvou riznych
matic Ik je az na znaménko roven nékteré dalsi matici I:

1) I* jsou linedrng nezavislé,

2) (r" )2 =41,

4 kel (2.284)
0 k#1,

4) Vi1 k#1 3m#kil: rfri=+rm.

3) Tr(Fk):{

Z rovnice kontinuity (2.270) je ziejmé, Zze veli¢ina wy“y je Gtyivektor. Obdobné lze

pomoci Elentl baze I'k zkonstruovat i dalsi charakteristicky se transformujici veli¢iny:

vy skalar,
1/775 v pseudoskalar,
vty vektor, (2.285)

vy 7"w  pseudovektor,
vy antisymetricky tenzor.
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2.7.5 Pozitron, C symetrie

Nejprve popiSeme uvahy, které vedly Paula Diraca k pfedpovédi existence pozitronu,
a poté matematickou transformaci (nabojové sdruzeni), ktera pievede Diracovu rovnici
pro elektron na rovnici pro pozitron. Dirac pfedpovedél existenci pozitronu v roce 1928,
objeven byl Carlem Andersonem v kosmickém zafeni v roce 1932.

Diracovo more

Jak jsme vidéli, z Diracovy rovnice vychéazeji zaporné energetické stavy. Zaporné ener-
gie se ale v pfirod¢ nevyskytuji a tak Diraca napadlo, Ze tyto stavy jsou vSechny zapl-
nény elektrony a zadny z nich neni volny, proto je nepozorujeme. Vakuum je podle této
predstavy tvofeno motem elektronl v zapornych energetickych stavech, tzv. Diracovym
mofem.

E A E A EA EA
) ) ) )
9 Q () ()
) %9 %9 %29
o e  le...! Q.. o o
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Diracovo more
zapornych stavl

priléta foton
s dostatecnou energii

foton vyrazi elektron
a zlstava dira

dira se chova
jako kladna &astice
s kladnou energii

Obr. 89: Diracovo more.

Predstavme si, Ze do tohoto mofe vleti foton s energii vétsi nez je dvojnasobek klidové
energie elektronu.

E, > Zmocz.

Potom muize z Diracova mofe vytrhnout elektron a prevést ho do nékterého energetic-
kého stavu s kladnou energii. V zaporném Diracové mofi zlstane dira — prazdny ener-
geticky stav, ktery se vici okoli jevi jako kladné nabitd oblast s kladnou energii (hmot-
nosti). Dirac tuto diru v roce 1928 interpretoval jako kladné nabitou castici, kterd ma
jinak shodné vlastnosti s elektronem, a nazval ji pozitron. Navenek se tedy zd4, jakoby
se puvodni foton rozpadl na elektron-pozitronovy par. V roce 1929 Dirac tento koncept
roz§ifil na vSechny Castice a zavedl pojem antiastice — objektu, ktery ma opa¢né hod-
noty vSech kvantovych naboju oproti pivodni astici. Bylo to v dobé, kdy jesté nebyl
objeven ani neutron.

Pohyb volného elektronu by mél byt Diracovym mofem ovlivnén. Elektron intera-
guje s blizkymi elektrony v zapornych stavech, odtlacuje je od sebe a z dalky vypada,
jako by mél mensi naboj, nez skutecné ma. Z vétsi vzdalenosti proto nevidime skutecny
naboj elektronu, ale naboj odstinény Diracovym motem. Cim vice se pfiblizujeme k le-
ticimu elektronu, tim vice vnimame jeho skutecny, holy naboj.
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Nabojové sdruzeni
Diracova rovnice pro elektron ve vnéjSim poli ma tvar (2.273)
(P—-OA+myc)y=0 =
(—ih}/ﬂaﬂ -07"4, +m0c) y=0 =
(myﬂa# +07"4, —moc)l//= 0 =
(ih}/ﬂaﬂ—e}/”/lﬂ—moc)l//=0. (2.286)
Rovnice pro pozitron by méla mit tvar
(ihyﬂaﬂ +eyhd, —moc)l//c =0, (2.287)

kde wc je vlnova funkce pozitronového feSeni. Diracovu rovnici nejprve hermitovsky
sdruzime a poté ji transponujeme. Po téchto dvou operacich ptejde rovnice pro elektron
v rovnici pro pozitron. Operace hermitovského sdruzeni a transpozice splituji vlastnost
(E.18), viz dodatek E:

(AB)" =BfAT;  (aB)" =BTAT. (2.288)

Proved’'me tedy Hermitovo sdruzeni Diracovy rovnice pro elektron (2.286):

+
l//T[ih}/‘u E)ﬂ—e}/'uAﬂ—mocJ =0.

«—

Derivace nyni plisobi samoziejmé vlevo, tj. na vinovou funkci (v zapise je to naznaceno
Sipkou pod derivaci). Hermitovo sdruzeni nyni aplikujme na jednotlivé ¢leny v zavorce

Al [—ihaﬂ il —eA#}/'qu —moc]zo

pl
a sdruzené matice gama vyjadiime ze vztahu (2.275)
: 0 0 0 0
vl (—17’18# Yty —ed, vty —mocj: 0.
«—
Rovnici vynasobime zprava matici y0:

w0 [—ihaﬂ y—ed, " —mocJ=0 =

«—

W{—ihaﬂ i —eAﬂ}//‘ —moc]:O.

«—

Po operaci hermitovského sdruzeni se zménilo znaménko prvého ¢lenu, vinova funkce
je nalevo a ma tvar diracovsky sdruzeného bispinoru. Nyni vratime vinovou funkci do-
prava za pomoci operace transpozice
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. T _r
(—1h8ﬂ}/ﬂ —eAﬂj/” —moc) (w) =0.
Provedeme transpozice vSech ¢lend v zavorce
: T T _\T
(—1h7/’ Ay —eyt 4, —moc)(l//) =0
a transponované matice gama vyjadiime ze vztahu (2.278)
. _\T
(—1hC7/”C8# —eCyicd, —mocl) (7)" =0.
Celou rovnici vynasobime matici C™' zleva
. 1\ T
(—myﬂcaﬂ —epHCA, ~mycC )(1//) =0
a vyuzijeme relace (2.277) pro inverzni matici C”' = —C:
. _\T
(—lh}/’uaﬂ —epi4, +moc)C(l//) =0.
Transpozice tedy zménila znaménko posledniho ¢lenu rovnice a vysledek je
iny*9, +ey* 4, —myc |y =0;
(1179, “ v (2.289)
_\T
ye=C(y) .
Ziskali jsme hledanou rovnici pro pozitron, ktery ma opaény ndboj a nezménénou
hmotnost. Pokud zndme v dané situaci feSeni y pro elektron, bude ve stejné situaci
odpovidajicim feenim pro pozitron vinova funkce yc = C(% )"
Regeni pro pozitron tedy neni novym feSenim, je obsaZeno v feSeni pro elektron.
Provedeme-li ndbojové sdruzeni neboli C transformaci
A, >-4,;
u u >
T (2.290)
y—>C(y)
Diracova rovnice nezméni svij tvar (takovou vlastnost nazyvame kovarianci). V pavod-
ni Diracové rovnici odpovidaji dve feSeni s kladnou energii elektronu s projekci spinu
+% a =Y (proto je feSeni zdvojené) a feSeni se zapornou energii pozitronu s projekci
spinu +% a —Y%. Dvé dvojice spojené do ctvefice vinovych funkci se nazyvaji bispinor,
viz str. 210. Po provedeni transformace (2.290) maji pozitronova feSeni naopak kladnou

energii a elektronova zapornou, takZe se na situaci mizeme divat obracené a elektron
interpretovat jako diru v mofi pozitronid obsazujicich zaporné energetické stavy.

2.7.6 Elektron a jeho pole, U(1) symetrie

Nabité castice v piirod¢ generuji elektromagneticka pole popsana Maxwellovymi rovni-
cemi (resp. kvantovou teorii elektromagnetického pole) a samy se v téchto polich pohy-
buji ve shodé¢ s Lorentzovou pohybovou rovnici (resp. Diracovou rovnici). V této kapi-
tole se nejprve zaméfime na kompletni Lagrangetiv popis soustavy pole + elektron
a poté se budeme vénovat U(1) symetrii, ze které pfimo plyne nutnost existence pole
v okoli elektronu.
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Lagrangeuv popis
Celkova hustota Lagrangeovy funkce pro interakci nabité ¢astice a elektromagnetického
pole ma tvar
([) = (/}ﬁeld + (‘/)il’lt + (//part . (2291)
Polni ¢ast zname z teoretické mechaniky, viz vztah (1.258)
Yteld =—4LF#VF”V ; FHY =9H 4" —9Y 4* . (2.292)
Ho

Také interakeni Cast jsme poznali v teoretické mechanice. Pokud jsou ¢éstice popsany
Ctyftokem ju a pole Ctyfpotencidlem A#, je nejjednodusSim skaldrem kombinace j1d,:
Vit = j/‘Au. (2.293)

V klasické fyzice je tok naboje Castic dan vyrazem j« = (pgc, j), v kvantové teorii musi
tok Castic sledovat pravdépodobnost jejich vyskytu a tak musi byt umérny toku pravdé-
podobnosti (2.270). V ptipadé naboje bude koeficientem imérnosti samotny naboj:

*=0wty. (2.294)

Interakéni Clen tak ziska tvar:
Vi = 1A, = Q0P v A, (2.295)
Zbyva nam tedy najit hustotu Lagrangeovy funkce pro samotné Castice (elektrony), ze

které plyne Diracova rovnice. Velmi jednoduchym skalarem sestavenym piimo za po-
moci Diracovy rovnice je vyraz

Y part =1/7(ih7/”8 p —moc)l//. (2.296)
Pokud budeme interpretovat pole ¥, jako nezavisla, je hustota Lagrangeovy funkce
'(/}pan = (//part (W, 9,9, %)

a prislusné Lagrangeovy rovnice daji

PYZ PYZ
o paE _%m =0 =
d0o¥) oY

iny” aﬂ—moc}//:O;

-

A i 07
" a(api;) —%z 0 = W{ihy“ 8#+mocJ =0.
o

pl
Prvni rovnice je Diracova rovnice pro nabitou ¢astici, druha rovnice je v tuto chvili jen
pomocnou rovnici pro diracovsky sdruzené pole. Pov§imnéte si, ze hmotovy ¢len zmé-
nil znaménko. U Feynmanovych diagrami to odpovida piitoku hmoty (¢i odtoku hmo-
ty) do (z) daného vrcholu. U derivaci je v obou piipadech naznacen smér jejich ptisobe-
ni. Nyni jiz mtizeme zapsat kompletni hustotu Lagrangeovy funkce pro ¢astici a elektro-
magnetické pole:
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(/’=—ﬁ #VF‘“’ + j‘”Aﬂ + W(ihyﬂaﬂ—moc)l//;
0

> FH*Y =M 4" -9V 4* ; (2.297)
#H=0urty.

Poznamka 1: Prvni ¢len odpovid4d volnému poli, druhy interakci pole s Castici
a treti volné castici.
Poznamka 2: Lagrangeova funkce je funkei poli 4,,¥,¥ a jejich derivaci. Lag-

rangeovy rovnice pro pole 4, daji Maxwellovy rovnice, Lagrangeovy rovnice pro
pole ¥ daji Diracovu rovnici.

Poznamka 3: Pokud ponechame jen prvni Clen, ziskdme z hustoty Lagrangeovy
funkce Maxwellovy rovnice ve vakuu. Pokud ponechame jen posledni ¢len, dosta-
neme Diracovu rovnici volné ¢astice. Prvni a druhy ¢len daji Maxwellovy rovnice
se zdrojovymi Cleny (pole interaguje s ¢asticemi), druhy a tieti clen daji Diracovu
rovnici pro Castici v pritomnosti elektromagnetického pole (Castice interaguje
s polem).

Poznamka 4: Interakeni ¢len (druhy) spolu s ¢asticovym ¢lenem (tfetim) 1ze slou-
¢it do podoby, kterd vede na Diracovu rovnici s elektromagnetickym polem:

Vie =W (8740, +0 v 4, —moc)w (2.298)

U(1) symetrie
Hustota Lagrangeovy funkce Diracovy rovnice a étyftok reprezentujici tok naboje

> Ypir = 1/7(1'7"17/18# +0 7#14/1 —moc)llf;

J#* =0wty
se nezméni pii transformaci
vy =y,
v oo W =ge ¥, (2.299)
AH 5 AH =4

Touto transformaci neni zménén ani tenzor pole F*V, a tim ani hustota Lagrangeovy
funkce el elektromagnetického pole. Celd teorie reprezentovana lagranzidnem
(2.297) je kovariantni vzhledem k transformaci (2.299). Transformace pfedstavuje oto-
¢eni vlnové funkce v kazdém bodé Casoprostoru o stejny uhel a. Jde o unitarni operaci
(neméni skalarni soucin) s jednim parametrem (thlem «), proto se tato transformace
oznacuje U(1). Pfedstavuje tzv. vnitini symetrii teoretického popisu interakce pole-Cas-
tice. Disledkem této symetrie je existence elektrického néboje, ktery se zachovava.
U(1) symetrie v jinych teoriich (lagranzianech) vede na existenci obdobnych kvanto-
vych naboju, jako je elektricky, které se v danych procesech zachovavaji.



2.7 Relativistickd kvantovd teorie, spin 221

U(1)10c Symetrie

Prozkoumejme nyni, jak by se zménil lagranzidn volné castice, pokud bychom pfipus-
tili, aby tihel a potoceni vinové funkce byl v kazdém bod¢ ¢asoprostoru jiny. Piedstavte
si nekonecnou prostorovou mfiiz, v jejichz bodech budou stejné micky. U(1) symetrie
v nasem modelu odpovida tomu, Ze oto¢ime vSechny micky kolem jejich stfedu naraz
o stejny thel. Po této transformaci bude mfiz vypadat stejné jako pfed ni. Nyni si pred-
stavme, ze budeme otacet v riznych Casech rizné mic¢ky o rdzné uhly. Vysledek?
Prostorova mtiz bude vypadat stale stejné jako pied zacatkem otaceni. A pravé takovou
symetrii nazyvame U(1)joc symetrii:

ia(x)

y = yY'(=yx)e
7o T =pxe

Proménna x symbolizuje celou udalost x = (¢, x), tedy Ctyfvektor. Tato transformace
opé€t nezméni Ctyitok (2.294). Jak se ale zméni Lagrangeova funkce volné ¢astice? Do-
sad'me ¢arkované veli¢iny do Lagrangeovy funkce (2.296) a proved'me derivace vlnové
a exponencialni funkce:

>

i)

ia(x) _

Vot = 1/7'(1'71;/”8# —moc)y/ = ge i (ih;/“aﬂ —moc)y/e
= 1/7(1'71;/”6# -nyte, —moc)l// # Y art -

Hustota Lagrangeovy funkce po transformaci zménila sviij tvar. Pfibyl €len 7Ayra,
s derivacemi uhlu pootoceni, ktery kopiruje polni ¢len v hustot¢ Lagrangeovy funkce
nabité Castice v pritomnosti pole (2.298). Vysledek je velmi zajimavy. Pokud bychom
trvali na tom, aby hustota Lagrangeovy funkce pro volnou ¢éstici spliiovala symetrii
U(1)o., musime do teorie pfidat elektromagnetické pole. Pozadavek, aby byla Diracova
rovnice kovariantni vzhledem k U(1)1c symetrii, vede na poZadavek existence elektro-
magnetického pole v okoli ¢astice! Samo elektromagnetické pole se pfi transformaci
zméni tak, aby kompenzovalo nové vznikly ¢len Ay#a . Uvazujme tedy transformaci
v oo Y=y,
7 - 7 =Fe
AL A = A* (x)+ 04* (%)

—io(x)

a opét provedeme vypocet ¢arkovaného lagranzianu, tentokrate s elektromagnetickym
polem:

L part = v7’(ih7“8y +07" 4, —moc)l//' =
= e i (ihj/”aﬂ +07" (4, +§Aﬂ)—moc)y/ei“(x) =
:W(ihyﬂaﬂ +07" 4, + 7" (~ha,, +Q5A#)—m0c)1//.

Hustota Lagrangeovy funkce se nezméni, pokud bude vnitini kulata zdvorka nulova, tj.
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Tim jsme ziskali navod pro spravnou transformaci elektromagnetického pole. Celkova
transformace U(1)]oc bude tedy mit tvar:

ia(x)

y = y=ye
7 - ¥ =gx)e %W (2.300)

A4 - A’”:A'”(x)+gaﬂa.

Jak jsme ukazali, nezméni se pfi této transformaci soucet %ipt + ¥pir. Snadno ovéfime,
ze transformace U(1)joc nema vliv ani na tenzor elektromagnetického pole a tim na pol-
ni ¢ast lagranzianu Yfelg. Tok pravdépodobnosti (2.270) transformace také neovlivni.
Cela teorie je tak kovariantni vzhledem k U(1)joc transformaci. O kvantové teorii elek-
tromagnetického pole se proto vétsSinou hovofi jako o U(1)joc teorii. Symetrie U(1)joc
zajiSt'uje provazanost nabité ¢astice (elektronu) a elektromagnetického pole.

Pokud budeme aplikovat Kleinovu-Gordonovu, resp. Diracovu rovnici na soustavu
castic, zjistime, Ze statistické chovani vice ¢astic je u kazdé z rovnic odlisné. Kleinova-
Gordonova rovnice je vhodnou rovnici pro ¢astice se spinem 0, které nesplituji Pauliho
vylucovaci princip. Diracova rovnice je naopak vhodna pro astice se spinem %, které
Pauliho vylucovaci princip spliiuji. Chovanim soustavy stejnych ¢astic v kvantové teorii
se budeme zabyvat v nasledujici kapitole.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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2.8 Soustava stejnych castic

Stejnymi ¢asticemi nazyvame dvé Castice se shodnymi parametry (hmotou, nabojem,
spinem,...). Z hlediska teoretické mechaniky je trajektorie téchto ¢astic dana Hamilto-
novymi rovnicemi a zname-li pocate¢ni polohy a rychlosti ¢astic, 1ze piesné predikovat
budouci polohy ¢astic a v kazdém okamziku fici, ktera Castice je ktera.

V kvantové teorii mizeme predpoveédét jen pravdépodobnost vyskytu ¢astice v néja-
kém misté a Case. Tato pravdépodobnost ma maximum v misté klasické trajektorie, se
vzdalenosti od ni zpravidla exponencialné ubyva a dosti daleko od klasické trajektorie je
sice velmi mald, nikoli v§ak nulova. Mame-li dv¢ stejné Castice, nikdy si nemizeme byt
jisti, ktera Castice je ktera. Pravdépodobnost vyskytu jedné castice v misté druhé je
nenulova. Hovoiime o tom, Ze stejné Castice jsou v kvantové teorii nerozlisitelné.
Hamiltontiv operator se pii zamén¢ dvou stejnych ¢astic nezméni:

Hi, =H,. (2.301)

2.8.1 Operator vymeény dvou castic

Pro jednoduchost budeme uvazovat jen dvé castice, u kterych sledujeme dynamickou
proménnou A (nejlépe celou uplnou mnozinu pozorovatelnych). Stav, ve kterém ma
prvni ¢astice hodnotu a1 a druha ¢astice hodnotu a; oznaéime

|l//>:|a1,a2> .
Opacnou situaci, kdy prvni ¢astice ma hodnotu as a druha aj, oznacime
|(0>=|a2,a1 >,

Diky nerozliSitelnosti identickych ¢astic v kvantové mechanice musi byt oba stavy za-
vislé (vyjadiuji ve skutecnosti jeden a tentyz kvantovy stav), proto

lay, a1 >=Baj, ar>. (2.302)
Zaved’'me nyni operator vzdjemné vymeény castic vztahem
> P, |ay, a>=|a, ar> (2.303)
a prozkoumejme jeho vlastnosti:
O P*=1,
2) A4,=%1, (2.304)

3) [P,H]=0.
Diikaz (1): Dvojnasobna zaména ¢astic vede na piivodni konfiguraci.

Diikaz (2): Vlastnimi vektory jsou vektory |y > a | ¢ > definované vyse:

Py la,ay>=|ay, ay>=flay, ar>. (2.305)
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Cislo B je vlastnim &islem operatoru vymény. Proved'me nyni dvojnasobnou vyménu
jednak pomoci prvniho vztahu (2.304) a jednak podle (2.305):

lay,ay>
P2|al,a2>={ . = p*=1 =  p==l.
ﬂ |a1’a2>

Hodnota vlastnich ¢isel operatoru vymeény je zfejma jiz z prvniho vztahu (2.304). Jde
o unitdrni a hermitovsky operator. Vlastni Cisla musi lezet na jednotkové kruznici
v komplexni roviné a soucasné byt redlnd. Jediné takové hodnoty jsou * 1.

Diikaz (3): V dikazu vyuzijeme ¢asovou Schrédingerovu rovnici (2.182):

H, Py la,ay >=Hp, |ay,a0 >=Hy |ay,a >=

o dlay,q > .. & dlap,ay >
_ipdlara —inB, la,ap > _
dt dt
o . dlanay> & n
=P121h—=P12H12|a1,a2 >,

2.8.2 Bosony a fermiony, Pauliho princip

Z ptedchoziho rozboru je ziejmé, ze
lay,ay >=P |ay,ay >=* |ay,ar >. (2.306)

Vlnova funkce dvou ¢astic miize byt jen symetricka nebo antisymetricka. Neexistuje nic
mezi tim. Céstice mohou byt vzhledem k zamé&né argumenti jen dvojiho druhu: se sy-
metrickymi vlnovymi funkcemi (bosony), nebo s antisymetrickymi vinovymi funkcemi
(fermiony). Tuto vlastnost nelze zménit ani casovym vyvojem, protoze operator vymeny
¢astic podle tietiho vztahu (2.304) komutuje s Hamiltonovym operatorem a jeho ¢asovy
vyvoj je proto nulovy. Vznikne-li ¢astice jako fermion ¢i boson, zlstava takovou az do
svého zaniku.

Bosony

Bosony maji symetrickou vinovou funkci
| 4 |a2,a1>= |a1,a2>. (2307)

Budou i oba stavy stejné, tj. a; =a, = a, ziskdme relaci |a, a> = |a, a>, kterd je vzdy
splnéna, a proto muze existovat vice bosontl ve stejném kvantovém stavu. Pfi nizkych
stavu a vytvaret tzv. bosonovy kondenzat. Ten je znamy zejména v supratekutosti
a supravodivosti. Statistika, které podléha soustava bosontl, se nazyva Boseho-Einstei-
nova statistika a zabyvame se ji v kapitole Statistickd fyzika. Z dal$iho vyvoje kvantové
mechaniky se ukazalo, Ze bosony jsou vzdy castice s celoc¢iselnym spinem (0, 1, 2,...)
a pro tyto Castice lze zavést kreacni operatory spliiujici jednoduché komutacni relace
(viz nasledujici kapitola). Nejtypictéjsimi predstaviteli této rodiny jsou skalarni (s = 0)
a vektorové (s = 1) mezony, dale v8echny intermedialni ¢astice (foton, W*, Z0 a gluony
se spinem 0 a graviton se spinem 2).
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Fermiony
Fermiony maji antisymetrickou vinovou funkci
| 2 |a2,al>=—|a1,a2 >. (2308)

Budou li oba stavy stejné, tj. a; =a, =a, ziskame relaci |a, a>=—|a, a>, ktera neni
nikdy splnéna, a proto nemtlize existovat vice fermionti ve stejném kvantovém stavu.
Tomuto faktu se tikd Pauliho vylucovaci princip. Pii nizkych teplotach obsazuji fermi-
ony postupné jednotlivé energetické hladiny, naptiklad v atomarnim obalu mize byt na
kazdé hladiné jen tolik elektront, kolik kvantovych stavii tato hladina piedstavuje (to je
dano stupném degenerace). V atomarnim obalu tedy nemohou existovat dva elektrony
se stejnymi kvantovymi Cisly n, I, m, m;. Statistika, které podléha soustava fermiont, se
nazyva Fermiho-Diracova statistika a budeme se ji zabyvat v kapitole Statisticka fyzika.
Fermiony jsou vzdy ¢astice s polociselnym spinem (1/2, 3/2,...) a pro tyto ¢astice lze
zavést kreacni operatory spliujici jednoduché antikomutacni relace (viz nasledujici
tauon a neutrina se spinem 1/2), kvarky (d, u, s, c, b, t se spinem 1/2) a ¢astice slozené
ze ti1 kvarku, neboli baryony (neutron, proton, A hyperon se spinem 1/2 a naptiklad A
baryony se spinem 3/2).

statistika
Pauliho princip

kreacni operatory

Boseho-Einsteinova
nespliuji

spliuji komutacni relace

BOSONY FERMIONY
spin celociselny polociselny
vinova funkce symetricka antisymetricka

Fermiho-Diracova
spliuji

spliuji antikomutacni relace

2.8.3 Druhé kvantovani

Predstavme si, Ze mame N stejnych castic, které obsazuji stavy né€jaké dynamické pro-
meénné. N; Castic je v prvnim stavu (hodnota a;), N, ¢astic je ve druhém stavu (hodnota
a,), atd. Cisla N, nazyvame obsazovaci ¢isla stavu k. Soudet vech obsazovacich &isel je
roven poctu ¢astic:

>Ny =N . (2.309)
k

Pro bosony je N, =0,1,2,3,... Pro fermiony je situace jednodu$si. V daném stavu
mize byt nejvyse jeden fermion, tj. N, =0, 1. Pfislusny stav soustavy N stejnych ¢astic
s danymi obsazovacimi ¢isly ozna¢ime

|y >=|N;,Nyyooo , Npy o> (2.310)

Tomuto zapisu fikdme reprezentace obsazovacich cisel a pfislusné stavy nazyvame
Fockovy stavy. Dale se situace bude lisit pro bosony a pro fermiony.



226 Kvantovd teorie

Bosony

Zaved'me podobné jako u harmonického oscilatoru kreacni a anihilacni operdtory do
stavu k definicnimi vztahy (normovaci konstanty ponechame stejné jako u harmonic-
kého oscilatoru):

Al [N Ny, ooy Ny o> = [N TN Ny, N+ >,
> (2.311)

&k |N1,N2,...,Nk,...>EJNk |N1,N2,...,Nk—1,...>.

Piimo z téchto defini¢nich relaci (pouhym zapisobenim na stavovy vektor (2.310)
snadno spocteme komutacéni relace kreacnich a anihilac¢nich operatora:

[&k,&[]:(),

> [4) . af1=0, (2.312)

[&k,&;-]zgkl .
Zaved’'me dalsi operator
> Ny =af ay. (2.313)

Operator se nazyva (analogicky jako u harmonického oscilatoru) operator poctu castic
ve stavu k, protoze zaptsobenim na stavovy vektor ziskdme pocet ¢éstic ve stavu k:

al dg | NNy ooy Ny o> = NG a1 | Ny Nyy oy Ny =1, 0> =

w,Nk de |N1,N2,...,Nk ,...>=Nk|N1,N2,...,Nk R

Operator celkového poctu ¢astic potom je

zZak ay . (2.314)

Je-li uplna mnozina pozorovatelnych spojita, mtizeme cely postup zopakovat pro spojité
proménné. Napiiklad v x reprezentaci 1ze zavést

1/7r (x) kreaéni operator do polohy x,
v (x) anihilacni operator z polohy x.

Komutacni relace budou obdobné, jen misto Kroneckerova symbolu vystupuje na pravé
stran& Diracova 0 distribuce:

W (x), y(»)]=
AORACHER (2.315)
W), 9" ()] =6(x- ).
Operator hustoty poctu ¢astic se zavadi vztahem
N =9 (0P (), (2.316)

operator poctu ¢astic vyskytujicich se v intervalu <a, b> je
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b
N(a,b) = W ()P (x) dx (2.317)
a
a operator celkového poctu Castic je
A tee
N= j v ()w(x) dx. (2.318)

Obdobné by se postupovalo ve tiech dimenzich. Cely piechod od fyziky jedné Castice
k fyzice mnoha stejnych castic lze formaln€ provést nahrazenim vinové funkce kreac-
nimi a anihila¢nimi operatory a nahrazenim hustoty pravdépodobnosti operatorem hus-
toty poCtu Castic:
X - X);
w(*) A l//~(1'), A (2.319)
wx) sy ()px) - NEO)=P(x)p(x).

Tomuto postupu se tika druhé kvantovani, vinové funkce popisujici systém se stavaji
operatory a kvantova teorie pfechdzi v kvantovou teorii pole, ve které jsou prave veli-
¢iny popisujici klasickd spojitd pole nahrazovany operatory. Druhy fadek pfifazeni

(2.319) ma jesteé jeden dilezity vyznam: u soustavy stejnych ¢astic vyjadiujeme pravde-
podobnost déje operatorem hustoty poctu Castic, tak jak to byva u skute¢nych systému
(naptiklad svazku stejnych Castic v experimentu). U jedné Castice mizeme hovofit
o hustot& pravdépodobnosti jejiho vyskytu w*(x)y(x). Celkova pravdépodobnost je rov-
na jedné, tak, jak to odpovidd normovani stavového vektoru.

Fermiony
U fermiont probihda druhé kvantovani obdobné. Opét zavadime kreacni a anihilacni
operatory 15,;r , l;, do stavi ka [. Vzhledem k antisymetrii vinovych funkci musi tyto

operatory spliiovat antikomutacni relace:
|k, i>=—|Lk> =
|k, i>+|Lk>=0 =
AFN I N
bib +b/b. =0.

Antikomutatory znac¢ime sloZenymi zavorkami a relace (2.312) platna pro bosony, ziska
pro fermiony tvar:

{bk N b[} = 0 N
> b, bf1=0, (2.320)
NASETE A
Definice spojitych operatorti i operatoru hustoty poctu Castic ztstavaji shodné. U fer-
miontl jsou vSude nahrazeny relace komutacni relacemi antikomutacnimi. V mnoha

situacich se chovani fermiond a bosont 1isi pouze znaménkem (symetrie vinové funkce;
komutaéni a antikomutacni relace; Boseho-Einsteinova a Fermiho-Diracova statistika).
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2.8.4 Ukazka druhého kvantovani pro Kleinovo-
Gordonovo pole

Uvazujme nejjednodussi variantu redlného Kleinova-Gordonova pole pro volnou ¢astici
s Lagrangeovou funkeci

1 1
QP — o - 2
7= (aa(p)(a (p)—i— : o (2.321)
a polni rovnici
(D—KZ)(p:O. (2.322)
Ptejdeme-li k soustave identickych ¢astic, zméni se pole na operator
o > ¢ (2.323)
s vlastnostmi
(o0, o) ]=[¢" @, 9" |=0;
[0, 6" ] =00e-).

Veliciny x a y reprezentuji celou udalost (Cas a prostor). Rozviiime nyni polni operator
do rovinnych vin (zv1ast’ oznac¢ime kladné frekvencni a zvIast’ zaporné frekvencni Cast):

(2.324)

o) = | C(k)[a’f(k) ek X=00) 4 ) e‘i(k"“”’”}&k . (2.325)

V uvedeném vztahu je Casova cast Ctyfvektoru k# provazana s prostorovou Casti pies
disperzni relaci w = w(k), takze integrace ve skutecnosti probihad pies vSechny Ctyfi
slozky. Konstanta C(k) je normovaci konstanta, kterd zajistuje, aby koeficienty rozvoje
(operatory d, d") splitovaly relace krea¢nich a anihiladnich operatorii. Dosadime-li roz-
voj polniho operatoru (2.325) do komutaénich relaci (2.324), ziskame ihned (spravna
volba C zajisti koeficient 1 u delta funkce v druhé relaci)
[atk), ag<) =] '), a" @) |=0;

(2.320)

[k, ' (k) | = 8k - k).

Dosadime-1i rozvoj polniho operatoru (2.325) do definice Hamiltonovy funkce (1.227)
a hybnosti (1.226), mame po elementarnich tipravach

71 2t v ata) dk -
H—EIE(k)(aa +a'a)d3k, o
ﬁz%jp(k)(&&T+&T&)d3k,

kde jsme oznacili
p(k) =7nk;

(2.328)
E(k) = hoo(k) = N2k + 21 =3[ p2c? + mic* |
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Vztah w(k) je dan disperzni relaci (2.233). S vyuzitim komutacnich relaci (2.326) zis-
kédme ptimo dosazenim relace

[#-400]=
A, a0 |=+Ewat (0);
[P, a(0) | =-pm)a(k);

X (k)] +p)a’ ().

—E(k)a(k) ;

(2.329)

Z téchto relaci je zjevny vyznam operétort d, @': pole ¢ je kvantovano a operator d'

kreuje kvantum pole s energii E(k) a hybnosti p(k), operator d stejné kvantum anihiluje.
Toto kvantum muzeme interpretovat jako boson s nulovym spinem (pole mé jedinou
vlnovou funkci odpovidajici jediné projekci spinu). Kleinova-Gordonova rovnice zis-
kava po druhém kvantovani nazornou interpretaci. Jde o pole, které miizeme chapat jako
soustavu excitaci — bosonti s nulovym spinem.

Komplexni pole
Pokud by Kleinovo—Gordonovo pole bylo komplexni, tj.

p=i+itr: 9 =q-ids.

1ze ukéazat, ze excitace takového pole odpovidaji dvéma druhtim skalarnich bosond (se
spinem 0), které jsou sob¢€ navzajem anti¢asticemi.

Normalni usporadani operatora

Ve vztazich pro energii a hybnost (2.327) se skryvéa jeden problém. Pokud bychom
hledali stfedni hodnotu energie a hybnosti ve vakuovém stavu, dostaneme nekonecné
hodnoty. Za to mtze prvni ¢len, ve kterém je kreacni operator napravo a na vakuovy
stav da nenulovou hodnotu:

(0| f1]0) = jEmﬂ

"o+ (0la'a

0)d’k ~ [E®K)(0]0)d’k ~ [ ER)d’k — .

}&k:

=—jEm) aat|o

Tento problém je disledkem principu korespondence, ktery nefesi spravné poradi ope-
ratory, které jsou v soucinu. Mame-1i dvé dynamické proménné 4 a B, mtizeme soucinu
AB v kvantové teorii pfifadit dvé mozné potadi operatori:

4B,

AB - . (2.330)

BA.
Jen jedno poradi bude ovsem odpovidat déjim v ptirodé. Toto poradi neni dano princi-
pem korespondence, ale musime ho vybrat tak, aby vysledky byly v souladu s pozoro-
vanim. Spravné potadi operatort se nazyva normdalni usporadani a oznacujeme ho
dvojteckou, tedy
> :AB:
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Tento zapis znamend, Ze poradi operatord mezi dvojteckami neni urceno jednoznacné
a musime ho volit ve shodé¢ s experimentem. PouZit 1ze naptiklad nasledujici postup:

1. Operatory vyjadiime za pomoci piislusnych kreacnich a anihilacnich opera-
torti (bosonové splituji komutacni relace a fermionové antikomutacni relace).

2. 'V soucinech budeme anihilacni operatory ptesouvat doprava podle nasleduji-
cich pravidel:

e pokud vedle sebe jsou dva bosonové operatory, presuneme anihila¢ni ope-
rator doprava,

e pokud vedle sebe je jeden bosonovy a jeden fermionovy operator, presu-
neme anihilaéni operator doprava,

e pokud vedle sebe jsou dva fermionové operatory, pfesuneme anihilacni
operator doprava a zamenime znaménko daného clenu.

€ Piiklad 47:

Naleznéte spravné poradi operatorti v hamiltonianu Kleinova-Gordonova pole:
= —jE(k)(“T aa) =—jE(k) (éa +a a) &k =
- dtovatald 515 Pk =
_2jE(k)(a a+ )dk = [Ek)a'a dk =
= j E(K) 4 (k) d’k.
Stfedni hodnota hamiltonianu ve vakuovém stavu jiz nediverguje, navic je struktura Ha-

miltonova operatoru zcela ziejma, A (k) je operator hustoty poctu castic s vinovym
vektorem k. Obdobné upravime i vztah (2.327) pro hybnost. Spravné relace tedy jsou:

7 = j Ek)a'a d’k

. (2.331)

P=[pk)a'adk

[
¢ Priklad 48:
Urcete spravné potadi operatorti ve vyrazu (a jsou bosonové operatory, b fermionoveé)
A= i (@t +da-b5" + 55+ a" - 51a);

Aplikaci vyse uvedenych pravidel ziskame snadno vysledek

A= %(am +dla+bb+bb+b'a-bla)=aTa+b'b =N, +Np.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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2.9 Kvantova teorie a skryté parametry

Kvantova teorie s sebou pfinasi fadu nezvyklych a na prvni pohled nepochopitelnych
jevi. Clovék se intuitivng brani tomu, co si nedokaze piedstavit, proto ma kvantovéa
teorie fadu odptrci, kterym vadi piedevSim pravdépodobnostni vysledek méteni, su-
perpozice stavl a nelokalnost kvantové teorie. Uz v dobach vzniku kvantové mechaniky
se rozebehla diskuze mezi dvéma skupinami. Vud¢i osobnostni prvni skupiny byl Niels
Bobhr, ktery zastaval nazor, ze kvantova teorie je takova, jaka je. Musime se smifit s tim,
ze ne vSechny matematické objekty pouzivané k popisu reality jsou predstavitelné a ze
soucasti méfeni je i méfici pristroj, ktery ze superpozice stavt vybere jeden jediny stav.
Vinova funkce, ktera byla pfed méfenim superpozici vice stavl, popisuje po aktu
méfeni jeden jediny stav. Této zmeéné fikame kolaps vinové funkce. Dalsi méfeni po-
skytnou uz stale stejnou hodnotu (tedy pokud jsme objekt méfenim zcela neznicili).
Kolaps vlnové funkce je nelinearnim jevem (linearni superpozice stavli byla métenim
zjevné narusena) a tato nelinearita néjak souvisi se samotnym aktem méfeni. Princip
superpozice stavil nutn€ vede k nelokalnosti kvantové teorie, napiiklad v dvoustérbino-
vém experimentu prochazi elektron soucasné€ prvni idruhou $térbinou, v Machové-
Zehnderové interferometru se foton vyskytuje soucasné v obou jeho ramenech. Neni
lokalizovanou ¢astici, nicméné pti aktu méfeni jde o ned€litelny objekt a méfici pfistroj
ho zaznamena vzdy jen na jednom jediném miste.

Druhou skupinu asi nejvice reprezentoval Albert Einstein, ktery se s vySe zminé-
nymi vlastnostmi kvantové teorie nesmifil a predpokladal, ze kvantova teorie neni
uplna. Nahodnost vysledku pfi méfeni by mohla souviset s tim, Ze systém ma néjaké
dalsi, tzv. skryté parametry, diky jejichz neznalosti dochazi k zdanlivé nahodnému vy-
sledku aktu méfeni. Jak uvidime dale, existence skrytych parametrti by mohla vysvétlit
i nelokalni chovani kvantové teorie.

Mezi obéma sméry nakonec rozhodly experimenty, které v 80. letech dvacatého
stoleti jednoznacné vyvratily teorii skrytych parametri a ukazaly, Zze kvantovou teorii
musime pfijmout i s jejimi ,,podivnostmi‘.

2.9.1 Akt méreni a dekoherence

V kapitole 2.6.4 vénované dvoustérbinovému experimentu jsme se zminili o tom, Ze
méfeni provadéna za ucelem rozhodnout, kterou Stérbinou Castice letéla, vzdy narusi
interferen¢ni obrazec. Jde o zcela zakladni vlastnost kvantové teorie, méfeni neni tieba
ani provadét — postaci principialni moznost takového méfeni a interferen¢ni obrazec
vymizi. Pojd’'me si tuto vlastnost demonstrovat na Machové-Zehnderove interferometru.
Je jasné, ze pokud do jednoho z ramen dame detekéni piistroj, konstruktivni a destruk-
tivni interference zodpovédna za to, ze vSechny fotony dopadaji pouze do detektoru D1,
vymizi.

Predstavme si, ze v jednom z ramen neni cely detekéni pfistroj, ale pouze mikro-
skopicky objekt M (naptiklad atom), jenz sice s fotonem interaguje, ale nezni¢i ho,
a foton pokracuje dale v letu. Takova nedemolicni méfeni lze skute¢né provést. Serge
Haroche z francouzského ENS (Ecole Normale Supérieure) za né dostal Nobelovu cenu
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za fyziku pro rok 2012 [34]. Z pohledu ¢loveka nejde o skute¢né méteni, nebot’ se jako
pozorovatelé nikdy nedozvime vysledek interakce fotonu s objektem M.

Pii interakci fotonu s objektem M dojde k provazani jejich stavii. Oba podsystémy
(foton a objekt M) se stanou jedinym systémem, jehoz Hilbertiv prostor bude direktnim
soucinem H = H,®Hy Hilbertovych prostorii obou podsystémi (jde o obdobu rozkladu
dvourozmérného prostoru realnych dvojic na dvé kartézské osy). Stav obou objektl
budeme v Diracové symbolice zapisovat jako

lw)=|7)|M), (2.332)

kde prvni ¢ast popisuje foton y a druha mikroskopicky objekt M. Hovoiime o provdzani
(propleteni) stavii, anglicky entanglement.

Obr. 90: Machlv-Zehnder(lv interferometr s kvantovym objektem M v jednom z ramen.
Zékladni varianta experimentu je na obrazku 84 na strané 190.

Ptedpokladejme, ze dokud objekt M s fotonem neinteraguje, je popsan stavem | My > =
| 0> apo interakci se jeho stav zméni na hodnotu | M7 >=| 1 >. Nyni budeme postu-
povat stejné jako pfi popisu stavi fotonu v jednotlivych Casech v kapitole 2.6.4 na
stran¢ 190:

w(tg))=| )] 0);

wa)=| o)+l =) 0):

. | (2.333)
i) ==l )] 0) [T} 1)

1

o) =5 =511 00 )

Vysledny stav tedy bude

. . 1 |
|1//(t3)>:%|—>>| 0)—%|—>)| 1)—5|T>| o)—5|T>| 1). (2.334)
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Z uvedeného vyrazu je zfejmé, Ze se koeficienty u vodorovné se pohybujiciho fotonu
| — > nevyrusi a fotony budou dopadat do obou detektord. Doslo k tzv. dekoherenci, t.
vymizeni interferen¢niho jevu diky pfitomnosti objektu M v interferometru. Jakakoli
moznost interakce popisovaného objektu s okolnim prostredim vede k provazani stavi
s okolim a ke kvantové dekoherenci.

2.9.2 Skryté parametry

Cast fyzika kritizovala nelokalnost kvantové teorie a ndhodnost vysledkii. Po uréitou
dobu se zdalo, ze by problémy bylo mozné vyftesit zavedenim tzv. skrytych parametrti,
jejichz hodnoty nezname, a proto dostavame pii méfeni zdanlivé ndhodné vysledky.
Ukazme si tuto konstrukci na Machové-Zehnderové interferometru. Pfedpokladejme, ze
fotony putujici obéma rameny maji né¢jakou dal$i nezndmou vlastnost, kterd popisuje
jejich chovani pii interakci se zrcadly. PopiSme tuto vlastnost parametrem p, ktery za-
vedeme tak, aby platilo:

1. parametr p mize nabyvat pouze dvou hodnot 0 a 1;
2. pfi interakei s normalnim zrcadlem se hodnota p nezméni;
3. pfi interakei s polopropustnym zrcadlem (odrazu i priichodu) se hodnota p zméni;

4. foton s p = 0 polopropustnym zrcadlem prochazi, foton s p = 1 se odrazi.

Takto zavedeny parametr p snadno vysvétli veskeré chovani fotontt v Machové-Zehnde-
roveé interferometru, jak je patrné z nasledujiciho obrazku. Nalevo je situace se dvéma
polopropustnymi zrcadly (interferometrické uspotadani), napravo druhé polopropustné
zrcadlo chybi. Do interferometru vchazi dva fotony, jeden se skrytym parametrem p = 0
a druhy se skrytym parametrem p =1. V interferometrickém usporadani skon¢i oba
fotony v detektoru D1, v uspofadani s jedinym polopropustnym zrcadlem dorazi kazdy
z fotond do jiného detektoru. Pokud do pfistroje bude dopadat proud fotont, jejichz
skryty parametr bude mit zcela ndhodnou hodnotu, ziskame vysledky shodné s kvanto-
vym popisem, a to aniz bychom pouzili superpozici stavii a nelokalni chovani fotonu
v interferometru. Tato konstrukce vypada velmi slibné a nadéjné, ale jak ukazeme v ka-
pitole 2.9.4, je ptedstava skrytych parametrli v rozporu s jinymi experimenty. Teorie
skrytych parametrti byla definitivné vyvracena v 80. letech 20. stoleti.

(A D11 (5] D11
0f|1 0
1 D2 — / 1 P> lDZ—)
A
| 0
1
0 ‘ 0 /
o'l ol

Obr. 91: Machlv-Zehnder(lv interferometr se skrytymi parametry fotond.
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2.9.3 EPR paradox

Odpor casti fyzika k rodici se kvantové teorii vyustil v roce 1935 k formulaci myslen-
kového experimentu [31], ktery mél demonstrovat netuplnost kvantové teorie a ukazat,
ze kvantova teorie je vnitin€ sporna a bude muset byt nahrazena lepsi teorii mikrosvéta.
U zrodu tohoto myslenkového experimentu stali Albert Einstein (1879-1955), rusko-
americky fyzik Boris Podolsky (1896-1966) a americko-izraelsky fyzik Nathan Rosen
(1909-1995). Podle pocatecnich jmen autorti se hovoii o tzv. EPR paradoxu.

Dnes se nejcastéji pouziva formulace Davida Bohma, kterd pochédzi z roku 1951
[18], [19], [30]. Pfedstavme si castici s celkovym momentem hybnosti 0, kterd se
rozpadne na dvé od sebe letici Castice A a B, znichz kazda ma spin Y. Orbitalni
moment obou castic je nulovy (leti od sebe), a proto zakon zachovani celkového
momentu hybnosti vede na podminku, ze pokud naméfime u jedné z ¢astic projekci
spinu do libovolné osy %, musi mit druha ¢astice projekci do téZe osy —'% a naopak.
ODbg¢ castice jsou popsany provazanym stavem

)= a95) [ )+ B14) [+455 (339

ktery zohlediuje obé dvé moznosti: bud’ ma ¢astice A spin % a Castice B ma spin —Y%,
nebo plati opacna varianta.

Zdénlivy paradox vznikne tim, Ze provedenim méfeni projekce spinu na jedné ¢as-
tici se okamzité dozvime projekci spinu u druhé ¢astice, at’ je jakkoli daleko. Na prvni
pohled to vypada, jakoby se informace $ifila okamzité, coz odporuje principu kauzality
(pric¢innosti) ze specialni relativity. Na viné je opét tolik diskutované nelokalni chovani
Castic. Pfi méfeni na jedné castici zkolabuje vlnova funkce v celém prostoru, a to se
projevi pfi nasledujicim méfeni na druhé ¢astici. Odpurci kvantové teorie tvrdi, Ze obé
¢astice maji n¢jaky skryty parametr, ktery uz doptedu, tedy pfi vzniku obou ¢astic, roz-
hodl, jak dopadne meéteni projekce spinu kdykoli v budoucnosti. Zastanci kodanské
interpretace naopak tvrdi, Zze méfeni u libovolné z ¢astic muze dopadnout libovolnym
zptsobem a teprve v okamziku méfeni dojde k jedné ze dvou moznych voleb. Pfitom
vlnova funkce zkolabuje v celém prostoru a nasledné méfeni u zbyvajici Castice da
dopliikovy vysledek. Ani v tomto piipad€ nejde o poruseni kauzality, provedenim me-
feni na jedné ¢astici se ke druhé ¢astici nepienasi zddna hmota ani energie a oba pozo-
rovatelé pfi kontrole svych vysledkli musi tak jako tak pouzit podsvételnou komunikaci,
ktera zajisti kauzalitu obou méfeni. Abychom ukéazali, ze druha interpretace je spravna,
bude vyhodné problém pieformulovat za pomoci polarizace dvou fotond.

Polarizaci fotonu nazyvame rovinu kmitt elektrického pole. Ta se obecné muze sta-
¢et, nebo byt fixni — pak hovofime o rovinné polarizaci. Fotony, jakozto kvanta pfic-
ného elektromagnetického vinéni, mohou mit dvé nezavislé, navzajem kolmé rovinné
polarizace. Skute¢ny stav fotonu je potom linearni kombinaci obou polarizacnich stavii
v dané bazi. Méfeni polarizace fotonu lze uskutecnit naptiklad pomoci hranolu z island-
ského vapence, ktery je dvojlomny, a svételny paprsek se v ném proto d€li na fadny
a mimofadny. Fotony putujici ve smérech fadného a mimotadného paprsku maji navza-
jem kolmou polarizaci. Jinymi slovy: islandsky vapenec miize fungovat jako registracni
pristroj. Zvolme osy soufadnicové soustavy (bazi) tak, ze se foton pohybuje ve sméru
osy z; pokud pokracuje po draze fadného paprsku, mé polarizaci ve sméru osy x, pokud
se vyda po draze mimoiadného paprsku, ma polarizaci ve sméru osy y.
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Obr. 92: EPR paradox.

Uvazujme nyni zjednoduSeny experiment: piedpokladejme, ze atom ma celkovy mo-
ment hybnosti nulovy a po jeho excitaci ho opusti dva fotony, jejichz polarizace je
korelovana, v nasem piipadé budeme dokonce predpokladat, ze fotony maji presné
opacnou polarizaci. Pokud na jednom fotonu namétime v né&jaké bazi ,,vodorovnou*
polarizaci (ve sméru osy x), bude polarizace druhého fotonu ,,svisla“ (ve sméru osy y)
a naopak. Je jasné, ze jde o stejnou formulaci jako dfive, jen je projekce spinu nahra-
zena polarizaci fotonu (ta ale nakonec stejné zavisi na projekci spinu fotonu do sméru
jeho pohybu). Predpokladejme, Ze provazany stav obou foton ma tvar

> (2.336)

1 1
V)=—=|X)A1Y)g —=1¥)a %5 -
1) =0 [¥)a =100
Prvni ¢len vyjadiuje, Ze v nasi bazi ma foton A polarizaci | x > a foton B polarizaci | y >,
druhy ¢len popisuje situaci opacnou. Vysledkem méteni tedy mohou byt jen dvé moz-
nosti:

1. A ma polarizaci | x >, B ma polarizaci | y >;

2. A ma polarizaci | y >, B ma polarizaci | x >.

Normovaci koeficienty superpozice stavi jsou voleny tak, aby ob& moznosti mély stej-
nou pravdépodobnost (ta je kvadratem koeficientu, tj. 1/2 v obou pfipadech) a aby sou-
¢et obou pravdépodobnosti dal 1. Minus u druhého vyrazu neni pro nase uvahy pod-
statné, jen vyjadiuje okolnost, ze kdybychom do obou argumentt dosadili stejnou pola-
rizaci, dostaneme nulovou vlnovou funkci, tj. takovy vysledek méfeni neni mozny.
Vysledek méteni neni dopfedu dan, je zcela nahodny. Jakmile ale provedeme méfeni na
jednom fotonu, stav zkolabuje do jedné z obou moznosti a méfeni na druhém fotonu da
uz jen dopliikovy vysledek, at’ je tento foton fyzicky lokalizovan kdekoli. Je to dusled-
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kem provéazanosti obou stavil. Pov§imnéte si, Ze provazany stav neni mozné zadnym
zpuisobem prepsat jako soucin dvou vyrazi tak, aby prvni vyraz zavisel jen na paramet-
rech fotonu A a druhy jen na parametrech fotonu B. To je pro provazané stavy charakte-
ristické.

Obr. 93: Méreni polarizace fotonu v pootocené bazi.

Jak by dopadl vysledek naseho méfeni, pokud bychom zvolili jinou bazi (pooto¢enou
oproti puvodni o uhel ¢), tedy méfici hranol islandského vapence by byl jinak oriento-
vany? Predpokladejme klasickou rota¢ni transformaci, tj.

|x)=cosg|x)—sing|y’),

] , i (2.337)
|y)=sing|x") + cosp|y’),
a dosad’'me ji do provazaného stavu (2.336):
1 , . ’ . ’ ’
[v)=r5(cosp ), —sing|y'), ) (sing )y + cos | )y ) -
1 . ’ 7 7 . ’
—E(sm(ﬂx >A + cos¢)|y )A)(cosg/)|x )B —sm¢7|y >B).
Po pronasobeni vSech vyrazti dostaneme
1, , L, ’
W)= h0a a5 14 e 233)

Vysledek je nesmirné zajimavy. V carkované bazi se tvar stavového vektoru viibec ne-
zménil — vyrazy (2.336) a (2.338) popisujici stav v obou bazich jsou shodné. Je tedy
jedno, jak budeme mit pii méfeni pooto¢eny métici hranol, vysledek méteni polarizace
bude mit pii jakémkoli natoCeni hranolu padesatiprocentni pravdépodobnost, Ze name-
fime foton A s ,,vodorovnou‘ polarizaci a foton B se ,,svislou® polarizaci, a padesatipro-
centni pravdépodobnost, Ze méteni dopadne opacné.

2.9.4 Bellovy nerovnosti

V roce 1964 irsky fyzik John Stewart Bell (1928-1990) ukézal, Ze statistické vlastnosti
meéfeni polarizace fotonu budou v pfipad¢ teorie se skrytymi parametry jiné nez pri
standardni kvantové interpretaci, o kterou se opirame v tomto textu. Zaved'me veli¢inu
P, ktera bude mit hodnotu +1, pokud byla namétena v dané bazi ,,vodorovna“ polarizace
(ve sméru x) a —1, pokud byla naméfena ,,svisla“ polarizace (ve sméru osy y):

+1: ,,vodorovna“ polarizace,
P= (2.339)

—1: ,,svisla“ polarizace.
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Predpokladejme, Ze méteni na fotonu A a na fotonu B budou probihat s rtizn¢ natoce-
nymi hranoly. Jejich orientace vii¢i laboratorni soustavé bude dana thly a a . Pokud
bude foton A polarizovan ve sméru thlu a, bude vysledek méteni polarizace P = +1,
pokud bude polarizovan kolmo na tento smér, bude P, =—1. Stejné tak u fotonu B do-
padne méteni bud’ tak, ze Pg = +1 (polarizace je ve sméru uhlu f), nebo Pg =—1 (polari-
zace je kolma na smér dany uhlem }). Situaci jesté zkomplikujme tak, ze u kazdého
z fotonll budeme mit k dispozici dva méfici hranoly. U fotonu A budou hranoly oriento-
vané pod hly a, a', u fotonu B pod thly g, f’. VZdy provedeme méfeni obéma hranoly,
které mame k dispozici — nejprve jednim, a poté druhym. Pfedpokladejme nyni, Ze bu-
deme mnohokrat opakovat méfeni polarizace obou fotond obéma hranoly (tedy vzdy
provedeme Ctyfi méteni). Sestavme si z kazdé Ctvefice méteni velicinu

I"= P\ ()R (B)+ P ()P (B) + Pp (&) Ry (B) = PA (&) B3 (B) . (2.340)

Veli¢ina I" ma z matematického hlediska jednu velmi zajimavou vlastnost: jde o funkci
ctyf proménnych Py(a), Pa(a’), Pe(f), Pe(f "), které mohou v principu nabyvat jen hod-
not +1 nebo —1. Funkce I je ale zkonstruovana tak, aby po dosazeni jakékoli kombinaci
vstupti (i nefyzikalni) vzdy vysla hodnota +2 nebo —2, jind moznost neni. Vyzkousejte
si to.

O méfenich si budeme vést podrobné zaznamy a nakonec budeme pocitat primérné
hodnoty naméfenych velic¢in. Pokud plati teorie skrytych parametrti, je vysledek méteni
predem dén hodnotou skrytého parametru a zcela zde chybi prvek nahodnosti. Nahod-
nost je zdanliva a neni dana kvantovou teorii, ale neznalosti hodnoty skrytého parame-
tru. Pfi mnoha opakovanych méfenich budeme dostavat jako vysledek vypoctu I” po-
sloupnost slozenou z hodnot +2 a —2, naptiklad +2, +2, +2, =2, =2, +2... Stfedni hod-
notu budeme pocitat jako aritmeticky primér, coz nutné povede na nerovnost

-2<(ry<2, (2.341)
kterou za pomoci definice /" pfepiSeme do tvaru
> ~2<(PyPg)+(PaPh)+(PhPs)—(PAPR)<2. (2.342)

Jde o Bellovu nerovnost, kterou musi spliiovat stfedni hodnoty opakovanych méfeni,
pokud existuji skryté parametry a vysledky méfeni jsou pfedem dény.

Kvantova teorie da ale jiny vysledek vypoétu stfedni hodnoty. Piedpokladejme, ze
na provazaném stavu (2.336)

¥) =591 =1

provedeme méfeni na fotonu A pomoci hranolu, ktery je orientovany pod tthlem a a na
fotonu B hranolem orientovanym pod thlem f. Do stavu proto dosadime pfislusné
transformace:

|x>A :cosa|x'>A—sina|y'>A ,
| x'>A+cosa|y'>A,
X ) —sin B|y)y .

(2.343)
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a dostaneme
x')A x'>B+ cos(a—f3) x')A y')B—
lv) = Nt
Y)aX)g = sin(@=B1y), [)g

Pravdépodobnosti jednotlivych vysledki jsou dany druhymi mocninami koeficientt, tj.

1 | —sin(a—pf)
V2| ~cos(@- )

(2.344)

polarizace fotonu P, polarizace fotonu Pg pravdépodobnost wyg

+ + Vo sin2(a — f)
+ - Y5 cos2(a — )
- + Y5 cos2(a — )

- - V4 sin2(a — f)

Symbol ,,+“ jsme pouzili pro ,,vodorovnou* polarizaci a symbol ,,— pro ,,svislou™.
Mozna vas zarazi, ze pravdépodobnost nalezeni obou fotonl se stejnou polarizaci je
nenulova. To je ale dano tim, ze méfici hranoly nejsou stejné orientované a ve skute¢-
nosti jde o projekce do jinych bazi (os). Dosadite-li a =/, vyjdou pravdépodobnosti
shodné polarizace obou fotonti nulové. Vypoctéme nyni stfedni hodnotu <P,Pg>. Za
pomoci tabulky udélame vazeny primér vSech moznych vysledk:

<PAPB>=ZPAPBWAB SWep — Wil —W_ tW__ =
<PAPB> =sin?(a-f)—-cos’(a-fB) =
(PPa) = —cos2a-25). 0345
P1i kvantovém vypoctu tedy pro stiedni hodnotu nami zavedené veliCiny 7~ bude platit
(I)=(PaPy)+(PaPh)+(PAPs)—(PAPE) =
>  (I)=-cos(2ax—2p)-cos(2ax—2")—cos(2a’ ~ 2 )+ cos(2e’ - 2/8") . (2.346)

Pro rizné situace tento vysledek zjevné porusuje Bellovy nerovnosti, dosad'me napfi-
klad a = 0°, a'=45°, f=112,5°, B'=67,5°. Pro tento pripad je < I" >= 22, coZ je ve
zjevném rozporu s Bellovyni nerovnostmi. Testovanim Bellovych nerovnosti je mozné
vylou¢it existenci skrytych parametrl v kvantové teorii.

Prvni experimenty, které vedly na poruseni Bellovych nerovnosti, byly uskutecnény
uz v roce 1972, nicméné fyzikalni komunita je nepovazovala za prukazné. Piesvédcivy
dikaz neplatnosti Bellovych nerovnosti a tedy nemoznosti existence skrytych parametrt
v kvantové teorii podala az skupina Alaina Aspecta ve francouzském Orsay v experi-
mentech provadénych v letech 1976 az 1983. V téchto experimentech excitovali za
pomoci laserovych impulzii atomy vapniku. Excitovany elektron se vracel na pivodni
hladinu pfes mezistav, pii prvnim piechodu vyzafil foton s vinovou délkou 551,3 nm,
pii druhém foton s vinovou délkou 422,7 nm. Jak excitovany, tak ptivodni stav mély
celkovy moment hybnosti nulovy, zatimco mezistav mél celkovy moment hybnosti
nenulovy, coZ vedlo k uréité vazbé mezi polarizacemi obou vyslanych fotond. Situace
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nebyla tak jednoducha jako v naSem ukdzkovém piikladu, kdy polarizace byly navzajem
opacné, ale princip experimentl byl stejny. Ukéazalo se, ze Bellovy nerovnosti neplati
a nahodné vysledky experimenti nejsou disledkem skrytych parametrt, ale zakladni
vlastnosti pfirody samotné.

2.9.5 A co dal?

Nas§ prehled kvantové teorie na tomto misté kon&i. Slo o vybér zakladnich principt
a jevl, na kterych mize hloubavy ¢tenar dale stavét. Kvantova teorie je jednou z neju-
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se stal presnym kvantovym popisem dé&ji podléhajicich elektromagnetické, silné a slabé
interakci. Kvantova elektrodynamika odstartovala elektronickou revoluci, s jejimiz
vysledky se setkdvame na kazdém kroku. V poslednich desetiletich zasahuje kvantova
teorie ¢im dal tim cast&ji také do naSich predstav o ukladani a zpracovani informaci.
Kvantové Sifrovani se stalo komercni zélezitosti, kvantova teleportace je ve stadiu
uspesnych experimentd a kvantové pocitace jsou jasn¢ formulovanou ulohou, kterd ceka
na dostatecné technologické zazemi. Bez kvantové teorie se neobejde ani poznavani
vesmiru. Latka v bilych trpaslicich a v neutronovych hvézdach se tidi kvantovymi za-
kony, a v pocatcich velkého tfesku, za extrémnich hustot a teplot byly kvantové vlast-
nosti mikrosvéta hlavnim faktorem ovliviiujicim dalsi vyvoj vesmiru.

Zaklady kvantové teorie probrané v této kapitole a nékteré modelové vypoéty by
snad mély Ctenafi umoznit dalsi studium specializovanych odvétvi, ktera jsou za hrani-
cemi moznosti této ucebnice. S kvantovymi procesy ovliviiujicimi chovani velkého
poctu Castic se jeste setkame v piisti kapitole vénované statistické fyzice.

Obr. 94. Zakladatelé kvantové teorie na konferenci v Solvay (1927). Prvni fada: I. Langmuir,
M. Planck, M. Curie, H. Lorentz, A. Einstein, P. Lanagevin, C. Guye, C. Wilson, O. W. Richardson.
Druhda fada: P. Debye, M. Knudsen, W. Bragg, H. Kramers, P. Dirac, A. Compton, L. Broglie,
M. Born, N. Bohr. Treti fada: A. Piccard, E. Henriot, P. Ehrenfest, E. Herzen, T. Donder, E. Schro6-
dinger, E. Verschaffelt, W. Pauli, W. Heisenberg, R. H. Fowler, L. Brillouin
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3.1 Vybrané partie z termodynamiky

Chceme-li popisovat chovani velkého souboru mnoha stejnych systémi (klasickym
ptikladem je plyn slozeny z mnoha stejnych molekul), miizeme v podstaté pouzit jen
Ctyfi piistupy:

1) chovani prohlasime za ,,bozi zazrak* a dale nezkoumame.

2) na zaklade¢ vysledki jednoduchych experimentd se snazime nalézt zakony, kterymi
se soubor fidi. Napftiklad zjistime, Ze v uzaviené nadob¢ roste tlak s rostouci teplo-
tou ¢i rostoucim poctem castic a naopak tlak plynu klesa, budeme-li zvétSovat roz-
meéry nadoby. Kombinaci téchto vztahli mizeme nalézt stavovou rovnici. Vzdy
vSak musime mit na mysli, Ze jde o odvozeni na zakladé experimentl, bez zkou-
mani podstaty jevi samotnych a ne vZzdy budeme zcela rozumét, kdy odvozené za-
kony piesné plati. Timto pfistupem se zabyva termodynamika a nazyva se popisny,
odvozeny ze zkuSenosti, neboli fenomenologicky.

3) pokusime se vypocitat trajektorii kazdé castecky tvofici soubor ze zakladnich za-
kont, naptiklad z Hamiltonovych rovnic. Tento postup musi nutné selhat u soubort
mnoha ¢astic, kde je takovy popis nad nase moznosti. Mizeme ale pouzit rizné
numerické metody, nepopisovat v§echny systémy ze souboru a podobné.

4) zakony popisujici chovani souboru jako celku se pokousime odvodit teoreticky ze
znalosti chovani jednotlivych ¢lenti systému statistickymi metodami. Ziskané vy-
sledky maji pravdépodobnostni charakter, ale u soubori mnoha ¢éstic to viibec neni
na zavadu, spiSe naopak. Timto ptistupem se zabyva statisticka fyzika.

Soubor systéml popisovany metodami statistické fyziky mize byt velmi rozmanity.
Mize jit o jednoduchy monoatomarni plyn, o neutronovou hvézdu sloZenou z neutronti
¢i o feromagnetikum slozené z mnoha elementarnich magnetki (spinit). Systémy popi-
sovaného souboru mohou byt jak klasické, tak kvantové. Jiz v kvantové teorii jsme se
zminili o0 mimofadné dulezitosti harmonického oscilatoru, a proto i v této ¢asti budeme
vénovat pozornost souboru kvantovych harmonickych oscilatord.

Samoziejmé si odvodime jednoduché zakony idedlniho plynu, stavovou rovnici, ze
statistického hlediska se seznamime s pojmem entropie. Stejné tak ale budeme studovat
kvantové systémy fermionl a bosonli nebo mnoha elementarnich kvantovych rotatort
(napfiklad rotujicich molekul). Statisticka fyzika je mimotadné krasna a elegantni partie
fyziky, s jejimiz pocatky jsou spjata jména takovych velikand, jako byli naptiklad Lud-
wig Boltzmann ¢i Josiah Gibbs nebo v kvantové statistice Enrico Fermi, Paul Dirac,
Satyendra Bose a Albert Einstein.

Nez se ale pustime do vlastni konstrukce statistické fyziky, musime se seznamit
s nékterymi zékladnimi pojmy z termodynamiky. Tato ¢ast neni v Zadném piipadé néja-
kym systematickym vykladem termodynamiky. Jde jen o piehled nékterych pojmi
z tohoto oboru, které budou potieba k porovnani vysledkid termodynamiky a statistické
fyziky. V termodynamice budeme hovofit o popisované soustavé. Ve statistické fyzice
pak budeme disledné rozliSovat systém (jedna popisovana entita) a soubor (velké mnoz-
stvi téchto entit).
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Ke studiu této ¢asti byste z matematiky méli znat Pfaffovy diferencidlni formy. Je-
jich zéklady naleznete v dodatku F.

3.1.1 Prvni a druha véta termodynamicka

Prvni véta termodynamickd neni nic jiného nez zadkon zachovani energie soustavy:
Vnitrni energie soustavy se miize zvysit dodanym teplem nebo pridanim dalsich castic
a snizit soustavou vykonanou praci.

dU =dQ - dd + dUy . (3.1)

Sama vnitini energie soustavy je uplnym diferencidlem. Cleny na pravé strané ale tpl-
nymi diferencialy nejsou. Plyne to z mnoha experimentii. Dodané teplo [dQ je riizné po
ruznych cestach ve fazovém prostoru (p, V, T), a zavisi tak na cesté. Podobné je to
i s dal§imi Cleny na pravé strané. Podivejme se na jednotlivé ¢leny podrobnéji:

Prace vykonana soustavou (d4)

Prace vykonana soustavou mize byt nejriznéj$i povahy: mechanické, elektrické, mag-
netické, polarizacni, elastické, atd. a vysledny vyraz je sou¢tem mnoha ¢lent. Prozatim
se ale spokojime jen s vyrazem pro mechanickou préci, elektrické a magnetické ¢leny
budeme diskutovat pozdéji.

dd=Fdl+- =pSdl+- =pdV +- (3.2)

Vnitini energie spojena se zménou poctu castic (dUy)
Ptichazeji-li do soustavy dalsi ¢astice z vnéjsku, roste vnitini energie soustavy imerné
prirtstku ¢astic:

dUy = udN. (3.3)

Koeficient imérnosti ¢ se nazyva chemicky potencial soustavy a zavisi na typu latky, ze
které se soustava sklada. Z matematického hlediska o zadny skuteény potencial nejde
anazev ma jen historicky pivod. Obsahuje-li soustava vice druhti Castic, je prirtstek
vnitini energie spojeny se zménou poctu ¢astic dan souétem podobnych ¢lent pies
vSechny druhy ¢astic (pouzivame sumacni konvenci):

dUy = 4y AN, . (3.4)

Tepelna energie (dQ)

Teplo je jednim z ustfednich pojmi termodynamiky a je proto obzvlasté nepiijemnou
zalezitosti, Ze neni ve tvaru Uplného diferencialu. Nastésti 1ze ukézat, ze vzdy existuje
integracni faktor, ktery teplo pfevede na diferencialni formu ve tvaru uplného diferenci-
alu. To je obsahem druhé véty termodynamické, ktera se vyskytuje v mnoha podobach.
cend hodnota absolutni teploty. Nove vzniklou uplnou diferencidlni formu nazyvdame
entropie a oznacujeme ji dS:

1
= do. (3.5)
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e  Existuji i jiné formulace druhé véty termodynamické, které maji hluboky vyznam
pro termodynamiku, naptiklad: Neexistuje perpetum mobile druhého druhu (stroj
trvale a cyklicky konajici prdci ochlazovanim teplotni lazné). To, jak spolu obé
formulace souvisi, mize ¢tenaf nalézt v kazdé ucebnici termodynamiky.

e Ke spravnému integraénimu faktoru Ize dojit naptiklad rozborem Carnotova cyklu,
kde se ukazuje, Ze integrace dQ zavisi na cesté integrace, ale integrace veli¢iny
dQ/T je nezavisla na ceste, a je proto uplnym diferencidlem.

e To, ze prevracena hodnota teploty je spravnym integracnim faktorem diferencialu
tepla, 1ze také ukazat porovnanim derivaci ,.ktizem® u diferencialu entropie.

eV termodynamice rovnovaznych déji mé entropie vyznam diferencidlu tepla, ktery
je integracnim faktorem opraven na Uplny diferencial. Pro entropii plati vSechny
tvrzeni véty o péti ekvivalencich: integral z entropie nezavisi na cesté, integral po
uzaviené kiivce (cyklicky dé&j) je nulovy, atd. Proto vzdy davame piednost entropii
a misto diferencialu tepla piSeme:

| 2 do=TdsS. (3.6)

Po vyjadieni vSech veli¢in na pravé strané prvni véty termodynamické (3.1) ziskame
tvar, ktery budeme pouzivat:

> dU =TdS - pdV + p; N, . 3.7)

V poslednim ¢lenu pouzivdme sumacni konvenci, s¢itd se pies vSechny druhy castic,
jejichz pocet se miize ménit (napiiklad v plazmatu elektrony, neutralni ¢astice a ionty).

3.1.2 Termodynamické potencialy

V minulé kapitole jsme se seznamili se dvéma veli¢inami, které tvofi diferencialni
formy ve tvaru Gplného diferencialu. Jde o vnitini energii a entropii. Existuje vSak po-
stup, kterym mizeme vytvaret celou fadu dalSich, velmi uzite¢nych tplnych diferenci-
alnich forem. Nyni zminime o entalpii, volné energii, Gibbsové potencidlu a grandka-
nonickém potencidlu. Vyznam téchto veli€in je pro statistickou fyziku velmi dtlezity.

Entalpie H

Pravou stranu diferencialu vnitini energie (3.7) ,,zplnime* v ¢lenu p dV. ZapiSeme ho
jako d(pV') — Vdp a prvni ¢len pfevedeme na levou stranu. Tak ziskame novou veli¢inu
ve tvaru uplného diferencidlu, tzv. entalpii:

dU=TdS—pdV+/lk de,
dU=TdS -d(pV)+Vdp+ w dN;,
dU+pV)=TdS+Vdp+ u dN .

Pro nové zavedenou veli¢inu miizeme napsat celou fadu relaci. Zname jeji definici (na-
levo v zavorce) a také zname jeji prvni diferencial (prava strana rovnosti). Z tvaru prv-
niho diferencialu pozname, na kterych veli¢indch entalpie z&visi. Navic vime, ze jde
o uplny diferencidl, tj. parcidlni derivace entalpie daji koeficienty diferencialni formy na
pravé stran¢:
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H=U+pl,
dH:TdS+Vdp+llede,

H=H(S,p,N,), (3.8)

[BHJ (BH] [BHJ
r=|22 0 v= |22 4= 2R .
as p’Nk ap S’Nk aNk S5p’Ni¢k

Ze znalosti entalpie mizeme urcit teplotu, objem a chemické potencidly soustavy.
Z prvni relace (3.8) miizeme také urcit za pomoci entalpie vnitini energii soustavy:

U:H—pV:H—p(a—HJ. (3.9)
dp

Tato rovnice se nazyva Gibbsova-Helmholtzova rovnice prvniho druhu. Z vnitini ener-
gie pak miizeme pocitat tepelné kapacity soustavy i dalsi veli¢iny.

Poznamka 1: Indexy u parcialnich derivaci znamenaji, Ze prislusné veli¢iny jsou
pti derivovani konstantni, zkratka si jich nevsimame tak, jak jsme b&ézné zvykli.
V termodynamice, kde déje zavisi na cesté, byva zvykem tuto cestu explicitné
vyznacovat. V nasem textu budeme automaticky rozumét, ze veli¢iny, podle
kterych se derivace neprovadi, jsou konstantni, a indexy nadale nebudeme psat.

Poznamka 2: Pismeno H znamena velké fecké éta (souvisi se slovem enthalpy).

Volna energie F

Budeme postupovat obdobné jako u entalpie, jen nyni ve vyrazu (3.7) pro vnitini energii
zuplnime ¢len 7 dS:

dU=TdS—pdV+/lk de,
dU-TS)=—SdT — pdV + 4 dN; .

Opét tak ziskdvame novou diferencialni formu ve tvaru Uplného diferencidlu, kterou
nazyvame volnd energie. Stejné jako u entalpie mizeme kromé definice ihned napsat
celou fadu relaci:

F=U-TS,
dF:—SdT—pdV'FIdeNk ,

> F=F(T,V,N;), (3.10)

g—_[9F __[9F _[9F
lar) P M Tlaw )

Pravé volna energie ma ve statistické fyzice mimoradny vyznam. Uvidime totiz, Ze tuto
veli¢inu na zéklad¢ statistickych uvah budeme schopni zjistit. Volna energie je funkci
snadno piedstavitelnych veliin: teploty, objemu soustavy a poctu €astic riznych druhti.
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Pozname-li tuto funkci, snadno pouhym derivovanim ur¢ime entropii soustavy, jejiz
intuitivni pochopeni casto narazi na problémy. Derivovanim volné energie podle ob-
jemu zjistime tlak v soustavé, tedy stavovou rovnici, a derivovanim podle poctu ¢astic
mizeme urcit chemické potencialy soustavy. Co vice si prat? Snad jesté vnitini energii,
ale ani to neni problém. Z definice volné energie F'= U — TS uréime U = F + TS a dosa-
dime jiz vypoctenou hodnotu entropie:

> U:F—T(a—FJ. (3.11)
oT

Jde o tzv. Gibbsovu-Helmholtzovu rovnici druhého druhu, jez je vychodiskem k mnoha
dal$im odvozenym veliinam, které se pocitaji z vnitini energie.

¢ Piiklad 49: Dokazte, ze Gibbsovu-Helmholtzovu rovnici (3.11) Ize zapsat v jednodu-
chém tvaru U = 0(BF)/0f, kde B=1/T. D

Gibbsiv potencial G
Naprosto stejnym postupem jako v predchozich pfipadech zuplnime diferencial vnitini
energie v obou ¢lenech p dV a T dS. Vysledkem je nova veli¢ina, Gibbsiv potencial, pro
ktery zfejmé plati:
G=U-TS+pV,
dG=-SdT +Vdp+ 4 AN},

G:G(TapaNk)a (312)

9G 9G dG
s=—|2Z | y=|2Z|, | 2=
[3TJ (317] e [3NJ

Gibbstv potencidl ma velky vyznam pro chemii a termodynamiku, my ho ve statistické
fyzice nevyuzijeme. Kulaté zavorky znamenaji, ze veskeré ostatni veli¢iny (kromée té,
podle které se derivuje) jsou drzeny konstantni, indexy jiZ nevypisujeme.

Grandkanonicky potencial £

Poslednim z potenciald, ktery pro nas bude mit velky vyznam, je grandkanonicky po-
tencial. Diferencial vnitini energie zaplnime v ¢lenech 7 dS a ¢ dN. Vysledek je:

QEU—TS—,Uka,
d@2=-S8dT - pdV - N, dp, ,

> Q=Q(T,V, 1), (3.13)

s=-[22)  ,o_[22) N -_|22]
Vs P 314

Ve statistické fyzice soubori s proménnym pocétem castic budeme schopni, alespon
teoreticky, urCit pravé grandkanonicky potencial. Z n¢ho pak jiz snadno nalezneme
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entropii soustavy, tlak (stavovou rovnici) a pocty jednotlivych ¢astic. Z definice grand-
kanonického potencialu potom vypocteme vnitini energii:

02 002
> U=QQ+TS+ 1N, =Q2-T|— |- —, 3.14
M Ny (BTJ /Uk(a,ukJ (3.14)

ktera je vychodiskem k vypoctu mnoha dalsich veli¢in. Pokud chcete termodynamiku
studovat hloubé&ji, zkuste si sehnat sice starsi, ale vynikajici ucebnici Jozefa Kvasnici
[35]. Od stejného autora existuje i velmi podrobna ucebnice statistické fyziky [36].
Dalsi informace o statistické fyzice se dozvite z publikaci [37], [38], [39].

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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3.2 Zakladni pojmy statistické fyziky

3.2.1 Slovnicek pojmii

Systém

Systémem rozumime jakoukoli popisovanou entitu. Sadu nezavislych parametrti nut-
nych k popisu nazyvame zobecnéné soufadnice. Standardnimi postupy teoretické me-
chaniky prfifadime kazdé zobecnéné soufadnici zobecnénou hybnost. Zname-li poca-
tecni hodnoty soufadnic a hybnosti, mizeme v klasické fyzice predpovédét trajektorii
systému za pomoci Hamiltonovych rovnic. Jde-li o kvantovy systém, je stav dan vekto-
rem v Hilbertové prostoru a Casovy vyvoj ur¢ime ptisobenim evolu¢niho operatoru.
V tomto pfipadé ma trajektorie pravdépodobnostni charakter a je kvantové ,,rozma-
zana“.

Fazovy prostor

Féazovym prostorem nazyvame prostor zobecnénych soufadnic a hybnosti (¢, p). Nepi-
Seme-li indexy, automaticky myslime celé mnoziny vSech zobecnénych soufadnic
a hybnosti. Pro¢ se pouZzivaji hybnosti namisto rychlosti? Je pro to nékolik divoda:

e  Chceme-li sledovat casovy vyvoj, pouzivame Hamiltonovy rovnice pro polohy
a hybnosti.

e Svét je na elementarni urovni kvantové rozmazan diky Heisenbergovym relacim
neurcitosti. Ty plati opét mezi zobecnénou soufadnici a ji pfislusejici zobecnénou
hybnosti.

e Je-li situace symetrickd vzhledem k posunuti v n¢které zobecnéné soutadnici, za-
chovava se pfislusna zobecnéna hybnost. Tyto dvé veli¢iny neoddélitelné patii
k sobé.

e Poissonovy zavorky zobecnénych soufadnic a odpovidajicich zobecnénych hyb-
nosti jsou rovny jedné, ostatni zavorky jsou nulové.

e Ve statistické fyzice uvidime, Ze ve fazovém prostoru s osami (g, p) se pfi statistic-
kém vyvoji mnoha systémi zachovava objem a soubor systému se chova jako ne-
stlacitelna kapalina (Liouvilltiv teorém), coZ je pro popis velmi vyhodné.

Soubor

Souborem rozumime velké mnozstvi stejnych systémi se stejnym fazovym prostorem.
Systémy mohou mit rizné pocate¢ni podminky a ve fazovém prostoru jsou v daném
okamziku reprezentovany mnozinou mnoha bodu. Pii ¢asovém vyvoji se jednotlivé
body piesouvaji po svych fazovych trajektoriich danych Hamiltonovymi rovnicemi.

Fazovy objem
Ve fazovém prostoru miizeme standardnim zplsobem zavést elementarni objem fazo-
vého prostoru jako 2frozmérny diferencial (fje pocet stupiii volnosti)
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dg=dq--dgy dpy-dpy =Tldg; T1dpy = d/g a/p. (3.15)

Jde o pfirozené zobecnéni ,,bézného* objemu ve tfech dimenzich, kde je dV' = dx dy dz.
Konecna oblast £2 fazového prostoru ma potom objem

> Ag = jd¢= jdfq d’p . (3.16)
0 Q

pl-

q

Obr. 95: Fazovy objem s jednou prostorovou
a jednou hybnostni souradnici.

¢ Piiklad 50: fazovy objem oscilitoru

Urcete fazovy objem, ktery zaujimaji ve fazovém prostoru harmonické oscilatory, je-
jichz maximalni energie je E. Urcete také, jaky objem zaujimé jedno kvantum energie
harmonického oscilatoru.

ReSeni: Z teoretické mechaniky vime, Ze fazovou trajektorii harmonického oscilatoru je
elipsa. Harmonicky oscilator pii svém pohybu zachovava energii, proto miizeme rovnici
elipsy jednoduse zapsat jako rovnici energetické ,,nadplochy*

2 2 2
ma”x
H= 4

2m

=E. (3.17)

Na této nadploSe (v tomto pfipadé obycejné elipse) se nachazeji oscilatory, které maji
energii pravé E. Uvnitf elipsy lezi trajektorie oscilatorti s nizsi energii, vné elipsy tra-
jektorie oscilatorti s vyssi energii. Energetickd nadplocha vymezuje ve fazovém pro-
storu mnozinu (v¢etné hranice), v niz se mohou nachazet oscilatory, jejichz energie je
mensi nebo rovna E. Fazovy objem této mnoziny bude

2

2 2
p=[dvdp: Q={(x,p): mwzx +§—m55}. (3.18)
0

Provedeme-li substituce &= (mw*2)"*x; n=p/(2m)"?, zjednodusi se oblast integrace
na kruh (dvojrozmérnou kouli)

p==[a&dn; e={E&mn: & +n’ <E|. (3.19)
a)[}

Vysledkem integralu je objem 2D koule V5(E'"?), v tomto ptipadé jde o obyéejnou plo-
chu kruhu o poloméru £

p=2rE/w. (3.20)
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Energetické spektrum harmonického oscilatoru ,,skace po kvantech AE = fiw, jednomu
kvantu tedy bude pfisluset velikost fazového prostoru

| Ap=2rAE/w=2rhw/w=2rh. (3.21)

Hodnota 2z znamena velikost jednoho (jednorozmérného) stavu ve fazovém prostoru.
Soucasné jde o velikost ,,pixelu* rozmazani fazové trajektorie v kvantové teorii.

Pl kva ntovy

systém
Ap

klasicky
systém

A \ 27h

q q

Obr. 96: Objem stavu ve fazovém prostoru.

¢ Piiklad 51: fazovy objem molekuly

Vypoctéte fazovy objem, ktery ohranicuje energeticka nadplocha molekuly chovajici se
jako tuha ¢inka.

Obr. 97: Molekula jako tuha Cinka.

Reseni: Molekula ma celkem 5 stupiiti volnosti. MiiZe se pohybovat jako celek (tento
vislych uhlech (popiSeme je uhly 8 a ¢ sférickych soufadnic). Fazovy prostor ma tak 5
soufadnicovych os a 5 hybnostnich os, je tedy desetirozmérny. Molekula o hmotnosti m
se ve fazovém prostoru vzdy nachdzi v nékterém bodé tzv. energetické nadplochy

Vv v

E:%m(jcz +y2 +z'2)+%m(éj2 (92 +sin? 6’¢2)=const.

Standardnim postupem ur¢ime hamiltonian
2

2 2 2
2
H:p_x+p_y+p_z+_ g"' p¢
2m  2m  2m g2 sin? @

Nyni se jiz mizeme pustit do vypoctu objemu oblasti fazového prostoru, kterou uzavira
energeticka nadplocha:
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j dxdydzdpd@dp,dp,dp.dp,dpy =
H<E

2
¢ = jdxdydz jdq)jsmede j 2?2 &y =
0 pi+p3<E

V druhém fadku jsme provedli standardni substituce, podobné¢ jako v pfedchozim pii-
klad¢. Diferencial paté hybnosti ma dve Casti, ale integral prvni z nich je nulovy. Veli-
¢ina V(1) je objem jednotkové pétirozmérné koule. >

Vahovy faktor

Kazdy stupen volnosti je v kvantové teorii rozmazan s hodnotou ,,pixelu* 2z#, kterou
zaujima jeden kvantovy stav (a nemusi jit jen o kvantovy oscilator, pro ktery jsme tuto
hodnotu odvodili). Ve vice dimenzich je velikost ,,zakladniho pixelu* neboli velikost
jednoho kvantového stavu (277)” (jde o prosty sougin ,,pixeld* jednotlivych dimenzi).
Velmi vyhodné bude zavést bezrozmérny fazovy objem vyrazem

foqf
> ar=—9% . jd 9d’p (3.22)
Q@rh) (27rh)f

Tato bezrozmérna veliCina se nazyva vahovy faktor, vyuziva se zejména u kvantovych
systémil. Jde vlastné o fazovy objem vydéleny velikosti jednoho kvantového stavu, I
ma tedy vyznam poctu kvantovych stavii obsaZzenych ve fazovém objemu ¢.

Hustota pravdépodobnosti

Bude-li soubor obsahovat velké mnoZzstvi systémi, mizeme zavést hustotu poctu sys-
témii v elementu fazového objemu AN/Ag. Cim bude toto &islo vyssi, tim vice je
v daném misté systémid a tim vyssi je pravdépodobnost nalézt v dané oblasti néjaky
systém. Hustota pravdépodobnosti je imérnad hustoté¢ poctu systémil ve fdzovém pro-
storu. Z divodu normovani se nékdy hustota pravdépodobnosti déli jesté celkovym
poctem castic. Také je mozné vyuzit bezrozmérny fazovy objem (vahovy faktor) a tak
jsou celkem 4 moznosti zavedeni a normovani hustoty pravdépodobnosti:

ps%, dw=pdg, Idw=j%d¢=N; (3.23)
> z%;ﬂ dw=pdg,  [dw= j——dqﬁ =1; (3.24)
pz‘%, dw=pdrI", jdw:j%der; (3.25)
> pE%%, dw= pdrl’, jdw j——dr_l. (3.26)
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Celkova pravdépodobnost je normovana bud’ k jedné (tak tomu je nejcastéji v mate-
matice) nebo k celkovému poctu ¢astic. V této ucebnici budeme vyuzivat druhé a ctvrté
moznosti normovani hustoty pravdépodobnosti (k jedné).

Stredovani pres fazovy prostor

Je-li znama hustota pravdépodobnosti, miizeme primérovat dynamické proménné pies
fazovy prostor. Secteme hodnoty dynamické proménné A pro vSechny systémy s vahou
danou hustotou pravdépodobnosti p:

(4)= [ 4(g,p)dw= [ 4(g,p)pdp ~ nebo

> (4)= j A(g, p)dw= jA(q, p)pdl”  nebo (3.27)
<A> = z A,w, .

Prvni pfipad plati, pouzijeme-li fazovy prostor, druhy, pouzijeme-li vahovy faktor, tieti

pro systém s diskrétnimi stavy, kde prosté s¢itame pies pravdépodobnosti jednotlivych
stavll. Pravdépodobnosti spliuji normovaci podminku

jdw:l; > w, =1. (3.28)

3.2.2 Ergodicky problém

Stfedni hodnotu dynamické proménné A(q, p) v souboru mohu v zasadé urcit dvojim
zptsobem. Prvni z moznosti je stfedovani pies soubor pomoci zavedené hustoty prav-
dépodobnosti:

(4)= j A(g, p)dw = j A(g,p)pdrl. (3.29)

Druhou z moznosti je zvolit si jeden ze systémill souboru a primérovat veli¢inu A4 po
dostatecné dlouhou dobu t:

thy+7
A= lim - j A(q(0), p(t))dt . (3.30)
T—o0 o

Samoziejmée by vysledek limity nemél zaviset na pocateCnim case #y. Velmi diskutova-
nou a velmi starou je otazka, zda obojim zpiisobem ziskdme tyz vysledek:

(Ad)=4. (3.31)

Tento problém se nazyva ergodicky problém, je vyfesen kladné v mnoha jednotlivych
pfipadech, ale obecné feSeni pro mechanické systémy znamo neni. V tomto textu bu-
deme stfedovat veli¢iny pomoci vztahu (3.29) a budeme doufat, Zze i primérovani (3.30)
by vedlo ke stejnému vysledku.
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3.2.3 Liouvillav teorém

Proudéni zpravidla popisujeme hustotou a tokem né&jaké aditivni veliCiny 4. Muze jit
o tok hmotnosti, naboje, tepla, energie a podobné. Hustota a tok jsou definovany vztahy

AV=0 AV’ (3.32)
i=pu

a tvoii relativisticky ctyfvektor (p,j) transformujici se pomoci Lorentzovy matice.

Veli¢ina u(t, x) je rychlostni pole. Jestlize se pfi proudéni veli¢ina 4 zachovava, plati
rovnice kontinuity

aa—/to+divpu=0. (3.33)

Jde o soucet pfes Casovou i vSechny prostorové derivace:

a_p+m20.
at axk

vvvvvv

v souboru, hustotou je hustota pravdépodobnosti. Tok ale musime brat ve fazovém
prostoru vSech soufadnic a hybnosti

i=Pqr..Pqdr PP PPS)s

stejné tak jako divergence v rovnici kontinuity bude obsahovat derivace pies vSechny
osy fazového prostoru:

dp 9pqr 0pp
9p AR L TR .

dt  dgqp  Ipy
Je jasné, ze pokud se systémy ve fazovém prostoru neztraceji, musi takovy zakon za-
chovani poctu systému platit. Proved’'me nyni derivace soucint:

9p 9P, +59'k ap dpi

FTE T A VAL PR PRl
Ve tfetim a patém ¢lenu vyuzijeme Hamiltonovy rovnice
. _O0H . O0H
dk —Ea P ——@
a dostaneme
9 dp . 9’ H L9 FPH

dr  dgy T dq 9Py p dpy P 9y 9
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Diky zdménnosti druhych parcialnich derivaci se nakonec oba zminéné cleny vyrusi.
Dostavame tak rovnici kontinuity ve tvaru

a_p + a_pq + a_ppk =0.
dt  dgy 9 py
Vzhledem k tomu, ze p = p(t,qy, py ) dostdvame tak

> b _y. (3.34)
dt

Hustota pravdépodobnosti se neméni a pravdépodobnost vyskytu systémil ve fazovém
prostoru se chova jako nestlacitelna kapalina. Rovnice (3.34) se nazyva Liouvilliv teo-
rém a ma ve statistické fyzice zasadni dilezitost.

Poznamka: Rovnici kontinuity mizeme obdobné upravit i u proudéni bézné teku-
tiny, kterou popsujeme pouze hustotnim a rychlostnim polem:
ap dp  dp N ouy,

Eﬁ'dinll:O = ?9—€+ak(puk):0 > LT+

=0.
at axk axk P

Prvni dva ¢leny davaji Gplnou ¢asovou derivaci hustoty a posledni ¢len lze upravit
za pomoci divergence:

dp .
— + pdiva=0
dt p
Je jasné, ze proudéni normalni tekutiny je nestlacitelné, tj. dp/ds = 0, je-li div u = 0.

Hustota pravdépodobnosti je podle vztahu (3.34) konstantni. Kolik konstant mame ve
vypoctu k dispozici? Pocitame-li zobecnéné soufadnice a zobecnéné hybnosti z Hamil-
tonovych rovnic, vyjde feSeni zavislé na pocateénim stavu (f polohach a f hybnostech),
tj. obsahuje 2f integracnich konstant pohybu, pfesnéji 2f— 1, protoze jednu konstantu
spotiebujeme na volbu pocatku casové osy f.:

qr = q; (1, e O] ),
Pk =Pt ,....00 1)

Kdybychom ziskané feSeni dokazali beze zbytku invertovat a spocitat tyto integracni
konstanty

ak :ak(ql”Qf 7p1>"',pf)9

ziskali bychom vSechny zakony zachovani souboru. Bohuzel ne vzdy jsou definovany
na celém oboru a z mechaniky méme zajisténu existenci jen sedmi zékladnich zdkont
zachovani: energie, hybnosti a momentu hybnosti. Ma-li byt Gplna derivace hustoty
pravdépodobnosti podle Liouvillova teorému konstantni, je rozumné predpokladat, ze je
funkei téchto znamych integrali pohybu:

p=p(E,p,L).
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s nim, ziistava jedina nenulova velicina, na které mize zaviset hustota pravdépodobnosti
— energie:

> p=p(E). (3.35)

Vv

p . p

q q

Obr. 98: Liouvilllv teorém. Fazovy objem se mliZze ménit,
ale jeho velikost zstava konstantni.

Diky nestlacitelnosti ,,proudici pravdépodobnosti® se neméni fazovy objem zaujimany
vybranou makroskopickou ¢asti systému. Jestlize systémy zaujimaly na zacatku ve
fazovém prostoru uréity objem ¢, bude se tento objem v prubéhu ¢asového vyvoje rizné
deformovat, ale jeho velikost se nebude ménit. Tento objem (nebo vahovy faktor) tedy
bude opét jen funkci energie systému

> o=¢(E); I =I(E). (3.36)

To je jen jina formulace Liouvillova teorému. Vice se dozvite v publikaci [40].

Hustota energetickych stavi
Pro element pravdépodobnosti mizeme diky Liouvillovu teorému psat

dw=pdl" = p(E)dI(E) = p% dE = p(E) Y(E)dE , (3.37)
kde jsme oznacili
dar
E)y=— 3.38
NE) = (3.38)

tzv. hustotu energetickych stavii (vzpomeite si, ze /' ma vyznam poctu kvantovych
stavll v uvazovaném fazovém objemu). U spojitych problému je hustota energetickych
stavt spojitou funkci, mnohdy ma vsak i diskrétni Cast:

NE)=g(E)+ Y g,8(E-E,). (3.39)

Symbol ¢ znamend Diracovu distribuci (analogie Kroneckerova delta v prostorech /,
u prostorti L,). Koeficienty g, nazyvame stupen degenerace stavu n.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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3.3 Gibbsuv kanonicky soubor

3.3.1 Odvozenirozdéleni

Pii odvozeni pouzijeme nasledujici predpoklady:

e Systém o N Casticich mize vymenovat energii s okolim. Znamena to tedy napiiklad
moznost vymeény tepelné energie pres stény systému.

e Pocet Castic systému je konstantni. Systém nevyménuje Castice s okolim, castice
v ném nevznikaji ani nezanikaji.

e Jedinym vnéjSim parametrem je objem systému (je dan vné&jSimi faktory, tvarem
nadoby). Prace obecné mize zaviset na mnoha vnéjsich faktorech: d4 = Ay day.
Veli¢iny A, nazyvame zobecnéné sily a veliiny a; vnéjsi parametry. V nasem jed-
noduchém ptikladé mame jediny ¢len d4 = pdV.

e Energie vazana na povrch soustavy E,y je zanedbatelnd vzhledem k celkové energii
soustavy Ey, tj. zanedbame povrchové jevy.

e Budeme podle Liouvillova teorému predpokladat, Zze hustota pravdépodobnosti
i fazovy objem zaviseji jen na energii soustavy.

vyména energie

Obr. 99: Gibbs(v kanonicky soubor.

Uvedené predpoklady lze jednoduse vyjadiit matematickymi vztahy:

(1) E #const,

(2) N =const,

3) dd=pdlV, (3.40)
(4) Eyy <Eyp,

(5) 9=9E); p=pE).

Prvni véta termodynamicka bude pro tuto soustavu mit jednoduchy tvar

dU =TdS-pdV . (3.41)
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Vzhledem k tomu, ze pocet ¢astic soustavy se neméni, je posledni ¢len v (3.7) nulovy.
Proménné okoli budeme oznacovat ¢arkou. Pravdépodobnost, Ze systém i s okolim
nalezneme ve stavu s urcitou energii, je ddna aditivnosti energie a multiplikativnosti
fazového objemu:

dwio = P(Eqo)dT o = p(E+E") dIdT™. (3.42)

Pro nezavislé subsystémy se ale pravdépodobnosti nasobi a mélo by proto také platit:
dwyo; = dW(E) dW(E") = p(E)AT(E) p(E)AT(E") = p(E)p(E"YddI™. (3.43)
Porovnanim obou moznosti zjistime, Ze pro hustotu pravdépodobnosti musi platit vztah
P(E+E") = p(E) p(E) . (3.44)

V matematice se ukazuje, Ze existuje jedina funkce s touto vlastnosti, a tou je obecna
exponenciala
cptce 2E

p(E)=c .
V exponenciale ozna¢ime konstanty linearni kombinace pismeny ¢, —f. Volba zna-
ménka je v tuto chvili nepodstatna, a kdyby nebyla spravna, S by vyslo zaporné. Uvi-
dime, Ze ve skuteCnosti s rostouci energii systému klesa pravdépodobnost jeho vyskytu,
a proto je minus pred energii spravné. Uved'me vyraz jak pro spojity, tak pro diskrétni
pripad:

(3.45)

p(E)=e*"FE w, =% Pbn . (3.46)

Hodnoty konstant ¢ a § odvodime z podminky, Ze statistické vysledky musi limitné
prechdzet ve znamé zakony termodynamiky. V diskrétnim piipadé zavisi mozné hod-
noty energetického spektra na vnéjSich parametrech systému, v naSem pifipadé na ob-
jemu zaujimaném systémem, tj. E, = E, (V).

3.3.2 Konstanty rozdéleni

UrCeme nyni konstanty o a . Nalezneme diferencial stiedni hodnoty energie a porov-
name ho s prvni vétou termodynamickou. Odvozeni je mozné provést spojité nebo dis-
krétné, naptiklad pro stfedni hodnotu energie miizeme ve spojitém piipadée psat

U=JEdw=jEp(E)dF=J.Ep(E)}/(E)dE (3.47)
a v diskrétnim
U= Ew, =Y E,(V)w,. (3.48)

My se v tomto odvozeni budeme drzet diskrétniho pfipadu a naopak nékteré pristi od-
vozeni pro zménu povedeme spojité. Naleznéme tedy diferencial vyrazu (3.48):

0E

dU:ZH aV” dV)w,,} + Y E,dw, .

Hustota energie n-tého stavu odpovida tlaku generovanému n-tym stavem (az na zna-
ménko). V mechanice je tlak hustotou energie: p=AF/AS= AF Al/(AS Al) =—AE/AV.
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Znaménko se voli zaporné (sila je minus gradient energie). V druhém vyrazu pouzijeme
genialni trik, energii £, vyjadiime pomoci pravdépodobnosti (3.46):

dU=—Z(pnwndV) + Z(%—%lnwnjdwn .

V souctech ponechdme jen vyrazy, pies které se opravdu scitd, ostatni cleny vytkneme:

1
AU == (pow,)dV + Zd>w, — = (Inw, dw,).
B B
V prvnim vyrazu je stfedni hodnota parcialnich tlaki rovna celkovému tlaku. V druhém
vyrazu je soucet vSech pravdépodobnosti roven jedné a diferencial jednotky je nulovy.
Tteti vyraz upravime podle vztahu fdg = d (fg) — g df:

1 1
dU=-pdV — —=d) (w, Inw — w, dlnw, ).
U pdVv ﬂ Z( n n) + IBZ( n n)

Nyni ukazme, ze posledni vyraz je nulovy:

> (wydinw,) = Z[wnidwnJ = Y dw, = d}w, =dl1=0.

Wn

Ze statistickych tivah jsme tak kone¢né dostali vyraz pro diferencial energie, ktery mi-
zeme porovnat s prvni vétou termodynamickou dU = —pdV + TdS:

dU =-pdV - %dZ(Wnlnwn). (3.49)

Je ziejmé, ze koeficient f musi byt tmérny prevracené hodnoté absolutni teploty a suma
v druhém vyrazu entropii. To plati az na libovolny multiplikativni koeficient, ktery musi
byt uren experimentalné:

> B=1/(kgT), (3.50)
> S=—kgY (w,Inw,). (3.51)

Poznamka 1: Tak jako v kazdé fyzikalni teorii je i ve statistice jedna volitelna
konstanta kg. Nazyvame ji Boltzmannova konstanta a volbou jeji hodnoty miizeme
vytvaret ruzné statistické teorie. Jen jedna z nich bude ale odpovidat realné ptirodé.
Jde o stejnou situaci, jakou jsme poznali v kvantové teorii pti zavedeni Planckovy
konstanty. Po porovnani prvnich odvozenych vztahti (naptiklad stavové rovnice
idealniho plynu) se skutecnosti zjistime hodnotu Boltzmannovy konstanty

kg =1,38x10"23 JK!. (3.52)

Poznamka 2: Navic jsme ziskali statisticky vyraz pro entropii (3.51), ktery stre-
duje logaritmus pravdépodobnosti n-tého stavu. Z hlediska statistiky je az na kon-
stanty entropie rovna stfedni hodnot¢ logaritmu pravdépodobnosti:

S =—kg (Inw). (3.53)
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Poznamka 3: Vztah mezi entropii a pravdépodobnosti realizace systému odvodil
jiz Ludwig Boltzmann a je znam jako Boltzmannova rovnice ve tvaru

S=—kglnP. (3.54)

Mozné vés prekvapi znaménko minus ve vztahu pro entropii. Uvédomime-li si, Ze je
pravdépodobnost normovana k jedné, tj. kazda dil¢i pravdépodobnost je mensi nez
jedna, je logaritmus pravdépodobnosti zaporny. Znaménko minus pied vztahem tedy
zajistuje nezapornou hodnotu entropie. Porovnanim s prvni vétou termodynamickou
jsme zjistili vyznam koeficientu £ v pravdépodobnostnim rozdéleni. Dal§imi upravami
statistické definice entropie a opétovnym porovnanim s termodynamikou ziskame jesté
vyznam koeficientu o

S =—kg Z[Wn Inw,].
Za In wy, dosadime ze vztahu w, —e® P = w, =o—fBE, , proto plati
S=—kg Y [w,(ax—BE,)] =
=—kBaZWn + kBﬂZEn w, =
=—kg a+kg SU.

Snadno nyni ur¢ime neznamy koeficient o

a_—S+kBﬁU _=S+U/T _
kg kg

_U-TS _F

kgT kT~

Ziskali jsme tak hodnoty obou koeficientt:

F

1
> asz—T; ,szB—T . (3.55)
Pravdépodobnostni rozdéleni tedy je (pro spojity i diskrétni ptipad):
F-E F-E,
> p(Ey=c*8T . y (B)= ¢ *BT (3.56)
Casto vyrazy zkracujeme pravé pomoci koeficientu = 1/kgT
> p(E)y=ePE=E) oy (B)=ePF=ED). (3.57)

Odvozené vztahy se nazyvaji Gibbsovo kanonické rozdéleni. Je pojmenovano podle
vyznamného amerického fyzika Josiaha Gibbse (1839-1903), ktery se zabyval termo-
dynamikou a statistickou fyzikou. Mimo jiné také zformuloval zndmé Gibbsovo pravi-
dlo fazi platné pfi zméné skupenstvi. V kvantové teorii mame misto hustoty pravdépo-
dobnosti operator hustoty

p=exp[B(F—H)]. (3.58)
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Poznamka: Ve vyrazu pro pravdépodobnost dw = pdl" = py dE je hustota pravde-
podobnosti p exponencidlné klesajici funkci energie. Naopak hustota energetic-
kych stavii y s rostouci energii roste. Vysledna hustota pravdépodobnosti proto ma
maximum v okoli uréité charakteristické energie, kterd je v systému zastoupena
s nejvetsi pravdépodobnosti.

P>y

7 py

E
Obr. 100: Hustota pravdépodobnosti
a hustota stavd.

3.3.3 Partic¢ni suma a jeji vyznam

Nyni zname ob¢ dvé¢ konstanty rozdéleni a z normovaci podminky mtizeme urcit volnou
energii. A to je prave kli¢ k tspéchu. Zname-li volnou energii, miizeme jejim derivova-
nim zjistit mnoho informaci o systému, naptiklad stavovou rovnici. Vypocet volné
energie provedeme paralelné v diskrétnim i spojitém pfipad¢, abyste oba postupy mohli
porovnat. V levé ¢asti bude diskrétni vypocet, v pravé spojity:

Sw,=1 = jpdr=1 =N
SeSEE o o [PEBar=1 =
Se bl o [ehEar=chl =

ln(Ze‘ﬁE")?ﬂF = 1n(je*ﬂ5dr)=—ﬂF =
F=—kgTin(Ye 7)) F=—kgTn([ePE ar).

Veli¢ina nachézejici se v logaritmu v kulaté zavorce se nazyva particni funkce (parti¢ni
suma, stavova suma) a je ustiedni veliCinou statistické fyziky, oznacujeme ji Z. Vzhle-
dem k tomu, Ze argument logaritmu by mél byt bezrozmérny, je pouziti vdhového fak-
toru namisto fazového objemu vhodnéjsi. V podstaté kazdy statisticky vypocet zacina
urenim particni (stavové) sumy. PopiSme si nyni zakladni konstrukci statistického
vypoctu:

Schéma statistického vypoctu

1) Zjistime, jakych energii £, mize systém nabyvat. V klasickém ptipadé jde vzdy
o vSechny hodnoty energii, které se v systému mohou vyskytnout. V kvantovém
pripadé musime urcit spektrum Hamiltonova operatoru (napriklad feSit Schro-
dingerovu rovnici).
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2) Nalezneme parti¢ni funkci Z jako soucet tzv. Boltzmannovych faktort e~ 2
ptes cely obor energetického spektra:

Z:Ze_ﬂE” ; resp. sze_ﬂEdF. (3.59)

Pravé tento krok mize byt komplikovany. Casto se fesi grafickymi ¢i numeric-
kymi metodami. Je tieba seCist skutecn€ moznosti a na zadnou nezapomenout.
3) Logaritmovanim nalezneme volnou energii F, stézejni statistickou veli¢inu:

F=—kgT InZ. (3.60)

4) Ze znalosti volné energie ur¢ime entropii a tlak (stavovou rovnici) systému podle

vztahu (3.10):
oF oF
S——(a—Tj, p——(a—V] (361)

5) Urcime dal$i odvozené veliCiny, tj. vnitini energii a jeji derivace (napfiklad mér-
na tepla, susceptibilitu atd.). Vychozim bodem muize byt Gibbsova-Helmholt-
zova rovnice (3.11) pro vypocet vnitini energie ze znamé volné energie

U=F+TS=F—T[8—FJ. (3.62)
oT

Vyznam parti¢ni sumy:
e Parti¢ni suma je souctem vSech Boltzmannovych faktorl pfes mozné hodnoty ener-
gie (diskrétnim ¢i spojitym)
Z:Ze_ﬁE” ; resp. Z:J.e_ﬂEdF.
eV kvantové teorii Ize parti¢ni sumu zapsat pomoci operatoru energie:

2=5 e PE =§<n|e—ﬁﬁ|n>=w(e-ﬁf’j,

kde symbol Tr() znamena stopu (soucet diagonalnich prvka v néjaké reprezentaci)
funkce operatoru uvedeného v zavorce. Vysledny vyraz je znam jako Slaterova
rovnice. Je pojmenovana podle vyznacného amerického fyzika Johna Clarka Slatera
(1900-1976), ktery se zabyval predevsim kvantovou teorii.

e  PartiCni suma ma jednoznacny vztah k volné energii a miizeme ji urcit z experimen-
talniho méteni volné energie:

F=—kgT hZ = Zz=¢PF.

e Parti¢ni suma je pfevracenou hodnotou normovaci konstanty v pravdépodobnost-
nim rozdéleni, staci dosadit za F z ptedchoziho vztahu:

F-E 1 _BE
Wn(E)zeﬂ( n):Ee BE,

>

p(E) = HPF-E) _ % o PE .



262 Statistickd fyzika

e  Parti¢ni suma je Laplaceovym obrazem hustoty energetickych stavii (E):
z=[ePEdr=[ePF pE)dE .
0

Naopak, zname-li partiéni sumu (napfiklad z experimentalniho zméteni volné ener-
gie), dostaneme po provedeni inverzni Laplaceovy transformace hustotu energetic-
kych stavii:

O+ico

__ b BE
rE)y=—— [ SEz2(B)dB.

O—ico

Shriime jednotlivé vyznamy parti¢ni sumy:

Z:Z:e_ﬂE" ;
Z:Tre_'m:[;
> z=ePF, (3.63)
Z:L;
K
Z=95(7).

Nyni jiz vime vSe, co je tfeba k zahajeni a n€kdy i k Gispésnému dokonceni statistického
vypoctu. V ptisti kapitole se s timto postupem seznamime na jednoduchych piikladech.

¢ Priklad 52: maximum Kanonického rozdéleni
Dokazte, ze kanonické rozdéleni ma maximum pii E, = (E ) .

ReSeni: Uvazujme diskrétni kanonické rozdéleni wy,(f) =4 exp[—BE,]. Z normovaci
podminky nalezneme normovaci konstantu A4:
Z w, =1 = A= ; = w, o= ﬂ
k S e P " PR
k k

Tak, jak uz vime z diivéjska, je normovaci konstanta rovna prevracené hodnoté parti¢ni
sumy. Nyni najdeme podminku pro maximum vzhledem k parametru £:

0
o0 = E,=YEw = E,=(E).
o P
Nejvice je v systému zastoupen stav odpovidajici stfedni hodnoté energie. >

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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3.4 Jednoduché priklady

3.4.1 Idealni plyn

Nyni provedeme poprvé kompletni statisticky vypocet podle postupu z kapitoly 3.3.3.
Systémem bude N stejnych klasickych Castic, které neinteraguji ani vzajemné, ani s oko-
lim (potencidlni energie je nulova). Souborem by bylo mnoho téchto systému (systé-
mem je napiiklad nadoba naplnéné plynem, souborem je mnoho téchto nadob). Rozhod-
li jsme se tedy popisovat nadobu jako celek, to ndm umozni napiiklad zjistit tlak v této
nadob¢. Postupujme nyni presné podle diive uvedeného schématu:

1) Energetické spektrum. Energie systému mize nabyvat libovolné nezaporné hodnoty
a je dana pouze souctem kinetickych energii vSech castic:

=3l

2) Parti¢ni funkce. Nalezneme parti¢ni funkci jako soucet (v tomto piipad€ spojity,
tedy integral) v§ech Boltzmannovych faktori:

N 2
— —IBE r — _ pa
z Ie d Iexp[ azzll 2mkgT ]

Qrhy*N

1 N A 3N
=——— V" |exp| - —4 | dVp

Qrh)*N J aZ::l 2mkgT
3N

2
(2 ”h)3N I xp { } dg| =

] yN (‘/27kaBT)3N

B Qrhy*N

kde jsme rozepsali do slozek jednotlivé hybnosti, 3N souctli v argumentu exponencidly
jsme pievedli na soucin exponencial. Integral se tak stal souc¢inem 3N stejnych integralt
Gaussova typu (G4). Vysledna parti¢ni suma tedy je

Z(T,V,Ny=a" vN73N72
(3.64)
a=Qrmkg)*? | 2xh).

3) Volna energie. Volnou energii snadno ur¢ime ze vztahu (3.60):

F(T,V,N)=-kgTInZ :—NkBTln(a VT3/2).
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4) Termodynamické veli¢iny. Ur¢ime nyni entropii a tlak (stavovou rovnici) jako par-
cialni derivace (3.10) volné energie. Chemicky potencial je vzhledem ke konstantnimu
poctu Castic nepotiebny.

5:_(8—Fj=+zvk3 1n(aVT3/2)+%, (3.65)
T 2
IF) NkgT
- _[9F ] , 3.66
P (BVJ v (360

Provedeme-li limitni pfechod k nulové teploté (tedy k absolutni nule), bude prvni ¢ast
ve vztahu (3.65) pro entropii divergovat k —. To je dano tim, Zze v oblasti nizkych
teplot selhava klasicky vypocet a bylo by tieba provést vypocet kvantovy. Po takovém
vypoctu by se prvni ¢ast vyrazu s klesajici teplotou blizila k nule. Prvni ¢ast vyrazu
(3.65) zavisi prostfednictvim koeficientu a na Planckové konstanté. To je proto, Ze
Planckova konstanta urcuje velikost jednoho stavu ve fazovém prostoru a entropie jako
statisticka veli¢ina souvisi s pravdépodobnosti vyskytu urcitého stavu. Druhd cast
vztahu pro entropii ma charakter integracni konstanty S, = 3Nkg/2, kterd je hodnotou
entropie pfi teploté absolutni nuly (jeji nenulovéa hodnota je mimo jiné predmétem treti
véty termodynamické, o které jsme se nezminovali). Pov§imnéte si, ze velikost entropie
je umérna poctu Castic. To je logické, jde o tepelnou energii vynasobenou integra¢nim
faktorem a energie je v poCtu castic aditivni. Entropii budeme vénovat samostatnou
kapitolu pozdé&ji.

Druhy odvozeny vztah (3.66) je stavovou rovnici idealniho plynu (pV = NkgT) a na
Planckové konstanté samoziejm¢ nemize zaviset. Tlak je v tomto vztahu klasickym
projevem nekvantového plynu. Uved’me i alternativni vyjadieni pro stavovou rovnici:

p= % ; (3.67)

p=nkgT; n= (3.68)

Veli¢inu n nazyvame koncentrace ¢astic. Stavova rovnice se n¢kdy vyjadiuje i za po-
moci univerzalni plynové konstanty, pro nase ucely nebude takové vyjadieni nutné.

5) Vniti'ni energie. Vnitini energii bychom mohli urcit pfimou integraci z jeji definice,
tj. U=< E >=|E dw, ale rychlejsi je vyuzit definici volné energie F = U — TS:

U=F+TS=
3NkpT
=—NkBT1n(a v+ TB+NkBT1n(aVT3/2):%NkBT
Vysledek tedy je
3 U 3
U=ZNkgT; u=—==kgT, 3.69
5 Nk N o8 (3.69)

kde u je energie jedné Castice. Vnitini energie opét nezavisi na Planckové konstanté,
povsimnéte si, ze kazdy stupenn volnosti systému pfispiva k vnitini energii hodnotou
ksT7/2. Toto tvrzeni je znamo jako ekviparticni teorém.
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Na zavér vypisme vSechny odvozené vztahy pro idealni plyn:

ik 3/2
7=aV VNT3N/2; a:( sz ,
27h

F==NkgTn(av7>?),

N
> §=2 kB+NkBln(aVT3/2), (3.70)
_ NkgT
V 2
U=> Niyr
2B

Poznamka: Zpravidla se vypocet particni sumy provadi jen pro systém s jednou
jedinou castici. Particni sumu jedné ¢éstice oznacujeme malym pismenem z. Jak je
z vypoctu vidét, budeme-li mit N nezavislych ¢astic, bude celkova parti¢ni suma
soucinem integralti partiCnich sum jednotlivych ¢astic. Pro identické nekvantové
Castice proto plati

Zzzlzz...zszN. (3.71)

Parti¢ni suma je multiplikativni v poctu Castic, volna energie, entropie, tlak a vniti-
ni energie jsou naopak aditivni veli¢iny.

3.4.2 Céstice ve vnéjsim poli

Prozkoumejme nyni vlastnosti hustoty pravdépodobnosti ¢astice ve vnéjSim potencial-
nim poli V(x, y, z). Souborem je mnoho takovychto ¢astic. Fazovym prostorem bude

n-tice soufadnic a hybnosti (x, y, z , p., p,, p-). Energie systému ma tvar
2 2 2
+ps+
E:M.’. V(x’y’z).
2m

Element pravdépodobnosti bude
dw=pdgp=ePF DSy PBp=ke P Sxdp.
Pokud bychom namisto fazového prostoru vyuzili vdhovy prostor, budeme mit
343
dw=pd1“=eﬁ(F_E)w= Ke PE &Px d3p.
(2zh)

Z toho je patrné, Ze ob¢€ vyjadreni vedou na stejny finalni vztah, normovaci konstantu
musime v obou piipadech uréit z podminky Jdw = 1. Po dosazeni za energii ziskavame
vysledné pravdépodobnostni rozdéleni:

2, 2 2
Py + by +p:

dw(x,p) = K exp| - +V(x,p,2) | |dPxdp. (3.72)
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Vzhledem k vlastnostem exponencialni funkce vidime, ze vysledek lze napsat jako
soucin pravdépodobnosti pro soufadnice a pro hybnosti, tj. rozdéleni soufadnic a hyb-
nosti je nezavislé

dw = dw; (x)dw, (p) ;

2 2 2
+p+
dw=K, exp[_ M}pxm exp| APV IR

V piipadé vhodného tvaru potencialni energie se mize rozdéleni rozpadnout dokonce
i na nasobky pravdépodobnosti v jednotlivych osach. Pro hybnosti to jde vzdy automa-
ticky. V dal$im textu budeme ob¢& pravdépodobnosti probirat oddélené, proto je budeme
znacit jedinym symbolem dw.

dw(p) =dw(p,) dw(p,) dw(p,);

2 2 2

Dy py P
dw(p) =K, exp| — dp, XK, exp| — dp XK exp|— dp..
®)=K, p|: kaBTl Px 2By P 2mkgT Py =5 p[ 2kaT} i

Vsechny tii elementy pravdépodobnosti jsou dany stejnou funkci (exponencialou), proto
jsou pravdépodobnosti vSech tii projekci hybnosti shodné. Konstanty rozdéleni miiZzeme
snadno urdit znormovaci podminky [dw =1, ktera plati pro kazdou ast rozd&leni
zv1ast.

Barometricka formule
Zabyvejme se nyni rozdélenim poloh ¢astic v tthovém poli V' =mgy . Hmotnost jedné
¢astice je m, vySka nad povrchem y. Pravdépodobnost vyskytu ¢astice bude

dw(x,y,z) =K exp {— kmfzjy)} dxdydz
B

Je evidentni, Zze pravdépodobnost vyskytu ¢astice nezavisi na soutfadnicich x, z, pfes
které miizeme integrovat a vysledek integrace zahrnout do normovaci konstanty. Za-
stane jen pravdépodobnost vyskytu ¢astice ve svislém sméru:

dw(y) =Cexp{—kmf(yy)} dy. (3.73)
B

Hustota pravdépodobnosti vyskytu ¢astice dw/dy musi byt imérna poétu jedincd v dané
oblasti fazového prostoru (v tomto ptfipadé jen v objemu), tedy koncentraci n(y) ¢astic
nad zemi:

n(y) =ny exp{— kag(yy)} . (3.74)
B

Nyni jiz snadno ur¢im tlak p = nkgT:

_ __mgy
p(y¥)=nokgT(y) exp{ kBT(y)} . (3.75)
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Jde o znamou Boltzmannovu barometrickou formuli, kterd popisuje pokles tlaku castic
s vyskou v atmosfére. Zname-li teplotni profil atmosféry, snadno dopocteme vyskovy
profil tlaku.

¢ Priklad 53: rotujici valec
Urcete hustotu plynu ve valci o poloméru R a délce L, ktery rotuje kolem své osy
thlovou rychlosti @.

Reseni: Potencidlni energii jedné rotujici ¢astice ur¢ime jako zaporné vzatou rotacni
energii (T + V= const)

2 2 2
Jo mr-@
Vir)=———=- .
2 2
Z barometrické formule mame okamzité koncentraci ¢astic
2.2
mr-w
n(r)=n,exp| ——— |. D
(r)=ny I{ 2T }

Boltzmannovo pravdépodobnostni rozdéleni

Zabyvejme se nyni rozdélenim jedné slozky hybnosti ¢i rychlosti. Pro konkrétnost uva-
zujme projekci hybnosti ¢i rychlosti do osy x, mohli bychom vsak zvolit libovolnou osu:

2

Px
d =K - dp, .
w(p,) exp[ 2kaT:| \Dx

Urceme nejprve konstantu rozdéleni z normovaci podminky. Integraci provedeme za
pomoci vztahu (G4):

Jawpo=1 =

+oo 2
jKexp{—sz }dple =

—oo

K2zmkgT =1 =

1
2amigT

Boltzmannovo rozdéleni v hybnostech ¢i rychlostech mé tedy charakter Gaussova ba-
liku y = 4 exp(—ax’):

K=

2
1
> dw(p,) = exp| - d, (3.76)
PO Pamgt T { 2ka4 P

> dw(v, ) = (3.77)

m m 2
——— exp| - dv, .
«[2ﬂ'kaT |: 2kBT:|



268 Statistickd fyzika

Nejpravdépodobnéjsi projekei hybnosti nebo rychlosti je nulova hodnota, to je dano
chaoti¢nosti pohybu. Cim vyssi je teplota, tim vysii je podil ¢astic s vysokymi rych-
lostmi. Kladné i zaporné projekce jsou zastoupeny stejné, rozdéleni je symetrické. Plo-
cha pod rozdélenim je vzdy rovna jedné, tj. celkové pravdépodobnosti vyskytu Castice.

dw dw

o T, >T . T, >T

dv 2 1 dv 2 1

k k T,
TI // —\\\
/’—__N\\ 7 \\
L. — = T2 e 7 T2 \\~

- -
Uk v

Obr. 101: Boltzmannovo rozdéleni (nalevo)
a Maxwellovo rozdéleni (napravo

Maxwellovo pravdépodobnostni rozdéleni

V tomto odstavci se budeme zabyvat rozdélenim velikosti celkové rychlosti ¢astice, tzv.
Maxwellovym rozdélenim. Nejprve napiSme rozdéleni ve vSech tfech rychlostech, které
je soucinem rozdé¢leni v jednotlivych osach:

3 (o2 402 +02)
dw(v) =dw(v, ) dw(v,) dw(v,) = exp| — dv,dv,dv, .
! Y  QamkgTy? 2T e

Prejdeme-li v prostoru (x, y, z) k sférickym soufadnicim a pies thlové proménné inte-
grujeme, zustane jedind proménna — vzdalenost od pocatku r a objemovy element bude
dV=4m? dr. Nyni provedeme tutéz operaci, ale v rychlostnim prostoru, tj. s osami
oznacenymi (vy, Uy, U;). Vysledek je analogicky: objemovy element bude mit hodnotu
dv, dv, dv. = 4mv’dv.

o
N

Obr. 102: Sféricky element v rychlostnim prostoru.

Nyni jiz mizeme napsat rozdéleni ve velikostech rychlosti (Maxwellovo rozdéleni)

2
v? exp| — Y| dv.
2kgT

Jde o funkci typu y = x2 exp[—x2], pribéh vidime na obrazku 101. Pravdépodobnost
nalézt Castici s konkrétni rychlosti méd maximum zavislé na teploté. Je malo pravdépo-

dm’

> dwv)= ——"
(2amkgT)>?

(3.78)



3.4 Jednoduché priklady 269

dobné nalézt ¢astici s nizkou i s vysokou rychlosti. U vysokych rychlosti pravdépodob-
nost nalezeni &astice s touto rychlosti exponencialng klesa. Castice s vysokymi rych-
lostmi z chvostu Maxwellova rozdéleni mohou mit unikovou rychlost od Zemé a zem-
ské atmosféra je ztraci. Prohlédnéte si hustotu pravdépodobnosti dw/dv na obrazku.

Typické rychlosti

Ze znalosti rozdéleni miizeme snadno urcit nejpravdépodobnéjsi hodnotu rychlosti (pfi
ni ma rozdéleni maximum), stfedni hodnotu velikosti rychlosti (déli plochu pod kiivkou
rozdéleni na dvé stejné poloviny) a stfedni kvadratickou rychlost (ta je dulezita pro
uréeni stfednich kvadratickych fluktuaci, kterym budeme vénovat samostatnou kapi-
tolu). Nejpravdépodobnéjsi rychlost ur¢ime jako maximum hustoty pravdépodobnosti:

2
[2kgT
ivzexp—mv =0 = Uy = L aly
dv 2kgT m

Stfedni hodnotu velikosti rychlosti spo¢teme z definice, ktera vede na integral typu

(G3):
vs=<v>=.|.vdw(v)=47[—’"3/2."1)3 exp| — MU dv= /%LT
QrmkgT)"* 2kgT m

0

Stiedni kvadraticka hodnota vede na jednoduchy integral typu (G2):

o 3 o 2
T
Uky =J<vz>= jvzdw(v) = 47z—m3/2 Iv4 exp| — 7Y \dv :,/ﬂ.
0 QrmkgTy"* 2kgT m

Vsechny tii charakteristické rychlosti se 1isi nepatrné a jsou fadove shodné:

/2kT /SkT /3kT
> Vg = —nf ; Us = ﬁ ; Uy = TB- (3.79)

dw

dv

Vo Us Uky v
Obr. 103: Nejpravdépodobnéjsi, stfedni a kvadraticka rychlost.

S rostouci teplotou se hodnota stfedni rychlosti ¢astic zvySuje. Pomoci nejpravdépodob-
né&jsi rychlosti, které¢ se n¢kdy fika tepelna rychlost, 1ze Boltzmannovo i Maxwellovo
rozdéleni jednoduse zapsat jako

2

2
dw(v)=Cexp {— V—zl ddv ; dw(v) =4 v? exp| — (lj dv. (3.80)
Uo Vo
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3.4.3 Klasicky oscilator

Termodynamické veliCiny

Za systém budeme nyni povaZzovat soustavu N stejnych nezavislych oscilatord.
Ozna¢me & energii jednoho oscilatoru a z parti¢ni sumu jednoho oscilatoru. Urceme
tyto veliCiny:
2
1
e=—ma* > +2— .
2 2m

2.2 2
Z=J-exp _mao’x”  p dxdp
2kgT 2mkgT | 27h

1| % ma?® x* 7 p2 1 Zﬂ'kBT
=— - dx exp| — d N2zmmhkgT =
T [_{OCXP[ ZkBT} J[_{o Xp{ 2mkgT |7 | 27n "o

Wl (k_TjN
ho’ he
Povsimnéte si, Ze partiéni suma je bezrozmérnd, je podilem tepelné energic a energie
elementarniho kvanta energie oscilatoru. Vahovy prostor nam opét zanese Planckovu
konstantu i do nekvantového vypoctu. V klasickych veli¢inach Planckova konstanta
prirozenym zptsobem vymizi. Déle jiz jen ur¢ime jednotlivé termodynamické veliciny:

=—kgTInZ =—NkgTIn—2— kBT
ho’

S=—a—F—NkB+NkBlnkB
oT heo’

U=F+TS =NkgT .

Parti¢ni suma je opét multiplikativni v poctu ¢astic, ostatni veliCiny jsou aditivni. Entro-
pie ma opét konstantni ¢len a logaritmicky ¢len, ktery diverguje v limité 7 — 0, protoze
klasicky vypocet nelze na situaci v okoli absolutni nuly aplikovat. ZapiSme piehledné
dosazené vysledky pro klasicky oscilator:

(k7YY
ho )
ke |

F =—NkpTl In——
B e (3.81)

T
S = Nikg + Nieg In "B
ha

U= NkgT
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Pravdépodobnostni rozdéleni

Napisme na zavér jesté pravdépodobnostni rozdéleni v polohach a hybnostech klasic-
kého oscilatoru s ur€enymi normovacimi konstantami (normovaci konstanty jsou pre-
vracenou hodnotou odpovidajici ¢asti partiéni sumy):

2 2 2
dw(x) = no exp _mox dx,
2wkgT 2kgT

(3.82)

1 p2
dw(p) = - d .
)= kT eXp{ 2kaT} v

Ob¢ rozdé¢leni maji charakter Gaussova baliku a v principu jsou u souboru mnoha osci-
latori pii dané teploté mozné i velmi velké vychylky z rovnovazné polohy a velké hyb-
nosti. Jsou ale velmi nepravdépodobné. Pov§imnéte si, Ze na teploté zavisi jak ampli-
tuda, tak polositka Gaussova baliku.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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3.5 Dalsi priklady

3.5.1 Kvantovy oscilator (vibrator)

N

q

Pun

Termodynamické veliciny
Problém jednoho harmonického oscilatoru je definovan vztahy (2.50)

. . P2 .
H|n>=£n|n>; HEz_

= ma*X?.
2

Energetické spektrum harmonického oscilatoru (2.63) jsme odvodili nékolika zptisoby
(Schrédingerova, Diracova, Heisenbergova reprezentace):

8n=[n+%)ha), |n)=y/n(§)=a,,Hn(§)e‘§2/2; n=012,..

Nezavisla proménna a normovaci koeficienty jsou dany vztahy

1
¢= \/ N
7' n! 2"

Nyni jiz mizeme pfistoupit k vypoctu parti¢ni funkce, nejprve pro jeden oscilator:

(n+ )ha)
z= Zexp - =
kT

ha i nhw
=exp| — Z exp| — =

2kgT |, kgT

ho | als
=exp| — @ z exp e

2kgT | 2 kT

Zbyla tada je geometricka fada, kterou Ize snadno secist za pomoci vztahu (G.11), expo-
nentem je kvantové Cislo n:
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_ ho
e 2kgT 1 1
z= = = .
_ ho PLUCH— sl @
l—e kBT o 2ksT _, 2kpT kT

Pro N nezévislych oscilatort je parti¢ni funkce pfislusnou mocninou,

Zz=2 NV 2|
2T

Nyni nalezneme standardnim postupem volnou energii, entropii a vnitfni energii sys-
tému:

F=—lkgTInZ = NkgT In| 2sh| 12| |,
2T

5=-2F __ Nigm|26n| L || 4 MA@ oy MO
oT 2hgT 2T 2kt

U=Fi7s=Y0 g 1@
2 2kgT

Shriime dosazené vysledky (misto teploty pouzijeme koeficient f):
z=2"Nsh™V(prawn);
F = NkgT In[ 2sh(Shw/2)];

S=- NkgIn[2sh(Bha/2)] + %Nﬂhka oth (Bh/2) ; (3.83)

U:Nha)

cth (Bhw/2).

Posledni vztah pro vnitini energii odvodil Albert Einstein v roce 1906. V tomto kvanto-
vém piipadé jiz entropie pro T — 0 nediverguje. Naleznéme stfedni energii soustavy
harmonickych oscilatorti v limité nizkych a vysokych teplot:

NR® 1 (Bhawi2) = N%“’.

)T —0: U= lim
T—-0

_ NhO s By — N0 2
2 pho

Piipad nizkych teplot je ryze kvantovy. Pii absolutni nule jsou vSechny oscilatory
v zakladnim stavu a vnitfni energie je rovna poctu oscilatorti nasobenym energii zaklad-
niho stavu. Pii vysokych teplotach jde naopak o ryze klasicky ptipad. Stfedni tepelna
energie je podstatné veétSi nez zakladni energetické kvantum a vnitini energie je dana
klasickym vztahem (3.81). Teplota, pfi které je stiedni tepelna energie rovna vibracnimu
kvantu (argument exponencial je roven jedné, fiw = kgT) se nazyva vibracni teplota,

2) kT > hao: U = NkgT.
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oznacujeme ji Ty. Limita nizkych teplot znamend 7' << Ty, limita vysokych teplot zna-
mend 7 >> Ty. Pro vibracni teplotu mame vztah

_hw

> Ty =— .
Vo

(3.84)

Pro rizné kvantové vibratory (naptfiklad vibrujici molekuly ¢i krystalovou miiz) jde
o charakteristickou veli¢inu. Frekvence oscilaci a tedy i vibraéni teplota klesaji s hmot-
nosti oscilujicich jedinch. Napiiklad pro molekulu vodiku je vibracni teplota 6 100 K,
zatimco pro hmotnéj$i molekulu dusiku je vibra¢ni teplota ,,jen* 3 340 K.

¢ Piiklad 54: Morsetiv potencial
Urcete vibracni teplotu pro dvojici atomtl, jejichZ interakce je popsdna Morseovym
potencialem (podle amerického fyzika Philipa Morseho) [42]

2

V(r)=V, [1 _ e—a(r—ro)} =

(3.85)
—a(r— —20(r—

=V0—2V0e alr r0)+V0e r VO).

ReSeni: Nejprve uréime minimum potencialni energie tak, Ze prvni derivaci polozime

rovnu nule. Snadno zjistime, Ze minimum je v bod¢ » = ry. Tuhost oscilaci je pii malych

vychylkach zrovnovazné polohy rovna druhé derivaci potencialni energie v minimu

(1.26). Z tuhosti oscilatoru uréime frekvenci:

o= [V'(rg)m .

Nyni jiz snadno odvodime obecny vztah pro vibra¢ni teplotu:

Ty :h—w:kl V'(rg)/m .

kB B

Z charakteristického prubéhu potencialni energie lze snadno urcit vibracni teplotu.
V nasem piipadé dostaneme po provedeni derivaci vysledny vztah

ho ho |2V
Iy =—=—.,—.

kB kB m

>
Urceme nyni tepelnou kapacitu soustavy harmonickych oscilatorti
2
=Y _ g [ 2| sn2[ S (3.86)
oT 2kgT 2kgT

Na nasledujicich obrazcich jsou vykresleny vypoctené prub&hy vnitini energie a tepelné
kapacity. Pii nizkych teplotach je vnitini energie dana nulovymi kmity (N &w/2), pti
vysokych teplotach je linearni funkci teploty. K pfechodu mezi obéma priubéhy dochazi
v okoli vibracni teploty. Pii nizkych teplotach vibra¢ni stupné volnosti nepfispivaji
k tepelné kapacité. Rikdme, Ze pii teplotich vyrazné nizsich, nez je vibra¢ni teplota,
jsou vibracni stupné volnosti ,.zamrzlé“. Pfi vysokych teplotach prispivaji vibracni
stupné volnosti k mérnému teplu konstantni hodnotou.
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U C

5 I
Nhw/2 W B

T<T Iy T>TF T T<T, Ty T>L, T

Obr. 105: Pribéh vnitfni energie a tepelné kapacity pro kvantovy oscilator.

Kazdy vibracni stupen volnosti ptidava pii vysokych teplotach k tepelné kapacité sys-
tému hodnotu kg. V krystalickych latkach je tepelna kapacita vztazena na pocet vibruji-
cich jedinct blizka hodnoté 3 kg. Tento vztah v krystalech experimentalné objevili fran-
couzsti fyzici Pierre Louis Dulong (1785-1838) a Alexis Thérese Petit (1791-1820)
v roce 1819. Boltzmannovu konstantu miizeme interpretovat jako tepelnou kapacitu jed-
noho jednorozmérného harmonického oscilatoru. Poznamenejme, ze u krystalickych
latek je pokojova teplota nad vibraéni teplotou (na rozdil od dvouatomarnich plynu).

Pravdépodobnost nalezeni vibratoru v energetickém stavu
Pravdépodobnost je dana Boltzmannovym faktorem

v, :Cexp{_ (n+1/2)ha)} '

kgT
Normovaci konstantu uréime bud’ z podminky, Zze soucet vSech pravdépodobnosti je

roven jedné, nebo si uvédomime, Ze jde o prevracenou hodnotu parti¢ni sumy. Vysledny
vztah je:

> w, = 2sh(@j e AlntliDhe (3.87)
Opét proved'me rozbor v limité nizkych a vysokych teplot:
1 =0,
D TI<xTy: w, = lim 2sh _ho_ exp UL L) prom
-0 2kgT kgT 0 pron#0;
2)T>Ty: w, =2sh ho exp —M — 2. ho .1:h_a).
2kgT kgT 2kgT kgT

Prvni pfipad je opét ryze kvantovy a vidime, Ze pfi absolutni nule je obsazen jen za-
kladni energeticky stav. Druhy pfipad je naopak klasicky. Pii vysokeé teploté jsou vSech-
ny stavy zastoupeny rovnomerne.

Pravdépodobnost nalezeni vibratoru v dané poloze
Vypocet hustoty pravdépodobnosti Ize provést piimo (vlnové funkce jsou realné)

p(x) = (x| p|x) = (x| P ) = (x[n) (] P | m) (m|x) = 3 0s w8t = S W72 Wy
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Za vinové funkce dosadime piislusné Hermitovy polynomy a za pravdépodobnosti roz-
déleni v energetické reprezentaci (3.87). Je tfeba ,,jen” secist pfislusSnou fadu Hermito-
vych polynomtl, coz neni snadné. Jinou moznosti je neptimy vypocet za pomoci triku,
na ktery piiSel §vycarsko-americky jaderny fyzik, jeden z fediteld komplexu CERN
a nositel Nobelovy ceny za fyziku, Felix Bloch (1905-1983). Vyuzijeme plisobeni ope-
ratord pp a xp v x-reprezentaci a v Heisenbergové maticové reprezentaci:

d d 2i 5
dlz ZZ dl/)/cn = _Z V/n lha Y /ax)w - Zl//n (Pl//n)wn =
n

2
Z'//n nkWkWn = Z rgw(vk*' Wi — ey 1'//k)Wk—

nk

2me <
= 7 Z Vk"'l(wlc_V"k+l)l//k+l‘//k:
k=0

2 _
==y ’Zw( 'Bhw) Z VE+TW Yy -

Pii vypoctu jsme pouzili maticového rozpisu operatoru hybnosti podle kapitoly 2.3.3
a realnost vlnovych funkci. Zcela analogicky budeme hledat pisobeni operatoru xp :

xp=(x|2p]x) = (x| £ PH |x) = X wwi Xowy =
nk

—Z (\/k+ VirWi + Nk y_ IWk)Wk_

D Nk +1 (W + Wiy )W =
k=0

2ma@
7 _
=\/2m (1+ ﬁhw)];)vk"‘lwk ViV -

Piisobeni obou dvou operatorti vede na tutéz fadu. V tom praveé tkvi genialni Blochiv
trik. Vydélenim obou ziskanych rovnosti se zbavime nepiijemné tfady a ziskdme jedno-
duchou rovnici

dp
dx 2mw (

l—e_ﬁhw)

b
xp h (1 +e P a))
ktera vede na diferencialni rovnici v separovaném tvaru

dp__2mo th(ﬁzwj xdx.

P h

ReSeni je snadné, integracni konstantu uré¢ime jako vzdy z normovaci podminky:
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| 2 p(x) = % exp[—ﬂxz} ; AT)= m7a) th [ZZ—G)TJ . (3.88)
B

Tuto dnes slavnou formuli odvodil Felix v roce 1932. Formule ma velky vyznam v teo-
rii kmitd krystalové miize. Odvod'me, tak jako v minulych ptipadech, limitu pfi nizkych
a vysokych teplotach:

2
D T<xTy: px)— m—wexp _maox :l//g(x).
h h
2 2.2
2)T>Ty: px)— ne exp _mox )
2rmkgT 2kgT

Prvni ptipad odpovida opét ryze kvantovému feSeni, jde o hustotu pravdépodobnosti
oscilatoru v zakladnim kvantovém stavu. Pfipad vysokych teplot dava klasicky vysledek
(3.82).

3.5.2 Kvantovy rotator

|
!

Prozkoumejme nyni vlastnosti rotujici ¢astice s nenulovym momentem hybnosti L a ne-
nulovym momentem setrvacnosti J. Miize jit napiiklad o rotujici dvouatomovou mole-
kulu nebo né&jaky podobny systém. Nejprve odvodime partiéni sumu pro systém tvoieny
jedinou molekulou. Standardni translaéni vztah p?2m u rotadnich pohybi piejde
v analogicky vztah L%/2.J:

\/

2 2
p=L DI g1,
2J 2J
Vyuzili jsme vztah (2.149) pro kvantovani velikosti momentu hybnosti. Nesmime za-
pomenout, ze kazdy takovy energeticky stav je degenerovan, vyskytuje se 2/+1 krat,
jednotlivé stavy se stejnou energii se lisi magnetickym kvantovym c¢islem, které nabyva
hodnot m=-1,-1+1,...,0,...,/—1,/. Proto v parti¢éni sum¢ musime kazdy Boltzman-

nav faktor vzit v ivahu tolikrat, kolikrat je dany stav degenerovan:

oo 2 oo 2
z= Zgl exp _M = z(zl+1)exp _M .
part 20kgT | 5 2JkgT

Poprvé se setkavame s fadou, kterd neni analyticky feSitelna. Tuto fadu miizeme secist
jen numericky nebo v limit¢ nizkych ¢i vysokych teplot. Oblast nizkych a vysokych
teplot je dana argumentem exponencialy. Je-li argument roven jedné, dostavame cha-
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rakteristickou teplotu, pii niz je tepelnd energie rovna rotacni energii. Vyjdeme-li ze
vztahu /” = 2.J kg T, dostaneme pro tzv. rotacni teplotu vztah

2
Rotacni teplota je pro dany systém, podobné jako vibraéni teplota, zcela charakteristic-

kou veli¢inou. Hodnoty rota¢nich a vibra¢nich teplot nékterych plynt naleznete v na-
sledujici tabulce:

> Ty

(3.89)

plyn rotacni teplota vibracni teplota
Hz 85K 6100 K
HCI 15K 4140K
N2 3K 3340K
02 2K 2230K

Pokusme se secist fadu pro particni sumu alespon v limité nizkych a vysokych teplot:

Nizké teploty
P1i nizkych teplotach (7 << Tx) exponencialy v fad€ s rostoucim / prudce klesaji, leny
fady velmi rychle konverguji, a proto staci vzit v tvahu prvni dva ¢leny fady:

2

fi
=1+3exp| — =1+3exp(2Tx /T).
z p{ — T} p(-2TR /T)

B

Standardnim postupem ur¢ime termodynamické veli¢iny v limité nizkych teplot:
Z=[1+3exp(-21:/7)]",
F =—kgTInZ = ~NkgT In[1+3exp(-2Tx /T)].

Druhy ¢len je maly, proto miZzeme provést Tayloriv rozvoj do prvniho fadu In(1+x) ~ x
a pro volnou energii mame jednodus$si formuli

F =-3NkgT exp (2T /T).
Nyni nalezneme entropii a vnitini energii
T
S= —g—i =3Nkg exp(-2Tg /T )+ 6 Nkg 7Rexp(—2TR IT),

U=F+TS = 6NkpTg exp(—2Tx /T).

Vysoké teploty
P1i vysokych teplotach (7'>> T) je obsazeno mnoho stavi s velkym / a soucet mizeme
nahradit integraci:

z= i(21+1)exp|:—l(l+1)T—R} =~ T(2x+1)exp[—x(x+1)T_R}dx_
1=0 T 0 T
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V integralu provedeme substituci & = x(x+1):

T Tr T
z= exp|:——§}df =—.

{ T Tr
Standardnim postupem ur¢ime termodynamické veli¢iny v limité vysokych teplot:
Z=(TITR)"

>

oF
§=—=- = Nig [1+In(T/T} )],

U=F+TS=NkgT .

Jak jsme mohli ocekdvat, dostavame v limité¢ vysokych teplot klasické vysledky.
Sepisme na zavér vysledky v limité nizkych i1 vysokych teplot do pfehledné tabulky:

T<Iy T>Tx
7z =[143exp(-21/T)]" Z=(T11x)"

(3.90)
S = Nkg [14+In(T/T,
+6Nkg T7Rexp(—2TR T) p1+n (/7 )

U:6NkBTR eXp(—ZTR/T) U:NkBT

Situace je obdobna jako u oscilatoru. Do rotaéni teploty neni systém schopen absorbo-
vat teplo. Jeho stupné volnosti jsou ,,zamrzlé*. Nad rotacni teplotou prispiva k tepelné
kapacité kazdy rotator hodnotou Boltzmannovy konstanty.

U C
Y/ S

g\&é

TR T7>> TR T TR T>> TR T
Obr. 107: Prabéh vnitfni energie a tepelné kapacity pro kvantovy rotétor.
U dvouatomarnich molekul jsou rotacni teploty podstatné nizsi nez vibracni. Pfi postup-

ném zahiivani plynu se nejprve uvolni rotacni stupné volnosti a teprve pozd¢ji vibracni
stupné volnosti.
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¢ Piiklad 55: Urcete nejpravdépodobnéjsi rotacni kvantové &islo pro kvantovy rotator
(stav s nejvySs$im zastoupenim).

ReSeni: Pravdépodobnost, ze se systém nachazi ve stavu s vedlejSim kvantovym cislem
/ je dana vyse odvozenou formuli

I(1+D)i?

=A(2l+1)exp{— TT
B

} = AQ2l+1)exp [—1(1+1)T7R}.

Pti nizkych teplotach systém nerotuje, pravdépodobnost je témét nulova. Pti vysokych
teplotach nalezneme standardnim postupem maximum (s proménnou / budeme zachdzet
jako se spojitou proménnou):

an T 1 T
—=0 = lax = ——-—= = ,|—-
dl 2T 2 2Tx
Z vypocteného vztahu mizeme zjistit typicka vedlejsi kvantova ¢isla rotujicich molekul

pti dané teplote. >

3.5.3 Dvouatomarni plyn

Uvazujme nyni systém slozeny z N dvouatomovych molekul s rozliSitelnymi atomy
(jinak bychom se museli zabyvat symetrii vinovych funkci). Tak se chova fada plynt.
Energie jedné molekuly bude slozena z transla¢ni energie, vibracni energie, rotacni
energie a energie dal$ich (naptiklad jadernych) stupii volnosti.

fw \

V|br

Parti¢ni suma pro jednu molekulu bude soucinem particnich sum jednotlivych stupiiti
volnosti a termodynamické veli¢iny budou souctem odpovidajicich ¢lent:

E=Ey tEyjp T &t T Epue +0
z—Ze ﬁ(g rFEvib T €t T =
=Ie_ﬂ€"dr~26_ﬂg"ib .ze*ﬁgrot e

= Ztr * Zvib * Zrot
Celkova parti¢ni suma pro N ¢astic potom bude:
7=z N N
= Ztr " Zvib " Zrot

Zakladni termodynamické veli¢iny jsou podle své definice aditivni a bude pro né platit
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F=—kgTInZ =F; + Fp + Fo +-

oF
S=_a_T=Str+Svib+Sr0t+"' s
U=F+TS=U; +Uy +U,t +--
oU
Cr =5+ =Cu+Ciip+Crop +-
or ),

Zkoumejme nyni piispévek k tepelné kapacite jednotlivych stupiti volnosti:

Translacni stupné volnosti

Utl‘=§NkBT = C i a—U =2kB
2 vlor), 2

Transla¢ni stupné volnosti pfispivaji k mérné tepelné kapacité plynu (tepelna kapacita
vztaZena na pocet ¢astic) konstantni hodnotou.

Vibracni stupné volnosti

2
UVib =—th cth ( heo J = c i[a—Uj = kB (—ha) j Sh_2 (—ha) ]
2 2kgT N\oT ), 2kgT 2kgT

Na nasledujicich obrazcich jsou vykresleny vypoctené pribéhy. Pii nizkych teplotach je
vnitini energie dana nulovymi kmity (Naw/2), pfi vysokych teplotach je linearni funkei
teploty. K pfechodu mezi obéma pribéhy dochazi v okoli vibracni teploty. Pfi nizkych
teplotach vibraéni stupn& volnosti nepfispivaji k mérnému teplu. Rikame, Ze pii teplo-
tach vyrazné niz8ich, nez je vibraéni teplota jsou vibraéni stupné volnosti ,,zamrzlé. Pii
vysokych teplotach piispivaji vibraéni stupné volnosti k mémému teplu konstantni
hodnotou. Provedeme-li limity malych a velkych teplot, dostaneme:

T<Ty = U=Nhw!/2, Cc=0, c=0;
T>>TV = U:NkBT, C:NkB, C:kB.

Kazdy vibracni stupeini volnosti ptidava pti vysokych teplotach k tepelné kapacité plynu
hodnotu kg. Jak uz vime, Boltzmannovu konstantu miizeme interpretovat jako tepelnou
kapacitu jedné vibrujici molekuly.

Rotacni stupné volnosti
Pro rotaéni stupné volnosti nezname analyticky pribéh vnitini energie a tepelné kapa-
city pfi konstantnim objemu. Zname ale hodnoty v limité nizkych a vysokych teplot
vzhledem k rotac¢ni teploté, viz (3.90):
T<Tx = U=6NkgTg exp(2Tx /T), C=0, c=0;
T>>TR = U=NkBT, C=NkB, C=kB.

Vidime, Ze rota¢ni stavy piispivaji k mérnému teplu stejnym zplsobem jako vibracni
stavy, prispévek se projevi pfi teplotich vysSich neZ je rotacni teplota. Pfi teplotach
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nizsich jsou rotacni stavy opét ,,zamrzlé. Kazdy rotacni stav prispéje k tepelné kapacité
op¢t hodnotou Boltzmannovy konstanty. Vysledny priibéh mérné tepelné kapacity ma
schodovity charakter:

C

Ny f

Tx Ty T

Obr. 109: Tepelna kapacita dvouatomarniho plynu.

Pii zvySovani teploty ptibyvaji dalsi stupné volnosti, kazdy ,,rozmrzly* stupen volnosti
prispéje k mérné tepelné kapacité hodnotou k. Kazdy transla¢ni stupenn volnosti ptispi-
va k mérné tepelné kapacité nezavisle na teploté hodnotou kg/2, tj. celkem 3kp/2. O ro-
tacnich a vibracnich spektrech se mizete docist dalsi detaily v ucebnici [38].

Poznamka: U kyanu HCN odpovida ptechod mezi druhou a prvni rotac¢ni hladi-
nou vinové délce 1,3 mm, coz koresponduje s vinovym maximem reliktniho zafe-
ni. Pravé reliktni zafeni proto zplsobuje rotacni excitace mezihvézdného kyanu.
Rotacni teplota kyanu je 15 K.

3.5.4 Anharmonicky oscilator

Velmi zajimava situace nastane, pokud v Taylorove rozvoji potencialni energie v okoli
minima je dilezity i téeti (asymetrie minima) nebo dokonce ¢tvrty ¢len. Nyni jiz nejde
o harmonické oscilace, ale o anharmonicky oscilator s energii ve tvaru
2 2.2
ma”x
E=£ 4
2m

+013x3 +a4x4. (3.91)

Za predpokladu vysoké teploty (kg7 >> hw) muzeme pocitat klasickou particni sumu
pro N nezavislych oscilatorti. Za nizké teploty by se problém musel fesit kvantové. Pro
jeden oscilator mame:

2= [dAE) dpdx _
27h

2 2.2 3 4
= 1 exp| — L S L dpdx = (3.92)
27h

+

too 2 2 3 4
_ \2wmkgT j exp _moTx” | @ agx |
2zh 2kgT

kgT kT
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Je tfeba poznamenat, ze jakkoli maly anharmonicky Clen tfetiho fadu vede k nekon-
vergentnimu integralu (3.92). Konvergenci zajistuje pifitomnost ¢lenu Ctvrtého fadu
s as>0. Nyni budeme piedpokladat, ze anharmonické ¢leny jsou malé ve srovnani
s harmonickym a provedeme rozvoj druhé exponencialy do druhého fadu v argumentu:

L2rmkpT 72 22 3 4 1 2
zz$ J. exp{—mwx 1_a3x _dax (a3x3+a4x4) dx .

+
2rwh ZkBT kBT kBT Zk]%Tz

Jde o soucet Gaussovych integrall s riznymi mocninami x nasobicimi zakladni expo-
nencialu. Integraly s lichymi mocninami jsou nulové, ponechame proto jen sudé ¢leny
do Sestého fadu v x:

1/27Z'ka J~ { ma xz:l[l_a4x4+ a32x6 +--~]dx

2kpT kgT  2k3T?

Po trividlnim vypoctu za pomoci vztahu (G2), nebo v programovych prostfedich MAT-
LAB, Mathematica atp., dostaneme

27h 2 2 4 36

27mkgT
z\/ mmig \/27rkBT 1_3a4kBT+15a3kBT+ 1o
ma mw* 2 m

Z~kBT_3a4kE2,,T2 15 3kBT2
ho hm? @’ 2 @’

kaT . a,kBT? 15 a3k3T? N
Z~ |SBL 3BT DBEBT L (3.93)

ho m’e 2 il

Nyni uré¢ime standardnim zptisobem termodynamické veli€iny

kT KaT? 15 a2k3T?
F =—kgTInZ = —NkgTIn| -B —3"45 : JLaksl” (3.94)
ho him~w 2 e’
g=_9F
oT 5
a4kBT a3kBT
1-6 2 4+15 OIS

kg T a4k2T]32+15 a2 k3T?

S =~ Nkg In -3 + Nkg m_@ m_o
ho e’ 2 e’ j |3 4aksl 15 askgT
m*o* 2 miad
2
1—6“4kBT+15“33kB6T+
U=F+TS = NkgT m o =,

1_3a4kBT+15 a3?f€Bg .
mo 2 m
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U = NiggT| 1-3%4kBT 15 a kT Foen | (3.95)
m2w4 2 m3 6
U 1543 6ay
C_a_TNNkB—FNkB( 3 6 2 4]T+ (396)

Vidime, ze anharmonicnost vibraci v krystalech nebo molekulach vede k naruseni Du-
longova Petitova zédkona. V tepelné kapacité se objevuje linearni a pfipadné i kvadra-
ticky ¢len v teplotg.

Poznamenejme, ze pokud polozime Etvrtou mocninu x v rozvoji energie (3.91)
presné rovnou nule, nebude integral (3.92) konvergovat a systém bude nestabilni, pii
rostouci vychylce z rovnovahy pijde potencidlni energie k nekone¢né hodnoté. Pokud
budeme predpokladat, Ze ¢tvrtd mocnina x v rozvoji je byt jen velmi mala, zajistime
konvergenci integralu i stabilitu zkoumaného systému.

3.5.5 Dvouhladinovy systém

)
.

v

Naleznéme chovani kvantového systému s dvéma blizkymi energetickymi hladinami
&£9=0a &g, = £s degeneracnimi faktory gy a g;. Parti¢ni suma pro jednu ¢astici bude mit
jen dva cleny

z=go +grexp(—pfe). (3.97)
Nyni budeme postupovat standardn¢:
N
£
Z= +grexp| —— 1| , 3.98
{go g1 P( kBT]:| (3.98)
F=—kgTInZ =—NkgT In| gy + g1 exp £ (3.99)
kgT
§==2F _ Nigin| g0+ exp| - | |+ Ne/T . g=22 (3.100)
oT kgT £ 4l

1+ gexp| —

kT
U=F+TS= Ve (3.101)

=R
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exp| ——
QU _ Ngé? (kBTj
V — S5 5
oT  kgT? e 2
1+ ge —_—
gexp| 4 r

E
X exp[k TJ
> oy =S _ 8 B (3.103)

1+ gexp| —
geXP| 7

Dostali jsme velmi znamy vztah pro pfispévek dvouhladinového systému k mérnému
teplu. Prispévek konverguje k nule v oblasti nizkych i vysokych teplot. To znamena, ze
existuje teplota, pfi které je ptispévek k mérnému teplu maximalni. Maximum je mozné
ur¢it numericky, pro g = 1 vychazi ¢y ~ 0,34 kg.

(3.102)

Cc/C

max

1

2 4 6 8 pe

Obr. 111: Tepelna kapacita dvouhladinového systému.

Vice se o tepelnych kapacitach, rotacnich a vibracnich spektrech a vztahu mezi termo-
dynamikou, statistickou fyzikou a chemii dozvite z online ucebnice [41]. Zajimavé in-
formace o spektroskopii rota¢nich a vibracnich stavii naleznete také v publikaci [42].

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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3.6 Grandkanonicky soubor

3.6.1 Odvozeni rozdeéleni

vyména energie a ¢astic

N’, E!

Na rozdil od kanonického rozdéleni ptipoustime u grandkanonického rozdéleni vymeénu
¢astic s okolim. Ostatni piedpoklady jsou stejné jako u kanonického rozd€leni. Systém
samoziejm¢ muze s okolim vyménovat energii, zanedbame povrchové jevy a jedinym
vnéjsim parametrem systému bude prozatim objem. Opét pfedpokladame platnost Liou-
villova teorému. Prvni vétu termodynamickou budeme psat ve standardnim tvaru (pro
jednoduchost uvazujeme jeden druh ¢astic):

dU =TdS — pdV + udN. (3.104)

Vzhledem k tomu, Ze N ve statistice znamena okamzity pocet ¢astic v systému, musime
stiedni pocet v prvni vété oznacit symbolem s pruhem. Pravdépodobnostni rozdéleni
v diskrétnim, resp. spojitém piipadé oznacime

Way =way (B):  tesp. py = py(E). (3.105)

Index n Cisluje kvantové stavy systému, index N pocet ¢astic v systému. Pozadujeme
aditivnost v energii a poctu ¢astic systému a jeho okoli:

Eg=E+E; Ng=N+N. (3.106)

Podobné¢ jako v kanonickém piipadé pozadujeme nezavislost (multiplikativnost) prav-
dépodobnostnich rozdéleni systému a okoli:

Wy N+ (E+E) =W,y (E) W, (E7). (3.107)
Resenim je jediné exponencialni funkce typu

1 +CZEnN +C3N =ea_ﬂEnN+7N

Wy (Epy) =¢ (3.108)
Pro spojity ptipad bude mit hustota pravdépodobnosti tvar
a-pENy+yN
py(Ey) =¥ PENTTN (3.109)

Konstanty linearni kombinace jsme oznacili a, —f, y a ur¢ime je v nasledujici kapitole.
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3.6.2 Konstanty rozdéleni

Pfi urceni konstant budeme postupovat obdobné jako u kanonického rozdéleni, tj. po-
rovndme diferencial vnitini energie s termodynamickym vztahem. Postup je ponékud
pracny a Ctenaf, kterého to nezajima, si mize precist vysledek na konci této kapitoly.
V principu pro urceni tif konstant musime vyuzit tfi rovnice: jde o normovani pravde-
podobnosti, sttedovani energie a stiedovani poctu ¢astic (posledni rovnice nebyla tieba
u kanonického rozdéleni). Problém muiizeme fesit jak diskrétné, tak spojité (v levém
sloupci naleznete diskrétni vztahy, v pravém sloupci jejich spojité analogie):

2 Wy =1, [ pn(Ey)dry =1,

n,N N

Y Ewwaw =U, X [Epy(Ey)dly=U, (3.110)
N
N

I ve spojitém piipadé musime scitat pies vSechny mozné pocty castic. Odvozeni budeme
provadét v diskrétnim piipade. Podobné jako u kanonického rozdéleni nejprve nalez-
neme diferencial vnitfni energie:

n aEn
dU = dz EnN(V) nN — z {( Yy dv + ON Ly dNJ nN:| + Z EnN deN
n,N n,N

Derivaci energie podle objemu budeme opét interpretovat jako parcialni tlak, zména
energie s poCtem Castic je parcidlni chemicky potencial, v poslednim ¢lenu vyjadiime
E,y z rozdéleni (3.108):

o
dU = Z (_pnNWnNdV z Hun W, + Z( yN——lnw denN
”9N n,N n, N ﬂ IB ﬂ

Prvni Clen interpretujeme stejné jako u kanonického rozdéleni jako mechanickou praci.
Posledni ¢len roznasobime a vytkneme konstanty:

AU ==pdV + 3 pry woydN +E N dw,y %danN —%Zlnwn]v dw,y
n,N n,N n,N n,N

Tieti a paty ¢len upravime podle vztahu pro derivaci soucinu f'dg = d(fg)—gdf, ¢tvrty

¢len je nulovy (soucet pravdépodobnosti je roven jedné a diferencial jednotky je nu-
lovy):

1
AU ==pdV + 3ty woydN +%dz Nw,y -% 3wy dN —ﬁdz (Inw,y) Wy
n,N n,N n,N n,N

Jako jeden z poslednich kroki slou¢ime druhy a ¢tvrty ¢len:
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dU=-pdV + Z[ﬂ”N_ZJWnNdN +ZaN - idZ:w,,]\;lnwn]\,
n,N ﬂ 'B 'B n, N

Ma-li tento vyraz korespondovat s prvni vétou termodynamickou (3.104), musi platit

u
> =— =, S =-k Inw,y 3.111
B= kBT /4 kT B Z Wan ( )

Druhd podminka (/=) ndm zajisti korespondenci tfetiho ¢lenu s odpovidajicim
¢lenem prvni véty termodynamické a soucasné vypadnuti ¢lenu druhého. Ostatni pod-
minky jsou shodné s kanonickym rozdélenim. V tuto chvili tedy mame urceny dvé kon-

stanty. Zbyva jedina neurcend konstanta rozdéleni — normovaci konstanta ¢. Tu urc¢ime
napiiklad ze vztahu pro entropii:

S =—kB Z WuN In WuN =—kB Z WuN (a—ﬂEnN + 7N) = —kBa‘f‘kBﬁU—kB}/]\_/.
n,N

Po trivialnich upravach dopoc¢teme hledanou konstantu:

_U-TS—-uN 2

> ==
kT kT

(3.112)

Nyni zname vSechny konstanty a mtizeme napsat vysledné rozdéleni v diskrétnim i spo-
jitém piipadé:

> w2 B2 Eny +uN) P@2-EN+uN) G113

PN =¢

Grandkanonicky potencial zjevné souvisi s normovanim pravdépodobnosti, pouZijeme-
li explicitné€ vypsanou normovaci konstantu, ma rozdéleni asto pouZivany tvar

—E v +uN —En +uN
> WoN =Kexp{L} oy =Kexp{—}. (3.114)
" kgT kgT

3.6.3 Parti¢ni suma

Podobny vyznam, jako méla volna energie u kanonického rozdéleni, ma grandkano-
nicky potencial u systémi s proménnym poctem castic. Grandkanonicky potencial vy-
poéteme z normovaci podminky rozdéleni. Vypocet provedeme v diskrétnim (nalevo)
i spojitém (napravo) ptipad¢.

S wy =l = S[oydry=1 =

n, N N
S AL EwtuN) o S [PERENTN) 4y 21 =
n,N N

Ze—ﬂEnN+ﬂﬂN:e—ﬁ.Q N Zje—ﬁEN+ﬂﬂNdrN:e—,BQ N
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Nyni uz snadno vypocteme grandkanonicky potencial ©:

ln[ > ¢ BEN+ B N]; diskrétni piipad,
Q=—kgr{ "V

3.115)
ln{ZIe_ﬂENJrﬂ’UN dFNJ; spojity ptipad.
N

Veli¢ina nachézejici se v logaritmu v kulaté zavorce se nazyva grandkanonicka particni
funkce a je ustfedni veliCinou statistické fyziky s proménnym poctem Castic, oznacu-
jeme ji = (velké ksi). Vzhledem k tomu, Ze argument logaritmu by mél byt bezroz-
mérny, je pouziti vahového faktoru namisto fazového objemu vhodnéjsi.

Schéma statistického vypoctu s proménnym poctem castic

1) Nejprve zjistime, jakych energii £,y mize systém nabyvat. V klasickém ptipadé
pujde o vSechny hodnoty energii, které se v systému mohou vyskytnout. V kvan-
tovém pfipadé musime urcit spektrum Hamiltonova operatoru (naptiklad fesit
Schrédingerovu rovnici).

2) Nalezneme parti¢ni funkci = jako soucet vSech veli¢in e BE+ BuN pres cely
obor energetického spektra:

E= Y PENTPUN ey 2=3 [PENTPEN gp a1
n,N N

3) Ur¢ime grandkanonicky potencial

Q=—kgTIh=. (3.117)
4) Uréime zakladni termodynamické veli¢iny S, p, NV:
FCO 1 R TR (3.118)
oT av ou
5) Urcime vnitini energii U a jeji derivace:
U=Q+TS+uN. (3.119)

6) Vzhledem k tomu, ze grandkanonicky potencial je funkci chemického potencialu
1, je tieba ho ze vSech odvozenych termodynamickych vztahti vyloucit. Teore-
ticky to lze provést nezavisle na (3.118) z relace

N=> Nw, = N=N{TJV,u) = u=upN,T,V). (3.120)
n,N

Prakticky muze vylouceni chemického potencialu z rovnic €init problémy. Chemicky
potencial vsak lze také chapat jako parametr v parametrickém zadani kiivek. Pozname-li
napiiklad z (3.118) zavislosti p = p(T, V, u) a N=N(T, V, 1), miizeme do grafu s osami
(p, N) vykreslovat soufadnice (p, N) pro ur¢ity interval hodnot 4, a tim zkonstruovat
graficky zavislost tlaku na primérném poctu castic.
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Vztah grandkanonické a kanonické parti¢ni sumy

Upravme nyni vztah pro grandkanonickou parti¢ni sumu:
N
=% o BEN+BUN _ D [Ze_ﬂE"NJ~(e'B”)
n,N N n
Oznacime-li Zy kanonickou parti¢ni sumu pro N ¢astic a zavedeme-li tzv. fugacitu (zna-
¢ime ji malym feckym dzéta)
c=cPH, (3.121)

dostaneme ptehledny vztah

5 =>2zyg". (3.122)
N

Uvedeny vztah plati v klasické fyzice, kde jsou v systému N Castic jednotlivé Castice
v principu rozli§itelné. V kvantové teorii jsou Castice nerozliSitelné a kazdd z N! moz-
nych permutaci ¢astic je stejnym stavem. Ve vztahu (3.122) je kazda permutace v souc-
tu zapocitana, to znamena, ze jeden stav je zapocten namisto jednou vicekrat (V! krat).
V kvantové teorii je proto spravnym vztahem vyraz

z
F=3INN (3.123)
N

ktery siln¢ ptipomina Taylortiv rozvoj ve fugacité. Koeficienty jsou kanonické partiéni
sumy pro N ¢astic.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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3.7 Fermiony a bosony

NerozliSitelné ¢astice

V kvantové teorii miizeme piedpoveédét jen pravdépodobnost vyskytu ¢astice v néjakém
misté a Case. Tato pravdépodobnost ma maximum v misté klasické trajektorie, se vzda-
lenosti od ni zpravidla exponencialn¢ ubyva a dosti daleko od klasické trajektorie je sice
velmi mala, nikoli v§ak nulova. Mame-li dvé stejné Castice, nikdy si nemizeme byt jisti,
ktera castice je ktera. Pravdépodobnost vyskytu jedné ¢astice v misté druhé je nenulova.
Hovofime o tom, Ze stejné Castice jsou v kvantové teorii nerozlisitelné. To ve svém
diisledku vede k rozdéleni vSech ¢astic na dva zakladni typy, fermiony a bosony, které
se 1isi svymi vlastnostmi a chovanim (viz kapitola 2.8). Fermiony maji polociselny spin,
dva nemohou byt ve stejném kvantovém stavu (spliuji Pauliho vylucovaci princip),
jejich vinova funkce je antisymetrickd a jejich krea¢ni a anihila¢ni operatory spliuji
antikomutacni relace. Naopak bosony maji celoéiselny spin, ve stejném kvantovém
stavu jich mize byt libovolné mnozstvi, jejich vinova funkce je symetricka a jejich
kreacni a anihilacni operatory spliiuji komutacni relace. VSechny polni Castice tvorici
interakce (fotony, gluony, W', W~, Z°) jsou bosony se spinem 1. K bosontim také patii
castice slozené ze dvou kvarkll (mezony), které maji spin roven O (skalarni mezony)
nebo 1 (vektorové mezony). VSechny zakladni stavebni kameny hmoty (kvarky a lep-
tony) jsou naopak fermiony se spinem 1/2. K fermiontim také patii ¢astice sloZzené ze tii
kvarkti (hadrony), napiiklad neutron a proton. Z hlediska statistiky maji, zejména pii
nizkych teplotach, fermiony a bosony zcela odlisné chovani a jejich pravdépodobnostni
rozdéleni jsou rizna. Fermiony podléhaji Fermiho-Diracovu rozdéleni a bosony Bo-
seho-Einsteinovu rozdéleni.

Reprezentace obsazovacich cisel

Obsazovacim ¢islem nazyvame pocet ¢astic v daném energetickém stavu:

energie stavu obsazovaci ¢islo
2 N
&) N2
&3 N3

Pro fermiony miiZze obsazovaci ¢islo (z diivodu platnosti Pauliho vylu€ovaciho principu)
nabyvat jen hodnot 0, 1. Pro bosony muze jit o jakékoli celé nezdporné ¢islo 0, 1, 2, ...
V reprezentaci obsazovacich ¢isel miZeme pro pocet ¢astic a celkovou energii psat

N=>N;,
i

1

(3.124)
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Grandkanonickou parti¢ni sumu mizeme upravit v reprezentaci obsazovacich ¢isel na-
sledujicim zptisobem:

F=y PENAIN Sy exp{—ﬂZ(siN,- —ﬂN,-)}
N,n i

N N;. ...

= z Hexp[—ﬁ(siNl-—ﬂNl-)]zl_IZexp[—ﬁNi(si—ﬂ)].
Ni

Np,No,.oo i i

Carka nad symbolem sou¢tu ma naznaéit, ze vSechny permutace &astic povazujeme
v kvantové teorii za jeden jediny stav a do celkového souctu pfispéji tyto permutace
jedinym c¢lenem. Je vidét, ze celkova grandkanonickd suma se rozpada na soucin par-
cidlnich grandkanonickych sum jednotlivych stavii:

=115 Z; =Y exp[- BN, (& - w)]. (3.125)
i N;

l

Iy

V dusledku toho jsou termodynamické veli¢iny dany soucty jednotlivych ptispévki:

Q=10 Q2 =—kgThz;,
i

92,

S:Zi:S[; Siz_(a_T]’

902, (3.120)
P=;Pia Pi:—(a—VJ >

N:Zi:N,-, Ni:—[w}

3.7.1 Fermiho-Diracovo a Boseho-Einsteinovo rozdéleni

Fermiho-Diracovo rozdéleni

Zabyvejme se nejprve fermiony. Podle Pauliho vylu¢ovaciho principu nemohou byt dva
fermiony ve stejném kvantovém stavu. V daném stavu tedy neni bud’ zadny fermion,
nebo je pfitomen jeden jediny

N;=0,1. (3.127)
Parti¢ni suma i-tého stavu ma proto v reprezentaci obsazovacich ¢isel jen dva ¢leny:

=; =ZeXP[—ﬁNi (& -] = 1+ exp[-B(g —p)].
N

l

Snadno dopocteme grandkanonicky potencial i-tého stavu
0Q; =—kgTInZ; =—kpTIn(1+ exp[-f(g; — )] )

a stfedni pocet Castic v i-tém stavu
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_ 042 1
> N, = - - , (3.128)
ou  exp[Bg—w] + 1

Tento vyraz se nazyva Fermiho-Diracovo rozdéleni. Naleznéme jeho prubeh v limité
nizkych teplot (T — 0, S — oo ):

lim N; = i

1

m =
B—co S exp[f(g —w)] + 1

_ 1 1 pro €;<u,
0 pro & >u.

Vsechny stavy jsou zaplnéné po jedné Castici az po tzv. Fermiho mez &r = u. Nad Fer-
miho mezi jsou stavy neobsazené. Fermiho mez je tak posledni obsazenou energetickou
hladinou pii nulové teploté. Chemicky potencial je pii absolutni nule roven Fermiho
mezi. Fermiony se chovaji ,,nesnasenlivé®. Je-li n¢jaky stav obsazen ¢astici, dalsi ¢as-
tice jiZ tento stav nemtiZze obsadit. Pfi absolutni nule se snazi zaujmout stav s co nejnizsi
energii. Je-li jiz obsazen, obsadi nejblizsi dalsi volny. Tim dojde k tomu, Ze pfi abso-
lutni nule jsou obsazené vSechny stavy az po Fermiho mez. Rozdéleni je pojmenovano
podle italského fyzika Enrica Fermiho (1901-1954) a podle anglického fyzika Paula
Adriena Maurice Diraca (1902—1984).

N fermiony N; bosony
1 feeeeees -

Ep TH & &

Obr. 113: Rozdéleni fermion( (nalevo) a boson( (napravo).

Boseho-Einsteinovo rozdéleni

Naleznéme nyni rozdéleni souboru bosont. Bosony nespliiuji Pauliho vylucovaci prin-
cip a v daném stavu jich mtize byt libovolné mnozstvi. Obsazovaci ¢isla proto jsou:

N; =0,1,2,... (3.129)

Grandkanonickd parti¢ni suma i-tého stavu bude nekonecnou fadou

Zi= ) exp[-BN;(g - w]=
N;=0

M8

(exp[-B(e; - )™ .

Jde o geometrickou fadu, kterou bez problému secteme:

- _ 1
T d-exp[-Be - )]

Snadno dopocteme grandkanonicky potencial i-tého stavu

(3.130)
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=+kgTIn(1— exp[-B(& — )] )

a stfedni pocet ¢astic v i-tém stavu

_ 042; 1
> N, =- = . (3.131)
ou  exp[B(g-w] -1

Tento vyraz se nazyva Boseho-Einsteinovo rozdéleni. Je pojmenovano podle indického
fyzika Satyendry Boseho (1854-1948) a némecko-amerického fyzika Alberta Einsteina
(1879-1955), Povsimnéte si, ze od Fermi-Diracova rozdéleni se 1isi jen znaménkem. To
je pro vztahy popisujici fermiony a bosony typické (symetricka a antisymetricka vinova
funkce, komutator a antikomutator). Z podminky pro konvergenci geometrické fady
plyne, Ze chemicky potencial souboru bosoni musi splnovat podminku

UZLE . (3.132)
0

Naleznéme pribéh rozdéleni v limité nizkych teplot (7 — 0, 8 — o ):

lim N; = lim

_ 1 o pro £ =& =/,
f—seo feexp|Ble —w)] — 1

0 pro &;>¢.

Micky jsme pfi souctu geometrické fady piedpokladali nekonecny pocet castic. Pii
absolutni nule vSechny obsadi zakladni energeticky stav. V realnych systémech je pocet
¢astic kone¢ny. Boseho-Einsteinovo rozdéleni pfi nulové i nenulové teploté je zndzor-
néno na obrazku 113 napravo. Stav latky, pfi kterém se Castice hromadi v zakladnim
stavu, nazyvame bosonovy kondenzadt neboli BEC (Bose-Einstein Condensate). Typic-
kym ptikladem jsou naptiklad Cooperovy pary elektront, které pii nizkych teplotach
vykazuji jako bosonovy kondenzat supravodivé a supratekuté vlastnosti.

Obe¢ rozdéleni 1ze souhrnné zapsat
= 1

| 2 N = . 3.133
Yoexp[Ble-w)] £ 1 ( )

Znaménko ,,+ plati pro fermiony a ,,— pro bosony. Za jakych podminek obé rozdéleni
splynou? Je ziejmé, ze k tomu dojde tehdy, Ize-1i zanedbat jednic¢ku ve jmenovateli, tj.

exponenciéla prevladne a N ; < 1. Potom

Noo—
exp| B(&; - w)]

a ob¢ rozdéleni pfechdzi v Boltzmannovo rozdéleni. Kvantové stavy jsou vétSinou
prazdné a jen tu a tam je neéktery obsazeny. K této situaci dochézi, je-li

Ni<l =

~ K exp[—ﬁel}

*  vysoky pocet kvantovych stavi,
»  fidky plyn (maly pocet ¢astic),
*  vysoké teploty (Eastice excitovany do vysokych energetickych stavi).
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Shriime na zavér vlastnosti fermionti a bosont do piehledné tabulky:

fermiony bosony
spin 1/2,3/2, ... 0,1,2,..
priklady ¢astic elektrony, neutrina, kvarky vSechny polnf ¢astice
hamiltonian H(1,2)=H(2,1) H(1,2) = H(2,1)
vlnova funkce |1,2> =- |2,1> 1, 2> =+ |2,1>
kreac¢nf a anihilacni + _ + _
operatory [ak ’ al:|+ = % [ak ’ aZJ_ = %
_ 1 1

statistika (N;

) exp[Ale; — )] + 1 exp[Ale; — 0] — 1

3.7.2 Soubory fermioni (trpaslik a neutronova hvézda)

V zéavérecnych fazich vyvoje hvézd mlze snahu gravitace zhroutit hvézdu do ¢erné diry
zastavit tlak degenerovaného elektronového plynu (bily trpaslik) nebo degenerovaného
neutronového plynu (neutronova hvézda). Proto se budeme zabyvat souborem fermiont
nenulové hmotnosti. Zakladni charakteristiky obou ¢astic jsou

s=1/2; Hu#0; my#0. (3.134)
Nenulovy chemicky potencial vyzaduje provést dopocet podle vztahu (3.120), nenulova
klidova hmotnost znamena vztah mezi hybnosti a energii (pro nerelativisticky ptipad):
2
1 _
825—; p=~2me; dpzzﬂlzmg 2 4¢. (3.135)
m

Urceme nyni element vahového faktoru

3.43

1 -

a7l =gd xd f — 47rgV3 p2dp=4ﬂ—gV3-2m£-—1/2m e de.
2zh) (2zh) (2zh) 2

Pro vahovy faktor nerelativistickych fermiond tedy plati
dr, = y(e)de;

> ne)=ave'?; (3.136)
gm3/2

oO=——F]—.
NGY o
V piisti kapitole uvidime, Ze pocet kvantovych stavii neroste tak jako u fotont, ale pies-

to ma rostouci tendenci a pro vyssi energie Ize hustotu energetickych stavli povazovat
za téméert spojitou.
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¢ £
Y( ) elektrony, neutrony V( ) fotony
el €2
témér témér
spojité spojité
& &

Obr. 114: Hustota energetickych stavi fermion( (nalevo). Napravo
je pro srovnani hustota energetickych stavu pro fotony

Grandkanonickd parti¢ni funkce odpovidajici jednomu energetickému stavu je

= 21: BNe(e=tt) _ 4 Ble-p) . (3.137)

Termodynamické veli€iny, které nas zajimaji, pro tento stav davaji

Q, = kT =, = —kBTln[l+e_'B(g ‘ﬂ)}; (3.138)
_ 002, 1
.= - : 3.139
¢S ou T Pl (3.139)
= E
Uy=eNy=— (3.140)
ﬂ(g lu) + 1

Nyni nalezneme integralni veli¢iny, tedy soucty pfes vSechny stavy. Logaritmické za-
vislosti v grandkanonickém potencidlu se zbavime integraci per partes. Vypocty jsou ji-
nak zcela pfimocaré:

Q=[Q.dr, = J.—kBTln[l+e_ﬁ(8_'u)}aV81/2 de =
0

—kBTaVI £ [1 + e_ﬁ(‘g_ﬂ)}ds =
0

—kgTaV Fe” 1n[1+e‘ﬂ(€‘ﬂ)ﬂ [2e2-p
3 e

Prvni vyraz z integrace per partes je nulovy — horni mez vynuluje logaritmicka zavis-
lost, dolni mocninna zavislost. Druhy ¢len s integralem bychom mohli fesit numericky,
ale pro nase ucely postaci ho ponechat v obecné podobé¢:

e—ﬂ(S—ﬂ)
1 + e_ﬂ(g_ﬂ) '

) 3/2
Q=-= £

Z grandkanonického potencialu uréime snadno tlak, tedy stavovou rovnici
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a.Q 3/2
v j ﬁ(s ) |

(3.142)

Dalsi termodynamické veliCiny ziskame opét integraci veli¢in odpovidajicich jednomu
stavu:
_ _ oo 81/2
=|N,dl, = oV | ———F—d¢&; 3.143
INedle = o | ey G189

83/2

Uszngg:aV‘([—eﬂ(g_ﬂ)_i_l

de. (3.144)

Integraly v jednotlivych vztazich je nutné nalézt numericky. Pokud vydélime posledni
dva vztahy objemem, ziskame trojici intenzivnich veli¢in popisujicich fermionovy plyn:

3/2
go:jg—d.s (3.145)
3 0 eﬂ(g_#) +1
_N 1/2
o]
b

I bez vypoctu integrald je patrny vztah mezi tlakem a hustotou vnitini energie pro fer-
miony o nenulové hmotnosti:
2

| 2 p= 3 u. (3.148)
Hvézdy ve fazich bilého trpaslika nebo neutronové hvézdy jsou v zavérecnych fazich
svého vyvoje. V centru neprobihd termojaderna fuze, a i kdyz teplota nitra je z,,lid-
ského* hlediska zna¢na, z hlediska aktivniho Zivota hvézdy je zanedbatelna a pro
hvézdu v podstaté znamena nulovou teplotu. V limité nizkych teplot (f — ) Ize integ-
raly snadno vypocitat, protoze

) | {1 pro & <

No=eo
£ Ble—w 0  proe>uy,

kde y, je chemicky potencial v limité absolutni nuly. Integrace pies ,,schodovité roz-
déleni se nyni stava trivialni zaleZitosti:
4 s, 2 3, 2 5
PE @M mETQUYT u=Sa (3.149)

Chemicky potencial je parametrem rovnic a lze ho snadno vyloucit z rovnice pro kon-
centraci Castic:
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> /10=consth/3 = p=c0nstn5/3; u=%p. (3.150)
Fermionovy plyn vykazuje polytropni chovani s koeficientem 5/3. I pfi nulové teploté
existuje obrovsky nenulovy tlak zptsobeny kvantovymi procesy (,,nesnasenlivosti®
fermiond). Plyn se stiedni tepelnou energii mensi nez Fermiho mez (kg7 < ut) nazy-
vame degenerovany. V pfipad¢ relativistického vypoctu vyjde polytropni koeficient 4/3,
coZ je pravé na hranici stability a nestability polytropni hvézdy (viz Uvod to teorie
plazmatu, str. 210-211).

TOV mez
1,4 ’7
neutronové bili /

hvézdy

Chandrasekharova
- mez

trpaslici

RIRg

Obr. 115: Stabilni konfigurace (plnou ¢arou) hvézdy
bez probihajici termojaderné syntézy.

3.7.3 Soubor fotont (Planckiv vyzatrovaci zdkon)

Fotony jsou c¢astice elektromagnetické interakce Sifici se rychlosti svétla. Jejich zakladni
charakteristiky (spin, chemicky potencial, klidova hmotnost, elektricky naboj) jsou

s=1; u=0; my=0; 0,=0. (3.151)
Ve specidlni relativite plati pro energii ¢astice jednoduchy vztah
E=mic* + p*c? . (3.152)

Pro malé hybnosti vztah piejde v nerelativisticky vyraz (3.135). Nyni ale mame fotony
Sifici se rychlosti svétla, jejichz klidova hmotnost je nulova (jen takové Castice se mo-
hou §iftit rychlosti svétla). Pro jejich energii vychazi po dosazeni za my =0 jednoduchy
vztah:

E=pc. (3.153)

Predstavme si soubor fotonli uzavieny v né&jaké oblasti o objemu V pii teploté 7. Na
fotony budeme v prvnim pfiblizeni nahlizet jako na spojity systém a ur¢ime element
vahového prostoru systému skladajiciho se z jednoho fotonu. Degeneracni faktor g =2,
protoze elektromagnetické zateni je pficné a existuji dva nezavislé pti¢né mody (polari-
zace) zareni. U elementu vahového faktoru provedeme automaticky vSechny provedi-
telné integrace, element hybnostniho prostoru pievedeme do sférickych soufadnic
a hybnost pfevedeme podle vztahu (3.153) na energii:
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dxdydzdp, dp,, d 2
dr, =g d¢3:2 d px3py pz—) 2V347rp2dp:—[2/€33d8.
(27h) (27h) (27h) Thc
Ziskali jsme tak vztah pro hustotu energetickych stavi, ktera kvadraticky roste s energii:
2
Ve
=y&)de;  yE=—=5+. (3.154)
T°hc

Hustota energetickych stavii fotonti roste podstatné rychleji, nez tomu bylo u fermiono-
vych stavli a miizeme ji povazovat za spojitou veli¢inu. Je to dobfe patrné z obrazku
114. Napisme piehledné zékladni statistické a termodynamické veli¢iny pro jeden stav:

=, i PNee _ 1 (3.155)
=0 l—e_ﬁg
@ =—kgThE, =kBTln[1—e_ﬂg} (3.156)
N, =— i 0% ! (3.157)
— lim = —F. .
T us0ou B
U,=¢eN, = —° (3.158)
£ E eﬂg 1

Vsechny tyto vztahy jiz byly odvozeny dfive, viz napt. (3.131), stacilo jen polozit u = 0.
Nyni pfistoupime k vypoctu celkovych termodynamickych velic¢in:
_T _r _oPe
Q=[Q.dr, = e 3kBTjg ln[l de .
0

Po integraci per partes (obdobné jako u fermionového plynu) dostaneme:

Q= - (3.159)

5
R ) e

Integral je v tomto pfipad¢ analyticky feSitelny, viz dodatek G2, ale pro nase ucely ho
mizeme ponechat v obecném tvaru. Nyni urc¢ime tlak, stfedni pocet fotonll a vnitini
energii:

02 1
=== de 3.160
P v 3 '([e'Bg -1 ( )
- = £

=|N.dl", = de 3.161
'[ e e el ‘([e'BE -1 ( )

- v T &
U=[eN, dr, = - | de . (3.162)
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Po zavedeni intenzivnich veli¢in (posledni dva vyrazy vydélime objemem) mame:

1 e

_1 1 T
P 371'2}‘130306'38—1

de, (3.163)

n

_ T £ e (3.164)
7.[2h3c3 Oeﬁg_l b .

y=— T £ e (3.165)
7‘[2h3c3 Oeﬁg _1 N .

Vsimnéte si, ze i bez provedeni integrace zjistime porovnanim rovnic (3.163) a (3.165)
vztah mezi tlakem zafeni a hustotu energie

> pz;u. (3.166)

Ze vztahu (3.165) nalezneme snadno diferencial hustoty energie

1 3
du = £

= °  de. (3.167)
S PE

Tok energie neboli intenzitu zafeni (/ =uc) miZeme nyni napsat jako funkci energie
stavu ¢, thlové frekvence (& = /iw) nebo vinové délky (w = 2zc/l):

1 &
di(e) 535 de; (3.168)
n°hc [ £ J
exp| — |1
kT
h &
dl(w) = 3 do; (3.169)
c h
exp| — | -1
[kB j
1—5
dI(A)=-167"he? ——— dA. (3.170)
2rhe
exp -1
(ﬂkBT ]
dZ/dw
CUZ e_OC(/)
uv IR 0]

Obr. 116: Plancklv vyzarovaci zakon.



3.7 Fermiony a bosony 301

Jde o slavny Planckiiv vyzafovaci zékon odvozeny v roce 1901. Asi nejcastéji se pouZzi-
va intenzita zafeni pfipadajici na frekvencni interval d//dw. Priib¢h je na obrazku 117.

Pro nizké frekvence je dI/dw ~ w* (ve jmenovateli exp[x] — 1 = x). Pro vysoké frek-
vence dominuje exponencidla a plati d//dew = exp[—/Aw/kgT]. Vztah pro nizké frekvence
se nazyva Rayleightiv-Jeanstiv zakon. Byl znam jesté pied objevem Planckova zakona.
Vztah diverguje pro vysoké frekvence (tzv. UV katastrofa).

Wientiv posunovaci zakon

Naleznéme nyni maximum vyzafovani odpovidajici Planckovu zédkonu. Toto maximum
je zavislé na teplot¢ a ur¢ime ho derivovanim vztahu (3.169):

d o hw haw ha
| =0 = ——exp| — |=3|exp| — |—-1].
dw exp(ha)/kBT)—l kBT kBT kBT

Vysledna rovnice je transcendentni rovnice typu
haw
xex=3(ex—1); xX=——0.
kgT
Obeé strany vydélime exponencidlou a polynomialni zavislosti pfevedeme nalevo:
3—x=3e".

V tomto tvaru je mozné snadno rovnici fesit graficky, tj. do grafu vykreslime levou
a pravou stranu a nalezneme pruasecik obou kfivek:

3
2
3—x
1
3eX
0
1 2 3 X

Obr. 117: Grafické fedeni rovnice 3 —x = 3e.

Obeé kiivky se protinaji v bod¢ xy = 2,822, a proto

2,822 kT

max
h

Ve vlnové délee plati rozdéleni (3.170). Obdobnym postupem ziskame maximum ve
vlnové délce (Wienlv posunovaci zakon):

> A =?; h=0,00289 Km. (3.171)

Cim teplejsi t&leso, tim na kratsich vinovych délkach vyzatuje. Reliktni zafeni (7 ~ 3 K)
ma maximum pro vinové délky pfiblizné 1 mm, ¢lovék (7 ~ 300 K) pro vinové délky
asi 10 pm, chladné hvézdy (7'~ 3 000 K)) vyzaiuji v IR oboru na délce asi 1 000 nm,
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hvézdy jako Slunce (7'~ 6 000 K) ve viditelném spektru na vinové délce 500 nm a vel-
mi horké hvézdy (7 ~ 30 000 K) vyzatuji v UV na vinové délce 100 nm.

Stefanav-Boltzmannuv zakon

Z Planckova vyzatovaciho zakona mizeme také najit celkovou vyzarenou energii za
jednotku ¢asu z jednotkové plochy télesa.

Obr. 118: K integraci Planckova zdkona pres uhlové zavislosti.

Intenzita vyzarena v daném sméru (¢,6) na frekvenéni interval dw je rovna dl(w),

v celém oboru frekvenci jde o hodnotu

Iyp= jcose dl(w) . (3.172)
0

Tuto hodnotu budeme stiedovat pies cely prostorovy uhel Q (k pozorovateli se dostanou
paprsky pod rtiznymi thly z riznych plosek)

1
1=<1¢,9>0=Ej1¢,,9dg (3.173)
(cely prostorovy uhel je 47r). Element prostorového thlu ve sférickych soutadnicich je

di, dl s
dg=d_f= 2 o _rde rszmg(w:sinﬁd(pd&; (3.174)
r r r
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cos@dw|dQ.
{J 22 exp ha)/kBT)—l }

Vztah budeme integrovat pies celé frekvencni spektrum a ptes vnéjsi prostorovou polo-
kouli:

ar r2c? exp(ha/kgT) -

1 (/221 B 0)3
[=— j j LcosOsing dp |d6 |do.
[VAN(J

Integrace pres uhly je trivialni a dava

1= U T w w
ar’c? | exp(haw/kgT) -

Jako posledni krok provedeme substituci x = h@/kgT :

I = kg T“]‘o X’ dx = kg 4.”_4= kg T

an’ exp(x)=1  4n’z?c? 15 60n’c?
Vypocet integralu naleznete v dodatku G2. Vysledkem je znamy Stefantiv-Boltzmannav
zakon

nzké

> I=0T";
6013c?

=58x10°Wm2K™. (3.175)

Poznamka: Pfi odvozeni Planckova zédkona jsme vahovy faktor odvodili spojité.
Fotony jsme si ale mohli ptredstavit jako stojaté viny v krabici ve tvaru kvadru,
které maji vinové vektory ve smeru soufadnicovych os a uzly na hranicich kvadru.
Vysledek by byl stejny jako pfi naSem odvozeni.

¢ Priklad 56: teplota Slunce

Urcete povrchovou teplotu Slunce, vite-li, Ze maximum vyzafovani je na vlnové délce
500 nm.

Reseni: Podle Wienova zakona je povrchova teplota rovna

b

T = ~5800K.

ax

Horké hvézdy vyzatuji obecné na kratsi vlnové délce. Typické modré hvézdy maji po-
Vrchovou teplotu pfes 9 000 K, Zluté a zelené hvézdy okolo 6 000 K, éervené hvézdy
Clovek s povrchovou teplotou cca 310 K vyzafuje pfiblizné jako Cerné teleso S maxi-
mem vyzafovani na vinové délce 10 um. V této oblasti musi byt proto maximalné cit-
liva ¢idla pro detekci osob.
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¢ Piiklad 57: vykon Slunce
Naleznéte celkovy zativy vykon Slunce, znate-li jeho povrchovou teplotu 7= 15 800 K.

ReSeni: Zativy vykon Slunce uréime ze Stefanova-Boltzmannova zikona:
R =1IS=oT*47R2 = 4x10%° W . (3.176)

Obrovska hodnota zafivého vykonu Slunce je dana jeho velkou hmotnosti. V praméru
produkuje jeden kilogram slune¢ni hmoty vykon velmi maly. Pfi hmotnosti Slunce
2x10%" kg jde pouze 0 0,0002 W/kg. >

4 Priklad 58: slune¢ni konstanta
Urcete intenzitu slune¢niho zafeni v okoli Zemé.

Reseni: Sluneéni konstanta je intenzita slune¢niho zafeni (energie kolmo dopadajici na
jednotkovou plochu za jednotku ¢asu) nad atmosférou nasi Zemée. Tuto veli¢inu mi-
zeme spocitat jako podil celkového vykonu Slunce a celkové plochy povrchu koule
prochézejici Zemi se stfedem ve Slunci:

K

—=L4kwm™. (3.177)
47Z'RZS

[Z:

U nasi Zemé dopada na kazdy metr ¢tverecni plochy, kolmo postavené ke Slune¢nimu
zafeni, vykon 1,4 kW. Tento ohromny vykon je pfimo vyuZzivan ve sluneénich panelech
kosmickych sond a ve slunecnich elektrarnach. Pii povrchu Zemé je tento vykon sniZzen
rozptylem v atmosféfe. Kromé jaderné energie pochazi veskera bézné dostupna energie
na Zemi ze slunecni energie. Dopadajici vykon slunecniho zafeni je napiiklad castecné
absorbovan rostlinami a pomoci fotosyntézy ukladan do energie chemickych vazeb. Po
mnoha letech je tato energie zpétné vyuzita pfi spalovani uhli, nafty nebo benzinu. Do-
padajici zateni zplsobuje také odpafovani vody z povrchu Zemé a umoznuje tak vodni
kolobéh. Proto i energie vyuzivana ve vodnich elektrarnach ma praptivod ve slunecni
energii. b

¢ Priklad 59: teplota planety

Urcete rovnovaznou teplotu planety ve vzdalenosti d od matetské hvézdy, jejiz teplota
je T. a polomér R.. Planeta ma odrazivost povrchu (albedo) 4.

ReSeni: Nejprve uréime zafivy vykon hvézdy, ktery je dan Stefanovym-Boltzmanno-
vym zékonem:

P =15 =0T, 4nR} .
Spoctéme intenzitu hvézdného zafeni na obézné draze planety, tedy ve vzdalenosti d
(hvézda vyzatuje do celého prostoru, tj. budeme uvazovat povrch koule o poloméru d):
p. oT!4nR? oT!R?

C4zd? 4Amd® 4P

Ip

Toto zateni bude planeta absorbovat pfiblizné primétem svého povrchu otoceného ke
hvézde, z celkového dopadajiciho zafeni se cast 4 odrazi a (1-4) pohlti. Vykon pohlco-
vany planetou tedy bude:
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5 oT/R?
Pp = (1= M)lp 7RG = (1- A)—5—7R} .
d

Nyni sestavime celkovou energetickou bilanci planety za ptedpokladu, Ze nema jiny
zdroj energie. Pohlceny vykon se vyzatuje celym povrchem planety dle Planckova resp.
Stefanova-Boltzmannova zakona:

Pp =0Ty 47R}
452
* sk

2

d
_a=4 (R
o ={—, \/;T*. (3.178)

NaSe Zemé ma albedo kolem 0,25 (75 % zafeni pohlti) a rovnovéazna teplota vychazi
ptiblizné 280 K.

(1-A4) ZRE = oTy AnRE ,

¢ Piiklad 60: zafeni husté jako voda
Urcete, pii jaké fazi expanze vesmiru (pii jaké teplot€) meélo zafeni hustotu stejnou jako
voda.

ReSeni: Mezi hustotou hmoty a energie plati jednoduchy vztah plynouci z Einsteinovy
formule

PE = Py (3.179)

Hustota hmoty py bude odpovidat hustoté vody. Hustotu energie zafeni urcime z toku
energie, ktery je dan Stefanovym-Boltzmannovym zdkonem:

4
pp =L (3.180)
C C

Porovnanim obou vztahti ur¢ime teplotu vesmiru, pfi které mélo elektromagnetické
zafeni hustotu stejnou jako voda:

3
T=1PM _gy108 K.
(o2

Vesmir mél tuto teplotu asi 4 minuty po Velkém tiesku a praveé se v ném zacinaly tvofit
prvni lehké prvky. J

¢ Priklad 61: energie fotont pii expanzi

Urcete zavislost hustoty energie fotonti na expanzni funkci vesmiru.

ReSeni: U soustavy nerelativistickych fermionti jsme ziskali mezi tlakem a hustotou
energie vztah p =% u, pro fotonovy plyn vyslo p = u, v klasické mechanice je p = u.
Proto se n¢kdy zavadi obecny vztah mezi tlakem a hustotou energie ve tvaru

p=wu, (3.181)
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kde je parametr w charakteristicky pro danou entitu. Snadno ur¢ime pokles hustoty
energie zafeni (w = 1/3) s rostoucimi rozméry tepelné izolovaného systému (naptiklad
celého vesmiru, ktery nema zadné okoli). Pro dQ = 0 zlstane z prvni véty termodyna-
mické jen.

dU =-pdV,

duV)= —%u dr.

Piedpokladejme, Ze je objem roven tfeti mocniné rozmérd (u vesmiru jde o tzv. ex-
panzni funkci), tj.

duR®) = —%u dR?,

R du+3R*udR+u R*dR =0,

%+4d_R:

0,
u R
nuR* =K,
1
u-—r. (3.182)
R

Hustota energie zafeni (resp. astice s nulovou klidovou hmotou) klesa jako u ~ 1/R*.
To je dano tim, Ze s rostoucim objemem klesa hustota jako 1/R°, ale navic se pii ex-
panzi prodluzuje vlnova délka fotont, ktera expanzi vesmiru ,sleduje”. Tim se dale
snizuje energie fotontl (je umérna 1/1) a vysledny pokles je roven 1/R*.

O fyzice fermionil a bosontl se mtizete dozveédét vice informaci v publikacich [43], [44].

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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3.8 Fluktuace a entropie

3.8.1 Fluktuace

V minulych kapitolach jsme zavedli stfedni hodnotu dynamické proménné A stfedova-
nou ptes soubor
(A)=>" 4w, .
n

Definujme nyni odchylku veli¢iny 4 od stfedni hodnoty
Ad = A-(4). (3.183)

Stfedni hodnota odchylek je samoziejmée nulova (je zhruba stejn¢ kladnych i zapornych
odchylek od stfedni hodnoty):

(A4)=0. (3.184)

Chceme-li pfesto znat primérnou velikost odchylek, musime primeérovat bud’ absolutni
hodnoty odchylek, nebo kvadraty odchylek (primér z kvadrata je tfeba samoziejmé na-
konec odmocnit, aby mél vysledek stejny rozmér jako ptivodni veli€ina):

=) =[] o159

Druha z veli¢in se nazyva stredni kvadraticka fluktuace veli¢iny A. Velky vyznam ma
ve statistice i sama neodmocnénd veli¢ina (prumér z kvadrati odchylek, rozptyl, vari-
ance nebo druhy centralni moment veliCiny A):

varAE<(AA)2>=<(A—<A>)2>=<A2_2A<A>+<A>2>
()2 AP ) = ()

Tedy plati:
vard=<(Ad)Y > = < A> >—< 457, (3.186)

Fluktuace rtznych fyzikdlnich veli¢in tzce souvisi s dilezitymi charakteristikami
systému. Napftiklad fluktuace velikosti rychlosti v souvisi s teplotou, fluktuace energie
E souvisi s tepelnou kapacitou, fluktuace poc¢tu ¢astic N s kompresibilitou systému
(0VIdp) a fluktuace magnetizace M (hustoty dipolového momentu) se susceptibilitou
(OMJoH). Tyto charakteristiky systému lze relativné snadno experimentalné¢ méfit. Pri
pocitacovych simulacich je naopak snadné sledovat fluktuace simulovanych velic¢in
a z nich usuzovat na mérna tepla, kompresibilitu a susceptibilitu systému. Naleznéme
nyni varianci velikosti rychlosti.
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Fluktuace rychlosti

Odvod’'me nyni vztahy pro variance (rozptyly) velikosti rychlosti a kvadratu rychlosti.
Vyuzijeme pfi tom hodnotu stfedni kvadratické rychlosti a stfedni rychlosti ze vztahu
(3.79), vyssi mocniny rychlosti ziskame pfimou integraci pies Maxwellovo rozdéleni:

3kgT  8kgT kgT
Varv=<vz>—<v>2=vﬁv—vsz= B- BT _(3-8/m)B-.
m m
2 2 2
T T T
varv? =<v? > - <v? >2:15(klj —9(klj :6[1{L) .
m m m
Obe¢ variance tedy uzce souvisi s teplotou:
kgT
> varv = (3-8/7)—B=; (3.187)
m
2
kgT
> varv? =6(Lj . (3.188)
m

Fluktuace energie
Spoctéme z definice tepelnou kapacitu pii stalém objemu

_oU _ 9 _ 9 FTV) - E,(V)
=5 T aT(ZE”W”J ar(%E"(V)e"p[ kT D

n

oF
S ke = (F=Ey)ky

F-E
Cy=>E exp{ 1 }
ol (kpT)? kpT

~SkpT —(F —E, ) kg
C,=> E .
g Z [ (kyT)’ JW”

Ziskany vyraz rozdélime na jednotlivé Cleny a ze souctu vytkneme veliCiny, ptes které
se nesCita:
S

F
Cp =——NEw, - —=>E,w, +
V kBTnnn kBTZZn:nn

1
kpT?

ZE,%W,I.
n

Nyni jsou jiz upravy jednoduché:

F 1
¢ =-Su U + <E'> =

kgT kg T? kg T?

kg T? kg T? kg T?

C, = —(F+TS)U+<E2> _ ~UU +<E* > <E’>-<E>?
v = = .
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Rozptyl energie proto je
> varE = kgT>Cy, . (3.189)

Po vztazich (3.187) a (3.188) jsme tedy dokazali dalsi z fluktuacnich vztahii. Tepelna
kapacita je dana fluktuacemi energie systému! Kdyby energie nefluktuovala, systém by
meél pii stalém objemu nulovou tepelnou kapacitu.

Disperze dynamické proménné 4

Disperze je bezrozmérna charakteristika fluktuaci (tzv. relativni fluktuace), jejiz kvadrat
je definovan vztahem
2 2
<A >-<A4>
(61 =——7—. (3.190)
<A4>

V Citateli je variance A, ve jmenovateli kvadrat stfedni hodnoty. Pro disperzi energie
snadno ziskame vztah
E>>—<E>? _varE kBTZCV

<
(05)° =
‘ <E>? U? U?

(3.191)

Urceme disperzi energie pro idealni plyn, kde pro pocet stupniti volnosti fje U = fNkgT/2
a CV = kaB/ 2:
1

> Sp - (3.192)

Cim v&tsi podet Castic systém obsahuje, tim mensi fluktuace vykazuje. Systémy
s velkym poctem castic maji minimalni relativni fluktuace celkové energie. Systémy
s malym poctem castic maji velké relativni fluktuace energie.

Fluktuace fyzikalnich veli¢in maji ve fyzice mimotadny vyznam. Sama pfiroda na
nejelementarnéjsi urovni nuti veli¢iny fluktuovat. Mala fluktuace libovolné zobecnéné
soufadnice vede podle Heisenbergovych relaci neurcitosti na velkou fluktuaci odpovi-
dajici zobecnéné hybnosti a naopak. I sama kvantova pole lze chapat jako zobecnéné
soufadnice, jimz pfislusi zobecnéné hybnosti. Ani u poli nelze fluktuace potladit a jsou
jim vlastni. Zodpovidaji za tvorbu virtudlnich pari ve vakuu i za samotnou slozitou
strukturu ¢asoprostoru v malych méfitkach. Fluktuace maji vyznam také v teorii chyb,
pravé fluktuace totiz zpusobuji predpovidatelné chyby méfeni. Dalsi vyznam fluktuaci
je v numerickych simulacich. Sledovanim fluktuaci l1ze zjistovat mérné teplo, suscepti-
bilitu ¢i kompresibilitu systému. Piestoze jsme fluktuacim vénovali relativné malou ¢ast
této ucebnice, maji pro statistickou fyziku mimotadny vyznam.

¢ Piiklad 62: Spektralni ¢ara
Naleznéte profil spektralni ¢ary zptisobeny chaotickym pohybem atomti zdroje.

ReSeni: Pohybuje-li se zdroj zafeni vzhledem k pozorovateli, méni se pfijimana frek-
vence podle Dopplerova jevu

0=, (1+2cosaj=w0 (1+U—Z].
c C
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Je-1i zdrojem zéfeni napiiklad néjaky zahiaty plyn ¢i obalka hvézdy, jednotlivé atomy
se pohybuji riiznymi rychlostmi ve shodé s Maxwellovym-Boltzmannovym rozd€lenim.
Pozorovatel vidi jednotlivé emisni akty frekvenéné posunuté a celkovym vysledkem je
Dopplerovo rozsiteni spektralni Cary. Ze vztahu pro Doppleriv jev urc¢ime fluktuaci
frekvence zateni:

: ()

> w-, :a)ov?z = Aa)zza)%v—; = <Aa)2>:a)%—;:w%k]3—€.
c c me
Nalezli jsme tak kvadratickou fluktuaci (varianci, rozptyl) frekvence. Je imérna kva-
dratu zékladni frekvence a podilu tepelné energie a klidové energie jedné zarici Castice.
Cim chladngjsi plyn zai1, tim uzsi je spektralni ¢ara. Naleznéme nyni piesny profil ary.
Intenzita cary bude dana zafenim, které prichazi k pozorovateli od vSech castic. Frek-
venéni zavislost je zptisobena Dopplerovym jevem. Castice s ur&itou projekci rychlosti
v, do sméru k pozorovateli budou pfispivat k intenzité na odpovidajici frekvenci. Kano-
nickym rozdélenim bude dano mnozstvi Castic s danou rychlosti (a tedy i intenzita na
dané frekvenci):

d/(v,)=Kexp [—mvz2 /ZkBT] dv, .
Rychlost v, ptevedeme na frekvenci pomoci Dopplerova vztahu
o=0y(l+v,/c) = v, =c(@-wy)/ wy

a dosadime do vztahu pro intenzitu:

2
mc? [ -
> dl(w) =1y exp| — do . (3.193)
2UpT| o,

Spektralni ¢ara ziskava vlivem Dopplerova jevu profil Gaussova baliku.

d7/dw

o, w

Obr. 119: Profil ¢ary zplsobeny chaotickym pohybem zdroja.

3.8.2 Entropie

Entropie je veli¢ina, kterou jsme zavedli v termodynamice rovnovaznych procest jako
diferencial tepla vynasobeny integracnim faktorem. Entropie je uplnou diferencidlni
formou. Statisticka fyzika nam poskytla dal$i moznou (statistickou) definici entropie
jako stfedni hodnotu logaritmu pravdépodobnosti (az na nepodstatnou konstantu):

dS=d7Q; S=—kg) w,Inw,.

n
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Tim entropie souvisi s pravdépodobnosti realizace daného stavu systému. Pro entropii
plati velmi zajimavé tvrzeni:

Entropie rovnovazného stavu je extremalni & systém podléhd kanonickému, res-
pektive grandkanonickému rozdéleni < systém je v termodynamické rovnovéze.

Termodynamickou rovnovahou nazyvame stav, ve kterém se systém uz nijak nevyviji
a neexistuji zadné makroskopické toky (ty by byly svédectvim o procesech, jez teprve
vedou k budouci termodynamické rovnovaze). V rovnovaze plati kanonické (grandka-
nonické) rozdéleni a podle predchoziho tvrzeni entropie dosahuje pfi rovnovaze ex-
trému (maxima). Nerovnovazné dé&je v uzavieném izolovaném systému sméfuji
k tomuto maximu a zvySuji neuspofadanost systému. A naopak, pfijmeme-li extremal-
nost entropie v rovnovazném stavu jako vychozi princip, musi platit kanonické (grand-
kanonické) rozdéleni. Dokazme tuto implikaci pro grandkanonické rozdéleni:

S=—kBZW,1 Inw,,
n
Zw” =1,
n
zEan =U,
n
ZNan =N.
n

Jde o hledani extrému entropie za tii vazebnich podminek. Extrémy s vazebnimi pod-
minkami se hledaji metodou Lagrangeovych multiplikatorti. Zavedeme funkeci:

F(Wl,ll,lz,l_g):

=—kg Y w, Inw, +4 [an —1]+/12[2Enwn —UJ+/13 (ZNan —N].
n n n

n

Jde o entropii, k niz jsou pfidany vazby (nulové vyrazy) s multiplikatory A. Nyni bu-
deme zkoumat podminku extremalnosti nové zavedené funkce tfi proménnych.

or

q +02EI +C3Nl
=¢ .
an

=0 = —kBanl—kB+ﬂ,l+ﬂ,2El+/13N[ = wy

Odvozena podminka je skute¢né¢ grandkanonickym rozdélenim. Grandkanonické roz-
déleni je tak pfirozenym zplisobem provazano s extremalnosti entropie. V ptipadé ka-
nonického rozdéleni je pocet Castic konstantni a extremalnost entropie zkoumame jen za
pfitomnosti dvou vazeb. Vysledkem podobné uvahy pro konstantni pocet Castic je ka-
nonické rozdéleni.

Entropicka sila

Predpokladejme, Zze v okoli systému je né&jakda hmotnd Castice, ktera se pohne. Svym
pohybem muze zplsobit narlst entropie systému. Situace mize byt i opacna: zména
entropie systému zpasobi pohyb okolni ¢astice, tedy situaci, pii které na ¢astici pisobi
sila. Energeticka bilance bude:
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TAS = FAx, (3.194)
resp.
F=TVS. (3.195)

Takovou silu nazyvame entropickou silou. Do kategorie entropickych sil patii naptiklad
pruznost gumicky, jez souvisi se zménou entropie pfi jejim natahovani. V roce 2010 se
holandsky fyzik Erik Verlinde pokusil vysvétlit gravitaéni plsobeni jako entropickou
silu zptisobenou kvantovymi projevy mikrosvéta. Ve své teorii se opiral jednak o nardst
entropie a jednak o holograficky princip (tvrzeni, Ze veskera informace o systému muiize
byt zakodovana na ménédimenzionalnim utvaru — naptiklad entropie cerné diry souvisi
s jejim povrchem). Nakolik jsou Verlindeho tvahy utopii, nebo nadéjnou hypotézou,
neni zatim znamé.

“

S S+ AS

Obr. 120: Princip entropické sily.

O entropii se mizete dozvedét vice v publikaci [45]. Verlindeho prace o gravitaci jako
entropické sile je dostupna v archivu Cornellovy univerzity [46].

ooooooooooooooooooooooooooo
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3.9 Magneticky aktivni systémy

3.9.1 Zakladni pojmy

Soustava nabitych castic

Obr. 121: Soustava nabojl v okoli poc¢atku soufadnic.

Predstavme si systém slozeny z N nabitych Castic, které jsou schopné reagovat na vné;jsi
elektrickd a magneticka pole, vytvaret vlastni pole a vzajemné¢ interagovat prostfednic-
tvim téchto poli. Budeme-li chtit illohu fesit v celé §ifi, musime pocitat pole z Maxwel-
lovych rovnic doplnénych o materidlové vztahy (vztahy popisujici jak systém reaguje na
pritomnost poli jako celek) a dale pocitat pohyby cdstic z Lorentzovy pohybové rovnice.
Ozna¢me polohu a-té Castice r, a rychlost a-té castice v,. Soustava ¢astic vykazuje jako
celek dipdlovy elektricky a magneticky moment. Zopakujme v této kapitole nékteré
pojmy z elektfiny a magnetismu, které budeme ke statistickému popisu potiebovat.

Elektricky dipol

Elektricky dipolovy moment pg soustavy Castic je definovan vztahem

> PE =D 0.1, . (3.196)
a

Pro dvojici ¢astic s opaénym nabojem a vzdjemnym polohovym vektorem d da tato
definice vyraz (pro mala d hovotime o elementarnim dip6lu)

Pg =+0r, —Q0r_=Q0(r, —r_)=0d.
Interakce dip6lu s vné€j$im elektrickym polem je dana energetickym pfedpisem

> Wi =—Pg -E . (3.197)

Obr. 122: Elektricky dipdl v elektrickém poli.
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Nejnizsi interakéni energii méa dipol mifici ve sméru intenzity elektrického pole. Za
nizkych teplot nebo v silném poli bude soustava dipoli sefazena ve sméru pole. Pfi
vysokych teplotach a slabém poli bude naopak dochazet k fluktuacim a poloha dipdlu
bude popsana odpovidajicim statistickym rozdélenim.

¢ Piiklad 63: elektrické dipély
Naleznéte rozdé€leni souboru elektrickych dipdli ve vnéjsim poli.

Wit =—Pg -E=—pgEcos@ =

dw(@,0) = K -exp {M} 0 =

B

dw(@,0) = K -exp {M} sinfdpdd =
B
dw(8) = C-exp {M} sin @ dé.
’ >
Polarizaci nazgvame hustotu elektrického dipélového momentu
> P= lim Aﬁ (3.198)
AV—0 AV

Zatimco elektricky dipolovy moment pg je aditivni veli¢ina, vektor polarizace P je in-
tenzivni veli¢ina (hustota, jeZ nezavisi na poctu ¢astic). Materialovy vztah mezi indukci
a intenzitou elektrického pole lze zapsat za pomoci polarizace (polarizace popisuje
reakci systému na elektrické pole):

> D =¢,E + P(E). (3.199)

Pro slaba pole Ize odezvu systému povazovat za linearni a provést Tayloriv rozvoj
vektoru polarizace do prvniho fadu (pouzivame sumaéni konvenci):

P,
P=—~E =¢yk,; E;; 3.200
k=g, T =0k B (3.200)
Iy
Ky _ L% (3.201)
& E)El

Prislusna matice koeficientll se nazyva tenzor elektrické susceptibility. Permitivita va-
kua v definici zajiStuje bezrozmeérnost susceptibility. Vektorove lze psat

P=¢, x-E. (3.202)
Vztah mezi indukci a intenzitou v limité slabych poli dava

Dy =& Ers &k =€0(F + Kyt » (3.203)

D=§-E; &=g(1+%). (3.204)
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Matice &y se nazyva tenzor permitivity. Pole D a E nemusi mifit ve stejném sméru.
V dalsi kapitole uvidime, Ze tenzor susceptibility, a tedy i permitivity, je symetricky.
V homogennim izotropnim prostfedi je matice susceptibility dokonce diagonalni a jeji
vSechny prvky na diagonale jsou stejné. V limité slabych poli plati v tomto ptipadé jeste
jednodussi vztah

D=¢E. (3.205)

Hustota vnitini energie soustavy elektrickych dipola v elektrickém poli je dana vztahem
(plyne z Maxwellovych rovnic, v zakladnich kurzech fyziky jde o hustotu energie kon-
denzatoru)

ug :%ED. (3.206)

V prvni vété termodynamické budeme potiebovat jen diferencial hustoty energie, proto
se mizeme omezit na linearni rozvoj vektoru polarizace
1 &E? ¢
ug =—E-(gE+ gk -E)="C"+-E -k E, (3.207)
2 2 2
duE =goE'dE‘FgoE‘K'dE=€0E‘dE+E‘dP. (3208)

Prvni ¢len souvisi s hustotou energie pole, druhy ¢len odpovida reakei latky (v naSem
pfipad¢ soustavy dipolt) na piiloZené elektrické pole. Tato reakce souvisi s polarizaci
latky a koresponduje s vnitini energii systému

> du=E-dP. (3.209)
Obdobné jako u elektrického dipdlu budeme nyni definovat zakladni vztahy pro in-

terakci magnetického pole se soustavou magnetickych dipola.

Magneticky dipol

Magneticky dipdlovy moment soustavy €astic je definovan vztahem
1
> PMm :EZQH r,Xv, . (3.210)
a

Predstavme si nyni nejjednodussi situaci — jednu nabitou ¢astici obihajici po malé kruz-
nici (tzv. elementarni magneticky dipol).

H 0

Pm

Obr. 123: Magneticky dipd6l v magnetickém poli.

Pro velikost magnetického dipélového momentu (7 oznacuje periodu obéhu, / proud
zpusobeny obéhem naboje) bude podle (3.210) platit

=—Qrv=gﬂ=gﬂ'}"2 =]JS.

PM=Tm =5
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Magneticky dipélovy moment systému stejnych Castic souvisi s celkovym momentem
hybnosti L (hmotnost ¢astice oznacime m,, aby se nepletla s magnetickym kvantovym
¢islem):

= = r, Xv, =—— mor, Xv, =——1L. 3.211
PMm zza: a a ) Oza: 0%a a B 0 ( )

Vzhledem k tomu, Ze je v mikrosvété moment hybnosti kvantovan, je odpovidajicim
zptsobem kvantovan i magneticky moment. Interakce dipolu s vnéjsim magnetickym
polem je dana energetickym predpisem

> Wint =—Pm -B=—4 py-H. (3.212)

Magnetické dipdly, obdobn¢ jako elektrické dipdly, maji snahu se sefadit ve sméru

s

vého momentu

> M= lim 2PM (3.213)
AV—0 AV

nazyvame magnetizace. Zatimco magneticky dipélovy moment py; je aditivni veli¢ina,
vektor magnetizace M je intenzivni veli¢ina (hustota, jeZ nezavisi na poctu ¢astic). Ma-
terialovy vztah mezi indukci a intenzitou magnetického pole lze zapsat s pomoci vek-
toru magnetizace (magnetizace popisuje reakci systému na magnetické pole):

> B = 1o [H + M(H)]. (3.214)

Pro slaba pole lze odezvu systému povazovat za linedrni a provést Taylortiv rozvoj
vektoru magnetizace do prvniho fadu (pouzivame sumacni konvenci):

oM,
M, =Sk =y Hy 3215
k a8, 1= Xk Hy ( )
oM,
| 2 =—*% 3.216
X 3H, ( )

Prislusna matice koeficientli se nazyva tenzor magnetické susceptibility. Vektorove lze
psat

M=% H. (3.217)

Vztah mezi indukci a intenzitou v limité slabych poli dava

By =y Hy s ity = o (Opg + Xir) - (3.218)

B=ji-H; fi=u(i+%). (3.219)

Matice py se nazyva tenzor permeability. Pole B a H nemusi mifit ve stejném smeéru.
V dalsi kapitole uvidime, Ze tenzor susceptibility, a tedy i permeability, je symetricky.
V homogennim izotropnim prostfedi je matice susceptibility dokonce diagonalni a jeji
vSechny prvky na diagonale jsou stejné. V limité slabych poli plati v tomto pfipadé jeste
jednodussi vztah

B=uH. (3.220)
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Hustota vnitini energie soustavy elektrickych dipolti v magnetickém poli je dana vzta-
hem (plyne z Maxwellovych rovnic, v zékladnich kurzech fyziky jde o hustotu energie
civky)

. :%HB. (3.221)

V prvni vété termodynamické budeme potiebovat jen diferencidl hustoty energie, proto
se miizeme omezit na linearni rozvoj vektoru magnetizace

2
H
g =20 (H+goH) =2 Aoy, (3.222)
2 2 2

Prvni ¢len souvisi s hustotou energie pole, druhy ¢len odpovida reakci latky (v nasem
pfipadé soustavy dipold) na pfilozené magnetické pole. Tato reakce souvisi s magneti-
zaci latky a koresponduje s vnitini energii systému

> du =gty H-dM . (3.224)

3.9.2 Magneticky aktivni materialy

Prvni véta termodynamicka a volna energie

Pro interakci elektrickych a magnetickych poli se systémem zname jen hustotu vnitini
energie. Proto budeme muset i prvni vétu termodynamickou piepsat do hustot. Za-
ved'me

u=g; s=£; f=£; n=ﬁ. (3.225)

14 14 14 14

Postupné jde o hustotu vnitini energie, hustotu entropie, hustotu volné energie a kon-
centraci ¢astic. Pozor na kolize tohoto zavedeni. Pismen abecedy je zalostné malo, a tak
v mistech, kde je vyznam veliiny ziejmy, pouzijeme k oznaceni i pismeno, které ma jiz
jiny vyznam (typické kolize: magnetické kvantové ¢islo — hmotnost, elektricky dipolovy
moment — hybnost, hustota volné energie — pocet stupnid volnosti, hustota hmoty — hus-
tota pravdépodobnosti atd.). Pfeved’'me do hustot prvni vétu termodynamickou (3.7) pro
konstantni pocet castic:

1
du=Tds——pdV.
% p
Objem neni intenzivni veli¢inou a jeho vyskyt ve vztahu pro hustotu energie je nepfija-
telny, proto ho vyjadiime za pomoci hustoty hmoty:
4 _dp
voop

Prvni véta termodynamicka (zapsana v hustotach) bude mit nyni tvar:

pV=M = pdV+Vdp=0 =

> du=Tds+2dp. (3.226)
yoj



318 Statistickd fyzika

Nyni pfejdéme k elektricky a magneticky aktivnim systémim. Na pravé strané ptibudou
vnitini energie systému v elektrickém a magnetickém poli (3.209) a (3.224):

> du=Tds+LZdp+E-dP+ goH-dM . (3.227)
P

V zakonu zachovani energie se objevuji dalsi ¢leny vyjadiujici, Ze systém muze konat
praci elektricky a magneticky. Nezapomerite, ze posledni ¢leny jsou skalarnim soudi-
nem, tj. kazdy znich je souctem tii ¢lenti. Proved'me ztplnéni diferenciali prvniho,
tretiho a ¢tvrtého ¢lenu na pravé strané:

du-Ts—E-P—goH-M) = —sdT +2dp—P-dE - ygM-dH .
P

Ziskavame tak vztah pro hustotu volné energie a jeji diferencial:

f=u—-Ts—E-P—uH-M;
df =—sdT+£dp-P-dE - yyM -dH ; (3.228)
P

S =/, p,EH).

Derivace hustoty volné energie podle jejich proménnych daji jednotlivé koeficienty
diferencialu:

1
Znalost hustoty volné energie umoziiuje zjistit hustotu entropie, stavovou rovnici, vek-
tor polarizace a vektor magnetizace, tedy reakce vyvolané v systému vné&jSimi poli.
Posledni dvé relace jsou vektorové, ve slozkach maji tvar

A N Y)

% = = 7

OE; ol

Pomoci vztahi (3.201) a (3.216) mizeme z hustoty volné energie urc€it i tenzory elek-
trické a magnetické susceptibility

1 9%f 1 %f
__ L : L9 3.230
Kl =) aEk aEl Akl Ho aHk aHl ( )

a samoziejmé podle vztaht (3.203) a (3.218) i tenzory permitivity a permeability:

32 f

— My = MO, —L (3.231)
9E, OE; k1 = HoOu .

&1 =€90 — .

kl 0C%kl B Hk P Hl
Na prvni pohled je patrné, ze ob¢ susceptibility, permitivita i permeabilita jsou symet-
rické tenzory, jak jsme jiz diive avizovali. Znalost hustoty volné energie nam umozni
vypocet zékladnich charakteristik systému, a to jak termodynamickych, tak elektrickych
a magnetickych.
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Stiredni kvadraticka fluktuace magnetizace

Uvazujme jen magneticky aktivni materidl. Odvozeni provedeme diskrétné, magneti-
zace souvisi s momentem hybnosti ¢astic a ten je kvantovany. Jednotlivé mozné stavy
magnetizace budeme indexovat indexem 7.

w, = exp| B(F —Wy)| = exp[ B(F + 1ty V M, - H)] . (3.232)

Stfedni hodnota magnetizace bude dana vztahem

<M>=>"M,w, . (3.233)

n

Naleznéme susceptibilitu, pro jednoduchost jen v jednorozmérném problému:

8<M>

YT [ZM exp| Bf(T,H)V + B oM, VH]J

x= Z[M ﬂ( V+ugV M, jexp[-“]j~

Podobné¢ jako jsme postupovali u odvozeni fluktuace energie, oddélime jednotlivé cleny
a vytkneme ze souctu veliciny, ptes kter¢ se nescita:

x= (M, B(~tg <M >V + 1M, V) w,);
n
X= _ﬂ:u0<M>VZMan + ﬁ:uOVZMr%Wn;
n n

x=—fBuV<M > 4 B VaM?>;
7= ﬂyoV(<M2 >—<M >2).
Ziskali jsme tak jednoduchy vztah mezi susceptibilitou a fluktuaci magnetizace:
> 7= ﬁ,uOV(< M*>—<M >2) = BuyV varM . (3.234)

Dokaézali jsme tak dal$i z velmi dtilezitych fluktuacnich vztaht.

Zdroje magnetického momentu, Landéuv faktor

Zdrojem magnetického momentu ¢astice muze byt jak orbitalni (L), tak spinovy (S)
moment hybnosti ¢astice. Jak se viibec v kvantové teorii séitaji dva momenty hybnosti?
Uved'me jen ptehled vysledkll pro dva momenty oznacené L a S bez ohledu na to, co
znamenaji:

L L=Jl(l+1)h Ly=m; h; mp =—1—=1+1,...,1-1,1
S S=4s(s+) h Sy =mgh; mg=—s,—-s+1,...,s=Ls

J=L+S J = ](j+1)h, J3:th; mJ=—j,—j+l,...,j—1,j
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samo vysledné kvantové ¢islo j mize nabyvat hodnotj=|/—=s]|, ...,/ +s.

I neutralni Castice (napfiiklad neutron) mize byt zdrojem magnetického dip6lového
momentu, za ktery odpovida nenulovy spin. Magneticky dipolovy moment (3.211) je
modifikovan takto:

Pm=¢& 2 J. (3.235)
2m0
Veli¢ina J je celkovy moment castice a faktor g je charakteristicky pro konkrétni Cas-
tici:
g=-2; elektron,
g=+5,68; proton,

g=-3,86; neutron.

Trochu slozitéjsi je situace v takovém systému, jakym je cely atom. Zde dochézi k LS
vazb¢ — interakci kolektivnich orbitalnich a spinovych stupiiti volnosti celého systému.

+ J+D+s(s+D)=I(I+1)
2j(j+D

anazyva se Landéiv faktor. Pro zajemce zde naznacime odvozeni tohoto faktoru.
V kvantové mechanickém Hamiltonidnu popisuje interakci atomu s vnéjsim polem ¢len

g=1 (3.236)

Hiy = const (L +28)-H.

Koeficient 2 u spinového momentu je dan anomalnim magnetickym momentem elek-
tronu. V ¢asovém primeéru prispivaji k interakci z orbitalni i spinové ¢asti jen slozky
rovnobézné s celkovym momentem J. Naleznéme proto projekci kombinace vektorti
L+2S do celkového momentu J:

|9)(J|L+2S)  J-(L+2S) J

Py(L+2S)= o g

Tuto projekei se pokusime pievést na kvadraty velikosti zdkladnich momentii J2, L*, S*:

J~(J+S)J_J2+J~SJ_J2+(L+S)-SJ_J2+S2+L~SJ

Py(L+28S) =
J? J? J? J?

Clen LS urdime z rovnosti J* = (L+S)* = L* + 2LS +5°. Vysledek je

Py(L+28)=

JP4S*+(JP-12-8%)/2 . 3J%+8*-I7 J2+8*-17
3 J= 3 J=|1+ 3 J.
J 2J 2J

Vyuzijeme-li nyni kvantovani téchto veli¢in, mame vysledek

j(j+1)+s(s+1)—l(l+1)jJ
2j(j+1)

Faktor v zavorce je pravé Landéuv faktor, ktery multiplikativné modifikuje celkovy
moment hybnosti J v disledku LS vazby.

Py(L+28) = (1+
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Interakce magnetickych momentii

Energie interakce magnetického momentu s vnéj§im polem je dana vztahem

Wit = —pPm-B = - g—Q J-B. (3.237)
2m0

Moment J bude mit snahu orientovat se bud’ ve sméru vnéjsiho pole, nebo proti sméru
pole, podle znaménka faktoru g. Cely vyraz se asto pise v podobé

0 0 On
Wimz—g—2 JB=—g—m;hB=—m; g—B.
mo 2m0 Zmo

Zlomek ve vyrazu se nazyva Bohritv magneton ug (ptredpokladame, Ze jde o elementarni
naboj O =e) — znaménko je nepodstatné, protoze magnetické kvantové Cislo m;

probiha zaporné i kladné hodnoty.

eh .. . .
| 2 Wit =mygupB; Up EW’ my;=—j,—j+1...,j-Lj. (3.238)
0

Pro systém magnetickych momentii musime uvazit i interakci momenti mezi sebou
a namisto indukce magnetického pole je vyhodna intenzita pole, ktera souvisi s volnou
energii systému:

Wint =ZWO(pavpb)_gﬂ0%ZJa'H- (3.239)
a,b 0 ¢4

Zeemaniiv jev

Ve vngj§im magnetickém poli se pivodné jedna energeticka hladina rozstépi podle
vztahu (3.238) na 2j+1 podhladin. To vede na Stépeni spektralnich ¢ar nazyvané Zeema-
nitv jev. Rozdil energie dvou sousednich podhladin je AE = gugB, ztohoto vztahu
miizeme snadno urcit vzdalenost mezi rozstépenymi ¢arami.

Magneticka rezonance

Systém magnetickych dipdlt ve vnéjsim magnetickém poli je schopen pohlcovat kvanta
elektromagnetického zafeni, ktera odpovidaji rozdilu energetickych hladin interakce
dip6lu s vn&jsim polem. Prochazejici elektromagnetické pole vlastné zptsobuje pie-
skoky magnetického dip6lu mezi stavy s riznym m;. Energetické spektrum (3.238) je
ekvidistantni a rezonan¢ni (pohlcované) fotony tak musi spliiovat relaci:

h,e, =gHpB .

Snadno dopoc¢teme rezonanéni frekvenci

1,44 MHz T! pro atom,
fres =KB; K= L (3.240)
0,76 kHzT™ pro jadro.
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Magneticka rezonance se vyuziva jako Uspésna zobrazovaci metoda. Pfedmét je vnofen
do pole B a ozafen elektromagnetickym zafenim rezonancni frekvence. Rezonance na
celych atomech (respektive jejich obalech) se nazyva elektronova magneticka rezo-
nance (EMR) a rezonance na Casticich jadra jaderna magnetickd rezonance (NMR —
Nuclear Magnetic Resonation).

Curietiv zakon

Uvazujme nyni nejjednodussi mozny systém slozeny z N elementarnich magnetickych
dipolt, které mohou mit jen dvé projekce magnetického dipdlového momentu +up/2
(jsou naptiklad tvofeny Casticemi se spinem '2). Interakce jednoho dipolu s vné&jSim
magnetickym polem ma jen dvé mozné energetické hodnoty:

Ve skaldrnim soucinu se uplatnila jen projekce magnetického dipdlového momentu do
sméru pole, tedy jedna ze dvou moznych hodnot. Particni suma jednoho dip6lu bude mit
jen dva ¢leny:

H H H
z=exp +M + exp _ Hols T =2chM .
2kgT 2kgT 2kgT

Particni suma soustavy N vzajemné neinteragujicich dip6li bude
I N
VA N = ZN =|2ch M .
2kgT

Standardnim zplGsobem urc¢ime hustotu volné energie a z ni magnetizaci, susceptibilitu
a permeabilitu:

f:—%kBTanN :—N];BTlnPch[Mﬂ,

2T
H
_ L oS Mg | FotsH | (3.241)
Uy OH 2 2T
2 2
__Lof = HoHB 2 |::U0/UBH:| ’ (3.242)
Mo 9H?  4kgT 2kgT
2 2.2
p= gty - 9L =y 40 FOHB o2 | Mok (3.243)
JH? AT 2kgT

I takto jednoduchy systém (dvé moznosti orientace elementarnich magnetti) ma neline-
arni chovani. Magnetizace neni linearni funkci intenzity pole, ale obecnou funkci
M= M(H). Magnetizace vykazuje pii vysoké intenzité¢ pole a nizké teploté saturaci
(ziskd maximalni hodnotu nezavislou na velikosti intenzity pole). VSechny spiny jsou za
téchto podminek zorientovany ve sméru pole. Hodnota saturace je

Mszn,uB/2.
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Provedeme-li linearizaci vztahu pro slaba pole, dostavame

oM N M
OH|,_,  #kgT

M =ZH; (3.244)

0

Susceptibilita je nepifimo imérna teplot¢ magnetika. Tento vztah se nazyva Curieiv
zdkon a plati jen v limité slabych poli. Je pojmenovan podle francouzského fyzika Pierra
Curieho (1859-1906).

M

M
L M

H

Obr. 124: Zavislost magnetizace na magnetickém poli a na teploté.

3.9.3 MriZové modely

At
R S A
RS
Y !

Pripustime-li vice moznych hodnot spinti a jejich interakci navzajem, je vypocet particni
sumy vétSinou nepiekonatelnym problémem. Proto se Casto vyuziva relativné jednodu-
chy model spind lokalizovanych ve vrcholech pravouhlé miize, ktery v mnoha piipa-
dech svym chovanim velmi dobfe odpovida skutecnym materialim. Zpravidla se pted-
poklada, Ze spolu vzajemné interaguji jen nejblizsi spiny v sousednich vrcholech mftize,
takové sousedni vrcholy oznacujeme <a, b>. Interakeni predpis je analogicky vyrazu
(3.239), jen soucet vzajemné interakce probiha pfes nejblizsi sousedy:

Wit = 2, Wo(6,,65) — K Y 6,-H. (3.245)
<a,b> a

Veli¢iny o charakterizuji spinovy moment a jsou umérné magnetickému momentu.
Podle typu vzajemné interakce W rozlisujeme jednotlivé modely.

Isingiiv model

Jde o nejjednodussi mozny model. Spiny mohou nabyvat jen dvou hodnot (napiiklad
»hahoru® a ,,doli*) a interak¢ni energie je dana predpisem (veSkeré koeficienty a kon-
stanty jsou zahrnuty do interak¢nich konstant J a K)

W =—J Y, 0,0,-K D 0,H; oe{-1+1}. (3.246)

<a,b> a
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Hodnota +1 oznacuje spin mifici vzhiiru, hodnota —1 spin mifici dold. Pro J > 0 ptispéji
dva sousedni shodn¢ orientované spiny k energii hodnotou —J , dva opa¢né orientované
spiny hodnotou +J. Pfi nizkych teplotach ma systém snahu zaujmout co nejnizsi energii
a vznikaji proto domény souhlasné orientovanych spini (Weissovy domény). Jejich
teorii rozpracoval francouzsky fyzik Pierre-Ernest Weiss (1865-1940). Pii vysokych
teplotach jsou spiny orientovany nahodné. Jiz tento jednoduchy model vykazuje pro
J >0 zéakladni vlastnosti feromagnetik. Pti nizkych teplotach existuje usporadana fize,
pri vysokych teplotach chaoticka faze. Mezi obéma fazemi nastava fazovy prechod pii
tzv. Curieove teploté 7¢. Pro J <0 jsou pfi nizkych teplotach preferovany nesouhlasné
orientované spiny a systém vykazuje antiferomagnetické vlastnosti. V jednorozmérném
problému je nalezeni parti¢ni sumy i za pfitomnosti vnéjSich poli trivialni zaleZitosti.
Ulohu analyticky vyfesil v ramci své disertaéni prace Ernst Ising (1900-1998) v roce
1925. Ukazal, Ze v linearnim fetézci spint je situace natolik jednoduchd, ze nedochazi
k fazovému prechodu. Ve dvou dimenzich vyfesil problém s pomoci vytfibenych grafic-
kych metod Lars Onsager (1903-1976) vroce 1944. Ve 2D Isingové modelu jiz
Curietv fazovy prechod existuje. Obecné analytické feseni ve tfech dimenzich neni zna-
mé a particni suma, magnetizace a susceptibilita se dohledavaji numericky.

Isingiiv vypocet v jedné dimenzi (1925)

Predpokladejme jednorozmérny fetézec N spini na miizi s periodickymi okrajovymi
podminkami, tedy plati

ON4 =0 (3.247)
Pro parti¢ni sumu bude platit

:BJZ 040441 + ﬁK Z Oy }

b

(3.248)
Nyni provedeme symetrizaci druhé ¢ésti vyrazu
{ﬁJZ 040441 + PK Z (O'a+0'a+1)H}
Z= Ze =l 2a=i =
(3.249)
Zﬂ [ﬁjo-ao-aﬂ + %ﬂK(O-a+O-a+1)H:|
= e .
o a=l
Zavedeme-li matici (g, = *1)
B +BKH B
Ts, 0, = -y K (3.250)

miiZzeme parti¢ni sumu piepsat do tvaru

N
ZN :ZHTO'ao'a-H Z 010, 0'20'3 ’ To'No'l :Tr(TN)- (3251)

o a=l o =%l
Stopa je invariantem a je stejna v jakékoli bazi. V bazi z vlastnich vektord bude mit
matice 7' na diagonale vlastni ¢isla, ostatni prvky budou nulové, tj.
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A, 0
T= = (3.252)
0, A

Zy =TT = AN + 2% (3.253)
Predpokladejme, ze vlastni Cisla jsou sefazena tak, Ze prvni z nich je vétsi. Potom pro
velka N bude platit
Zy =TeTV = AV [1+(/12 /AI)N} ~AV. (3.254)
Kli¢ovou veli¢inou je opét volna energie, kterou uz snadno urcime:
F=—kgThh A =-NkgTIn A, ;
f(n,T,H)=-nkgTIn A\(T,H).

Dale uz standardnim postupem ur¢ime dalsi veli¢iny, zejména magnetizaci M = —0f/0H,
susceptibilitu y = —02f/0H?2, tepelnou kapacitu atd. Magnetizace roste z nulové hodnoty
do maximalni (nasycené¢) hodnoty a jeji pribéh odpovida klasickému feromegnetiku.
Vypocet vlastnich ¢isel matice (3.250) je ptimocary, vyjde

(3.255)

Ays =P ch(BK) £ ch®(BK)-25h(2B.]) . (3.256)

Pottsiv model

Jde o Q stavovy model s podobnym interakénim piedpisem jako Isingliv model:

Wi == 2, JO5,0,5 O€il,....0}. (3.257)

<a,b>

Spiny se mohou orientovat do Q sméri, sousedni souhlasné orientované spiny pfispé&ji
k energii hodnotou —J, ostatni k energii nepfisp&ji. Model ma opét uspotradanou nizko-
teplotni fazi, ve které se vyskytuji domény souhlasné orientovanych spind, a vysoko-
teplotni chaotickou fazi. Obé faze jsou oddéleny Curieovym fazovym prechodem, ktery
probiha pii Curieové teploté 7c. Model je pojmenovan podle australského fyzika Ren-
freye Pottse (1925-2005).

Zqo model
Jde o Q stavovy model s interakci danou kosinem vzajemného thlu mezi spiny:
2r
We =— D Jeos(a, —a); a=-—0; oef{l,...,0}. (3.258)
<a,b> Q

Model ma pro velké hodnoty Q tfi faze: 1) nizkoteplotni usporadanou fazi s typickymi
doménami; 2) ,,soft” fazi pii stfednich teplotach, pti které se sousedni spiny svou orien-
taci li$i jen velmi malo — vznikaji charakteristické viry nebo spinové viny; 3) vysoko-
teplotni chaotickou fazi. Fazovy prechod z nizkoteplotni faze k ,;soft fazi se nazyva
Curieuv piechod (7¢), fazovy piechod ze ,,soft” faze do vysokoteplotni faze se nazyva
Kosterlitziv-Thoulessiiv pfechod (7%). Jde o prechod, pfi kterém je susceptibilita
spojita. Ke ztraté usporadanosti pii prechodu ze ,,soft“ do chaotické faze dochazi diky
pricnym fluktuacim (tzv. Goldstoneovym modim). Piechod opaénym smérem (od
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neuspofadané k ,,soft fazi) lze chéapat jako naruSeni rotacni symetrie, pii kterém se
objevi Goldstoneovy mody fluktuaci. Pfechod je nazvan podle amerického fyzika Johna
Michaela Kosterlitze a skotského fyzika Davida Thoulesse (1934).

Heisenbergiiv model

Jde o spojity model, ktery ptipousti veskeré orientace spinil. Energeticky ptedpis in-
terakce je:
Wie =— . Jeos(a, —a);  ae<0,27). (3.259)

<a,b>

Ttirozmérna varianta se nazyva Heisenbergtiv model, dvojrozmérna varianta se nazyva
XY model. Modely maji jen dvé faze: pro nizkoteplotni ,,soft* fazi jsou charakteristické
dvojice vir a spinové viny; vysokoteplotni faze ma spiny orientovany chaoticky. Obé
faze jsou oddélené Kosterlitzovym-Thoulessovym piechodem. U materidlti tohoto typu
neexistuje fdze s doménami. K Heisenbergovym magnetim patii napiiklad material
oznacovany GSO s chemickym slozenim Gd,Sn,0.

Spinova skla

Jde o materialy, u kterych se vazbova konstanta J 1ii od dvojice spinti ke dvojici. Casto
ma nahodny charakter. Energeticky predpis je

Wik == D Jap [(04.0p) . (3.260)

<a,b>

V takovém materialu neexistuje korelace na velké vzdalenosti. Pro spinova skla je cha-
rakteristickd existence mnoha metastabilnich stavi, jejichz experimentalni studium je
mimofadné obtizné. Numerické simulace umoznuji alespon rdmcové studium téchto
zajimavych materialti. Ke spinovym skltim patii napfiklad material s chemickym sloze-
nim LiHo,Y,F4. Pro vysoky podil holmia jde o feromagnetikum, pro x <0,25 jde
o spinové sklo. Magnetické momenty holmia interaguji témét vyhradé dipolove, energe-
ticky predpis je obdobny Isingovu modelu, ale s chaotickym chovanim interakéni kon-
stanty. Jinym velice zajimavym materialem je sloucenina PrAu,Si,. PiestoZe jde o dobie
usporadanou krystalickou strukturu, pfi nizkych teplotach vykazuje vlastnosti spinovych
skel. Mechanizmem vzniku je tzv. dynamicka frustrace — jev, pfi kterém dynamické
fluktuace v krystalu znemozni korelace magnetickych momenti na vétsi vzdalenosti.
K frustraci dochazi tim, Ze existuje mnoho neslucitelnych zakladnich stavi (s nejnizsi
energii) a jednotlivé silové interakce ,,soutézi” o dosazeni n¢kterého z nich. Vysledkem
je vytuhnuti materialu ve stavu spinového skla s chaotickymi vazebnimi konstantami.
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Obr. 126: Monte Carlo simulace Zy modelu Metropolisovou metodou. Nalevo je vysokoteplotni
chaoticka faze, uprostred , soft” faze a napravo nizkoteplotni domény.
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Hubbardiav model

Ani bouflivé se rozvijejici vypocetni technika neumoziuje simulace elektronovych
systémd s mnoha (napiiklad 10”) elektrony. V takovych situacich se pokousime sledo-
vany systém rozumné zjednodusit. Natolik rozumné, aby jesté popisoval vlastnosti
skutecné latky, kterou chceme zkoumat. Pfedstavme si, Ze elektrony mohou byt lokali-
zovany jen v urcitych mistech, napiiklad ve vrcholech pravidelné mftize. Tak je tomu
titeba v krystalickych latkach, kde je elektron v blizkosti ur¢itého iontu. Nicméné mo-
dely elektronti na mfizi maji mnohem $ir$i uplatnéni a 1ze pomoci nich obecné modelo-
vat systémy se siln€ korelovanymi elektrony, naptfiklad vysokoteplotni supravodice.

K nejjednodussim modeltim tohoto typu patii tzv. Hubbardiv model. Elektrony jsou
kreovany a anihilovany ve vrcholech miize tak, aby jejich chovani odpovidalo energii
systému pii dané teploté. Energie systému se sklada ze dvou odlisnych Clenti:

Wing =—1 Z (ﬁ;rw'ﬁba +ﬁzaﬁa0)+Uz ngthgl s Tao = ﬁ:go-ﬁaa- (3.261)
a

<a,b>,0

Prvni ¢len je dan interakci nejbliz§ich sousedd (soucet ptes vSechny dvojice nejblizsich
vrcholti). Vazebni konstanta této interakce je oznagena f, symbol a' oznacuje kreaéni
operator elektronu se spinem ¢ v daném vrcholu, symbol a anihila¢ni operator. Tento
¢len umoziuje ,,preskakovani ¢i ,,tunelovani® elektrond z jednoho vrcholu mfize do
druhého. Druhd c¢ast energie je souctem pies vSechny vrcholy, symbol n,, znamena
pocet jedincil se spinem ¢ v daném vrcholu. Kladné vazebni konstanta U znamena re-
pulzi elektrond na malych vzdalenostech. Pokud je ve vrcholu jeden elektron se spinem
1 a jeden elektron se spinem |, pfispé&ji k celkové energetické bilanci kladnou hodnotou
U, pokud je ve vrcholu jediny elektron, pfispéje tento vrchol nulovou hodnotou. Za
nizkych teplot jsou preferovany stavy s co mozna nejnizsi energii, tedy jediny elektron
ve vrcholu mfize. Oba energetické Cleny znamenaji v jistém smyslu parovou interakci.
Prvni ¢len se tyka interakce elektrond ve dvou nejblizsich vrcholech miize. Druhy se
tyka interakce dvojice elektroni v jednom jediném vrcholu (coulombicka repulze).
V realnych materialech je podil vazebnich konstant U/t mezi 10 az 50.

+ N }

Obr. 127: Hubbard(v model.

Model navrhl anglicky fyzik John Hubbard (1931-1980) v roce 1963 k popisu cho-
vani elektroni v pevnych latkach. Pomoci Hubbardova modelu I1ze snadno simulovat
prechod latky mezi vodivym a nevodivym stavem. Dnes se model vyuziva k popisu
chovani ultrachladnych atomti zachycenych v optické mfizi (pravidelné se stiidajici mi-
nima a maxima elektrického potencialu, jez vznikla interferenci dvou nebo vice lase-
rovych svazki). Piivodni model byl navrzen pro dva fermiony, pozdéji se objevila i bo-
sonova varianta Hubbardova modelu a rtizné dal$i uzitecné modifikace. Modely se
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nemusi omezovat na pravothlou miiz, interakce nemusi probihat jen mezi nejbliz§imi
sousedy, ale napfiklad i mezi sousedy na uhlopficce s vazebni konstantou ¢ ', uvazuji se
modely v mnoha dimenzich atd.

t-] model

V roce 1977 polsky fyzik Jozef Spatek (*1945) upravil Hubbardiv model pro velké
hodnoty interakéni konstanty U do podoby se dvéma parovymi interakcemi mezi nej-
bliz§imi vrcholy mfize:

I/Vint =—1 Z (éZGébO'+ézo-éaO')+JZ(Sa 'Sb_nanb/4)§
<a,b>,0 a
212

Coo =hyg(l=ny5)s  ng=ngp+n, 5 J = (3.262)

_(at A At oa
S, = (aaTabi’aa¢abT’(”aT —na¢)/2)

Model byl nazvan podle oznaceni vazebnich konstant téchto interakci jako tzv. t-J mo-
del. Clen s vazebni konstantou ¢ je podobny prvnimu ¢lenu Hubbardova modelu. Druhy
¢len s vazebni konstantou J=27/U obsahuje skaldrni sou¢in dvou sousednich spind,
obdobné jako Heisenbergiv model. Operatory ¢ a ¢ vystupujici v modelu se nazyvaji
projekce anihila¢niho a krea¢niho operatoru. Pomoci tohoto modelu se podatilo vysveét-
lit chovani Mottovych izolatorti v¢etné jejich feromagnetizmu. Mottovy izolatory jsou
nevodivé materidly, které by podle standardni pasové teorie mély byt vodici. Nevodi-
vost je zplsobena parovymi interakcemi elektron-elektron, které pasova teorie neuva-
zuje. Jev se vyskytuje za nizkych teplot napiiklad u NiO nebo CoO. Pozdégji se t-J mo-
del stal usp&Snym i pfi vysvétleni vysokoteplotni supravodivosti keramickych materidli,
naptiklad La,_,Sr,CuQ,, kterou objevili Karl Allex Miiller a Johannes George Bednorz
v roce 1986.

Vice se o modelech magnetickych systémt mizete dozveédet z publikace [47]. Statis-

ticka fyzika je mimoradné rozsahlou fyzikalni oblasti a jeji pocetné aplikace jsou za
hranicemi moznosti této ucebnice.
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Dodatek A - Einsteinova sumacni
konvence a jeji pouziti

A1 Einsteinova sumacni konvence

Vyskytnou-li se ve vyrazu dva stejné indexy, potom pfes né¢ automaticky scitame. S¢i-
taci indexy budeme oznaCovat malymi pismeny abecedy (i, j, &, ...):

N
aby +azby +---+ayby =D apby = aiby . (A1)
k=1
Na oznaceni s€itaciho indexu nezalezi, mizeme ho libovolné ménit:
ayby = aiby = a,b, = aiby +aby +---+anby . (A.2)

V nasledujicich ukazkach si peclivé prohlédnéte pouzivani sumacni konvence. Soucasné
si pritom zopakujete n¢které jednoduché pojmy z matematiky. Zamérné v riznych ukaz-
kéch pouzivame rizné oznaceni s¢itacich indexd, jedin€ tak si na tuto uzitecnou symbo-
liku zvyknete.

Skalarni sou¢in dvou vektoru
a= (al,az,...,aN); b= (b],bz,...,bN);

(A3)
a-b=ab +ayby +---+ayby =a;b; .
Divergence
T = 0.5.5) ;
] (A4)
divT :%_’_ai_’_ai:a_z-
axl aX2 8x3 axl»
Maticové nasobeni
A={a;f:  B={b;]
(A.5)

N
{AB},; = Daub; = ayb;.
k=1

Volné indexy jsou indexy, které se nachazeji na obou stranach rovnosti (zde i, j). Pres
volny index se nescitd. Nemy (vdazany, scitaci) index je dvojice stejnych indexl v jed-
nom matematickém ¢lenu, pfes ktery se scita (zde k).
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Maly kone¢ny prirtistek funkce jedné proménné
Mg¢jme funkci jedné realné proménné f{q), ktera hodnot¢ ¢ pfiradi hodnotu f:

| 2 f9: g—>f1; potom Af’ E%Aq. (A.6)

V matematice platnost této aproximace presné definuje tzv. Lagrangeova véta o prirtst-
ku. Ukazme si jeji pouziti na ptikladu koule o poloméru r, jejiz objem je

V(r) = %ﬂr3 . (A7)
Polomér koule zménime o Ar. Jeji objem se pro mala Ar pfiblizn€ zméni o hodnotu
A=Y ar=amar (A.8)
r

Interpretace je ziejma: 4zr2 je plocha koule o poloméru r a Ar je tloustka této plochy.
Soucin predstavuje zménu objemu koule.

Maly konecny pririistek funkce vice proménnych
Méjme funkci vice realnych proménnych f (ql’qz,...qN ), ktera hodnotam q ptifadi hod-
notu f:

S@snan)s Gy > S (A.9)

Lagrangeovu vétu o prirstku této funkce mizeme jednoduse zapsat (bez ¢lenti vyssiho
fadu)

> A = af 1+iAq2+'”+iAqN :aiAqk (A.10)
3‘]1 g, gy 9

V zépisu jsme na zaver pouzili Einsteinovu sumacni konvenci. Ukazme si, jak tato véta
funguje na zméné objemu valce. Samotny objem valce je funkci dvou proménnych
(poloméru podstavy a vysky):

V(r,h)=mr’h. (A.11)
Pro piirtistek snadno spocitame
av=2 L aq, ~ Y A+ Y A = 2zrhAr 4 AR (A.12)
g, or oh

Prvni ptispévek je od zmény poloméru podstavy, druhy od zmény vysky valce.

C D

Ar

Obr. Al: K vété o priristku
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Infinitezimalni (nekonec¢né maly) prirastek funkce vice
proménnych

Zavedeme-li infinitezimalni zmény namisto malych pfirastkti, dostaneme tzv. prvni di-
ferencial funkce

> df:ai~dq1+~-+ai-dq]v:ai-dqj. (A.13)
g, aq 9q

Poznamka: predchozi vztahy lze preciznéji formulovat pomoci Lagrangeovy véty
o prirtstku a véty o prvnim diferencidlu. Pro naSe ucely vSak postaci si zapama-
tovat, ze Lagrangeova véta se tyka konecného pfiristku a jde o vztah pfiblizny,
zatimco prvni diferencial se tyka nekonecné malého prirtistku a jde o vztah presny.

Derivace sloZené funkce:

Jestlize vnitini proménné g; zavisi na ¢ase, potom ma uplna ¢asova derivace tvar:
f=f1.92,.9n);
> af _Of dav, O day _ o do_ 9 (A.19)

dt odq; dt dqy dt dq, dr dgy

Jak prvni diferencial, tak derivaci slozené funkce si ukdzeme na transformacnim vztahu
mezi polarnimi a kartézskymi soufadnicemi:

x(t)=r()cosp(t),

. (A.15)
Y(6)=r()sing(t)
dx=%dr+a_xd¢=cos(pdr—rsin(0 do,
or o1
(A.16)
dy:a_ydr+a_yd(p:sin(/)dr+r cospdg;
or ¢
X = Fcos@ — r@sing,
(A.17)

y = rsing + r¢cos@.

K symbolice v kartézskych souradnicich

Vénujme se nyni riznym zpusobim zapisu jednoho a téhoz vyrazu. Neni dilezité vahat
nad volbou zplsobu zapisu, ale védét, co zapisy znamenaji. Napiiklad vektor se v tisté-
nych publikacich znaci tuénym fezem pisma, ale na tabuli, kde to neni mozné, se pou-
ziva Sipka nad symbolem:

x=X; ab=ab. (A.18)

Pro = f(x, v) zapisujeme gradienty (prostorovy a rychlostni) také mnoha zptsoby:
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— Ea_fza_fz[a_fafaf}

90X 0x \dx 9y 9z
(A.19)
vy s _(af ar ar)
U av dv, du, Ju,
Prostorovy gradient se ¢asto zapisuje jen v komponentach:
d
a_fzakfzﬁk. (A.20)
Xk

Druhou mocninu velikosti vektoru, napiiklad rychlosti 1ze také zapsat mnoha zptisoby:

vl = v2 = vy = viv; = v%+v%+v32. (A.21)

Naleznéme nyni rychlostni gradient tohoto vyrazu (f(v) = v2):

af 2
5250101 = 6][U]+U]§]l = U[+Ul' = ZUl'. (AZZ)
1 1

Casto se voli rychlejsi, symbolicky zapis (jako bychom derivovali podle symbolu v):

2
Of V" oy (A.23)
v dv
Poznamka 1: Operace gradient mifi ve sméru nejvétsiho naristu dané funkce a je
kolma na izoplochy (plochy konstantni hodnoty funkce). To je patrné z rozpisu.

f(x)=const = aaidxk =0 = Vf.dx=0. (A.24)
X

Vektor dx mifi v izoplose a vektor Vf je na ného kolmy.

Poznamka 2: Symbol V se nazyva ,,nabla“. Nazev zavedl skotsky matematicky
fyzik Peter Guthrie Tait (1831-1901) podle trojihelnikového tvaru asyrské harfy
ze 7. stoleti pt. n. 1. Asyrie byla v severni Mezopotamii. Slovo nabla (Nbl) je z ara-
mejStiny, kterd ho upravila z hebrejského Nev(b)el. Stejny nastroj uz ale znali Su-
meroveé v obdobi 3 100 pf. n. . James Clerk Maxwell razil pro tento operator nazev
,,slope® z anglického slova znamenajiciho spad ¢i sklon. Navrh Taita ale zvitézil.

Poznamka 3: Skaldrni soucin operatoru nabla s vektorovym polem se nazyva di-
vergence pole; div K=V-K = 0K}/0xy. Jde o jednoduchy test, zda ma pole v da-
ném bod¢ zdroj. Pro div K >0 pole v daném bodé vyvera, pro div K <0 pole
v daném misté mizi a pro div K = 0 pole danym bodem jen prochazi.

Poznamka 4: Vektorovy soucin operatoru nabla s vektorovym polem se nazyva
rotace pole; ot K= VxK. Jde o jednoduchy test, zda je v daném misté stied viru.
Musi jit o vektorovy test — tedy tii testy, které souvisi s pohledem na vir ze sméru
souradnicovych os. Pokud je jedina slozka rot K nenulova, je v daném misté stred
viru a jeho osa rotace ma smér vektoru rot K.
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A2 Délkovy element

Délkovym elementem nazyvame kvadrat infinitezimalni vzdalenosti dvou bodi. V kar-
tézském soufadnicovém systému plati Pythagorova véta a je jedno, zda je vzdalenost
konecna nebo infinitezimalni, v obou pfipadech plati pfesny vztah:

A? = AP + N
(A.25)
di? =dx® +dy? .

V polérni soufadnicové soustavé je situace jind. Pro konecné piirtstky plati jen pii-
blizny vztah, nebot’ jsme jednu odvésnu pravouhlého trojuhelniku nahradili obloukem
(viz obr. A2):

Algol = A2 +12AQ7
A s (A.26)
dlpolzdr +rode”;

Pro infinitezimalné malé vzdalenosti pfejdou pfiblizné rovnosti opet v presné rovnosti.

£

Obr. A2: Délkovy element v kartézské a polarni souradnicové soustavé.

V ortogonalnich systémech (soufadnicové sit¢ jsou vzajemné kolmé) lze délkovy ele-
ment vyjadfit obecné vztahem

2 2 2 2
> di” = gy1dgi +g22dg) +g33dg3 (A.27)
v neortogonalnich obecné plati, ze délkovy element je kvadratickou funkei pfirtstka:
> di* = g; dg;dg; . (A.28)

Poznamenejme, Ze plati sumacni konvence. Koeficienty gj; se nazyvaji metrika nebo
metricky tenzor. Pfi jejich uréovani Ize postupovat bud’ geometricky (viz horni obrazek)
nebo z diferencialii transformacnich vztahli pro soutfadnice. Pro polarni soutadnice jde
o vztahy (A.16). Analogicky postupujeme i pro dalsi soufadnicové systémy:
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Polarni souradnice:

¥ reose 42 = dr? +2dg? . (A29)
y = rsing
Sférické souradnice:
X = rcos@sinf
y = rsingsing d? = d&r? +r%d6% +42 sin29d(p2. (A.30)
z = rcos@
Valcové souiadnice:
X = rcose
y =rsing ;  dI? = dr? +r2de? +dz? . (A31)
z = Zz

Kinetickou energii syst¢ému pak mtizeme snadno v zobecnénych soufadnicich urcit za
pomoci délkového elementu ze vztahu:

L1 dr dg;dg; 1 -
T@d) =5 m 5 = 5me c;tzf =2 M8 did; (A32)

Specialné pro piedchozi soutadnice tedy plati:

N S
Kartézské T(x,y,z)=5m(x2+y2+22)

Polarni T(r, i) = L 7 +r2¢°)

> 2 1 (A33)
Sférické T(r,6,7,9,60) = > (% +726° + 2 sin? 6 ¢?)
Valcové T(riv@,2) = %m P +r2¢" +2%)

V jednotlivych soufadnicich se kineticka energie rozpada na soucet ¢lenti odpovidaji-
cich jednotlivym stupiiim volnosti. Naptiklad v polarnich soufadnicich se kineticka
energie sklada z radialni ¢asti T a rotaCni Casti T,.

Poznamka: velikost kinetické energie nemuze zaviset na volbé soufadnicového
systému, kineticka energie je skalarni funkci zobecnénych soufadnic. Dalsi ska-
larni funkci je naptiklad potencialni energie.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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Dodatek B - Lieova algebra

B1 Linearni vektorovy prostor

S pojmem vektoru jste se pravdépodobné setkali poprvé ve fyzice (napfiklad rychlost,
sila). Zde jste vystacili s predstavou usecek opatienych na jednom konci Sipkou, se
kterymi lze provadét dveé operace: skladani vektord (sc¢itani) a natahovani vektorQ (nd-
sobeni skaldrem). Tato pfedstava byla v matematice zobecnéna i na dalsi objekty.

¥ ) +F, F
-05F IF

F,

Obr. B1: Operace s vektory.

Staci pro né definovat séitdni a nasobeni skalarem tak, aby tyto operace zachovavaly
zakladni vlastnosti skladani a natahovani vektorii. Mnozina takovych objektl se nazyva
linearni vektorovy prostor. Ptipomenme si nyni jeho definici ze zakladniho kurzu ma-
tematiky:

Oznacme A4 linearni vektorovy prostor, necht x,y,z € A4 ; R(C) mnozinu realnych
(komplexnich) ¢isel, necht o, g, y € R(C).

Linearni vektorovy prostor

Rekneme, Ze 4 je linearni vektorovy prostor nad mnozinou realnych (komplexnich)
Cisel, jsou-li pro prvky tohoto prostoru definovany operace

oznaceni odkud kam nazev Zapis
v AxA4A — A4 s¢itani (skladani) vektort Z=XTYy
AXR(C) — A nasobeni vektoru skalarem Z=aX

které maji nasledujici vlastnosti:

1) X+ty=y+x, xt(y+tz)=(x+ty)tz,
2) a(xXty)=ax+tay, (a+p)x=ax+pXx,

3) o (fx)=(ap)x, Ix=x,

4) xty=x+z = y=z

Prvni operace fika, ze plati komutativnost (zdménnost) a asociativnost (sdruzovani),
druhd operace definuje linearitu. Na prvni pohled je jasné, Ze tyto vlastnosti maji fyzi-
kalni vektory (napfiklad sila), které umime natahovat a skladat a umime si je predstavit
jako orientované usecky nebo $picaté ty¢e. Na druhou stranu mohou mit podobné vlast-
nosti izcela jiné objekty (matice, feSeni rovnic), pokud pro né tyto operace vhodné
zavedeme. Dilezité jsou vlastnosti objektt, nikoli objekty samotné.
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Poznamka 1: Operace "+" pfifazuje dvéma prvkiim prostoru 4 opét prvek prostoru
A. Pro N-tici ¢isel mize byt operace "+" definovana takto:

X=X, ., XN), Y=F1, -, VN); X+yY=@1HV1, .., XN T VN) -

Poznamka 2: Operace "-" pfifazuje prvku prostoru 4 a redlnému (komplexnimu)
¢islu opét prvek prostoru 4. Pro N-tici ¢isel miize byt operace "-" definovéna takto:
X= (X1, ... ,XN), OX =(0X], ..., AXYN) .

Poznamka 3: V linearnim vektorovém prostoru lze zvolit skupinu linearné neza-
vislych vektort (bazi) tak, ze kazdy prvek prostoru lze napsat jako linearni kombi-
naci prvku baze:

N
> X=Y xe ; {el}l]\il .-+ prvky baze. (B.1)
=1

Veli¢iny x; jsou koeficienty linearni kombinace, nazyvame je souradnice prvku x
v bazi {e;}. Pocet prvkl baze nazyvame dimenze prostoru. Baze musi byt tiplna, tj.
zadny jeji prvek nesmi chybét, jde o maximalni mnozinu linedrné nezavislych
vektort.

B2 Lieova algebra

Linearni vektorovy prostor s operacemi "+" a "-" nazveme Lieovou algebrou, je-1i v ném
navic definovana jesté jedna operace

oznaceni odkud kam nazev Zapis

[,] AxA — A Lieova operace z=[x,y]

s vlastnostmi:

1) [x,y]=-[y,x] antisymetrie (B.2)
2) [x+y,z]=[x,z]+[y, z] linearita (B.3)
3) [ox,y]=a]x,y] linearita (B.4)
4) [x.[y,z]]+[y.[z, x]] +[z,[x,y]] = 0 Bianciho identita (B.5)

Jde o dalsi zobrazeni, pii kterém dvojici vektord ptifadime vektor. Z antisymetrie a li-
nearity v prvnim argumentu plyne linearita ve druhém argumentu.

¢ Piiklad B1: mnoZina uspoiadanych trojic
x=(x,%,%3), Y=01,12,73); x;, ¥i € C(R) ae C(R)

+ 1 X+y=(q Lty +3),
o-X=(0x),0x,,0x3) ,

[.] +  [x,y]l=xxy.
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Za Lieovu algebru na usporadanych trojicich miizeme povazovat vektorovy soucin.
Ovérte, ze vektorovy soucin spliiuje vSechny vlastnosti Lieovy algebry (B.2) az (B.5).

¢ Piiklad B2: mnoZina ¢tvercovych matic

Pro konkrétnost budeme uvazovat matice 2x2 a operace skladani, natahovani a Lieovu
operaci budeme pro matice A, B definovat podle ptedpist

ap+by ap +b12]

a1 +by apn+by

aap Cap
oa-A= R
aay; 0Oapy

+ A+Bs[

[,] : [A,B]=AB - BA.

Lieova algebra je definovana za pomoci maticového nasobeni jako tzv. komutétor. Je-li
AB = BA, matice komutuji a komutator je roven nule. Ovéite, Ze komutator spliiuje
vSechny vlastnosti Lieovy algebry (B.2) az (B.5).

D
B3 Strukturni koeficienty Lieovy algebry
Rozvineme-li prvky prostoru do pfislusné baze, mizeme psat:
[x,¥] = [xpep,ye ] = xpyleg.el. (B.6)

K uréeni Liecovy operace postaci znat vysledek operace jen pro prvky baze. Je ziejmé,
ze vysledek operace [eg, €] je prvek prostoru a mizeme ho proto opét rozvinout do
baze {e;,}. Koeficienty rozvoje (soufadnice) ¢ budou ale zaviset na tom, pro které dva
prvky baze Lieovu operaci provadime:

ler.e;] = cire, - (B.7)

Veli¢iny c¢f; se nazyvaji strukturni koeficienty Lieovy algebry. Vysledek Lieovy opera-
ce lze nyni zapsat ve tvaru
(X, ¥] = ¢ X,y €y - (B.8)

Zadanim strukturnich koeficientt je urCena celd Lieova algebra. Z antisymetrie Lieovy
operace (B.2) plyne antisymetrie strukturnich koeficient

= —cp - (B.9)

¢ P¥iklad B1: mnoZina uspoiadanych trojic (pokra¢ovani)
Na uspotadanych trojicich 1ze zvolit bazi

e] :(1,0,0)7 e2 :(05170)7 eS :(07071)
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Nyni uré¢ime strukturni koeficienty z vektorového soucinu (Lieovy operace), ktery mu-
sime provést pro vSechny kombinace prvka baze:

[e1 ,€9 ] =€ Xez =e3,
[62 ,€3 ] =€) Xez =¢€,
[e3 ,€1 ] =e3Xe =e€,.
Ostatni kombinace jsou nulové. Nenulové strukturni koeficienty tedy jsou

31 2 . 31 2
tr=cpn=c1=1 ;= =c3=-1

¢ Piiklad B2: mnoZina étvercovych matic (pokracovani)

Na komplexnich maticich 2x2 Ize zvolit bazi

1(1 0O 1{0 1 1(0 —i 1(1 O
Gop =7 N s O =2 . s 03=7 .
210 1 21 0 2li 0 210 -1

Matice o je jednotkova matice (az na normovaci konstantu 1/2); 6 k=1,2,3 jsou tzv.
Pauliho matice, v kvantové teorii uvidime, Ze maji vyznam operatoru spinu. Snadno
vypocteme (oveite!)

[61,0,] = 6,6, —-6,0, = io3,

[0,,03] = 6,05 -636, =10},

[05,0;] = 030, —6,03 = i0,,
[00.01] = [0(,0,] = [0(,03] = 0.

Jednotkova matice komutuje s kazdou matici. Nenulové strukturni koeficienty jsou
3 1 2 . 3 _ 1 _ 2 .
Clp =C3 =631 =1, €1 =63 =63 ="1.

Pro matice (i jiné objekty, u kterych je definovano nasobeni mezi objekty) plati jeste
dalsi dulezité relace:

[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B, (B.10)
[A,BC] = B[A,C] + [A,B]C. (B.11)
Dikaz:

A[B,C] + [A,.C]B = A(BC-CB)+(AC-CA)B =
= ABC-ACB + ACB-CAB = ABC-CAB = [AB,C].

Analogicky dokaZzeme i druhou relaci. Pomoci téchto vztahti miizeme urcit Lieovu ope-
raci i pro mocniny matic, napiiklad:

[A’2,B] = [AA,B] = A[AB] + [AB]A.

Podobné¢ 1ze ze znalosti zakladni operace [A , B] a vztaht (B.10), (B.11) ur€it postupné
vysledek operace [Ak, B!].



340 Dodatky

Dodatek C - Tenzory

C1 Kovariantni a kontravariantni indexy

Predpokladejme, Ze mame linearni vektorovy prostor opatieny bazi {e;}. Vektor A mu-
zeme v této bazi rozvinout do vyrazu

N
> A=Y Ae, = A, . (C.1)
k=l
Cisla Ak nazyvame slozky (soufadnice, koeficienty rozvoje) vektoru, objekty ey prvky
baze. Rizna poloha indexi naznacuje, Ze se slozky vektort transformuji jinak nez prvky
baze. Nadale budeme vyuzivat sumacni konvenci, ale s¢itani bude vzdy probihat pies
jeden index dolni (transformuje se jako prvky baze) a jeden index horni (transformuje se
jako slozky vektori). Pres dvojici stejného horniho a dolniho indexu se automaticky
sCita, jde o tzv. némé indexy. Poloha volnych indext (pfes které se nescitd) musi zlstat
na obou stranach rovnosti vzdy stejnd. Prejdéme od jedné baze k néjaké jiné, vinkované
bazi:

et — {&}. (C.2)

Vektor A je objekt, jehoz vyjadieni nemize zaviset na volbé baze, tj. musi platit
A=, = Ake, . (C.3)
Slozky vektord se mezi dvéma bazemi budou transformovat za pomoci n¢jaké matice S:
ak =gk 4. (C.4)

Vsimnéte si, Ze se s¢ita pies némy index / (jeden je nahofe a druhy dole). Volny index k&
je na obou stranach rovnosti nahote. I u matic tak musime rozliSovat horni a dolni in-
dexy. Transformacni matici prvkt baze oznaéme U:

ék =Ulkel . (CS)

Vyzkousejte si, ze jde o jedinou moznost, pfi které se séita pfes jeden horni a jeden
dolni index, volny index & ma stejnou polohu na obou stranach rovnosti a transformacni
matice U ma stejné jako matice S prvni index nahote a druhy dole. Zjistéme nyni, jaky
je vztah mezi obéma transforma¢nimi maticemi S a U. Vyjdéme z vyjadfeni vektoru A
v nové bazi (C.5):

A= ;Ikék =SklAl U"ken =UnkSklAlen .

Je zfejmé, Ze v nové bazi musi byt vysledek Ale; nebo A7e,, cheete-li. Toho Ize ale do-
sahnout jedinym zptisobem: v poslednim vyrazu musi platit

U™st =6", (C.6)
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kde jsme oznacili 07 Kroneckerovo delta. V maticovém zapise tato podminka fika, ze
U-S=1. (C.7)

Je zfejmé, Ze matice U a S jsou navzijem inverzni. To je patrné jiz pfimo z rozkladu
vektoru A (C.3) do obou bazi. Ma-li byt vysledek stejny, musi se slozky vektorti (horni
indexy) transformovat ,,opa¢né“ nez prvky baze (dolni indexy). Jeding tak daji kombi-
nace (C.3) vysledek nezavisly na volbé baze (vektor A). Horni indexy budeme nazyvat
kontravariantni. Tyto indexy se transformuji stejné jako slozky vektoru, tj. pomoci
transformaéni matice S. Dolni indexy budeme nazyvat kovariantni. Tyto indexy se
transformuji stejné jako prvky baze, tj. pomoci transformacni matice U. Indexd muze
byt i vice, naptiklad ze slozek dvou vektorti miizeme sestavit vyraz

ktery se musi transformovat jako soucin slozek vektort.. Za pomoci 7k ,miZzeme vytvo-
fit opét objekt nezavisly na soufadnicové soustave, tzv. tenzor druhého fadu:

T=T"e, ®e,. (C.9)

Symbol e; ®e; nazyvame tenzorovy (diadicky) soucin, jde o uspofadanou dvojici prv-
ki baze. Vyraz A ® B tak chdpeme jako objekt se slozkami, které tvoii matici AkB/:

> A®B=A4"Ble, ®¢; . (C.10)

C2 Skalarni soucin, zvySovani a sniZovani indexi

Predpokladejme, ze je na nasem linearnim vektorovém prostoru definovan skalarni
soucin dvou vektorti A-B, ktery spliiuje zakladni vlastnosti skalarniho soucinu. Rozvi-
neme-li oba vektory do baze, ziskame

A-B=A"B ¢, ¢/ =g, 4B, (C.11)
kde jsme oznacili
8k =€ € (C.12)

tzv. metrické koeficienty (metriku). Vidime, Ze vysledek skalarniho souc¢inu dvou libo-
volnych vektori mtizeme ur€it, pokud zname metrické koeficienty, tj. vysledek skalar-
nich souc¢int v§ech prvkii baze mezi sebou.

Oznacme inverzni matici k metrice

-1
gkl E(gkl) > gklglm :5km' (C.13)

Zaved'me nyni pomocné (dualni) objekty
el = gklel ; 4 = gklAl . (C.14)

Nejde o skuteéné prvky baze ani o skute¢né komponenty vektoru, ale o formalni line-
arni kombinace dané metrikou. Vzdy plati, Ze index nahofe znamena transformaci po-
moci stejné matice, jakou se transformuji slozky vektord, a index dole znamena trans-
formaci pomoci stejné matice, jakou se transformuji prvky baze. Za pomoci metriky tak
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miiZzeme indexy libovolné snizovat nebo zvySovat, staci jen dodrzet pravidlo, Ze s¢itame

pfes jeden horni a jeden dolni index (to zajisti invarianci souctu vzhledem k transfor-
maci baze). Volné indexy zachovavaji vzdy svou polohu. Uved’'me ptiklad:

kim k m

g™ =T",".

Prostiedni index jsme snizili za pomoci metriky. Skalarni soucin nyni miZzeme zapsat
né¢kolika zplsoby:

A-B=g, 4B = 4B, ,
kde jsme druhy index snizili za pomoci metriky. Mohli jsme ale také snizit prvni index:
A-B=guA"B = 4B' = 4,B".
Plati tedy
> A-B=gy 4B = 4B, = 4 B* . (C.15)

Kontravariantni (horni) slozka je skute¢nou slozkou vektoru, kovariantni (dolni) v sob¢
obsahuje metriku. Definici inverzni metriky (C.13) miZeme chapat také jako snizovani
¢i zvySovani indexl:
kl k
g€ 8m=0m;
Y " k’” = gk =k . (C.16)
g8 &m=8 m>
Metrika a Kroneckerovo delta jsou tak jedinym objektem. Pokud jsou oba indexy dole,
jde o metrické koeficienty. Pokud jsou oba indexy nahofe, jde o inverzni matici
k metrickym koeficientim a pokud jsou indexy smiSené, jde o Kroneckerovo delta, tedy

prvky jednotkové matice. Metrika tak neni nic jiného nez jednotkova matice s patficné
posunutymi indexy. Za pomoci tenzorového zapisu mizeme psat

1=56%¢, ®e' = g;ef ®el =glle, ®e¢;. (C.17)

C3 Ctyfvektory, Minkowského metrika

Ve specialni relativité nazyvame kazdou ¢tverici veli¢in, jez se transformuje Lorentzo-
vou transformaci, ¢tyfvektor. K zakladnim ¢tveficim patii uddlost (Casova a prostorova
soufadnice udalosti), ctyrhybnost (energie a hybnost), vinovy ctyivektor (uhlova frek-
vence a vlnovy vektor), ctyrpotencial elektromagnetického pole (skalarni a vektorovy
potencial), ctyrtok (zdrojové ¢leny Maxwellovych rovnic — hustota a tok naboje) nebo
Ctyfgradient. V soustavé SI musime zajistit, aby vSechny 4 slozky mély stejny rozmér.
To miizeme ucinit nejjednoduseji vynasobenim nebo vydélenim casové slozky univer-
zalni konstantou c (rychlosti svétla ve vakuu):

L E(Clj; o [E/cj; i E(a)/c);
X p k

> (C.18)

Plc ) pc d/dct
A* = ; #“ ; = .
WO A

A
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Poznamka 1: Reckymi indexy budeme znadit zasadné jen Gtyivektory (index 0 od-
povida Casové Casti, indexy 1, 2, 3 prostorové ¢asti).

Poznamka 2: U ctyfgradientu jde o kovariantni (dolni) index, protoze

__9
Aok

>

tedy skutecné slozky vektort jsou ve jmenovateli, pokud zapisujeme index v Cita-
teli, musi mit opacnou polohu, nebot’ se transformacni matice zméni na inverzni!

Poznamka 3: Metrika ve specialni relativit¢ se nazyva Minkowského metrika. Je
diagonalni a v asové casti ma minus. Totéz plati i pro inverzni matici (metriku
s hornimi indexy). Metrika se smiSenymi indexy je jednotkova matice, tj. jeji prv-
ky jsou Kroneckerovo delta:

-1 0 0 0 -1 0 0 0
o = 0 +1 0 0| Y = 0 +1 0 0]
o 0 +1 0| 0 0 +1 o0}
0 0 0 +1 0 0 0 +1
> (C.19)
41 0 0 0 41 0 0 O
ot 0 +1 0 0] o= 0 +1 0 0
Y“1lo 0 +1 0] “ 0 0 +1 0
0 0 0 +1 0 0 0 +1

ZjednoduSen¢ se ¢asto Minkowského metrika pise jako g, = diag(-1, 1, 1, 1), n€kdy se

oznacuje symbolem ##v. Za pomoci metriky nyni snadno ur¢ime kovariantni slozky béz-
nych ¢tyfvektort a kontravariantni slozku ¢tyfgradientu:

(et _(—Elc _ _(~wlc _

x[[[: X 5 plu= p ) kﬂ= k 5
> @/ /9
_|~ c). A C) 7 ct

Aﬂ‘{ A j Jﬂ‘( j j J ‘[a/axj'

Jako ukazku préce s indexy naleznéme nékteré typické skalarni souciny, zaénéme s vl-
novym vektorem a udélosti:

(C.20)

kx =k, =k (—xp) +k'x +kPxy + By =—or +k - x,

nalevo je sougin &tyivektort, posledni &len napravo je bézny souéin v R’. Obdobné uréi-
me vysledky dalSich ukazek

ds?® = dx,dr? =—c?de? +de® +dy” +dz” ;
JjrA=j At =—po+j-A;
dp

—+divj=0 = d,/"=0;
ot ! u
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of=0 o 0,0//=0.

Casto se pouziva zkraceny zapis, pii kterém se derivace piSe za ¢arku. Indexy pred car-
kou jsou skute¢nymi indexy, indexy za ¢arkou jsou derivacemi:
94"
ox”

Jde vlastné o nejuspornéjsi zapis derivace vibec, ze kterého je zfejmé na prvni pohled,
jak se derivace transformuje. Uved'me dalsi piiklady:

= 8VA” = A'“,V.

22 =gt
ax# ’
dg
—r =9 =0, ;
x/[ /,l ,/l
2
ar%

Ea aVTU( ETU( V;
axHax, u B B.u

Dfsaﬂa‘ufsf’ﬂ'u.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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Dodatek D - kuZelosecky

D1 Elipsa

Elipsa je mnozina bodl v roving, které maji stejny soucet vzdalenosti od dvou pevné
zvolenych bodd, tzv. ohnisek.

(x,»)

Obr. D1: Elipsa.

V kartézské souradnicové soustavé ma rovnice elipsy tvar (osa y vede jednim z ohnisek)

x+e) y 2
> ( ; J + [Zj =1. (D.1)

VeliCina e se nazyva excentricita, a je velka poloosa, b je mald poloosa. Mezi t€mito
parametry existuje jednoduchy vztah (viz obrazek)

> a’ =& +b%. (D.2)
PrepiSme tuto rovnici do polarnich soutfadnic
X=rcosg;
. (D.3)
y=rsing.

Po dosazeni (D.3) do (D.1) ziskame kvadratickou rovnici pro r, ktera ma feSeni

—bzecos¢ib2\/e2 cos’ (p+b2 cos’ (p+a2 sin® 1]
"= 2 2 2 .2 :
b” cos” ¢+a”sin” @
Reseni s minus je nepfijatelné, nebot’ by vedlo na zapornou hodnotu radialni vzdale-

nosti. Ze vztahu vylou¢ime malou poloosu b za pomoci vztahu (D.2):

e —~(a® —*)ecosp+(a* —e?)a : (a* —ez)(a—ecos¢)

B a? —e? cos® ¢ (a—ecos@)(a+ecos)

_ a’-é* _ a[l—(e/a)z]
a+ecosgp 1+(ela)cosp




346 Dodatky

Vysledna rovnice elipsy tedy je

> r=— P . e=ela=y1-(bla) ; pEa(1—82). (D.4)
1+&cosg

Pro elipsu je ¢ <1, p>0. VeliCina ¢ se nazyva numericka excentricita a jde o bezroz-
mérny parametr charakterizujici protahlost elipsy. Obsah elipsy ziskame preskalovanim
soufadnicovych os tak, aby poloosy byly stejné veliké a elipsa se stala kruznici:

> S=rab. (D.5)

D2 Hyperbola

Hyperbola je mnozina bodi v roving, které maji stejny rozdil vzdalenosti od dvou pevné
zvolenych bodd, tzv. ohnisek.

%
2
o,«Q
Obr. D2: Hyperbola.

V kartézské souradnicové soustavé ma rovnice hyperboly tvar (osa y vede jednim z oh-
nisek hyperboly)

x+e) ¥y 2
> ( y ) - (Zj =1. (D.6)

Veli¢ina e se nazyva excentricita, a je velka poloosa, b je mald poloosa. Mezi t€mito
parametry existuje jednoduchy vztah (viz obrazek)

> A +b>=e. (D.7)

Postupem zcela analogickym jako u elipsy odvodime rovnici hyperboly v polarnich
soufadnicich. Vysledna rovnice hyperboly je

> r=—2P . e=cla=y1+la)? ; pEa(l—Sz). (D.8)
1+&cosg

Pro hyperbolu je ¢ > 1, p <0. Veli¢ina ¢ se nazyva numericka excentricita a jde o bez-

rozmérny parametr charakterizujici tvar hyperboly. Pokud budeme pozadovat, aby pla-

tilo p > 0, tj. zavedeme p = |a(1—€2)|, bude ve jmenovateli namisto +1 hodnota —1.
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D3 Parabola

Parabola je mnozina vSech bodii v roving, které maji stejnou vzdalenost od ohniska a od
fidici ptimky.

| Ay

fidici pfimka

Obr. D3: Parabola.

V kartézské souradnicové soustavé ma rovnice paraboly tvar (osa y vede ohniskem)
> 32 =2p(x+§j. (D.9)

Postupem analogickym jako u elipsy a hyperboly odvodime rovnici paraboly v polar-
nich soufadnicich. Vysledna rovnice paraboly je

> P P (D.10)
1+ &cos@

Znaménko ,,+* plati pro parabolu symetrickou kolem svislé osy y, znaménko ,,—,, pro
parabolu symetrickou kolem vodorovné osy x. Rovnice vSech kuzelosecek maji tedy
stejny tvar:

|€| <1 elipsa,
> r= % : le|>1 hyperbola, (D.11)
Tecosg |€| =1 parabola.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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Dodatek E - Diracova symbolika
a operatory v kvantové teorii

vvvvvv

teorii. Veskeré uvahy jsou z divodu jednoduchosti provedeny pro piipad, kdy vlastni
Cisla operatord jsou navzajem rizna a tvoii spocetnou mnozinu. Obecnéjsi ptipady vi-
cendsobnych vlastnich Cisel a spojitého spektra jsou v tomto dodatku diskutovany jen
okrajové.

E1 Unitarni prostory (prostory se skalarnim
soucinem)

V dodatku B jsme rozsifili pojem vektoru na obecnéjsi objekty nez jsou usporadané
trojice a zavedli linedrni vektorovy prostor. Pozorné si znovu tuto pasaz prectéte! Nyni
analogicky rozsifime pojem skalarniho sou€inu pro rizné linearni vektorové prostory.
Budeme dusledné pouzivat Diracovu symboliku, kterou zavedl Paul Adrien Maurice
Dirac pro kvantovou teorii. Prvky linearnich vektorovych prostorii jsou znaceny sym-
boly |f >,|x>,|a> askalarni souCiny <f|g>,<x|y>,<a|b> atd.

Prostor realnych trojic ®3

Prvky vektorového prostoru budeme oznacovat
f>= (.02, 6): 18> = (81,82,83)
a jejich skalarni soucin je zaveden standardnim zptsobem:
<flg>= figi + 28+ /383 = fi&k- (E.T)

Norma vektoru (velikost) se definuje vztahem

pro®>
1]l = J<f|f> = N R R (E2)

Pro realné trojice znazornéné jako usecky opatfené Sipkami je norma vektoru rovna
délce usecky aplati <f|g> = |[f]|-||g||-cose, kde « je tihel sevieny obéma vektory.
Z tohoto vztahu plyne okamzité Schwartzovo lemma:

> |<flg>] < [If]l-llgll (E3)

Vysledkem operace skalarniho soucinu je Cislo, v ptipadé linearniho vektorového pro-
storu ®3 realné &islo, v obecném piipadé bude vyhodné uvazovat i o ¢isle komplexnim.
Norma vektoru (velikost) musi ale vzdy byt nezaporné realné Cislo.
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Prostor realnych N-tic RN

Prvky tohoto prostoru jsou nyni realné N-tice
|f>=(,fi3-">fN)5 |g>=(g]"'3gN); f[:g[eﬁ;

definici skalarniho soucinu rozsitime pfirozenym zptisobem:
N
> <flg>= figg++/fvgv = 2, fi& = fi& - (E.4)
k=1
V platnosti zGstava definice normy i Schwartzovo lemma.

Prostor komplexnich N-tic CV
Prvky tohoto prostoru jsou nyni komplexni N-tice
|f>:(fl’”"fN), |g>:(g1>~->gN);- fl’glec'

Skalarni soucin definujeme v jednom z argumenti komplexné sdruzeny (v této ucebnici
bude komplexné sdruzeny levy argument):

N

> <flg>= figi++/ngyv = 2 fe& = fi&k - (E.5)
k=1

Pro komplexni ¢islo z = a + i b je velikost (norma) ¢isla dana vztahem

*
lz|=Vzz.

Pravé proto, aby pro komplexni ¢isla zistalo v platnosti, Ze norma vektoru je odmoc-
nina skalarniho soucinu vektoru se sebou samym, je v definici skalarniho soucinu kom-
plexni sdruzeni v jednom z argumenti. Pii vySe uvedené definici skalarniho soucinu
bude vysledkem sice komplexni ¢islo, ale norma vektoru zdstane realna nezaporna:

LA=NTTA =R fi e ity = ||+ 2 0.

Opét plati Schwartzovo lemma.

Prostor komplexnich posloupnosti (N-tice s N —) [2

Nyni jiz neptjde o N-tice, ale o celé posloupnosti komplexnich ¢isel:
|f>: {fla"'9 fna }:{fl};ozl D |g>:{gl};°:1; ﬁyglec'
Pokusme se skalarni soucin definovat obdobné, jako v piedchozich piikladech:

> <flg>=figittfngnt= D fe&k =i - (E-6)
k=1

Takto definovany skalarni sou¢in ma smysl jen pro konvergentni posloupnosti. Do pros-
toru /2 miizeme zahrnout jen takové prvky |f >, pro které je || || < o, tj. poZadujeme
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o oo 5 5
D hHfi=2 4 <= proVif>el. (E.7)
k=1 k=1

Potom je

oo % 2
<flg> =1 frgxl < IIfll-llgll < e  proV|f>|g>e°,
k=1

tj. Schwartzovo lemma plati i v pfipad¢ nekone¢nych posloupnosti.

Prostor komplexnich funkci realné proménné 2 (— oo, <)

Pii dal$im zobecnéni prostoru /2 si miizeme index k piedstavit spojity. Misto k£ budeme
psat x: fy. Vyraz f; neni ale nic jiného nez komplexni funkce realné proménné (spojitého
indexu), kterou je zvykem zapisovat ve tvaru f'(x) , tj. prvky naseho prostoru budou

If>=f,=f(x), |g>=g,=g(x); xe®R, f,geC.

Soucet ve skalarnim soucinu se stane integralem:

+ oo
> <flg>= [ f(@gE)dr. (E.8)
Analogicky jako v /2 je tieba do prostoru £2 zahrnout jen prvky s ||f || <<, tj. poZa-
dujeme, aby
+ o0 + oo )
j F1(x) f(x)dx = j |f[ dx < e proV f(x)el’. (E.9)
Potom je

—+ oo
<flg> = | [ ff@e@dr| < [f]-llgll <= proV|f>|g>e [

a skalarni sou¢in ma smysl. Schwartzovo lemma plati i pro integraly. £2 se nékdy na-
zyva prostor funkci integrovatelnych s kvadratem. Lze ho definovat 1 pro jiny definiéni
obor nez celou realnou osu (— o, =), potom piSeme £2 (M), kde M je definiéni obor
funkci f'(x) € £2(M).

Nyni mizeme pfistoupit k obecné definici prostord se skalarnim soucinem.

Unitarni prostor

Unitarnim prostorem (neboli prostorem se skalarnim sou¢inem) nazveme linearni vekto-
rovy prostor V(s operaci +: % X ¥V — 1 a operaci - : C X ¥— 7), na kterém je
definovéana dalsi operace

< | > : VXV = C
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(tzv. skalarni soucin) s vlastnostmi
1) <flg+h> = <f|g>+<f|h>,
2) <flog>=a<f|g>,
3) <g|f> <f|g>* (:><af|g>=a*<f|g>),
4) <f|f>=20 ; <f|f>=0 & [f>=0.

Poznamka 1: Pfidanim operace [, ] z linearniho vektorového prostoru ziskame
Lieovu algebru, pfidanim operace < | > ziskame unitarni prostor.

Poznamka 2: Prvni dvé operace v definici znamenaji linearitu v pravém argumen-
tu. Z tfeti operace plyne antilinearita v levém argumentu (aditivnost + vytknuti
komplexn¢ sdruzené konstanty).

Poznamka 3: Symbolika zapisu pochédzi od P. A. M. Diraca. Nazyva se také bra-
ketova symbolika nebo brakety (z anglického bracket = zavorka).

<|> ,braket”;
<] ,bra“ (1ze pfesné definovat, naznacena operace skalarniho souc¢inu);
| > ket (vektor z 7).

Poznamka 4: Pro komplexni N-tice lze interpretovat |f > jako sloupcovou matici,

< f | jako transponovanou komplexn¢ sdruzenou matici:

A
[f>=|: [; <f|:(f1* f;,)
In
Potom je skalarni soucin
81
<fle>= (A -~ )| i |= fizm
&N

definovan za pomoci maticového nasobeni. Pro jiné prostory nez N-tice neni pro
nase ucely tfeba jednotlivé casti skalarniho soucinu < f | g > né&jak interpretovat.

+oo
Poznamka 5: Pro £* Ize chapat <f| = I f *(x) .- dx jako naznaCenou operaci

skalarniho souéinu. Je jen tfeba doplnit patficnou funkci, na kterou operace ptisobi.
Podobna situace je u derivovani, napiseme-li jen d/dx.

Poznamka 6: Diracova symbolika mimoradné zjednodusila vétSinu zapist v kvan-
tové teorii. Matematikové k ni z pocatku byli nedivéfivi, nicméné ji po ur€ité dobé
akceptovali. Dnes si nedokazeme zapis dé&ji probihajicich v mikrosvété bez této
symboliky ptedstavit. Zejména zapisy projekcnich operatort, véty o uplnosti nebo
véty o spektralnim rozvoji by bez této symboliky byly mimoradné nepiehledné
a kostrbaté.
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Dodatky

Paprsek

Necht’ 7/je unitarni prostor a |f > jeho nenulovy prvek. Paprskem natazenym na |f >

nazveme mnozinu prvkl {|g>; |[g>=a|f>; o e C\{0},

Hilberttiv prostor

Hilbertiv prostor je uplny unitarni prostor (hranice prostoru je jeho soucasti).

=

Obr. E1: Paprsek.

Separabilni Hilbertiv prostor
Separabilni Hilberttiv prostor je Hilbertv prostor se spocetnou bazi.

E2 Operatory

[f>|g>e1}.

Operatorem rozumime zobrazeni

A v,

které prvku | f > prostoru ¥ pfifazuje prvek | g > tohoto prostoru:

Af>=|g>.

V platnosti zdstava bézné nazvoslovi pouzivané pro zobrazeni (vzor, obraz, definic¢ni

obor, obor hodnot...).

¢ Piiklad E1: prostor ®3

Operatorem na ®3 mize byt libovolna matice 3x3, naptiklad

A:

A|f>

Alf>

1
0
0

0
0
1

0 1

1, fs=2| =
1 1

0 1 1

2] =1]|=]g>,
1 1 3

0) (A il
LIt =] f |
1)\ fs L+ S

obecné



E Diracova symbolika a operdtory v kvantové teorii 353

¢ Ptiklad E2: prostor £2 (= o, =)

Za typicky operator na prostoru funkci mizeme povazovat derivaci funkce. Vzdy musi-
me ale vybirat funkce integrovatelné s kvadratem a zkontrolovat, zda si i po derivovani
tuto vlastnost ponechaly:

D = i; [f>=xe™ =
dx
DIf > =i( xe_x) =(-x)e ¥ =|g>
" .

)

Jednotkovy operator

Jednotkovy operator je definovan piedpisem

> Af> = |f>. (E.10)

Pro N-tice je jednotkovym operatorem diagonalni matice s jednotkami na diagonale
(jednotkova matice) — oveérte!

Kvadrat operatoru

Druhou mocninu operatoru miizeme definovat, je-li obor funkénich hodnot operatoru
podmnozinou jeho defini¢niho oboru, potom 1ze psat

A’f>= A(A|f>). (E.11)

¢ P¥iklad E3: druhi mocnina derivace
Druha mocnina derivace je podle predchozi definice druhou derivaci dané funkce:

2
i; [f>=¢" =
dx

2 2 2
(ie_x j = i(—2xe‘x j = (2+4x%)e ™ |
dx dx

D=
ﬁ2|f> = i
dx

Mocnina operatoru

Mocninu operatoru definujeme indukci (pfedpokladame znalost druhé mocniny a to, Ze
obor funk¢nich hodnot je podmnozinou definiéniho oboru operatoru):

> Am|f> = A(A"‘1 |f>). (E.12)

Funkce operatoru

Necht’ f'(x) je analyticka funkce s Taylorovym rozvojem
> f) = > gk (E.13)
k=0

Potom muizeme definovat funkci operatoru predpisem
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f(A) = ickAk . (E.14)
k=0

Pripomenme si zde rozvoje nékterych dulezitych funkci:

1
—=l4x+l A At ,
1-x
. 2 3 4
e =l+x+—+—+—+-
21 31 41

3 xS x7 x9

sinx=x—"—4+"——-"+ "+ |
3t 5t 71 91
x2 x4 x6 XS
cosx=l—-"—F"—=-"—F——.. |
201 41 6! 8!

. 3 XS x7 x9
sinhx=x+—+—+—+—+
3t 5t 70 9l

2 4 6 8

X x x x
coshx=14+—+

—_t 4 —+ -
21 41 6! 8!

¢ Piiklad E4: exponenciila z matice

. 0 —i .
Na prostoru (2 je zadan maticovy operator A = ( . OJ . Urcete exp(A).
i

Nyni jiz snadno nalezneme hledanou funkci matice:

A2 A3 A4

CXp(A)=1+A+2—!+?+4_!+...=
=(l+i+i+i+--)1+(1+i+l+i+...jA=
21 4 6! 3050 71

N . n coshl —isinhl
=cosh(1)1 + sinh(l) A :( J .

isinhl coshl

Takto ziskaji smysl naptiklad i vyrazy typu sin (d/dx) a podobné. Pozdé&ji se nauc¢ime
funkci operatoru nalézt pomoci spektralniho rozvoje operatoru, viz vztah (E.47). Jde
o efektivné&jsi zptisob nez je Tayloriv rozvoj. )
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Inverzni operator

Inverznim operatorem k A nazveme takovy operator Al , ze pro ného plati

> AAT=AT.A=1. (E.15)
K danému operatoru A mize byt nalezeni inverzniho operatoru zna¢né obtizné, nékdy
inverzni operator neexistuje viibec.

SdruZeny operator

Sdruzenym operatorem k A nazveme takovy operator A , ze pro n¢ho plati

> <f|Ag> = <A'f|g>. (E.16)

Plisobeni pivodniho operatoru v pravé stran¢ skalarniho soucinu dopadne stejné jako
pusobeni k nému sdruzeného operatoru v levé ¢asti skalarniho soucinu. Sdruzeny opera-
tor nemusi vzdy existovat.

¢ Piiklad E5: inverzni a sdruZeny operator k matici 2x2

Dokazte, ze k zadané matici maji inverzni a sdruzeny operator tvar dany vztahy:

S it I S et IR\ I
0 1 0 -1 21 -1

Staci dosadit do definiénich vztaht (E.15) a (E.16):

A Ao 1 2i L=2)_(10)_;
Lo iJlo -i) Lo 1) 7

Ag>=[ 1 Zj.(glj:(gl‘."zigzj

0 i)\l 12,

A7|f>=( 1 Oj(fl}=[ ,fl. J
i -i)lp ) 2if-if

g1+2igy
igy

<flAg>=(f fz*)'( j=ﬁ*g1+2iﬁ*g2+if£‘g2,

A * Lok L% 81 * . .k
<A'f|g>=(f1 2if; +1f2)'(g J=f1g1+21f1gz+1fzgz'
2

Poznamka: Nalézt sdruzeny operator pro matice je velmi snadné, ptivodni matici
stac¢i komplexn¢ sdruzit a poté transponovat (pieklopit kolem diagonaly), tj.

AT =AY
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Uved’'me nyni velmi uZzite¢né vztahy pro vypocet inverzniho a sdruzeného operatoru pro
soucin dvou operatora:

(AB)'=B'A7!, (E.17)
(AB)" =BTAT. (E.18)
Jejich dtikaz je trivialni pfimo z definice inverzniho a sdruzeného operatoru:
(A é)_l .AB=1 / B! zprava ,
(A é)_] .A=B"! / A7 zprava ,

(AB)'=B'A7!.
Analogicky postupujeme i pro sdruzeny operator:

<(A§)Tf|g>:<f|A§g>:<ATf|ég>:<éTATf|g>.

Komutativita operatort

Pro operatory je obecné AB = BA. Rikame, Ze operatory nekomutuji. Miru nekomu-

tativnosti miizeme posoudit za pomoci tzv. komutdatoru
> [A.B]=AB-BA. (E.19)

Je-li komutétor operatori A é nulovy, operétory komutuji je li rizny od nuly neko-

vvvvvv

4) [A,[B,C]]+[B,[C,A]]+[é,[A,|§]] =0.

To jsou ale pravé defini¢ni vlastnosti Lieovy algebry (B.2) az (B.5). Komutatory tvofi
Lieovu algebru na prostoru operatorq.

¢ Piiklad E6: komutaéni relace [d/dx, x]
M¢jme na £2 dva operatory: D=d/dr a X=x , napriklad na prvek |x5 > pusobi takto

|5|x5>—ix5—5x4, )A(|x5> =x-x0=x%.
dx
Urceme jejich komutator
A A I d d
[D,X]|f>=(DX-XD)[f>= (ax x—jf(X) —(xf(0))- x o =
=f@+xf()-xf)=f)=|f> =
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[D,X]|f>=[f>= proV |[f>e? =
[D,X] = 1.

Podobné mizZzeme urcovat i dal$i komuta¢ni relace.

V celém tomto textu se budeme zabyvat linedrnimi operdtory, tj. operatory s linearni
odezvou:

Aa|f>+Blg>) =aA|f>+BA|g>.
Vsechny dosud uvedené operatory byly linearni. V kvantové teorii se setkame piede-

v§im se dvéma druhy linearnich operatorti — operatory unitdarnimi a operatory Hermito-
vymi. Uved’'me nyni definice téchto operatori.

Unitarni operatory
Definice: unitarni operator zachovava skalarni soucin, tj.
> <f|lg>=<Uf|Ug>. (E.20)

Skalarni soucin se pied a po pisobeni unitarniho operatoru nezméni.

Véta: Pro unitarni operatory je sdruzeny a inverzni operator totozny, tj.
> U =0". (E21)
Diikaz: Z definice sdruzeného operatoru vime, ze
<Uf |Ug>=<U"0f|g>.

Pro zachovani skalarniho souéinu (definice unitarniho operatoru) je nutné, aby
ufo=1,
to ale podle definice inverzniho operatoru pravé znamena, ze

TR
¢ Priklad E7: operator U= c™
Ukazeme, Ze operator U=c™ na prostoru £2 je unitarni:

f>=7(x), Ulf>=e"f(x),
lg>=g(x), Ulg>=e"g(x),
<0f|0g>=j(e'”‘ f(x)) e g()dr=[e ™ £ (1) g(x)dv=

=[f g dr=<f|g>.
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Hermitovy operatory
Definice: Hermittiv operator ptisobi v obou ¢astech skalarniho soucinu stejné, tj.

> <Af|g>=<f|Ag>. (E.22)

Véta: Pro Hermitliv operator je sdruzeny operator roven ptivodnimu, je samosdruzeny:

A

> AT=A. (E.23)
Diikaz: Plyne okamzité z definice sdruzeného operatoru.
Poznamka: V presné matematice se definice samosdruzeného a Hermitova ope-
ratoru nepatrné li§i pozadavky na definicni obor, pro nase ticely nebudeme samo-

sdruzené a Hermitovy operatory rozliSovat. Vzhledem k tomu, Zze Hermittiv ope-
rator pusobi v obou ¢astech skalarniho soucinu stejné, Casto se pise

<Af|g>:<f|Ag>:<f|A|g>.

Centralni pozice A naznacuje, ze podle vlastniho uvazeni mizeme operatorem za-
pusobit vlevo ¢i vpravo. Tato struktura se nékdy nazyva Diractiv sendvic.

¢ Piiklad ES: opertor B =id/dx

Ukézeme, Ze operator B=id/dx na prostoru £2 (— oo, oo) je hermitovsky:

oo

<3ﬂg>=j(ﬁ%ﬂwJﬂw&=

.partes

—-i

(=) * p
J LB ga
X

=-i[fwew] ﬂjf(ﬂ“”

T f*(x)(iwjdxzduép.
- dx

Vyraz v hranaté zavorce je nulovy, nebot’ funkce z £2 (— oo, o) jsou integrovatelné
s kvadratem na (— oo, o0), a proto musi platit

lim f(x)= lim g(x)=0 proV f, geL

xX—too x—toeo

Samotny operator derivace D = d/dx hermitovsky neni, pii provedeni integrace per
partes by se zaménilo znaménko a platilo by

<f)f|g>=—<f|f)g>.
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E3 Projekeni operatory

Cilem této kapitoly bude naucit se nachazet projekce vektort do predem zadaného pa-
prsku. Jde o tlohu, ktera ma prvorady vyznam nejen pro kvantovou teorii. Rozvoje do
riznych typa fad (naptiklad Fourierova fada) nejsou nic jiného nez hledani projekci
zadané funkce do vektorii néjaké baze, které reprezentuji paprsek v prostoru.

Z celého paprsku staci vzit jediny vektor, ktery paprsek zcela popiSe. Vybereme
tento ,,reprezentativni® vektor jednotkovy, tj. tak, aby <a|a>=1, tj. ||a|| = 1. Snadno
pfedstavitelna je situace v ®2. Na obrazku vidime jednotkovy vektor |a> reprezentujici
paprsek a vektory |f>, |g>, |h>, které do tohoto paprsku budeme promitat.

1>

D SO B S N paappensnssans _». .......... P
P|f> paprsek

Obr. E2. Projekce vektor(l do zadaného sméru.

Projekce libovolného vektoru |f> ma velikost ||f||-cos o a smér |a>/ | a||. Znaménko
funkce cos ve velikosti projekce urCuje, zda promitany vektor mifi ve sméru |a> nebo

ve sméru opacném. Projekci 1ze napsat jako soucin jeji velikosti a sméru:
|a> <alf> |a> «<a|f> oo <al|f>

lall-[IE1l flafl [lafl-]la]| <ala>

PIf> = ||f|-coser

= It

— la>.
lall

Povsimnéte si, ze pifi upravach vyrazi v Diracové symbolice miizeme libovolné stého-
vat ¢isla (normy vektort a skalarni souciny). Vyraz pro projekci se sklada z koeficientu,
ktery uréuje velikost projekce a vektoru |a>. ZapiSeme-li formalné koeficient az za
vektor, ziskdme operatorovy tvar:

<al|f> |a><alf>

PIf>=|a>

<ala> <ala>
Ozna¢me
> p - [a><al (E.24)
<ala>

Tento vyraz se nazyva projekénim operatorem. S&m o sobé vyznam nema, jde o na-
znacenou operaci skalarniho soucinu, kterd musi byt vykonana. Teprve zaptisobenim
projekéniho operatoru na né&jaky vektor |f> dostaneme smysluplny vyraz — projekei
vektoru danou koeficientem <a |f>/<a | a> a smérem vektoru |a>. Situace je podobna
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operatoru d/dx, také jde jen o naznaCenou derivaci, kterd musi byt vykonana na kon-
krétni funkci. Bude-li vektor |a> jednotkovy, vyrazy se jesté zjednodusi:
P = la><al,

X (E.25)
Pif>

la><al|f>.
Koeficient projekce je <a|f > asmérje |a>.

¢ Piiklad E9: projekce v roviné

Naleznéte projekei vektoru | f > do vektori |a > a |b >. Vektory jsou dany takto:

|f>=@; |a>=m; b>=(:].

Reseni: Nejprve nalezneme projekéni operatory:

5 _la><a [3'“ ) :[1 3 —[l/z 1/2)

a “ly2 12

<ala> (i 1)'@ 2

5 _ [b><b| _ (;D'(‘l 0 {j ;D =[ 1/2 —1/2]'

NPT i H)"[;D 2 -1/2 12

Nyni snadno nalezneme hledané projekce:
. /2 1/2) (1 2
P,|f>= / / : = )
/2 1/2)1(3 2
. /2 -1/2) (1 -1
Pb | f> = / / . = .
-1/2 1/2) 3 +1

y §|f>

|b> |a>

0 1 2 x

Obr. E3: Projekce vektoru |f > do dvou kolmych smérd. ]
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Vyuzijme nyni tohoto ptikladu a vyzkousejte si, Ze plati jednoduché a uzitecné relace.
Vypocty jsou natolik snadné, Ze zde uvedeme jen vysledky:

I Bl=B,. Bl-B,.

2. P:=P,; P’ =P,. (E.26)

3. ﬁa"rﬁb:"i.

Prvni relace znamena, Ze projekéni operatory jsou hermitovské. Pro matice je vyznam
jednoduchy: Matice se po pieklopeni kolem hlavni diagonaly a nasledném komplexnim
sdruZeni nezméni. Druha relace ma také velmi jednoduchy vyznam: Projekce dvakrat
provedena po sobé (kvadrat operatoru) je shodna s projekci provedenou jednou. Obé
vlastnosti jsou pro projekéni operatory charakteristické a vétSinou se povazuji za defi-
nici projekéniho operatoru:

Projeké¢ni operator
Projek¢énim operatorem nazveme takovy linearni operator, ktery je hermitovsky a plati

> P2 =P. (E.27)

Snadno Ize ukazat, ze obé vlastnosti jsou splnény pro definici (E.24), napiiklad pro
druhou vlastnost mame:
52 _ |a><al| |Ja><a| |a><ala><a| |a><a| _

P’ P

<ala> <ala> <ala><ala> <ala>

V prostfednim vyrazu jsme zkratili skalarni soucin v Citateli (uprostfed) s jednim ze
skalarnich souc¢inti ve jmenovateli. Jde o prosta komplexni Cisla, ktera 1ze vytknout pted
vyrazy a kratit.

Vyznam tieti relace (E.26) je také snadno pochopitelny: Vektory |a>, |b> jsou
navzajem kolmé a v roviné tvoii ortogonalni bazi (bazi slozenou z kolmych vektori).
Projekce do téchto vektori nejsou ni¢im jinym nez rozkladem ptvodniho vektoru do
této baze. Zkuste si obé projekce secist. Dostanete ptivodni vektor. Pravé matematickym
vyjadienim faktu, Ze soucet vSech projekci da ptivodni vektor je tieti relace:

P, +P, =1 = Pf>+P|f>=]|f>. (E.28)
Nekdy se této relaci fika relace Uplnosti. Pokud je dana baze uplna (nechybi v ni Zadny

vektor), potom je soucet vSech projekcnich operatorti roven jednotkovému operatoru.
To znamena, Ze soucet vSech projekci libovolného vektoru da pivodni vektor.

E4 Rozvoj prvku do baze

M¢jme v unitarnim prostoru spocetnou bazi (maximalni mnozinu linearn¢ nezavislych
vektorll) {|e; >}. Vhodnou linedrni kombinaci jednotlivych prvkl mlizeme vzdy zajis-
tit, aby prvky baze byly navzajem kolmé a mély jednotkovou velikost. Takové prvky
budeme oznacovat jen pofadovym Cislem: |k > . Baze slozena z vektord |k > ma dvé
zakladni vlastnosti:
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| 2 <k|l> = 5kl 5 (E29)

> Slk><k| =1 . (E.30)
k

Vlastnost (E.29) je vyjadfenim ortonormality. Skalarni sou¢in dvou riznych vektort je
nulovy (jsou navzdjem kolmé) a dvou stejnych je roven jedné (vektory baze maji jed-
notkovou velikost). Vlastnost (E.30) je relaci tiplnosti baze. Soucet vSech projekénich
operatorti da jednotkovy operator, tj. soucet vSech projekei libovolného vektoru da pi-
vodni vektor. V relaci plnosti je mozné vynechat sumaci a vyuzit Einsteinovu sumacni
konvenci. V pfipadé neseparabilnich prostort s nespocetnou bazi maji obé relace tvar:

<x|y>=0d(-x), (E.31)
I|x><x|dx =1. (E.32)

Na pravé strané relace ortonormality je misto Kroneckerova symbolu Diracova 0 distri-
buce a v relaci tplnosti je misto sumace projek¢nich operatorti integrace.

Rozvoj prvku do baze je v Diracové symbolice mimofadné jednoduchy. Staci pted
prvek vsunout relaci plnosti v podobé jednotkového operatoru:

> =11f> = Y|k><k|f>=Delk> , ¢ =<k|f> . (E33)
k k
Koeficienty rozvoje jsou dany skalarnim soucinem rozvijené¢ho vektoru s prvkem baze.

€ Piiklad E10: Fourierova iada

Uvazujme prostor £2(0, 27r) periodickych funkei integrovatelnych s kvadratem. Diky
pozadavku f(0) = f(27) tvofi v tomto prostoru Uplnou bazi soustava funkci (diikaz na-
leznete v zakladnich u¢ebnicich matematiky):

| fi >=e®™ | k=0,+1,%2,... . (E.34)

Tyto funkce jsou sice navzajem kolmé, ale nejsou jednotkové:

2r 2r
Lo . 0 [#k
<Jfilfi1>= Ie_lkxe‘lxdx = Ie‘(l_k)xdx = pre =278y
0 0 2 prol=k

Nulovost skalarniho soucinu pro / # k plyne z periodi¢nosti trigonometrickych funkci na
intervalu <0, 277>. Vydélime-li prvky baze jejich velikosti, ziskdme ortonormalni bazi

k>=—— el | g0 t1+2,... | (E.35)
27

pro kterou plati relace ortonormality (E.29) a relace tplnosti (E.30). Rozvoj libovolné
funkce z naseho prostoru je potom

1> =D ¢ lk>, cp=<k|f>, (E.36)
k

neboli zapsano v bézné symbolice
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2
f0) = =Yl g =L [ fx)dx, (E:37)
k 0

2w N2

coz jsou znamé vztahy pro Fourierovu fadu. Nezapomeiite, Ze skalarni soucin je v le-
vém argumentu komplexné sdruzeny, proto je v koeficientu ¢z minus.

Reprezentace

V dané bazi miizeme snadno pfepsat operatorovou rovnici A |f >=]|g>. Vlozime pfed
vektor jednotkovy operator.

A‘Al|f>=|g> =

ZA\1><l\f>=|g> /<k| zleva =

/
S <k|A|I><l|f>=<k|g>. (E.38)
[

Ziskany vyraz neni ale nic jiného neZ maticové nasobeni

A - A . .
R In f1 81 A 4, =<k|A|l>,

) , 11 L 1f>= f, =<n|f>,
. e lg>— g, =<n|g>,

neboli
;Aszz =g - (E.39)
Jestlize operatoru prifadime ¢tvercovou matici
A A =<klA|l> (E.40)
a vektoru sloupcovou matici
If>— f;=<I|f>, (E.41)

mizeme s operatorovymi vyrazy zachazet jako s obyCejnym nasobenim matic. Hovo-
fime o tom, ze jsme zvolili reprezentaci dané¢ho prostoru. Ve skutecnosti nejde o nic
jiného nez o volbu konkrétni baze. Ma-li baze nekonecny, ale spocetny pocet ¢lent,
budou vektorim odpovidat posloupnosti a operatorim nekone¢né matice. Vidime, Ze
v libovolném separabilnim Hilbertové prostoru existuje jednoznaéné zobrazeni prvkl na
prostor posloupnosti /2 (izomorfismus). V ptipadé neseparabilnich prostori s nespocet-
nou bazi ziskame obdobnou relaci:

[<x|Aly><y|f>dy=<x|g>, (E.42)

coz neni nic jiného nez integralni transformace
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[ /() dy =g(x);
Ay =<xAly>,  fO)=<y|f>,  g)=<x|g>
s jadrem A(x, y). Veli€iny x, y hraji ulohu spojitého indexu.

(E.43)

Prechod mezi bazemi
Mame-li k dispozici dvé sady bazovych vektorti {|k >} a {|k’>}, bude mezi koefici-
enty rozvoju platit jednoduchy vztah, ktery opét odvodime jen vlozenim relace Gplnosti:
K=<k | E>= <k |k><k|f>=) Spifi, Spr=<Kklk>. (E44)
T k k

Matice S se nazyva matice prechodu.

E5 Spektralni teorie

V teorii operatorti patii k zakladnim tloham nalézt sméry, ve kterych se pasobeni da-
ného operatoru projevuje jako komplexni natahovani:

Af>=f>; AecC. (E.45)

Vektor | f> se nazyva viastim vektorem (charakteristickym vektorem) operatoru A
a koeficient natahovani A viastnim ¢islem (charakteristickym ¢islem). Napiiklad u tenzo-
ru setrvacnosti lezi vlastni vektory ve sméru os, ve kterych téleso pii rotaci ,,nehazi®.
U linearnich operatort je i kazdy nasobek vlastniho vektoru vlastnim vektorem se stej-
nym vlastnim ¢islem. Jde tedy o cely paprsek v Hilbertové prostoru, neboli viastni smer.
Takovych vlastnich smérti a ¢isel mize existovat u linearnich operatord cela tada, jejich
maximalni pocet je roven dimenzi prostoru (po¢tu prvkl baze). U separabilnich prostort
muzeme tedy tlohu nalezeni vlastnich ¢isel a vektorti formulovat rovnicemi:

Alf,>=A,0f, >,  k=12,...; A eC. (E.46)

Mnozina viech vlastnich &isel {1, ..., An ...} se nazyva spektrum operdtoru A Na-
lezneme-li spektrum operatoru a jeho vlastni vektory, miZeme relativné snadno fesit
rovnice obsahujici tento operator. Pomoci vlastnich ¢isel a vektorti 1ze naptiklad fesit
soustavy obycejnych linearnich diferencialnich rovnic (viz kapitola 1.5).

Vlastni ¢isla a vektory hermitovského operatoru

Véta: Hermitovsky operator ma realna vlastni ¢isla a vlastni vektory dvou riznych
vlastnich ¢isel jsou navzajem kolmé.

Diikaz: Pfi vypoctu skalarniho soucinu vyuzijeme hermitovosti a plisobime operatorem
v pravé i v levé ¢asti skalarniho soucinu. Vysledek musi byt stejny:

R <fk|ﬂ“kfk>:ﬂk<fk|fk> "
<fk|Afk>= n % = /lk=/1k = /fi,keﬁ.
<Afk|fk >=/1k <fk|fk>
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Vlastni ¢isla jsou tedy realna. V druhé casti budeme postupovat obdobné. Pro vlastni
Cislo z levé ¢asti skalarniho sou¢inu vyuzijeme prvni ¢asti diikazu:

<fk|ﬂ’l f[>=/11<fk|fl>

<t |Af>=1] .
<Afk|fl>=/1k <fk|fl>=/1k <fk|fl>
U
ﬂ“l<fk|fl>:ﬂk <fk|fl>,
U
(ﬂ’l_ﬂ’k)<fk|fl>=05
U

<fk |fl>:0Pr0/1k i//il.

Vlastni ¢isla a vektory unitarniho operatoru

Véta: Vlastni ¢isla unitarniho operatoru lezi na komplexni jednotkové kruznici a vlastni
vektory dvou riznych vlastnich ¢isel jsou navzajem kolmé.

Diikaz: Pii dikazu vyjdeme z definice unitarniho operatoru:
<f, |f} >=<flfk |flfk >=/12/1k <f, [f; >.
Porovnanim prvniho a posledniho vyrazu je ziejmé, ze
M=l = =1

Zbyva dokazat kolmost vektorti. K tomu budeme potiebovat pomocnou vétu: (lemma),

Lemma: pokud existuje inverzni operator k A , mé vlastni &isla 1/4.:
Necht plati

Alyy=ay) = AAp)=2") = |¥)=22"p)
a tedy

Nyni jiz budeme postupovat analogicky jako v pfipadé€ hermitovského operatoru. V levé
¢asti skalarniho soucinu vyuZzijeme opét prvni ¢asti dikazu:
<fk |ﬂ“l fl >:ﬂ“l <fk |fl >
i = Sy 1
<fk‘Ufl> <Ulfk|f1>:—*<fk|fl>:/’lk<fk‘fl>
/1/(
U

/11<fk ‘f1>:ﬂ,k <fk ‘fl>,

U
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(;Ll_;l’k)<fk|fl >=0,
U
<f |f;>=0 prod, #4.

Poznamka 1: Realné vlastni hodnoty hermitovskych operator budou v kvantové
teorii vyuzity jako mozné vysledky meéteni dynamické proménné, které odpovida
operator A. Ani kolmost vlastnich vektorti neni bez uzitku. Vhodny hermitovsky
operator nam muze v podobé svych vlastnich vektort ,,porodit* vyhodnou ortonor-
malni bazi v Hilbertoveé prostoru.

Poznamka 2: Unitarni operatory se v kvantové teorii vyuzivaji k popisu ¢asového
vyvoje stavu objektu.

Im (l) — — — - Hermitlv
------- unitarni
—————————————————— e
1 Re (1)

Obr. E4: Polohy vlastnich ¢isel hermitovského a unitarniho operatoru.

¢ Piiklad E11: vlastni &isla a vektory

Urceme vlastni ¢isla a vektory matice Az prikladu E4:

Pro tuto matici sestavime problém vlastnich Cisel a vlastnich hodnot:

A|f>=/1\f>
U
5 oa)A)
i 0)\f /2
U

G

Rovnice ma netrivialni feSeni jen pokud je determinant roven nule. Z této podminky
plynou dvé mozné hodnoty vlastniho &isla 4. Pro kazdou z nich potom jiz snadno ur¢i-
me pfislusny vlastni vektor. Pozor! Podminka na determinant ¢ini rovnice pro slozky
vlastniho vektoru zavislé. To je ale v poradku, feSeni rovnic musi mit jeden volny para-
metr, tak aby pfedstavovalo cely paprsek v prostoru. K vlastnim vektorim mtizeme najit
normované vlastni vektory a piislusné projekeni operatory. Vysledek je:
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+1i +i ~ 1 +i
=-1, fi>=c 1, 1>=L 1, P =|1><1 =l ) ! ,
1 1
+1 J2 L +1 20—-1 1

—i 1 (-i - (1 —i
=+1, f, >=c¢ , 2>=— , P,=2><2|==| . .
% I [+lj | \/E(Hj 2 =| | 2(+1 lj

Pov§imnéte si, ze matice A byla hermitovska (matice pteklopena kolem diagonaly
a komplexné sdruzena je shodna s ptivodni matici). Proto ma realna vlastni ¢isla a vlast-
ni vektory tvoii ortonormalni soustavu:

<l|1>=<2]2>=1, <1]2>=<2]1>=0.
Tato soustava vektor( je tiplna, tvofi bazi v prostoru komplexnich dvojic:

|1><l|+\2><2|:|51+|52::l.

Véta o spektralnim rozvoji

Véta: Necht A je linearni operator s mnozinou vlastnich vektora, ktera tvoii uplnou
ortonormalni bazi v Hilbertové prostoru. Potom miZzeme pro analytickou funkci opera-
toru definovanou Taylorovym rozvojem (E.14) psat

> SA) = Y fAlk><k| =2 f(A)P . (E.47)
k k
Diikaz: Nejprve si pov§imnéme plisobeni mocnin operatoru na vlastni vektory:
A|fk >=/1k|fk >,

A2|fk >:ﬂkA|fk >:/1]3|fk >,

An|fk >:ﬂ]:l|fk >,
U

A >=Y e, A" 1> = Y, 40 1> = [ >
n n

V dalsi fazi dikazu budeme funkci operatoru ptsobit jiz na obecny vektor. Provedeme
ale jeho rozklad do baze slozené z vlastnich vektort, kde puisobeni zname z posledni
rovnosti (v misté Sipky vlozime soucet vSech projektord):

SR> =Y f(A)k><k|f>= fA)k><k|f>
T k k

To je ale pfesné rovnost, kterou jsme chtéli dokazat. Vynechame-li ve vyrazech libo-
volny vektor | f>, na ktery operatory pusobi, dostavame vétu o spektralnim rozvoji.



368 Dodatky

Poznamka 1: Ma-li operator vicenasobné vlastni ¢islo stupné N, neni to na zava-
du. Vlastni vektory k vicenasobnému vlastnimu ¢islu tvoti cely podprostor @ di-
menze N a lze zvolit N nezavislych kolmych vlastnich vektorit odpovidajicich to-
muto vicenasobnému ¢islu.

Poznamka 2: Je-li prostor neseparabilni, bude za nékterych dal$ich predpoklada
mozné vétu o spektralnim rozvoji modifikovat do tvaru:

S(A) = [f(A)]x><x|d.

Poznamka 3: Pro vyjadieni funkce operatoru je ¢asto mnohem jednodussi pouzit
misto Taylorova rozvoje vétu o spektralnim rozvoji. Prislusna fada probihd jen
pres vlastni Cisla operatoru.

Poznamka 4: Zname-li spektrum operatoru a jeho vlastni vektory, mtizeme snad-
no napsat jeho libovolnou funkci a fesit tak rovnice, ve kterych se tato funkce ope-
ratoru vyskytuje. Specialné inverzni operator je dan formuli

A=y Lkscr=3 L, .
kM kA

Vidime, Ze pro jeho existenci je kromé predpokladti véty nutna nenulovost vsech
vlastnich ¢isel.

¢ Piiklad E12: nalezeni exponencialy matice

Na prostoru (2 je zadan maticovy operator

v ow v

Méme nalézt matici exp (A) Tento priklad jsme jiz fesili pomoci Taylorova rozvoje jako
piiklad E4. Z ptikladu E11 zname vlastni ¢isla, vektory i projekéni operatory tohoto
maticového operatoru. Z véty o spektralnim rozvoji mizeme proto napsat:

A . n 1 1 +i 1( 1 =1 coshl —isinhl
A :eilP1+e/12P2:el— . +etlo| =| _
2{-1 1 20+1 1 1sinh1 coshl

Na rozdil od Taylorova rozvoje ma fada nyni jen dva Cleny.

¢ Piiklad E13: FeSeni rovnice teplotni diftize

Naleznéme Casovy vyvoj pribchu teploty ty¢e delky L, jejiZz oba konce jsou udrzovany
na nulové teploté. Pocatecni teplota tyCe je dana funkci 7p(x). Ukolem je tedy najit
feseni rovnice teplotni diftize

or_ o

—= T=T(t
TR (t,%)

s pocatecnimi a okrajovymi podminkami
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T(ty,x)=Ty(x),  T(t,0)=T(t,L)=0.

Preformulujme nyni tilohu do Diracovy symboliky. Zaved’'me nejprve Hilbertiiv prostor
st={ fx): fel’O.n) A f0)=f1)=0}.

Jde o prostor funkci definovanych na intervalu <0, L>, periodickych a integrovatelnych
s kvadratem. Okrajova podminka pivodni rovnice je piesunuta do definice prostoru.
Jestlize by hodnota teploty tyce na obou koncich byla nenulova, mizeme posunout
pocatek teplotni stupnice. Vzhledem k derivacim v rovnici teplotni difize to na tvar
rovnice nema vliv. Pozadavek nulové teploty na obou koncich tyce tedy neni na ajmu
obecnosti feseni. Uloha ma nyni tvar:

d|T> - .
|—:—;cA\T>, |T > 3, A=——. (E.48)

d¢ dx?
Z prikladu E8 vime, Ze operator B =id/dx je hermitovsky (ma redlna vlastni Cisla
a kolmou soustavu vlastnich vektortr). Proto i kvadrat tohoto operatoru A=B’ je her-
mitovsky. Znaménko minus zde neni podstatné, jen zajisti nezdporna vlastni ¢isla ope-

ratoru A . Regeni ulohy miZeme formalné napsat okamzite (!):

|T(t)>=e “AU0) | 7(0) > (E.49)
Skute¢né: dosadime-li pocatecni Cas, da feSeni pocateéni podminku. Derivujeme-li
feseni podle Casu, zjistime, ze feseni (E.49) spliiuje vychozi rovnici (E.48):

%| T(t)>= %e"‘“"’o) 1T(ty) > =k Ae *A0) | 710y > =~k A | T(t) >.

Jediny problém je, Ze v nalezeném feSeni (E.49) vystupuje funkce operatoru A. Aby-
chom ji mohli urcit, musime znat spektrum a vlastni vektory operatoru A na prostoru .
Resme tedy nejprve tlohu

l:\|f>=l|f>, | f>eH =

fT+Af=0, f0)=/(L)=0.

Reseni této obyc¢ejné linearni diferencialni rovnice s okrajovymi podminkami je:

2,2
;Lkzﬂ ud , | fx >=csin(k—ﬂxj, |k>=\/zsin(k—ﬂxj, k=12,....
I’ L L L

Vlastni &isla jsou realnd (A je hermitovsky operator), vlastni vektory jsou navzajem
kolmé a tvoti pfirozenou bazi v #. Napsat feSeni (E.49) je nyni jiz jen jednoduchou
aplikaci véty o spektralnim rozvoji:

1T(t)>=e *AU0) | T(1) > =

= R sk (1) > =
k=1
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2,2

- 2
=Y e L |k >;
k=1

|k>5\/%sin(k7ﬂ-xj, c, =<k|T(ty)>.

Reseni mizeme samoziejmé zapsat i standardné, bez pouziti Diracovy symboliky:

212 5

T
0 - (t—to)
T(t,x) = ,f% che r sin(k%xj;
k=1

L
¢ = \/% '([sin(k%ijo(x) dx .

Pro ¢ = #p mame Fourierovu fadu pro pocatecni podminku. Pro ¢ # 7y nejde o nic jiného
nez o rozvoj do jednotlivych Fourierovych modt. Kazda Fourierova komponenta ubyva
exponencialné s ¢asem. Vidime, Ze véta o spektralnim rozvoji ndm muzZe byt uzite¢na
i pfi feSeni parcialnich diferencialnich rovnic.

(E.50)

oooooooooooo°°°oooooooooooo



F Pfaffovy diferencidlni formy 371

Dodatek F - Pfaffovy diferencialni formy

Urcite si vzpominate na pojem malého pfiristku funkce vice proménnych, neboli dife-
rencialu (viz dodatek A). Napiiklad k funkci

Sy =a® + 2 (F.1)
je prvnim diferencialem vyraz
df =2xdx+2ydy. (F.2)

Zkusme nyni tlohu obratit. Pfedstavme si, Ze napiSeme podobny vyraz jako je na pravé
strané rovnice (F.2) a budeme se ptat, zda existuje funkce, ke které by vyraz byl prvnim
diferencialem. Naptiklad

dw,;=2xdx+2ydy, (F.3)
dwy =2ydx+xydy. (F4)

K prvnimu vyrazu takova funkce existuje, jde o funkci (F.1), zatimco k druhému vyrazu
takovou funkci nikdy nenajdeme. Obecné vyrazy tohoto typu nazyvame Pfaffovy dife-
rencialni formy a zapisujeme je ve tvaru

do=a(x),...,xy)dx +--+ay(xp,...,xy)dxy (F.5)

nebo, pouzijeme-li Uspornéj$i sumacni konvenci, ma zapis jednodussi tvar
| 2 do=aqa;(x)dx, . (F.6)

Polozena otazka tedy je: kdy je Pfaffova forma ve tvaru uplného diferencialu néjaké
funkce? Odpovéd’ je velmi zajimava. VSechny diferencialni formy se déli na dvé veliké
skupiny. Prvni z nich neni ve tvaru Gplného diferencialu néjaké funkce a tento typ nema
zadné ,,hezké* vlastnosti. Druhy typ je ve tvaru Gplného diferencialu néjaké funkce, ma
mnoho velmi elegantnich vlastnosti a velmi snadno se s nim pracuje. Proto matematici
i fyzici vzdy davaji pfednost diferencialnim formam, které jsou ve tvaru tplného dife-
rencialu. Zformulujme nyni tzv. vétu o péti ekvivalencich:

F1 Véta o péti ekvivalencich

Necht ma diferencialni forma dw = axdx; koeficienty, které maji spojité derivace do
druhého fadu véetné. Potom jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

1) Existuje funkce f{xi,..., xn) takova, ze forma je jejim prvnim diferencialem, tj.
koeficienty formy jsou parcialnimi derivacemi této funkce:
0
a :—f . (F7)
axk

2) Existuje funkce ¢ takova, Ze kiivkovy integral mezi dvéma body je jen rozdilem
koncové a pocatecni hodnoty této funkce (nazyvame ji potencialem diferencialni
formy):
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B
[ axdy, = 9(B) - 9(4). (F.8)

A
3) Kifivkovy integral mezi dvéma body nezavisi na kiivce (cesté integrace):
Iakdxk nezavisi na kfivee y . (F.9)
/4

4) Krivkovy integral po jakékoli uzaviené kiivce z diferencialni formy je nulovy:

$aydx, =0. (F.10)
5) Koeficienty formy splnuji relace:
aﬂ:aﬂ pro V k, 1. (F.11)
axl 8 Xk

Poznamka 1: Mame-li diferencialni formu, bud’ pro ni plati vSechny vlastnosti
vyjmenované ve vété o péti ekvivalencich nebo zadna z nich. Neexistuje nic mezi-
tim. Proto se diferencialni formy déli na dvé disjunktni skupiny.

Poznamka 2: V diukazu véty by stacilo dokéazat jen jednotlivé implikace ,,.kruhem*
1 =2=-=5. Tim je mozné se od kazdého tvrzeni dobrat ke kterémukoli dal-
Simu. Cely ditkaz zde provadét nebudeme, omezime se jen na nékteré casti.

Poznamka 3: Paté tvrzeni je vlastné navodem jak poznat ,,spravné diferencialni
formy, tj. formy ve tvaru uplného diferencialu. Overime-li, Ze plati vlastnost 5),
plati uz i vSechny vlastnosti ostatni.

Poznamka 4: Ve fyzice bychom fekli, ze koeficienty a diferencialni formy tvori
konzervativni pole, naptiklad pole gravitacni. Kfivkovy integral z gravitacni sily
ma vyznam vykonané mechanické prace. Ta nezavisi na cesté mezi dvéma body,
po uzaviené kiivce je nulova, existuje potencialni energie a vykonana prace je roz-
dilem potencialni energie v koncovém a pocateénim bod¢. I posledni podminka je
snadno interpretovatelna. Prevedeme-li oba ¢leny na levou stranu, dostaneme

8 ay 8 a

> —~———=0 proVk,l.
8xl axk

Nejde o nic jiného, nez o podminku, Ze rotace pole je nulova a jde tedy z hlediska
matematiky o nevirové pole.

Naznaéme nyni dikaz nékterych implikaci véty o péti ekvivalencich:

Implikace 1 = 2
Zkusme najit ve fazovém prostoru (xi, ..., xy) integral z diferencialni formy ve tvaru
uplného diferencialu mezi dvéma body A4 a B:

B
J.da) jakdxk = jafdxk_

A

jdf = f(B)= f(4).
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Je-1i diferencialni forma ve tvaru Uplného diferencialu, potom jsou koeficienty dany
parcialnimi derivacemi funkce f'a vysledny integral je pouze rozdilem hodnot funkce f
v pocatecnim a koncovém bod¢. Hledanym potencialem diferencialni formy je tak sama
funkce f.

Implikace 2 = 3

Zalezi-li hodnota integralu jen na koncové a pocateni hodnoté funkce f, nezavisi potom
na integrac¢ni kfivce. Je zcela lhostejné, zda integrujeme po kiivce %, % nebo % na ob-
razku F1.

B R

71

28] 2]

Obr. F1: Integracni cesty.

Implikace 3 = 4

Uzavfenou kiivku v pravé ¢asti obrazku si predstavime jako soucet dvou jednotlivych
kiivek. Musime ale davat pozor na orientaci kiivky, kterd méni znaménko kiivkového
integralu:
©)
Sﬁdw=jdw+ j da)=jda) - I dw=0.

71 -72 71 72

Implikace 1 = 5:
Dtikaz je velmi jednoduchy a je zaloZzen na zaménnosti druhych derivaci funkce f:

a“_k(i)i[a_f]_i[a_f]_aﬂ

axl axl axk _8xk axl _axk'

€ Piiklad F1: diferencialni forma 1

Zjistéte, zda je forma dw ve tvaru Gplného diferencialu:
do=2xydx+ xzdy .

Z vlastnosti (F.11) véty o péti ekvivalencich nalezneme ,,ktiZzové™ derivace

) da, da
a, =2xy; a,=x = 5 =2x; 5 =2x.
y X
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Obe¢ derivace jsou si rovné a diferencialni forma je proto ve tvaru uplného diferencialu.
Snadno ov¢ftite, ze jde o Uplny diferencial funkce

[y =xy.

4 Priklad F2: diferencialni forma 2

Zjistéte, zda je forma dw ve tvaru Gplného diferencialu:

do="dv+dy.
Yy
Pro ,kiiZové™ derivace mame:
da da
axzﬁ; a, =1 = x:_%; L =0
% dy y dx

Derivace si rovny nejsou, a proto diferencialni forma neni ve tvaru uplného diferencialu
a neexistuje funkce f takova, ze by forma byla jejim prvnim diferencidlem.

Ne vSechny diferencialni formy, které nejsou ve ,,spravném* tvaru je vsak tieba zatratit.
Nékteré z nich lze snadno ,,napravit®. Formu z ptikladu F2 lze upravit tak, Ze ji vynaso-
bime funkeci y:

dGzyda)zy(idx-i-dyj:xdx-i-ydy.
y

Nova diferencialni forma zjevné ma potencial a je diferencidlem funkce (x2 +)2)/2.
Zjistime-li, Ze diferencidlni forma neni ve tvaru Uplného diferencialu, mizeme se poku-
sit najit tzv. integracni faktor 4 , aby nova forma

do=u(xy,...,xy)do (F.12)

Jjiz byla ve tvaru uplného diferencidlu. To se ale bohuzel ne vzdy musi podafit, zejména
u diferencialnich forem mnoha proménnych je hledani integracniho faktoru mimofadné
obtizné. Pro diferencialni formy s poc¢tem proménnych do tfi ale existuje integracni
faktor vzdy, jak plyne z nasledujici véty.

F2 Véta o existenci integracniho faktoru

Véta: Pro n <3 existuje vzdy integracni faktor Pfaffovy diferencialni formy.

Diikaz: Zkoumejme, zda je nova forma do = u(xy, ... , xy)ar(xy, ... , xy) dxg ve tvaru
uplného diferencialu. Hledame tedy funkci £, jiz je nova forma Gplnym diferencialem, tj.
of

a=ﬂak.
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To bude mozné tehdy, kdyz si budou rovné kiizové derivace koeficientd:

a,llak _aﬂal
ax, axk

pro V k,l.

Z té&chto rovnic je tfeba urcit integracni faktor. Aby byla tloha feSitelna, nemlze byt
jejich celkovy pocet vétsi nez dimenze fazového prostoru N:

N _
(]SN = —N(AZI Dey = wnss

Pro diferencialni formy s vice nez tfemi proménnymi nemame obecné¢ existenci inte-
gracniho faktoru zadnym zptsobem zarucenu. Existuji i sofistikovanéjsi véty, které za
urcitych podminek umoziuji existenci integracniho faktoru ve vice dimenzich (napfi-
klad Caratheodoryho princip), ale ty jdou nad ramec této ucebnice.

oooooooooooo°°°oooooooooooo
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Dodatek G - Nékteré integraly a rady

Ve vztazich je oznaceno n!=n(n—1)...1; n!ll=n(n-2)(n-4)...1.

oo

n!

jx"e‘”xdx=—; a>0; n=12,... (G.1)
an+l

0

< 2 N

[x2ree oo Cn=DINT o (G.2)

ontl 4 (2n+1)/2

0

< 2 !

[ e de=—" i a>0; n=012,... (G.3)
2an+l

0

< 2

I e ¥ dx=\/z; a>0 (Gausstv integral) (G4)

a

< 2

je‘”x dx=l\/2; a>0 (G.5)

0 2\ a

< 2 2

I e by dxz\/Z e’ /4a; a>0 (G.6)
a

oo

J—azlj dx = —arccos (fj (G.7)

j; dx = argsinh (fj (G.8)
Va? +x? a

I X dy = 612+X2 (G9)

Cl2 +X2

o 3 o 3 4

[—dr=ses22: [T—dv="C (G.10)
e¥+1 e¥ -1 15

0 0

z q" = % : | q | <1 (soucet geometrické fady) (G.11)

n=0 -9

Vay =2 RN /N1 (objem koule v sudém poctu dimenzi) (G.12)
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G1 Vypocet Gaussova integralu

Gaussuv integral lze snadno uréit za pomoci jednoduchého triku, pii kterém tento in-
tegral pfevedeme na integral pfes nekone¢nou rovinu v polarnich soufadnicich. Jednot-
livé kroky jsou pfimocaré, proto je nebudeme komentovat:

JT e_axz dx = [T) e_axz dx][T) e_o”‘2 dx] =

—oo

[ i

—oo —oo

oo e RXR,
:\/]fzjffe_mz rdedr :\]271'Te_m2 rdr
00 0

Posledni integral snadno vypoéteme za pomoci substituce &= ar?, vysledek je

+oo 5 =
je‘“’f de= |~ . (G.13)
o

Vysledek snadno upravime na integraci (G.5) pouze od nuly do nekone¢na. Opakova-
nym derivovanim vztahu (G.5) podle parametru a ziskame vztahy (G.2) pro sudé moc-
niny. U lichych mocnin je postup stejny. Snadno vypocteme integral (G.3) pro n=0.
Vys$§i mocniny ziskdme opét derivovanim podle parametru a.

G2 Vypocet integralu ve Stefanové-Boltzmannoveé zakoné

Hledany integral nejprve upravime do tvaru:

Je:—l dx=jx3e x(l—e_xj dx.

0 0

Vyraz v kulaté zavorce lze interpretovat jako soucet geometrické fady s kvocientem
S
g=¢ 1.

J. e:—l dx= I[xS e ¥ i e_nx]dx = J{f i e_(nﬂ)dex =
0 0 n=0 0 n=0

=j )C3Z:e_'“C dr=>)" jx3e_"xdx.
0 n=1 n=1 ¢
Posledni integral je snadno fesitelny. Ttikrat po sob& provedeme integraci per partes,

¢imZ budeme postupné sniZzovat mocninu x, a nakonec provedeme jednoduchou integra-
ci exponencialy. Vysledek je
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oo

[ P =3 % (G.14)

Oex—l n=1 N

Zbyva urcit soucet Riemannovy fady na pravé strané rovnosti. Nejprve ur¢ime soucet
jednodussi fady s druhymi mocninami, teprve poté fady se ctvrtymi mocninami. Nalez-
neme tedy postupné soucty

1 1
=z—2; S4=Z - (G.15)
n=1 1

Oba souéty snadno uréime z Fourierovych fad funkei x* a x* na intervalu <—z, +7>:
2 [
4
¥ = %+ Z (=1)" = cos(nx) ;
=l n
(G.16)

=—+Z( D" (———chos(nx)

Po dosazeni za x = dostaneme z prvniho rozvoje hodnotu S, a z druhého hodnotu S,
(pti vypoctu budeme potfebovat hodnotu Sy):

2 4
Va V3
Sy =—; Sy =—-. G.17
257 4730 (G.17)
Pro hledany integral tedy plati:
e 3 oo 4 4
[=—dax=Y %:6S4:6”—:”—.
he -1 ol 1 90 15
Vysledkem integrace je
[ =" (G.18)
he -1 15
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a velka poloosa elipsy Fy slozky sily
a vektory krystalové mfize P tenzor elektromagnetického
a anihilaéni operator pole
al kreaéni operator g tihové zrychleni
A amplituda, g velikost tthového zrychleni
dynamicka proménna, stupen degenerace
mechanicka prace g metricky tenzor
A Ctyfpotencial pole G Gibbstv potencial,
A vektorovy potencial, gravitacni konstanta
vektor posunuti G vektor posunuti v k-prostoru
A matice koeficientd, h Planckova konstanta,
matice stability utlum v bariéfe
A operator k dyn. prom. 4 h redukovana Planckova
A atraktor konstanta
oo amplituda pravdépodobnosti H intenzita magnetického pole
Ai Airiho funkce Ai H entalpie,
b vektor momentu hybnosti HflfnlltOHOVa funkce,
b vektory reciproké miize Vyska. .
b mala poloosa elipsy, H, Hermitiv polynom
moment hybnosti, H hustota energie
Wienova konstanta H Hilbertv prostor
b anihila¢ni operator H Hamilltonlﬁv operétor
i o ] 1 elektricky proud,
b krea¢ni operator intenzita,
B magnetickd indukce izospin,
Bi Airiho funkce Bi moment setrva¢nosti
¢ rychlost, 8 projekce izospinu
. rychlost svétla jo proudova hustota,
c projekce anihil. operatoru tok naboje
ef projekce kreaé. operatoru 7 Ctyftok
¢ kapacita J adiabaticky invariant,
C limitni cyklus, Yaze‘t?ni konstanta'l
komplexni &isla J invariantni mnoZzina
3 . . k rychlost reakce,
C prostor komplexnich trojic e
N , . tuhost oscilact,
¢ prostor komplgxn,lch N-tic velikost vinového vektoru
D 1ndu}<ce elekFrICkel}Q pole kg Boltzmannova konstanta
D husté pgkwta mnozina Kk vinovy vektor
¢ exceniricita K vlnovy &tyfvektor
€ Jednotkovy vektor K integra¢ni konstanta
E ¢ energie / vedlejsi kvantové Cislo,
E elektricka intenzita vzdalenost
S frekvence, r prostor posloupnosti
funkce, L Lagrangeova funkce,
hustota volné energie, moment hybnosti,
pocet stupnitl volnosti Sitka bariéry,
F volna energie vzdalenost
F,F sila L vektor momentu hybnosti
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operator momentu hybnosti
prostor funkci
Lagrangeovy body

hustota Lagrangeovy funkce,
induk¢énost,

Laplacetv obraz

hmotnost,

magnetické kvantové ¢islo
magnetické spinové ¢islo
vektor magnetizace
hmotnost,

magnetizace

oteviena mnozina
uzaviend mnozina
koncentrace,

hlavni kvantové ¢islo
pocet castic,

pocet parametra

operator poctu ¢astic
operator hustoty ¢astic
vektor hybnosti

hybnost,

parametr kuzelosecky,

tlak

elektricky dipolovy moment
magneticky dipélovy moment
Ctyrhybnost

vektor polarizace

hybnost,

polarizace,

polarizace fotonu,
pravdépodobnost
Legendretv pridruzeny
polynom

hustota hybnosti pole

operator vymény ¢astic
zobecnéné soufadnice
naboj,

teplo,

zobecnéna souradnice
radialni vzdalenost,
polomér

polohovy vektor
koeficient odrazu,
pocet vazeb,
Rayleighova funkce
elektricky odpor

CIRAR

[9%)

]’ﬂV

<

~ DI =S el el

ER*:“:% %g §)<)Q

realna cisla

prostor realnych trojic
prostor realnych N-tic
Larmortv polomér
hustota entropie,

spin,

vzdalenost

akce,

entropie,

matice rozptylu,
podivnost

operator spinu

plocha

podivny atraktor

matice prechodu

cas,

vazebni konstanta (t-J model)
absolutni teplota,
kineticka energie,
koeficient propustnosti,
perioda,

teplota

operator kinetické energie
tenzor energie a hybnosti
rapidita,

hustota vnitini energie
rychlostni pole

vnitini energie

okoli bodu

operator casového vyvoje
rychlost

mixazni matice,

objem,

potencialni energie
hustota potencialni energie,
vytvorujici funkce
linearni vektorovy prostor
operator potencialni energie
operator virialu
pravdépodobnost

energie

soufadnice

polohovy vektor

udalost

chaoticka mnozina
soufadnice



382

Seznam symbolii

Yim

N

=

-

=
.
sy

X 3 MY

~

hypernaboj

kulova funkce

parti¢ni suma jedné Castice
parti¢ni suma,

stupeil ionizace

koeficient,

konstanta,

uhel

Diracovy matice
konstanta,

relativisticky koeficient v/c,
Diracova matice

hustota energetickych stavi,
relativisticky koeficient
Diracovy matice

vahovy faktor

bazové matice

Diracova distribuce,
Kroneckertiv symbol,
parametr rovnice,

uhel (faze viny)

energie jednoho stavu,
leva strana rovnic,
Leviho-Civitiv tenzor,
numericka excentricita,
permitivita,

fidici parametr

fugacita

vlastni vektor

odklon od osy z

konstanta v KG rovnici,
elektricka susceptibilita
charakteristické (vlastni) Cislo,
Ljapunoviv exponent,
parametr,

vinova délka,

zemepisna Sitka
Lorentzova matice

bezrozmérna hmotnost,
chemicky potencial,
integracni faktor,
permeabilita,

redukovana hmotnost
Bohriv magneton
frekvence, kmitocet,
radidlni kvantové ¢islo,
vlnova funkce neutrina
fazova proménna,
bezrozmérny parametr,
pomocna proménna
grandkanonicka parti¢ni suma
kanonicky sdruzené pole
hustota,

hustota pravdépodobnosti,
vzdalenost

hustota naboje

spin,

Pauliho matice,
Stefanova-Boltzmannova
konstanta

bazové matice

faze,

obecné pole,

thel,

stav systému

operator pole

skalarni potencial,

faze,

fazovy prostor
magnetickd susceptibilita
vlnova funkce,

stav systému

uhlova frekvence
cyklotronni frekvence
Casoprostorova oblast,
grandkanonicky potencial
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Teoreticka mechanika

Coriolis, Gustave Gaspard (1792-1843), francouzsky mate-
matik a fyzik, zabyval se matematickou analyzou, mechanikou
a hydraulikou. Proslavil se vypoctem sil pisobicich v rotujicich
soustavach. Jedna z téchto sil nese jeho jméno — Coriolisova
sila. Podrobné také studoval tfeni. Jako prvni pouzil termin
mechanicka prace v souvislosti s plisobenim sil na télesa a pou-
zival spravny vztah pro kinetickou energii. V jedné ze svych
praci se zabyval také teorii srazek kulecnikovych kouli. V roce
1829 se stal profesorem mechaniky na Ecole Centrale Paris.
Jeho jméno je jednim ze 72 jmen vyrytych na Eiffelove vézi.

Euler, Leonhard (1707-1783), Svycarsky matematik a astro-
nom, zak Johanna Bernoulliho. Pracoval na Akademii v Petro-
hradu a na Akademii véd v Berliné¢. M¢l fenomenalni pamét’
ajednou rozhodl pfi mezi dvéma studenty, jejichz vysledky
naro¢ného vypoctu se lisily na padesatém desetinném misté tim,
ze vysledek spocital jen tak v hlavé. V roce 1735 Euler oslepl na
pravé oko a v roce 1766 i na levé. Piesto pokracoval v publikaci
svych vysledkt, které diktoval. Euler byl nejplodnéjSim mate-
matikem vSech dob (ackoli mél 13 déti). Za svij zivot pub-
likoval pres 800 praci. Dvanactkrat byl odménén cenou Patizské akademie. Kdyz se ho
ptali na vysvétleni jeho tizasné plodnosti, odvétil: ,.Zda se, Ze mé pero je inteligentnéjsi
nez ja.* Francouzsky matematik a astronom Frangois Arago o ném tekl: ,,Pocita stejné
lehce, jako clovek dycha nebo orel plachti vzduchem.

Nezavisle na Lagrangeovi nalezl nutné podminky pro minimalizaci funkcionalu ve
variaénim poétu. Ve fyzice jsou tyto rovnice znamy jako Lagrangeovy pohybové rov-
nice. Jejich vyhodou je, Ze nezavisi na volbé souradnicového systému. Zabyval se také
teoretickou astronomii. Zkoumal problém pohybu tii a vice téles a dokazal, Ze neexis-
tuje analytické feSeni. Teoreticky fesil pohyb M¢sice (problém nakonec vyftesil az La-
place) a poruchy drah Jupiteru a Saturnu. Euler teoreticky odvodil moZnost odstranéni
barevné vady u ¢ockovych dalekohledii (prakticky to dokazal anglicky pravnik a mate-
matik Chester Moor Hall v roce 1733).

Hamilton, William Rowan (1805-1865), vyznamny irsky ma-
tematik. Pod vedenim svého stryce lingvisty se naucil mluvit
¢trnacti jazyky. V sedmnacti letech odhalil chybu v Laplaceové
traktatu Celestial Mechanics. Ptedpoveédél konickou refrakei ve
dvouosych krystalech, ktera byla zanedlouho experimentalné
potvrzena Hunphrey Lloydem. Hamilton také rozsifil princip
minima energie, ktery popsal Maupertuis, na HamiltonGv prin-
cip, zékladni varia¢ni princip v teoretické mechanice, ktery vede
na Lagrangeovy rovnice. V diferencialnim poctu je po ném poj-
menovan HamiltonGv operator, ve fyzice Hamiltonovy pohybové rovnice, Hamiltonova
funkce a Hamiltonova-Jacobiho rovnice. Posledni tfetinu svého Zivota stravil pod vli-
vem alkoholu a jiz nijak nepfispé€l k lidskému poznani.
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Hopf, Eberhard Frederich Ferdinand (1902-1983), némecky
matematik a astronom, ktery se narodil jest¢ v Rakousko-Uher-
sku (v Salzburgu). Je zakladatelem ergodické teorie a teorie
bifurkaci (vétveni feSeni diferencialnich rovnic). Zabyval se
parcialnimi diferencialnimi rovnicemi, integralnimi rovnicemi,
mechanikou tekutin a diferencialni geometrii. Objevil princip
maxima v teorii eliptickych diferencialnich rovnic. Vystudoval
na Univerzité v Berling, kde habilitoval v roce 1929. Od roku
1931 pracoval na MIT ve Spojenych statech. V roce 1936 se vratil do Némecka, praco-
val na univerzitach v Lipsku a Mnichové. Od roku 1949 az do smrti pracoval na Indiana
University v Bloomingtonu. V teorii diferencialnich rovnic je po ném pojmenovana
Hopfova bifurkace.

Lagrange, Joseph (1736-1813), francouzsky matematik a teo-
reticky fyzik, byl jednou z nejvyznamnégjSich védeckych osob-
nosti osmnactého stoleti. Lagrange vystiidal Eulera na misté
feditele Berlinské akademie. Jeho dilo Mécanique Analytique
z roku 1788 bylo komplexnim pojetim mechaniky z matematic-
kého hlediska. Lagrange se stal spoluzakladatelem varia¢niho
poctu (v matematice fesil obdobné tlohy Euler). Mechanické
ulohy chapal jako hledani optimalni trajektorie na zaklad¢ jed-
noduchého integralniho principu. Nalezl nutné podminky pro

existenci feseni, které predstavuji pohybové rovnice sledovaného objektu. Dnes se tyto
rovnice nazyvaji Lagrangeovy rovnice a jsou zakladem teoretické mechaniky. Také jsou
po ném pojmenovany Lagrangeovy body — pétice rovnovaznych bodti v okoli dvou
vzajemné se obihajicich téles. Jeden z jeho vyrokt zni: ,,U lidi jsem vzdy pozoroval, Ze
Jjejich ndroky jsou v opacném pomeéru k tomu, co si opravdu zaslouzi. To je jeden ze za-
kladi moralky.*

Ljapunov, Alexandr Michailovi¢, (1857-1918), rusky mate-
matik, jehoz zakladni prace se tykaly diferencialnich rovnic,
teorie potencialu, stability feSeni a teorie pravdépodobnosti. Na
jeho pocest je pojmenovana Ljapunova stabilita — stabilita feSeni
diferencialnich rovnic vzhledem k perturbaci pocatecni
podminky. Z fyzikalnich problémi fesil podminky stability ro-
tujici kapaliny. Studoval na Univerzit¢ v Petrohradu. K jeho
ucitelim patiil napiiklad CebySev. Studium zakonéil v roce
1880. V roce 1880 obdrzel zlatou medaili za praci o hydro-
statice. V roce 1895 se stal soukromym docentem a v témze
roce vedoucim katedry mechaniky na Univerzit¢ v Charkové.
V roce 1902 se vratil do Petrohradu. V roce 1917 se s téZce ne-
mocnou manzelkou ste¢huje do Odésy. V roce 1918 zemfela jeho
zena na tuberkulozu. Ljapunov chtél skoncovat se Zivotem a stie-
lil se do hlavy. Na nasledky zranéni zemfel o tii dny pozdéji.

Lorenz, Edward Norton (1917-2008), americky matematik
a meteorolog, prukopnik a spoluzakladatel teorie deterministic-
kého chaosu. Objevil podivny atraktor a poprvé pro nestabilitu
pouzil termin ,motyli jev*. Vystudoval matematiku na koleji
Dartmouth v New Hampshire a na Harvardu. V prubéhu druhé
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svétové valky predpovidal pro armadu pocasi. Po valce vystudoval meteorologii na
MIT, kde se pozdéji stal profesorem. Vybudoval matematicky model pohybu vzdusnych
mas v atmosfére. Je nositelem mnoha cen a medaili. Je po ném pojmenovan Lorenziv
podivny atraktor.

Lotka, Alfred James (1880-1949), americky matematik, fyzi-
kalni chemik a statistik. Je pfedev§im znam aplikaci fyzikalnich
postupit v biologii, zejména v pracich o dynamice populace
a energetice. Navrhnul zndmou rovnici popisujici vyvoj poctu
jedinct v systému, ktery je slozen z dravct a kofisti. Nezavisle
tuto rovnici odvodil italsky matematik Vitto Volterra. Proto se
dnes evolu¢nim rovnicim tohoto typu fika Volterrovy-Lotkovy
rovnice. Rovnice se vyuzivaji i v jinych systémech, kde spolu
soupefi dvé skupiny jedinci. Lotka se narodil ve Lvovu na
uzemi dnesni Ukrajiny (tehdy Rakousko-Uhersko). Jeho rodice
byli Americané. Studoval v Birminghamu, Lipsku a v USA na
Cornellové univerzite.

Newton Isaac (1642-1727), je povazovan za jednoho z nejvy-
znamnéj$ich védch v dé&jinach lidstva. Byl anglickym fyzikem,
matematikem, astronomem, filozofem a teologem. Newton po-
lozil zaklady klasické mechaniky ve tfech pohybovych zakonech
(zékon setrvacnosti, zakon sily, zakon akce a reakce). Zakon sily
se stal vliibec prvnim matematickym nastrojem pro piedpovéd
trajektorie téles. K feSeni pohybové rovnice (zdkona sily) New-
ton vyvinul zéklady diferencialniho a integralniho poctu, neza-
visle na ném objevil diferencialni pocet Gottfried Leibniz. Pro
gravitacni interakci navrhl Newton silovy predpis, ktery je dnes znam jako Newtoniv
gravitani zakon. Plati jak pro pohyby téles na Zemi, tak ve vesmiru. Dale se Newton
v mechanice zabyval zdkonem zachovani hybnosti a momentu hybnosti. Newtonovo
pojeti mechaniky pouziva absolutni prostor a ¢as. Oba pojmy stoji mimo télesa a nejsou
jimi nijak ovliviiovany. Kompletni zaklady mechaniky publikoval Newton v roce 1687
v Principiich (Philosophice Naturalis Principia Mathematica), jejichz vydani sponzo-
roval Edmond Halley, ktery proslul predpovédi navratu Halleyovy komety na zakladé¢
Newtonova gravitaéniho zakona.

Newtontliv zajem nebyl ale soustfedén jen na mechaniku. Zabyval se i optikou. Zkon-
struoval zrcadlovy dalekohled s okularem umisténym kolmo na optickou osu pfistroje.
Pomoci hranolu rozlozil svétlo na jednotlivé barvy a zabyval se teorii barev. Svétlo si
predstavoval, na rozdil od Huygense, jako proud ¢éstic. Dnes vime, ze pravdu méli oba,
svétlo se nekdy chova jako vinéni a nékdy ma ¢asticovou povahu. Tomuto jevu, ktery
byl objasnén az na zakladé kvantové mechaniky, fikame ¢asticové-vlnova dualita.

V matematice Newton zaved! integralni a diferencialni pocet, zobecnil binomickou vétu
a zabyval se numerickym feSenim transcendentnich a diferencidlnich rovnic (objevil
tzv. Newtonovo schéma). Newton vénoval mnoho ¢asu i alchymii, mél vlastni laboratof.
Vétsina jeho textll je ovSem vénovana naboZenskym otazkam. Po Newtonovi jsou
pojmenovany: Newtonovy pohybové zakony, Newtonovo schéma, Newtondv daleko-
hled, jednotka sily newton a kratery na Marsu a Mésici.
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Noether, Emmy (1882-1935), vynikajici némecko-americka
matematicka, ktera ukazala, ze kazda symetrie v pfirodé¢ je uzce
spojena se zakonem zachovani. Zachovavajici se veli¢ina je pfi-
mo definovana danou symetrii. Pracovala v Erlangenu a v G6t-
tingenu s lidmi, jako byli Felix Klein a David Hilbert. Jeji prace
v oblasti teorie invariantd pfispély k vysledné podobé obecné
teorie relativity formulované Albertem Einsteinem v roce 1916.
Emmy Noetherova byla pravdépodobné prvni Zena s akademic-
kym titulem viibec, nebot’ habilitace byla az do této doby umoz-
néna pouze muzim.

Pol, Balthasar (1889-1959), celym jménem Balthasar van der
Pol, holandsky fyzik. Van der Pol vystudoval fyziku na Univer-
zit¢ v Utrechtu, kde ziskal v roce 1920 titul PhD. Zabyval se
experimenty, zejména Sifenim elektromagnetickych vin. V teo-
retické oblasti fesil problematiku teorie elektrickych obvodi
a zabyval se matematickou fyzikou a teorii diferencialnich rov-
nic. V roce 1935 byl ocenén za své prace medaili IEEE. Jsou po
ném pojmenovany van der Poliv oscilator a planetka 10443.

Rayleigh, John William Strutt (1842-1919), anglicky baron,
ktery se zabyval fyzikou, akustikou a optikou, zejména Sifenim
vin v tekutinach. Jeho Spatny zdravotni stav mu znemoznil
dokoncit studia na dvou Skolach (Eton, Harrow). V roce 1857
zapocal soukromé CcCtyfleté¢ studium pod vedenim vlastniho
ucitele. V roce 1861 vstoupil na Kolej Trinity v Cambridgi.
Studia ukon¢il v roce 1865. Intenzivné se zabyval Maxwellovou
teorii elektromagnetismu, a to jak experimentalné, tak teoretic-
ky. V roce 1878 vydal dvoudilny spis The Theory of Sound, kte-
ry se stal zakladem akustické literatury. Odvodil rovnici popisu-
jici zévislost rozptylu svétla v atmosféfe na vinové délce a vysvétlil tak jako prvni
modrou barvu oblohy. Pokousel se také, jako mnozi, odvodit zdkon zafeni absolutné
cern¢ho télesa. Jeho vztah (Rayleightiv zakon) popisuje spravné zavislost intenzity
zafeni na vilnové délce pro dlouhé vinové délky. Pro kratké vinové délky intenzita
diverguje (tzv. ultrafialova katastrofa) a zakon neplati. Pro celé spektrum se podaiilo
zakon odvodit az Maxu Planckovi. Nobelovu cenu ziskal v roce 1904 za izolovani inert-
niho atmosférického argonu. O prvenstvi tohoto objevu soupefil s Williamem Ram-
sayem, ktery ale zapocal své prace prokazateln¢ az po publikovani Rayleighovych vys-
ledkti. Ramsay ziskal Nobelovu cenu za chemii za dlouholety vyzkum vlastnosti argonu
v témze roce. V teoretické mechanice zavedl Rayleigh disipacni funkci, ktera se pouziva
pro popis ztrat zpisobenych pfeménou energie na teplo. Tato
funkce se nazyva Rayleighova disipacni funkce.

Tonti, Enzo (1935), italsky teoreticky fyzik, narodil se v Mila-
nu, kde v roce 1961 dokoncil studia matematiky a fyziky. Poté
pracoval na Milanské polytechnice. V roce 1975 se stal profeso-
rem na Milanské statni univerzité. Od roku 1976 pracuje na
Fakulté inZenyrstvi v Terstu. Cely Zivot se zabyva matematic-
kou strukturou fyzikalnich teorii. Uz jako student byl fascinovan
analogiemi mezi ruznymi fyzikalnimi teoriemi. Nejvice se ale
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proslavil pracemi z oblasti variacni formulace fyzikalnich teorii. Nalezl podminky, které
musi spliiovat soustava diferencidlnich rovnic, aby ji bylo mozné formulovat variacné.
Tyto podminky se nazyvaji Tontiho podminky.

Volterra, Vito (1860-1940), italsky matematik a fyzik, ktery
prispél k aplikaci matematiky do biologickych a spolecenskych
veéd. Nezavisle na Alfredu Lotkovi zformuloval evolu¢ni rovnice
pro dvé soupetici skupiny (naptiklad dravci a kofist). Zabyval se
také integralnimi rovnicemi. Studoval na Univerzité v Pise, v ro-
ce 1892 se stal profesorem na Univerzit¢ v Turing. V obdobi
pred druhou svétovou valkou se odmitl podilet na praktikach
nacistického viidce Benita Mussoliniho. Jsou po ném pojmeno-
vany Volterrovy-Lotkovy evolué¢ni rovnice.

Kvantova teorie

Abele, Hartmut, némecko-rakousky kvantovy fyzik. Vystudo-
val na Univerzit¢ v Heidelbergu. S kvantovou fyzikou a neutro-
ny se blize seznamil na studijnim pobytu v Ustavu Laue-Lange-
vina ve francouzském Grenoblu. Doktorskou praci na téma osci-
lace neutrin obh4jil v Heidelbergu a poté pracoval na americké
Univerzit¢ v Yale. Po navratu se stal profesorem na univerzitach
v Heidelbergu a Mnichové. Od roku 2008 pracuje na Univerzité
ve Vidni. Jeho tym pfipravil experiment s chladnymi neutrony,
ve kterém byly v roce 2011 za pomoci spektroskopické metody
pozorovany kvantové stavy neutronu v tihovém poli. Je to vubec poprvé, kdy byly
projevy gravitace detekovany u elementarni Castice. Abele tak oteviel cestu ke zkou-
mani gravitace na mikroskopické urovni.

Aharonov, Yakir (1932), izraclsky kvantovy fyzik. Zabyva se
nelokalnimi jevy v kvantové teorii, kvantovou teorii pole a in-
terpretaci kvantové mechaniky. V roce 1959 spolu s Davidem
Bohmem navrhli myslenkovy experiment, pii kterém je elektro-
novy svazek ovlivnén oblasti nulového magnetického pole, ve
které je nenulovy vektorovy potencial. Experimentalné byl Aha-
ronttv-Bohmiv jev prokazan vroce 1986 japonskym fyzikem
Akira Tomonurou. Klasicka elektrodynamika je pti popisu elek-
tromagnetické interakce neuplnd, teprve kvantova teorie popise
jevy, pfi kterych elektromagnetické potencialy méni fazi vinové
funkce. Potencidly tak nejsou pomocnym matematickym apara-
tem, ale realnou fyzikalni entitou. V roce 1988 publikoval Aha-
ronov koncept tzv. slabého méfeni, které neovlivni kvantovy
stav méteného objektu. Aharonov vystudoval v izraelské Haif€,
poté ptsobil na univerzité v anglickém Bristolu, kde ziskal Ph.D.
pod vedenim Davida Bohma. V roce 1998 ziskal Wolfovu cenu.

Anderson, Carl David (1905-1991), americky fyzik, ktery
spolu s Victorem Francisem Hessem z Rakouska obdrzel v roce
1936 Nobelovu cenu za objev pozitronu (kladného elektronu),




Rejstrik osobnosti 389

prvni zndmé castice antihmoty. Anderson ziskal titul Ph.D. v roce 1930 na Kaliforn-
ském technologickém institutu v Pasadené, kde pracoval s fyzikem Robertem Andrew-
sem Millicanem. Od roku 1927 studovali rentgenové fotoelektrony (uvoliuji se pti
srazkach atomu s vysoce energetickymi fotony), v roce 1930 zacali zkoumat kosmické
a gama zafeni. Anderson v mlzné komote vyfotografoval stopy sekundarnich sprsek
kosmického zafeni a pfi studiu fotografii objevil mnozstvi stop, z jejichz polohy vyply-
valo, ze by mohly vzniknout ptisobenim kladné nabitych ¢astic — ovsem ¢astic mnohem
mensich nez protony. V roce 1932 uvedl, Ze stopy jsou zplsobeny pozitrony, kladné
nabitymi ¢asticemi se stejnou hmotnosti jako elektrony. Toto tvrzeni bylo v roce 1933
oveteno britskym fyzikem P. Blackettem ajeho italskym kolegou G. Occhialinim.
Existenci pozitronu jakozto anticastice k elektronu predpovédél v roce 1928 P. Dirac.

V roce 1936 Anderson objevil mion (t€¢zky elektron), ¢astici 207krat t€zsi nez elektron.
Nejdiive myslel, Ze nalezl mezon predpovézeny japonskym fyzikem Hideki Yukawou,
ale zjistilo se, Ze mion s témito Casticemi interaguje jen slabé a jde o t€z8i verzi
elektronu. Skuteény mezon byl pak objeven v roce 1947 britskym fyzikem Cecilem

Powellem a pojmenovan pi-mezon nebo pion.

Bell, John Stewart (1928-1990), irsky fyzik, ktery je autorem
Bellovych nerovnosti, podle kterych bylo mozné vyloudit kla-
sickou interpretaci kvantové mechaniky (interpretaci se skrytymi
parametry). V roce 1948 se stal bakalafem experimentalni fyziky
na Univerzité v Belfastu, Ph.D. ziskal v roce 1956 na Univerzité
v Birminghamu. Poté pracoval v Harwellové laboratofi a po né-
kolika letech piesidlil do evropského stiediska jaderného vyzku-
mu CERN. Zde se zacal intenzivné zabyvat teoretickou fyzikou,
teorii elementarnich ¢astic a kvantovou teorii. Na zakladé nerov-
nosti, jez navrhl, byla vroce 1983 definitivn¢ vyloucena kla-
sicka interpretace kvantové teorie, podle které je pravdépodobnostni charakter méfeni
zpusoben neznalosti vSech parametra systému.

Binning, Gerd Karl (1947), némecky fyzik a spoludrzitel No-
belovy ceny pro rok 1986 za vynalez rastrovaciho tunelového
mikroskopu. Binnig se narodil ve Frankfurtu a studoval zde na
Goetheho université, kde ziskal v roce 1978 titul PhD. V témze
roce se stal zaméstnancem vyzkumné laboratoie IBM pobliz
Curychu ve Svycarsku a spoleén& s Heinrichem Rohrerem za-
cali pracovat na problému, jak zobrazit jemné detaily struktury
latek. Pfisli na myslenku, zZe by se sonda emitujici elektrony
pohybovala kolem povrchu zkoumaného objektu a mapovala tak
jeho povrch. Mala sonda s ostrym hrotem se pohybuje a elek-
trony tuneluji mezi vzorkem a hrotem.
Nepatrné zmény (i atomovych rozmértl) vzdalenosti sondy od
povrchu se zaznamenaji. Vhodnym vzorkovanim povrchu se
poridi tfirozmérny obraz. Novy mikroskop je schopen zazname-
nat jednotlivé atomy a za pomoci hrotu s nimi i manipulovat.

e ®
Bohm, David (1917-1992), americko-anglicky teoreticky fyzik. 1\
Zabyval se fyzikou plazmatu, jadernou fyzikou a kvantovou
teorii. V prubéhu druhé svétové valky pracoval na projektu
Manhattan. Je po ném pojmenovan anomalni Bohmova diftize
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v plazmatu a Aharontiv-Bohmiiv jev, pfi kterém svazek elektroni zméni svou fazi vli-
vem nenulového vektorového potencialu i v oblasti, kde je magnetické pole nulové.
Studoval na Pensylvanské statni univerzité, poté na Caltechu a Kalifornské univerzité
v Berkeley. Pracoval na nejriznéjSich mistech na svété, véetné Izraele, Brazilie a Ang-
lie. Aharoniv-Bohmiv jev objevil spolu se svym studentem Aharonem pii pobytu
v anglickém Bristolu, kde byl Aharonov jeho studentem.

Bohr, Niels (1885-1962), dansky fyzik, ktery v roce 1913 na-
vrhl prvni Gspésny model atomu. Pokud se elektron nachazi na
vybranych drahach (takovych, na jejichz obvod pfipadne ce-
listvy nasobek vlnové délky elektronu), nezaii. Pti preskoku
elektronu mezi dvéma hladinami dojde k vyzafeni odpovidaji-
ciho energetického kvanta. Moment hybnosti elektronu je
kvantovan, zakladnim kvantem je Planckova konstanta. Tento
model funguje pro vodik a nevysvétluje zakonitosti mikrosvéta.
Pozdéji byly stejné vysledky ziskany z kvantové teorie. Bohr je
autorem principu korespondence — tvrzeni, ze pfi velkych kvan-
tovych ¢islech musi kvantové formule prechazet v klasické. Je také zastancem pravde-
podobnostni (tzv. kodanské) interpretace kvantové teorie. V roce 1922 obdrzel No-
belovu cenu za fyziku.

Bose, Satyendra Nath (1854-1948), viz sekce Statisticka fyzika.

Brillouin, Léon (1889-1969), francouzsko-americky fyzik. V roce 1926 se podilel na
vyvinuti WKB aproximace v kvantové teorii. Slo o pfibliznou metodu vypoéti ze
Schrodingerovy rovnice. Ve fyzice pevnych latek objevil Bril-
louinovy zoény, které odrazeji periodicitu krystalické miize v k-
prostoru. VétSinu zivota se vénoval kvantové teorii. Brillouin
vystudoval ve Francii Ecole Normale Supérieure, v roce 1928 se
stal profesorem na Sorboné¢, pozd¢ji profesorem na College de
France. Za druhé svétové valky emigroval do Spojenych statu,
stal se profesorem na univerzité ve Wisconsinu (1941) a pozdéji
na Harvardu (1946). V zavéru zivota byl profesorem na Kolum-
bijské univerzité. Je autorem vice nez 200 védeckych praci.

Broglie, Louis de (1892-1987), Francouzsky fyzik, ktery v roce
1923 navrhl princip duality ¢astic a vin. Zakladem bylo tvrzeni,
ze se objekty mikrosvéta mohou v nékterych situacich chovat
jako castice a v jinych jako vinéni. VIlnové vlastnosti Castic vy-
jadfil Broglie rovnici: A= h/mv, kde A je vlnova délka, & je
Planckova konstanta, m je hmotnost Castice a v je jeji rychlost.
Broglie pochazel z francouzské Slechtické rodiny a byl vévodou.
Jeho pradédecek byl popraven na gilotin¢ béhem Velké fran-
couzské revoluce. De Broglie vystudoval historii, ale béhem
prvni svétové valky fesil problémy spojené s radiovou komunikaci a zacal se zajimat o
védu. Slouzil na vrcholku Eifellovy véze. Hypotézu o vinovych vlastnostech castic
predlozil v ramci své doktorské prace v roce 1923. Slo o natolik progresivni myslenku,
ze komise véhala, zda mu ma doktorat udélit. O pouhych 6 let pozdé&ji, v roce 1929,
ziskal za tuto praci Nobelovu cenu za fyziku.
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Compton, Arthur (1892-1962), americky fyzik, nositel Nobe-
lovy ceny pro rok 1927 za vyzkum rozptylu fotonu na volnych
elektronech. Compton se zabyval rentgenovym zafenim. V roce
1922 zjistil tihlovou zavislost zmény vinové délky vysoce ener-
getického fotonu pfi rozptylu na elektronech. Comptontiv objev
potvrdil, Ze elektromagnetické zafeni ma jak vlnovou, tak ¢asti-
covou povahu, a stal se kliCovym experimentem rodici se kvan-
tové mechaniky. Dnes se tento rozptyl nazyva Comptoniv jev.
V piipade, ze foton ziska od elektronu energii, hovofime o tzv.
inverznim Comptonove jevu. Ten je jednim ze zakladnich mechanizmt, kterym mohou
fotony ve vesmiru ziskat velkou energii. Compton se také zabyval vyzkumem kosmic-
kého zafeni, odrazem, polarizaci a spektralnimi vlastnostmi rentgenového zéareni.

Compton se narodil ve Woosteru ve stat¢ Ohio. Vystudoval Wooster College a Princeton.
V roce 1923 se stal profesorem fyziky na Chicagské univerzité. Stal se feditelem labora-
tofe, ve které v roce 1942 Enrico Fermi uvedl do provozu prvni jaderny reaktor na svete.
Compton se zucastnil konstrukce prvni atomové bomby. Od roku 1945 do roku 1953
byl rektorem Washingtonské univerzity, po roce 1954 zde pusobil jako profesor filozofie.

Davisson, Clinton (1881-1958), americky experimentalni fyzik,
ktery v roce 1937 ziskal Nobelovu cenu za fyziku spolu s Geor-
gem Thomsonem. Oba dva védci nezavisle na sobé zjistili, Ze
elektrony se mohou ohybat stejné jako svételné viny, ¢imz oveé-
fili hypotézu Louise de Broglicho, podle které by se elektrony
mely chovat jako viny i jako cCastice. V roce 1927 Davisson
a Lester Germer zkoumali proud elektrond odrazeny na kovo-
vém krystalu. Zjistili, Zze vykazuje ohybové obrazce podobné
obrazcim rentgenového zafeni a ostatnich elektromagnetickych
vin. Tento objev ovétil kvantové mechanické chapani duality
vlna-¢astice a umoznil studium jaderné, atomarni a molekularni struktury latek. Davis-
son ziskal doktorat na Princetonské univerzité a vétSinu své kariéry stravil v Bellovych
telefonnich laboratotich. Nejprve zkoumal emisi elektroni na kovech za zvysené teploty
a pozdéji pomahal vyvinout elektronovy mikroskop.

DeWitt, Bryce (1923-2004), americky teoreticky fyzik, ktery se
zabyval kvantovou gravitaci a numerickymi simulacemi v relati-
vité. Stal se zastancem Everettovy mnohosvétové interpretace
kvantové teorie. Je po ném pojmenovana Wheelerova-DeWit-
tova vlnova funkce popisujici vesmir jako celek. Je nositelem
Diracovy a Einsteinovy ceny. Teoretickou fyziku vystudoval na
Harvardu, kde ziskal v roce 1950 Ph.D. pod vedenim Juliana
Schwingera, spolunositele Nobelovy ce-
ny za vybudovani kvantové elektrodyna-
miky. Pracoval v Institutu pokrocilych
studii v Princetonu, na Severokarolinské univerzit¢ v Chapel
Hill a na Texaské univerzité v Austinu.

Dirac, Paul Adrien Maurice (1902-1984), anglicky fyzik, je-
den z hlavnich tvirct kvantové teorie 20. stoleti. Polozil zaklady
kvantové elektrodynamiky a kvantové teorie pole. V roce 1928
odvodil slavnou Diracovu rovnici — relativistickou rovnici pro
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elektron. Stavy se zdpornymi energiemi spravné interpretoval jako anti¢astice a piedpo-
védel existenci pozitronu. Pozitron byl objeven Carlem Andersonem az v roce 1932.
Nezavisle na Fermim odvodil statistické rozdéleni pro Castice s polo€iselnym spinem
(Fermi-Diracovo rozdéleni). Je autorem Diracovy symboliky v kvantové teorii. Ukazal
ekvivalenci Schrodingerova a Heisenbergova pfistupu ke kvantové mechanice. Je auto-
rem metody druhého kvantovani, které umoziuje piechod od kvantové teorie Castic ke
kvantové teorii pole. Pfedpovédel polarizaci vakua a netrivialni dynamické vlastnosti
vakua zplisobené kvantovymi jevy. Pfedpovédél existenci magnetického monopdlu. Je
autorem mnohacasticového formalizmu v kvantové teorii. Za jeho praci na antic¢asticich
a kvantové teorii pole byl v roce 1933 odménén Nobelovou cenou za fyziku. V pozdéj-
Sich letech se zabyval dusledky, které by plynuly z hypotetické proménnosti zakladnich
konstant (gravitacni, rychlosti svétla a Planckovy konstanty). Po cely zivot byl zastan-
cem principu jednoduchosti fyzikalnich rovnic. Jako jeden z prvnich si uvédomil, Zze
symetrie v pfirod¢ jsou primarnim principem pfi sestavovani fyzikalnich rovnic.

Ehrenfest, Paul (1880-1933), viz sekce Statisticka fyzika.

Einstein, Albert (1879-1955), némecko-americky fyzik, autor
specialni a obecné teorie relativity, védec, ktery objasnil fotoe-
lektricky jev a Browntuv pohyb a odvodil spoleéné s Bosem
statistické rozdéleni castic s celociselnym spinem. Specialni
relativitu publikoval v roce 1905. Dal v ni do souladu klasickou
mechaniku s Maxwellovou elektrodynamikou, ze které plynula
nezavislost rychlosti svétla na pohybu zdroje. Specialni relativita
s sebou pfinesla kontrakci délek, dilataci ¢asu a poznani, Ze ¢as
a prostor nejsou absolutni.

V roce 1905 Einstein také vysvétlil fotoelektricky jev. Piedpo-

kladal, ze se svétlo sklada z Castic (fotonll), jejichz energie je rovna /icwo. Moznost vytr-
zeni elektronu z kovu za pomoci svétla je dana frekvenci jednotlivych fotont, nikoli
jejich poctem. Téhoz roku také Einstein podal vysvétleni Brownova pohybu.

V roce 1916 Einstein publikoval novou teorii gravitace — obecnou relativitu. Gravitaci
popisuje jako zakfiveny Casoprostor. Sama télesa pfispivaji k zakiiveni Casoprostoru
a pohybuji se v ném po nejrovnéjSich moznych drahach — geodetikach. Albert Einstein
ziskal Nobelovu cenou za fyziku pro rok 1921, paradoxné vSak za vysvétleni fotoelek-
trického jevu a nikoli za obecnou relativitu, ktera byla jeho hlavnim pfinosem k poznani
zékonitosti prirody.

Everett, Hugh (1930-1982), americky fyzik, ktery navrhl mno-
hosvétovou interpretaci kvantové teorie, podle niz se pii aktu
meéfeni realizuje v naSem vesmiru jedna z moznych hodnot a ve
vesmirech jinych, paralelnich, se realizuji ostatni mozné hod-
noty. Tato interpretace kvantové teorie nebyla mnohymi fyziky
pfijata a zpusobila Everettemu nemalé potize. Studoval na Kato-
lické americké univerzité a v Princetonu. Kromée kvantové teorie
se také zabyval matematickymi optimalizacemi riznych problé-
mu, matematickym modelovanim, statistickou analyzou a mate-
matickou teorii her.
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Fermi, Enrico (1901-1954), italsko-americky fyzik, ktery se
vénoval pfedevsim kvantové teorii a teorii elementarnich ¢astic.
Malou neutralni ¢astici, ktera vznika pfi beta rozpadu pojmeno-
val neutrino (v ital$tiné ,,neutronek*). Na jeho pocest jsou po-
jmenovany Castice s polo¢iselnym spinem jako fermiony. Jde
o Castice, které splnuji Pauliho vyluCovaci princip. Tyto Castice
spliiuji statistické rozdéleni pojmenované Fermiho-Diracovo
rozdéleni. Enrico Fermi zkonstruoval a spustil v roce 1942 pod
stadionem Chicagské univerzity prvni jaderny reaktor na svété.
Byl postaven z grafitovych cihlicek, které slouzily soucasné jako
moderator. V roce 1943 zalozil Aragonskou narodni laboratof. Enrico Fermi se také
zabyval zptsobem urychlovani kosmického zareni a navrhl statistické urychleni nabi-
tych ¢astic pii jejich odrazech od magnetickych zrcadel. Dnes tento mechanizmus nazy-
vame Fermiho mechanizmus. V roce 1938 ziskal Nobelovu cenou za fyziku za objev
umélych radioaktivnich prvki, které vznikaji z jader pfi ostfelovani neutrony. Podle
Fermiho je pojmenovana rentgenova observatoi vypusténa do vesmiru v roce 2008.

Fock, Vladimir Alexandrivi¢ (1898-1974), sovétsky fyzik, ktery se zabyval predevsim
kvantovou mechanikou a kvantovou elektrodynamikou. Vystudoval Petrohradskou
univerzitu.

Gerlach, Walter (1889-1979), némecky fyzik, spoluobjevitel
spinu ve slavném Sternové-Gerlachové experimentu. Gerlach
vystudoval Univerzitu Eberharda Karlse ve Frankfurktu nad
Mohanem. Za prvni svétové valky slouzil v némecké armadeé.
Podilel se na vyvoji bezdratové telegrafie. V roce 1922 uskutec-
nil se Sternem experiment vedouci k objevu spinu. Svazek
atoml stifbra prochazel nehomogennim magnetickym polem
a dopadal na sklenény disk. Doslo k jeho rozdéleni na dva
svazky, které bylo zahy vysvétleno jako dusledek existence spi-
nu — vlastniho rota¢niho a magnetického momentu ¢astic. V roce
1925 se Gerlach stal profesorem na Univerzité v Tiibingenu. Toto misto pievzal po
Paschenovi. V roce 1929 se stal profesorem na Mnichovské univerzité, kde misto pte-
vzal po Wienovi. Na této pozici zistal az do kvétna 1945, kdy byl uvéznén spojenec-
kymi armadami. Byl véznén ve Francii a pozdé&ji v Anglii. Udajné se podilel na vyvoji
némeckych zbrani. V roce 1946 se vratil do Némecka, pracoval na Univerzit¢ v Bonnu
jako hostujici profesor a od roku 1948 byl profesorem na Mnichovské univerzité. Sou-
casné zde byl vedoucim katedry fyziky a rektorem univerzity (1948-1951). Poté zasta-
val mnoho vyznamnych pozic v némecké véde.

Germer Lester (1896-1971), americky fyzik, ktery spolu
s Clintonem Davissonem prokazal vinové vlastnosti elektronu,
atim potvrdil vinové-¢asticovy dualizmus navrzeny Louis de
Brogliem. Germertiv-Davissontiv experiment byl klicovy pro
vyvoj elektronového mikroskopu. Germer vystudoval Kolumbij-
skou univerzitu. Za prvni svétové valky byl bojovym pilotem
americké armady. Poté se stal zaméstnancem Bellovych telefon-
nich laboratofi. Vedle fyziky bylo jeho druhou vasni horolezec-
tvi, kterému se intenzivn¢ vénoval od svych 45 let az do smrti.
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Gordon, Walter (1893-1939), némecky teoreticky fyzik. Détstvi prozil ve Svycarsku,
pozdni léta ve Svédsku (z ditvodu politické situace v Némecku). Vystudoval na Berlin-
ské univerzité, doktorsky titul ziskal v roce 1921 pod vedenim Maxe Plancka. V roce
1922 se stal asistentem Maxe von Laueho. Od roku 1926 puisobil v Hamburgu, kde se
stal v roce 1930 profesorem. Od roku 1933 zil ve $§védském Stockholmu. Zabyval se
teoretickou fyzikou. V roce 1927 spolu s Oskarem Kleinem navrhli relativistickou vari-
antu Schrodingerovy rovnice, tzv. Kleinovu-Gordonovu rovnici. Pavodné piedpokla-
dali, Ze jde o spravnou rovnici pro elektron. Nakonec se ukazalo, Ze jejich rovnice popi-
suje kvantové relativisticky Castice se spinem 0, zatimco Diracova rovnice z roku 1928
je vhodna pro ¢astice se spinem 1/2 (tedy pravé pro elektron).

Goudsmit, Samuel Abraham (1902-1978), holandsko-ame-
ricky fyzik, ktery spolu s Uhlenbeckem interpretoval vysledek
Sternova-Gerlachova experimentu jako disledek existence spi-
nu. Zabyval se také Carovymi spektry. Fyziku vystudoval na
Univerzit¢ v Leydenu (byl zZakem Paula Ehrenfesta), kde také
vroce 1927 ziskal Ph.D. V letech 1927 az 1946 pusobil jako
profesor na Michiganské univerzité. V pribéhu druhé svétové
valky pasobil na MIT. Pracoval na vyvoji atomové bomby
v projektu Manhattan. Uzce spolupracoval s Wernerem Heisen-
bergem a Otto Hahnem. Zabyval se i archeologii a egyptologii.

Heisenberg, Werner (1901-1976), némecky teoretik, ktery se
zabyval zakladnimi rysy kvantové teorie. Je autorem maticové
kvantové mechaniky, kterou odvodil v roce 1925. Jde o jiny
postup vypoctu kvantovych stavii, nez je Schrodingerova vinova
mechanika. Heisenberg odvodil také slavné relace neurcitosti,
podle kterych nelze soucasné presné zméfit polohu a hybnost
objektu. Méfeni jedné veliiny narusuje vysledek méfeni druhé
veli¢iny. Za vybudovani zakladi kvantové teorie ziskal v roce
1932 Nobelovu cenu za fyziku. Heisenberg vystudoval teoretic-
kou fyziku na Univerzit¢ v Mnichov¢. Titul PhD ziskal pod vedenim Sommerfelda
v roce 1923 a stal se asistentem Maxe Borna v Géttingenu. Tii roky pracoval v Kodani
s Nielsem Bohrem, kde se spolu podileli na tzv. kodanské interpretaci kvantové teorie.
Navrhl také Gspésny model feromagnetik se dvéma fazovymi piechody. Od roku 1927
do roku 1941 byl profesorem teoretické fyziky v Lipsku, od roku 1942 do roku 1945 byl
feditelem Institutu Maxe Plancka v Berlin€ a od roku 1946 byl feditelem Institutu Maxe
Plancka v Kodani.

Klein, Oskar Benjamin (1894-1977), svédsky teoreticky fyzik.
Ph.D. ziskal v roce 1921 na Stoskholmské univerzité. Pracoval
na Michiganské univerzité¢ (USA), v Leidenu a na Lundské uni-
verzité. Spolupracoval s Nielsem Bohrem a Paulem Ehrenfes-
tem. Je spoluautorem Kaluzova-Kleinova modelu, ktery se po-
prvé pokusil sjednotit elektiinu a magnetizmus s gravitaci po-
moci pfidani dalsi, paté dimenze. Dnes se obdobny postup i pou-
ziva v teorii strun (v tzv. M teorii). Je také spolutviircem Kleino-
vy-Gordonovy rovnice z roku 1927. Pivodné tuto rovnici odvo-
dili Klein a Gordon jako relativistickou kvantovou rovnici pro elektron, ukazalo se ale,
ze spravnou rovnici je Diracova rovnice a rovnice Kleinova-Gordonova je spravnou
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kvantovou relativistickou rovnici pro ¢astice s nulovym spinem. Spolu s Alfvénem
zastaval nazor, ze déje ve vesmiru dominantné ovliviiuje elektromagneticka interakce.
Podle Kleina je také pojmenovan Kleintiv paradox: z feseni Diracovy rovnice plyne, Ze
relativisticka nehmotna ¢astice neni pfi prichodu potencialovou bariérou exponencialné
tlumena. Jev byl skute¢né experimentalné ovéfen (naptiklad pohyb elektronu s nulovou
efektivni hmotnosti v grafenu). Spolu s Yoshio Nishinou odvodil v roce 1929 formuli
pro u¢inny prifez Thomsonova rozptylu fotonu na elektronu v nejniz§im fadu kvantové
elektrodynamiky (Kleinova-Nishinova formule). V roce 1959 ziskal Planckovu medaili.

Kronig, Ralph (1904-1995), némecko-americky fyzik, ktery
vyrazn¢ zasahl do vyvoje kvantové mechaniky. Je spoluobje-
vitelem spinu ¢astic, zabyval se rentgenovou absorpéni spektro-
skopii a kvantovym chovanim periodickych struktur. Je po ném
pojmenovan Kronigtiv-Penneytv model, ktery na jednoduchém
periodickém potencialu do nekonecna se opakujicich bariér
popisuje vznik povolenych a zakazanych pasit ve spektru Cas-
tice. Dale je po ném pojmenovan Costertv-Kronigiiv pfechod,
pii némz je pti preskoku elektronu na jinou hladinu emitovan
elektron. Kronig studoval v némeckych Drazd’anech a pozdéji
na Kolumbijské univerzité v USA, kde ziskal v roce 1925 dokto-
rat. Z evropskych védcl ho nejvice ovlivnil Paul Ehrenfest.

Lamb, Willis Eugene (1913-2008), americky fyzik a spoludr-
zitel Nobelovy ceny za fyziku pro rok 1955, kterou dostal spolu
s Polykarpem Kuschem za experimentalni prace vedouci ke
zptesnéni kvantové elektrodynamiky. Lamb se v roce 1938 stal
zaméstnancem Kolumbijské university v New Yorku a béhem
druhé svétové valky pracoval ve slavné Laboratofi zafeni (Radi-
ation Laboratory) na MIT. Vroce 1947 detekoval Lamb od-
chylky od hyperjemné struktury spektralnich ¢ar predpovézené
kvantovou elektrodynamikou. Tyto odchylky byly zplsobeny
netrivialnimi dynamickymi vlastnostmi vakua, zejména ptitom-
nosti virtualnich elektronovych-pozitronovych parit ve vakuu.
Béhem let 1951-1956 byl profesorem fyziky na Stanfordské univerzit¢ v Kalifornii
a navrhl zde mikrovinné techniky pro méfeni hyperjemnych struktur spektralnich car
helia. Do roku 1962 byl profesorem teoretické fyziky na université v Oxfordu. V témze
roce byl jmenovan profesorem na université v Yale. V roce 1974 se stal profesorem
fyziky a optickych véd na université v Arizoné.

Neumann, John von (1903-1957), mad’arsko-americky mate-
matik, jenz nezavisle na Diracovi ukazal v roce 1944, ze Schro-
dingerova vIinova mechanika a Heisenbergova maticova mecha-
nika jsou matematicky ekvivalentni. V roce 1932 navrhl velmi
kontroverzni interpretaci kvantové mechaniky, podle které je
vysledek aktu méfeni ovlivnén védomim pozorovatele. V roce
1944 vyvinul teorii her. Stal se prukopnikem digitalnich pocita-
¢l, navrhl zakladni architekturu pocitace (procesor, fadi¢, opera-
¢ni pamét’, vstupni a vystupni zafizeni). Hluboce se zabyval ; / ) 2
numerickou matematikou, na konci druhé svétové valky se podi- L 2
lel numerickymi vypocty na konstrukci prvni atomové bomby. Je po ném pojmenovana
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von Neumannova architektura pocitace, von Neumannova algebra v kvantové teorii
a von Neumannovy bunécné automaty, jejichz koncept vyvinul. Von Neumann studoval
chemii na Univerzité v Berliné do roku 1923, kdy odesel do Curychu. V Curychu do-
konéil v roce 1926 studium na Technické vysoké $kole a stal se chemickym inZenyrem.
Doktorat ziskal na Budapest'ské univerzité, a to jiz v matematice, z teorie mnozin. Ve
dvaceti letech publikoval definici pfirozenych Cisel, tak, jak ji pouzivame dodnes.

Pauli, Wolfgang (1900-1958), rakousko-némecko-americky
fyzik, v roce 1925 zformuloval Pauliho vyluovaci princip,
ktery tika, Zze dva fermiony se nemohou nachazet ve stejném
kvantovém stavu. Tento princip je zodpovédny za rozdilné
vlastnosti riznych atoml a za chemické vlastnosti latek. Vy-
znamng se podilel na vzniku kvantové mechaniky. Je po ném
pojmenovana Pauliho rovnice, prvni kvantova rovnice, ktera
obsahovala spin. Ve 30. letech pfedpovédél existenci neutrina.
Za své prace, zejména za objev vyluCovaciho principu, ziskal
v roce 1945 Nobelovu cenu za fyziku. Pauli se narodil ve Vidni,
jeho kmotrem byl Ernst Mach. Prarodice Pauliho z otcovy
strany pochazeli z prazské zidovské rodiny. Prvni védecky ¢lanek o obecné relativité
publikoval v 18 letech. Studoval v Mnichové pod vedenim Sommerfelda, zde ziskal v
roce 1921 Ph.D. na zakladé prace o kvantovych vlastnostech molekuly vodiku. Pauli byl
rok na Univerzité v Gottingenu, kde pracoval pod vedenim Maxe Borna. Také pracoval
na Ustavu teoretické fyziky v Kodani (dnes Ustav Nielse Bohra), na Univerzité v Ham-
burku a ve $vycarském Curychu. V roce 1931 byl hostujicim profesorem na Michigan-
ské univerzité¢ a v roce 1935 v Princetonu. V roce 1939 se politické poméry v Evropé
zhorsily natolik, ze se Pauli odsté¢hoval do Spojenych statdl, kde pracoval jako profesor
teoretické fyziky v Princetonu. Po druhé svétové vélce se stal americkym obcanem.

Penney, William (1909-1991), anglicky matematik a teoreticky
fyzik, jeden ze zakladateld anglického jaderného vyzkumu.
Studoval na Imperial College, magistersky titul ziskal na ame-
rické Univerzit¢ ve Wisconsinu a doktorat na Trinity College
v Cambridgi. V letech 1967 az 1973 byl rektorem prestizni uni-
verzity Imperial College. Byl jeden z 20 anglickych fyziku, ktefi
pracovali na americkém projektu Manhattan, jehoz cilem bylo
vyvinout atomovou bombu. Penney pocital destrukéni ucinky
razové viny vzniklé po explozi. V roce 1945 byl ¢lenem komise, .
ktera zvolila mésta Hiro§ima a Nagasaki pro americky utok. Po R &’z -
valce stal u navrhu a testt britské atomové bomby a dohlizel na

vyvoj britské vodikové bomby. Byl feditelem a piedsedou rtiznych spolkt zabyvajicich
se atomovou energii. V roce 1967 ziskal slechtlcky titul a stal se
baronem. Na Imperial College je po ném pojmenovana labora-
tof. Je spoluautorem Kronigova-Penneyova modelu interakce
Castice s periodickym potencialem.

Planck, Max (1858-1947), némecky fyzik, ktery formuloval
rovnici popisujici vyzafovani absolutné cerného télesa za pied-
pokladu, Ze energie je kvantovana a elementarni kvantum je
umérné frekvenci. Tento predpoklad zavedl ryze matematicky,
aby rovnice byly feSitelné. Fyzikalni interpretaci pfili§ nedtve-
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foval. V roce 1918 ziskal Nobelovu cenu za svou kvantovou teorii, ispé$né¢ vyzkouse-
nou Einsteinem na fotoelektrickém jevu a Bohrem na prvnim modelu atomu. Planck se
hluboce zabyval termodynamikou, je po ném pojmenovana jedna z moznych formulaci
druhé véty termodynamické. Planck byl kritikem pravdépodobnostni interpretace entro-
pie. V roce 1900 poprvé pouzil univerzalni plynovou konstantu a Avogadrovo ¢islo. Po
Planckovi jsou pojmenovany tzv. Planckovy skaly — typickd hmotnost, délka, Cas a ener-
gie ziskané kombinaci zakladnich konstant. Planckovo jméno také nesou: nejvetsi sit’
védeckych ustavii v Némecku (Max Planck Institute), krater na Mésici a evropska sonda
zkoumajici reliktni zafeni.

Pontecorvo, Bruno (1913-1993), italsko-rusky jaderny fyzik.
V prvni poloviné zivota pracoval v Italii, stal se asistentem En-
rica Fermiho, tcastnil se experimentl s pomalymi neutrony,
které vedly k objevu fetézové §tépné reakce. Predpovédél osci-
lace neutrin a je po ném pojmenovana mixazni matice hmot-
nostnich neutrinovych stavii. V roce 1948 ziskal britské obcan-
stvi a zajimavé pracovni nabidky se jen hrnuly. Pfesto v roce
1950 za podivnych okolnosti emigroval do Sovétského Svazu,
kde pracoval v Dubné az do své smrti. Podle jeho pféani je polo-
vina popela ulozena v Rimé a polovina v Dubné. Od roku 1995
je udilena prestizni Pontecorvova cena za uspéchy v jaderném a ¢asticovém vyzkumu.

Rohrer, Heinrich (1933), Svycarsky fyzik a spoludrzitel Nobe-
lovy ceny za fyziku pro rok 1986, ktera mu byla ud€lena za
vynalez rastrovaciho tunelového mikroskopu. Rohrer studoval
Svycarsky federalni tstav technicky, kde v roce 1960 ziskal titul
Ph.D. V roce 1963 se stal zaméstnancem vyzkumné laboratore
IBM poblize Curychu. Tady se spolu s Gerdem Binnigem dali
do konstrukce zaftizeni, které jim pozdé€ji umoznilo odhalit mik-
roskopickou strukturu povrchti zkoumanych material a pozoro-

i vat jednotlivé atomy. Novy mikroskop vyuziva tunelovani elek-
trontl mezi hrotem sondy a povrchem zkoumaného vzorku. Vzorkovaci tunelovy mikro-
skop se pouziva k manipulaci s jednotlivymi atomy, pfi studiu biologickych vzorku,
k analyze primyslovych materiali (jakymi jsou tieba supravodice) nebo k testovani
miniaturnich elektrickych obvodti.

Schrodinger, Erwin (1887-1961), rakousky fyzik, ktery v roce
1926 rozpracoval vinovou mechaniku jako jednu z moznych
formulaci kvantové mechaniky. Z tzv. Schrodingerovy rovnice
je mozné urcit vlnovou funkci, ktera ma vyznam amplitudy
pravdépodobnosti vyskytu castice a jeji kvadrat predstavuje
hustotu pravdépodobnosti. Za své prace ziskal v roce 1933 No-
belovu cenu za fyziku. Schrédinger studoval na Univerzité ve
Vidni. Po prvni svétové valce zacal pracovat na Univerzité
v Curychu. Od roku 1927 pracoval na pozvani Maxe Plancka na
Un1ver21te v Berliné. Kvili persekuci zidl opustil univerzitu v roce 1933 a sedm nasle-
dujicich let putoval po Rakousku, Velké Britanii, Belgii a Italii a mnohokrat ménil za-
méstnani. Teprve v roce 1940 se usadil pro nasledujicich 15 let v Irsku na Dublinském
institutu pro pokroc¢ila studia. V roce 1956 odesel Schrodinger do dchodu a vratil se do
rakouské Vidné.
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Stern, Otto (1888-1969), ptivodem némecky védec a nositel
Nobelovy ceny za fyziku pro rok 1943 za vyzkum molekular-
nich svazkl jako nastroje pro studium charakteristiky molekul
a za zméfeni magnetického momentu protonu. Sternovou ranou
védeckou praci byly teoretické studie vénované statistické fy-
zice. Roku 1914 se stal prednasejicim teoretické fyziky na
Frankfurtské univerzit€ a v roce 1923 profesorem fyzikalni che-
mie na Hamburské univerzité. Zde také pocatkem 20. let
dvacatého stoleti spolu s Walterem Gerlachem predstavili sviyj historicky experiment
s molekularnimi svazky. Kolimovany svazek atomt stfibra prochazel nehomogennim
magnetickym polem a dopadal na sklenény disk. Doslo k jeho rozdéleni na dva svazky,
které bylo zahy vysvétleno jako dusledek existence spinu — vlastniho rota¢niho
a magnetického momentu castic.

V roce 1933 Stern zméfil magneticky moment protonu a poukazal na jeho nesoulad se
stavajici teorii. V roce 1933, kdyz se k moci dostali nacisté, byl Stern donucen opustit
Némecko. Odjel do USA, kde se stal profesorem fyziky na Carnegieho institutu
technologii v Pittsburghu. Zde ztstal az do svého penzionovani v roce 1945.

Tonomura, Akira (1942), vynikajici japonsky kvantovy fyzik,
vynalezce elektronové holografie a elektronového holografic-
kého mikroskopu, ktery dokaze zaznamenat nejenom intenzitu
elektronového svazku, ale i jeho fazi. Tonomura je dlouholetym
pracovnikem vyvojovych laboratofi spolecnosti Hitachi. Studo-
val na Tokijské univerzité, Ph.D. ziskal na Gakushuinové uni- "

verzité. Prvni elektronovy hologram nahral jiz vroce 1968. S

Spolu s kolegy za pomoci elektronové holografie pozoroval {
Aharontiv-Bohmtiv jev — posun faze elektront, které prochazeji -
oblasti s nulovym magnetickym polem, ale nenulovym potencidlem. V 90. letech 20.
stoleti vyvinul metodu pro pozorovani magnetickych trubic a viri v supravodicich.
V roce 2000 zkonstruoval holograficky mikroskop s rozlisenim 49,5 pm. Je drzitelem
mnoha mezinarodnich cen a medaili.

Uhlenbeck, George Eugene (1900-1988), holandsko-americky
fyzik, ktery spolecné s Goudsmithem ukazal, ze $tépeni svazku
atomu stfibra ve vnéj$im magnetickém poli (Sterntiv-Gerlachtiv
experiment) je zplsobeno existenci dalSiho kvantového Cisla,
spinu. Prvni rovnici pro ¢astici se spinem potom nalezl Pauli.
Uhlenbeck studoval chemické inzenyrstvi v Delftu a poté fyziku
a matematiku v Leidenu, kde ziskal bakalafsky titul v roce 1920
a magistersky v roce 1923. Od roku 1925 pracoval v Leidenu
jako asistent Ehrenfesta. Tam poznal Goudsmitha, se kterym
spoluobjevil spin. Uhlenbeck byl dlouholetym pritelem Enrica Fermiho. V roce 1938
byl hostujicim profesorem na Kolumbijské univerzité. V roce 1939 se stal profesorem
teoretické fyziky na Univerzité¢ v Ann Arbor.

Za druhé svétové valky vedl teoretickou skupinu v radiacni laboratoii v Cambridgi
(USA). Po valce se vratil do Ann Arbor. Od roku 1960 az do diichodu pracoval
v Rockefellerové tstavu pro vyzkum mediciny v New Yorku.
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Wigner, Eugene (1902-1995), v Mad’arsku narozeny americky
fyzik, ktery spolu s Hansem Jensenem a s Mariou Mayerovou
ziskal Nobelovu cenu pro rok 1963 za piinos k atomové fyzice.
Wigner ziskal Ph. D. na Technické univerzité v Berlin¢ v roce
1925. Pusobil v Berling, v Gottingenu, poté odjel do USA, kde
v Princetonu stravil vétSinu akademického zivota. Zformuloval
zékon zachovani parity pfi platnosti levopravé symetrie. Ukazal,
ze jaderna sila, ktera drzi protony a neutrony pospolu, ma kratky
dosah a nezavisi na naboji. V roce 1936 pracoval na teorii ab-
sorpce neutrontl, kterd byla uziteCna pfi stavbe jadernych reak-
torti. Po druhé svétvé valce pomahal Enrico Fermimu zkonstru-

ovat prvni jaderny reaktor. Po Wignerovi jsou pojmenovany: Wignerovo pravdépodob-
nostni rozdéleni, Wignertv teorém, Wignertuv jev, Wignerav-Eckartiv teorém a dalsi.

Zeilinger, Anthon (1945), rakousky kvantovy fyzik, ktery je
prikopnikem kvantové teorie informace. Jako prvni realizoval
kvantovou teleportaci fotonll. Znamy je i svymi experimenty
s hledanim hranice mezi kvantovym svétem a makrosveétem.
Zabyva se interferencnimi jevy u neutront, atomt a velkych
molekul, propletenymi kvantovymi stavy, kvantovou kryptogra-
fii a teleportaci. Na vzdalenosti 144 kilometrti mezi dvéma Ka-
narskymi ostrovy demonstroval, ze kvantova komunikace bude
mozna i pies satelity. Byl zamé&stnancem mnoha svétovych uni-

verzit, napiiklad pracoval v Oxfordu, na MIT, na Humboldtové univerzité¢ a dalSich.
V soucasnosti je feditelem videnské pobocky Ustavu kvantové optiky a kvantové in-
formace Rakouské Akademie véd a profesorem na Videiiské univerzite.

Statisticka fyzika

Boltzmann, Ludwig Eduard (1844-1906), rakousky fyzik,
zakladatel statistické fyziky. V roce 1872 zformuloval vztah
mezi entropii a pravdépodobnosti. Je autorem H teorému o na-
rustani entropie v nevratnych procesech. Zabyval se kinetickou
teorii. Ekviparticni teorém pokladal za zékladni rys kinetické
teorie. Zastaval atomickou hypotézu. V roce 1869 se stal profe-
sorem matematické fyziky na Univerzité v Grazu. Po Boltzman-
novi jsou pojmenovany: Boltzmannova rovnice pro pravdépo-
dobnost a pro Casovy vyvoj hustoty pravdépodobnosti, Boltz-
mannuv H teorém, Boltzmannova konstanta a krater na Mésici.

Bose, Satyendra Nath (1854-1948), indicky fyzik, ktery se
zabyval pfedev§im kvantovou statistikou. Na jeho pocest jsou
pojmenovany Castice s celoCiselnym spinem, tzv. bosony, a jeho
jméno nese statistické rozdéleni téchto Castic (Boseho-Einstei-
novo rozdeleni). Nazev bosony pro tyto Castice poprvé pouzil
Paul Dirac. Zabyval se také rentgenovou krystalografii, elek-
tromagnetickymi vlastnostmi ionosféry a jednotnou teorii pole.
Jeho prilomovy ¢élanek o kvantovém chovani svétla (odvodil
v ném na zékladé kvantového chovani mnoha identickych fotonti
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Plancktiv vyzatovaci zakon) z roku 1924 odmitla redakce vydat. Bose ho zaslal Einstei-
novi k posouzeni. Einstein ¢lanek prelozil do némciny a zaridil jeho vydani v Némecku.
Sam pak myslenky dale rozpracoval, proto se dnes hovofi o Boseho-Einsteinové statis-
tickém rozdéleni nebo Boseho-Einsteinoveé kondenzatu.

Dirac, Paul Adrien Maurice (1902-1984), viz sekce Kvantova teorie

Ehrenfest, Paul (1880-1933), rakousky fyzik, ktery se zabyval
statistickou fyzikou a termodynamikou. V roce 1900 navrhl
model diftize a statistickou interpretaci druhé véty termodyna-
mické. V roce 1912 se v Praze poprvé setkal s Albertem Einstei-
nem. Pozdéji pracoval v oblasti kvantové teorie rotujicich sys-
téma. Ehrenfest studoval na Videnské univerzit¢ a doktorska
studia zakoncil pod vedenim Boltzmanna v Géttingenu v roce
1904 Pracoval na mnoha univerzitéch a vyznamnych pracovis-

vvvvvv

napiiklad Hendrik Ca51m1r a George Uhlenbeck, vyznamné byl ovllvnen Ralphem Kro-
nigem. Na jeho pocest jsou pojmenovany Ehrenfestovy teorémy o vztahu mezi kvanto-
vou a klasickou podobou pohybovych rovnic.

Einstein, Albert (1879-1955), viz sekce Kvantova teorie
Fermi, Enrico (1901-1954), viz sekce Kvantova teorie

Gibbs, Josiah Willard (1839-1903), americky matematik a teo-
reticky fyzik, ktery se zabyval termodynamikou a statistikou.
Zformuloval pojem termodynamické rovnovahy pomoci energie
a entropie. Zformuloval také jednoduché pravidlo chemické
rovnovahy nekolika fazi (Gibbsovo pravidlo fazi). V matematice
zalozil vektorovou analyzu. Studoval na Univerzité v Yale, kde
ziskal PhD v oboru inzenyrstvi. Pozdéji se na této univerzite stal
profesorem. V jeho pracich se spolu setkdvala matematika, fy-
zika a chemie. Po Gibbsovi jsou pojmenovany: Gibbsovo pravi-
dlo fazi a Gibbstv termodynamicky potencial.

Jeans, James (1877-1946), anglicky matematik a astronom,
ktery se zabyval Sirokym spektrem fyzikalnich problémi. Nevé-
fil Laplaceove hypotéze o vytvoreni slunecni soustavy z prvopo-
cateCni mlhoviny. Namisto toho vytvofil vlastni teorii, podle
které zpusobil prulet blizké hvézdy kolem Slunce slapové vyvr-
zeni hmoty, z niz vznikla slune¢ni soustava. Tato teorie byla
pozdéji vyvracena. Jeans se také zabyval termodynamikou a za-
fenim absolutné ¢erného télesa, podarilo se mu odvodit vyza-
fovaci zadkon pro nizké frekvence. Spolu s Eddingtonem se stal
zakladatelem britské kosmologie. Byl odpiircem teorie Velkého
tresku a zastaval teorii ustaleného vesmiru, kterd byla vyvracena objevem reliktniho
zéfeni. Od roku 1928 se Jeans stal UspéSnym populdrnim spisovatelem. Jeans
vystudoval fyziku v Cambridgi, poté pracoval v Cambridgi a v Princetonu.

Liouville, Joseph (1809-1882), francouzsky matematik, ktery se zabyval teorii Cisel,
komplexni analyzou, diferencialni geometrii, topologii, teoretickou fyzikou a astrono-
mii. Pfispél k feSeni integralnich rovnic za pomoci vlastnich ¢isel, detailné se vénoval
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integrabilit¢ soustav rovnic a ukazal, ze se pii ¢asovém vyvoji v hamiltonovskych sys-
témech zachovava fazovy objem (Liouvilliv teorém). Je po ném pojmenovana celd fada
matematickych objektd a krater na Mésici.

Maxwell, James Clerk, (1831-1879), skotsky matematik a fy-
zik. Odvodil, ze svétlo je slozeno z pficnych modul a je zpiso-
beno magnetickymi a elektrickymi jevy. Svoji teorii elektfiny
a magnetizmu publikoval v roce 1873. Maxwellem ptfedpovédé-
nou existenci elektromagnetickych vin dokazal Heinrich Hertz
po Maxwellové smrti. Maxwell spravné odhadl, ze Saturnovy
prstence jsou tvofeny drobnym kamenitym materidlem. S Clau-
siem vyvinul kinetickou teorii plyntl a v roce 1867 zformuloval
paradox Maxwellova démona. Ukézal, ze druhy termodynamic- :
ky zakon je pouze statisticky zakon popisujici vlastnosti velkého poctu Castic. V roce
1871 se stal prvnim feditelem dnes slavné Cavendishovy laboratofe v Cambridgi. Po
Maxwellovi jsou krom¢ Maxwellovych rovnic pojmenovay: Maxwellovo rozdéleni,
Maxwelltiv démon, jednotka magnetického toku, horsky masiv na Venusi, mezera mezi
Saturnovymi prstenci a dalekohled JCMT (James Clerk Maxwell Telescope) pro infra-
¢erveny obor. Existuje také Maxwellova nadace.

Planck, Max (1858-1947), viz sekce Kvantova teorie

Stefan, Jozef (1835-1893), slovinsky fyzik, matematik a bas-
nik. Studoval matematiku a fyziku na Videnské univerzité.
Z Dulongova-Petitova zakona odvodil formuli pro celkovy tok
energie z absolutné Cerného télesa. Z tohoto zakona odhadl
povrchovou teplotu Slunce. Resil také rozlozeni teploty pii
fazovém prechodu (Stefaniv problém) a dalsi tlohy na pomezi
matematiky, fyziky a chemie. Jeho Zakem byl Ludwig Boltz-
mann. Je po ném pojmenovan Stefaniv-Boltzmanniv zékon,
Stefaniv tok a Stefantiv problém.

Wien, Wilhelm (1864-1928), némecky
fyzik, jenz dostal Nobelovu cenu za fy-
ziku pro rok 1911 za posunovaci zédkon pro absolutn¢ cerné
téleso, ktery objevil vroce 1893. Tento zakon ukazuje, ze vl-
nova délka maxima vyzarovani klesa s teplotou télesa. Teplejsi
télesa tak vyzaruji na kratSich vinovych délkach nez chladné;si
télesa. Wien ziskal doktorat na Berlinské univerzité v roce 1886
a brzo poté zacal pracovat pravé na problematice zafeni abso-
lutné ¢erného télesa. Wien se pokusil o odvozeni intenzity vyza-
fovani ¢erného télesa v zavislosti na teploté a byl Gspésny pro kratkovinnou ¢ast spek-
tra, v dlouhovinné oblasti jeho vyzatovaci zikon nebyl spravny. Uplny zakon zafeni
cern¢ho télesa odvodil az Max Planck na zaklad¢ pfedpokladu o kvantovéni energie
zéfeni, ¢imz polozil zéklady kvantové teorie. Wien byl jmenovan v roce 1899 profeso-
rem na Giessenské univerzité a v roce 1920 na Mnichovské univerzité. Svymi poznatky
také pfispél k vyzkumu katodovych trubic generujicich rentgenové zateni.
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