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PREDMLUVA

Chceme-li popisovat chovani velkého souboru mnoha stejnych systému (klasickym ptikladem
je plyn slozeny z mnoha stejnych molekul), miizeme v podstaté pouzit jen Ctyfi piistupy:

1) chovani prohlasime za ,,bozi zazrak* a dale nezkouméame.

2) na zaklad¢ vysledki jednoduchych experiment se snazime nalézt zakony, kterymi se
soubor fidi. Napftiklad zjistime, ze v uzaviené nadob¢ roste tlak s rostouci teplotou ¢i
rostoucim poctem ¢astic a naopak tlak plynu klesa, budeme-li zvétSovat rozméery nadoby.
Kombinaci téchto vztahli mizeme nalézt stavovou rovnici. Vzdy vSak musime mit na
mysli, Ze jde o odvozeni na zéklad¢ experimentli, bez zkoumani podstaty jevii samotnych
a ne vzdy budeme zcela rozumét, kdy odvozené zakony piesné plati. Timto pristupem se
zabyva termodynamika a nazyva se popisny, odvozeny ze zkuSenosti, neboli
fenomenologicky.

3) pokusime se vypocitat trajektorii kazdé céasteCky tvofici soubor ze zakladnich zakont,
naptiklad z Hamiltonovych rovnic. Tento postup musi nutné selhat u souborti mnoha
Castic, kde je takovy popis nad naSe moznosti. Miizeme ale pouzit rizné numerické
metody, nepopisovat vSechny systémy ze souboru a podobn¢.

4) zékony popisujici chovani souboru jako celku se pokouSime odvodit teoreticky ze znalosti
chovéani jednotlivych c¢lenli systému statistickymi metodami. Ziskané vysledky maji
pravdépodobnostni charakter, ale u soubort mnoha ¢astic to vliibec neni na zdvadu, spise
naopak. Timto pifistupem se zabyva statisticka fyzika.

Soubor systémul popisovany metodami statistické fyziky mize byt velmi rozmanity. Muze jit
o jednoduchy monoatomérni plyn, o neutronovou hvézdu slozenou z neutroni C¢i
o feromagnetikum slozené z mnoha elementarnich magnetkl (spint). Systémy popisovaného
souboru mohou byt jak klasické, tak kvantové. Jiz v kvantové teorii jsme se zminili
o mimofadné dilezitosti harmonického oscilatoru, a proto i v této Casti budeme vénovat
pozornost souboru kvantovych harmonickych oscilatort.

Samoziejm¢ si odvodime jednoduché zdkony ideédlniho plynu, stavovou rovnici, ze
statistického hlediska se seznamime s pojmem entropie. Stejné tak ale budeme studovat
kvantové systémy fermionli a bosoni nebo mnoha elementarnich kvantovych rotatort
(naptiklad rotujicich molekul).

Pteji vSem hodné uspéchtl pfi studiu této mimoiadné krasné a elegantni partie fyziky,
s jejimiz pocatky jsou spjata jména takovych velikand, jako byli naptiklad Ludwig Boltzmann
¢1 Josiah Gibbs nebo v kvantové statistice Enrico Fermi, Paul Dirac, Satyendra Bose a Albert
Einstein.

Aktudlni verzi ucebniho testu a hyperlink na nahravky pfednéasek z roku 2015 naleznete na
serveru www.aldebaran.cz v sekci Studium.

6. 10. 2015, Petr Kulhanek



OBSAH
3 STATISTICKA FYZIKA

3.1 (M) NECO Z MATEMATIKY
3.1.1 UZITECNE VZTAHY
3.1.2 PFAFFOVY DIFERENCIALN{ FORMY

3.2 VYBRANE PARTIE Z TERMODYNAMIKY
3.2.1 PRVNI A DRUHA VETA TERMODYNAMICKA
3.2.2 TERMODYNAMICKE POTENCIALY

3.3 ZAKLADNI POJMY STATISTICKE FYZIKY
3.3.1 SLOVNICEK POJMU

3.3.2 ERGODICKY PROBLEM

3.3.3 LIOUVILLUV TEOREM

3.4 GIBBSUV KANONICKY SOUBOR
3.4.1 ODVOZENI ROZDELEN{

3.4.2 KONSTANTY ROZDELENT

3.4.3 PARTICNI SUMA

3.5 JEDNODUCHE PRIKLADY

3.5.1 IDEALNI PLYN

3.5.2 PRAVDEPODOBNOSTNI ROZDELEN{ CASTICE VE VNEJSIM POLI
3.5.3 KLASICKY OSCILATOR

3.6 DALSI PRIKLADY

3.6.1 KVANTOVY OSCILATOR (VIBRATOR)
3.6.2 KVANTOVY ROTATOR

3.6.3 DVOUATOMARNI PLYN

3.6.4 ANHARMONICKY OSCILATOR

3.6.5 DVOUHLADINOVY SYSTEM

3.7 GRANDKANONICKY SOUBOR
3.7.1. ODVOZENI ROZDELENI
3.7.2 KONSTANTY ROZDELENT
3.7.3 PARTICNI SUMA

3.8 FERMIONY A BOSONY

3.8.1 FERMIHO-DIRACOVO A BOSEHO-EINSTEINOVO ROZDELEN{
3.8.2 SOUBOR FERMIONU (BILY TRPASLIK, NEUTRONOVA HVEZDA)
3.8.3 SOUBOR FOTONU (PLANCKUV VYZAROVACI ZAKON)

3.9 FLUKTUACE A ENTROPIE
3.9.1 FLUKTUACE
3.9.2 ENTROPIE

3.10 ELEKTRICKY A MAGNETICKY AKTIVNI SYSTEMY
3.10.1 ZAKLADNI POJMY

3.10.2 MAGNETICKY AKTIVNI MATERIALY

3.10.3 MRIZOVE MODELY

3.11 MONTE CARLO METODY

3.11.1 REALIZACE ROZDELENI

3.11.2 MC METODY PRO MRIZOVE MODELY
3.11.3 OPTIMALIZACE A RIZENE OCHLAZOVANTI

DODATKY
VYPOCET GAUSSOVA INTEGRALU
VYPOCET INTEGRALU VE STEFANOVE-BOLTZMANNOVE ZAKONE

o W»h i

13
13
16
17

20
20
21
23

26
26
28
31

33
33
37
39
41
42

44
44
44
46

48
49
51
54

61
61
64

66
66
69
75

79
79
84
86

88
88
88






Statisticka fyzika Néco z matematiky

3 STATISTICKA FYZIKA
3.1 (M) NECO Z MATEMATIKY

3.1.1 Uzitecné vztahy

Na tivod si ptipomenime piehled vztahli uzite¢nych ve statistické fyzice. Neucte se je zpaméti,
ale naucte se je pouzivat. Odvozeni naleznete v kazdé zakladni u¢ebnici matematiky a pro nas
neni podstatné. Ve vztazich je oznaceno n!=n(n—1)...1; n!!l=n(n—-2)(n—4)...1.

|
x”e_a“xdx—n— a>0:n=1,2, (V1)

n+1°~’

— 3

0
]fx2n e—axz _ (21’1—1)”\/_

YRR aninz > a>0n=1L2. (V2)
< !
J' 2n+1 —ax _ Znn-+1 ca>0:n=0,1,2, - (V3)
0 a
J' —ax? dx = T . v 1 Al
e =\ a>0 (Gausstiv integral) (V4)
< 2
feo dx=% T a>0 (V5)
a
0
J' e—ax2+bx dx = i e+b2/4a : a>0 (V6)
a
Z q" = % il g | <1 (soucet geometrické fady) (V7)
n=0
Von = %RzN ; (objem koule v sudém poctu dimenzi) (V8)
o 3 3 4
[—=—dr=56822 [ dr= T (V9)
X
o€ +1 e’ —1 15

3.1.2 Pfaffovy diferencialni formy
Urcité si vzpominate na pojem malého ptirtstku funkce vice proménnych, neboli diferenciélu.
Naptiklad k funkci
f@y)=x+y7 (3.1
je prvnim diferencidlem vyraz
df =2xdx+2ydy. (3.2)

Zkusme nyni ulohu obratit. Pfedstavme si, ze napiSeme podobny vyraz, jako je na pravé
strané rovnice (3.2), a budeme se ptat, zda existuje funkce, ke které¢ by vyraz byl prvnim
diferencialem. Naptiklad
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dw,;=2xdx+2ydy, (3.3)
dw, =2ydx+xydy. 3.4)

K prvnimu vyrazu takova funkce existuje, jde o funkci (3.1), zatimco k druhému vyrazu
takovou funkci nikdy nenajdeme. Obecné vyrazy tohoto typu nazyvame Pfaffovy
diferencialni formy. Jsou pojmenovany podle némeckého matematika Johanna Friedricha
Pfaffa (1765-1825). Obecnou Pfaffovu formu miizeme zapsat ve tvaru

do=a/(x,...,x,)dx +--+a,(x,...,x,)dx, (3.5)

nebo pouZijeme-li ispornéjsi sumacni konvenci, ma zapis jednodussi tvar
do=a;(x)dx;,. (3.6)

Polozend otazka tedy je: Kdy je Pfaffova forma ve tvaru uplného diferencialu néjaké funkce?
Odpovéd’ je velmi zajimava. VSechny diferencidlni formy se déli na dvé veliké skupiny. Prvni
z nich neni ve tvaru uplného diferencidlu néjaké funkce a tento typ nema Zzadné
,»hezké® vlastnosti. Druhy typ je ve tvaru uplného diferencidlu néjaké funkce, md mnoho
velmi elegantnich vlastnosti a velmi snadno se s nim pracuje. Proto matematici i fyzici vzdy
davaji prednost diferencialnim formam ve tvaru Gplného diferencidlu. Zformulujme nyni tzv.
vétu o péti ekvivalencich:

Véta o péti ekvivalencich: Necht’ ma diferencialni forma dw = a4 dx; koeficienty, které maji
spojité derivace do druhého fadu vcetné€. Potom jsou nésledujici tvrzeni ekvivalentni:

1) Existuje funkce f(xi, ... x,) takovd, Ze forma je jejim prvnim diferencidlem, tj.
koeficienty formy jsou parcidlnimi derivacemi této funkce:
a, = ar . (3.7)
axk
2) Existuje funkce ¢ takova, ze kiivkovy integral mezi dvéma body je jen rozdilem
koncové a pocatecni hodnoty této funkce (nazyvame ji potencidlem diferencialni

formy):
B
[ axdx, =p(B) - 9(4). (3.8)
4
3) Kiivkovy integral mezi dvéma body nezavisi na kiivce (cesté integrace):
Iakdxk nezavisi na kiivee y . (3.9)
v
4) Kiivkovy integral po jakékoli uzaviené kiivce z diferencidlni formy je nulovy:
<_|'>akdxk =0. (3.10)
5) Koeficienty formy spliuji relace:
90 _ 94 kL (3.11)
8 X] 8 Xk

Poznamky:

e Mame-li diferencialni formu, bud pro ni plati vSechny vlastnosti vyjmenované ve vété o péti
ekvivalencich, nebo Zadna z nich. Neexistuje nic mezitim.

e V dukazu véty by stacilo dokazat jen implikace ,kruhem* 1= 2 = --- = 5=>1. Tim je mozné se
od kazdého tvrzeni dobrat ke kterémukoli dalSimu. Cely dikaz zde provadét nebudeme, omezime
se jen na nékteré Casti.

e Paté tvrzeni je vlastné navodem jak poznat ,spravné“ diferencialni formy, tj. formy ve tvaru
uplného diferencialu. Ovéfime-li, ze plati vlastnost 5), plati uz i vSechny vlastnosti ostatni.
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e Ve fyzice bychom fekli, Ze koeficienty ay diferencialni formy tvofi konzervativni pole, jde napfiklad
o pole gravitani. Kfivkovy integrél z gravitaéni sily ma vyznam vykonané mechanické prace. Ta
nezavisi na cesté mezi dvéma body, po uzaviené kfivce je nulova, existuje potencialni energie
a vykonana prace je rozdilem potencidlni energie v koncovém a pocateénim bodé. | posledni
podminka je snadno interpretovatelna. Pfevedeme-li oba ¢leny na levou stranu,

%_M:O proV k,l,

a X] 8 X

nejde o nic jiného, nez o podminku, Ze rotace pole je nulova a jde tedy o nevirové pole.

o) X
B B
Vi

" 1z )

X X

Dukaz: Nazna¢me nyni ditkaz n¢kterych implikaci véty o péti ekvivalencich:
Implikace 1 = 2:

Zkusme najit ve fazovém prostoru (xi, ... x,) integrdl z diferencidlni formy ve tvaru uplného
diferencialu mezi dvéma body A a B:

B B (1) B 9 f B

Jdo=[a ay = [Zdy = [df = 1(B)- f(4).
Y y 4%k y

Je-li diferencidlni forma ve tvaru uplného diferencidlu, potom jsou koeficienty déany

parcidlnimi derivacemi funkce f a vysledny integral je pouze rozdilem hodnot funkce f

v po¢ateCnim a koncovém bod¢. Hledanym potencialem diferencialni formy je tak sama

funkce f.

Implikace 2 = 3:

Zélezi-li hodnota integralu jen na koncové a pocatecni hodnoté funkce f, nezavisi potom na
integracni kiivce. Je zcela lhostejné, zda integrujeme po kiivee %, 75, nebo 7% na obrazku.
Implikace 3 = 4:

Uzavienou kiivku v pravé ¢asti obrazku si predstavime jako soucet dvou jednotlivych kiivek.
Musime ale davat pozor na orientaci kiivky, ktera méni znaménko kiivkového integralu:

cﬁda): Idw+ I dw= Ida)— j da)(i)O.

7 —72 4! V2
Implikace 1 = 5:
Diikaz je velmi jednoduchy a je zalozen na zaménnosti druhych derivaci funkce f:

day W 9 [9f |_ 0 [df|_94
axl axl axk axk axl axk'

4 Piiklad 1: Zjistéte, zda je forma dw ve tvaru Gplného diferencialu:
dw=2xydx + xzdy .
Z podminky (5) véty o péti ekvivalencich nalezneme ,kiiZové* derivace
5 da, da,,

a, =2xy; a,=x = =2x; —=2x.
* 4 7 dy ox
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Ob¢ derivace jsou si rovné, a diferencidlni forma je proto ve tvaru uplného diferencidlu.
Snadno ov¢fite, Ze jde o uplny diferencial funkce

2
fxy)=x"y. b
4 Piiklad 2: Zjistéte, zda je forma dw ve tvaru Gplného diferencialu:

do="Ldx+dy.
Y
Pro ,kiizové® derivace mame:
da da
T L
y Iy dx

Derivace si rovny nejsou, a proto diferencialni forma neni ve tvaru Gplného diferencialu
a neexistuje funkce f takova, ze by forma byla jejim prvnim diferencialem. D

Ne vSechny diferencialni formy, které nejsou ve ,,spradvném* tvaru je vSak tfeba zatratit.
Nekteré z nich lze snadno ,,spravit™. Formu z ptikladu 2 1ze opravit vynasobenim funkei y:

d0'=yda)=y[£dx+dy]=xdx+ydy.
y

Nova diferencialni forma zjevn& ma potencial a je diferencialem funkce (x* +)%)/2. Pokud
zjistime, ze diferencialni forma neni ve tvaru uplného diferencidlu, miizeme se pokusit najit
tzv. integracni faktor u, aby nova forma

do=u(x,....x,)dw (3.12)

jiz byla ve tvaru uplného diferencialu. To se ale bohuzel ne vzdy musi podafit, zejména
u diferencidlnich forem mnoha proménnych je hleddni integracniho faktoru mimofadné
obtizné. Pro diferencialni formy s poctem proménnych do tii ale existuje integracni faktor
vzdy:

Véta: Pro n < 3 existuje vzdy integracni faktor Pfaffovy diferencialni formy.

Dukaz: Zkoumejme, zda je nova forma do = u(xy, ... x,) a(xi, ... x,) dx; ve tvaru Gplného
diferencialu. Hledame tedy funkci £, jiz je nova forma uplnym diferencialem, t;.

of

——=Ua.

9, Hag

To bude mozné tehdy, kdyz si budou rovné kiizové derivace koeficientti:

a,uakza,ual proV k,1.
axl axk

Z téchto rovnic je tfeba urCit integracni faktor. Aby byla uloha feSitelna, musi byt jejich
celkovy pocet mensi nez dimenze prostoru z:

(nj<n = n(nT—l)<n = n<3.

Pro diferencialni formy s vice nez dvéma proménnymi neméame obecné existenci integracniho
faktoru Zadnym zplsobem zarucenu.

Existuji 1 vyttibengj$i véty, které za urcitych podminek umoziuji existenci integra¢niho
faktoru ve vice dimenzich (napiiklad Caratheodéryho princip), ale ty jsou nad ramec této
ucebnice.
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3.2 VYBRANE PARTIE Z TERMODYNAMIKY

Tato ¢ast neni v zddném piipadé néjakym systematickym vykladem termodynamiky. Jde jen
o ptehled nékterych pojmit ztohoto oboru, které budou potieba k porovnani vysledkil
termodynamiky a statistické fyziky. V termodynamice budeme hovofit o popisované soustave.
Ve statistické fyzice pak budeme dusledné rozliSovat systém (jedna popisovand entita) a
soubor (velké mnozstvi téchto entit).

3.2.1 Prvni a druha véta termodynamicka

Prvni véta termodynamicka neni nic jiného nez zdkon zachovéni energie soustavy:

Vnitini energie soustavy se muze zvysit dodanym teplem nebo pridanim dalSich castic a snizit
soustavou vykonanou praci.
dU=d0-d4+dUy (3.13)

Sama vnitini energie soustavy je uplnym diferencialem. Cleny na pravé strané ale plnymi
diferencialy nejsou. Plyne to z mnoha experimentd. Dodané teplo JdQ je rtizné po riznych
cestach ve fazovém prostoru (p, V, T') a zavisi tak na cesté. Podobné je to i s dal§imi ¢leny na
pravé stran€. Podivejme se na jednotlivé ¢leny podrobné;ji:

Prace vykonana soustavou (dA)

Prace vykonana soustavou muze byt nejriznéjs$i povahy: mechanické, elektrické, magneticke,
polariza¢ni, elastické, atd. a vysledny vyraz je souftem mnoha ¢lenl. Prozatim se ale
spokojime jen s vyrazem pro mechanickou praci, elektrické a magnetické Cleny budeme
diskutovat pozdéji.

dd=Fdl+- =pSdl+- =pdV +-- (3.14)

Vnitfni energie spojena se zménou poctu ¢astic (dUy)
Ptichazeji-li do soustavy dal$i castice z vnéjSku, roste vnitini energie soustavy umérné
ptirtstku ¢astic:

dUy =udN . (3.15)

Koeficient imérnosti ¢ se nazyva chemicky potencial soustavy a zavisi na typu latky, ze které
se soustava skladd. Z matematického hlediska o zZadny skutecny potencidl nejde a ndzev ma
jen historicky ptivod. Obsahuje-li soustava vice druhti Castic, je prirastek vnitini energie
spojeny se zménou poctu castic dan souctem podobnych ¢lenli pfes vSechny druhy &astic
(pouzivame sumacni konvenci):

dUy =y AN, (3.16)
Tepelna energie (dQ)
Teplo je jednim z Ustfednich pojmil termodynamiky a je proto obzvlasté nepiijemnou
zalezitosti, Ze neni ve tvaru uplného diferencidlu. NasStésti lze ukazat, ze vzdy existuje
integracni faktor, ktery teplo pfevede na diferencialni formu ve tvaru uplného diferencialu. To
je obsahem druhé véty termodynamické, ktera se vyskytuje v mnoha podobach. Pro nas bude

vvvvvv

K diferencialu tepla existuje integracni faktor. Je jim prevracend hodnota absolutni teploty.
Noveé vzniklou uplnou diferencialni formu nazyvame entropie a oznacujeme ji dS:

_1
ds=—do (3.17)

e Existuji 1 jiné formulace druhé véty termodynamické, které maji hluboky vyznam pro
termodynamiku, napiiklad: Neexistuje perpetum mobile druhého druhu (stroj trvale
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a cyklicky konajici praci ochlazovanim teplotni lazné). To, jak spolu obé& formulace
souvisi, mize ¢tenaf nalézt v kazdé ucebnici termodynamiky.

e Ke spravnému integracnimu faktoru Ize dojit naptiklad rozborem Carnotova cyklu, kde se
ukazuje, ze integrace dQ zavisi na cesté integrace, ale integrace veli¢iny dQ/T je nezavisla
na ceste, a je proto Uplnym diferencialem.

e To, ze pievracend hodnota teploty je spravnym integracnim faktorem diferencialu tepla,
1ze také ukazat porovnadnim derivaci ,.kfizem* u diferencidlu entropie.

e Vtermodynamice rovnovaznych d&jii ma entropie vyznam diferencidlu tepla, ktery je
integra¢nim faktorem opraven na Uplny diferencidl. Pro entropii plati vSechny tvrzeni véty
o péti ekvivalencich: integral z entropie nezavisi na cesté, integral po uzaviené kiivce
(cyklicky dé&j) je nulovy, atd. Proto vzdy ddvame ptfednost entropii a misto diferencialu
tepla piSeme:

dOo=TdS. (3.18)

Po vyjadieni vSech veliin na pravé strané prvni véty termodynamické (3.13) ziskame tvar,

ktery budeme pouzivat:

! dU =TdS - pdV + 1, dN, . (3.19)

V poslednim c¢lenu pouZivame sumacni konvenci, s¢itd se ptes vSechny druhy astic, jejichz
pocet se miize ménit (naptiklad v plazmatu elektrony, neutralni ¢astice a ionty).

3.2.2 Termodynamické potencialy

V minulé kapitole jsme se seznamili se dvéma veli¢inami, které¢ tvoii diferencidlni formy ve
tvaru Uplného diferencidlu. Jde o vnitini energii a entropii. Existuje vSak postup, kterym
muzeme vytvaret celou fadu dalSich, velmi uzite¢nych uplnych diferencialnich forem. Zde se
zminime o entalpii, volné energii, Gibbsové€ potencidlu a grandkanonickém potencidlu. Praveé
vyznam téchto veli€in je pro statistickou fyziku velmi dilezity.

Entalpie H

Pravou stranu diferencidlu vnitini energie (3.19) ,,zplnime* v ¢lenu p dV. ZapiSeme ho jako
d(pV') — Vdp a prvni Clen pievedeme na levou stranu. Tak ziskdme novou veli¢inu ve tvaru
uplného diferencidlu, tzv. entalpii:

dU:TdS—pdV+ﬂdek,
dU=TdS-d(pV)+Vdp+ u dN,,
dU+pV)=TdS+Vdp+ y dN,.

Pro nové zavedenou veli¢inu miizeme napsat celou fadu relaci. Zname jeji definici (nalevo
v zavorce) a také znadme jeji prvni diferencial (prava strana rovnosti). Z tvaru prvniho
diferencidlu pozname, na kterych veli¢inach entalpie zéavisi. Navic vime, ze jde o uplny
diferencial, tj. parcialni derivace entalpie daji koeficienty diferencidlni formy na pravé stran¢:

H=U~+ pl,

H=H(S,p,N,), (3.20)

[E)Hj (BHJ (E)H]
T: e , V: e , Iuk: RN
05 ), n, p Js.v, N ) o n

izk

10
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Ze znalosti entalpie mizeme urcit teplotu, objem a chemické potencidly soustavy. Z prvni
relace (3.20) mizeme také urcit za pomoci entalpie vnitini energii soustavy:

oH
U=H-pV=H-p|—|. (3.21)
dp
Tato rovnice se nazyva Gibbsova-Helmholtzova rovnice prvniho druhu. Z vnitini energie pak
muzeme pocitat tepelné kapacity soustavy i1 dalsi veliCiny.
® Indexy u parcialnich derivaci znamenaji, Zze pfislusné veliCiny jsou pfi derivovani konstantni,
zkratka si jich nevS§imame tak, jak jsme bé&zné zvykli. V termodynamice, kde déje zavisi na cestg,

byva zvykem tuto cestu explicitné vyznacCovat. V naSem textu budeme automaticky rozumét, Ze
veli¢iny, podle kterych se derivace neprovadi, jsou konstantni, a indexy nadale nebudeme psat.

e Pismeno H znamena velké fecké éta (souvisi se slovem enthalpy).

Volna energie F
Budeme postupovat obdobné jako u entalpie, jen nyni ve vyrazu (3.19) pro vnitini energii
zaplnime ¢len 7'dS:

dU =TdS - pdV + i, AN,
dU-TS)==SdT - pdV + u, dN, .

Opét tak ziskdvame novou diferencidlni formu ve tvaru Uplného diferencidlu, kterou
nazyvame volna energie. Stejné jako u entalpie mizeme kromé definice ihned napsat celou
fadu relaci:

F=U-TS,
F=F(T,V,N,), (3.22)

s__[9F __[9F _[9F
lor) PT\ov ) M Tlan )

Pravé volnd energie ma ve statistické fyzice mimofadny vyznam. Uvidime totiz, Ze tuto
veli¢inu na zakladé statistickych tivah budeme schopni zjistit. Volna energie je funkci snadno
predstavitelnych veli¢in: teploty, objemu soustavy a poctu castic riznych druhl. Pozname-li
tuto funkci, snadno pouhym derivovanim ur¢ime entropii soustavy, jejiz intuitivni pochopeni
Casto narazi na problémy. Derivovanim volné energie podle objemu zjistime tlak v soustavé,
tedy stavovou rovnici, a derivovanim podle poctu Castic miizeme urcit chemické potencialy
soustavy. Co vice si prat? Snad jesté vnitini energii, ale ani to neni problém. Z definice volné
energie F'= U — TS uréime U = F + TS a dosadime jiz vypoctenou hodnotu entropie:

U=F-T {a—Fj (3.23)
oT

Jde o tzv. Gibbsovu-Helmholtzovu rovnici druhého druhu, jez je vychodiskem k mnoha
dal§im odvozenym veli¢indm, které se pocitaji z vnitini energie.

¢ Piiklad 3: Dokazte, ze Gibbsovu-Helmholtzovu rovnici (3.23) lze zapsat v jednoduchém
tvaru U = 0(BF)/0p, kde p =1/T. J

Gibbsuv potencial G

Naprosto stejnym postupem jako v piedchozich piipadech zuplnime diferencial vnitini
energie v obou Clenech p dV a T'dS. Vysledkem je nova veli¢ina, Gibbstv potencial, pro ktery
zfejmé plati:

11
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G=U-TS+plV,
dG=—SdT+Vdp+,udek,
G=G(T, p,Ny), (3.24)

oG oG G
S:— -— |, V: -— |, = — .
G5 el

Gibbstlv potencial ma velky vyznam pro chemii a termodynamiku, my ho ve statistické fyzice
nevyuzijeme. Kulaté zavorky znamenaji, ze veSkeré ostatni veliiny (kromé té, podle které¢ se
derivuje) jsou drzeny konstantni, indexy jiz nevypisujeme.

Grandkanonicky potencial £2

Poslednim z potenciall, ktery pro nas bude mit velky vyznam, je grandkanonicky potencial.
Diferencidl vnitini energie ziplnime v ¢lenech 7°dS a i dN. Vysledek je:

dQ=—SdT—pdV—deﬂk .
‘Q:‘Q(Ta Va;uk)a (325)
s=—[22)  ,__[22) N -_[22]
oT 14 o Uy,
Ve statistické fyzice souborl s proménnym poctem ¢astic budeme schopni, alespon teoreticky,
urCit pravé grandkanonicky potencial. Z n¢ho pak jiz snadno nalezneme entropii soustavy,

tlak (stavovou rovnici) a pocty jednotlivych ¢astic. Z definice grandkanonického potencialu
potom vypocteme vnitini energii:

00 002
U=02+TS N =Q-T| — |- —, 3.26
+ 1S + 1 Ny, [BTJ ﬂk[aﬂkj (3.26)

ktera je vychodiskem k vypoctu mnoha dalsich veli¢in.

12
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3.3 ZAKLADNI POJMY STATISTICKE FYZIKY

3.3.1 Slovni¢éek pojmi

Systém

Systémem rozumime jakoukoli popisovanou entitu. Sadu nezavislych parametri nutnych
k popisu nazyvame zobecnéné soufadnice. Standardnimi postupy teoretické mechaniky
ptitadime kazdé zobecnéné soufadnici zobecnénou hybnost. Znadme-li pocatecni hodnoty
soufadnic a hybnosti, mtizeme v klasické fyzice predpoveédét trajektorii systému za pomoci
Hamiltonovych rovnic. Jde-li o kvantovy systém, je stav dan vektorem v Hilbertové prostoru
a Casovy vyvoj ur¢ime plisobenim evolucniho operatoru. V tomto pifipadé ma trajektorie
pravdépodobnostni charakter a je kvantovée ,,rozmazéana“.

Fazovy prostor

Fazovym prostorem nazyvame prostor zobecnénych soutfadnic a hybnosti (g, p). NepiSeme-li
indexy, automaticky myslime celé mnoZiny vSech zobecnénych soutadnic a hybnosti. Pro¢ se
pouzivaji hybnosti namisto rychlosti? Je pro to hned nékolik divodu:

e Chceme-li sledovat asovy vyvoj, pouzivame Hamiltonovy rovnice pro polohy a hybnosti.

e Sv¢t je na elementarni Grovni kvantové rozmazan diky Heisenbergovym relacim neurci-
tosti. Ty plati opét mezi zobecnénou soufadnici a ji pfisluSejici zobecnénou hybnosti.

e Je-li situace symetrickd vzhledem k posunuti v nékteré zobecnéné souradnici, zachovava
se prislusnad zobecnéna hybnost. Tyto dvé veli¢iny neoddélitelné patii k sob¢.

e Poissonovy zdvorky zobecnénych soutfadnic a odpovidajicich zobecnénych hybnosti jsou
rovny jedné, ostatni zdvorky jsou nulové.

e Ve statistické fyzice uvidime, ze ve fazovém prostoru s osami (g, p) se pfi statistickém
vyvoji mnoha systémi zachovava objem a soubor systémul se chova jako nestlacitelna
kapalina (Liouvilliv teorém), coZ je pro popis velmi vyhodné.

Soubor

Souborem rozumime velké mnozstvi stejnych systému se stejnym fazovym prostorem.
Systémy mohou mit rGzné pocatecni podminky a ve fazovém prostoru jsou v daném
okamziku reprezentovany mnozinou mnoha bodt. Pti ¢asovém vyvoji systému se jednotlivé
body ptesouvaji po svych fazovych trajektoriich danych Hamiltonovymi rovnicemi.

Fazovy objem
Ve fazovém prostoru mizeme standardnim zplisobem zavést elementarni objem fazového
prostoru jako 2f rozmérny diferencial (fje pocet stupiili volnosti)

dg=dg,--dg; dpy-+-dp, =11dg, Tldp, = d’q d’p (3:27)

Jde o pfirozené zobecnéni ,,bézného* objemu ve tfech dimenzich, kde piSeme dV' = dxdydz.
Kone¢na oblast £2 fazového prostoru ma potom objem

Ap=[dp=[d'qd/p. (3.28)
Q0 Q0
C R g
q

13
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¢ Priklad 4
Zadani: Urcete fazovy objem, ktery zaujimaji ve fdzovém prostoru harmonické oscilatory,
jejichz maximalni energie je E. Urcete také, jaky objem zaujima jedno kvantum energie
harmonického oscilatoru.
ReSeni: Z teoretické mechaniky vime, Ze fazovou trajektorii harmonického oscilatoru je
elipsa. Harmonicky oscilator pii svém pohybu zachovava energii, proto mizeme rovnici
elipsy jednoduSe zapsat jako rovnici energetické ,,nadplochy*
2 2.2
ma”x
H= 4 =E. (3.29)
2m 2
Na této nadplose (v tomto piipade obycejné elipse) se nachédzeji oscilatory, které maji energii
pravé E. Uvnitt elipsy lezi trajektorie oscilatori s nizs$i energii, vné¢ elipsy trajektorie
oscilatori s vyssi energii. Energeticka nadplocha vymezuje ve fazovém prostoru mnozinu
(v€etné hranice), v niz se mohou nachazet oscilatory, jejichz energie je mensi nebo rovna E.
Fazovy objem této mnoziny bude

2 2 2
¢=Idxdp; Q={(p): ML < (3.30)
P 2 2m

Provedeme-li substituce &= (mw?*/2)"* x; n= p/(2m)1/ 2 zjednodusi se oblast integrace na kruh
(dvojrozmérnou kouli)

¢=3jd5dn; 2={(&n): & +n° <E}. (3.31)
a).Q

Vysledkem integralu je objem 2D koule Va(E"?

kruhu o poloméru E'*:

), v tomto ptipadé jde o obycejnou plochu

(/ﬁ:%ﬁE. (3.32)

Energetické spektrum harmonického oscilatoru ,,skace” po kvantech AE =hw, jednomu
kvantu tedy bude pfisluset velikost fazového prostoru

> A¢=£7[AE=£7rha)=27zh. (3.33)
@ w
Hodnota 27/ znamena velikost jednoho (jednorozmérného) stavu ve fazovém prostoru.

Soucasné¢ jde o velikost ,,pixelu” rozmazani fazové trajektorie v kvantové teorii.

klasicky p kvantovy
systém systém

¢ Piiklad 5
Zadani: Vypoctéte fazovy objem, ktery ohranicuje energetickd nadplocha molekuly chovajici
se jako tuha Cinka.

Reseni: Molekula ma celkem 5 stupiii volnosti. Mize se pohybovat
jako celek (tento pohyb popiSeme souradnicemi t€zisté molekuly x, y, z)
a muze rotovat ve dvou nezavislych thlech (popiSeme je thly & a ¢
sférickych soufadnic). Fazovy prostor ma tak 5 soutadnicovych os a 5
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hybnostnich os, je tedy desetirozmérny. Molekula o hmotnosti m se ve fdzovém prostoru vzdy
nachazi v nékterém bod¢ tzv. energetické nadplochy (kazdy z obou atomti m& hmotnost m/2 a

Vv oew

E:%m(icz +y2 +z'2)+%m(éj2 (92 +sin29(02):const.

Standardnim postupem ur¢ime hamiltonian

2 2 2 2

2
H:p_x+&+pz + - p§+ p¢
2m  2m  2m  ml? sin” @

Nyni se jiz mizeme pustit do vypoctu objemu oblasti fazového prostoru, kterou uzavira
energetickd nadplocha:

¢= | drdydzded@dp,dp,dp.dp,dp, =

H<LE
2r T
p= [dxdydz [dp[sinode [ 2w’ dp =
V 0 0 p%.ﬂ,—...p%SE

¢ — 25/27er5/212E5/2V5(1) )

V druhém tadku jsme provedli standardni substituce, podobné jako v pfedchozim ptikladé.
Diferencial paté hybnosti ma dvé ¢asti, ale integral prvni z nich je nulovy. Veli¢ina Vs(1) je
objem jednotkové pétirozmérné koule.

Vahovy faktor

Kazdy stupeni volnosti je v kvantové teorii rozmazan s hodnotou ,,pixelu’ 2z, kterou zaujima
jeden kvantovy stav (a nemusi jit jen o kvantovy oscildtor, pro ktery jsme tuto hodnotu
odvodili). Ve vice dimenzich je velikost ,,zdkladniho pixelu* neboli velikost jednoho
kvantového stavu (277)’ (jde o prosty souéin ,,pixela* jednotlivych dimenzi). Velmi vyhodné
bude zavést bezrozmérny fazovy objem vyrazem

foaf
ar=_49 Ar={d49d94°r

=% . = . 3.34
Qrh) y rh)’ (3.34)

Tato bezrozmérnd veli¢ina se nazyva vahovy faktor, vyuzivd se zejména u kvantovych sys-
témd. Jde vlastné o fazovy objem vydéleny velikosti jednoho kvantového stavu, 7" ma tedy
vyznam poctu kvantovych stavli obsazenych ve fazovém objemu ¢.

Hustota pravdépodobnosti

Bude-li soubor obsahovat velké mnozstvi systémil, miizeme zavést hustotu poctu systémii
v elementu fazového objemu AN/A¢. Cim bude toto &islo vyssi, tim vice je v daném misté
systémi a tim vysSi je pravdépodobnost nalézt v dané oblasti néjaky systém. Hustota
pravdepodobnosti je tmérna hustot¢ poctu systémia ve fadzovém prostoru. Z divodu
mozné vyuzit bezrozmérny fazovy objem (véhovy faktor) a tak jsou celkem 4 moZznosti
zavedeni a normovani hustoty pravdépodobnosti:
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pz%, dw=pdg, jdw:j@w:N;
_1dv _ 1dv
PN do" dw=pdp,  [dw= j d¢ .
ps%, dw=pdrl’, jdwzj—der;
pz%%, dw=pdl’,  [dw= j——dr 1;

Celkova pravdépodobnost je normovana bud’ k jedné (tak tomu je nejcastéji v matematice)
nebo k celkovému poctu Castic. V této ucebnici budeme vyuZzivat druhé a Etvrté moZnosti
normovani hustoty pravdépodobnosti (k jedné).

Stredovani pres fazovy prostor

Je-1i zndma hustota pravdépodobnosti, miiZzeme primérovat dynamické proménné pies fazovy
prostor. Secteme hodnoty dynamické proménné 4 pro vSechny systémy s vahou danou
hustotou pravdépodobnosti p:

A)=[ A(q, p)dw=[ A(g,p)pd¢  nebo
= j A(q, pydw= j A(g,p)pd”  nebo (3.36)

(4)=3 4,

Prvni pfipad plati, pouzijeme-li fazovy prostor, druhy, pouzijeme-li vahovy faktor, teti pro
systém s diskrétnimi stavy, kde prosté scitame pies pravdé€podobnosti jednotlivych stavi.
Pravdépodobnosti spliiuji normovaci podminku

jdw:1; > w, =1 (3.37)

n

3.3.2 Ergodicky problém

Stiedni hodnotu dynamické proménné A(q, p) v souboru mohu v zasad¢ urcit dvojim zplso-
bem. Prvni z moZnosti je sttedovani pfes soubor pomoci zavedené hustoty pravdépodobnosti:

= [ 4(g, p)dw= [ 4(g, p) pdrI". (3.38)

Druhou z moznosti je zvolit si jeden ze systéml souboru a prumérovat veli¢inu A4 po
dostate¢né dlouhou dobu z:
ty+7T

- .1
A=lim — [ A(q(), p(®))dt. (3.39)
T—o T

X
Samoziejmé by vysledek limity nemél zaviset na pocatecnim Case #. Velmi diskutovanou
a velmi starou je otazka, zda obojim zptisobem ziskame tyz vysledek:

(A)=A. (3.40)

Tento problém se nazyva ergodicky problém, je vyfeSen kladné¢ v mnoha jednotlivych
ptipadech, ale obecné feSeni pro mechanické systémy zndmo neni. V tomto textu budeme
sttedovat veli¢iny pomoci vztahu (3.38) a budeme doufat, ze i primérovani (3.39) by vedlo
ke stejnému vysledku.
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3.3.3 Liouvilluv teorém

Proudéni zpravidla popisujeme hustotou a tokem néjaké aditivni veli¢iny 4. Miize jit o tok
hmotnosti, naboje, tepla, energie a podobné. Hustota a tok jsou definovany vztahy

AV—=0 AV (3.41)

j=pu
a tvori relativisticky Ctyfvektor (p,j) transformujici se pomoci Lorentzovy matice. Veli¢ina

u(t, x) je rychlostni pole. Jestlize se pfi proudéni veli¢ina A zachovava, plati rovnice
kontinuity

%—’t’+divpu=o. (3.42)

Jde o soucet ptes ¢asovou i vSechny prostorové derivace:

9P IPU _
at axk

vvvvvv

hustotou je hustota pravdépodobnosti. Tok ale musime brat ve fazovém prostoru vsech
soufadnic a hybnosti

i=(Pq1,pds,PP1s > PDs)s

stejn¢ tak jako divergence v rovnici kontinuity bude obsahovat derivace pies vSechny osy
fazového prostoru:

dp 9Pqr 9P Py
= 4 + =
dt  dgy 9 py

0.

Je jasné, Ze pokud se systémy ve fazovém prostoru neztraceji, musi takovy zakon zachovani
b 2
poctu systému platit. Proved'me nyni derivace soucinii:

ap, dp . 9q dp . 9P

dt  dgy e dqy P Py P +Ep—0
Ve tfetim a patém c¢lenu vyuzijeme Hamiltonovy rovnice
. _0H . O0H
dk —Ea P = _E
a dostaneme
9p 9 ., 0°H L 9P 9°H =0,

dt  dg; o 94, I Py P 9Py e 9Py 94

Diky zameénnosti druhych parcidlnich derivaci se nakonec oba zminéné Cleny vyrusi.
Dostavame tak rovnici kontinuity ve tvaru

ap dp . dp .
g+ ——p; =
Y aqqu apkpk

Vzhledem k tomu, ze p = p(t,q;, p; ) dostavame tak

dp
I P _y. 3.43
4 (3.43)
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Hustota pravdépodobnosti se neméni a pravdépodobnost vyskytu systéml ve fazovém
prostoru se chova jako nestlacitelna kapalina. Rovnice (3.43) se nazyva Liouvilliv teorém
a ma ve statistické fyzice zasadni dilleZitost.

Poznamka: Rovnici kontinuity mizeme obdobné upravit i u proudéni bézné tekutiny:

aa_f-}-divpu:() = aa—f-{—ak(puk):o - a—p-{—a_puk-i-aﬂp:o.

at axk axk

Prvni dva &leny davaiji uplnou derivaci hustoty a posledni Ize upravit za pomoci divergence:
d .
@, pdiva=0
dr

Je jasné, ze proudéni normalni tekutiny je nestladitelné dp/dt = 0, je-li div u = 0.

Hustota pravdépodobnosti je podle vztahu (3.43) konstantni. Kolik konstant mame ve vy-
poctu k dispozici? Pocitdme-li zobecnéné soufadnice a zobecnéné hybnosti z Hamiltonovych
rovnic, vyjde feSeni zavislé na pocatecnim stavu (f polohach a f hybnostech), tj. obsahuje 2f
integracnich konstant pohybu, piesnéji 2f — 1, protoze jednu konstantu spotfebujeme na volbu
pocatku casové osy f.:

dr =qk(t,0(1,...,0(2f_1),

Pe=pr (0,0 ).
Kdybychom ziskané fteSeni dokéazali beze zbytku invertovat a spocitat tyto integracni
konstanty

0{k =0(k(q1,,qf ’pl ,...,pf),

ziskali bychom vSechny zdkony zachovani souboru. Bohuzel ne vzdy jsou definovany na
celém oboru a zmechaniky mame zajiSténu existenci jen sedmi zékladnich zakonu
zachovani: energie, hybnosti a momentu hybnosti. Ma-li byt uplna derivace hustoty

pravdépodobnosti podle Liouvillova teorému konstantni, je rozumné ptredpokladat, ze je
funkci téchto znamych integrali pohybu:

p=p(E,p,L)

zustava jedina nenulova veli¢ina, na které mtize zaviset hustota pravdépodobnosti — energie:
! p=p(E). (3.44)

wewvr

p . o(t, 4, p) p 1:D ml'stnos’:[
e .~
NN NN e 8
“ o i’ o -E

q a b q

Diky nestlacitelnosti ,,proudici pravdépodobnosti“ se neméni fazovy objem zaujimany
vybranou makroskopickou ¢asti systémi. Jestlize systémy zaujimaly na zacatku ve fazovém
prostoru urcity objem ¢, bude se tento objem v pribéhu Casového vyvoje riizné deformovat,
ale jeho velikost se nebude ménit. Tento objem (nebo vahovy faktor) tedy bude opét jen
funkci energie systému

! o=0(E); Ir'=r(E). (3.45)

To je jen jind formulace Liouvillova teorému.
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Hustota energetickych stavu
Pro element pravdépodobnosti mizeme diky Liouvillovu teorému psat

dw=pdl"=p(E)dI(E)= p% dE = p(E)y(E)dE, (3.46)
kde jsme oznacili
dr-
E)=—o 3.47
NE) = (3.47)

tzv. hustotu energetickych stavli (vzpomenite si, ze /° méa vyznam poctu kvantovych stavi
v uvazovaném fazovém objemu). U spojitych problémi je hustota energetickych stavii
spojitou funkci, mnohdy ma vsak 1 diskrétni Cast:

WE)=g(E)+) 8, 0(E~E,). (3.48)

Symbol O znamend Diracovu distribuci (analogie Kroneckerova delta v prostorech £,
u prostort L,). Koeficienty g, nazyvame stupen degenerace stavu n.
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3.4 GIBBSUV KANONICKY SOUBOR

3.4.1 Odvozeni rozdéleni

Pti odvozeni pouZzijeme nasledujici ptedpoklady: B

e Systém o N casticich mlize vyménovat energii s okolim. E
Znamena to tedy naptiklad moznost vymény tepelné
energie pres stény systému.

e Pocet castic systému je konstantni. Systém nevyménuje
Castice s okolim, ¢astice v ném nevznikaji ani nezanikaji.

e Jedinym vnéjSim parametrem je objem systému (je dan
vnéjSimi faktory, tvarem néadoby). Prace obecné muze zaviset na mnoha vnéjSich
faktorech: d4 = Axdax. VeliCiny A4, nazyvame zobecnéné sily a veliCiny a; vnéjsi
parametry. V naSem jednoduchém piikladé¢ mame jediny ¢len d4 = pd/V.

e Energie vazana na povrch soustavy Epy je zanedbatelnd vzhledem k celkové energii
soustavy Ey, tj. zanedbame povrchoveé jevy.

e Budeme podle Liouvillova teorému piedpokladat, Zze hustota pravdépodobnosti i fazovy
objem zavisi jen na energii soustavy.
Uvedené predpoklady lze jednoduse vyjadfit matematickymi vztahy:
(1) E #const,
(2) N =const,
(3) dd=pdV, (3.49)
4) Ey<Ep,
(5) ¢=9(E); p=p(E).
Prvni véta termodynamicka bude pro tuto soustavu mit jednoduchy tvar
dU=TdS-pdV. (3.50)

Vzhledem k tomu, Ze pocet Castic soustavy se nemeéni, je posledni ¢len v (3.19) nulovy.
Proménné okoli budeme oznacovat ¢arkou. Pravdépodobnost, ze systém i s okolim nalezneme
ve stavu s urcitou energii, je dana aditivnosti energie a multiplikativnosti fazového objemu:

dwio = P(Eio) A1 o =p(E+E)drdr’. (3.51)
Pro nezavislé subsystémy se ale pravdépodobnosti ndsobi a mélo by proto také platit:
dwy, =dwW(E) dW(E") = p(E)dT(E) p(ENAT(E") = p(E)p(E")ddI. (3.52)
Porovnanim obou moznosti zjistime, ze pro hustotu pravdépodobnosti musi platit vztah

P(E+E)=p(E) p(E). (3.53)
V matematice se ukazuje, ze existuje jedina funkce s touto vlastnosti, a tou je obecnd expo-
nenciala exp [cE]. Pfiddme-li i normovaci konstantu, mame tvar

p(E)=KeE =¢ (3.54)

V exponenciale ozna¢ime konstanty linearni kombinace pismeny ¢, —f. Volba znaménka je
v tuto chvili nepodstatna, a kdyby nebyla spravna, S by vyslo zéporné. Uvidime, ze ve
skute€nosti s rostouci energii systému klesa pravdépodobnost jeho vyskytu, a proto je minus
pied energii spravné. Uved'me vyraz jak pro spojity, tak pro diskrétni piipad:

p(E)=e%"PE w, =e* PEn (3.55)

C +C2E
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Hodnoty konstant &z a fodvodime z podminky, ze statistické vysledky musi limitn¢ ptechazet
ve znamé zakony termodynamiky. V diskrétnim ptipadé zavisi mozné hodnoty energetického
spektra na vnéjSich parametrech systému, v nasem piipadé na objemu zaujimaném systémem,
tj. E, = E (V).

3.4.2 Konstanty rozdéleni

Uréeme nyni konstanty ra . Nalezneme diferencial stfedni hodnoty energie a porovname ho
s prvni vétou termodynamickou. Odvozeni je mozné provést spojité nebo diskrétné, napiiklad
pro stfedni hodnotu energie mizeme ve spojitém ptipad¢ psat

U=jEdw:jEp(E)dr=jEp(E) WE)dE (3.56)
a v diskrétnim
U=Y Ew, =) E,(V)w,. (3.57)

My se v tomto odvozeni budeme drzet diskrétniho pfipadu a naopak nékteré pitisti odvozeni
pro zménu povedeme spojité. Naleznéme tedy diferencial vyrazu (3.57):

dU:Zﬁaﬁ/” dewn} + Y E,dw,.

Hustota energie n-t€ho stavu odpovida tlaku generovanému n-tym stavem (az na znaménko).
Tlak je vzdy hustotou energie: p = AF/AS=AF Al/(AS Al)= AE/AV. Znaménko se voli
zaporn¢ (sila je minus gradient energie). V druhém vyrazu pouzijeme genialni trik, energii £,
vyjadiime pomoci pravdépodobnosti (3.55):

dU=—Z(pnwndV) + Z(%—%lnwn]dwn.

V souctech ponechame jen vyrazy, pies které se opravdu scitd, ostatni cleny vytkneme:

(04 1
dU =—Z(pnwn) drv + Edan - EZ(lnwn dwn).
V prvnim vyrazu je stfedni hodnota parcialnich tlaki rovna celkovému tlaku. V druhém
vyrazu je soucet vSech pravdépodobnosti roven jedné a diferencial jednotky je nulovy. Tteti
vyraz upravime podle vztahu fdg =d (fg) — g df:

1 1
dU=-pdV — —d> (w,Inw,) + —> (w, dlnw,).
B B
Nyni ukazme, Ze posledni vyraz je nulovy:

Sl i) = 2w -Law, | = Taw, = dZ, = a1=0.

Wh

Ze statistickych tivah jsme tak konecné dostali vyraz pro diferencidl energie, ktery miizeme
porovnat s prvni vétou termodynamickou dU = —pdV + TdS:

dU =- pdV — %dZ(wn Inw,). (3.58)

Je ziejmé, Ze koeficient B musi byt tmérny ptevracené hodnoté absolutni teploty a suma
v druhém vyrazu entropii. To plati azZ na libovolny multiplikativni koeficient, ktery musi byt
urcen experimentalné:

B=1/(kgT), (3.59)

! S=—kg Y (w,Inw,). (3.60)
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Poznamky:

e Tak jako v kazdé fyzikalni teorii je i ve statistice jedna volitelna konstanta kz. Nazyvame ji
Boltzmannova konstanta a volbou jeji hodnoty mizeme vytvaret r(izné statistické teorie. Jen jedna
z nich bude ale odpovidat realné pfirodé. Jde o stejnou situaci, jakou jsme poznali v kvantové
teorii pfi zavedeni Planckovy konstanty. Po porovnani prvnich odvozenych vztah( (napfiklad
stavové rovnice idealniho plynu) se skutecnosti zjistime hodnotu Boltzmannovy konstanty

kg=1,38x10"% JK'. (3.61)

e Nauvic jsme ziskali statisticky vyraz pro entropii (3.60), ktery stfeduje logaritmus pravdépodobnosti
n-tého stavu. Z hlediska statistiky je az na konstanty entropie rovna stfedni hodnoté logaritmu
pravdépodobnosti:

S = _kB <11’1 W> .
e Vztah mezi entropii a pravdépodobnosti realizace systému odvodil jiz L. Boltzmann a je zndm
jako Boltzmannova rovnice ve tvaru

S=—kglnP. (3.62)
Mozna vas prekvapi znaménko minus ve vztahu pro entropii. Uvédomime-li si, ze je
pravdépodobnost normovana k jedné, tj. kazda dil¢i pravdépodobnost je mensi nez jedna, je
logaritmus pravdépodobnosti zaporny. Znaménko minus pied vztahem tedy zajiStuje
nezapornou hodnotu entropie. Porovndnim s prvni vétou termodynamickou jsme zjistili
vyznam koeficientu B v pravdépodobnostnim rozdéleni. Dalsimi upravami statistické definice
entropie a opétovnym porovnanim s termodynamikou ziskame jesté vyznam koeficientu o

S =—kg Z[wnlnwn]:‘wnze“_ﬁE" = Inw, =a-pE,| =—kg Y [w,(a-BE,)] =

Interpretace souctl je zjevna a tedy mizeme psat:
S:—kB 0(+kB,BU

Snadno nyni ur¢ime neznamy koeficient
a_—S+kBﬂU_—S+U/T_U—TS F

kg kg kT kgl
Ziskali jsme tak hodnoty obou koeficienti:
! o= . ; b= L : (3.63)
kgT kgT
Pravdépodobnostni rozdéleni tedy je (pro spojity 1 diskrétni ptipad):
F-E F-E,
! p(Ey=e®T .y (E)=¢ "7 (3.64)

Casto vyrazy zkracujeme pravé pomoci koeficientu f = 1/kpT:
! p(E)=ePE=B) yy (B)=ePE—ED. (3.65)

Odvozené vztahy se nazyvaji Gibbsovo kanonické rozdéleni. Je pojmenovano podle
vyznamného amerického fyzika Josiaha Gibbse (1839-1903), ktery se zabyval
termodynamikou a statistickou fyzikou. Mimo jiné také zformuloval zndmé Gibbsovo
pravidlo fazi platné pfi zméné skupenstvi. V kvantové teorii mame misto hustoty

B(F-H)

Poznamka: Ve vyrazu pro pravdépodobnost dw = pdl = py dE je hustota pravdépodobnosti p
exponencialné klesajici funkci energie. Naopak hustota energetickych stavil ¥s rostouci energii roste.

pravdépodobnosti operator hustoty p=e
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Vyslednd hustota pravdépodobnosti proto ma maximum v okoli uréité charakteristické energie, ktera
je v systému zastoupena s nejvétsi pravdépodobnosti.

Py

pxY

E
3.4.3 Parti¢cni suma

Nyni zname obé dvé konstanty rozdéleni a z normovaci podminky mizeme urcit volnou
energii. A to je praveé kli¢ k uspéchu. Zname-li volnou energii, mizeme jejim derivovanim
zjistit mnoho informaci o systému, napiiklad stavovou rovnici. Vypocet volné energie
provedeme paraleln¢ v diskrétnim i spojitém piipadé, abyste oba postupy mohli porovnat.
V levé ¢asti bude diskrétni vypocet, v pravé spojity:

Sw,=1 = [pdr=1 =
SAFEI o o [fF-Prar=1 =
Ze— BE, _ o=BF — J‘e—ﬂE d = PF N

(Y e P)=-pr = n([e#dr)=-pF =
F=—lkgT In(Y e 0 ); F=—kgT'In([ePFdr).

VeliCina nachazejici se v logaritmu v kulaté zavorce se nazyva particni funkce (particni suma,
stavova suma) a je ustfedni veli¢inou statistické fyziky, oznacujeme ji Z. Vzhledem k tomu,
ze argument logaritmu by mél byt bezrozmérny, je pouziti vahového faktoru namisto
fazového objemu vhodnéjsi. V podstaté¢ kazdy statisticky vypocet zac¢ind urcenim parti¢ni
(stavové) sumy. PopiSme si nyni zékladni konstrukci statistického vypoctu:
Schéma statistického vypocétu:
1. Zjistime, jakych energii £, mize systém nabyvat. V klasickém ptipad€ jde o vSechny
hodnoty energii, které se v systému mohou vyskytnout. V kvantovém ptipadé musime
urcit spektrum Hamiltonova operatoru (napiiklad fesit Schrodingerovu rovnici).

2. Nalezneme parti¢ni funkci Z jako soucet tzv. Boltzmannovych faktorti e~ PE ptes cely
obor energetického spektra:

Z=Ze_ﬂE" ; resp. Z=J.e_ﬁEdF. (3.66)
Pravé tento krok miZe byt velmi komplikovany. Casto se fesi grafickymi &i numeric-
kymi metodami. Je tfeba secist skutecné vSechny moznosti a na zddnou nezapomenout.

3. Logaritmovanim nalezneme volnou energii F:
F=—kgT InZ. (3.67)

4. Ze znalosti volné energie ur¢ime entropii, tlak (stavovou rovnici) a chemicky
potencial systému podle vztahu (3.22):

()~ {3)

5. Urc¢ime dalsi odvozené veli€iny, tj. vnitini energii a jeji derivace (naptiklad mérna
tepla, susceptibilitu atd.). Vychozim bodem muze byt Gibbsova-Helmholtzova
rovnice (3.23) pro vypocet vnitini energie ze znamé volné energie
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U=F+TS=F-T B_F .
oT
Vyznam partiéni sumy:
e Parti¢ni suma je souctem vSech Boltzmannovych faktorti pies mozné hodnoty energie

Z=Ze_ﬁE”; resp. Z:Ie_ﬂEdF.

e V kvantové teorii lze particni sumu zapsat takto:

7=y PE :§<n|e_'gﬁ|n>:Tr[e_'B[:]j.

Tr znamend stopu (soucet diagondlnich prvkil v néjaké reprezentaci) funkce operatoru
uvedeného v zavorce. Vysledny vyraz je znam jako Slaterova rovnice. Je pojmenovana
podle vyzna¢ného amerického fyzika Johna Clarka Slatera (1900-1976), ktery se zabyval
piedevsim kvantovou teorii.

e Particni suma mé jednoznacny vztah k volné energii a mizeme ji ur¢it z experimental-
niho méfeni volné energie:

F=—kgT mZ = Z=¢PF,

e Partiéni suma je prevracenou hodnotou normovaci konstanty v pravdépodobnostnim
rozdéleni, staci dosadit za F z predchoziho vztahu:

pE) =B e hE

e Parti¢ni suma je Laplaceovym obrazem hustoty energetickych stavi ¥(E):

B(F— 1 3
w,(E)=¢e (F=E,) _ — o=PE.

Z:Te_ﬁEdF:Te_ﬁE YE)dE .
0 0

Naopak, zname-li particni sumu (napiiklad z experimentalniho zméteni volné energie),
dostaneme po provedeni inverzni Laplaceovy transformace hustotu energetickych stavii:
O+ico

_ BE
ﬂE)_MiaLe Z(B)dp.

Shriime jednotlivé vyznamy parti¢ni sumy:

YA :ZG_ﬂE" ;

Z=Tr e_ﬂH ;
Z=¢PF; (3.68)
Z=L;
K
Z=95(7).

Nyni jiz vime vSe, co je tfeba k zahajeni a n¢kdy i1 k GspéSnému dokonceni statistického
vypoctu. V piisti kapitole se s timto postupem sezndmime na jednoduchych ptikladech.
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¢ Priklad 6: Dokazte, ze kanonické rozdéleni ma maximum pii £, = <E >
ReSeni: Uvazujme diskrétni kanonické rozdéleni
~BE
w, (B)=Ae PEn.

Z normovaci podminky nalezneme normovaci konstantu A4:

dwe=l = 4= ! =  w,= L

k= B Ze—ﬂEk "N o PE
k k

Tak, jak uz vime z dfivéjska, je normovaci konstanta rovna pievracené hodnoté parti¢ni sumy.
Nyni najdeme podminku pro maximum vzhledem k parametru £

d
"o =  E=Ew = E,=(E).
ap3 7
Nejvice je v systému zastoupen stav odpovidajici stfedni hodnoté energie. J
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3.5 JEDNODUCHE PRIKLADY

3.5.1 Idealni plyn

Nyni provedeme poprvé kompletni statisticky vypocet podle postupu z kapitoly 3.4.3.
Systémem bude N stejnych klasickych ¢astic, které neinteraguji ani vzajemné, ani s okolim
(potencialni energie je nulovd). Souborem by bylo mnoho téchto systémil (systémem je
napiiklad nadoba naplnénd plynem, souborem je mnoho téchto nadob). Rozhodli jsme se tedy
popisovat nadobu jako celek, to ndm umozni naptiklad zjistit tlak v této nadobé. Postupujme
nyni pfesné podle diive uvedeného schématu:

1. Energetické spektrum. Energie systému muize nabyvat libovolné nezaporné hodnoty a je
dana pouze souctem kinetickych energii vSech ¢astic:

N 2
-y Pg
a=1 2m
2. Parti¢ni funkce. Nalezneme particni funkci jako soucet vSech Boltzmannovych faktora:

N 2 3N 13N
Z=J-e_ﬂEdF='[exp —z Py A" xd” p
i 2mkgT

2zh)*Y
Z 1 yN J-ex % p
QrnyN — 2m kBT ’
5 3N
1 v T $ 1 N 3N
— N [ expl- d = —— vV (LommkgT)
Qrh)N _{o Xp{ 2kaT} g Qrh)N (J2mmkaT )

kde jsme rozepsali do slozek jednotlivé hybnosti, 3N souctll v argumentu exponencidly jsme
pfevedli na soucin exponencial. Integral se tak stal soucinem 3N stejnych integralti Gaussova
typu (V4). Vysledna parti¢ni suma tedy je

Z(T,V,N)y=a" vNT3N?2 a=Q2xmkg)*? | 27h)® . (3.69)

3. Volna energie. Volnou energii snadno uré¢ime ze vztahu (3.67):

F(T,V,N)==kpTInZ==NkpTIn(a V7).

4. Termodynamické veli¢iny. Urc¢ime nyni entropii a tlak (stavovou rovnici) jako parcialni
derivace (3.22) volné energie. Chemicky potencidl je vzhledem ke konstantnimu poctu ¢astic
nepotiebny.

__[9F 312\, 3Nkg
S=- (BTJ +NkBln(aVT ) > (3.70)
dF\ NkgT
- 3.71
P (avj v 3.71)

Provedeme-li limitni pfechod k nulové teploté (tedy k absolutni nule), bude prvni ¢ast ve
vztahu (3.70) pro entropii divergovat k —co. To je dano tim, Ze v oblasti nizkych teplot selhava
klasicky vypocet a bylo by tieba provést vypocet kvantovy. Po takovém vypoctu by se prvni
¢ast vyrazu s klesajici teplotou blizila k nule. Prvni ¢ast vyrazu (3.70) zavisi prostfednictvim
koeficientu a na Planckové konstanté. To je proto, ze Planckova konstanta urcuje velikost
jednoho stavu ve fazovém prostoru a entropie jako statistickd veli¢ina souvisi
s pravdépodobnosti vyskytu urcitého stavu. Druhd cast vztahu pro entropii ma charakter
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integracni konstanty Sy = 3Nkg/2, ktera je hodnotou entropie pii teploté absolutni nuly (jeji
nenulovd hodnota je mimo jiné pfedmétem tieti véty termodynamické, o které jsme se
nezmiiovali). Pov§imnéte si, ze velikost entropie je umérna poctu ¢astic. To je logické, jde
o tepelnou energii vyndsobenou integracnim faktorem a energie je v poctu castic aditivni.
Entropii budeme vénovat samostatnou kapitolu pozdéji.

Druhy odvozeny vztah (3.71) je stavovou rovnici idealniho plynu (pV' = NkgT) a na
Planckové konstanté samoziejmé& nemtize zaviset. Tlak je v tomto vztahu klasickym projevem
nekvantového plynu. Uved’'me i alternativni vyjadieni pro stavovou rovnici:

NkgT

= : 3.72
p v (3.72)
N
-

Veli¢inu n nazyvame koncentrace Castic. Stavova rovnice se n¢kdy vyjadiuje 1 za pomoci
univerzalni plynové konstanty, pro nase ucely nebude takové vyjadieni nutné.

p =nkgT ; n (3.73)

5. Vnitini energie. Vnitini energii bychom mohli urcit pfimou integraci z definice
U= <E > = J-E dw, ale rychlejsi je vyuzit definici volné energie F =U —T5S :
T
U=F+TS=-NkTln(aVT*?)+ %+ NkgTIn(ay 777 =%NkBT.

Vysledek tedy je

3 Uu 3

U =— NkgT ; u=—-=—kpT, 3.74
5 Ve N kB (3.74)

kde u je energie jedné cCastice. Vnitini energie opét nezdvisi na Planckové konstanté,
povsimnéte si, ze kazdy stupenn volnosti systému pfispiva k vnitini energii hodnotou kg77/2.
Toto tvrzeni je znamo jako ekviparticni teorém.

Na zavér vypisme vSechny odvozené vztahy pro idealni plyn:

7 =gV NN, 4 _[ mky T/z
- B - 2 B
27rth
F= —NkBTln(a VT”) ,

! s=Ms Nk, in(ar 73?), (3.75)
 NkgT
V b
U=2> NiyT
2 B

Poznamka: Zpravidla se vypocet particni sumy provadi jen pro systém s jednou jedinou &astici.
Parti¢ni sumu jedné €astice oznaCujeme malym pismenem z. Jak je z vypoctu vidét, budeme-li mit N
nezavislych ¢astic, bude celkova parti¢ni suma soucinem integrall parti¢nich sum jednotlivych ¢astic.
Pro identické nekvantové Castice proto plati

Z=z2y..25 =2" (3.76)

Partiéni suma je multiplikativni v poltu €astic, volna energie, entropie, tlak a vnitfni energie jsou
naopak aditivni veli€iny.
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3.5.2 Pravdépodobnostni rozdéleni ¢astice ve vnéjsim poli
Prozkoumejme nyni vlastnosti hustoty pravdépodobnosti ¢astice ve vnéj$im potencidlnim poli
V(x, y, z). Souborem je mnoho takovychto ¢astic. FAzovym prostorem bude n-tice soufadnic
a hybnosti (x, y, z, px, py, p-). Energie systému ma tvar

2 2 2
_ P+ py D

E +V(x,y,2).

Element pravdépodobnosti bude
dw=pdp=ePF D SExPp=ke PP Pxd’p.

Pokud bychom namisto fdzového prostoru vyuzili vahovy prostor, budeme mit

343
dw:pdr:em”fﬁlﬂlg=KeﬁE&x&p.
(27zh)
Z toho je patrné, ze ob¢ vyjadreni vedou na stejny finalni vztah, normovaci konstantu musime
v obou piipadech ur¢it z podminky Jdw=1. Po dosazeni za energii ziskavame vysledné
pravdépodobnostni rozdéleni:

2 2 2
+pi+
) — K xp| -5 [u

+V(x,y, z)} d3x d3p . (3.77)

Vzhledem k vlastnostem exponencidlni funkce vidime, Ze vysledek lze napsat jako soucin
pravdépodobnosti pro soufadnice a pro hybnosti, tj. rozdéleni soufadnic a hybnosti je
nezavislé

dw=dw, (x)dw,(p);

2, .2, 2
+pl+
dw=K, exp{— —V(x,y,z)}d% x K, exp IR d&p
ks T 2mkgT

V ptipadé¢ vhodného tvaru potencialni energie se mize rozdéleni rozpadnout dokonce i na
nasobky pravdépodobnosti v jednotlivych osach. Pro hybnosti to jde vzdy automaticky.
V dal$im textu budeme ob¢& pravdépodobnosti probirat oddélené, proto je budeme znacit
jedinym symbolem dw.

dw(p) =dw(p,) dw(p),) dw(p,) ;

2 2 2

Dy py P
dw(p)=K, exp| ———— | dp, XK exp|— dp, X K_exp|— dp..
)=, p{ 2ntT} Px Sy p[ 2ntT] Py~ e p{ 2ntT} &

Vsechny tfi elementy pravdépodobnosti jsou dany stejnou funkci (exponencialou), proto jsou
pravdépodobnosti vSech tii projekci hybnosti shodné. Konstanty rozdéleni miizeme snadno
uréit z normovaci podminky Jdw = 1, ktera plati pro kazdou &ast rozdéleni zv14st.

Barometricka formule
Zabyvejme se nyni rozdélenim poloh ¢astic v tthovém poli V' = mgy . Hmotnost jedné Castice
je m, vyska nad povrchem y. Pravdépodobnost vyskytu ¢astice bude

m
9}@@@.
kgT (y)

Je evidentni, ze pravdépodobnost vyskytu ¢astice nezavisi na soufadnicich x, z, pres které
muizeme integrovat a vysledek integrace zahrnout do normovaci konstanty. Zistane jen
pravdépodobnost vyskytu ¢astice ve svislém sméru:

dw(x,y,z)=K exp[—
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mgy

dw(y)=C exp {— } dy. (3.78)
ksT(»)

Hustota pravdépodobnosti vyskytu ¢astice dw/dy musi byt imérnad poctu jedincii v dané

oblasti fazového prostoru (v tomto pripad€ jen v objemu), tedy koncentraci n(y) ¢astic nad

zemi:

mgy
n(y)=ny exp[— } . (3.79)
kT (y)
Nyni jiz snadno ur¢im tlak p = nkgT:
mgy
p(y)=ngkgT(y) exp{— } (3.80)
? kgT'(y)

Jde o znadmou Boltzmannovu barometrickou formuli, kterd popisuje pokles tlaku &éstic
s vyskou v atmosféie. Zname-li teplotni profil atmosféry, snadno dopocteme vyskovy profil
tlaku.

¢ Priklad 7: Urcete hustotu plynu ve valci o poloméru R a délce L, ktery rotuje kolem své osy
uhlovou rychlosti @.

Reseni: Potencialni energii jedné rotujici ¢astice ur¢ime jako zaporné vzatou rotaéni energii
(T + V= const)

Jw? mrlw’
V(ry=- =—

2 2

Z barometrické formule mame okamzit€ koncentraci ¢astic
2 2
mr-@

n(r)y=ngexp . D

2kgT

Boltzmannovo pravdépodobnostni rozdéleni

Zabyvejme se nyni rozdélenim jedné slozky hybnosti ¢i rychlosti. Pro konkrétnost uvazujme
projekci hybnosti ¢i rychlosti do osy x, mohli bychom vsak zvolit libovolnou osu:

2

p
d =Kexp|— X d
w(p,) Xp{ 2ka4 p,

Urceme nejprve konstantu rozdéleni z normovaci podminky (integrace podle vztahu V4):

[dwpy=1 =

+o0 2
Px
Kexp| - dp, =1 =
_-[o p{ 2mkgT :l P
K\2zmkgT =1 =

1

J2mmhkgT

Boltzmannovo rozdéleni v hybnostech ¢i rychlostech ma tedy charakter Gaussova baliku
y =4 exp(-ax®):

K=
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1 2
! dw(p.)=——— exp|——2x | dp_: 3.81
(py) 2T p{ 2kaT} p, (3.81)

2
! dwv.)=—" exp| =% | qo. . 3.82
w(v,) ST p 2T o (3.82)

Nejpravdépodobnéjsi projekei hybnosti nebo rychlosti je nulovd hodnota, to je déano
chaoti¢nosti pohybu. Cim vyssi je teplota, tim vyssi je podil astic s vysokymi rychlostmi.
Kladné i zaporné projekce jsou zastoupeny stejné, rozdéleni je symetrické. Plocha pod
rozdélenim je vzdy rovna jedné, tj. celkové pravdépodobnosti vyskytu Castice.

dw T, >T, dw
dvk dv
T,
= T, N _ .
U v
Boltzmannovo rozdéleni Maxwellovo rozdéleni

Maxwellovo pravdépodobnostni rozdéleni
V tomto odstavci se budeme zabyvat rozdélenim velikosti celkové rychlosti Castice, tzv.
Maxwellovym rozdélenim. Nejprve napiSme rozdé€leni ve vSech tfech rychlostech, které je
soucinem rozdéleni v jednotlivych osach:

. m(v§+v§+u§)
dw(v) =dw(v,) dw(v,) dw(v,) =— 5 exp| — dv,dv dv, .
) Y QamkgT)? " 2UpT g

Ptejdeme-li v prostoru (x, y, z) k sférickym soutfadnicim a ptes uhlové proménné integrujeme,
zistane jedind prom&nna — vzdalenost od pocatku 7 a objemovy element bude dV = 4zr* dr.
Nyni provedeme tutéZ operaci, ale v rychlostnim prostoru, tj. s osami ozna¢enymi (U, Uy, Uy).
Vysledek je analogicky: objemovy element bude dv, dv, dv. = 4nv*du.

y Ux
dr dv
, )
kj x KJ )
Nyni jiz mizeme snadno napsat rozdé€leni ve velikostech rychlosti (Maxwellovo rozdéleni)

3 2
! dw(v) = 4”—’”3/2 v? exp| - Y| do. (3.83)

Jde o funkci typu y = X2 exp[— xz]. Pravdépodobnost nalézt ¢astici s konkrétni rychlosti ma

maximum zavislé na teploté. Je malo pravdépodobné nalézt ¢astici s nizkou i1 s vysokou
rychlosti. U vysokych rychlosti pravdépodobnost nalezeni ¢astice s touto rychlosti exponen-
cidln¢ klesd. Castice s vysokymi rychlostmi z chvostu Maxwellova rozdéleni mohou mit
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unikovou rychlost od Zemé a zemska atmosféra je ztraci. Prohlédnéte si hustotu pravdépo-
dobnosti dw/dv na obrazku.

dw
dv

UO Ukv
Typické rychlosti

Ze znalosti rozdéleni miizeme snadno urcit nejpravdépodobnéjsi hodnotu rychlosti (pfi ni ma
rozdéleni maximum), sttedni hodnotu velikosti rychlosti (dé€li plochu pod kfivkou rozdéleni
na dvé stejné poloviny) a stfedni kvadratickou rychlost (ta je dilezitad pro urceni stfednich
kvadratickych fluktuaci, kterym budeme vénovat samostatnou kapitolu). Nejpravdépo-
dobng;jsi rychlost uréime jako maximum hustoty pravdépodobnosti:

2
div2 expli— no } =0 = y,= 2ks
v

2kpT m

Stiedni hodnotu velikosti rychlosti spo¢teme z definice, ktera vede na integral typu (V3):

3 mvz do = 8kBT
32 J 2k U= '
(ZﬁkaT) 2kgT zm

j vdw(v) =
Stfedni kvadraticka hodnota vede na jednoduchy integral typu (V2):

Uy = J<vz> = jvzdw(v) = 47z—m3/2 jv4 exp| — "0 ldv = 3ksl :
0 (LzmkgT)™ " % 2kgT m

Vsechny tii charakteristické rychlosti se lisi nepatrné a jsou fadové shodné:

L LT N £

! (3.84)
S rostouci teplotou se hodnota stiedni rychlosti ¢astic zvySuje. Pomoci nejpravdépodobnéjsi
rychlosti, které se nékdy fika tepelna rychlost, Ize Boltzmannovo i Maxwellovo rozdéleni
jednoduse zapsat jako

2 2
dw(v)= C exp{— —} $Bv:  dwv)= Av? exp —[l} dv. (3.85)
vg Yo

3.5.3 Klasicky oscilator

Termodynamické veliciny
Za systém budeme nyni povazovat soustavu N stejnych nezavislych oscilatori. Oznacme &
energii jednoho oscilatoru a z particni sumu jednoho oscilatoru. Uréeme tyto veli€iny:

2

1
€=5ma)2x2+p— .

mw*x? B p2 dxdp
2kgT 2mkgT | 27h

=jexp -
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- <>fex _mw2x2 dx <>fex - p2 d - 2”kBTw/27[mk T =
2mh| 3 P\ T kgt 3 T kT | 220\ e B

kT, _(kaT N

ho’ ho
PovSimnéte si, ze particni suma je bezrozmérna, je podilem tepelné energie a energie
elementarniho kvanta energie oscilatoru. Vahovy prostor nam opét zanese Planckovu

konstantu i do nekvantového vypoctu. V klasickych veli¢inach Planckova konstanta pfiro-
zenym zpusobem vymizi. Dale jiz jen ur¢ime jednotlivé termodynamické veli¢iny:

F=—kgT'hZ=- NkBTlnk—T ,
ha
oF kBT

S=——=Nkp+Nky In——
oT B B hw’

U=F+TS=NkgT .

Parti¢ni suma je op&t multiplikativni v poctu ¢astic, ostatni veliiny jsou aditivni. Entropie ma
opét konstantni ¢len a logaritmicky Clen, ktery diverguje v limité¢ 7 — 0, protoze klasicky
vypocet nelze na situaci v okoli absolutni nuly aplikovat. ZapiSme piehledné dosazené
vysledky pro klasicky oscilator:

N
! z=|%T) . po NkBTlnkBT ; S= NkB+NkBlnkB ; U=NkgT. (3.86)
ho ho ho

Pravdépodobnostni rozdéleni

NapiSme na zavér jeSté pravdépodobnostni rozdéleni v polohach a hybnostech klasického
oscilatoru s uréenymi normovacimi konstantami (normovaci konstanty jsou pievracenou
hodnotou odpovidajici ¢asti parti¢ni sumy):

2
dw(x) = e exp| — me’” dx,
2wkgT 2kgT

dw(p) = / {2mk }dp.
Bl

Ob¢ rozdeleni maji charakter Gaussova baliku a v principu jsou u souboru mnoha oscilatorti
pfi dané teplot¢ mozné i velmi velké vychylky z rovnovdzné polohy a velké hybnosti. Jsou
ale velmi nepravdépodobné. PovSimnéte si, ze na teploté zavisi jak amplituda, tak polositka
Gaussova baliku.

(3.87)
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3.6 DALSI PRIKLADY

3.6.1 Kvantovy oscilator (vibrator) ‘ -

Termodynamické veli€iny
Problém jednoho harmonického oscilatoru je definovan vztahy (2.49)

A

H n>=£n|n>; HEP—+ % ma* X

Energetické spektrum harmonického oscilatoru (2.62) jsme odvodili nékolika zpiisoby
(Schrodingerova, Diracova, Heisenbergova reprezentace):

1 _ g2
€, :(n+EJha), ) =y (&) =a,H,(&e %, n=0,1,2,...
Nezavisla proménna a normovaci koeficienty jsou dany vztahy
E= "2y a = 0
h 72 n1 2"

Nyni jiz mizeme pfistoupit k vypoctu parti¢ni funkce, nejprve pro jeden oscilator:
1
> (n+)ho =
z=Zexp ——— 2 |=exp|- ho Zexp _nho)_
=0 kT 2kgT | /= kgT
ho | & ho |
=exp|— @ z exp e
2kgT | =0 kgT

Zbyla fada je geometricka fada, kterou lze snadno secist podle (V7), exponentem je kvantové
¢islo n:

B hw
L e 2kgT ~ 1 ~ 1
_ho + ho _ hw o eh ha ’
l—e kT o 2ksT _ o 2kgT s 2y T

Pro N nezavislych oscilatort je parti¢ni funkce pfisluSnou mocninou,

72" sh—fv( o J

2T

Nyni nalezneme standardnim postupem volnou energii, entropii a vnitini energii systému:

F=—kgTnZ = NkgT h{zsh( ho ﬂ

kgT
S:—a—F:—NkBln 2sh ho + thcth ho ;
oT kg T 2T 2kgT
U=F+75=19 oy 10
2 2kgT

Shriime dosazené vysledky (misto teploty pouzijeme koeficient f):
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z=2""sh™ (phw/2);
F = NkgT In| 2sh(Sho/2) |;
S == NkgIn[ 2sh(Bhw/2)] + 5 N Bhokg cth (Bhol2); (3.88)

Nhw

U= cth(Shw/2) .

Posledni vztah pro vnitini energii odvodil Albert Einstein v roce 1906. V tomto kvantovém
pfipadé€ jiZ entropie pro 7 — 0 nediverguje. Naleznéme stfedni energii soustavy harmonic-
kych oscilatorti v limité nizkych a vysokych teplot:

Nho hw

)T —0: U= lim cth (Bha/2)= N2
T—-0 2
2) kT > ho: U=Y% i prarzy > NP 2 _ T

2 pho
Piipad nizkych teplot je ryze kvantovy. Pii absolutni nule jsou vSechny oscilatory
v zédkladnim stavu a vnitini energie je rovna poctu oscilatorti ndsobenym energii zékladniho
stavu. Pfi vysokych teplotach jde naopak o ryze klasicky ptipad. Stfedni tepelna energie je
podstatné vétsi neZz zékladni energetické kvantum a vnitfni energie je dana klasickym
vztahem (3.86). Teplota, pii které je stiedni tepelnd energie rovna vibraénimu kvantu
(argument exponencidl je roven jedné, iw = kgT) se nazyva vibracni teplota, oznaujeme ji
Ty. Limita nizkych teplot znamena 7 << Ty, limita vysokych teplot znamend 7 >> Ty. Pro
vibra¢ni teplotu mame vztah

_ho

! =" (3.89)
B

Pro rtizné kvantové vibratory (napiiklad vibrujici molekuly ¢i krystalovou mtiz) jde o charak-
teristickou veli¢inu. Frekvence oscilaci a tedy i vibracni teplota klesaji s hmotnosti osci-

lyjicich jedinct. Napftiklad pro molekulu vodiku je vibracni teplota 6 100 K, zatimco pro
hmotné&;si molekulu dusiku je vibracni teplota ,,jen* 3 340 K.

4 Piiklad 8: Urcéete vibraéni teplotu pro dvojici atomu, jejichz interakce je popsana
Morseovym potencidlem (podle amerického fyzika Philipa Morseho)

2
V(r)=V, [1 _ e—a(r—rO)J =V, -2V, o—a(r=ny) | v, o20(r—1p) (3.90)

Reseni: Nejprve uréime minimum potencidlni energie tak, Ze prvni derivaci poloZime rovnu
nule. Snadno zjistime, Ze minimum je v bod¢ » = . Tuhost oscilaci je pfi malych vychylkach
zrovnovazné polohy (1.26) rovna druhé derivaci potencidlni energie v minimu. Z tuhosti

oscilatoru uréime frekvenci:
4
w=[V(ry)m .

Nyni jiz snadno odvodime obecny vztah pro vibracni teplotu:

Ty =0 e m
kg kg
Z charakteristického pribéhu potencidlni energie 1ze snadno urcit vibracni teplotu. V naSem
piipadé dostaneme po provedeni derivaci vysledny vztah
p _ho_ha [V,

v kB kB m
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Urc¢eme nyni tepelnou kapacitu soustavy harmonickych oscilatori

2
29U iy [ 9| 2| e (3.91)
oT 2T 2kgT

Na nasledujicich obrazcich jsou vykresleny vypocétené pribchy vnitini energie a tepelné
kapacity. Pfi nizkych teplotach je vnitini energie déna nulovymi kmity (N hw/2), pfi
vysokych teplotach je linearni funkci teploty. K ptfechodu mezi obéma prubéhy dochazi
v okoli vibra¢ni teploty. Pfi nizkych teplotach vibracni stupné€ volnosti nepfispivaji k tepelné
kapacité. Rikdme, Ze pii teplotach vyraznd niZsich, neZ je vibraéni teplota, jsou vibraéni
stupné volnosti ,,zamrzlé®. Pii vysokych teplotach ptispivaji vibraéni stupné volnosti k mér-
nému teplu konstantni hodnotou.

U C
)\
e Nkg=========""===
Nhw/2
T T
T<Ty Ty T>T, T<Ty Ty T>T,

Kazdy vibraéni stupen volnosti ptidava pii vysokych teplotach k tepelné kapacité systému
hodnotu kg. V krystalickych latkéach je tepelnd kapacita vztazena na pocet vibrujicich jedincii
blizka hodnoté 3 kg. Tento vztah v krystalech experimentalné objevili francouzsti fyzici
Pierre Louis Dulong (1785-1838) a Alexis Théreése Petit (1791-1820) v roce 1819. Boltz-
mannovu konstantu mlizeme interpretovat jako tepelnou kapacitu jednoho jednorozmérného
harmonického oscilatoru. Poznamenejme, ze u krystalickych latek je pokojova teplota nad
vibra¢ni teplotou (na rozdil od dvouatomarnich plynu).

Pravdépodobnost nalezeni vibratoru v daném energetickém stavu
Pravdépodobnost je dana Boltzmannovym faktorem

W, =Cexp| VDO
kT

Normovaci konstantu ur¢ime bud’ z podminky, Ze soucet vSech pravdépodobnosti je roven
jedné, nebo si uvédomime, ze jde o prevracenou hodnotu parti¢ni sumy. Vysledny vztah je:

! w, =2sh (@j e Bt/ Dho (3.92)
Opét proved’'me rozbor v limité nizkych a vysokych teplot:

_(n+1/2)ha)] ~ {1 pron=0

DT<Ty: w,=lim2sh| 22 |exp .
2kgT kgT 0 pron#0

T—0

) T>Ty: wn:ZSh[ U

w exp _(n+12)hw . ha _l_ha)
2kgT

kg T 2kgT kT

Prvni ptipad je opét ryze kvantovy a vidime, ze pii absolutni nule je obsazen jen zakladni
energeticky stav. Druhy ptipad je naopak klasicky. Pti vysoké teploté jsou vSechny stavy
zastoupeny rovnomerné.

Pravdépodobnost nalezeni vibratoru v dané poloze

Vypocet hustoty pravdépodobnosti lze provést piimo. Pii vypoctu vyuZijeme realnosti
vlnovych funkci harmonického oscilatoru:
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P0) = (x| p|x) = (x]e P [ x) = (x| m) ] | ) (m] ) = an Sun¥'m = ;wﬁwn-

Za vlnové funkce se dosadi prislusné Hermitovy polynomy a za pravdépodobnosti rozdéleni
v energetické reprezentaci (3.92). Je tfeba ,,jen* secist prislusnou fadu Hermitovych poly-
nomd. Jinou moznosti je nepfimy vypocet za pomoci triku, na ktery ptisSel americky jaderny
fyzik Felix Bloch (1905-1983). Vyuzijeme pusobeni operatorit pp a Xp Vv x-reprezentaci
a v Heisenbergoveé maticové reprezentaci (opét vyuzijeme realnosti vinovych funkci):

jp S, W, =—an Y, B, =25, Py, =

Z‘//n nkWkWn = Z (Vk+ Vi —ky,_ 1'//k)Wk—

nk

2ma
a Z VE+T(W =Wy Wiy =
2 _
:_\/%a) (1—‘3 ﬁhw) Z NI W Wiy
k=0

Pti vypoctu jsme pouzili maticového rozpisu operatoru hybnosti podle kapitoly (2.4.3). Zcela
analogicky budeme hledat pusobeni operatoru xp :

= (x|%p]x) = (x| £ |x) = Xy wi X, =
n,k

—Z (\/k+ Vit + ki 1‘//k)Wk—
—Z VE+1(W + Wiy ) WiV =
W 1~
- i o
= 2—(1+e ﬂhw)z \/k+1wkl//k+ll//k'
V k=0

mao

Puisobeni obou dvou operatorti vede na tutéz fadu. V tom prave tkvi genidlni Blochiv trik.
Vydélenim obou ziskanych rovnosti se zbavime nepiijemné tfady a ziskdme jednoduchou
rovnici

dp
o e (1267)
xp (e o)

ktera vede na diferencialni rovnici v separovaném tvaru
d 2mw hao
@®__ th ( p J xdx.

Yo h 2
Reseni je snadné, integra¢ni konstantu uréime jako vzdy z normovaci podminky:
A 2 ha
! X — ex Ax” | ATy ="2 th . 3.93
p) == exp| = Ax” | (1)="" (%BTJ (3.93)

Tuto, dnes slavnou, Blochovu formuli odvodil F. Bloch vroce 1932. Formule ma velky
vyznam v teorii kmitl krystalové miize. Odvod’'me, tak jako v minulych ptipadech, limitu pfi
nizkych a vysokych teplotach:
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I’I’l(l).x2

h

ma)2 ma)2 x2
exp| — .
2rkgT 2kpT
Prvni pfipad odpovidd opét ryze kvantovému feSeni, jde o hustotu pravdépodobnosti

oscilatoru v zdkladnim kvantovém stavu. Pfipad vysokych teplot dava klasicky vysledek
(3.87).

) T<Ty: o(x) = ’Z_—;}exp{— } =y (x).

D) T>Ty: px)—

3.6.2 Kvantovy rotator

Prozkoumejme nyni vlastnosti rotujici castice s nenulovym
momentem hybnosti L a nenulovym momentem setrvacnosti J. r
Mize jit naptfiklad o rotujici dvouatomovou molekulu nebo

n¢jaky podobny systém. Nejprve odvodime parti¢ni sumu pro .
systém tvoreny jedinou molekulou. Standardni transla¢ni vztah

p*/2m u rotagnich pohybu prejde v L*/2J:

2 2
LMD o,

2J 2J

Vyuzili jsme vztah (2.75) pro kvantovani velikosti momentu hybnosti. Nesmime zapomenout,
ze kazdy takovy energeticky stav je degenerovan, vyskytuje se 2/+1 krat, jednotlivé stavy se
stejnou energii se li§i magnetickym kvantovym ¢islem m=—-1,-1+1,...,0,...,/—1,/. Proto
v parti¢ni sumé musime kazdy Boltzmanntv faktor vzit v tvahu tolikrat, kolikrat je dany stav

degenerovan:
oo 2 oo 2
z= Zgl exp _la+hn” = Z(Q_[H)exp _la+hn” )
=0 2JkgT | = 2J kgT

Poprvé se setkdvame s fadou, kterd neni analyticky feSitelnd. Tuto fadu mizeme secist jen
numericky nebo v limité nizkych ¢i vysokych teplot. Oblast nizkych a vysokych teplot je
dana argumentem exponencidly. Je-li argument roven jedné, dostdvame charakteristickou
teplotu, pfi niZ je tepelnd energie rovna rotadni energii. Vyjdeme-li ze vztahu A* = 2J kgT,
dostaneme pro tzv. rotacni teplotu vztah

2k

Rotac¢ni teplota je pro dany systém, podobné jako vibra¢ni teplota, zcela charakteristickou
veli¢inou. Hodnoty rota¢nich a vibra¢nich teplot nékterych plynl naleznete v tabulce:

Tx (3.94)

Plyn Rotacni teplota Vibraéni teplota
H; 85K 6100 K
HCI 15K 4140 K

N, 3K 3340 K

(O)) 2K 2230 K

Nyni se pokusime secist fadu pro partiéni sumu alespoil v limité nizkych a vysokych teplot.
1) T < Ty . Pii nizkych teplotach exponencidly v fad€ s rostoucim / prudce klesaji, ¢leny fady
velmi rychle konverguji, a proto staci vzit v tvahu prvni dva ¢leny fady:
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72
z=1+3exp| —
JkgT

:|:1+3exp(—2TR/T).

Standardnim postupem uré¢ime termodynamické veli¢iny v limité nizkych teplot:
z=[1+3exp(21/T)]",
F =—kgTInZ =—NkgT In[ 1+3exp(-2Tx /T) |.

Druhy ¢len je maly, proto miZzeme provést Taylortiv rozvoj do prvniho fadu In(1+x) ~ x a pro
volnou energii mame jednodussi formuli
F =-3NkgTexp (2T /T).

Standardnim zpiisobem nalezneme entropii a vnitini energii

S = ‘3_1; = 3Nk exp(=2Ty /T ) + 6 Nk T7RCXP(_2TR/T) ’

U=F+TS =6NkgTy exp(—2Tx /T).
2) T > Ty . Pti vysokych T je obsazeno mnoho stavill s velkym / a sumu nahradime integraci:
S TR T TR
z=> Ql+Dexp| -I(I+D)R | = j(2x+1)exp —x(x+ 1R |dx.
1=0 T 7 T
V integralu provedeme substituci & = x(x+1):
z= Iexp{—T—R }df =£.
0 T Tx

Standardnim postupem uré¢ime termodynamické veliciny v limité vysokych teplot:
Z=(T/RR)",

OF
Sz—a—TszB[Hln(T/TR)],
U=F+TS=NkgT .

Jak jsme mohli ocekavat, dostavame v limit€ vysokych teplot klasické vysledky. SepiSme na
zavér vysledky v limité nizkych i vysokych teplot do piehledné tabulky:

T<Ty I'>Tx
Z =[1+3exp(—2TR/T)]N Z=(TITR)"
F = —3NkT exp(-2Ty /T) F =-NkgT'In(T/Ty) (3.95)

S =3Nkg exp(—2Ty / T)+ 6 Nkg T?Rexp(—2TR IT) | S=Nkg|1+In(T/Ty)]

Situace je obdobna jako u oscilatoru. Do rotacni teploty neni systém schopen absorbovat
teplo. Jeho stupné volnosti jsou ,,zamrzlé. Nad rotacni teplotou piispiva k tepelné kapacite
kazdy rotator hodnotou Boltzmannovy konstanty.
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u C
\4\@? Ni kB' ---------------
T T
Ty I>Ty Ty T>T,

U dvouatomarnich molekul jsou rotacni teploty podstatné nizsi nez vibra¢ni. Pfi postupném
zahtfivani plynu se nejprve uvolni rotacni stupné volnosti a teprve pozdéji vibracni stupné
volnosti.

¢ Piiklad 9: Urcete nejpravdépodobnéjsi rotacni kvantové Cislo pro kvantovy rotator (stav
s nejvyssim zastoupenim).
Reseni: Pravdépodobnost, ze se systém nachazi ve stavu s vedlej§im kvantovym &islem / je

11+ 1R?

= A2/ +1)ex
wy = AQ2L+1) Pli 2T kT

T
} = A(21+1)exp[—l(1+1)?R} .
Pti nizkych teplotach systém nerotuje, pravdépodobnost je témér nulova. Pii vysokych
teplotach nalezneme standardnim postupem maximum (s proménnou / budeme zachazet jako
se spojitou proménnou):

an T 1 T
e A S
al 2, 2 \2ny

Z vypocteného vztahu mizeme zjistit typicka vedlejsi kvantova Cisla rotujicich molekul pti
dané teploté. ]

3.6.3 Dvouatomarni plyn

Uvazujme nyni systém slozeny z N dvouatomovych molekul s rozliSitelnymi atomy (jinak
bychom se museli zabyvat symetrii vinovych funkci). Tak se chova fada plynt. Energie jedné
molekuly bude slozena z translacni energie, vibra¢ni energie, rotacni energie a energie dalSich

(naptiklad jadernych) stupiiti volnosti.
N

rot
‘ vibr J rot

Parti¢ni suma pro jednu molekulu bude soucinem parti¢nich sum jednotlivych stupiii volnosti
a termodynamické veli¢iny budou souctem odpovidajicich ¢lenti:

E=Ey T Eip T Eot T Enuc

- E+E . +E  +--- - PE, - DE. . -
Z:ze ﬂ( tr vib rot ):J.e ﬂtrdrze ﬂvlb,ZG :Bgrot ...:Ztr.ZVib.Zrot...

+ .-

Celkova parti¢ni suma pro N ¢astic potom bude:

7=z N N
= Zir " Zyib " Zrot

Zékladni termodynamické veli¢iny jsou podle své definice aditivni a bude pro né platit
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F=—kgTIhZ=F, +F,, +Fy+-,
oF

S:_a_T:Str+SVib+Sr0t+“' >

U=F+TS=U,+U;, tU +-

rot

oU
CV= N =Ctr+Cvib+Cr0t+"'
or ),

Zkoumejme nyni piispévek k tepelné kapacité jednotlivych stupni volnosti:
Translaéni stupné volnosti
3 1 (90U 3
Utr:_NkBT = C=—| — = _kB .
2 N\dT ), 2
Translacni stupné volnosti pfispivaji k mérné tepelné kapacité plynu (tepelnd kapacita
vztazend na pocet ¢astic) konstantni hodnotou.

Vibracni stupné volnosti

2
Uvibzmcth ho N CEL a_U . ha sh2 ha .
2 2kgT N\oaT ), 2kgT 2kgT

Na nasledujicich obrazcich jsou vykresleny vypoctené pribéhy. Pii nizkych teplotach je
vnitini energie dana nulovymi kmity (Niw/2), pii vysokych teplotach je linearni funkci
teploty. K piechodu mezi obéma prubehy dochéazi v okoli vibra¢ni teploty. Pii nizkych
teplotach vibracni stupné volnosti nepfispivaji k mémému teplu. Rikdme, Ze pii teplotach
vyrazné€ niz$ich, nez je vibracni teplota jsou vibracni stupné volnosti ,,zamrzIlé*. Pti vysokych
teplotach pfispivaji vibracni stupné volnosti k mérnému teplu konstantni hodnotou.

Provedeme-li limity malych a velkych teplot, dostaneme:
T<Ty = U=Nhw/2, CcC=0; c=0;

Kazdy vibra¢ni stupeii volnosti ptidava pti vysokych teplotach k tepelné kapacité plynu
hodnotu kg. Jak uz vime, Boltzmannovu konstantu miZeme interpretovat jako tepelnou
kapacitu jedné vibrujici molekuly.
Rotacni stupné volnosti
Pro rotacni stupné volnosti nezndme analyticky prub¢h vnitini energie a tepelné kapacity pfi
konstantnim objemu. Zname ale hodnoty v limit¢ nizkych a vysokych teplot vzhledem
k rotacni teplot¢, viz (3.95):

<1y = U=6N kg Ty exp(—2Tx /T), C=0; c=0;
Vidime, Ze rotacni stavy pfispivaji k mérmému teplu stejnym zplsobem jako vibra¢ni stavy,
ptispévek se projevi pii teplotach vyssich nez je rotacni teplota. Pfi teplotach nizsich jsou
rotaCni stavy opét ,.zamrzlé®. Kazdy rotacni stav pfispéje k tepelné kapacité opét hodnotou
Boltzmannovy konstanty.

Vysledny prubéh mérné tepelné kapacity ma schodovity charakter:
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Ty Ty T

Pii zvySovani teploty piibyvaji dalsi a dalsi stupné volnosti, kazdy ,,rozmrzly* stupen volnosti
ptisp&je k mérné tepelné kapacit€é hodnotou kg. Kazdy translacni stupen volnosti pfispiva
k mérné tepelné kapacité nezavisle na teploté hodnotou kp/2, tj. celkem 3kg/2.

Poznamka: U kyanu HCN odpovida pfechod mezi druhou a prvni rotaéni hladinou vinové délce

1,3 mm, coz koresponduje s vinovym maximem reliktniho zafeni. Pravé relikini zafeni proto
zplsobuje rotaéni excitace mezihvézdného kyanu. Rotacni teplota kyanu je 15 K.

3.6.4 Anharmonicky oscilator

Velmi zajimavé situace nastane, pokud v Taylorové rozvoji potencidlni energie v okoli
minima je dulezity i tfeti (asymetrie minima) nebo dokonce Ctvrty Clen. Nyni jiz nejde
o harmonické oscilace, ale o anharmonicky oscilator s energii ve tvaru
2 2.2
ma.x
E — p_ 4+
2

+a3x3 +a4x4. (3.96)
2m

Za predpokladu vysoké teploty (kg7 > i @) miZeme pocitat klasickou parti¢ni sumu pro N

nezavislych oscilatorii. Za nizké teploty by se problém musel feSit kvantové. Pro jeden
oscilator mame:

2 2.2 3 4
sze[_/;E]_dpdx:_l [exp —( p__ MmO | Y 447 ] dpdx=

+
2zh  27h dmkgT  2kgT kT kgT

/2” koT Foo 2.2 3 4
_ merg .[ exp _ma) X exp asx a,x dx
2z -

U T -

(3.97)
kgT kgl

Je tfeba poznamenat, ze jakkoli maly anharmonicky clen tfettho fddu vede k nekon-
vergentnimu integralu (3.97). Konvergenci zajiStuje pritomnost ¢lenu 4. fadu s a4 > 0. Nyni
budeme piedpokladat, ze anharmonické cleny jsou malé ve srovnani s harmonickym
a provedeme rozvoj druhé exponencialy do druhého fadu v argumentu:

2amkgT *F 2x? 3 4 2
7= N J. exp MO )y _43* 44 ! (a3x3+a4x4) dx.
2rh 7

- - +
2kgT kgT  kgT  2k3T?

Jde o soucet Gaussovych integrald s riznymi mocninami x nasobicimi zakladni exponencialu.
Integraly s lichymi mocninami jsou nulové, ponechame sudé do Sestého fadu v x:

PamkaT 2.2 4 2.6
ST bdaad: il I exp _MOX g _daX | BY gy
2z <

2kpT kT  2k3T?

Po trividlnim vypoctu za pomoci vztahu (V2), nebo v programovych prostfedich MATLAB,
Mathematica atp. dostaneme
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2
__\2amisT \/2szT (1_3a4kBT+Ea3kBT+ ] N

2rch ma* met 2 miw®

__keT 4 a,k3T? 15 a3kjT?

haw hm’w’ 2 hmiw’

N

) 27252

7o | *8T _jasksl” 15a3ksT" (3.98)
ho  mmte’ 2 hmle’ | |

Nyni ur¢ime standardnim zptisobem termodynamické veliciny

2m2 2252
F =—kgTInZ =—NkgTIn kBT—3“4k§T5 +1—5“3ka7 + (3.99)
hw m-w 2 mm’w
S=—a—F =
oT )
a4kBT a3kBT
22 21 22 1-6 +15 +---
S = NkglIn kBT_3a4k g l_sa3k—BT+... + Nkg m’e’ m>@®
ho  wmlew’ 2 hmle’ askgT 15 aykgT
1-3 +— +--
m*w* 2 mPe°
2
1—6“4ka+15“33kB6T
U=F+TS = NkgT m_ m_& =

1_3a4kBT+Ea32kBT+W
m*ow* 2 me° s

2
T
U = Niyr| 1-3 %4kl 15 asksT |
m?wt 2 mied
2
C:a—UszB+Nk§ 153"36— 62“44 T+
oT mw m-w

Vidime, ze anharmoni¢nost vibraci v krystalech nebo molekuldch vede k naruseni Dulongova
Petitova zdkona. V tepelné kapacit€¢ se objevuje linedrni a ptipadné i kvadraticky clen
v teploté.

Poznamenejme, ze pokud polozime ¢tvrtou mocninu x v rozvoji energie (3.96) pfesné rovnou
nule, nebude integral (3.97) konvergovat a systém bude nestabilni, pfi rostouci vychylce
z rovnovahy ptijde potencidlni energie k nekone¢né hodnot¢. Pokud budeme predpokladat, ze
¢tvrtd mocnina x v rozvoji je byt jen velmi mald, zajistime konvergenci integralu i stabilitu
zkoumaného systému.

3.6.5 Dvouhladinovy systém

Naleznéme chovani kvantového systému s dvéma blizkymi
energetickymi hladinami €, =0 a &, = £ s degenera¢nimi faktory
go a g;. Partiéni suma pro jednu castici bude mit jen dva ¢leny

z=g) + g exp(-pe).
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Nyni budeme postupovat standardné:

N
£
7 = + g, exp| —— ,
{go &1 P[ kBTH

F=—kgTInZ=-NksT In| g + g, exp| ——— ||,
ke T

oF £ Ne/T <o
S=——=Nkxl + - + . g=20
9T B n{go g1 exp[ kBTﬂ {

4
£ 81
1+gexp( . Tﬂ
B

Ne

el )]

) exp| ——
C _BU_Ngg kBT
VT ar 2 2
oT kgl c
l+ge
cew| )

£
X —
_ G g€2 p( kBTj

cy = 3 5 -
N kgT {14_ ep( £ ﬂ
g X
kT

U=F+T1S=

Dostali jsme velmi znamy vztah pro ptispévek dvouhladinového systému k mérnému teplu.
Prispévek konverguje k nule v oblasti nizkych i vysokych teplot. To znamend, Ze existuje
teplota, pfi které je prispévek k mémému teplu maximalni. Maximum je mozné urcit
numericky, pro g = 1 vychdzi cpax ~ 0,34 ks.

cV/ c

max

1 |
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3.7 GRANDKANONICKY SOUBOR

3.7.1. Odvozeni rozdéleni

Na rozdil od kanonického rozd€leni pfipoustime u grandkano-
nického rozdéleni vymeénu castic s okolim. Ostatni piedpo-
klady jsou stejné jako u kanonického rozdéleni. Systém N, E A > i\
samoziejm¢ muze s okolim vymeénovat energii, zanedbame ( N, E \
povrchové jevy a jedinym vnéjSim parametrem systému bude \z /x/
prozatim objem. Opét predpokladame platnost Liouvillova | ¥ ~===-7

teorému. Prvni vétu termodynamickou budeme psat ve
standardnim tvaru (pro jednoduchost uvazujeme jeden druh ¢astic):

dU=TdS - pdV + udN . (3.100)

Vzhledem k tomu, Ze N ve statistice znamena okamZity pocet Castic v systému, musime

sttedni pocCet v prvni vét€ oznaCit symbolem s pruhem. Pravdépodobnostni rozdé€leni
v diskrétnim, resp. spojitém piipadé oznacime

Way =Wy (E):  tesp. py = py(E). (3.101)

Index n Ccisluje kvantové stavy systému, index N pocet ¢astic v systému. Pozadujeme
aditivnost v energii a poctu ¢astic systému a jeho okoli:

Eyw=E+E; Ng=N+N. (3.102)

Podobné jako v kanonickém ptipadé pozadujeme nezavislost (multiplikativnost) pravdépo-
dobnostnich rozd¢leni systému a okoli:

Wy nan (E+E) = w5 (E) W, (E) . (3.103)
Resenim je jeding exponencialni funkce typu
1 +CzEnN+C3N _ ea/_ﬁEnN + 7/N

Wy (Epy) =€ (3.104)
Pro spojity ptipad bude mit hustota pravdépodobnosti tvar
a—-pEy+yN

py(Ey)=e? PENTTN (3.105)

Konstanty linearni kombinace jsme oznacili «, — 3, ¥ a uréime je v nasledujici kapitole.

3.7.2 Konstanty rozdéleni

Pti uréeni konstant budeme postupovat obdobn¢ jako u kanonického rozdéleni, tj. porovndme
diferencial vnitini energie s termodynamickym vztahem. Postup je pon¢kud pracny a Ctenar,
kterého to nezajima, si mize precist vysledek na konci této kapitoly. V principu pro urceni tfi
konstant musime vyuzit tifi rovnice: jde o normovani pravdépodobnosti, sttedovani energie
a stfedovani poctu ¢astic (posledni rovnice nebyla tfeba u kanonického rozdéleni). Problém
muzeme fesit jak diskrétné, tak spojité (v levém sloupci naleznete diskrétni vztahy, v pravém
sloupci jejich spojité analogie):

ngNzl’ ZJ.pN(EN)dFNZI’

n,N N

> Epyway =U, > [Epy(Ex)dIry =U, (3.106)
n,N N

n,N N
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I ve spojitém piipadé musime s€itat pies vSechny mozné pocty Castic. Odvozeni budeme
provadét v diskrétnim ptipad¢é. Podobné jako u kanonického rozdé€leni nejprve nalezneme
diferencial vnitini energie:

dU=d) Exn Wy =D, Ka(f"N ay + 9w de WHN} + > E,ndw,y -
n,N n,N V aN n,N

Derivaci energie podle objemu budeme opét interpretovat jako parcidlni tlak, zména energie
s poctem castic je parcialni chemicky potencial, v poslednim ¢lenu vyjadiime E,y z rozdéleni
(3.104):

dU =3 (=P wandV) + X (#ay waydN) + Z(Z+ZN—llnwnN]dwnN.
n,N n,N n,N ﬂ ﬂ ﬂ

Prvni ¢len interpretujeme stejné jako u kanonického rozdéleni jako mechanickou praci.
Posledni ¢len roznasobime a vytkneme konstanty:

o 1
n,N n,N n,N n,N

Tteti a paty ¢len upravime podle vztahu pro derivaci soucinu f'dg = d(fg)—gdf, ctvrty ¢len je
nulovy (soucet pravdépodobnosti je roven jedné a diferencial jednotky je nulovy):
1
AU ==pdV + > sty wondN +2d3 Ny = 23w dV = —d S (Inw,y) wyy -
n,N ,B n,N ﬁ n,N ,B n,N

Jako jeden z poslednich kroki slouc¢ime druhy a Ctvrty ¢len:

dU:_p v + Z(/unN_%]WnNdN +1dﬁ o leWananN.

n,N ﬂ ﬂ n,N
Ma-li tento vyraz korespondovat s prvni vétou termodynamickou ve tvaru (3.100), musi byt
1 U
! =—, =, S=—k woyInw, . 3.107
ﬂ kBT vV kBT B };v nN nN ( )

Druha podminka (/=) nam zajisti korespondenci tfetiho ¢lenu s odpovidajicim ¢lenem
prvni véty termodynamické a soucasné vypadnuti ¢lenu druhého. Ostatni podminky jsou
shodné s kanonickym rozdélenim. V tuto chvili tedy mame uréeny dvé konstanty. Zbyva
jedina neur¢end konstanta rozdéleni — normovaci konstanta ¢. Tu ur¢ime napiiklad ze vztahu
pro entropii:

n,N n,N

Po trividlnim vypoctu ur¢ime hledanou konstantu:
I o= U-TS—uN_ 2
kgT kT

Nyni zname vSechny konstanty a miizeme napsat vysledné rozdéleni v diskrétnim i spojitém
pripadé:

(3.108)

! Wy =P 2~ By THN) = AU Ey ). (3.109)

PN

Grandkanonicky potencial zjevné souvisi s normovanim pravdépodobnosti, pouZijeme-li
explicitné vypsanou normovaci konstantu, ma rozdéleni ¢asto pouzivany tvar

! W =Kexp{W} Py =Kexp{_E1}]€——;ﬂN] (3.110)
B B
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3.7.3 Parti¢ni suma

Podobny vyznam, jako méla volna energie u kanonického rozdéleni, mé grandkanonicky
potencial u systémil s proménnym poctem c¢astic. Grandkanonicky potencial vypocteme
znormovaci podminky rozdéleni. Vypocet provedeme v diskrétnim (nalevo) i spojitém
(napravo) ptipadé.

n,N N
Zeﬂ(Q—E,,N+,uN):1 N ZJ'e,B(Q—EN+,uN) ary -1 =
n,N N
S PENEIUN PR L S [ BEVBRN g B0
n,N N
In e_ﬁEnN-i'ﬂﬂN\J:ﬁQ — ln(z.{e_ﬂEN—i_ﬂﬂNdrN}:_ﬂQ —
n,N N
Q:—kBTln(Ze_ﬂE"N+’BﬂNJ. Q=—kBT1n[Zje_ﬁEN+ﬂ“N dFN].
n,N N

VeliCina nachazejici se v logaritmu v kulaté zavorce se nazyva grandkanonicka particni
funkce a je Ustfedni veli¢inou statistické fyziky s proménnym poctem ¢astic, oznacujeme ji =
(velké ksi). Vzhledem k tomu, ze argument logaritmu by mél byt bezrozmérny, je pouziti
vahového faktoru namisto fazového objemu vhodné;jsi.

Schéma statistického vypoétu s proménnym poctem ¢Eastic:

1. Zjistime, jakych energii £,y mize systém nabyvat. V klasickém ptipadé¢ jde o vSechny
hodnoty energii, které se v systému mohou vyskytnout. V kvantovém piipadé¢ musime
urcit spektrum Hamiltonova operatoru (naptiklad fesit Schrodingerovu rovnici).

2. Nalezneme parti¢ni funkci = jako soucet veli€in e~ BE+ BuN pies cely obor energetického
spektra:

=Y PENTBEN . g 5=Zje_ﬂEN+'B'UNdFN G.111)
n,N N

3. Urcime grandkanonicky potencial

Q=—kgT In=. (3.112)
4. Urcime zakladni termodynamické veliCiny S, p, N:
S:_(a_gj’ p:_[a_gj, N:_(a_gj' (3.113)
oT 14 ou
5. UrCime vnitini energii U a jeji derivace:
U=Q+TS+ uN. (3.114)

6. Vzhledem k tomu, Zze grandkanonicky potencial je funkci chemického potencidlu u, je
tteba ho ze vSech odvozenych termodynamickych vztahi vyloudit. Teoreticky to lze
provést nezdvisle na (3.113) z relace

N=> Nw,y = N=NTWV,u) = pu=p(N.T.V). (3.115)
n,N
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Prakticky muZe vylouceni chemického potencidlu zrovnic ¢init problémy. Chemicky
potencidl vSak lze také chapat jako parametr v parametrickém zadani ktivek. Pozname-li

napiiklad z (3.113) zavislosti p= p(T,V,u) a N=N(T,V,u), mizeme do grafu s osami
(p,N) vykreslovat soufadnice (p,N) pro uréity interval hodnot x# a tim zkonstruovat
graficky zavislost tlaku na primérném poctu ¢astic.

Vztah grandkanonické a kanonické partiéni sumy
Upravme nyni vztah pro grandkanonickou parti¢ni sumu:

== ze—ﬂEnN+ﬂﬂN -y (ze—ﬂEnNJ.(eﬂﬂ)N

n,N N
Oznacime-li Zy kanonickou parti¢ni sumu pro N ¢astic a zavedeme-li tzv. fugacitu (znac¢ime ji
malym feckym dzéta)
c=chH, (3.116)

dostaneme pifehledny vztah
= =>2zZys". (3.117)
N

Uvedeny vztah plati v klasické fyzice, kde jsou v systému N c&astic jednotlivé Castice
v principu rozliSitelné. V kvantové teorii jsou castice nerozliSitelné a kazda z N! moznych
permutaci cCastic je stejnym stavem. Ve vztahu (3.117) je kazdd permutace v souctu
zapoCitana, to znamena, Ze jeden stav je zapocten namisto jednou vicekrat (N! krat).
V kvantové teorii je proto spravnym vztahem vyraz

= ZZ_NgN, (3.118)
<N

ktery silné¢ ptipomina Taylortiv rozvoj ve fugacité. Koeficienty jsou kanonické parti¢ni sumy
pro N castic.
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3.8 FERMIONY A BOSONY

Nerozlisitelné castice

V kvantové teorii miizeme predpovedét jen pravdépodobnost vyskytu Castice v néjakém misté
a Case. Tato pravdépodobnost mé maximum v misté klasické trajektorie, se vzdalenosti od ni
zpravidla exponencidlné¢ ubyva a dosti daleko od klasické trajektorie je sice velmi mala,
nikoli vSak nulovad. Mame-li dv¢ stejné Castice, nikdy si nemizeme byt jisti, ktera ¢astice je
ktera. Pravdépodobnost vyskytu jedné ¢astice v misté druhé je nenulova. Hovofime o tom, Ze
stejné Castice jsou v kvantové teorii nerozlisitelné. To ve svém dusledku vede k rozde€leni
vSech Castic na dva zakladni typy, fermiony a bosony, které se 1isi svymi vlastnostmi
a chovanim (viz kapitola 2.8). Fermiony maji polo¢iselny spin, dva nemohou byt ve stejném
kvantovém stavu (splituji Pauliho vylucovaci princip), jejich vinova funkce je antisymetricka
a jejich kreacni a anihila¢ni operatory spliuji antikomutacni relace. Naopak bosony maji
celociselny spin, ve stejném kvantovém stavu jich mtze byt libovolné mnozstvi, jejich vinova
funkce je symetrickd a jejich kreani a anihilacni operatory splituji komutacni relace.
Viechny polni &stice tvofici interakce (fotony, gluony, W', W™, Z°) jsou bosony se spinem 1.
K bosoniim také patii ¢astice slozené ze dvou kvarkd (mezony), které maji spin roven 0
(skalarni mezony) nebo 1 (vektorové mezony). VSechny zékladni stavebni kameny hmoty
(kvarky a leptony) jsou naopak fermiony se spinem 1/2. K fermionim také patii Castice
slozené ze tifi kvarki (hadrony), naptiklad neutron a proton. Z hlediska statistiky maji,
zejména pii nizkych teplotach, fermiony a bosony zcela odliSné chovani a jejich
pravdépodobnostni rozd€leni jsou rtizna. Fermiony podléhaji Fermiho-Diracovu rozdéleni
a bosony Boseho-Einsteinovu rozdéleni.

Reprezentace obsazovacich cCisel

Obsazovacim ¢islem nazyvame pocet castic v daném energetickém stavu:
Energie stavu Obsazovaci ¢islo
£ N,

& N,

Pro fermiony muze obsazovaci ¢islo (z divodu platnosti Pauliho vyluovaciho principu)
nabyvat jen hodnot 0, 1. Pro bosony muze jit o jakékoli celé nezaporné cCislo 0,1,2,...
V reprezentaci obsazovacich Cisel mizeme pro pocet Castic a celkovou energii psat

N=>'N;,
i

(3.119)
Ey=)Y&N;.
i

Grandkanonickou parti¢ni sumu miZeme upravit v reprezentaci obsazovacich ¢isel takto:

Z = Z' e_ﬁE"N+’H’LlN = Z GXP{—,BZ(%Ni _ILlNi)i|=

N.n N No, ...
= z HeXP[_IB(é}N;‘_ﬂNi)]:HZeXP[_ﬂNi(gi_,U)]-
N\ Ny,... i i N,

Carka nad symbolem souétu ma naznaéit, Ze viechny permutace &astic povazujeme
v kvantové teorii za jeden jediny stav a do celkového souctu ptispéji tyto permutace jedinym
Clenem. Je vidét, Ze celkovd grandkanonickd suma se rozpadd na soucin parcialnich
grandkanonickych sum jednotlivych stavi:
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z=11z: E, =Y exp[- BN, (g - ). (3.120)
i N;

V duisledku toho jsou termodynamické veli¢iny dany souctem piislusnych parcidlnich ¢lenii:
=)0 Q =—kgThh =,
i

042,
Szzi:Si, S,.:—[ &TJ,

a.Qi (3.121)
p:Zi:Pia pi:_[aVJ,

_ _ _ 002,
N=>N;; Niz—[ ’J.

o u

3.8.1 Fermiho-Diracovo a Boseho-Einsteinovo rozdéleni

Fermiho-Diracovo rozdéleni

Zabyvejme se nejprve fermiony. Podle Pauliho vylucovaciho principu nemohou byt dva
fermiony ve stejném kvantovém stavu. V daném stavu tedy neni bud’ Zadny fermion, nebo je
ptitomen jeden jediny

N;=0,1. (3.122)

Parti¢ni suma i-tého stavu ma proto v reprezentaci obsazovacich ¢isel jen dva ¢leny:

Z =2 exp[-BN; (& -] = 1+ exp[-B(& - w)].
N.

1

Snadno dopocteme grandkanonicky potencial i-tého stavu
0, =—kgTIn 5; =—kgTIn(1+ exp[-fB (€, — )] )

a stfedni pocet Castic v i-tém stavu
_ 002, 1
! N; = - = . (3.123)
U exp[B(g —w)] + 1
Tento vyraz se nazyva Fermiho-Diracovo rozdéleni. Naleznéme jeho pribéh v limité nizkych
teplot (T — 0, B — ):

o ' 1 I pro &; <u,
lim N; = lim

B—eo B exp[ (& — )] + 1 ~ o pro £ > i.

VSechny stavy jsou zaplnéné po jedné Castici aZ po tzv. Fermiho N
mez er = u. Nad Fermiho mezi jsou stavy neobsazené. Fermiho '
mez je tak posledni obsazenou energetickou hladinou pii nulové I
teploté. Chemicky potencial je pii absolutni nule roven Fermiho

mezi. Fermiony se chovaji ,nesndSenlivé“. Je-li néjaky stav

obsazen Castici, dalsi Céstice jiz tento stav nemuize obsadit. Pfi —
absolutni nule se snaZi zaujmout stav s co nejnizsi energii. Je-1i jiz eF M
obsazen, obsadi nejblizsi dalsi volny. Tim dojde k tomu, Ze pii absolutni nule jsou obsazené
vSechny stavy az po Fermiho mez. Rozd¢leni je pojmenovano podle italského fyzika Enrica
Fermiho (1901-1954) a podle anglického fyzika Paula Adriena Maurice Diraca (1902—-1984).

&
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Boseho-Einsteinovo rozdéleni

Naleznéme nyni rozdéleni souboru bosont. Bosony nespliiuji Pauliho vylucovaci princip
a v daném stavu jich mize byt libovolné mnozstvi. Obsazovaci ¢isla proto jsou:

N;=0,1,2,... (3.124)

Grandkanonicka parti¢ni suma i-t€ho stavu bude nekone¢nou fadou
_ [=S) oo Ni
=; = Z exp[—ﬁNi(é‘i—,u)] = z (exp[—ﬂ(f,‘i—,u)]) .
N[ =0 N[ =0

Jde o geometrickou fadu, kterou bez problémi secteme:
- _ 1
T l-exp[-B(e - w)]
Snadno dopocteme grandkanonicky potencial i-t€ho stavu
2, =—kgTIn 5, =+kpTIn(1— exp[- (g — )] )

(3.125)

a stfedni pocet ¢astic v i-tém stavu

— 002, 1
! N;, = - = . (3.126)

ou exp[B(g -] - 1

Tento vyraz se nazyva Bose-Einsteinovo rozdéleni. Je pojme-
novano podle indického fyzika Satyendry Boseho (1854-1948)
a némecko-amerického fyzika Alberta Einsteina (1879-1955),
Povsimnéte si, Ze od Fermi-Diracova rozdéleni se lisi jen znamén- 7>0
kem. To je pro vztahy popisujici fermiony a bosony typické (sy- T
metrickd a antisymetrickd vlnova funkce, komutator a antikomu- &
tator). Z podminky pro konvergenci geometrické tady plyne, Ze
chemicky potencidl souboru bosonti musi spliiovat podminku

Z|

Il
(e

ULE, . (3.127)

Naleznéme prubéh rozdéleni v limité nizkych teplot (77— 0, f — o0 ):

— 1 © Pro ;=& =M,
lim N; = lim =
e = exp|B(g - )] - 1

MIcky jsme pii souctu geometrické fady predpokladali nekonecny pocet Castic. Pti absolutni
nule vSechny obsadi zdkladni energeticky stav. V redlnych systémech je pocet ¢astic konecny.
Stav latky, pfi kterém se Castice hromadi v zakladnim stavu, nazyvame bosonovy kondenzat
neboli BEC (Bose-Einstein Condensate). Typickym pifikladem jsou napiiklad Cooperovy
pary elektrontl, které pii nizkych teplotach vykazuji jako bosonovy kondenzat supravodivé
a supratekuté vlastnosti.

0 pro &;>¢&,.

Obe¢ rozdeleni 1ze souhrnné zapsat
— 1

Cexp[Bg-w] £ 1

Znaménko ,,+“ plati pro fermiony a ,— pro bosony. Za jakych podminek obé rozdéleni
splynou? Je ziejmé, ze k tomu dojde tehdy, lze-li zanedbat jednicku ve jmenovateli, tj.

exponenciala pfevladne a N; < 1. Potom

p—
exp[ B (& — )]

Nl =

~ K exp[—ﬂel}
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a ob¢ rozdéleni prechazi v Boltzmannovo rozdéleni. Kvantové stavy jsou vétSinou prazdné
a jen tu a tam je néktery obsazeny. K této situaci dochazi, je-li

» vysoky pocet kvantovych stavil,
* fidky plyn (maly pocet ¢astic),
* vysokeé teploty (Castice excitovany do vysokych energetickych stavii).

Shriime na zavér vlastnosti fermiona a bosont do piehledné tabulky:

Fermiony Bosony
spin 1/2,3/2, ... 0,1,2,..
priklady ¢astic elektrony, neutrina, kvarky vSechny polni castice
hamiltonian H(1,2)=H(2,1) H(1,2)=H(2,1)
vinova funkce 1, 2> =— 2,l> 1, 2> =+ 2,l>
kreaéni a anihilaéni operatory [a}; ) a,lL = Oy [a;g , a,]_ = Oy
statistika N; = ! N; = I
exp[f (g —m)] + 1 exp[f(g -] - 1

3.8.2 Soubor fermionu (bily trpaslik, neutronova hvézda)

V zavéreCnych fazich vyvoje hvézd miize snahu gravitace zhroutit hvézdu do cerné diry
zastavit tlak degenerovaného elektronového plynu (bily trpaslik) nebo degenerovaného
neutronového plynu (neutronova hvézda). Proto se budeme zabyvat souborem fermiont
nenulové hmotnosti. Zakladni charakteristiky obou ¢astic jsou

s=1/2;  u#0;  my#0. (3.128)

Nenulovy chemicky potenciadl vyzaduje provést dopocet podle vztahu (3.115), nenulova
klidova hmotnost znamena vztah mezi hybnosti a energii (pro nerelativisticky ptipad):

e=L_, p=-2me ; dp=%,/2m e de. (3.129)

2m

Urc¢eme nyni element vahového faktoru

d3xd3p N 4rgV 2dp = argV

1 ~1/2
dl'. =g p dp= 2me-—./2m & T de;
% @rn’ @)’ Qrh)? 2
1/2 g m’?
dl', = y(e)de; e)=ave's; oO=—"=— (3.130)

22
V piisti kapitole uvidime, Ze pocet kvantovych stavii neroste tak jako u fotont, ale pfesto ma

rostouci tendenci a pro vyssSi energie 1ze hustotu energetickych stavii povazovat za témét
spojitou.
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y(€)| elektrony, neutrony

€
Grandkanonicka parti¢ni funkce odpovidajici jednomu energetickému stavu je

—
ot
et

£

= i e PNe(e=1) _ |4 Ple-1) (3.131)
N, =0

Termodynamické veliCiny, které nds zajimaji, pro tento stav davaji

Q, =—ksTh 5, = —kBTln[1+ e‘ﬂ(g‘ﬂ)J ; (3.132)
_
Ne=——F = 1 ; (3.133)
a/,l eﬂ(g_lll)_i_l
= &
Uy=eNy=—7 o (3.134)
e=eNe= g

Nyni nalezneme integralni veli€iny, tedy soucty pfes vSechny stavy. Logaritmické zavislosti
v grandkanonickém potencialu se zbavime integraci per partes. Vypocty jsou jinak zcela
pfimocaré:

Q=[Q.dr,= I—kBTln[He_'B(g_'“)}aVel/z de =
0

—kgTx VJ. e 1n [1 +eBlE-w) } de =
0

2 ap Be-w1| T2 .30
—kgTaVi|—¢ ln[1+e J | =P ————m—
. {|:3 0 '([3 ( ﬂ)1+e_ﬂ(8_;u)
Prvni vyraz z integrace per partes je nulovy — horni mez vynuluje logaritmicka zavislost,
dolni mocninna zavislost. Druhy ¢len s integralem bychom mohli feSit numericky, ale pro
naSe ucely postaci ho ponechat v obecné podobé:

o Ble—1) }

83/2

2 oo
Q=——qaV | ————de¢. 3.135
3“ '([eﬁ(g_ﬂ)_;’_l € ( )

Z grandkanonického potencialu ur¢ime snadno tlak, tedy stavovou rovnici

202 83/2

,
P= aV_Ea'([eﬁ(g_ﬂ)_f_]dg'

Dalsi termodynamické veli¢iny ziskdme opé€t integraci veli¢in odpovidajicich jednomu stavu:

oo 1/2
= — &
szNngg :Olemdg, (3136)
0
bt 3/2
£
U:IUngg:aV.([mdS. (3137)
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Integraly v jednotlivych vztazich je nutné nalézt numericky. Pokud vydélime posledni dva
vztahy objemem, ziskame trojici intenzivnich veli¢in popisujicich fermionovy plyn:
=—o|—F—-—dé&; 3.138

1/2

T €
7_05.([—6’[),(8_;1%&de, (3.139)

2

n

~ 83/2

=—=q|—H———de.
! V az')‘eﬂ(g_,u)_i_l €

|

(3.140)

I bez vypoctu integrall je patrny vztah mezi tlakem a hustotou vnitini energie pro fermiony
o nenulové hmotnosti:
2
! p=—u. (3.141)
3
Hvézdy ve fazich bilého trpaslika nebo neutronové hvézdy jsou v zavérecnych fazich svého
vyvoje. V centru neprobihd termojadernd fuze, a i kdyZz teplota nitra je z ,,lidského* hlediska
znacna, z hlediska aktivniho Zivota hvézdy je zanedbatelna a pro hvézdu v podstaté znamena
nulovou teplotu. V limité€ nizkych teplot ( f — o) lze integraly snadno vypocitat, protoze

7 1 N 1 proe< i ;
£ Ble—p) 0 proe>u,

kde u je chemicky potencidl v limité absolutni nuly. Integrace ptes ,,schodovité™ rozdéleni se
nyni stava trividlni zalezitosti:

4 2 2
p=—auy’:  n=aw’:  u=Zauy’. (3.142)
15 3 5
Chemicky potencidl je parametrem rovnic a lze ho vylouc¢it z rovnice pro koncentraci ¢astic:
3
! ,uozconsth/3 = p=constn5/3; uzap.

Fermionovy plyn vykazuje polytropni chovani s koeficientem 5/3. I pii nulové teploté
existuje obrovsky nenulovy tlak zptisobeny kvantovymi procesy (,,nesnaSenlivosti® fermionit).
Plyn se stfedni tepelnou energii mensi neZ Fermiho mez (kg7 < /o) nazyvadme degenerovany.
V piipadé relativistického vypoctu vyjde polytropni koeficient 4/3, coz je pravé na hranici
stability a nestability polytropni hvézdy (viz Uvod to teorie plazmatu, str. 210-211).

MIM_

S
2
14 Chandrasekharova
; ) TTTTTTIAS mez
neutronové e /
hvézd bili
y trpaslici
R/RS

Stabilni konfigurace (modie) hvézdy bez probihajici termojaderné syntézy.
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3.8.3 Soubor fotonu (Planckuv vyzafrovaci zakon)

Fotony jsou castice elektromagnetické interakce Sifici se rychlosti svétla. Jejich zakladni
charakteristiky (spin, chemicky potencial, klidovd hmotnost, elektricky naboj) jsou

s=1;  u=0; my=0; Q,=0. (3.143)

Ve specidlni relativité plati pro energii ¢astice jednoduchy vztah

E= \/mgc4 +pzc2 . (3.144)

Pro malé hybnosti vztah piejde v nerelativisticky vyraz (3.129). Nyni ale mame fotony Sifici
se rychlosti svétla, jejichz klidova hmotnost je nulovd (jen takové Castice se mohou Sifit
rychlosti svétla). Pro jejich energii vychéazi po dosazeni za my = 0 jednoduchy vztah:

E=pc. (3.145)

Ptedstavme si soubor fotonli uzavieny v n¢jaké oblasti o objemu V pfi teploté 7. Na fotony
budeme v prvnim pfiblizeni nahlizet jako na spojity systém a uréime element vdhového
prostoru systému sklddajiciho se zjednoho fotonu. Degeneracni faktor g=2, protoze
elektromagnetické zafeni je pficné a existuji dva nezavislé pficné mody (polarizace) zafeni.
U elementu vahového faktoru provedeme automaticky vSechny proveditelné integrace,
element hybnostniho prostoru pievedeme do sférickych souradnic a hybnost pfevedeme podle
vztahu (3.145) na energii:

d¢ _2dxdydzdpxdpydpz_> 2V, Ve?

We=2 Qrny? Qrh)’ amny ¥ W= e 4
Ziskali jsme tak vztah pro hustotu energetickych stavii, ktera kvadraticky roste s energii:
dl', =y(e)de; ()= 5—8323 (3.146)
T°hc
y(€)| fotony
Spojite
€

Hustota energetickych stavi fotoni roste podstatné rychleji, nez tomu bylo u fermionovych
stavli a miZzeme ji povazovat za spojitou veli¢inu. NapiSme piehledné zékladni statistické
a termodynamické veli€iny pro jeden stav:

= — S —fNge _ 1
.= e = (3.147)
‘ NgzzO 1-¢P¢
Q =—kgTInZ, :kBTln[l—e_ﬂgJ : (3.148)
— . 082, 1
N, =- lim = . (3.149)
©—0 U eﬂg_l
U,=eN, = —° 3.150
£ =& Foa eﬁg _1 : ( . )

Vsechny tyto vztahy jiz byly odvozeny dtive, viz napf. (3.126), stacilo jen polozit 4 = 0. Nyni
pfistoupime k vypoctu celkovych termodynamickych veli¢in:

54



Statisticka fyzika Fermiony a bosony

N 4
Q=[Q.dr, =— g kBTjg ln[l ¢ 'Bg}dg
0

Po integraci per partes (obdobné jako u fermlonoveho plynu) dostaneme:

Q= —

2h3 73 j e de (3.151)

Integral je v tomto ptipadé analyticky resnelny, viz (xxx), ale pro nase ucely ho miizeme

ponechat v obecném tvaru. Nyni ur¢ime tlak, sttedni pocet fotonti a vnitini energii:

02 1 :
- =— de ,
v 32 { PE 1

p =
N:st ar, = 2h3c3 j e (3.152)
U=_([5N€ ar, = 2h3 - j ﬁg—l de . (3.153)
Po zavedeni intenzivnich veli¢in (posledni dva vyrazy vydélime objemem) mame:
11 7 &
P=3 233 J Be de (3.154)
£

n= de (3.155)

P { e 1
3.156
u= 2h3 3 I P _ de . ( )

Vsimnéte si, ze 1 bez provedeni integrace zjistime porovnanim rovnic (3.154) a (3.156) vztah
mezi tlakem zafeni a hustotu energie

! p= % u. (3.157)
Ze vztahu (3.156) nalezneme snadno diferencial hustoty energie
1 e

du = de . (3.158)

e PE 1
Tok energie neboli intenzitu zafeni (/ =uc) mizeme nyni napsat jako funkci energie stavu ¢,
uhlové frekvence (& = iiw) nebo vinové délky (w = 2mc/A):

3

di(e) = 213 . £ de : (3.159)
T°hc E
exp| —— |—1
(kBTJ
3
dl () =—" @ do; (3.160)
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-5
dI(A)=—167"hc? A dA. (3.161)

27whe
exp -1
AkgT
Jde o slavny Plancklv vyzafovaci zdkon odvozeny v roce 1901. Asi nejCastéji se pouziva

intenzita zéafeni pfipadajici na frekvencni interval d//dw. Pribéh vidime na ptilozeném
obrazku

d//dw

w?2

uv IR w

Pro nizké frekvence je dI/dw =~ w® (ve jmenovateli exp[x] — 1 =x). Pro vysoké frekvence
dominuje exponenciala a plati d//dw = exp[—hw/kgT]. Vztah pro nizké frekvence se nazyva
Rayleigh-Jeansiv zdkon. Byl znam pted objevem Planckova zékona. Vztah diverguje pro
vysoké frekvence (tzv. UV katastrofa)

Wiennlv posunovaci zakon

Naleznéme nyni maximum vyzafovani odpovidajici Planckovu zédkonu. Toto maximum je
zéavislé na teploté a ur¢ime ho derivovanim vztahu (3.160):

d w’ hw ho hw
— =0 = —exp| —— |[=3|exp| —= |—-1].
dw | exp(hw/kgT) -1 kgT kT kgT

Vysledna rovnice je transcendentni rovnice typu

ho
xex=3(ex—l); =——.
kgT
Obe¢ strany vydélime exponencialou a polynomiélni zévislosti pfevedeme na levou stranu:
3—x=3e™".

V tomto tvaru je mozné snadno rovnici fesit graficky, tj. do grafu vykreslime levou a pravou
stranu a nalezneme prusecik obou kiivek:

3
2
1
3—x

e

0 —
1 2 3 X
Ob¢ kiivky se protinaji v bod¢ xo = 2.822, a proto
w
2 =2,822.

sl
Ptevedenim na vlnovou délku ziskame Wienliv posunovaci zékon:
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! Ao =—3  5=0.00289 Km. (3.162)

Cim teplejsi téleso, tim na kratsich vinovych délkach vyzatuje. Reliktni zafeni (7~ 3 K) ma
maximum pro vlnové délky ptiblizné 1 mm, ¢lovek (7 ~ 300 K) pro vlnové délky asi 10 pm,
chladné hvézdy (7 ~ 3 000 K) vyzatuji v IR oboru na délce asi 1 000 nm, hvézdy jako Slunce
(T~6000K) ve viditelném spektru na vinové délce 500 nm a velmi horké hvézdy
(T ~ 30 000 K) vyzatuji v UV na vinové délce 100 nm.

Stefanlv-Boltzmanntv zakon
Z Planckova vyzatovaciho zdkona mizeme také najit celkovou vyzéaienou energii za jednotku
¢asu z jednotkové plochy télesa.

Intenzita vyzafend v daném sméru (¢,8) na frekvencni interval dw je rovna d/(w), v celém
oboru frekvenci jde o hodnotu

oo

Lo =jcose dl(w) . (3.163)
0

Tuto hodnotu budeme stiedovat ptes cely prostorovy uhel Q (k pozorovateli se dostanou
paprsky pod raznymi uhly z riznych plosek)

1=(Ipe), =$I1¢’9d.(2 (3.164)

(cely prostorovy uhel je 47r). Element prostorového thlu ve sférickych soutadnicich je

1095 _dlydly _rdp-rsingde
1”2 1’2 7"2

=sinfdedéd; (3.165)

o
cosé’ dw|de2.
L[ 7*c? exp(hw/kgT) -1 }

Vztah budeme integrovat pies celé frekvencni spektrum a pies vnéjsi prostorovou polokouli:

1 o 1ml2( 21 7 0)3
I=— j j — cos@sinfde |d6 |dw.
dm ol o g 77 exp(ha/kgT) 1
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Integrace pies uhly je trivialni a dava

c? E[ exp ha)/kBT)
Jako posledni krok provedeme substituci x = h@/kgT :
T S B
An’rc? exp( )1 Azt 15 60h3 2

I = T4

Vypocet integralu naleznete v dodatku. Vysledkem je zndmy Stefaniv-Boltzmanntv zékon
274
_ Tk
607°c?

! I=0T*; =58x10°Wm2K™. (3.166)

Poznamka

PFfi odvozeni Planckova zakona jsme vahovy faktor odvodili spojité. Fotony jsme si ale mohli
pfedstavit jako stojaté viny v krabici ve tvaru kvadru, které maji vinové vektory ve sméru
soufadnicovych os a uzly na hranicich kvadru. Vysledek by byl stejny jako pfi naSem odvozeni.

¢ Priklad 10: Urcete povrchovou teplotu Slunce, vite-li, Ze maximum vyzafovani je na
vlnové délce 500 nm.

ReSeni: Podle Wienova zdkona je povrchova teplota rovna

b

T= ~5800K.

max
Horké hvézdy vyzatuji obecné na krat$i vinoveé délce. Typické modré hvézdy maji
povrchovou teplotu pres 9000 K, zluté a zelené hvézdy okolo 6 000 K, cervené hvézdy jen asi
3 000 K. Wiennlv zdkon lze aplikovat i na podstatné chladné&jsi télesa. Naptiklad clovek
s povrchovou teplotou cca 310 K vyzatuje ptiblizné jako ¢erné téleso s maximem vyzafovani
na vlnové délce 10 pm. V této oblasti musi byt proto maximalné citliva ¢idla pro detekci osob.

4 Piiklad 11: Naleznéte celkovy zativy vykon Slunce, znate-li jeho povrchovou teplotu
T=5800K.

Reseni: Zativy vykon Slunce uréime ze Stefanova-Boltzmanova zékona:
Py =1IS =0T 4R35 = 4x10*° W . (3.167)

Obrovskd hodnota zafivého vykonu Slunce je dana je velkou hmotnosti. V priméru
produkuje jeden kilogram slune¢ni hmoty vykon velmi maly. P hmotnosti Slunce 2x10°° kg
jde pouze o 0.0002 W/kg. D

4 Priklad 12: Urcete intenzitu sluneéniho zafeni v okoli Zemé.

Reseni: Slune¢ni konstanta je intenzita slune¢niho zafeni (energie kolmo dopadajici na
jednotkovou plochu za jednotku ¢asu) nad atmosférou nasi Zemé&. Tuto veli¢inu mizeme
spocitat jako podil celkového vykonu Slunce a celkové plochy povrchu koule prochéazejici
Zemi se stfedem ve Slunci:

I
2
4R 5g
U nasi Zemé dopada na kazdy metr ¢tverecni plochy, kolmo postavené ke Slunecnimu zateni,

vykon 1.4 kW. Tento ohromny vykon je pifimo vyuzivan ve slune¢nich panelech kosmickych
sond a ve slune¢nich elektrarnadch. Pii povrchu Zemé je tento vykon sniZen rozptylem

I,= =1,4kWm™. (3.168)
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v atmosféfe. Krom& jaderné energie pochazi veskera b&zné dostupnd energie na Zemi ze
slune¢ni energie. Dopadajici vykon slunec¢niho zafeni je napiiklad céaste¢né absorbovan
rostlinami a pomoci fotosyntézy ukladan do energie chemickych vazeb. Po mnoha letech je
tato energie zpétné vyuzita pii spalovani uhli, nafty nebo benzinu. Dopadajici zareni
zpusobuje také odpatfovani vody z povrchu Zemé a umoziiuje tak vodni kolob&h. Proto i
energie vyuzivana ve vodnich elektrarnach ma praptivod ve slune¢ni energii. D

¢ Piiklad 13: Urcete rovnovaznou teplotu planety ve vzdalenosti d od matetské hvézdy, jejiz
teplota je 7% a polomér R.. Planeta mé odrazivost povrchu (albedo) 4.
Reseni: Nejprve uréime zafivy vykon hvézdy, ktery je dan Stefanovym-Boltzmannovym
zakonem:

P, =1,8 =0T, 4R}

Nyni spocteme intenzitu hvézdného zéfeni na obézné draze planety, tedy ve vzdalenosti d
(hvézda vyzatuje do celého prostoru, tedy budeme uvazovat povrch koule o poloméru d):
p, ol 4zR? oT}R?
C4rd® 4md® 4P
Toto zafeni bude planeta absorbovat pfiblizné primétem svého povrchu otoceného ke hvézde,

z celkového dopadajiciho zafeni se ¢ast A odrazi a (1-4) pohlti. Vykon pohlcovany planetou
tedy bude:

Ip

5 oT/R?

Nyni sestavime celkovou energetickou bilanci planety za ptredpokladu, Ze nema jiny zdroj
energie. Pohlceny vykon se vyzaiuje celym povrchem planety dle Planckova resp. Stefanova-
Boltzmannova zékona:

Pp =0Ty 47R;

oT,/R? 2 4 2

1-4) (R,
Tp:4/( y )\/;T*. (3.169)

Nase Zemé ma albedo kolem 0.25 (75 % zateni pohlti) a rovnovazna teplota vychazi ptiblizné
280 K. 4

4 Piiklad 14: Urcete, pii jaké fazi expanze vesmiru (pii jaké teploté) mélo zafeni hustotu
stejnou jako voda.

Reseni: Mezi hustotou hmoty a energie plati jednoduchy vztah plynouci z Einsteinovy
formule

PE =Py C2 (3.170)

Hustota hmoty py bude odpovidat hustoté vody. Hustotu energie zafeni ur¢ime z toku energie,
ktery je dan Stefanovym-Boltzmannovym zédkonem:
I _orT*

PE : (3.171)
C C

Porovnanim obou vztahli ur¢ime teplotu vesmiru, pfi které mélo elektromagnetické zareni
hustotu stejnou jako voda:

59



Statisticka fyzika Fermiony a bosony

3
=42 8108 K .
o

Vesmir mél tuto teplotu asi 4 minuty po Velkém tfesku a pravé se v ném zacinaly tvofit prvni
lehké prvky. J

¢ Piiklad 15: Zavislost hustoty energie fotoni na expanzni funkci vesmiru.

U soustavy nerelativistickych fermionti jsme ziskali mezi tlakem a hustotou energie vztah
p =% u, pro fotonovy plyn vyslo p =5 u, v klasické mechanice je p =u. Proto se n€kdy
zavadi obecny vztah mezi tlakem a hustotou energie ve tvaru

p=wu, (3.172)

kde je parametr w charakteristicky pro danou entitu. Snadno ur¢ime pokles hustoty energie
zateni (w = 1/3) s rostoucimi rozméry tepeln€ izolovaného systému (naptiklad celého vesmiru,
ktery nema zadné okoli). Pro dQ = 0 ziistane z prvni véty termodynamické jen.

dU =-pdV,
d(uVl) =—%u dr.

Ptredpokladejme, ze je objem roven tieti mocniné rozméri (u vesmiru jde o tzv. expanzni
funkci), tj.

dwR®) = —%u dr®,

R du+3R*udR+u R*dR=0,

U~— (3.173)

Hustota energie zafeni (resp. &astice s nulovou klidovou hmotou) klesa jako u ~ 1/R*. To je
dano tim, Ze s rostoucim objemem klesa hustota jako 1/R?, ale navic se pfi expanzi prodluzuje
vlnovéa délka fotond, kterd expanzi vesmiru ,,sleduje. Tim se dale snizuje energie fotona (je
Gmérna 1/4) a vysledny pokles je roven 1/R*. D

60



Statisticka fyzika Fluktuace a entropie

3.9 FLUKTUACE A ENTROPIE

3.9.1 Fluktuace
V minulych kapitolach jsme zavedli stfedni hodnotu dynamické proménné 4 stiedovanou

pfes soubor
<A> = Z Aw,.
n

Definujme nyni odchylku veli¢iny 4 od stiedni hodnoty
Ad = A-(4) (3.174)

Stfedni hodnota odchylek je samoziejmé& nulova (je zhruba stejné kladnych i1 zapornych
odchylek od stiedni hodnoty):

(A4)=0 (3.175)

Chceme-li pfesto znat primérnou velikost odchylek, musime primérovat bud’ absolutni
hodnoty odchylek, nebo kvadraty odchylek (primér z kvadrati je tfeba samoziejmé nakonec
odmocnit), aby mél vysledek stejny rozmér jako ptivodni veli¢ina:

Vi Ay, = <(AA)2>. (3.176)

Druhd z veli€in se nazyva stiedni kvadraticka fluktuace veliCiny A. Velky vyznam ma ve
statistice 1 sama neodmocnénd veliCina (pramér z kvadrata odchylek, rozptyl, variance nebo
druhy centralni moment veliCiny A4):

VarAE<(AA)2>:<(A—<A>)2>:<A2 —2A<A>+<A>2>:<A2>—2<A>2 +(4)? =(a?)~(a)?.

Tedy plati:

AAabs E<|AA

vard=< (M) > = <A?>-<4>2. (3.177)

Fluktuace riznych fyzikalnich veli¢in Gzce souvisi s dlilezitymi charakteristikami systému.
Naptiklad fluktuace velikosti rychlosti v souvisi s teplotou, fluktuace energie E souvisi
s tepelnou kapacitou, fluktuace poctu ¢astic N s kompresibilitou systému (0V/0p) a fluktuace
magnetizace M (hustoty dipélového momentu) se susceptibilitou (0M/0H). Tyto charakteris-
tiky systému lze relativné snadno experimentalné méfit. Pii pocitacovych simulacich je
naopak snadné sledovat fluktuace simulovanych veli¢in a z nich usuzovat na mérna tepla,
kompresibilitu a susceptibilitu systému. Naleznéme nyni varianci velikosti rychlosti.

Fluktuace rychlosti

Odvod'me nyni vztahy pro variance (rozptyly) velikosti rychlosti a kvadratu rychlosti.
VyuZijeme pfi tom hodnotu stfedni kvadratické rychlosti a stfedni rychlosti ze vztahu (3.84),
vys$§i mocniny rychlosti ziskdme pfimou integraci pres Maxwellovo rozdéleni:

varv=<v’>—-<v>?=v} —v? =3k—BT_8k_BT:(3_8/,;)kB_T_
m m
2 2 2
varv? =<v* > - <v? >2:15(kB—TJ —9(kB_Tj :6(kB_Tj )
m m m
Ob¢ variance tedy Gzce souvisi s teplotou:
T
! Varv=(3—8/7r)—kB : (3.178)
m
2
! Varvz=6(—kBTj . (3.179)
m
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Fluktuace energie
Spoctéme z definice tepelnou kapacitu pfi stalém objemu

_oU _ d _9 TV -E,(0)
Cy=or = aT[ZEnwn] = =7 (;EH(V)exp{ T D =

n

OF jaT ~(F=E, kg
{

Cy =Y E, J

F—En}

(kgT)? kegT

_SkpT —(F—E, )k
C — E B n B )
=2 { (kgT)? ]W”

Ziskany vyraz rozdélime na jednotlivé Cleny a ze souctu vytkneme veliciny, ptes které se
nescita:

S F 1 5
Cy =———=) E,w, — E,w, + E;w,.
Vv kBT - n'n kBTZ - n"n kBTZZn: n "n

Nyni jsou jiz Gpravy jednoduché:
S F 1

Cp=-—""U-—5U+—5<E’> =

C. - —(F+TS)U+<E*> -UU+<E*>  <E*>-<E>?

g T > kT kT2
Rozptyl energie proto je
! var E = kgT*Cy, . (3.180)
Po vztazich (3.178) a (3.179) jsme tedy dokdzali dals$i z fluktuacnich vztahd. Tepelna
kapacita je dana fluktuacemi energie systému! Kdyby energie nefluktuovala, systém by mél
pfi stdlém objemu nulovou tepelnou kapacitu.
Disperze dynamické proménné A
Disperze je bezrozmérna charakteristika fluktuaci (tzv. relativni fluktuace), jejiz kvadrat je
definovan vztahem

2 2
62 ==2> <2A> . (3.181)
<A>
V citateli je variance 4, ve jmenovateli kvadrat sttedni hodnoty. Pro disperzi energie snadno

ziskdme vztah

2 2 2

(55)2E<E > <2E> zvarzE:kBT 2CV . (3.182)
<E> U U

Urceme disperzi energie pro idedlni plyn, kde pro pocet stupiili volnosti f'plati U = f NkgT/2

a CV:kaB/2

1
! Op ~—— (3.183)
L] E . .
VN
Cim vétsi podet Castic systém obsahuje, tim mensi fluktuace vykazuje. Systémy s velkym
poctem c¢astic maji minimalni relativni fluktuace celkové energie. Systémy s malym poctem
¢astic maji velké relativni fluktuace energie.
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Fluktuace fyzikalnich veli¢in maji ve fyzice mimofddny vyznam. Sama piiroda na
nejelementarnéj$i urovni nuti veliciny fluktuovat. Malad fluktuace libovolné zobecnéné
soufadnice vede podle Heisenbergovych relaci neurcitosti na velkou fluktuaci odpovidajici
zobecnéné hybnosti a naopak. I sama kvantova pole lze chépat jako zobecnéné souradnice,
jimZ piislusi zobecnéné hybnosti. Ani u poli nelze fluktuace potlacit a jsou jim vlastni.
Zodpovidaji za tvorbu virtudlnich pard ve vakuu i za samotnou slozitou strukturu
Casoprostoru v malych méfitkach. Fluktuace maji vyznam také v teorii chyb, pravé fluktuace
totiz zpusobuji predpovidatelné chyby méfeni. Dalsi vyznam fluktuaci je v numerickych
simulacich. Sledovanim fluktuaci lze zjiStovat mérné teplo, susceptibilitu ¢i kompresibilitu
systému. Prestoze jsme fluktuacim vénovali relativné malou ¢ast této ucebnice, maji pro
statistickou fyziku mimotadny vyznam.

€ Piiklad 16: Naleznéte profil spektralni ¢ary zptsobeny chaotickym pohybem atomu zdroje.
Reseni: Pohybuje-li se zdroj zafeni vzhledem k pozorovateli, méni se pfijimana frekvence

podle Dopplerova jevu
v v
W=, (1+—cosa’)=a)0 (1+—ZJ :
c c

Je-1i zdrojem zafeni naptiklad n&jaky zahtaty plyn ¢i obalka hvézdy, jednotlivé atomy se
pohybuji riznymi rychlostmi ve shodé s Maxwellovym-Boltzmannovym rozd€lenim.
Pozorovatel vidi jednotlivé emisni akty frekvenéné posunuté a celkovym vysledkem je
Dopplerovo rozsifeni spektralni cary. Ze vztahu pro Doppleriv jev urc¢ime fluktuaci
frekvence zéfeni:

v 2 2 2 <v§ > 2 kgT
I w-wy=0,—= = Ao =0;-< = <Aa) >=a)0—2= 0~ -

¢ c mc

9

Nalezli jsme tak kvadratickou fluktuaci (varianci, rozptyl) frekvence. Je umérna kvadratu
zékladni frekvence a podilu tepelné energie a klidové energie jedné zafici &astice. Cim
chladngjsi plyn zaii, tim uzsi je spektralni ¢ara. Naleznéme nyni pfesny profil ¢ary. Intenzita
¢ary bude dédna zafenim, které pfichazi k pozorovateli od vSech ¢astic. Frekvencni zavislost je
zptisobena Dopplerovym jevem. Castice s uréitou projekei rychlosti v. do sméru k pozorova-
teli budou pfispivat k intenzité na odpovidajici frekvenci. Kanonickym rozdélenim bude dano
mnozstvi ¢astic s danou rychlosti (a tedy i intenzita na dané frekvenci):

dI(v,)= K exp| -mv?/2kpT |dv, .
Rychlost v, ptfevedeme na frekvenci pomoci Dopplerova vztahu
o=0)(1+v,/c) = v,=c(@-0,)/ o,

a dosadime do vztahu pro intenzitu:

5 2
mc” | W=,

2kgT | @

do .

! di(@)=Iexp| -

Spektralni ¢ara ziskava vlivem Dopplerova jevu profil Gaussova baliku.

d//dw
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3.9.2 Entropie

Entropie je veliCina, kterou jsme zavedli v termodynamice rovnovaznych procesu jako
diferencial tepla vyndsobeny integracnim faktorem. Entropie je tiplnou diferencialni formou.
Statistickd fyzika ndm poskytla dalS§i moZnou (statistickou) definici entropie jako stfedni
hodnotu logaritmu pravdépodobnosti (az na nepodstatnou konstantu):

dS:d?Q; S=—kgY w,Inw,.
n

Tim entropie souvisi s pravdépodobnosti realizace daného stavu systému. Pro entropii plati
velmi zajimavé tvrzeni:

! Entropie rovnovazného stavu je extremalni < systém podléha kanonickému, respektive
grandkanonickému rozdéleni < system je v termodynamické rovnovaze.

Termodynamickou rovnovahou nazyvame stav, ve kterém se systém uz nijak nevyviji
a neexistuji zddné makroskopické toky (ty by byly svédectvim o procesech, jez teprve vedou
k budouci termodynamické rovnovaze). V rovnovaze plati kanonické (grandkanonické)
rozdéleni a podle ptedchoziho tvrzeni entropie dosahuje pifi rovnovaze extrému (maxima).
Nerovnovazné déje v uzavieném izolovaném systému sméfuji k tomuto maximu a zvysuji
neuspoiadanost systému. A naopak, pfijmeme-li extremalnost entropie v rovnovdzném stavu
jako vychozi princip, musi platit kanonické (grandkanonické) rozdéleni. Dokazme tuto
implikaci pro grandkanonické rozd¢leni:

S=—kg) w,lnw,,
n

ZW,, =1,

n

zEan =U,

n

ZNan =N.

n

Jde o hledani extrému entropie za tii vazebnich podminek. Extrémy s vazebnimi podminkami
se hledaji metodou Lagrangeovych multiplikatorii. Zavedeme funkci:

Jde o entropii, k niz jsou pfidany vazby (nulové vyrazy) s multiplikatory A. Nyni budeme
zkoumat podminku extremalnosti nové zavedené funkce tfi proménnych.

oF

—=0 = —kBanl—kB+/ll+/12El+/13Nl = Wl:ecl+C2El+c3Nl.

a wy
Odvozené podminka je skute¢né grandkanonickym rozdélenim. Grandkanonické rozdéleni je
tak pfirozenym zpisobem provazano s extremalnosti entropie. V pfipadé¢ kanonického
rozdéleni je pocet Castic konstantni a extremalnost entropie zkoumame jen za piitomnosti
dvou vazeb. Vysledkem podobné tivahy pro konstantni pocet ¢astic je kanonické rozdéleni.

Entropicka sila

Predpokladejme, Ze v okoli systému je néjaka hmotna Castice, kterd se pohne. Svym pohybem
muze zpUsobit narlst entropie systému. Situace mize byt i opa¢na: zména entropie systému
zpusobi pohyb okolni ¢astice, tedy situaci, pii které na ¢astici plsobi sila. Energeticka bilance
bude:
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TAS = FAx, (3.184)
resp.
F=TVS, (3.185)

Takovou silu nazyvame entropickou silou. Do kategorie entropickych sil patii naptiklad
pruznost gumicky, jez souvisi se zménou entropie pfi jejim natahovani. V roce 2010 se
holandsky fyzik Erik Verlinde pokusil vysvétlit gravitaéni plisobeni jako entropickou silu
zpusobenou kvantovymi projevy mikrosvéta. Ve své teorii se opiral jednak o nartst entropie
ajednak o holograficky princip (tvrzeni, ze vesSkera informace o systému mulze byt
zakodovana na ménédimenzionalnim utvaru — naptiklad entropie ¢erné diry souvisi s jejim
povrchem). Nakolik jsou Verlindeho tvahy utopii, nebo nadéjnou hypotézou, neni zatim
znamé.

m

i
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3.10 ELEKTRICKY A MAGNETICKY AKTIVNIi SYSTEMY

3.10.1 Zakladni pojmy

Soustava nabitych ¢astic

Piedstavme si systém slozeny z N nabitych ¢astic, které jsou schopné reagovat na vné&jsi
elektricka a magneticka pole, vytvaret vlastni pole a vzajemn¢ interagovat prostfednictvim
téchto poli. Budeme-li chtit ulohu fesit v celé $ifi, musime pocitat pole z Maxwellovych
rovnic doplnénych o materidlové vztahy (vztahy popisujici jak systém reaguje na piitomnost
poli jako celek) a dale pocitat pohyby castic z Lorentzovy pohybové rovnice. Oznacme
polohu a-té Castice r, a rychlost a-té ¢astice v,. Soustava castic vykazuje jako celek dipolovy
elektricky a magneticky moment. Zopakujme v této kapitole n&které pojmy z elekttiny
a magnetismu, které budeme ke statistickému popisu potiebovat.

Elektricky dipol
Elektricky dipolovy moment pg soustavy ¢astic je definovan vztahem

! PE = 0.1, (3.186)

Pro dvojici ¢astic s opaénym nabojem a vzajemnym polohovym vektorem d da tato definice
vyraz (pro mala d hovoifime o elementarnim dipdlu)

pp=+0r, —Qr =0(r, -r_)=0d.

Interakce dipolu s vnéjsim elektrickym polem je dana energetickym piedpisem

! W..=-pg-E. (3.187)
A A A A A A A
E :>0/ )
X
o Pg - %E
+ :' S
- E

Nejnizsi interakéni energii ma dipol mifici ve sméru intenzity elektrického pole. Za nizkych
teplot nebo v silném poli bude soustava dipdlti sefazena ve sméru pole. Pfi vysokych
teplotach a slabém poli bude naopak dochéazet k fluktuacim a poloha dip6lu bude popsana
odpovidajicim statistickym rozdélenim.

¢ Piiklad 17: Naleznéte rozdéleni souboru elektrickych dipélt ve vnéjsim poli.
Wiw =P -E=-ppEcosd =

ppEcos@
dw(@,0) =K -exp| ————
(¢.0) p{ T

}dﬂ =
B
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dw(e,0) =K - exp[m} sin@dpdd =
B
dw(8) = C-exp [M} sin@ dé. )
B
Hustotu elektrického dip6élového momentu
! P= lim 2PE (3.188)
AV—=0 AV

nazyvame polarizace. Zatimco elektricky dipélovy moment pg je aditivni veli¢ina, vektor
polarizace P je intenzivni veli¢ina (hustota, jeZ nezavisi na poctu ¢éstic). Materidlovy vztah
mezi indukci a intenzitou elektrického pole lze zapsat za pomoci polarizace (polarizace
popisuje reakci systému na elektrické pole):

! D=¢,E+P(E). (3.189)

Pro slaba pole lze odezvu systému povazovat za linearni a provést Tayloriv rozvoj vektoru
polarizace do prvniho fadu (pouzivame sumacni konvenci):

oP,
P =—2FE =gy, E;; 3.190
k o, 1 =€k Ky ( )
i _1dp (3.191)

M e, OF, '

Prislusnd matice koeficientl se nazyva tenzor elektrické susceptibility. Permitivita vakua
v definici zajiStuje bezrozmérnost susceptibility. Vektorove 1ze psat

P=¢,k E. (3.192)

Vztah mezi indukei a intenzitou v limité slabych poli dava
Dy=ey E; gy=60(0y + K1), (3.193)
D=8-E; E=g,(I+&). (3.194)

Matice ¢y se nazyva tenzor permitivity. Pole D a E nemusi mifit ve stejném sméru. V dalsi
kapitole uvidime, Ze tenzor susceptibility, a tedy i permitivity, je symetricky. V homogennim
izotropnim prostfedi je matice susceptibility dokonce diagonalni a vSechny prvky na

vvvvv

D=¢E. (3.195)

Hustota vnitini energie soustavy elektrickych dipolt v elektrickém poli je dana vztahem (ply-
ne z Maxwellovych rovnic, v zdkladnich kurzech fyziky jde o hustotu energie kondenzatoru)

uE=%E-D. (3.196)

V prvni vété termodynamické budeme potiebovat jen diferencial hustoty energie, proto se
muzeme omezit na linearni rozvoj vektoru polarizace

2
uE:%E-(50E+gOK-E):gOE +%0E-1“<.E, (3.197)
dup = £,E-dE+£E - &-dE = £,E-dE+E-dP . (3.198)

Prvni ¢len souvisi s hustotou energie pole, druhy ¢len odpovida reakci latky (v naSem piipadée
soustavy dip6oli) na prilozené elektrické pole. Tato reakce souvisi s polarizaci latky
a koresponduje s vnitini energii systému

! du=E-dP. (3.199)
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Obdobné jako u elektrického dipdlu budeme nyni definovat zékladni vztahy pro interakci
magnetického pole se soustavou magnetickych dipolt.

Magneticky dipol
Magneticky dipolovy moment soustavy castic je definovan vztahem

1
! Py, =§ZQa r,Xv,. (3.200)
a

Ptedstavme si nyni nejjednodussi situaci — jednu nabitou castici obihajici po malé kruznici
(tzv. elementarni magneticky dipol).

A A A
H 0

o

Pro velikost magnetického dipolového momentu (7 oznacuje periodu obchu, / proud
zpusobeny obéhem naboje) bude podle (3.200) platit
Qv _Qr2m Q.2 g,

PMTT T T

Magneticky dipélovy moment systému stejnych castic souvisi s celkovym momentem
hybnosti L. (hmotnost ¢astice oznaCime my, aby se nepletla s magnetickym kvantovym
Cislem):

a

0 0 0
==>»r Xv,=—>» mor, Xxv, =—1L. 3.201
Pm 22(1: a a zmoza: 0 a 27’1’10 ( )

Vzhledem ktomu, Ze je v mikrosvété moment hybnosti kvantovan, je odpovidajicim
zptisobem kvantovan i magneticky moment. Interakce dipolu s vnéjSim magnetickym polem
je dana energetickym ptedpisem

! Wine =—Pm B=-1ypy-H. (3.202)

Magnetické dipdly, obdobné jako elektrické dipdly, maji snahu se sefadit ve sméru

cvwr

momentu

! M= lim 2PM (3.203)
AV—0 AV

nazyvame magnetizace. Zatimco magneticky dipdlovy moment py je aditivni veli¢ina, vektor

magnetizace M je intenzivni veliCina (hustota, jez nezavisi na poctu ¢astic). Materidlovy

vztah mezi indukci a intenzitou magnetického pole lze zapsat s pomoci vektoru magnetizace

(magnetizace popisuje reakci systému na magnetické pole):

! B = 11, [H +M(H)]. (3.204)

Pro slaba pole lze odezvu systému povazovat za linearni a provést Tayloriv rozvoj vektoru
magnetizace do prvniho fadu (pouzivame sumaéni konvenci):

oM,
M, = H, = H; 3.205
k o, 1 =X Hy ( )
oM
1 =—__k 3.206
Xk oF, ( )
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Piislusnd matice koeficientli se nazyva tenzor magnetické susceptibility. Vektorove lze psat

M=y%-H. (3.207)

Vztah mezi indukei a intenzitou v limité slabych poli dava
By=u Hys gy = o0+ Zia) - (3.208)
B=fi-H; [i=uy(1+%). (3.209)

Matice Ly se nazyva tenzor permeability. Pole B a H nemusi mifit ve stejném sméru. V dalsi
kapitole uvidime, Ze tenzor susceptibility, a tedy 1 permeability, je symetricky. V homogen-
nim izotropnim prostfedi je matice susceptibility dokonce diagonalni a vSechny prvky na

vvvvv

B=uH. (3.210)

Hustota vnitini energie soustavy elektrickych dip6li v magnetickém poli je dana vztahem
(plyne z Maxwellovych rovnic, v zékladnich kurzech fyziky jde o hustotu energie civky)

uM=%H-B. (3.211)

V prvni vété termodynamické budeme potiebovat jen diferencial hustoty energie, proto se
muzeme omezit na linearni rozvoj vektoru magnetizace

2
uMz%H.(H+z-H):%+%H-z-H, (3.212)
duy, = ttoH-dH + goH -5 -dH = goH-dH + 2 H-dM . (3.213)

Prvni ¢len souvisi s hustotou energie pole, druhy ¢len odpovida reakci latky (v naSem piipade
soustavy dipoli) na ptilozené magnetické pole. Tato reakce souvisi s magnetizaci latky
a koresponduje s vnitini energii systému

! du= gy H-dM . (3.214)

3.10.2 Magneticky aktivni materialy

Prvni véta termodynamicka a volna energie

Pro interakci elektrickych a magnetickych poli se systémem zname jen hustotu vnitini energie.
Proto budeme muset i prvni vétu termodynamickou prepsat do hustot. Zaved'me

uzg; szi; f=£; nzﬁ. (3.215)
14 Vv Vv 14

Potupné jde o hustotu vnitini energie, hustotu entropie, hustotu volné energie a koncentraci
¢astic. Pozor na kolize tohoto zavedeni. Pismen abecedy je Zalostn€ malo, a tak v mistech,
kde je vyznam veli¢iny zfejmy, pouzijeme k oznaceni i pismeno, které ma jiz jiny vyznam
(typické kolize: magnetické kvantové ¢islo — hmotnost, elektricky dipolovy moment —
hybnost, hustota volné energie — pocCet stupiii volnosti, hustota hmoty — hustota
pravdépodobnosti atd.). Pfevedme do hustot prvni vétu termodynamickou (3.19) pro
konstantni pocet Castic:

1
du=Tds —— pdV .
u Vp

Objem neni intenzivni veli¢inou a jeho vyskyt ve vztahu pro hustotu energie je nepfiijatelny,
proto ho vyjadiime za pomoci hustoty hmoty:

__dp

pV =M = pdV+Vdp=0 =
Vop
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Prvni véta termodynamicka (zapsana v hustotach) bude mit nyni tvar:

! du=Tds+2dp . (3.216)
Yo,

Nyni ptfejdéme k elektricky a magneticky aktivnim systémim. Na pravé strané ptibudou
vnitini energie systému v elektrickém a magnetickém poli (3.199) a (3.214):

! du=Tds+2dp+E-dP + yoH-dM. (3.217)
Yo,

V zakonu zachovani energie se objevuji dalsi ¢leny vyjadiujici, Zze systém mtize konat praci

elektricky a magneticky. Nezapomerite, Ze posledni ¢leny jsou skalarnim soucinem, tj. kazdy

z nich je souctem tii ¢lent. Proved'me zuplnéni diferencial prvniho, tfetiho a ¢tvrtého ¢clenu

na prave strane:

du-Ts—E-P—u,H-M) = —sdT +£dp —P-dE - M -dH .
P

Ziskavame tak vztah pro hustotu volné energie a jeji diferencial:

f=u-Ts—E-P—-u,H-M;
df =—sdT+£dp-P-dE— y,M-dH; (3.218)
P

f=7(T,p.E,H).
Derivace hustoty volné energie podle jejich proménnych daji jednotlivé koeficienty
diferencialu:
1
S:_a_f; p:pa_f; P:_a_f; M:__a_f, (3.219)
oT 20 JoE Uy OH

Znalost hustoty volné energie umoziuje zjistit hustotu entropie, stavovou rovnici, vektor
polarizace a vektor magnetizace, tedy reakce vyvolané v systému vnéjSimi poli. Posledni dvé
relace jsou vektorové, ve slozkach maji tvar

A 1
IE Mo OH,

Pomoci vztaht (3.191) a (3.206) mizeme z hustoty volné energie urcit i tenzory elektrické
a magnetické susceptibility

% =

1 0 1 9°
K1 :_——f 5 Kkl =—_—f (3.220)
a samoziejme podle vztahl (3.193) a (3.208) i1 tenzory permitivity a permeability:
9> f o> f
Er=EYO — ———— =0y ———. 3.221
b =% TG o My = HoOk H, 9H, ( )

Na prvni pohled je patrné, Ze ob& susceptibility, permitivita i permeabilita jsou symetrické
tenzory, jak jsme jiz dfive avizovali. Znalost hustoty volné energie ndm umozni vypocet
zakladnich charakteristik systému, a to jak termodynamickych, tak elektrickych a magnetic-
kych.

Stredni kvadraticka fluktuace magnetizace

Uvazujme jen magneticky aktivni material. Odvozeni provedeme diskrétn¢, magnetizace
souvisi s momentem hybnosti ¢astic a ten je kvantovany. Jednotlivé mozné stavy magnetizace
budeme indexovat indexem n.
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w, =exp| B(F =W, =exp[ B(F + 1oV M- H)]. (3.222)
Stfedni hodnota magnetizace bude dana vztahem
<M>=>M,w, (3.223)

n

Naleznéme susceptibilitu, pro jednoduchost jen v jednorozmérném problému:

_9d<M>_d
~ 0H  0H

zMn exp[ﬂf(T,H)V+ﬂ,u0Mn VH]])

n

x= ;[Mnﬁ(%l/"‘ﬂo VMnJeXp[ ])

Podobné jako jsme postupovali u odvozeni fluktuace energie, odd€lime jednotlivé Cleny
a vytkneme ze souctu veli¢iny, pies které se nescita:

2= 2 (M, B(—pg <M >V + oM, V)w,);
x=—Bug<M>VY M,w, + BugV > Miw,;

1= —Bu/ <M>* + BuV<M?>;
x= ,ByOV(<M2 >—<M >2).
Ziskali jsme tak jednoduchy vztah mezi susceptibilitou a fluktuaci magnetizace:
! 2= Bugl (<M>>=<M>*) = Buy varM . (3.224)

Dokazali jsme tak dal$i z velmi dillezitych fluktua¢nich vztaht.

Zdroje magnetického momentu, Landétv faktor

Zdrojem magnetického momentu ¢astice mize byt jak orbitalni (L), tak spinovy (S) moment
hybnosti ¢astice. Jak se vlibec v kvantové teorii sCitaji dva momenty hybnosti? Uved'me jen
ptehled vysledkl pro dva momenty oznacené L a S bez ohledu na to, co znamenaji:

L L=\Jl(l+1) h Ly=m;h; my; =—=1,-1+1,...,1-1,1
S S=\s(s+1) h Sy =mgh; mg=—s,—s+1,...,s=1s
J=L+S J=j(j+1) h; Jy=m;h; my;=—j,—j+L...,j=1j

samo vysledné kvantové ¢islo j miiZze nabyvat hodnot j = | [=s|,....01+s.

I neutralni ¢astice (naptfiklad neutron) miiZze byt zdrojem magnetického dipélového momentu,
za ktery odpovida nenulovy spin. Magneticky dip6élovy moment (3.201) je modifikovan takto:

Pv=¢ iJ. (3.225)
2m,
Velic¢ina J je celkovy moment Castice a faktor g je charakteristicky pro konkrétni ¢astici:
g=-2, elektron;
g=+5.68, proton;
g=-3.86, neutron.
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Trochu slozitéjsi je situace v takovém systému, jakym je cely atom. Zde dochézi k LS vazbé —
interakci kolektivnich orbitalnich a spinovych stupiiti volnosti celého systému. Vysledek je

(J+D)+s(s+1) =1/ +1
g=1+ JU+1) S'(S' ) =1 +1) (3.226)
2j(j+D
a nazyva se Landeéiiv faktor. Pro zéjemce zde nazna¢ime odvozeni tohoto faktoru. V kvantove
mechanickém Hamiltonianu popisuje interakci atomu s vnéjSim polem clen

I-AIint = const (I:+2§)-H .

Koeficient 2 u spinového momentu je ddn anomalnim magnetickym momentem elektronu.
V Casovém prameéru piispivaji k interakci z orbitalni 1 spinové casti jen slozky rovnobézné
s celkovym momentem J. Naleznéme proto projekci kombinace vektorti L+2S do celkového
momentu J:

[D)(I[L+28) _J-(L+28)
(I19) J?
Tuto projekei se pokusime prevést na kvadraty velikosti zakladnich momentii J 2 L% 8%

J(J+8)y _ J2+J-SJ B J2+(L+S)-SJ _J2+87+L-S
J2 I - J2 - J2

Clen LS ur&ime z rovnosti J2 = (L+ S)2 =I*+2LS+S2. Vysledek je

Py(L+2S)= J.

Py(L+2S) = J.

2, @2 2 72 @2 2, ¢2_ g2 2, ¢2 _ g2
+S85°+ -L" - 2 +S8°-L +S8°-L
J+S (J2 S7)/ J:3J 52 J = 1+J S2 y.
J 2J 2J
Vyuzijeme-li nyni kvantovani téchto veli¢in, mame vysledek
Py(L+2S) = (1+ ](]+1)+S‘(S'+1)—l(l+l)jJ‘
2j(j+1)

Faktor v zavorce je pravé Landétv faktor, ktery multiplikativné modifikuje celkovy moment
hybnosti J v disledku LS vazby.

Interakce magnetickych momentu
Energie interakce magnetického momentu s vnéj$im polem je dana vztahem

W, = —pyB=-g-2JB. (3.227)
2m0

Moment J bude mit snahu orientovat se bud’ ve sméru vnéjsiho pole, nebo proti sméru pole
podle znaménka faktoru g. Cely vyraz se Casto piSe v podob¢

0 0 on
Wii=—-85 —J.B=—g_ —myhB=-m; g =—B8.
2m0 2m0 2m0
Zlomek ve vyrazu se nazyva Bohriv magneton ug (predpokladame, Ze jde o elementarni
naboj e) — znaménko je nepodstatné, protoZze magnetické kvantové ¢islo m; probihd zaporné

1 kladné hodnoty.

eh . . .
! Wi = my; g Ug B; Hp =— my=—j,—j+1,...,j-Lj. (3.228)

Zmo ’

Pro systém magnetickych momenti musime uvazit i interakci momentli mezi sebou a namisto
indukce magnetického pole je vyhodna intenzita pole, ktera souvisi s volnou energii systému:
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Wi =2 Wo(DarPp) — gﬂo%ZJmH (3.229)
a,b 0 a

Zeemantyv jev

Ve vn¢j$im magnetickém poli se pivodné jedna energetickd hladina podle vztahu (3.228)
rozstépi na 2j+1 podhladin. To vede na Stépeni spektralnich ¢ar nazyvané Zeemaniiv jev.
Rozdil energie dvou sousednich podhladin je AE = gugB, z tohoto vztahu miZeme snadno
urcit vzdalenost mezi rozstépenymi Carami.

Magneticka rezonance

Systém magnetickych dipol ve vnéjsim magnetickém poli je schopen pohlcovat kvanta
elektromagnetického zateni, kterd odpovidaji rozdilu energetickych hladin interakce dipo6lu
svnéjSim polem. Prochazejici elektromagnetické pole vlastné zpiisobuje pireskoky
magnetického dip6lu mezi stavy s riznym m,. Energetické spektrum (3.228) je ekvidistantni
a rezonanc¢ni (pohlcované) fotony tak musi spliovat relaci:

ha)rez = gzuBB :

Snadno dopocteme rezonanéni frekvenci

1,44 MHz T pro atom,
Sfrez=KB; K= . 3 (3.230)
0,76 kHzT " pro jadro.

Magneticka rezonance se vyuziva jako UspéSna zobrazovaci metoda. Pfedmét je vnofen do
pole B a ozafen elektromagnetickym zéafenim rezonanc¢ni frekvence. Rezonance na celych
atomech (respektive jejich obalech) se nazyva elektronova magneticka rezonance (EMR)
arezonance na casticich jadra jadernda magneticka rezonance (NMR — Nuclear Magnetic
Resonation).

Curietiv zakon

Uvazujme nyni nejjednodussi mozny systém slozeny z N elementarnich magnetickych dipola,
které mohou mit jen dvé projekce magnetického dipélového momentu +up/2 (jsou napiiklad
tvofeny ¢asticemi se spinem '.) Interakce jednoho dipolu s vn€j$Sim magnetickym polem ma
jen dvé mozZné energetické hodnoty:

W = b, Both g HoliH

nt B 2

Ve skalarnim soucinu se uplatnila jen projekce magnetického dipélového momentu do sméru
pole, tedy jedna ze dvou moznych hodnot. Parti¢ni suma jednoho dip6lu bude mit jen dva

Cleny
- =exp L HoHst | exp _ totgH | | HotsH |
2 T 2k T 2 T

Parti¢ni suma soustavy N vzajemné neinteragujicich dipoli bude
N
H
Zy =2V =|2ch| £o4B 11
2kgT

Standardnim zplsobem ur¢ime hustotu volné energie a zni magnetizaci, susceptibilitu

a permeabilitu:
Fe—tprinz, =Nl o o[ HottsH ||
14 14 2kgT
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M=_ L OS _ Hs gl Mot , (3.231)
Mo OH 2 2kgT
_ _L 82f —n ﬂoﬂ% cosh™2 M (3.232)
Uy QH?>  4kgT 2T |
o°f Mot —2| MoHpH
=, — = 2200 cosh ™| 22— |, 3.233
/'t ILIO aH2 ﬂ0+n 4kBT cos 2kBT ( )

I takto jednoduchy systém (dvé mozZnosti orientace elementdrnich magnetil) ma nelinearni
chovéani. Magnetizace neni linearni funkci intenzity pole, ale obecnou funkci M = M(H).
Magnetizace vykazuje pii vysokych polich a nizkych teplotach saturaci (ziskd maximalni
hodnotu nezavislou na velikosti pole). VSechny spiny jsou za téchto podminek zorientovany
ve sméru pole. Hodnota saturace je

Provedeme-li linearizaci vztahu pro slaba pole, dostavame

2
_oM|  _ nHoMs (3.234)
OH|,_,  4kyT

M=yH,

Susceptibilita je nepfimo imérna teploté magnetika. Tento vztah se nazyva Curieiv zdkon
a plati jen v limit¢ slabych poli.

M M

My [ceneaseneass oo T M
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3.10.3 Mrizové modely

z 4 A 7' Pfipustime-li vice moznych hodnot spinli a jejich interakci
navzajem, je vypolet particni sumy vétSinou neptfekonatelnym
2 x } } problémem. Proto se Casto vyuziva relativné jednoduchy model

spinl lokalizovanych ve vrcholech pravothlé mfiize, ktery v mnoha
piipadech svym chovanim velmi dobfe odpovida skutecnym

T ¥ Y ¥ materialim. Zpravidla se predpoklada, ze spolu vzijemné
interaguji jen nejblizsi spiny v sousednich vrcholech mtize, takové
X 4 ¥ % sousedni vrcholy oznaCujeme <a,b> . Interakéni predpis je

analogicky vyrazu (3.229), jen soucet vzajemné¢ interakce probihé pies nejblizsi sousedy:

Wit = 2, Wo(6,,6,) — Ky 06,-H . (3.235)

<a,b> a

VeliCiny o charakterizuji spinovy moment a jsou umeérné magnetickému momentu. Podle
typu vzajemné interakce W, rozliSujeme jednotlivé modely.

Isingtiv model

Jde o nejjednodussi mozny model. Spiny mohou nabyvat jen dvou hodnot (napiiklad
,hahoru® a ,,doli*) a interak¢ni energie je dana predpisem (veskeré koeficienty a konstanty
jsou zahrnuty do interakéni konstanty J)

W =— 2, JO,0, ;  0€{-1+1}. (3.236)

<a,b>

Hodnota +1 oznacuje spin mifici vzhiiru, hodnota —1 spin mifici dolti. Pro J > 0 pfispéji dva
sousedni shodné orientované spiny k energii hodnotou —J, dva opa¢né orientované spiny
hodnotou +J. Pii nizkych teplotdich ma systém snahu zaujmout co nejnizsi energii a vznikaji
proto domény souhlasné orientovanych spint (Weissovy domény). Jejich teorii rozpracoval
francouzsky fyzik Pierre-Ernest Weiss (1865-1940). Pti vysokych teplotach jsou spiny
orientovany nahodné. JiZ tento jednoduchy model vykazuje zakladni vlastnosti feromagnetik.
Pti nizkych teplotach existuje uspordadana faze, pti vysokych teplotach chaoticka faze. Mezi
obéma fazemi nastava fazovy prechod pii tzv. Curieové teploté 7¢. Je pojmenovana podle
francouzského fyzika Pierra Curieho (1859-1906). Pro J <0 jsou pii nizkych teplotach
preferovany nesouhlasné orientované spiny a systém vykazuje antiferomagnetické vlastnosti.
V jednorozmérném problému je nalezeni particni sumy i za pfitomnosti vnéjsich poli trividlni
zalezitosti. Ulohu analyticky vyfesil v ramci své disertaéni prace Ernst Ising (1900—1998)
v roce 1925. Ukazal, Ze v linedrnim fetézci spind je situace natolik jednoduchd, ze nedochazi
k fazovému ptfechodu. Ve dvou dimenzich vyftesil problém s pomoci vyttibenych grafickych
metod Lars Onsager (1903—-1976) v roce 1944. Ve 2D Isingové modelu jiz Curietv fazovy
piechod existuje. Obecné analytické feSeni ve tiech dimenzich neni znamé a parti¢ni suma,
magnetizace a susceptibilita se dohledavaji numericky.

Pottstiv model
Jde o Q stavovy model s podobnym interakénim ptedpisem jako Isingiiv model:

Wie== 2, 05,5 O€fl,....,0. (3.237)

<a,b>

Spiny se mohou orientovat do Q smérti, sousedni souhlasn¢ orientované spiny piispeji
k energii hodnotou —J, ostatni k energii nepfispé&ji. Model mé opét uspotadanou nizkoteplotni
fazi, ve které se vyskytuji domény souhlasné orientovanych spinti a vysokoteplotni chaotic-
kou fazi. Ob¢ faze jsou oddéleny Curieovym fazovym prechodem, ktery probihd pti Curieové
teploté 7c. Model je pojmenovan podle australského fyzika Renfreye Pottse (1925-2005).
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Zq model
Jde o O stavovy model s interakci danou kosinem vzajemného tthlu mezi nimi:

2
W == 3 Joos(@,-a); @& =—0,; oell,..,0} (3.238)

<a,b> Q

Model mé pro velka Q tfi faze: Nizkoteplotni uspotfddanou fazi s typickymi doménami,
,soft* fazi pti stfednich teplotach, pti které se sousedni spiny svou orientaci 1i§i jen velmi
malo. Vznikaji charakteristické viry nebo spinové viny. Dalsi fazi je vysokoteplotni chaoticka
faze. Fazovy ptfechod z nizkoteplotni faze k ,soft fazi se nazyvd Curietiv piechod (7¢),
fazovy ptechod ze ,soft” faze do vysokoteplotni faze se nazyva Kosterlitziv-Thoulessiv
ptechod (7k). Jde o pfechod, pfi kterém je susceptibilita spojitd. Ke ztraté uspotradanosti pfi
ptechodu ze ,,soft” do chaotické faze dochazi diky pricnym fluktuacim (tzv. Goldstoneovym
modim). Pfechod opacnym smérem (od neuspotfadané k ,,soft* fazi) 1ze chapat jako naruSeni
rotacni symetrie, pii kterém se objevi Goldstoneovy mody fluktuaci. Pfechod je nazvan podle
amerického fyzika Johna Michaela Kosterlitze a skotského fyzika Davida Thoulesse (1934).

Heisenbergiv model
Jde o spojity model, ktery piipousti veskeré orientace spint. Energeticky ptedpis interakce je:

Wi == D, Jeos(a,—0);  @,€<0,27). (3.239)

<a,b>

Tiirozmérna varianta se nazyva Heisenbergiiv model, dvojrozmérna varianta se nazyva XY
model. Modely maji jen dvé faze: pro nizkoteplotni ,,soft* fazi jsou charakteristické dvojice
vir a spinové vilny; vysokoteplotni fdze ma spiny orientovany chaoticky. Obé faze jsou
oddélené Kosterlitzovym-Thoulessovym piechodem. U materidlli tohoto typu neexistuje faze
s doménami. K Heisenbergovym magnetim patii napiiklad materidl oznaCovany GSO
s chemickym slozenim Gd,;Sn,O».

Spinova skla

Jde o materialy, u kterych se vazbova konstanta J li§i od dvojice spinti ke dvojici. Casto ma
nahodny charakter. Energeticky predpis je

Wi == D, Jap [(0,.0p) . (3.240)

<a,b>

V takovém materidlu neexistuje korelace na velké vzdalenosti. Pro spinova skla je
charakteristicka existence mnoha metastabilnich stavii, jejichz experimentalni studium je
mimofadné obtizné. Numerické simulace umoznuji alesponn ramcové studium téchto
zajimavych materiali. Ke spinovym sklim patii napiiklad materidl s chemickym slozenim
LiHo,Y.,F4. Pro vysoky podil holmia jde o feromagnetikum, pro x < 0,25 jde o spinové sklo.
Magnetick¢é momenty holmia interaguji témét vyhrade dipdlove, energeticky predpis je
obdobny Isingovu modelu, ale s chaotickym chovanim interak¢ni konstanty. Jinym velice
zajimavym materidlem je slouCenina PrAu,Si,. Prestoze jde o dobfe usporadanou
krystalickou strukturu, pii nizkych teplotach vykazuje vlastnosti spinovych skel.
Mechanizmem vzniku je tzv. dynamicka frustrace — jev, pii kterém dynamické fluktuace v
krystalu znemozni korelace magnetickych momentt na vétsi vzdalenosti. K frustraci dochézi
silové interakce ,,soutézi* o dosazeni nékteré¢ho z nich. Vysledkem je vytuhnuti materidlu ve
stavu spinového skla s chaotickymi vazebnimi konstantami.
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Na levém obrazku vidite vysledek Monte Carlo simulace Zo modelu Metropolisovou metodou pfi
vysoké teploté (neuspofadana vysokoteplotni faze) a na pravém obrazku ,soft* fazi pfi nizsi teploté.
Modré krajni Sipky oznacuji spole¢nou levou a pravou, respektive horni a dolni hranu systému (byly
pouzity periodické okrajové podminky).

Hubbardiv model

Ani bouflivé se rozvijejici vypocetni technika neumoziuje simulace elektronovych systému
s mnoha (naptiklad 10%) elektrony. V takovych situacich se pokousime sledovany systém
rozumné zjednodusit. Natolik rozumné, aby jesté popisoval vlastnosti skute¢né latky, kterou
chceme zkoumat. Predstavme si, Ze elektrony mohou byt lokalizovany jen v urcitych mistech,
naptiklad ve vrcholech pravidelné miize. Tak je tomu tieba v krystalickych latkach, kde je
elektron v blizkosti urcitého iontu. Nicméné modely elektroni na miizi maji mnohem Sirsi
uplatnéni a lze pomoci nich obecné modelovat systémy se siln¢ korelovanymi elektrony,

napiiklad vysokoteplotni supravodice.

K nejjednodussim modelim tohoto typu patii tzv. Hubbardiv model. Elektrony jsou
kreovany a anihilovany ve vrcholech miize tak, aby jejich chovani odpovidalo energii
systému pii dané teploté. Energie systému se sklada ze dvou odlisnych ¢lend.

Wi ==t D (Aiohyo +aioho |+ U N, 5 Mug Shighyg . (3.241)
a

<a,b>,0

Prvni ¢len je dan interakci nejblizSich sousedd (soucet pres vSechny dvojice nejblizSich
vrcholil). Vazebni konstanta této interakce je oznadena ¢, symbol a” oznaduje kreaéni operator
elektronu se spinem ¢ v daném vrcholu, symbol a anihila¢ni operator. Tento ¢len umoziuje
,preskakovani ¢i ,,tunelovani® elektronii z jednoho vrcholu miize do druhého. Druhd cast
energie je souctem pies vSechny vrcholy, Symbol n,, znamena pocet jedincti se spinem c
v daném vrcholu. Kladnd vazebni konstanta U znamend repulzi elektronii na malych
vzdalenostech: Pokud je ve vrcholu jeden elektron se spinem 1 a jeden elektron se spinem |,
ptispéji k celkové energetické bilanci kladnou hodnotou U, pokud je ve vrcholu jediny
elektron, pfisp&je tento vrchol nulovou hodnotou. Za nizkych teplot jsou preferovany stavy s
co mozna nejnizsi energii, tedy jediny elektron ve vrcholu miiZze. Oba energetické cleny
znamenaji v jistém smyslu parovou interakci. Prvni ¢len se tyka interakce elektronti ve dvou
nejbliz8ich vrcholech miiZe. Druhy se tyka interakce dvojice elektrond v jednom jediném
vrcholu (Coulombicka repulze). V redlnych materialech je podil vazebnich konstant U/t mezi
10 az 50.
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Model navrhl anglicky fyzik John Hubbard (1931-1980) v roce 1963 k popisu chovéni
elektrond v pevnych latkdch. Pomoci Hubbardova modelu lze snadno simulovat piechod
latky mezi vodivym a nevodivym stavem. Dnes se model vyuzivd k popisu chovani
ultrachladnych atomi zachycenych v optické mtizi (pravideln¢ se stiidajici minima a maxima
elektrického potencialu, jez vznikla interferenci dvou nebo vice laserovych svazkil). Pivodni
model byl navrzen pro dva fermiony, pozdé¢ji se objevila i bosonova varianta Hubbardova
modelu a riizné dalsi uzitecné modifikace. Modely se nemusi omezovat na pravouhlou mfiiz,
interakce nemusi probihat jen mezi nejbliz§imi sousedy, ale napfiklad 1 mezi sousedy na
uhlopficce s vazebni konstantou ¢', uvazuji se modely v mnoha dimenzich, atd.

) y §
%

Hubbardiv model.

t-J model

V roce 1977 polsky fyzik Jozef Spalek upravil Hubbardiiv model pro velké hodnoty
interak¢ni konstanty U do podoby se dvéma parovymi interakcemi mezi nejbliz§Simi vrcholy
miizZe:

VVint:_t Z (é;—déb0'+é-b'-0'éa0')+JZ(Sa‘Sb_nanb/4);

<a,b>,0 a
Co =, (l-ny5);  nmg=nqp+n,; J="—; (3.242)
_(a+t a At oa
S = (8,185 480,10 1,12

Model byl nazvan podle oznaceni vazebnich konstant téchto interakci jako tzv. t-J model.
Clen s vazebni konstantou ¢ je podobny prvnimu &lenu Hubbardova modelu. Druhy &len
s vazebni konstantou J = 2¢/U obsahuje skalarni sou¢in dvou sousednich spini, obdobné jako
Heisenbergiiv model. Operatory ¢ a ¢ vystupujici v modelu se nazyvaji projekce anihilaéniho
a kreac¢niho operatoru. Pomoci tohoto modelu se podafilo vysvétlit chovani Mottovych
izolatort véetné jejich feromagnetizmu. Mottovy izolatory jsou nevodivé materidly, které by
podle standardni pasové teorie mély byt vodi¢i. Nevodivost je zplisobena parovymi
interakcemi elektron-elektron, které pasova teorie neuvazuje. Jev se vyskytuje za nizkych
teplot naptiklad u NiO nebo CoO. Pozdéji se t-J model stal GspéSnym ipii vysvétleni
vysokoteplotni supravodivosti keramickych materidla, napiiklad La; SrxCuQO,4, kterou
objevili Karl Allex Miiller a Johannes George Bednorz v roce 1986.
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3.11 MONTE CARLO METODY

Monte Carlo metody vyuzivaji k vypoctim generatord ndhodnych
¢isel a u mnoharozmérnych integrald nebo pii vypoctu parti¢ni
sumy jsou casto jedinym zpusobem zjisténi vysledku. Témér
kazdy programovaci jazyk ma implementovano n€kolik generatora
nahodnych cisel v intervalu <0,1) rizné kvality. Ukazme si

princip metody na algoritmu pro nalezeni ¢isla 7 jednoduchou
Monte Carlo metodou. V kartézském soufadnicovém systému
budeme mit ctverec < 0,1 >x<0,1>. Vyuzijeme n&jaky vestavény

generator y; ¢isel v intervalu <0,1) a vygenerujeme mnoho bodi ,,padnoucich® do plochy
Ctverce:

X=72i-1>

Y=Va i=12,...
Budeme sledovat celkovy pocet generovanych bodu N a déle pocet bodi N, které padly do
jednotkového kruhu na obrazku (spliuji relaci x? + y2 < 1). Pro dosti velky pocet bodl jsou
jejich pocty umérné plocham obrazcti:

No . plocha kruhu TR*

N_ plochaétverce (2R)* 4

Pouhym pocitanim generovanych bodu tak mizeme pfi znacném poctu kroki urcit s vysokou
piesnosti Cislo .

Je jasné, Ze pro Monte Carlo vypocty je dosti Casto rozhodujici kvalita a rychlost generatoru
nahodnych cisel. K nej€astéji pouzivanym generatorim pii MC vypoctech patii:

a) Linedrni multiplikativni kongruencni generator (LCG), ma maximalni periodu M —1.
Vi=(A %, +C)mod P, (3.243)

V generované posloupnosti dochazi ke korelacim typu 2". Tento typ generatoru je
vyhodny, vyuziva-li k provedeni funkce modulo architektury pocitace:

P=2F 1=8n+3; napft.: p=2" 1=2194+3.
b) Kombinovany LCG generdtor s maximalni periodou P, - P, :
gl' = (ﬂ’l .gl'—l + Cl)mOdPI ,
ni = (12 . ni—l + Cz)mOdPZ , (3244)

7; =(&; +n;) mod max(Py, P,).

c) Fibonacciho generatory, které vyuzivaji ke generovani i star§i cleny posloupnosti
nahodnych ¢isel:
Vi =S ViepsViog)mod P. (3.245)

Tyto generatory maji zpravidla vynikajici vlastnosti, je vSak tfeba uchovavat urcity pocet
vygenerovanych cisel. Funkce f mtize byt naptiklad prostym nasobenim.

3.11.1 Realizace rozdéleni

Casto potfebujeme jiny generator neZ je rovnomérny. Napiiklad miZzeme chtit zkonstruovat
generator, ktery ndm bude generovat déje ve shodé¢ snéjakym pravdépodobnostnim
rozdélenim. V této kapitole se naucime nékteré zpusoby realizace pravdépodobnostnich
rozd¢leni.
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Metoda stielby (distribucni funkce)
Pfedstavme si, Ze mame N d&jii s pravdépodobnostmi wy,w,,..., wy . Graficky miiZeme
pravdépodobnostni rozdéleni znazornit takto (na obrazku vlevo bylo zvoleno 5 d&ju):

Wi

W, £

? ?
w5T
5

Il
’ —_
)
w
=
= =
N

W Wy W3

w. w
2
w e 4

1 2 3 4

V matematice se nékdy zavadi nahodna veli¢ina & v prvnim fadku je hodnota veliiny &

(potadi d¢je) a ve druhém tadku pravdépodobnost déje. Vytvoime schody, u kterych bude
vyska jednotlivych stupiiti odpovidat velikosti pravdépodobnosti déje:

D, k

2 [T T

ye(ol> —> ws

_— Wy
é Wl —
1 2 3 4 5
V matematice se takovéto schody nazyvaji distribucni posloupnost (ve spojitém pripadée
distribu¢ni funkce), jde o postupné nacitdni hodnot pravdépodobnosti. Posledni schod musi
proto byt ve vySce 1, protoze je souctem vSech pravdépodobnosti. Distribu¢ni posloupnost je
definovéana predpisem

k
D= w;. (3.246)
=1

Vzdy jde o rostouci posloupnost s hodnotami mezi 0 a 1. Pravé toho se vyuziva pii MC
realizaci déje. Mnohokrat opakovane generujeme nahodné ¢islo z intervalu <0,1) a kazdé si
pfedstavime si ho jako stielu, kterd zleva nalétdva na nase schody. Zjistime, do kterého
schodu se stfela trefila (viz obrazek). Padla-li do schodu %, prohlasime, ze nastal dé&j k.
Vzhledem k tomu, Ze vyska schodu odpovidd pravdépodobnosti d¢je, generujeme nahodné
d¢je presné ve shodé€ s pravdépodobnostnim rozdélenim.

Ve spojitém piipadé¢ mizeme postupovat po- 1)

dobné¢. Je-li hustota pravdépodobnosti f(x),
zavedeme distribucni funkci predpisem ¥

D(x) = T rode. oy P (xl)

Opét jde o rostouci funkei s limitou v pravém y
krajnim bodé¢ danou souctem vSech pravde- >
podobnosti lim D(x)=1.

X—>o0 X0
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Metodou stielby mlzeme stejné jako v diskrétnim ptipadé realizovat rozdéleni pomoci
rovnomérného generétoru y z intervalu < 0,1). Rekneme, Ze padl d&j x,, je-li D(x,)=7. Pro
uskutecnény d¢j tedy plati
xo=D7'(p). (3.248)

Cely postup realizace daného rozd¢leni je proto ve spojitém piipade nésledujici:

1. nalezneme distribucni funkci D(x),

2. nalezneme inverzni funkci k D(x),

3. generujeme rovnomérné ndhodné cislo ye <0,1),

4.

prohlasime, Ze ,,padl“ d&j x=D"'(y).

4 Piiklad 18: Realizujte rovnomérné rozdéleni na intervalu (a,b) .

Hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni je konstantni funkce f(x). Hodnotu
konstanty uré¢ime z normovaci podminky:

1
b—a

b
fO=K; [f@d=1 = Kb-a=1 = f(=

Nyni snadno nalezneme distribucni funkci

X—a

b—a

D) =[f(x)d'=

a polozime ji funkci rovnou ndhodnému ¢islu y z intervalu < 0,1) a provedeme inverzi:

b—a
Vysledek je zcela ptirozeny: Ndhodné Cislo ¥ mezi 0 a 1 roztdhneme koeficientem (b—a)na

D(x)=y = =y = x=a+yb-a).

novy interval a posuneme o hodnotu a do poc¢atku nového intervalu. D

€ Piiklad 19: Realizujte rozd8leni Kx” na intervalu (—1,+1).

Nejprve ur¢ime normovaci konstantu rozdéleni K:

() .
f=k?; [ fde=1 =
-1

D) K=> = fm= i

""""""" r-——""""""""7 2 2
/ Jako dalsi krok nalezneme distribu¢ni funkci D(x):
X 3
N X0+1
/_ . D(X):If(x)dx: ) .
-1

~1 1
Distribu¢ni funkci polozime rovnou ndhodnému Ccislu y zintervalu <0,1) a provedeme
inverzi:

3
Dx)=y = x2+1:7 =  x=32y-1.

Vysledkem je nerovnomérny generator na intervalu (—1, 1). Ve shod¢ s touto hustotou prav-
dépodobnosti nejcastéji padaji hodnoty na krajich intervalu a nejméné Casto uprostred. Na
distribu¢ni funkci je dobie patrné, Ze trefit se ,,stfelou” do pozice x = 0 je témét nemozné. D
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€ Piiklad 20: Realizujte rozdéleni exp[—x] na intervalu (0,0).

Normovana hustota pravdépodobnosti je f(x) =exp[—x], distribucni funkce po vypoctu
integralu vyjde D(x) =1 — exp[—x]. Polozme D(x) =7y, tedy 1 —exp[—x] =7, a po inverzi
mame vysledek x =—In[1—y]. Vzhledem k tomu, Ze ya 1—y maji na intervalu (0, 1) stejné
rovnomé&rné rozdéleni, postaci volit

x=—Iny. D

Poznamka: Pozor na nazvoslovi: Hustota pravdépodobnosti se ve fyzice nékdy nazyva rozdélovaci
funkce (nékdy také distribu€ni funkce). V matematice je vzdy distribucni funkce je integralem s horni
proménnou mezi z hustoty pravdépodobnosti. Tak budeme chapat distribucni funkci i v tomto sylabu.

Metoda von Neumanna
M¢jme hustotu pravdépodobnosti f'(x) definovanou na f
kone¢ném intervalu (a, b). Nalezneme co nejmensi
obdélnik, do kterého se vejde graf kiivky f(x). Na M|~~~
volbé vysky M nezalezi, postaci M > f(x) pro V x, ale
metoda je nejucinngjs$i pro co mozna nejmensi hodno-
tu M. Nejprve generujeme ndhodny bod v obdélniku:
T =a+7/1(b—a),
m=My,.
Pravdépodobnost, ze padne d¢& v intervalu Ax je
umeérna plose pod kiivkou, protoze AP =fAx. Staci
tedy algoritmus doplnit tak, aby odpovidal imérnosti této plose:

m<fm) =  padld¢ x=7;
n, = f(n) = volime novy bod [77,,7,].

Metodu von Neumanna lze aplikovat vzdy, ale neni tak G¢inné jako metoda strelby (inverzni
funkce, distribu¢ni funkce). Tyto metody jsou lepsi, pokud se podafi nalézt inverzni funkci
k distribuéni funkei.

Metoda superpozice

Necht’
m m
f@=Ye fitx); D=1, jf(x)dx: jf,.(x)dx:L
i=1 i=1 Q Q
Zaved’'me soucet parcialnich distribu¢nich funkei pro jednotliva f;:
m
D(x)=> ¢; Dy(x)
i=1

K realizaci rozdé€leni vede tento algoritmus:

2 eem

1. Zavedeme nahodnou veli¢inu & =( J a generujeme rovnomerné nahodné

cl Cz oo Cm
¢islo y;€<0,1). Podle n¢které z predchozich metod (nejlépe metodou stielby). Potom
zvolime podle pravdépodobnosti ¢y, c,, ..., c,, néktery zd&h ke {1,2,...,m}.

2. Generujeme ndhodné Cislo 7, € <0,1) a realizujeme rozdéleni f) (x) nckterou z metod

(inverzni funkce, von Neumannova).
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¢ Piiklad 21: Realizujte rozdéleni f(x)= % [1 +(x— 1)4} na intervalu (0, 2).

Metoda inverzni funkce pro celou hustotu pravdépodobnosti je principielné mozna, ale
zbytecné¢ slozita. Hustotu pravdépodobnosti rozlozime takto (urCime f; a f; s koeficienty tak,
aby byly normovany k jedné, a poté nalezneme koeficienty c; a ¢y

1 5 5 1
=5 HE=2G-D" = f@=C )+ L),
Distribu¢ni funkce nyni bude:
_3 1 : _x. _1 S
D@W=2Dy(x) + D) D)= Dy()=o[1+ (-1 .
Nejprve generujeme Cislo ; a rozhodneme se podle pfedpisu:

" <% = padl dgj1;

;/12% —  padldg2.

Poté pouzijeme metodu inverzni funkce. Generujeme ¥, a vyuzijeme piedpis:
pro d¢j 1: x=2y,;
pro d¢&j 2: x=1+m.
Celou metodu mizeme shrnout takto: Generujeme dvojici ndhodnych ¢isel v intervalu (0,1)

a vyuzijeme piedpis:

5
2y,, 71<g;

1+3/2y, -1, ;/122 :
6
Zajimavé realizace nékterych rozdéleni
L expp-2;
27 27

Generujeme dvojici ¥;,¥, nahodnych cisel z intervalu (0,1) . Potom dvé hodnoty Gaussova

Gaussovo rozdélent: f(x)= X€E (—o0,00).

rozd¢leni jsou:
x| =+/—2Iny; cos(2rmy,);
Xy = 1[—2111 }/1 Sln(Zﬂ'}/z) .
a}’l
Gama rozdélent: f(x)= T X" exp[—ax]; x€(0,0); n>0, a>0.
n
Pron=1,2,3... generujeme 1, ¥5,...,¥,,... a uréime hodnoty

1
xn=—;1n(71-72~--7n).

Body uvnitr koule o poloméru R:

Budeme generovat rovnomérné body v kouli o poloméru R. K feSeni vyuzijeme sférické
soufadnice (r,¢,0):

r=R3yy; @ =21y, ; cos@ =2y;—1.
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b
Vypoéet uréitého integralu If(x)dx :
a
Mnohokrat po sobé generujeme bod z defini¢niho intervalu hledaného integralu (a, b):
x;=a+y;(b-a).

Nyni najdeme sttedni hodnotu integrované funkce f'na integra¢nim intervalu (a, b):
_ 1
f==21(x).
n =
i=1
Integral je potom ptiblizné roven ploSe obdélnika s vyskou rovnou stfedni hodnoté f:

b
[f)de = fo(b-a).

~ s~

3.11.2 MC metody pro mrizové modely

Vyuziti Monte Carlo metod ve fyzice a pfirodnich védach ukaZzeme na problematice
miizovych modelii feromagnetik. Kazdy mozny stav spinti na miizi budeme chépat jako
ur¢itou moZnou konfiguraci .4;. Parti€ni suma je potom sou¢tem Boltzmannovych faktord
ptes vSechny mozné konfigurace na mfizi (Hy je hamiltonian pro N spinli na mfizi):

2= expl-BH ()]

Vzhledem k tomu, ze s¢itani pies vSechny konfigurace znamend velké mnozstvi soucti pres
jednotlivé stupné volnosti systému, neni vhodné pii vypoctu pouzivat piimé numerické
metody. Ani ndhodny MC vybér ¢leni sumace neni vhodny vzhledem k faktoru exp[—fHNx],
ktery se mize ménit o mnoho fadd. UGinngjsi je vybrat statisticky ,reprezentativ-
ni“ posloupnost konfiguraci {47}z, kterd simuluje soubor stavii v termodynamické rovnovaze
pfi teplot¢ 7. Ozna¢me P; pravdépodobnost vyskytu konfigurace .4#; v reprezentativni
posloupnosti. Nyni je tfeba reprezentativni posloupnost zkonstruovat tak, aby pravdépo-
dobnosti vyskytu jednotlivych konfiguraci konvergovaly ke kanonickému rovnovaznému
rozdéleni:

P.— P, (3.249)
Tuto konstrukci lze provést Markovovym procesem, ktery je urCen pravdépodobnosti

prechodu w;_,; z konfigurace -%; do konfigurace .4;. Postacujici podminkou pro konvergenci je
tzv. balancni podminka

Pw,_, . = PSw, (3.250)

kterou museji spliiovat pravdépodobnosti w;_,;. Tato podminka zajist'uje, ze matice w;_,; ma za
vlastni vektor Boltzmannovo rozdéleni, a tedy pievede soubor v termodynamické rovnovaze
na sebe. Konvergenci (3.249) 1ze potom dokazat z véty o kontrahujicim zobrazeni. Balan¢ni
podminka (3.250) vyjadiuje fakt, Ze v termodynamické rovnovaze je pocet systémut souboru
prechézejicich z 4; do ). roven poctu systéml souboru piechazejicich z -4;. do -4;. Pomoci
kanonického rozdéleni lze balan¢ni podminku piepsat na tvar

W: -
L = exp| ~B(H y (H;)~ Hy (4) | - (3.251)

Wisi

Je-1i balan¢ni podminka splnéna, mizeme stfedni hodnotu libovolné dynamické proménné
odhadnout prostym stfedovanim pies generovanou reprezentativni posloupnost:
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()~ A= 1 D OAWK). (3.252)

s
Pti M dosti velkém A dosti dobfe aproximuje <4>. Balan¢ni podminka neuréuje pravdépo-
dobnosti pfechodu w;_,; jednozna¢né. Reprezentativni posloupnost {.4;}r lze naptiklad ziskat
tak, ze dvé nasledné konfigurace 4;. a .4i1. se od sebe 1isi jen hodnotami spinii na n¢jaké
podmnoziné¢ miize nebo dokonce v jediném vrcholu miize. V tomto ptipadé¢ dalsi clen
reprezentativni posloupnosti ziskame tak, Ze systematicky nebo ndhodné vybirdme vrchol
miize a vtomto vrcholu zaménime spin s odpovidajici pravdépodobnosti. Ani nyni neni
pravdépodobnost w;_,; ur¢ena jednozna¢né. Existuji tfi zdkladni metody, které balan¢ni
podminku splituji a pomoci nichZ lze generovat reprezentativni posloupnost.
Metropolisova metoda
Splnéni balanéni podminky Ize naptiklad zajistit timto pfedpisem:
exp[-BoH] pro 0H >0

= ; OH=Hy(H;)—Hy(A). 3.253

i—j { 1 pro SH <0 N( ]) N( lz) ( )
Nahodn¢ vybereme novou konfiguraci .4 . Je-li O0H <0 povazujeme H; za nasledujici Clen

reprezentativni posloupnosti. Je-li 0H >0 generujeme nahodné ¢islo ye (0,1) a pro

y S exp[-f6H] povazujeme -#; za novou konfiguraci, pro Wi

y > exp[—fBoH] ponechame puvodni konfiguraci 4; jako — m————— Metropolisova
novy Clen posloupnosti. Konfiguraci s niz§i energii tedy th metoda metoda
volime za novou vzdy. Pravdépodobnost volby konfigurace \
s vy$§i energii nez stavajici exponencidlné klesa s rozdilem

energii. OH

Metoda teplotni lazné
Dalsi ptedpis, kterym splnime balan¢ni podminku je

el BH )] (250

T Y expl-BH y (H)]
k

Tato metoda je pomalejs$i nez Metropolisova metoda (je nutné pocitat sumu ve jmenovateli),
ale rychleji konverguje ktermodynamické rovnovdze a pro stiedovani (3.252) pfes
reprezentativni posloupnost 1ze vzit mensi pocet ¢lent. To je zplisobeno tim, Ze vybér spinu
v daném vrcholu nezavisi na ptivodni hodnoté spinu v tomto vrcholu.

Metoda s hyperbolickou tangentou

=]

W, :%{1-&{@)} SH =H, (K, ~ H, (). (3.255)

Metoda je velmi podobnd Metropolisové metodé€, z hlediska konvergence dokonce miva
Poznamky:

e MC metody zpravidla selhavaji v blizkosti fazovych prechodll, kdy se neimérné prodluzuji
relaxacni ¢asy.

e MC vypocet probiha pfi konstantni teploté. DalSi vypoCet muzeme odstartovat s pozménénou
teplotou a postupné timto zplsobem simulovat teplotni prabéh veli¢in.

e Mérna tepla a susceptibility je vyhodnéjsi pocitat z fluktuaci nez z derivaci zavislosti na teploté a
magnetickém poli ziskanych ze simulaci.

e Zavislost na velikosti mfiZe Ize ¢aste¢né eliminovat periodickymi okrajovymi podminkami.
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Weissovy domény v Pottsové modelu simulované Metropoli-
sovou metodou. Pfi simulaci byly pouzity periodické okrajové
podminky (leva a prava strana maji spole¢né modré spiny,
horni a dolni taktéz.

3.11.3 Optimalizace a rizené ochlazovani

Typickou ulohou pro Monte Carlo metody je optimalizace n¢jaké situace. Uved’'me priklady

optimalizac¢nich problémd:

e Nalezeni zakladniho stavu (stavu s minimalni energii) pro systém s komplikovanym
hamiltonianem, naptiklad pro spinové sklo.

e Nalezeni extrému komplikované funkce s tisici maximy a minimy. Zejména je tieba, aby
numerickd metoda neskoncila v nékterém z cetnych lokalnich minim ¢i maxim.

e Probléem obchodnika. Obchodnik ma navstivit vét§i pocet mést, znamy jsou silnicni
vzdalenosti mezi jednotlivymi mésty. Je tfeba navrhnout pro obchodnika optimalni
trajektorii tak, aby vyfizovanim zalezitosti stravil co nejméné Casu.

e Problém rozvrhu. Je tieba optimaln€ navrhnout vyuziti uceben, ¢asu pedagogii a zakl na
néjaké velké Skole (nikoli na FEL, zde se ptesouvaji karticky v rozvrhu ru¢né).

e Navrhy plosného spoje. Ze znalosti rozméri soucastek, rozmisténi vyvodl, schématu
jejich propojeni a riznych omezeni znamych pii rozmistovani soucastek navrhnout
optimalni feSeni ploSného spoje.

Jednou z moznych metod feSeni té€chto ukoll je metoda SA (Simulated Annealing — fizené
ochlazovani). Usttedni veli¢inou je zavedeni funkce naklada (tzv. Cost function) C. Do této
funkce musi byt zahrnuta veSkera problematika optimalizace. Naptiklad pifi hledani
zakladniho stavu je optimalizovanou funkci sam hamiltonidn, hledame nejnizs$i energeticky
stav. U problému obchodnika mtize byt optimalizovanou funkci celkovy cas straveny na
cestach, atd. K problému jako parametr uméle pfifadime teplotu a podle napiiklad
Metropolisovy metody generujeme reprezentativni posloupnost. Ulohu energie pievezme
optimalizovana funkce m.

Po mnoha krocich nepatrné snizime teplotu a opét generujeme reprezentativni posloupnost.
Generujeme typické stavy problému pii dané teploté. Postupnym sniZzovanim teploty se
blizime ke stavu s nejniz$i hodnotou energie (funkce nakladil). Nenulova teplota vnasi do
metody ndhodny prvek a zajistuje nenulovou pravdépodobnost uniknout z lokalnich minim
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a vyvarovat se tak nalezeni nespravného minima ¢i metastabilniho stavu. Nenulova teplota
vlastné urcuje, jakou Sanci mame uniknout z ,.falesnych® lokdlnich minim u systému, kde
pocet téchto minim miiZe jit do tisicl a jejich poloha je neptehledna.

Zakladni podminkou metody je, aby teplota klesala dostatecné pomalu, pfi simulovaném
ochlazovani musi mit systém v kazdém teplotnim kroku dostatecny ¢as pro termalizaci.
Jeding tak je mozné dosahnout zakladniho stavu (optimalniho feSeni). Lze ukézat, ze k cili
vzdy vede logaritmické ochlazovani

_ Iy
logk ~

pokud byla pocatecni teplota dostate¢né vysokd. Tento proces ochlazovani je ale velmi
pomaly a zpravidla se voli rychlejsi postupy, které ale nezajist'uji nalezeni spravného feSeni.

Ty

Vyhody SA
e L ze fesit problémy s libovolnymi systémy a libovolnou funkei nakladu.
e Nalezeni optimalniho feSeni je statisticky zaruceno.
e [ pro slozité problémy je programovy algoritmus velmi jednoduchy.

Nevyhody SA
e Ochlazovani typu 1/log k, které zarucuje statistické nalezeni feSeni, je velmi pomalé.

e Je-li funkce ndkladt jednoduchd, hladkd a ma jen nékolik minim, jsou jiné metody
vyrazné rychlejsi.

e Nikdy si nemtizeme byt zcela jisti, zda jsme jiz skutecné nalezli optimalni feseni a je
-li mozné jiz vypocet ukoncit.

Monte Carlo metody si v pfirodnich védach vydobyly mimotfadné vyznamnou pozici.
Vyuzivaji se k simulacim typickych konfiguraci pfi dané teploté, k sledovani fazovych
pfechodll a jejich kritickych koeficientli, k simulacim povrchovych jevid, simulacim
lavinovitého ristu (vyboje, tvorba krystalil), k simulacim srdzek v plazmatu, k simulacim
tvorby clusterii a rastu kolonii, k simulaci kondenzac¢nich procesii, k optimaliza¢nim
proceduram atd.
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DODATKY

Vypocet Gaussova integralu

Gausstv integral 1ze snadno urcit za pomoci jednoduchého triku, pifi kterém tento integral
pfevedeme na integral pies nekonecnou rovinu v polarnich soufadnicich. Jednotlivé kroky
jsou piimocaré, proto je nebudeme komentovat

+oo 5 +oo 5 +oo 5
J‘e—ax dx: J‘e—ax dx J‘e—ax dx —

—o0 —oo —o0

~+oco +oo

_ I e—ax2 dx '[ e—ayz dy :\/”‘e—a(x2+y2)dxdy _
R2

—oo —o0

= [’ rdrde = 27rme_0”2 rdr
2 0
R

Posledni integral snadno vypocéteme za pomoci substituce & = ar*, vysledek je

~+oo
;e—aﬁdx:\/i (D.1)
o (04

Vypocet integralu ve Stefanové-Boltzmannové zakoné

Hledany integral nejprve upravime do tvaru:

ge dxj [ xjdx

Vyraz v kulaté zavorce lze interpretovat jako soucet geometrické fady s kvocientem g =e¢ 7, tj.

oo oo oo oo

J- i dxzf xe ™ Z e " dxzf x3ie_(”+l)x dx=
c n=0

0 0 n=0 0

Posledni integral je snadno teSitelny. Ttikrat po sobé provedeme integraci per partes, ¢imz
budeme postupné¢ snizovat mocninu x a nakonec provedeme jednoduchou integraci
exponencialy. Vysledek je

)

[

0 1

= Z % (D.2)

Zbyva ur€it soucet Riemannovy fady na pravé strané rovnosti. Nejprve urcime soucet
jednodussi fady s druhymi mocninami, teprve poté fady se ¢tvrtymi mocninami. Nalezneme
tedy postupné soucty

=X SeX oo 03)
4

Oba souéty snadno ur&ime z Fourierovych fad funkci x* a x* na intervalu <—z, +7>:

88



Statisticka fyzika Dodatky

2 oo
=3 1y izcos(nx);
3 n=I n
(D.4)
= —+ Z (1" (SL—EJ cos(nx) .

Po dosazeni za x = = dostaneme z prvniho rozvoje hodnotu S, a z druhého hodnotu Ss (pii
vypoctu budeme potiebovat hodnotu S,):

2 4
Sy="i Sy=gp (D.5)
Pro hledany integral tedy plati:
< 3 oo 4 4
[ ar=Y S =6s,=62 -2
0 ex—l n=1 1 90 15
Vysledkem integrace je
o 3 4
[=—de="_. (D.6)
0© -1 15
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