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PREDMLUVA, UVOD

Gravitacni interakce se od vSech ostatnich vyrazné odliSuje. Jako jedina plsobi na vSechny
Castice. Toto pisobeni ma zvlastni charakter: testovaci (mald) télesa se v gravitatnim poli
pohybuji po stejnych trajektoriich. Uz Galileo Galilei védél, ze doba volného padu malé ku-
licky 1 velkého kamene v tihovém poli Zemé je shodna. (Nesmi jit naptiklad o pirko, kde je
podstatnou silou odpor vzduchu.) To je disledkem tzv. principu ekvivalence mezi setrva¢nou
a gravitatni hmotou. Hmota se projevuje setrvaénymi a gravitacnimi ucinky a ty jsou si
umérné. Nelze proto od sebe odlisit setrvaéné a gravitaéni jevy. Je jedno, zda se nachazime
v urychlovaném vytahu, tj. neinercidlni soustavé, nebo v tthovém poli se stejnym gravitaénim
zrychlenim. V obou soustavach dopadnou experimenty stejné. To vedlo Alberta Einsteina
k zobecnéni specilni relativity platici v inercidlnich soustavach na veskeré soutfadnicové
systémy a k vzniku obecné relativity, jejiz kostru dokonc¢il v roce 1915.

Pravé universalnost gravitacni interakce a jednotna odezva vSech testovacich ¢astic na zdroj
gravitaéniho pole vedla k pfehodnoceni klasického pojmu sily. Zakftiveni trajektorii jiz neni
zpusobeno tézko definovatelnou silou, ale vlastnostmi prostoru a casu. V obecné relativité
sama télesa zaktivuji €as a prostor a v tomto zakiiveném ¢asoprostoru se pohybuji po nejrov-
néjSich moznych drahach — geodetikach. Naptiklad volny pad vSech téles probiha stejné
proto, ze se pohybuji v Casoprostoru zakiiveném Zemi a toto zakfiveni je pro vSechna télesa
stejna.

Prostor a ¢as v obecné relativité¢ bez samotnych téles neexistuje. Télesa sama ¢asoprostor
vytvareji. Zakfiveni Casoprostoru je matematicky popisovano metrickym tenzorem — jde
vlastné¢ o koeficienty g,, v Pythagorové vété, které urcuji vlastnosti ¢asu a prostoru.

Albert Einstein nalezl rovnice pro metrické koeficienty g,,. Jde o deset diferencidlnich rovnic
druhého tadu. Rovnice obecné relativity jsou historicky prvni ucelenou teorii gravitace.
V jedné sad¢ rovnic jsou obsazené jak polni rovnice, tak rovnice pro pohyb ¢astic. Prvni fe-
Seni pro sféricky symetrické gravitacni pole centralniho télesa nalezl Karl Schwarzschild
vroce 1916. Jeho tfeSeni ve velké vzdalenosti od zdroje prechazi v Minkowského metriku
specialni relativity, pohyby téles ve vétSich vzdalenostech od zdroje jsou shodné s pohyby
v Newtonove¢ teorii. V silngjSich polich (bliZze ke zdroji) je ale v pfedpovédich mozné pozoro-
vat rozdily. Svételny paprsek se zaktivuje, drahy téles nejsou uzaviené elipsy, dochazi ke
staceni celé trajektorie, hodiny jdou v riznych mistech gravita¢niho pole rizné a pro vnéjsiho
pozorovatele neni mozné pozorovat déje pod tzv. Schwarzschildovym polomérem. Je-li téleso
vytvarejici pole pod Schwarzschildovym polomérem, jedna se o ¢ernou diru.

Jinym dileZitym feSenim rovnic obecné relativity je Fridmanovo feSeni z roku 1922, podle
kterého homogenni izotropni vesmir jako celek nemtize byt staticky, musi se rozsifovat nebo
smrstovat. Nezavisle fesil Einsteinovy rovnice pro modely vesmiru belgicky knéz George
Lemaitre.

Obecna relativita s sebou pfinesla fadu dilezitych jevii: ohyb svétla v okoli hmotnych téles,
gravitacni Cocky, gravita¢ni viny, strhavani ¢asoprostoru rotujicim télesem, Cerveny gravi-
tani posuv, kosmologicky posuv, staeni drahy télesa obihajiciho jiné téleso a mnoho dal-
Sich.

Tento ucebni text vznikal na zdkladé pfednasSek, které¢ jsem meél v letnich semestrech 2014
22016 na elektrotechnické fakulté CVUT. Snad pomiiZe nejenom mym studentiim, ale
1 dal$im z&jemctim o tuto elegantni teorii gravitacniho ptisobeni.

V Lesanech-Nelahozevsi 28. biezna 2016,
Petr Kulhanek



Obecna relativita Specialni relativita

1. SPECIALNI RELATIVITA

Rozpor mezi elektrodynamikou a klasickou mechanikou

Poznévani relativnosti pohybu nas zasahlo ve tfech vinach. Prvni spada do obdobi 17. stoleti,
kdy Galileo Galilei a pozdéji Isaac Newton zalozili klasickou mechaniku, v niz jsou cas a
prostor neménnym jevistém pro pohyb téles. Druhou vinu z roku 1905 nazyvame specialni
relativita, ¢as a prostor jsou nadéale absolutni, ale velikost ¢asového nebo prostorového
intervalu uz zavisi na tom, zjaké soufadnicové soustavy udalosti sledujeme. Posledni je
obecna relativita z roku 1916, kde se Cas a prostor stava poprvé soucasti déni, spoluvytvareji
ho vSechny objekty ve vesmiru. Text této kapitoly rozhodné neni ucebnici specidlni relativity,
chapejte ho spise jako vycet nezbytnych vztahli potfebnych ke konstrukei obecné relativity.

Galiletv princip relativity zavadi inercialni soustavu, jakousi idealni soufadnicovou soustavu,
v niz plati zdkon setrvacnosti, tj. télesa jsou v klidu nebo se pohybuji rovhomérné ptimocare,
pokud na né nepisobi sila. RGzné inercidlni soufadnicové soustavy se vii€i sobé mohou
pohybovat jen konstantni rychlosti — pokud by vzajemna rychlost nebyla konstantni, nemohly
by ob¢ soustavy byt soucasné inercialni. Pfedpokladejme, Ze pro polohovy vektor Castice
plati transformace (jednu ze soustav oznacujeme vinkou)

r=r—vt, (1)
kde v je vzajemna rychlost obou soustav a r je polohovy vektor ¢astice. Derivovanim podle
¢asu ziskame transformaci rychlosti ¢astice u mezi obéma soustavami

i=u-—v. (2)
Jde o klasické skladani rychlosti, na které jsme si v mechanice velmi zvykli. DalSim
derivovanim podle ¢asu ziskdme vztah mezi zrychlenimi (v je konstantni):

a=a. )
V obou inercidlnich soustavach ptsobi stejna zrychleni a tedy stejné sily. Proto mechanické

déje dopadnou ve vSech inercidlnich soustavach stejné a nelze nalézt né¢jakou preferovanou
soustavu, kterd by byla lepsi nez ostatni. To je podstatou tzv. Galileova principu relativity.
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V 18. a 19. stoleti lidé postupné poznavali zakony elektfiny a magnetizmu a experimentalné
nachazeli souvislosti mezi obéma jevy. V roce 1873 sepsal veskeré dosazené vysledky James
Clerk Maxwell v monumentalnim dvousvazkovém dile 4 Treatise on Electricity and Magne-
tism. V tomto spise jsou publikovany slavné Maxwellovy rovnice, z nichz plyne, Ze rychlosti
by se mély skladat jinym zptsobem, nez piedpokladal Galileo Galilei a ze by rychlost svétla
méla byt dokonce nezavisla na volbé soufadnicové soustavy a ve vSech soustavach mit stej-
nou hodnotu. Tento zjevny rozpor mezi klasickou mechanikou a Maxwellovou elektrodyna-
mikou nelze vyfesit ,,na papife®, bylo tfeba experimentalné rozhodnout, kterd z teorii je
spravné. Poprvé tak ucinili Albert Abraham Michelson (1852—-1931) a Edward Morley
(1838-1923) ve svém slavném experimentu z roku 1887, v némz interferometricky méfili
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Obecna relativita Specialni relativita

rozdil rychlosti svétla na letici Zemi ve sméru jejiho pohybu kolem Slunce a ve sméru kol-
mém na tento pohyb. Vysledek dal za pravdu Maxwellové elektrodynamice, rychlost svétla
nijak nezavisela na pohybu Zemé. Od té doby byla u¢inéna fada dal$ich experimentd, které
prokdzaly spravnost Maxwellovy elektrodynamiky.

Lorentzova transformace

Uprava klasické mechaniky do podoby, ve které je v souladu s elektrodynamikou se nazyva
specidlni relativita a pochazi z roku 1905. Jejim autorem je Albert Einstein, ktery rozsifil
princip relativity i na elektromagnetické déje a predpokladal, ze mechanické a elektromag-
netické experimenty dopadnou ve vSech inercidlnich soustavach stejné a Zadnym mechanic-
kym ani elektromagnetickym experimentem nelze najit preferovanou soufadnicovou sousta-
vu. To samoziejm¢ ale znamend, Ze rychlost svétla musi byt ve vSech soustavach stejna.
Ptedpokladejme pro jednoduchost, Ze se dvé inercidlni soufadnicové soustavy pohybuji vici
sobé jen v ose x a ,,opravme* Galileovu transformaci (1) za pomoci opravného koeficientu
y(v), ktery se pro malé rychlosti blizi k jedné:

I=y(x-vt), 4)

Ze symetrie obou soustav plyne, ze inverzni transformace musi mit stejny tvar, ale opacny
smér rychlosti, tj.:

x=y(F+vi). 5)

Predstavme si nyni, ze v okamziku, kdy se obé soustavy mijeji, blikneme baterkou. Pokud se
v obou soustavach svétlo §ifi stejnou rychlosti ¢, musi platit

x=ct; X=cf, (6)
proto z (4) a (5) mame
. (7
vynasobenim obou rovnic ziskame relaci
cti =y’ (c—v)(c+v)it, (8)
v niz mizeme vykratit oba ¢asy a poté spocitat opravny koeficient gama:
1
yE— )
V1-v?/c?
Nova transformace soutadnic proto bude
o vt . (10)
V1-v?/c?

Nyni jiz zbyva jen odvodit rovnici pro transformaci ¢asu. K tomu mizeme vyuzit soustavu
rovnic (4) a (5), v niz uz zname koeficient y. Z prvni rovnici dosadime X do druhé rovnice
a po snadném vypoctu vyjde

X

_ 2
f:t vx/c ‘ (11)

1-v%/c?
Nalezena transformace se nazyva Lorentzova transformace a pro celou udalost (Casovou
1 prostorovou soutadnici) ji mizeme zapsat ve tvaru

2
f:t vx/c” PR vt : Gy 5oz, (12)

\/l—vz/c2 ’ \/1—02/02

Elegantnéjsi je maticovy zapis Lorentzovy transformace

6
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Xo y - 0 0 Xo

M -y 0 0 X , (13)
X, 0 0 1 0 X,

X3 Jg 0 0 0 1 X3 )

kde jsme oznacili

B=vic; y=1/V1-v*/c? (14)

a soufadnice jsou xo = ct, x; =x, x, =y a x3 = z. Casova soufadnice xo ma stejny rozmér jako
prostorové soutfadnice. Transformaci rychlosti ziskdme diferencovanim vztahu (12):

S_di_ (de-vd)/N.. _ de-vdr

A7 (dt-vdx/c®)/ ... di—vdx/c®

Po ,,vydéleni“ ¢itatele i jmenovatele diferencidlem df méme

- u-—v
b a— (15)

V ptipadé, Ze je vzajemny pohyb soustav opacny (v — —v ), madme
u+v
U=—-. 16
1+uv/c? (16)
Transformace (15) a (16) pfedstavuji nové skladani rychlosti. V ¢Citateli je skladani shodné
s Galileovym, ale ve jmenovateli je relativistickd oprava, ktera se uplatni az pfi vysokych
rychlostech. Polozime-li ve vztahu (16) rychlost u rovnou rychlosti svétla, mame

~ c+v c+v
l+cv/c® (c+v)/c

Vidime, Ze rychlost svétla se skute¢né¢ v nové transformaci s ni¢im nesklada a zlstane ve
vSech inercidlnich soustavach stejna. Pro malé rychlosti v porovnani s rychlosti svétla je
oprava ve jmenovateli zanedbatelna a rychlosti se skladaji galileovsky.

Dilatace casu a kontrakce délek

Pozadavek konstantni rychlosti svétla s sebou piinasi nové jevy. Rychlost svétla je vzdalenost
d€lena ¢asovym intervalem. Pokud ma byt tento pomér ve vSech soutadnicovych soustavach
stejny, musi byt vzdalenosti a ¢asové intervaly zavislé na tom, z jaké soufadnicové soustavy
se divame. Predpokladejme, ze je pozorovatel v soufadnicové soustaveé S, v pohybujici se
soustave jsou hodiny a ty¢ mifici ve sméru pohybu.

A§
A S
o —— — |
—> "
\%
()
e

»
>

NapiSme nyni piimou 1 zpétnou (bude se liSit znaménkem rychlosti) Lorentzovu transformaci
pro Cas a soufadnici x:
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- t—vxlc® o 7 +vilc®

o X-ur o X+vul
V1-v2/c? V1-v?/c?

Pro konecné ¢asové intervaly a pro konecné prostorové vzdalenosti mame:

2 ~ ~ 2
Af:t U Ax/c : At:At+vAx/c :
o et
Af— xX—U C Ave v ’
1-v?/c? 1-v?/c?

Hodiny se ve vlastni soustavé nepohybuji, A¥=0, Af =A¢,, pro transformaci ¢asového
intervalu bude proto vyhodné pouzit druhy vztah (18), ze kterého plyne tzv. dilatace c¢asu
At

—_— (19)
V1-v?/c?

Casovy interval je ve vlastni soustavé nejkrat§i mozny. Nyni piejdéme k délce tycCe. Jeji
konce musime méfit soucasné v soufadnicové soustavé pozorovatele, tj. At=0, Ax=Ax,.

At =

K odvozeni tedy bude nejvyhodnéjsi treti vztah (18), ze kterého plyne tzv. kontrakce délek
Ax=~1-v*/c? Ax, . (20)

Délka leticich ty¢i se zkracuje ve sméru pohybu a nejdel$i mozné je ve vlastni soufadnicové
soustave.

Rapidita
Lorentzova transformace (13) ma velmi jednoduché vlastnosti. Inverzni transformaci ziskdme
pouhou zaménou znaménka rychlosti:

y -y 0 0 y +y 0 0
- 0 0 + 0 0
ac| TP 7 N 4 @)
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 1
Determinant obou matic je roven jedné:
detA:;/z—;/zﬁz:f(l—ﬂz):ﬁ-(l—vz/cz):l. (22)
-v/c
Z matematického hlediska jde proto o rota¢ni transformaci. Substituci
coshu =7;
N (23)
sinhu = )8
muzeme Lorentzovu matici prepsat do jednoduchého tvaru
+coshu —sinhu 0 0
—sinhu +coshu 0 0
= (24)
0 0 1 0
0 0 0 1
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Determinant je stale roven jedné, transformacéni matice je ale nyni formalné shodné s béznou
rotani matici s obycejnymi siny a kosiny. Ty jsou v Lorentzové transformaci nahrazeny
hyperbolickymi funkcemi, coZ znamena, Ze ihel otoceni je imaginarni (¢ = iu). Je zjevné, ze
rotace probihd v roviné (¢, x). Veli¢inu u nazyvame rapiditou a jeji hodnotu ziskame vydéle-
nim rovnic (23):

u = argtanh (Ej . (25)
c
Pro infinitezimalni Lorentzovu transformaci mizeme vyuzit Taylortv rozvoj (24):
I —u 0 O 1 0 0 O 0 1 0 O
—u 0 O 0O 1 0 O 1 0 0
Ajng = —u (26)
1 0 0 0 1 0 0 0 O
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 O

Infinitezimalni Lorentzovu transformaci tak Ize rozlozit na dvé maticové transformace, prvni
je tvofena jednotkovou matici (udalost se neméni) a druhd matice jen zaméni ¢asovou a prvni
prostorovou komponentu udélosti. Infinitezimalni Lorentzova transformace je tak jednou
z nejjednodussich matematickych transformaci viilbec. Konecnou Lorentzovu transformaci je
mozné slozit mnohonasobnym opakovanim transformace (26) s malou hodnotou rapidity.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo



Obecna relativita Metrika

2. METRIKA

Kovariantni a kontravariantni indexy

Piedpokladejme, Ze mame linedrni vektorovy prostor opatieny bazi {e;}. Vektor A mizeme
v této bazi rozvinout do vyrazu

N
A=) dle = Ae;. (27)

k=1
Cisla A* nazyvame slozky (soufadnice, koeficienty rozvoje) vektoru, objekty e, prvky baze.
Riizna poloha indexti naznacuje, ze se slozky vektorii transformuji jinak nez prvky baze. Na-
dale budeme vyuzivat sumacni konvenci, ale sCitani bude vzdy probihat pies jeden index
dolni (transformuje se jako prvky béze) a jeden index horni (transformuje se jako slozky
vektorll). Pfes dvojici stejného horniho a dolniho indexu se automaticky s¢ita, jde o tzv. némé
indexy. Poloha volnych indext (pfes které se nes¢itd) musi zlstat na obou stranach rovnosti
vzdy stejna. Pfejdéme od jedné baze k néjaké jiné, ,,vinkované* bazi:

e} — legd. (28)
Vektor A je objekt, jehoz vyjadieni nemtize zaviset na volbé baze, tj. musi platit
A =A%, = dbe, . (29)
Slozky vektort se mezi dvéma bazemi budou transformovat za pomoci n¢jaké matice S:
“k_ ok 4l
A" =8"4". (30)

Vsimnéte si, Ze se s¢ita pies némy index / (jeden je nahote a druhy dole). Volny index & je na
obou stranach rovnosti nahofe. I u matic tak musime rozliSovat horni a dolni indexy. Trans-
formacni matici prvkl baze ozna¢me U:

VyzkouSejte si, Ze jde o jedinou moZnost, pii které se s¢€itd pres jeden horni a jeden dolni in-
dex, volny index k& mé stejnou polohu na obou stranach rovnosti a transformaéni matice U ma
stejn¢ jako matice S prvni index nahofe a druhy dole. Zjistéme nyni, jaky je vztah mezi
obéma transforma¢nimi maticemi S a U. Vyjdéme z vyjadreni vektoru A v nové bazi (31):

A=Ae, =5k A U" e, =U" S Ae,.

Je zfejmé, Ze v nové bazi musi byt vysledek Alel nebo Akek, chcete-li. Toho 1ze ale dosdhnout
jedinym zptsobem: v poslednim vyrazu musi platit

UnkSkl=5nl, (32)

kde jsme oznadili ¢"; Kroneckerovo delta. V maticovém zapise tato podminka fika, ze
U-S=1. (33)
Je zfejmé, Ze matice U a S jsou navzdjem inverzni. To je patrné jiz piimo z rozkladu vektoru
A (29) do obou bazi. Ma-li byt vysledek stejny, musi se slozky vektorG (horni indexy)
transformovat ,,opa¢n€*“ nez prvky baze (dolni indexy). Jediné¢ tak daji kombinace (29)
vysledek nezavisly na volbé baze (vektor A). Horni indexy budeme nazyvat kontravariantni.
Tyto indexy se transformuji stejn€ jako slozky vektoru, tj. pomoci transformacni matice S.
Dolni indexy budeme nazyvat kovariantni. Tyto indexy se transformuji stejn¢ jako prvky

baze, tj. pomoci transformac¢ni matice U. Indexi miize byt i vice, napiiklad ze slozek dvou
vektorli miizeme sestavit vyraz

kl k pl =kl k ol
T" =A"B"; ™ =8%,8,17, (34)

10
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ktery se musi transformovat jako sou¢in slozek vektori. Za pomoci 7%, mizeme vytvofit opét
objekt nezavisly na soutfadnicové soustavé, tzv. tenzor druhého tadu:

T=TVe, ®e,. (35)
Symbol e, ®e; nazyvame diadicky (tenzorovy) soucin, jde o uspofddanou dvojici prvki
baze. Vyraz A ® B tak chapeme jako objekt se slozkami, které¢ tvofi matici A*B":

A®B=A"Ble, ®¢, (36)

Skalarni souéin, zvy$ovani a snizovani indexu
Ptredpokladejme, ze je na naSem linearnim vektorovém prostoru definovan skalarni soucin
dvou vektortit A-B, ktery spliiuje zakladni vlastnosti skalarniho sou¢inu. Rozvineme-li oba
vektory do baze, ziskame

A-B=A"B' e, e, =g, 4"B’, (37)
kde jsme oznacili

S =€ € (38)

tzv. metrické koeficienty (metriku). Vidime, Ze vysledek skaldrniho sou¢inu dvou libovol-

nych vektori mizeme urcit, pokud zname metrické koeficienty, tj. vysledek skalarnich sou-
¢ind vSech prvki baze mezi sebou.

Oznaéme inverzni matici k metrice

-1
g'=(gu)" s  &em=6". (39)
Zaved’'me nyni pomocné (duélni) objekty
! =gt 4 =gyd. (40)

Nejde o skutecné prvky baze ani o skutecné komponenty vektoru, ale o formalni linearni
kombinace dané metrikou. VZdy plati, Ze index nahotfe znamend transformaci pomoci stejné
matice, jakou se transformuji slozky vektord, a index dole znamenda transformaci pomoci
stejné matice, jakou se transformuji prvky baze. Za pomoci metriky tak miizeme indexy libo-
voln¢ snizovat nebo zvySovat, staci jen dodrzet pravidlo, ze s¢itame pfes jeden horni a jeden
dolni index (to zajisti invarianci souctu vzhledem k transformaci baze). Volné indexy zacho-
vavaji vzdy svou polohu. Uved’'me piiklad:

ki k
gloT =T om .

Prostfedni index jsme snizili za pomoci metriky. Skalarni sou¢in nyni mizeme zapsat n¢ko-
lika zpiisoby:

kde jsme druhy index snizili za pomoci metriky. Mohli jsme ale také snizit prvni index:
A-B=g,4"B' = 4,B' = 4, B*
Plati tedy
— kpl _ 4k _ k
A-B=g A"B =A"B, = A.B". (41)

Kontravariantni (horni) slozka je skutecnou slozkou vektoru, kovariantni (dolni) v sobé obsa-
huje metriku. Definici inverzni metriky (39) mizeme chépat také jako snizovani ¢i zvySovani
indexti:
kl k
g 8m=0 4
ki ! km ‘ (42)
8 &m=8& m>

11



Obecna relativita Metrika

Metrika a Kroneckerovo delta jsou tak jedinym objektem. Pokud jsou oba indexy dole, jde
o metrické koeficienty. Pokud jsou oba indexy nahofe, jde o inverzni matici k metrickym
koeficientim a pokud jsou indexy smiSené, jde o Kroneckerovo delta, tedy prvky jednotkové
matice. Metrika tak neni nic jiného nez jednotkova matice s patfi¢né posunutymi indexy. Za
pomoci tenzorového zdpisu miizeme psat

1=06%e, ®e =g,e" ®e' =gle, ®e,. (43)

Ctyivektory, Minkowského metrika

Uz vime, Ze ve specidlni relativité se udalost transformuje (stejné tak rozdil blizkych udalosti)
podle Lorentzovy matice:

y -w 0 0
. . -y 0 0
S R I L R I S R CE
0 0 0 1

kde 4% je Lorentzova transforma¢ni matice. Ve specialni relativité nazyvame kazdou ¢tvefici
veli¢in, jez se transformuje Lorentzovou transformaci (tedy stejné jako udalost nebo infini-
tezimalni rozdil udalosti), ¢tyivektor:

Ve =n" gV P, (45)

K zékladnim Ctveficim patii uddlost (Casova a prostorova soufadnice udalosti), ctyrhybnost
(energie a hybnost), vinovy ctyrvektor (Ghlova frekvence a vinovy vektor), c¢tyrpotencial
elektromagnetického pole (skalarni a vektorovy potencial), ¢tyrtok (zdrojové Cleny Max-
wellovych rovnic — hustota a tok ndboje) nebo ctyfgradient. V soustavé SI musime zajistit,
aby vSechny 4 slozky mély stejny rozmér. To mizeme ucinit nejjednoduseji vyndsobenim
nebo vydélenim ¢asové slozky univerzalni konstantou ¢ (rychlosti svétla ve vakuu):

xﬂz(d} PﬂE(E/c]; kﬂz[a)/cj;
X p k

olc ' pc d/dct
A* = ; M= R d, = .
(AJ / ( j J “ [a/ax
Poznamky:

1. Reckymi indexy budeme znagit zasadné jen &tyfvektory (index 0 odpovida éasové &asti, indexy 1,
2, 3 prostorové Casti).
2. U &tyfgradientu jde o kovariantni (dolni) index, protoze

__ 9
o oxH”

(46)

tedy skute€né slozky vektort jsou ve jmenovateli, pokud zapisujeme index v Citateli, musi mit
opacnou polohu, nebot se transformacni matice zméni na inverzni!

Z podminky konstantni rychlosti svétla ve vSech inercialnich soustavach
d/
—=c 47
py (47)

plyne

di=cdt =  \Jdl+dy?+d? =cdt =

12



Obecna relativita Metrika
dx? +dy2 +dz? =c2de? = —cdr? +dx? +dy2 +dz2 =0 =

—dx} +dx} +dxs +dxi =0 (48)

Posledni fadek je rovnici Sifeni svétla ve specialni relativité a mizeme z né¢ho odecist metriku

specialni relativity, tzv. Minkowského metriku. Znacime ji #,4. Je diagonalni a v ¢asové ¢ésti

ma minus. TotéZ plati i pro inverzni matici (metriku s hornimi indexy). Metrika se smiSenymi
indexy je jednotkova matice, tj. jeji prvky jsou Kroneckerovy symboly delta:

1 0 0 0 1 0 0 0
0 +1 0 0 w |0 1 0 0
Nyy = ;o ot = ;
A0 0 4100 0 +1 0
0 0 0 +I 0 0 0 +I
(49)
41 0 0 O 41 0 0 O
4 |0 10 0 , |0 41 0 0
Tv=o o 41 o ™70 0o +1 o0
0 0 0 +I 0 0 0 +I

Zjednodusen¢ se ¢asto Minkowského metrika piSe jako #,, = diag(-1, 1, 1, 1). Rovnici (48)
milZeme za pomoci Minkowského metriky napsat jako

Muv dx*dx" =0. (50)

Za pomoci metriky nyni snadno ur¢ime kovariantni slozky béznych ctytvektort a kontrava-
riantni slozku ¢tyfgradientu:

(et _(—Elc . -w/c .
xﬂ= X ) P/l= p ) k/j k s

/ d/d Gl
- - —9d/dct
Ay = ¢c5 Ju= ?c; 0¥ = “
A j d/0x
Skalarni soucin dvou ¢tyivektort je definovan jako
AB* =A*B, =1, 4"B" =—A"B"+ A'B'+ /B> + £'B°. (52)

Najdéme nekteré typické skalarni souciny:
k-x= kﬂxﬂ = koxo +k1xl +k2x2 +k3x3 =-wt+k-Xx,

nalevo je soudin Gtyfvektort, posledni &len napravo je b&zny souéin v R’. Obdobné& uréime
vysledky dalsich ptikladi

ds® =dx-dy=dr,de¥ =—c*df* +dx’ +dy” +dz? ;
j-A=j A" =—po+ij-A;

awp ..
—+divj=0 & d,j*=0;
ot ! u

of=0 & 9,0/f=0.

Casto se pouziva zkraceny zapis, pii kterém se derivace pise za carku. Indexy pired Carkou
jsou skute¢nymi indexy, indexy za ¢arkou jsou derivacemi:

13
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14
W =9, V¥ EVﬂyv.
X
Jde vlastné o nejuspornéjsi zapis derivace vibec, ze kterého je zfejmé na prvni pohled, jak se
derivace ve specialni relativité transformuje. Uved'me dalsi ptiklady:

0
ax(p Eaﬂ(&zgﬂ ’
u
09 _ o _
axﬂ _ay¢=¢ﬂ 5
2
0 Taﬂ

—— L2 =0,0"T%;=T%, " ;
axﬂaxv M IB ﬂuu

szaﬂa'”fzf#ﬂ.

v s w

Interval, vlastni €as a dalsi étyrvektory

Udalosti jsou reprezentovany body v Casoprostorovém diagramu. Na nasledujicim obrazku
jsou napiiklad udalosti O a D. Posloupnost udalosti souvisici s jednim objektem se nazyva
sveétocara objektu. Svétocara a prislusi stojicimu objektu, objekt pohybujici se proménnou
rychlosti mé svétocaru b a svétlo svétocaru c. Udélost D neni pfi¢inné (kauzaln€) spojena
s udalosti O, objekt spojujici ob& udalosti by se musel pohybovat nadsvételnou rychlosti.
Uwnitt znazornéného kuzele lezi mozna budoucnost udalosti O a soucasné veskeré udalosti,
které mize udalost O ovlivnit. Hovotime o tzv. kuzelu budoucnosti.

A
ct

\ 4

y

Interval ds® = dx-dx =—c*d#* + dx* + dy* + dz* vyjadfuje Easoprostorovou vzdalenost mezi
dvéma blizkymi (infinitezimélnimi) udélostmi. Pokud ob¢ udalosti leZi na libovolné svétocaie
(napiiklad a), je ds* <0 (Gasové &ast prevladne, jde o tzv. ¢asupodobny vektor odpovidajici
¢asovému vyvoji) a udalosti jsou kauzalné spojené. Pokud lezi ob¢ udalosti na svétocaie
svétla, je ds*=0. Pro libovolné dv& udalosti na spojnici O a D na obrazku je ds*>0
a udélosti nemohou mit pfi¢inou souvislost. Interval je invariantem Lorentzovy transformace,
tedy at’ ho spocitdme v kterékoli soufadnicové soustavé, dostaneme vzdy stejny vysledek.
Tento fakt zajiStuje, ze pricina a disledek jsou udalosti, jejichz potfadi nelze zaménit volbou
jiné soufadnicové soustavy. Pokud spojime dvé udalosti s letici Castici, miizeme interval
vyjadfit jak v laboratorni soustavé, tak v soustaveé spojené s Castici (dx =0, ¢ = 7):

ds? =—c?dr? +dx? +dy? +dz? =—c?dr?, (53)
kde 7 je tzv. vlastni Cas, tj. Cas plynouci u Castice samotné. Ziejme plati

ds? =—c2dz?, (54)

14
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tedy vlastni Cas je také invariantem Lorentzovy transformace. Jaky je vztah mezi vlastnim
¢asem 7 a soufadnicovym ¢asem ¢? Abychom to zjistili, vyjadiime interval ve vlastni soustave
Castice a v obecné souradnicové soustave. Odsud dostaneme vztah mezi obéma Casy:

—cHrt==2d? +dx P +dy? +dz? =

c?dz? =di’ (¢? —(dv/de)” — (dy/de)> —(dz/d)*) = (55)
vi +v?+v?
dr= 1= 70 g
C

Mezi obéma Casy plati tedy vztah
dt =ydr; £=y. (56)
dr

Nejde o nic jiného nez o vztah pro dilataci Casu. Ve vlastni soustavé plyne Cas nejrychleji,
doba mezi dvéma vlastnimi udalosti bude nejkrat§i mozna. Pokud chceme zavést spravné
Ctyfrychlost, nemiizeme derivovat udalost podle soufadnicového Casu. Takto definovana
Styfrychlost by se netransformovala za pomoci Lorentzovy matice. Ctyirychlost je nutné
zavést za pomoci vlastniho ¢asu, tedy
U
g =& (57)
dr
Vlastni ¢as zde vystupuje jako parametrizace pohybu ¢astice, tj. x* = x"(z). Vlastni ¢as nelze
jako parametr pouzit pro svétlo, nebot’ se nelze ,,odst¢hovat* do soustavy spojené se svétlem
(v této soustave by se svétlo nepohybovalo, coz neni mozné). Drahu fotonu je nutné paramet-
rizovat jinak, napiiklad vlastni délkou A uleténé trajektorie. Snadno nalezneme vztah
¢tytrychlosti k bézné rychlosti ¢astice:

pr =&t dr et _(Wj

= (58)
dr dt dr dr yv

Pro pomalé pohyby je Gasova slozka &tyirychlosti dominantni. Ctythybnost zavedeme za po-
moci Ctyfrychlosti tak, Ze ji vynasobime klidovou hmotnosti ¢astice, tj.

u
PH =y & :[mocj . (59)
}/mov

Transformacni vlastnosti budou opét zachovany, ctythybnost je Ctyfvektorem. Pokud zave-
deme ,,pohybovou‘ hmotnost vztahem
m=ym, (60)

budeme pro ctythybnost mit jednoduchy vztah

pH =(mc]. 61)
mv

Musime mit ale na paméti, ze oznaceni m neni skute¢na hmotnost, ale jen zkratka pro soucin
ymy. Sam Einstein pohybovou hmotnost nezavadé€l. Porovname-li vyjadieni ctythybnosti (46)
s vyjadienim (61), mame okamzit¢ zndmé vztahy
E=mc*; p=mv; m=ymy. (62)
Ctyfzrychlenim budeme rozumét étyivektor, ktery ziskame derivovanim &tyirychlosti podle
vlastniho casu, tj.
dU*
a’ = .
dr

(63)
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Nehledejte logiku v pouzivani malych a velkych pismen, Zadna zde neni. Jedinym kritériem
je, aby bylo co nejméné konfliktll se znacenim v jinych ¢astech ucebnice.

Velikost ¢tyrvektoru
Velikosti ctyfvektoru chapeme ve specialni relativité skalarni soucin ctytfvektoru se sebou
samym,
v =yt =g, i =— (1) +(r) +(r2) +(r3)
V=1, (PO +(r) +(72) + (7)) (64)

Ve skutecnosti tedy jde o kvadrat velikosti vektoru v bézném slova smyslu. Tato velikost mi-
ze byt zaporna (Ctyivektor dominantné mifi ve sméru Casové osy, je casupodobny), kladna
(¢tyfvektor dominanté mifi ve sméru prostorovych os, je prostorupodobny), nebo nulova
(Ctyfvektor mifi ve sméru svételného kuzele). Naleznéme velikost ¢tyfrychlosti

de” dx” _ My e ds?  —*de?

u,ut=n,U"U" = = =—c". 65
# My T 47 dz dz? dr?  dr? (63)
Ctyfrychlost je tedy ¢asupodobnym vektorem. Obdobné nalezneme velikost ¢étyfhybnosti:
P, P! =myU,U* =—mic?. (66)

Povsimnéte si, Zze pro svétlo jde o nulovy étyfvektor (s nulovou velikosti). Pokud pro levou
stranu rovnosti vyuzijeme vztah (51), ziskame okamzité tzv. Pythagorovu vétu pro energii:

E?= p202 +mgc4. (67)
Pro ¢astice s nulovou klidovou hmotou (naptiklad foton), dostaneme jednoduchy vztah mezi
energii a hybnosti:

E=pc. (68)

Ukazme nyni, Ze Ctyirychlost je kolméd na ctyfzrychleni ve smyslu skaldrniho soucinu
v Minkowského metrice. K tomu postaci derivovat dle vlastniho ¢asu velikost ¢tyfrychlosti:

Moo 2 4 #\ =
UU =~ = dT(UﬂU )=0,
aﬂU'u+a“Uﬂ=0 = 2a’uUﬂ=0, (69)
aﬂUﬂzo.

Ctytvektory definované v této kapitole budeme pouZivat i v obecné relativité, tedy i v piipa-
d&, kdyzZ je skalarni soucin dan obecnou metrikou g,

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo

16



Obecna relativita Princip ekvivalence

3. PRINCIP EKVIVALENCE

Hmotnost télesa se na prvni pohled zda byt bezproblémovou zalezitosti, ale tak jednoduché to
neni. Hmotnost mtizeme definovat dvojim zpiisobem a to, zda si obé hmotnosti jsou rovny, je
zcela principidlni zalezitosti. Etalon hmotnosti je uloZzen v Mezindrodnim ufadu mér a vah
v Sévres v blizkosti Patize. Jde o posledni etalon, ktery v budoucnu musi byt nahrazen vhod-
néjsi definici, nebot’ pfi kazdém ciSténi se pocet atomt v etalonu zmensi, a definice kilog-
ramu se proto neustale méni.

Setrvacna a gravitaéni hmotnost

Hmotnost t¢lesa mizeme definovat bud’ podle jeho setrva¢nych ucinkt, nebo z gravitacniho
pusobeni na ostatni télesa.

Setrvaéna hmotnost

Podle Newtonova pohybového zakona je zrychleni télesa pfimo umérné pusobici sile a nepii-
mo umeérné jeho hmotnosti. Tuto hmotnost nazyvame setrvacna hmotnost a lze ji definovat
naptiklad takto:

Setrvacnd hmotnost je schopnost télesa zachovavat sviij pohybovy stav
(klid nebo rovnomerny primocary pohyb).
Mi¢ ma malou setrvaénou hmotnost. Snadno ho zachytime (zménime jeho pohyb na klid)
a stejn€ snadno ho hodime (zménime jeho klid na pohyb). Naopak vlak ma z pohledu ¢lovéka
velkou setrva¢nou hmotnost — holyma rukama vlak ani nezastavime, ani nerozpohybujeme.
Setrva¢nou hmotnost miizeme méfit napiiklad piimo z Newtonova zakona za pomoci zrych-
leni, které dana sila udéli urcitému télesu.

Gravitaéni hmotnost

Podle gravitacniho zdkona se vSechna télesa navzajem pftitahuji, a to pfimo umeérné jejich
hmotnostem a nepiimo umérné€ kvadratu jejich vzdalenosti. Tuto hmotnost nazyvame gravi-
ta¢ni hmotnost a Ize ji definovat naptiklad takto:

Gravitacni hmotnost je schopnost téles se vzdajemné pritahovat.

Slunce ma vétsi gravitacni hmotnost nez maly kamen. Gravitaéni hmotnost mizeme méfit
vazenim, kdy porovnavame ptitahovani predmétti nasi Zemi oproti referenénimu zavazi.
Pokud za etalon obou hmotnosti zvolime jeden a tentyz objekt, bude roven jeden kilogram
setrvacné hmotnosti jednomu kilogramu gravitacni hmotnosti. Bude tomu tak ale i pro vétsi
mnozstvi latky? Bude setrvacnd hmotnost libovolného objektu rovna hmotnosti gravitaéni?
Jsou setrvacné a gravitacni ucinky shodné?

Princip ekvivalence
Ptedstavme si jednoduché pohyby v tihovém poli, které jsou popsany rovnici
mX=F, (70)

kde F je tihova sila dand pfedpisem F = myg. V tomto vztahu vyjadfuje hmotnost schopnost
télesa byt pfitahovano Zemi, proto jde o gravita¢ni hmotnost. Celkova pohybova rovnice ma
proto tvar

mX=myg . (71)

Pokud jsou si hmotnosti rovny (postacila by i jejich imérnost), lze je zkratit a vysledny
pohyb nebude zaviset na hmotnosti télesa. Sklenéna kulicka se bude pohybovat po stejné
draze jako letici cihla; maly Sroubek dopadne pii padu z véze na zem za stejnou dobu jako
betonovy panel. Takové tvrzeni samoziejmé neplati pro pirko, kde ma rozhodujici vliv odpor
vzduchu, ktery jsme v rovnici (71) zanedbali. Prvni logickd ivaha, vedouci k tomu, ze pohyb
téles nezavisi na jejich hmotnosti, pochazi od Galilea Galileiho. Pfedstavme si napiiklad
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padajici cihlu. Pokud z ni odlomime napftiklad tfetinu a obé €asti spojime tenkym dratem
(jeho hmotnost je zanedbatelnd), budou obé ¢asti padat shodné jako plivodni cihla. Pokud
dratek pfestfihneme, na pohybu se nic nezméni a ob¢ ¢asti budou opét padat stejné. Z této
uvahy plyne, Ze by nemél volny pad zaviset na hmotnosti télesa. Nejde jen o tihové pole, ale
napfiklad i pohyb v okoli Slunce, jehoZ gravita¢ni hmotnost ozna¢ime M,. Pohybova rovnice
téles v okoli Slunce bude

oM x

S
r27’

(72)

Pokud je setrvacna a gravitatni hmotnost testovaciho télesa shodna, zkrati se, a pohyb téles
kolem Slunce nebude opét zaviset na jejich hmotnosti. Planeta i Sroubek uvolnény z raketo-
planu se kolem Slunce budou pohybovat po stejné trajektorii, pokud byly jejich pocate¢ni
polohy a rychlosti shodné. To nés vede k formulaci principu ekvivalence.

Slaby princip ekvivalence

Setrvacné a gravitacni hmotnosti téles si jsou umérné. Pti volbé spole¢ného etalonu pro obé
hmotnosti jde o rovnost. Setrvacné a gravitaéni U€inky jsou pii pohybu shodné. Zrychleny
pohyb neodlisime od lokéalniho ucinku gravitace.

Silny princip ekvivalence

Elektromagnetické pole je nositelem energie, hybnosti i momentu hybnosti a dokdze zpro-
sttedkovat pfenos téchto veli¢in. Energii elektromagnetického pole odpovidd dle vztahu
E=mc* i ur&ith hmotnost. Piedpoklad, Ze i tato hmotnost ma jak setrvacné, tak gravitadni
ucinky (tj. 1 elektromagnetické pole je schopné gravitacniho pfitahovani) je obsahem silného
principu ekvivalence.

Velmi silny princip ekvivalence
Velmi silny princip ekvivalence predpokladd, ze i samo gravitacni pole je nositelem energie
a tim 1 hmotnosti, jeZ ma setrvacné 1 gravitacni ucinky, které od sebe nelze odlisit.

Experimenty

Princip ekvivalence je zcela zasadnim tvrzenim, at’ uz v kterékoli své podobé. O jeho experi-
mentalni ovéfeni se proto pokousela fada fyzikl. Prvni pfesnéjsi experiment provedl mad’ar-
sky fyzik Lorand Eotvos. Od roku 1885 experiment zpiesioval, v roce 1909 dosahli Lorand
E6tvos, Jend Fekete a Dezsd Pekar ovéfeni ekvivalence setrvaéné a gravitaéni hmotnosti
s relativni presnosti 5x10°°. Podstatou experimentu byla dvé t&lesa zrtiznych materialt
umisténd na koncich vodorovné tycky, ktera byla zavéSena na vlakné (jde o tzv. torzni vahy).
Na télesa plisobi jednak gravitaéni sila, kterd je ddna gravitaéni hmotnosti téles, a jednak od-
stiediva sila rotace Zemé¢, kterd je dana setrvacnou hmotnosti zavésenych téles. Pokud by si
ob¢ hmotnosti nebyly timérné, doslo by ke vzniku torzni sily, ktera by stocila tycku mezi té-
lesy. Nic takového se ale nestalo 1 pfes mnoha opakovani experimentu s riznymi télesy a na
riznych mistech. E6tvosiiv experiment byl pozdéji mnohokrat opakovan a zpiesiiovan dal-
Simi autory. V roce 1964 Robert Dicke, Robert Krotkov a Peter Roll upravili experiment tak,
ze méfili 1 rozdil zrychleni zptisobeny Sluncem. Pro kombinaci téles zlato/hlinik dosahli rela-
tivni presnosti ovéfeni principu ekvivalence 10!, V roce 1996 ovéfil ekvivalenci mezi setr-
vacnou a gravitaéni hmotnosti z odrazu laserového paprsku od Mésice (soustava Zeme&-M¢esic
v poli Slunce) Jean Dicke s relativni presnosti 4x107"°. V roce 2012 provedla skupina védct
z Washingtonské univerzity vedend Ericem Adelbergem experimenty s torznimi vahami (be-
rylium/hlinik, berylium/titan), které ovéfily princip ekvivalence s relativni piesnosti 3x10'*.

Pripravovany gravita¢ni experiment STEP (Satellite Test of the Equivalence Principle), ktery
mel ové&fit princip ekvivalence na ob&zné draze s relativni piesnosti 10'%, byl pro nedostatek
financi zruSen. Pravdépodobné se na tom podepsal netispéch sondy Gravity Probe B, ktera
meéla testovat strhdvani ¢asoprostoru rotujicim télesem, ale ruSeni slune¢nim plazmatem bylo
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natolik silné, ze byla méfeni sondy neprikazna. Od roku 2013 se v Evropském stiedisku ja-
derného vyzkumu CERN v experimentu AEgIS zjistuje, zda gravitace plisobi stejné¢ na

hmotu i1 antihmotu. Podle pfedbéznych vysledki plati princip ekvivalence jak pro hmotu, tak
pro antihmotu.

izolace T
(trojita sténa)

vlakno

platinovy
standard

zrcatko

dalekohled

vldkno

vzorek

50 cm

teplomér

Nacrtek pavodnich E6tvosovych vah. Torzni pohyb byl sledovén za pomoci zrcatka a dalekohledu.
Original je uloZzen v muzeu Geofyzikalni observatore v Tihani. Kresba Fischbach a Talmadge.

Lokalné inercialni soustava

Padajici vytah

Prestavte si, Ze jedete vytahem a ten se utrhne. Pfedstava to sice neni nijak hezka, ale pokud
jste fyzik télem 1 dusi, miZzete si alespont po kratkou dobu uzivat inercialni soustavu, ve které
plati specialni relativita. Pokud jste kufak a udivem Vam vypadne nedopalek cigarety z ust,
muzete pozorovat zajimavy jev. Z principu ekvivalence plyne, Ze vy, cigareta i vytah budou
v tthovém poli padat stejnym zptisobem. Cigareta tak zlistane jakoby zavéSena pred vaSima
o¢ima. Vyndejte z kapsy kli¢e a polozte je pted sebe. Zustanou tam stat. A pokud kli¢e ho-
dite, zacnou se pohybovat po pfimce konstantni rychlosti. V padajicim vytahu proto plati za-
kon setrvacnosti. Pokud na téleso neptisobi sila, je bud’ v klidu, nebo se pohybuje rovnomérné
pfimocare. Z principu ekvivalence tedy plyne, Ze v padajicim vytahu pocitujeme stav beztize
a ze gravitacni efekty vymizi. Gravitacni pole je mozné eliminovat vhodné€ zrychlenym pohy-
bem. Plati to i naopak. Pokud neni pfitomno zaddné gravitacni pole a pojedeme ve zrychlujici
se kabin¢ (kosmické lodi), zazijeme obdobny pocit, jako by na nds plsobila tize. Setrvacné
a gravitacni jevy jsou si velmi blizké. S velikosti vytahu to ale nesmime piehnat. Pokud by
jeho velikost byla srovnatelnd s na$i Zemi, budeme vnimat nehomogenitu tihového pole
a objevime odchylky od zdkona setrvacnosti. Na§ vytah tedy musi byt dostatecné maly.
Experimenty také nesmime provozovat piili§ dlouho, po delsi dobé bychom pozorovali malé
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ptiblizovani téles padajicich s ndmi, protoze vse padd do centra Zemé¢ a ve skute¢nosti nejde
o rovnobézné trajektorie. Zakony specialni relativity plati ve volné gravitujici kleci malych
rozmérd, ve které provadime experimenty po kratkou dobu. Takova klec je idedlni inercialni
soufadnicovou soustavou. Nazyvame ji lokalni inercidlni soustava (LIS).

LIS TTTesIIzal

Specialni a obecna relativita

Princip ekvivalence ma i dal$i zavazny diisledek. Pfedstavme si pohyb téles v okoli naseho
Slunce. Jejich trajektorie nezavisi na hmotnosti téles, ale jsou dany pouze pocatecni polohou
a rychlosti. Jsou tedy urceny jen centralnim télesem (Sluncem) a nikoli obihajicimi télesy.
Odsud uzZ je jen kracek k ptedstave, Ze Slunce néjak pokiivilo prostor a ¢as kolem sebe
a ostatni télesa v tomto pokiiveném svété pohybuji po nejrovnéjSich moznych drahach. Ta-
kové pojeti gravitace ptinesl Albert Einstein v roce 1916. Hovotfime o geometrické teorii gra-
vitace neboli o obecné relativité. Tato teorie dava do souvislosti existenci Casu a prostoru
s ptitomnosti téles. Kazdé téleso, nejenom Slunce, poné¢kud zakiivi cas a prostor kolem sebe
a tim pfisp&je svym malym vkladem k existenci téchto entit. Uz nejde o vnéjsi parametry po-
hybu, bez téles by ¢as a prostor neexistovaly. Zakladni llohou obecné relativity je popsat, jak
télesa zakfivuji Cas a prostor a jak se v tomto svéte pohybuyji.

Casto miize byt uzite¢né fesit danou tulohu z hlediska LIS, kde plati specialni relativita
a nalezené¢ feSeni transformovat do obecné souradnicové soustavy. Neni to sice pfimocaré, ale
¢asto velmi nazorné. Korektni feSeni musi ovSem z rozlozeni hmoty a energie urcit metricky
tenzor a ze znalosti metrického tenzoru zjistit pohyb téles. Uvidime, Ze obecna relativita byla
historicky prvni teorii, ktera mé v jediné sad€ rovnic obsazen jak pohybovy, tak polni zakon.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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4. KOVARIANTNI DERIVACE

|
N

Pti derivovani ctyfvektoru se v Casoprostoru také udalost od udalosti méni bazové vektory,
proto musime psat:
0A
on?

Derivace bazového vektoru e, g musi byt opét vektorem, tedy ji 1ze zapsat jako linearni kom-
binaci bazovych vektort:

=05(A%, )= A" ge,+ A%, 4 (73)

epp=1 5(1/3 es (74)

Koeficienty linedrni kombinace se nazyvaji koeficienty afinni konexe. Vyraz pro derivaci
ctytvektoru lze snadno upravit na tvar

JA
ox?

Vyraz v zavorce se nazyva kovariantni derivaci, prvni ¢ast je bézna parcialni derivace, druha
je zplsobena zménou bazovych vektort od mista k mistu, tedy zakfivenim ¢asoprostoru. Tuto
derivaci zna¢ime sttednikem:

(A“ﬁ+F éﬁA‘f) (75)

A% g =A% gt T g A°. (76)

Pro skalarni funkci splyva tato derivace s béznou derivaci (skalar nepotiebuje k vyjadieni
bazové vektory, neni, co by se ménilo):

Op=9p- (77)

Vlastnosti koeficientu afinni konexe

Afinni konexe neni tenzorovou veli¢inou, jeji indexy se netransformuji podle tenzorovych
pravidel. V praxi to znamena, ze tyto indexy nemlzeme zvySovat a snizovat. Indexy 4., vy-
tvofené kovariantnim derivovanim naopak maji tenzorovy charakter a lze je zvySovat
a snizovat. Pro obycCejnou parcidlni derivaci 4,, toto neplati, chybi zde Cast derivace dana
zaktivenim Casoprostoru.

Prototypem ctyfvektoru lokalizovaném v bod¢ Casoprostoru je infinitezimalni posunuti sou-
fadnic

d€ = dx“%e,,. (78)
Bézové vektory a jejich derivace lze proto formalné¢ zapsat jako
&
P &a ) €a.p = g,aﬂ' (79)
Pokud jde o ¢asoprostor bez diskontinuit a torznich zkrouceni, jsou druhé derivace zdménné,
tj. plati e, s = ez, a dolni indexy koeficientll afinni konexe musi byt proto symetrické:

a o
I g, =1" 5. (80)
V takovém piipad¢ tyto koeficienty nazyvame Christoffelovy symboly.

0(

Kovariantni derivace tenzoru druhého radu

Slozky tenzort druhého fadu se transformuji jako souciny dvou Vektoru proto spoctéme ko-
variantni derivaci jakéhosi prototypu tenzoru druhého fadu 7% =4“B":

of  _(4apB\ _ 4o nb apf  _
7%, =(4"B );7_/1 . BP + 4B =

(4%, + % a° ) BP + 4% (BP ,+ TP B )=
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- (A"‘Bﬁ ) + %, A°BP + P A7 B

37/
Odsud je zfejmé, Ze je u tenzoru druhého fadu nutné derivovat kazdou slozku zvlast’:
off  _ of o B ) lels
TF =T + 1", T+ 17, T (81)

Toto pravidlo snadno zobecnime pro tenzor n-té¢ho radu:
Talaz...aN;y :Talaz...aNyy+Fa1§yT§a2...aN +]—.a2§yTa1§...aN +--°+]—'O(N§7,Ta1a2"‘§ . (82)
Kovariantni derivace kovariantni slozky

Vzhledem k tomu, ze u Christoffelovych symbolii nemizeme snizovat a zvySovat indexy,
musime derivaci kovariantnich slozek zjistit jinak. Velikost Ctyivektoru nezavisi na volbé
soufadnic a jeji kovariantni derivace musi proto byt nulova, tj.:

(A“Aa).ﬂ:O = A% gA,+A%Ay5=0 =

(Aa7ﬁ+Fa§ﬂA§)Aa+AaAa;ﬂ=O =
A% gA,+ T g A A+ A% Ay 3 =0

V prvnim vyrazu ptrevedeme derivaci k druhému souciniteli (pomoci derivace soucinu), ve
druhém vyrazu zaménime scitaci indexy:

~A%Ay g+ ¢ g A A+ A% Ay y=0 =
g o _
|~ Agp+ T ape+Agp | 4% =0.

Vzhledem k tomu, Ze uvedena rovnost musi platit pro kazdé 4,, musi byt hranatd zavorka
nulovd, a snadno jiz ur¢ime derivaci kovariantni slozky vektoru:

Agp=Agp—T 4pds . (83)
Pied Christoffelovym symbolem je znaménko minus. Pro tenzor druhého fadu opét derivu-
jeme jednotlivé indexy:
Top.y =Tap.y _Fgaﬂ;fﬂ _rgﬂyTaé' (84)
Kovariantni derivace metriky

V této Casti ukdzeme, ze metrika s jakkoli umisténymi slozkami se vzhledem ke kovariantni
derivaci chova jako konstanta, kovariantni derivace metriky je vzdy nulova. Postaci si uve-
domit, ze metrika s kontravariantnimi indexy je inverzni matici k metrice s kovariantnimi
indexy:
off _ o
g8y =0"

Napravo je Kroneckertiv symbol, tj. prvky jednotkové matice, ktera je ve vSech bazich stejna
a jeji derivace je nulova:

(s%ep) ;=0 = &%sgp+ePeps=0.

Vsechny indexy maji tenzorovy charakter a lze na né uplatnit veskera pravidla pro zvySovani
a snizovani indexti a pravidla pro zaménu indext:

ga},;5+ga7;5 =0 = 2g0!7/;§:0 =
ga,[)’;y:O' (85)
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Vztah mezi Christoffelovymi symboly a metrikou

Metrika kompletné urcuje vlastnosti zakiiven¢ho casoprostoru. Christoffelovy symboly je
proto mozné za pomoci metriky vyjadfit. RozepiSeme-li kovariantni derivaci ve vztahu (85)
podle vztahu (84), okamzité mame:

gaﬁ,yzréayggﬂ"i'rgﬂygmf- (86)

Nyni je jiz jen algebraickym dosazenim dokézat, ze Christoffelovy symboly je mozné ze
znamé metriky urcit za pomoci jednoduchého vztahu:

1
' op :Egy§(gfa,ﬂ+g§ﬂ,a_gaﬁ,§)- (87)
Ve fyzice pouzivame Casto zkraceny zapis

rly=r7, (88)

Viastnosti kovariantni derivace

Kovariantni derivace v sobé zahrnuje jak zménu samotnych slozek vektoru, tak zménu bézo-
vych vektort. Kiivost se projevi v kovariantni derivaci ¢lenem s Christoffelovymi symboly.
Ty jsou urcitelné z metriky. Pro soucin a soucet derivaci plati stejné pravidla jako u obycejné
parcidlni derivace. Indexy vzniklé kovariantnim derivovanim maji charakter tenzorovych
indext a Ize je zvySovat a snizovat. U Christoffelovych symbold Ize indexy doplnit jedno-
znaénym zpusobem. Pii derivaci hornich (kontravariantnich) indexi je pfed Christoffelovym
symbolem znaménko plus, pii derivaci dolnich (kovariantnich) indext minus. Kovariantni
derivace slozek tenzorl vyssiho fadu se provadéji pro kazdou slozku zvlast. Kovariantni de-
rivace skalarni funkce je shodna s parcialni derivaci. Kovariantni derivace metriky je nulova.
Shriime nyni tato pravidla do jednoduché tabulky:

(A“ +B“);ﬂ = A“;ﬁ +B“;ﬂ,
(A“Bﬂ);y =A% BP +4°BF

A% = A% gt DA,

Agip =Aap=T* apds
o  _ of ] B ol
> 7% =1 +1% %+, %, (89)

_ ¢ ¢
Ta/)’#‘ aﬂ,y_r aﬂ%ﬂ_r ﬂ7Ta§’

P.5=9p
gaﬂ;yzoa
Fya,b’zryﬁa >

!
T ap=28" (Seap 8550 —8aps):

ooooooooooooooooooooooooooo
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5. ROVNICE GEODETIKY

Céstice se pohybuje po nejrovnéj$i mozné draze v kiivém v Casoprostoru, tzv. geodetice.
Rovnice geodetiky nahrazuje v obecné relativité pohybové rovnice ¢astice.

Uplna derivace vektorového pole

Pfedstavme si, Ze je v Casoprostoru pfitomno néjaké vektorové pole 4“(x”), které se méni
s casem 1 s prostorem. K dispozici médme také né&jakou kiivku natazenou mezi udalostmi A
a B, naptiklad svétoCaru castice. Tato kiivka je parametrizovana parametrem 7 — v piipade
svetocary Castice muze jit o vlastni Cas ¢astice.

A

»
>

X

Parametrizace ¢asoprostorové kfivky mezi udalostmi
A a B za pomoci parametru t.

Hledejme zménu naSeho vektorového pole podél kiivky:
d4”  04* dx” _ dx”

dr  ox¥ dr Vdr
Je zjevné, ze jde o spravnou zménu v rovném casoprostoru. V kiivém ¢asoprostoru musi byt
slozky vektorového pole derivovany kovariantné, tj. tak, aby byly vzaty v ivahu i zmény
bazovych vektorti a aby derivace slozek pole tvofily tenzor druhého tadu. Proto zavedeme
tzv. uplnou derivaci pfedpisem

(90)

DA* dx”

=44, —. 91)
Dz ©odr

Nyni tvofi veli¢ina A”;v slozky tenzoru druhého fadu a v derivaci je obsazen i kiivostni ¢len.
Jaky je vztah mezi béznou a uplnou derivaci? Abychom to zjistili, rozepiSme kovariantni de-

rivaci dle vztahu (76):
DA

>

de

dx” dx”
=| A", + T s A% |=—= 4" T, A5 ——. 92
Dr [ Y 4 } dr Vodr @7 dr ©2)
Prvni ¢len je béZznou derivaci (90), proto mame
)7 u v
> L =dA;+rﬂ§VA§dx_. 93)
Dz dr dr

Interpretace je zfejma: prvni Clen je ,,obyCejnou’ derivaci, druhy ¢len zplsobilo zakiiveni
casoprostoru.

Paralelni prenos vektoru podél krivky

V rovném casoprostoru nazyvame paralelnim prenosem postupné piesouvani vektoru podél
kiivky. Pokud pfesuneme vektor podél uzaviené kiivky, vrati se po ob&hu kiivky do vycho-

vvvvvv

klad paralelni pienos vektoru po povrchu koule, kde mame vytyCeny poly a rovnik. NasSe
kiivka ptijde nejprve od polu podél poledniku k rovniku. Poté bude pokracovat podél rovniku
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a nakonec se po jiném poledniku vrati zpét k polu. Pijde tedy o uzavienou kiivku. Na polu
zacneme s vektorem, ktery bude te¢ny k nasi kiivce a bude mifit smérem k rovniku. Po kaz-
dém rovnobézném posunuti podél poledniku budeme muset nas vektor sklopit (provést
projekci) do te¢né roviny v daném bod¢, protoze se musi transformovat jako infinitezimalni
vektor. Takto vektor dopravime az na rovnik a poté s nim budeme ,,cestovat™ podél rovniku.
Nakonec ho podél jiného poledniku dopravime zpét k polu (opét ho budeme muset sklapét do
te¢né roviny). Vysledek je mimotadné zajimavy. Vektor, ktery jsme piepravovali podél nasi
kiivky, zménil v pribéhu své cesty smer!

Paralelni prenos vektoru v roviné podél oteviené a uzaviené krivky.
Krivka leZi v roviné, presouvané vektory také.

Paralelni prenos vektoru po uzaviené ktivce na povrchu koule.

V rovném Casoprostoru popiSeme paralelni pienos jednoduchou rovnici (vektor se pii pfenosu
podél kiivky neméni):
d4#
—=0. (94)
dr
V pokiiveném Casoprostoru bude rovnice stejn¢ jednoduchd, jen musime vzit v tvahu ménici
se kiivost a psat

u
DA™ _ 0. (95)
Dt
RozepiSme tuto rovnici za pomoci kovariantni derivace a Christoffelovych symbolt, viz (92):
d4* dx”
> 4 TF 45 ——=0 96
dr v dr ©6)

Toto je hledana rovnice paralelniho pienosu vektorového pole 4“ podél kiivky x"(z). Pokud
bude Casoprosotor rovny a Christoffelovy symboly nulové, splyne tato rovnice s rovnici (94)
pro rovny ¢asoprostor.
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Rovnice geodetiky

Pokud budeme sledovat néjaky zajimavy dé¢j, mize byt vzdy voditkem to, jak déj probiha
v lokaln¢ inercialni soustavé (LIS), tedy v soustavé, kterd po kratkou dobu v malé oblasti
prostoru volné pada v gravitacnich polich ostatnich téles. V takové soustave plati zdkony spe-
cialni relativity, volny hmotny bod se pohybuje rovhomérné pfimocafe a metricky tenzor je
dan Minkowského metrikou. Oznac¢ime-li soufadnice v LIS &% bude interval roven

ds? =17,5 dEPAEP; 1, = diag(-L+L+1+1). (97)
V obecné soutadnicové soustaveé S, ze které miizeme déj také pozorovat, bude platit
ds® = g5 dx%dx”, (98)

metrické koeficienty popisuji pokfiveni ¢asoprostoru, soutadnice udalosti v S jsou x“.

Zkonstruujme nejprve sveétoCaru castice v LIS, kde plati zakony specidlni relativity. Na na-
sledujicim obrazku jsou svétocary stojici ¢astice (a), letici Castice (b) a fotonu leticiho rych-
losti svétla (¢). Ve sméru vSech svétocar vzdy mifi prislusna ctyirychlost

u U
U Egziﬂz ye (99)
dr dt dz \ypv

Zkuste si zakreslit ve dvou dimenzich (Cas a jedna prostorova soutradnice) Ctyivektory stojici
Castice, Castice pohybujici se rychlosti v a fotonu, jejich 2D ctyirychlosti postupné budou

o G () w

Povsimnéte si, Ze pro rychlosti malé ve srovnani s rychlosti svétla je ¢asova slozka Ctyirych-
losti podstatné vétsi nez prostorové slozky (ve 2D bude prostorova slozka jedind).

L
/3
2¢ padg

A a b
ct A A

v c
<

U/‘T: ':ny R

u
Y

&
A

»
'

X
Z obrazku je ziejmé, ze ve specidlni relativité¢ (v LIS) mizeme svétoCary zkonstruovat po-
stupnym pifenaSenim Cytirychlosti. Posta¢i znat pocate¢ni udalost (A) a vzdy posunout
Ctytrychlost o maly usek podél svétocary. Bude tedy platit

U
dgf =0. (101)

Jak je to mozné? V LIS se volné hmotné body pohybuji pfimocate (neplisobi na né sila), tedy
plati jednoduchy vztah
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d2eH

a2
Vzhledem k tomu, ze U* = d&*/dr, mame okamzité dU*/dz = 0, tj. rovnice (101) popisuje po-
hyb volného télesa v LIS. V Soufadnicové soustavé S, kde je obecnd metrika g,,, bude mit
rovnice paralelniho pfenosu ¢tyirychlosti tvar:

0 (102)

U
bu” _ 0. (103)
Dz
RozepiSme tuto rovnici dle definice tplné derivace (93):
du” dx”
+ 4. US = =0, 104
dr Y7 dr (104)

S vyuzitim definice Ctyirychlosti madme
2 U E gV
d"x -+1ﬂﬂ§V59L-dx =0. (105)
dr? dr dr
Po vhodném pieznaceni indexti ziskame hledanou rovnici geodetiky ve tvaru:
2 U o 3.0
d°x” | ﬂwﬁk—gi—zo. (106)
dr? dr dr
Pokud jde o svétlo, nemiliZze byt parametrem svétocary vlastni Cas, ale naptiklad vlastni délka
ktivky, tj.

>

2 u o 3.5
d x o r ﬂaﬂ dx™ dx” _
dA? dA di
Rovnici geodetiky také mizeme psat bez parametrizace (jako diferencidlni formu):
d>x# + T 5 dxdxP =0. (108)

0. (107)

Poznamka:

Rovnici geodetiky Ize také odvodit z variacniho principu. Z teoretické mechaniky vime, zZe Ldt musi byt ska-
ldrem, tedy v relativité néjakou funkci ds. Ma li byt vyraz Gmérny &asu, musi jit o odmocninu, tj.

Ldt = —ds? =dr.

Interval je pro kauzalné spojené udalosti zaporny, proto je v odmocniné minus. Rovnici geodetiky lze potom
odvodit z Hamiltonova variacniho principu

B
> 5[V-ds* =0. (109)
A

Newtonovska limita

Jak souvisi rovnice geodetiky, kterd je zdkladnim pilifem obecné relativity, s Newtonovymi
pohybovymi rovnicemi? Ukazeme, Ze v limité slabych poli (malého zakiiveni) a pomalych
rychlosti piejde rovnice geodetiky na standardni pohybové rovnice v gravitacnim poli. New-
tonova pohybova rovnice mé v gravita¢nim poli tvar

mi =-VW,, (110)

kde W, je potencialni energie, ktera zavisi linedrn€ na hmotnosti testovaciho téliska m. M-
zeme také zavést potencial gravitacniho pole

o=W,m, (111)

ktery je nezavisly na hmotnosti télesa. Pohybova rovnice potom piejde na jednodussi tvar
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Xx=-Vg, (112)
ktery reflektuje fakt, ze pohyb téles v gravitacnim poli nezavisi na jejich hmotnosti gto plyne
z principu ekvivalence). V relativité je vyhodné zavést jesté bezrozmérny potencial ¢ :

W, (w,|=1.

O=W,/m; [¢] = V/kg = (m/s)?, (113)
o =91 [o7]=1.
Napi$me nyni rovnici geodetiky za nasledujicich predpokladi:
1) metrika je nezdvisla na Case a je diagondlni;
2) téleso se pohybuje malou rychlosti v porovnani s rychlosti svétla;

3) gravitacni pole je slabé, tj. zakiiveni Casoprostoru je malé.

Ad 1. Tento ptedpoklad neni podstatny, ale zjednodusi vypocty. Vhodnou volbou soutadni-
cové¢ sit¢ muzeme zafidit, aby metrika byla diagonalni. Pokud soufadnicovou soustavu spo-
jime s télesem, které generuje pole, bude metrika stacionarni, tj.

8ap0=0. (114)

Ad 2. Malé rychlost télesa vzhledem k rychlosti svétla znamend, ze nemusime rozliSovat
mezi soufadnicovym a vlastnim Casem a ze ¢asova slozka Ctyirychlosti je vyrazné vétsi nez

prostorové slozky, tj.:
i:y:l/\/l—vz/czzl, (115)

dr
k 0

CLL ‘Li, k=123, (116)
T T

Ad 3. Slabé gravitacni pole znamend, ze se metrika bude jen mélo odchylovat od Min-
kowského metriky, tj.:

8op =Nop+hop (117)

kde /45 jsou malé odchylky od Minkowského metriky. Malé v tom smyslu, ze ve vSech vyra-
zech budeme zanedbavat jejich kvadraty. Metrika bude tedy mit finalni tvar

—1+hyy O 0 0
|0 L+hy 0 0 118)
Sap = 0 1+hy 0 |
0 0 0 l+hgy
Inverzni matice bude
(—1+hgy) " 0 0 0
0 1+ k)" 0 0
gaﬁ _ ( 1) | ’ (119)
0 0 (1+hyy) 0
0 0 0 (1+hy3) ™"

Vzhledem k tomu, ze poruchy / jsou malé, provedeme Tayloriv rozvoj do prvniho fadu, t;.
vyuzijeme (1+x)" = 1+nx. Finalni tvar kontravariantnich slozek metriky bude
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“l1=hy, O 0 0
0 1-h 0 0
g% = 1 . (120)
0 0 I-hy O
0 0 0 1-hy

Zkuste si matice gy, g“ﬁ mezi sebou vynasobit. Pokud zanedbate kvadraty poruch /4, dosta-
nete jednotkovou matici.

Vratme se nyni k rovnici geodetiky. Vzhledem k predpokladu (116) zlstanou ve druhém
¢lenu jen Casové Cleny, tj.

A

———=0. 121
ar? | "dr de (121)
Vyjadiime-li derivace ¢asovych slozek udalosti z (115), dostaneme
dr

K rozepsani rovnice geodetiky zbyva urcit ptislusné Christoffelovy symboly ze vztahu (87):

'y :%g% (ggo,o +8&0,0 —goo,f) .
Podle ptedpokladu (114) jsou casové derivace nulové a zlistane jen

F700 = —%gﬁgoo,é .
Budou nas tedy zajimat ctyfi slozky Christoffelovych symbold. Pfi vypoctu vyuzijeme
nulovost nediagonalnich ¢lenti a ¢asovych derivaci:

I AP :—%gofgoo,.f :—%googoo,o —%gmgoo,l —--=0,
o :—%glggoo,z: =—%gngoo,1 =—%(1—h11)(—1+h00)’x :—aa—x(h%j,
r200 ..._i(hﬂj,
ay\ 2
o(h
r300 _..._g(%j

V rovnici geodetiky (121) mizeme zaménit vlastni ¢as za soufadnicovy, v naSem priblizeni
newtonovské limity se nelisi. Casova slozka je splnéna trivialné a prostorové slozky daji:

2 2
%:V[c ;’OOJ. (123)

Ziskali jsme tvar formaln¢ shodny s Newtonovymi pohybovymi rovnicemi (112). PovSimnéte
si, ze poruchy % jsou bezrozmérné, kvadrat rychlosti svétla dava pravé strané rovnic (123)
spravny rozmér. Rovnice geodetiky splyne s Newtonovymi rovnicemi, pokud plati

> R0 :—i—f:—zgy*. (124)

Dobfe je patrné, ze metrika souvisi s potencidlem pole. Derivace metriky, naptiklad Christo-
ffelovy symboly, souvisi s intenzitou pole (ta je prostorovou derivaci potencidlu. Interval ma
v newtonovské limité tvar

ds? = ggod(ct)® + g1 ydx] + gx3 +g33dx3 :—(1+2¢*)dl‘2 +o (125)
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O prostorové ¢asti metriky zatim nic nevime, ale Casova ¢ast je zjevné deformovana piitom-
nosti télesa, které zakiivuje casoprostor (v fe¢i newtonovské fyziky ptitomnosti gravita¢niho
potencialu). Pro kulové symetricky zdroj pole mame

GM

¢=- (126)
r
a metrika je
ds? z—(l—ﬂjdzz 4o (127)
cr

Ve velkych vzdalenostech od télesa (»r — o) piejde metrika v Minkowského metriku. Nej-
vétsi zakiiveni bude na povrchu télesa a odchylku oc*l Minkowského metriky mtizeme podle
(125) vyjadtit za pomoci bezrozmérného potencidlu ¢ na povrchu télesa:

¢*(R)=—GTM- (128)
c°R

Pro proton vychazi ¢ ~ 10°°, pro Zemi 10, Slunce 10°°, bilého trpaslika 10, neutronovou
hvézdu 107" a Gernou diru 1. Je zjevné, Ze pro neutronovou hvézdu a Gernou diru nelze new-
tonovskou limitu pouzit a aproximace g,z = #4s + hop neni spravna.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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6. DILATACE CASU A CERVENY GRAVITACNI POSUV

Dilatace ¢asu

Predstavme si soutadnicovy systém pevné spojeny se zdrojem gravita¢niho pole (naptiklad se
Zemi). V tomto systému budeme sledovat chod nepohybujicich se hodin (jsou umistény
v misté A, napiiklad na poli¢ce). Metrika v naSem soufadnicovém systému nebude zaviset na
Case a soufadnice lze zvolit tak, aby metrika byla diagonalni (neni to nutné, ale zjednodusi to
nase vypocty).

Pro interval mezi dvojim tiknutim hodin lze v nasi soufadnicové soustaveé S, kde se hodiny
nepohybuiji (Ax* =0), psat

As? = g o5 AV AP = gooc? At + gy AxF Ax! = g oAl (129)
Tytéz hodiny mizeme pozorovat v LIS. Vici LIS se hodiny pohybuji, takze plati

As? =175 AETAEP =—(A50)2 +(A§1)2 +(A§2)2 +(A§3)2. (130)

Musime rozliSovat tfi ¢asy: 1) soufadnicovy cas ¢, ktery plyne v S spojené s hodinami a Zemi
nebo jinym zdrojem pole — takovy &as jsme n&jak zvolili; 2) &as & plynouci v LIS, tj. &as
v Minkowského metrice; 3) vlastni (pfirozeny) Cas, pro ktery plati:

As? =—c?A7?. (131)
Ze vztaht (129) a (131) mame

—c*Ar? =g0002At2 =

AT=\—go(4) At. (132)

Vlastni ¢as je jedinym ,,pfirozenym* ¢asem u hodin, pifevracena hodnota doby Az mezi dvéma
tiknutimi hodin je vlastni frekvenci hodin, tj.

Ar=2 = [Cgoa(d) A (133)
14

Dvoje hodiny

M¢jme nyni v soustavé S dvoje nepohyblivé hodiny, jejichz chod budeme porovnavat.
Z hodin v misté A vysSleme elektromagneticky signal do mista B. Prvni foton bude totozny
s tiknutim hodin v A, druhy s koncem kmitu (nésledujicim tiknutim)

31



Obecna relativita Dilatace ¢asu a Cerveny gravitaéni posuv

D s
N > N\

T

D D
O N\ P s > TN
tA+AZ‘A IAB+AZ‘B
Let fotonu bude dan jednoduchou rovnici
ds? = g g dx%dxf =0. (134)

Jde o kvadratickou rovnici pro d¢. Pokud dr vyjadiime, nebude vysledek zaviset na Case, ne-
bot’ metrické koeficienty nejsou v nasi souradnicové soustavé S funkcemi Casu. Proto poleti
foton z mista A do mista B stejné dlouho dnes, zitra i1 pozitfi. Musi tedy platit

At =Aty=At. (135)

Pro nami sledované tiknuti hodin A, které sledujeme v misté B, bude podle (133)

= en(B) Ay, (136)
B

Pokud vysleme obdobny signdl z hodin A do mista B, budeme pozorovat v misté¢ A

1
V—:\/—goo(z‘l) At . (137)
4
Vzhledem k tomu, ze Aty = Atg, mdme po vydé€leni poslednich dvou vztaht

> Ve _ \N~8o0(4) (138)

Vi =& (B) '

Vztah (138) je zcela obecnym vztahem pro zménu chodu ¢asu zplisobenou pfitomnosti gravi-
tatniho pole (zakiivenim casoprostoru). Vztah lze také interpretovat jako posun frekvence
fotonu pohybujiciho se z mista A do mista B (tzv. ¢erveny gravitacni posuv). V limit¢ sla-
bych poli (malého zaktiveni Casoprostoru) mizeme podle (125) psat

Vi J1+2¢"(B)

Pro posuv frekvence fotonu, ktery se pohybuje mezi misty s riznym gravitacnim potencia-
lem, proto plati v newtonovské limité slabych poli jednoduchy vztah

Ve _N1+20°(4) =(1+2¢*(A))1/2 (1+2¢>*(B))_1/2 zl—(¢*(3)—¢*(A))=1—A¢*.

Vp_)_ AP (139)

|4 A Cz
Pokud vyraz vynasobime v4 a ¢leny pfeskupime, dostaneme pro relativni zménu frekvence
Av A
—= ——f . (140)
|4 c
Relativni zména frekvence tedy jednoduSe souvisi se zménou potencidlu gravitacniho pole.
Ruzné pohledy na dilataci

»Vysvétleni“ z hlediska LIS

Ptedstavme si foton, ktery se pohybuje v tthovém poli z mista A do vysSiho mista B. Mista
nejsou piili§ vzdalena, takZe je Ize ,,obalit” jedinym vytahem, ktery za¢ne padat v okamzZiku
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vyslani fotonu z mista A. Vytah pfedstavuje lokalni inercialni soustavu, ve které se foton
pohybuje po piimce konstantni rychlosti c.

T s

V okamziku, kdy foton doleti do B, se vytah uz pohybuje rychlosti
v:gAt:gA—h. (141)
c

Pozorovatel ve vySce hg bude pozorovat foton, ktery pfilétd z pohybujiciho se vytahu, tedy
uvidi diky Dopplerové jevu frekvenci

oo,

Uvazime-li, Ze gravitacni potencial tthového pole je ¢ = gh, mame

Ve _y A2 (143)
coz je stejny vztah, jako jsme odvodili z metriky v newtonovské limit¢.

»Vysvétleni“ z hlediska zakona zachovani energie

V tihovém poli miizeme napsat, ze potencialni energie plus energie fotonu je konstantni, tj.
maghp +hwy =mgghy +hag (144)

Pohybovou hmotnost fotonu uréime z jeho energie (m = E/c* = hiw/c?):

ho hao
CzAghA+ha)A:C—2thB+ha)B =
vA(1+—gh2A)=vB(1+—gth) = (145)
C C
-1
h hg—h
VB _ 1+g2A .(thsz El_g(B—zl):l_A_f_
Va c c c c

Opét jsme ziskali znamy vztah plynouci z newtonovské limity.

¢ Piiklad: Uréeme zménu vilnové délky pro foton s o= 500 nm, ktery vylétl z povrchu
hvézdy a doletél do velké vzdalenosti od ni (do nekonec¢na):
Al__Av_A¢
A |4 (;2 .

V tomto piikladu nemzeme pouzit tihové pole. Vzhledem k tomu, Ze se foton dostane do
velké vzdalenosti, musime pouzit Newtontiv gravitacni potencial:

/1=/10(1+A¢/c2)=10{1—Gi‘4—2(l—%ﬂ=/10(1+§—i42]. (146)

[ o]
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M R AML=GMIRS | A (nm)
Slunce 1 Ms | 700000 km 2x107° 500,001
bily trpaslik 1 Ms | 10000 km 1,5x107 500,075
neutronova hvézda 1 Mg 20 km 0,074 537

Poundiv-Rebkiiv experiment

Prvni méfeni Cerveného gravitatniho posuvu provedli v roce 1960 Robert Pound a Glen
Rebka na Harvardské univerzité. K méfeni vyuzili véz, kterd je dodnes soucasti Jeffersonovy
laboratofe. V originalnim ¢lanku Pound a Rebka uvadéji, ze vzdalenost mezi vysilacem
a ptfijimacem (detektorem) byla 74 stop, coz odpovida vysSce 22,55 metru. Na tak malém vys-
kovém rozdilu by podle obecné relativity méla byt relativni zména frekvence

Av A hy—h _
Av_ A0 _glhah) s 5510718 (147)
14 c c
Zm¢etit tak nepatrnou zménu frekvence vyzadovalo mimotadnou experimentalni zruénost
spojenou se znacnou zkuSenosti. Vzhledem k tomu, Ze méteny rozdil frekvenci byl

Av=2,5x10""y,, (148)

bylo nutné nalézt zdroj s co mozné nejvyssi frekvenci.
Nakonec byl pouzit radioaktivni kobalt Co 57 pfimi- §
seny do Zeleza Fe 57. Zelezo Fe 57 emitovalo gama |
fotony s piesné definovanou energii 14,4 keV (frekven-
ce 3,5x10" Hz). Jako detektor byl pouzit absorbér
tvofeny opét vrstvou Fe 57, ktery rezonan¢né pohlcoval
fotony s toutéz frekvenci. To, zda byly fotony v detek-
toru pohlceny, a nebo prosly, se zjiStovalo pomoci
scintilaéniho krystalu Nal(TIl) a fotonasobice. Krystal
mél pramér 7,5 cm a tloustku 6 mm. Zdroj a detektor
tak byly naladény na stejnou frekvenci, tj. detektor byl §
schopen absorbovat fotony jen s frekvenci ptesné rov-
nou vysilané frekvenci. U normalnich atomt by zpétny
raz pii absorpci fotonu v detektoru ovlivnil pfijimanou
frekvenci, ale v krystalech diky Mossbauerovu jevu
ptebird zpétny rdz cely krystal, a tak se frekvence ab-
sorbovanych fotond nezménila. K jediné zméné frek-
vence doSlo gravitatnim posuvem (Cervenym, pokud
byl zdroj dole a detektor nahote a modrym pfi obracené
konfiguraci). Vysledkem gravitaéniho posuvu je, ze by detektor nemél fotony s pozménénou
frekvenci absorbovat.

A zde prichazi na scénu Dopplertv jev. Zdroj fotonll byl totiz ptfipevnén k membrané repro-
duktoru, kterd s nim pohybovala ve svislém sméru sem a tam s frekvenci 10+50 Hz. Dopple-
rovym jevem se periodicky ménila frekvence vysilanych fotonti. Vznikly posuv v ur€ité fazi
kompenzoval gravita¢ni posuv a detektor absorboval fotony s nezménénou frekvenci (resp.
zménénou nadvakrat — na jednu stranu gravitaénim posuvem a zpét Dopplerovym posuvem).
Cela metoda je vlastn¢ upravenou Mdssbauerovou spektroskopii, kterd umoznuje piesné ur-
¢eni zmény frekvence. Aby nedochazelo k nezddoucimu rozptylu fotonii v atmosféte, procha-
zely fotony mezi zdrojem a detektorem trubici z mylaru (o priméru 40 cm) vyplnénou hé-
liem. Na fotografii je Robert Pound u dolniho konce trubice. Vysledek experimentu byl pozi-
tivni, Pound a Rebka potvrdili Cerveny a modry gravitani posuv s relativni pfesnosti 0,1, tj.
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10 %. Pii pozdé¢jSich modifikacich experimentu se podafilo dosahnout ptesnosti ovéfeni
obecné relativity 0,01. Slo o jeden z ,,velkych* testi obecné relativity, ktery detekoval zménu
chodu ¢asu zptisobenou pritomnosti Zem¢.

Hafele-Keatingliv experiment

Dalsi zajimavy experiment, ktery zjiStoval zménu chodu ¢asu zplsobenou gravitaci Zem¢,
pfipravili Joseph Hafele a Richard Keating v roce 1971. K méfeni Casu vyuzili cesiové ho-
diny. Kontrolni hodiny byly umistény na observatoti USNO (United States Naval Observa-
tory). S dalsimi hodinami obletéli Zemi ve vychodnim sméru a s poslednimi v zapadnim
sméru. K obletu vyuZzivali bézné dopravni linky a hodiny pfekladali z letadla do letadla.

Hafele a Keating vezou na vylet cesiové hodiny

Cas na hodinach, které se pohybovaly v desetikilometrové vysce, potom porovnali s asem na
kontrolnich hodinach. Vysledna hodnota byla ddna jak jevy specidlni relativity (dilataci
¢asu), tak jevy obecné relativity. Letadlo je pohybujici se systém, takze bude platit

As” = g A AP = g0 7ML + g A Ax! = (gge? +go*u! A (149)

Interval nalevo vyjadiime pomoci vlastniho ¢asu a slozku ggo za pomoci newtonovské limity:

—c2A7? :(—(1+2¢*)c2+vz)At2 (150)
a tedy
2
Loar= 122 n (151)
|4 C C

Zména chodu Casu je tedy zptisobena jak zakiivenim Casu gravitaci (Clen s ¢), tak specialné-
relativistickou dilataci ¢asu zptisobenou pohybem letadla (¢len s v). Porovname-li chod hodin
v letadle a na povrchu Zemé (jeho rychlost pohybu je vz), mame

20, i
A 1+ =% 2 2
L _ ¢t ¢t 007 vi-Ug
_ ~1+ 8 %z, (152)
Az-Z 2¢Z U% c 2c
=3
C C

Po dosazeni gravitacniho potencialu Zemé¢ ziskame jednoduchy vztah

ATL_l_ GM , +GMZ_vf—v%
At,  (Ry+h)c? Ry 202

(153)

neboli
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2 2
oMy GMZ—UL_”Z]MZ. (154)

ATy AT, =| - +

- g ( (Rz+h)c2 RZc2 2¢?
Letadla 1étala v primérné vysSce 8 900 m a oblet Zem¢ trval piiblizné tfi dni. Po vypoctu
z aktudlni letové drahy a konkrétnich rychlosti letadel vySel rozdil ¢asu mezi hodinami
v letadle a na Zemi pro vychodni smér letu —40+23 ns a pro zapadni smér letu 275+21 ns.
Naméiené hodnoty byly —59+10 ns pro vychodni smér a +273+10 ns pro zadpadni smér. Expe-
riment potvrdil pfedpovédi obecné relativity s relativni piesnosti 10 % (107"). V roce 1976
byl experiment zopakovan Univerzitou v Marylandu a potvrdil obecnou relativitu s pfesnosti
1% (1072).

Poznamka: V predchozich vypoctech jsme predpokladali, Ze je soutadnicovy systém pevné spojeny se zdrojem
pole. V piipadé rotujici Zemé tomu tak neni, ale efekty zplisobené zemskou rotaci jsou vyssiho fadu, nez
vyuzivame v newtonovskeé limité.

¢ Priklad: Urcete, o jakou maximalni vzdalenost se rozejde poloha automobilu uréovana
pomoci polohovaciho systému GPS od skutecnosti za 24 hodin, pokud nebude provadéna
oprava na rozdilny chod ¢asu na druzici a v automobilu. Predpokladejte, Ze automobil jede po
rovniku. GPS druzice je ve vysce 4 =20 200 km. Polomér Zemé je Rz = 6 371 km, hmotnost
Zemé My =5,97x10"" kg, G =6,67x10"" Nm’kg .

ReSeni: Vlastni rychlost automobilu je vzhledem k otadeni Zemé& zanedbatelnd. Nejprve
ur¢ime obé&znou rychlost povrchu Zemé na rovniku:

UZ:RZa):RZZ%z463 m/S. (155)

Je jasné, ze vlastni rychlost automobilu je zanedbatelna. Nyni ur¢ime rychlost obéhu druzice
z rovnosti setrvacné odstfedivé sily a gravitaéni sily:
muv ]2) mM ,

G =  up= /GMZ ~3871m/s. (156)
R+h (R+h)2 R+h

- D

Nyni pouzijeme vztah (154), do kterého namisto rychlosti letadla vy, dosadime rychlost
druzice vp. Za jeden den, tj. za Atz =24 h = 86 400 s vyjde rozdil obou Cast

Atp—AT, =38 ps. (157)
Vynasobime-li tento udaj rychlosti svétla, zjistime, Ze chyba v ur€eni polohy je
Al=(Atp—A7y)c=11km. (158)

Z vypoctu je patrné, ze bez zapocteni obecné relativistickych jevii by bylo provozovani
polohovaciho systému GPS zcela nemozné.
J

Gravity Probe A

Prvnim velmi pfesnym experimentem na méfeni gravitaéniho posuvu byl balisticky let sondy
Gravity Probe A v roce 1976. Na ptipravé experimentu se podileli odbornici ze SAO (Smith-
sonian Astrophysical Observatory) a NASA. Védecky tym tidili Martin Levine a Robert Ves-
sot. Sonda méla hmotnost 100 kilogrami a byla vynesena z Wallopovych ostrovii (Virginie)
nosnou raketou Scout do vysky 10 000 km. Sonda zamérné nedosahla unikové rychlosti, a tak
po dosazeni maximalni vySe padala zpét smérem k zemi a dopadla do Atlantického ocednu.
Na palub¢ byl vodikovy maser, ktery slouzil jako zdroj radiového signalu s piesnou frekvenci
(jako ptfesné hodiny). Za pomoci retranslatoru byl signal z prib¢hu celého letu pfijiméan na
povrchu Zemé. Po odecteni Dopplerova jevu zlstal jen modry gravitacni posuv zpusobeny
cestou signalu ze sondy na Zem. Poprvé se podatilo ovefit predpoveéd’ obecné relativity s re-
lativni piesnosti 0,01 % (107%).
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Sondu Gravity Probe A pfipravovali odbornici ze Stanfordské univerzity. Z jejich dilny také
pochézela sonda Gravity Probe B, kterd méla za kol zméfit strhavani Casoprostoru rotujici
Zemi a sonda STEP (Satellite Test of Equivalence Principle) pro ovéteni principu ekviva-
lence. Gravity Probe B startovala v roce 2004, ale méfeni byla do zna¢né miry znehodnocena

elektromagnetickym pole slune¢niho vétru. Projekt sondy STEP byl zastaven.
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Gravity Probe A. Nalevo je schéma sondy, napravo nesou
Martin Levine a Robert Vessot vodikovy maser.

Berkeleysky experiment

Nejnovejsi zpisob méfeni Cerveného gravitacniho posuvu je zcela revolu¢ni. Méfi gravitadni
posuv pomoci kvantového jevu na vyskovém rozdilu pouhych 0,1 mm! Ustiedni postavou
nové metody je Steven Chu, nositel Nobelovy ceny za laserové ochlazovani. Chu byl dlouha
1éta feditelem proslulé védecké laboratoie LBNL (Lawrence Berkeley National Laboratory).
Napadlo ho, ze k méfeni Cerveného posuvu by se namisto elektromagnetickych vin mohly
vyuzit de Broglieovy viny. Je piece jedno, zda ¢as méfime pomoci elektromagnetickych
kmit nebo pomoci de Broglieovych vin. Tyto viny maji podstatné vyssi frekvenci, na}sf)fiklad
pro cesiovy atom ochlazeny Chuovou metodou mé de Broglicova vlna frekvenci 3x10% Hz.

Této myslenky se ujali Achim Peters (Humboldtova univerzita) a Holger Miiller (UCB)
a v unoru 2010 nové interpretovali experimenty Peterse z roku 1997. Tehdy Peters ochladil
cesiové atomy Chuovou metodou na pouhych nékolik miliontin kelvinu a poté jim za pomoci
laseru piedal svisly impulz a sledoval jejich nasledny volny pad. Experimenty z roku 1997
mély ovéfit princip ekvivalence. Stejny experiment miize ale také slouZit k méteni ¢erveného
gravitacniho posuvu. Laserovy impulz ptsobici na shluk ochlazenych cesiovych atomt totiz
pfipravi atomy ve smésici dvou stavi. Jeden stav reprezentuje nevychylené atomy a druhy
stav atomy vychylené pulzem o cca 0,1 mm svisle. Pro cesiové atomy ve vychyleném stavu
plyne cas jinak neZ pro nevychylené. Za ptiblizn€ 0,3 s volného padu vychylenych atomi se
bude &as uplynuly v obou stavech ligit o x102°s. Jde o neuvé&fiteln& kratky okamzik, ale
vzhledem k vysoké frekvenci de Broglicovych vin méfitelny za pomoci interference vin
z obou stavil. Postaci, aby laserovy pulz atakoval cesiové atomy ttikrat. Poprvé udéli s 50 %
pravdépodobnosti atomim svisly impulz a atomy se ocitnou v superpozici nevychyleného
a vychyleného stavu. Atom se pohybuje v superpozici nizké drahy (tu by mé¢l nevychyleny
atom) vyssi drahy (tu by mél vychyleny atom). Druhy laserovy impulz zptisobi, ze atomy na
vys$i draze se zacnou piiblizovat k tém na nizsi draze. V okamziku, kdy se setkaji, dojde
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k interferenci de Broglieovych vin obou stavii. Za pomoci tfetiho laserového pulzu 1ze zméftit
zménu faze mezi obéma stavy. V podstaté jde o atomovy interferometr mezi dvéma stavy.

Vysledky experimentii jsou fascinujici — Cerveny gravitaéni posuv se podafilo zméfit
s relativni piesnosti 7x10~°, coZ je o &tyfi fady presnéjsi nez méfeni sondou Gravity Probe A.

laserovy ¢ ¢

pulz

draha 2

vyka

ol o g

Opticka lavice, na které se uskutecnil experiment a jeho schéma. Zdroj: Nature.
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7. RIEMANNUV TENZOR KRIVOSTI

Pokud néjakym zplisobem nalezneme metriku a je tvofena riznymi slozitymi funkcemi, ne-
muizeme na prvni pohled zjistit, zda je ,,divokost™ metriky zptisobena ktivosti zvoleného sou-
fadnicového systému, nebo skuteCnym zakiivenim casoprostoru. V této kapitole zkonstruu-
jeme veli¢inu, podle které I1ze jednoznaéné poznat, jak to s kiivosti Casoprostoru je.

Jak otestovat zak¥riveni?

Zakiiveni Casoprostoru je v obecné relativité vyjadfenim gravitatniho plisobeni mezi télesy.
Vime ale jiz, Ze vzdy miizeme zvolit lokélni inercialni systém LIS (malou klec volné padajici
po kratkou dobu), kde projevy gravitaéniho piisobeni vymizi. Na dvourozmérném papiru se
nam nepodafi nakreslit ¢tyfrozmérny pokiiveny svét. Pro jednoduchost ho proto nahradme
pokiivenou plochou, na které jedna soufadnice znamena Cas a druha prostor. Lokaln¢ inerci-
alni systém potom piedstavuje te¢nou rovinu vedenou v daném bod¢ k ploSe.

olp9))0e
m
v

Je dobfe patrné, ze te¢na rovina LIS (Casoprostorova nadplocha) pfiléhd ke skute¢né pokfi-
vené plose S (pokiivenému ¢asoprostoru) jen v blizkosti zvoleného bodu. Proto musi byt LIS
lokalni, maly v prostoru a pozorovany po kratkou dobu (,,maly* v €ase), aby uvedena apro-
ximace platila. V kleci voln€ padajici k Zemi po dosti dlouhé dobé uz pozname, Ze nejde
o skuteCny inercidlni systém, nebot’ se télesa k sobé ponckud ptiblizuji. V fe¢i matematiky
jsme se na tecné roviné uz vzdalili ptili§ daleko od bodu, ve kterém se dotyka kiivé plochy.
Pokud by plocha S byla rovnd, bude s ni te¢na rovina LIS totozna, a ptijde vybudovat glo-
balni inercialni systém GIS, tj. casoprostor bude plochy a popsatelny Minkowského metrikou.

V newtonovské fyzice je ptiblizovani kuli¢ek v LIS dédno aZ nehomogenitami gravitaéniho
pole, tj. prvnimi derivacemi pole a druhymi derivacemi potencidlu. V fe¢i metriky korespon-
duje gravitacni potencial s metrikou, intenzita pole s prvnimi derivacemi metriky (Christof-
felovymi symboly) a nehomogenity pole az s druhymi derivacemi metriky. Samotné pokii-
veni Casoprostoru proto musi byt popsatelné pomoci veliCiny, ktera obsahuje druhé derivace
metriky (jinak bychom konali experimenty na trovni LIS, tj. tecné nadplochy).

Predstavme si dvourozmérnou soutfadnicovou sit’ na kiivé plose. Pokud budeme paralelné
prenaset vektor z bodu A do bodu B nejprve ve sméru jedné osy, poté ve sméru druhé osy,
muzeme vysledek porovnat s pokusem provedenym v opacném potadi:

Pokud se bude vektor pfeneseny po obou cestach shodovat, je nadéje, Ze plocha je rovna, po-
kud ne, je jistojisté kiiva. Pfesun vektoru je dan kovariantni derivaci, ta urcuje jeho zménu,
méli bychom proto sledovat rozdil
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AP s-47 5, (159)

Pokud vyjde pro vSechny mozné hodnoty y a ¢ nulovy vysledek, bude ¢asoprostor rovny; po-
kud bude jedind hodnota nenulova, bude ¢asoprostor skute¢né kiivy, a tedy neni mozné za-
vést globalni inercidlni systém. Klicem k otazce z nadpisu kapitoly je tedy vyc¢isleni rozdilu
(159). Vzhledem k tomu, Ze jde o tenzorovou veli¢inu, mizeme vSechny indexy snizit a poci-
tat rozdil

Apys —Apsy =7 (160)

Postupujme pfimocaie, budeme vypisovat jen prvni ¢ast vyrazu, druhd ma opaéné znaménko
a zameénéné indexy J a y, coz formalné zapiSeme symbolem y <> 9 :

Aﬁ;ﬂffs_Aﬂ;c?V:[Aﬂ;}/lg -{red} (161)
Na pravé stran¢ provedeme kovariantni derivaci podle ¢ tenzoru 4g., se dvéma indexy:
_ g ¢
Apiys=Apsy=[Apr] 5= Thodey=Tiodpe = {70} (162)

Tteti ¢len na pravé strané je symetricky v indexech y a o, ve sloZené zavorce proto bude
stejny ¢len s opaénym znaménkem, ktery se s nim vyrusi:

— g
Aﬂ;75_Aﬂ;57_[Aﬂ;ﬂfl(g_rﬁéAe‘;Y ERtaad (163)
Nyni rozepiSeme obé& zbyvajici kovariantni derivace:
- g g U]

Apyo=Apoy=|Apy~ThAc| = Ths| Aey=Thay | - {rodh (64

Nyni provedeme parcialni derivace prvniho ¢lenu a roznasobime druhy ¢len:

- g g S al

Apiys = Apisy = Apge ~ L pyode—ThyAes — T psAey + 1 psl Ay =y <> 6; (165)

Prvni ¢len na pravé strané je symetricky v indexech y a 0 a ve sloZzené zavorce op¢ct bude ¢len
s opacnym znaménkem. TotéZ plati o souctu tfetiho a ¢tvrtého ¢lenu na pravé strané. Zbude

Aﬂ;w—Aﬂ;(gy=—F§7’5A§+ngfgyAn - {7/H 5} (166)
Mame tedy vysledek

— -rs _rs Sril4 _rs i
Abychom mohli vytknout vektor 4, zménime v prvnich dvou ¢lenech s¢itaci index na #:

—| U] Wal al
Aﬁ;75_Aﬁ;57_[rﬂ&y_rﬁ%é+rﬂ5F§y_rﬁyF§5}An (168)
Nalezeny vyraz zapiSeme takto:
- Apiyo = Ap.oy =R" prody: (169)
n.oo=rn. _rin sl _rsrn

> R'ss =1 g5, =T gy s+ 1 sl 8, — 1T, I g5, (170)

kde R, je Riemanntv tenzor kiivosti. Je klicovou veli¢inou pro zjisténi, zda je ¢asoprostor
plochy nebo kiivy.

Plochost casoprostoru
Ve fyzice se vétSinou pro Riemanntlv tenzor kiivosti pouziva zkraceny zéapis
n . =pl
Ry =R gys- (171)

Je to obdobné, jako u Christoffelovych symbolil. Jak je patrné z definice (170), Riemanniiv
tenzor obsahuje druhé derivace metrického tenzoru, nebot’ samotné Christoffelovy symboly
obsahuji prvni derivace. Z definice ovSem neni zjevné, ze by mélo jit o tenzor, nebot’ Chris-
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toffelovy symboly nemaji tenzorova transformaéni pravidla. Tenzorovy charakter R4 je
nicmén¢ dobie vidét ze vztahu (169). Proto mizeme jednotlivé slozky libovolné zvySovat
a snizovat a miizeme zavést Riemanniiv tenzor s kovariantnimi slozkami

> Ropys = ganRﬂ,B}é ‘ (172)

Také snadno napiSeme komutator druhych kovariantnich derivaci (169) pro kontravariantni
slozku vektoru:

> AP 54 5, =R,P 54", (173)
Velmi uzite¢né jsou také zazeniny Riemannova tenzoru:

> Ryp=R e, (174)
> R=R%. (175)

Prvni z nich se nazyva Ricciho tenzor a druhy skalarni kiivost. Pokud je R nebo R,z nenulové,
neni ¢asoprostor plochy. Pokud jsou nulové, prostor miize byt plochy, ale nemusi. Ke kom-
pletnimu posouzeni kiivosti ¢asoprostoru musime vzit v ivahu vSechny slozky Riemannova
tenzoru kiivosti. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni a jsou jen riiznym vyjadienim plochosti
casoprostoru.

Ekvivalentni podminky plochosti éasoprostoru

e Vsechny slozky Riemannova tenzoru jsou nulové.

e Casoprostor je plochy.

e Existuje globalni inercialni soufadnicovy systém.

e 'V casoprostoru lze zavést Minkowského metriku.

e Paralelnim pfenosem po libovolné kiivce se vektor nezméni.

Viastnosti Riemannova tenzoru

Riemanntiv tenzor je veli¢ina se Ctyfmi indexy, z nichz kazdy mé ¢tyfi hodnoty (jednu ¢aso-
vou a tii prostorové). Celkem jde mé Riemanniiv tenzor 256 slozek. Mezi témito slozkami
plati rizné symetrie, takze ve vysledku je nezavislych slozek pouze 20. Riemanniiv tenzor je
antisymetricky v prvni i druhé dvojici indexu a symetricky vii¢i zaméné prvni dvojice za dru-
hou dvojici a soucet cyklickych zdmén poslednich tii indexi je nulovy (vSechny vlastnosti 1ze
ukdzat pfimo z definice):

Roprs =—Rpays » (176)
Ropys =—Ropsy (177)
Raﬂ7§ = +R;/5aﬂ , (178)
Rfaﬂy+R§ﬂya+R§yaﬂ =0. (179)

Pokud se na prvni dva indexy budeme divat jako na antisymetrickou matici 4x4, jsou neza-
vislymi ¢leny jen prvky nad diagonalou. Na diagonale musi byt u antisymetrické matice nuly,
pod diagonalou dopocteme prvky z hodnot nad diagonalou. Celkovy pocet nezavislych prvka
spojenych s prvni dvojici indext je proto 6. Obdobna ivaha plati pro druhou dvojici indext.
Nahradime-li prvni dvojici jednim indexem se Sesti hodnotami a druhy index také, mtizeme
se na Riemanntv tenzor divat jako na matici 6x6, ktera ma 36 nezavislych hodnot. Podle
(178) je ovSem tato matice symetricka, tj. prvky pod diagondlou miiZeme spocitat z prvkl nad
diagonalou. Nezavislych prvki je proto jen 6+5+4+3+2+1= 21. Uvazime-li, ze mezi nimi
plati jesté vztah (179), mé Riemanntv tenzor maximalné 20 nezavislych hodnot. Lze ukazat,
ze jich je prave 20.
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Gravity Probe B

JiZ jsme se zminili o balistické druzici Gravity Probe A, ktera testovala zménu chodu ¢asu za
pomoci ¢asového standardu, ktery ptedstavoval vodikovy maser. Na Stanfordské univerzité
ale vyvinuli i dal§i sondu, Gravity Probe B, ktera méla za pomoci setrvacniku testovat a) za-
kiiveni Casoprostoru kolem Zemé; b) strhavani Casoprostoru rotujici Zemi. Osa rotujiciho
setrvacniku pfedstavuje paralelné pfendseny vektor. Setrvacniky byly v sond¢ drzeny v pou-
zdfe magnetickym polem a vSe bylo zafizeno tak, Ze se pohybovaly po geodetice (véetné celé
druzice). Pokud Zem¢ skute¢né zaktivuje casoprostor, je Riemanntv tenzor nenulovy a smér
osy rotace setrvacniku by se mél zménit o 6,6” za rok. Jesté mensi je efekt strhdvani Caso-
prostoru rotujici Zemi, ten ¢ini pouhych 0,042"” za rok a zména tihlu je na polarni draze kolma
ke zmén¢ zplsobené zakiivenim Casoprostoru.

=3 zpracovani
obrazu

pouzdro pro gyroskopy méfici elektronika

montaz ulozeni gyroskopu

Druzice méla hmotnost 3 400 kg a byla navedena na polarni obéznou drahu dne 20. dubna
2004 z Vandenbergovy letecké zakladny v jizni Kalifornii. Zemi obihala ve vySce 640 km.
Zakladem druZice byla Dewarova nadoba s 2,5 m® hélia, které po dobu jednoho roku chladilo
pracovni prostor na teplotu 1,8 K. V ose Dewarovy nadoby bylo v olovéném plésti zabudo-
vano pouzdro s méfici aparaturou, ktera se skladala ze dvou pevné spojenych casti: 53 cm
dlouhého bloku taveného kiemene se ctyfmi gyroskopy a navadéciho dalekohledu. Na vné;jsi
¢asti Dewarovy nadoby byly namontovany panely slunecnich baterii a protislune¢ni clona
dalekohledu.

Srdcem druzice byly Ctyfi gyroskopy skladajici se z pouzdra a rotoru. Kazdy gyroskop byl
umistén v samostatném valcovém otvoru v bloku tavené¢ho kiemene. Rotory gyroskopt pfi-
pominaly pingpongové micky. Mély primér 3,8 cm a jejich vyrobé byla vénovana mimo-
fadnd pozornost. Byly z taveného brazilského kiemene a povrch mély vylestén s presnosti
pouhych étyficeti atomarnich vrstev (0,01 um). Na rotorech byla nanesena tenka vrstvicka
niobu, ktery byl za pracovni teploty supravodivy.
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Otaceni supravodivého materidlu (niobu na povrchu rotorll) vytvofilo nenulovy magneticky
moment (Londoniv jev), ktery byl méfen vodivou smyckou zabudovanou v pouzdie gyros-

kopu. Smycka byla spojena s méfici elektronikou SQUID, ktera umoznila piesné zjistit osu
rotace gyroskopu.

Blok taveného kifemene, ve kterém jsou zabudovany gyroskopy, byl pevné spojeny s malym
navadécim dalekohledem o priméru aperturni clony 14 cm a délce 36 cm. Dalekohled po
celou dobu pozorovani sledoval vybranou navadéci hvézdu (IM Pegasi). K této hvézde mitily
i rotacni osy vSech gyroskopii, dva rotovaly v jednom sméru a zbyvajici v opacném.

Druzice byla vysledkem ¢tyt desetileti peclivych priprav. Testovani obecné relativity pomoci
rotujicich gyroskopt navrhl v roce 1959 Leonard Schiff ze Stanfordské univerzity. Ta se také
stala hlavnim aktérem vyslani druZice na obéznou drahu. Ve vypocetnim centru v kampusu
univerzity se zpracovavala vSechna data vysiland druzici. Pii pfipravé druzice byly pouZity
nejnove)si zndmé technologie, druzice byla sestavena v prostiedi s Cistotou tiidy 10 podle
americkych ptedpisti. Dokonale opracované soucastky by mohly poskodit jiz mikrometrova
zrnka prachu. DruZzice zméfila zménu osy setrvacnikll zptisobenou zakfivenim ¢asoprostoru,
nepodatilo se ji ale diky opakovanému pferuseni méfeni sluneénimi vzplanutimi zméfit
zménu zpusobenou strhavanim Casoprostoru rotujici Zemi. Finan¢ni podpora projektu byla ze
strany NASA zastavena dne 21. kvétna 2008.

IM Pegasi

0,042"/ rok

/ strhdvani rotujicim
casoprostorem

6,6"/rok
geodeticka
precese

ooooooooooooo°00°oooooooooo
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8. EINSTEINUV GRAVITACNi ZAKON

Einsteiniv gravitacni zédkon fesi otazku, jakym zplisobem latka zakiivuje Casoprostor a jak se
latka v tomto kiivém Casoprostoru pohybuje. V minulé kapitole jsme se naucili popsat pokii-
veny Casoprostor. Nyni se budeme vénovat popisu rozlozeni hmoty a energie v ¢asoprostoru.
Za tim Uc¢elem si odvodime zakon zachovani energie a hybnosti v proudici idedlni tekutiné,
na kterou neptisobi zadné vnéjsi sily. Budeme nejprve postupovat v radmei klasické fyziky.

Rovnice kontinuity v klasické fyzice

UvaZujme proudéni aditivni veli€iny 4 (roste s mnozstvim latky, napiiklad hmotnost, energie,
hybnost, naboj). Proudéni aditivni veli¢iny popisujeme ctyimi veli¢inami (hustotou a tokem)

AA
= lim —; ja SPOAV. 180
Pa = N JA=pPa (180)

Pozdé&ji v této kapitole uvidime, Ze tyto Ctyii veli€iny tvofi relativisticky Ctyfvektor a transfor-
muji se za pomoci Lorentzovy matice — pa nazyvame hustotou; ja nazyvame tokem veliCiny
A. Jaky je vyznam toku? Jako kazdy vektor ma velikost a smér. Smér je ziejmy, jde o smér
rychlosti, tedy o smér proudéni veli¢iny 4. Abychom zjistili velikost toku, postavme kolmo
na tok myslenou plochu AS, za ¢as Af se tekouci latka posune o Al:

>

Al = VAt

Velikost toku nyni ur¢ime piimo z jeho definice, t;.

AAN _ A A M
AV At ASAI At ASAt
Velikost toku tedy je mnozstvi 4 proteklé jednotkovou plochou za jednotku ¢asu. Naptiklad
tok nédboje ma jednotku Cm s, Jestlize se veli¢ina 4 pfi prouddni neztraci, ani nepfibyva,
musi ¢asovy Ubytek veliiny z libovolného objemu byt roven toku veli€iny ptes plochu ohra-
nicujici tento objem:

Ja =PAV= (181)

d .
__IPA dV = J ja-ds
dt
v F14
Hranice objemu V je oznacena OV. Skalarni soucin napravo jen respektuje skuteCnost, ze
kolmo k ploSe tece veskera latka, pti toku podél plochy ji neprotékd Zadna. Pomoci Gaussovy
veéty integralniho poctu prevedeme plosny integral na objemovy a oba integraly spojime:

j(a’imijJdV = 0.
o1

Casovou derivaci jsme pfemistili do integralu, tam je ale pa = pa(#, X) @ mame pii derivovani
moznost vybéru, proto musime pouzit parcidlni derivaci. Uvedeny vztah musi pfi proudéni
platit v libovolném objemu, a to je mozné jen, je-li argument integralu roven nule:

ag;f+divjA -0 (182)
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Odvozeny vztah se nazyva rovnice kontinuity a na pravé strané€ je nula, pokud se veli¢ina 4
pti proudéni zachovava. Nezachovava-li se, neni na pravé stran¢ nula. Rovnice kontinuity je
tedy vyjadienim zakona zachovani aditivni veliiny 4.

Zakon zachovani hmoty a energie v klasické fyzice

Pro hustotu (klidové) hmotnosti napiSeme rovnici kontinuity ve tvaru

ap
> —+09, (pv,)=0. 183
o Tk (pue) (183)
Stejna rovnice plati i pro hustotu energie (E = mc?, tj. pg = pmc”) a vztahy se lisi jen konstan-
tou ¢*. Zavedeme-li &tyFvektor
JH E(/’cj, (184)
PV
muzeme zdkon zachovani hmoty-energie zapsat v piehledném tvaru
H_0- Y-
d,J"=0; J" =0, (185)

ze kterého je patrné, ze J* tvoii ¢tyfvektor popisujici proudéni hmoty a energie.

Zakon zachovani hybnosti v klasické fyzice
Pro objekt o hmotnosti m plati Newtonova pohybova rovnice

— =F. 186
m (186)

Pro proudici prostfedi zavedeme hustotu sily
f= lim ﬁ (187)
AV—0 AV

V hustotach se rychlost v jedné ¢astice zméni na rychlost proudéni v(z, x)

dv
— =1f. 188
P4 (188)
Po rozepsani derivace pro pole v(z, x) ziskdme rovnici
p%—:+p(V-V)V =f. (189)
Zbyva urcit hustotu sily. U konzervativnich poli mifi sila k minimu potencialni energie:
F=-VW, (190)
nebo v hustotach
f=-Vw,. (191)
Tlakovéa energie je
W, =[Fdl=[pSdi=[pdr, (192)

hustota tlakové energie proto je w, = p a hustota sily zplisobena tlakem vychézi
f=-Vp. (193)

Pohybova rovnice (189) s hustotou sily zpiisobenou tlakem ma proto tvar

,Oaa—:-i-p(V'V)V =-Vp. (194)

Naleznéme nyni ¢asovy vyvoj hustoty hybnosti (tj. budeme hledat zdkon zachovani hybnosti)
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9 v y= Py + p %
&t(pvk)_8t Up t P 5

Za ¢asovou zménu hustoty dosadime z rovnice kontinuity (183) a za casovou zménu hybnosti
z pohybové rovnice (194):

d
g(ﬂvk) =—0;(pv) v — P9V —9yp .
Vsechny cleny prevedeme na levou stranu a upravime:

0
(pvl)vk + (,ov,)aﬁ +a—p =0 =
axl

0
g(ﬂvk) +

0 0
E(ka) + a—xl(/)vzvk) + L0 =

d d
g(ﬁvk) + a—xl(kavﬁp%) =0,

Ziskali jsme zakon zachovani hybnosti. V zdvorce v prostorovych derivacich je tok hybnosti
neboli tenzor tlaku. Sama hybnost je vektorova veliCina a proto jeji tok tvofi tenzor druhého
fadu. Symetrie tenzoru tlaku vzhledem k zaméné€ indexii zajiStuje zachovani momentu hyb-
nosti v proudici tekutin€. Tenzor tlaku se skldd4 ze dvou ¢asti — tenzorové Casti souvisejici
s proudénim tekutiny a skalarni ¢asti, kterou tvoii normalni tlak pisobici ve vSech smérech
stejné. Zakon zachovani hybnosti miizeme napsat ve slozkovém zapisu

d 0
> —(pv)+=—(Ty) =05 Ty=pogv;+pdyy. (195)
at axl

nebo v invariantnim tvaru
ai(pv)+V-T:0. (196)
t

Opét jsme ziskali tvar rovnice kontinuity. V Casové casti je hustota hybnosti, v prostorové
¢asti tok hybnosti. Ten je nyni tenzorem druhého fadu a vysledkem operace divergence je
vektorova velicina.

Tenzor energie a hybnosti

Energie a hybnost tvofi ¢tyfvektor, a proto zakon zachovani energie (183) a zakon zachovani
hybnosti (195) patii neoddélitelné k sobé. Rozepisme je po slozkach:

d,(P)+9(pv,)+9 ,(pv,)+9.(pv.)=0,
9,(pv,)+9 (pv; + p)+9,(pv,v,)+0 . (pv,0.) =0,
(197)
9,(pv,)+9 (pv,v,)+0 ,(pvs +p)+0.(pv,w.) =0,
d,(pv,)+9,(pv.v,)+d,(pv.v,)+ az(pvf +p)=0.

Prvni fadek je zdkon zachovani energie, dalsi fadky jsou slozky zdkona zachovani hybnosti.
Napi$me tyto zadkony zachovani maticové:
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P PV Py, PU;

v, VU, +p () UV,
(i 9 9 i}. P P PUxly P —0  (198)
d¢t dx dy dz)|pv, PU, PULU,+ P P,

PV PUUy pUUy, pvU,+p

Zapis znamena 4 rovnice, vzdy nasobime fadkovou matici nalevo sloupci ¢tvercové matice
napravo. Pov§imnéte si, Ze prava matice 4x4 je symetricka. Rikame ji tenzor energie a hyb-
nosti. Jeho relativistickou variantu budeme oznacCovat symbolem ™. Veli¢iny v prvnim
sloupci maji vyznam hustoty hmoty-energie p a hustoty jednotlivych slozek hybnosti pu.
V prvnim fadku ma tataz veli¢ina pv vyznam toku hmoty. Upravme nyni maticovy zapis tak,
aby vSechny prvky mély stejny rozmér (do obou matic doddme vhodné rychlost svétla c):

2

pc pcu, pev,, pcv,
v UV, + U, U v,V
(iiii}.p"x PULTP POy POz o0 (199)
dct Ox dy Oz pev,, PV, puU,tp pULL,
pev, pUV, P, pUU,+ P

Slozka 7% byla pavodng p (hustota hmoty) a nyni je pc® (hustota energie). V lokalng iner-
cialni soustavé padajici v daném okamziku s latkou bude mit matice na pravé strané tvar
7" = diag(pc™, p, p, p). Stopa matice (soucet diagonalnich ¢lentl) bude 7% = —pc” + 3p. Ke
zméné¢ znaménka v ¢asové oblasti doslo vlivem sniZeni indexu. Stopa je dilezitym invari-
antem matice a budeme pozadovat, aby se tato stopa nezménila ani u relativistického tvaru.
Dodani ¢ do ¢lent nemé zadny vliv na vysledné rovnice (zakon zachovani hmoty-energie
a hybnosti). Prostorova ¢ast tenzoru ma tvar

Ty = pogv; + poyy . (200)
Ve specidlni relativit¢ neni tfeba rozliSovat v prostorové casti dolni a horni indexy. Jako
piimé zobecnéni k obecné metrice obecné relativity se zda byt vyraz
?
TP =pUuUP + pg™ (201)

Proved'me nyni newtonovskou limitu, abychom zkontrolovali, zda zp&tné¢ dostaneme matici
ve vyrazu (199). Spoctéme si v newtonovské limité Ctyirychlost a metriku:

7))
dr yv v
2@ 5% = diag(—1,+1,41,+1). (203)
Pro prostorové slozky dostaneme
" = pU*U" + pg" — pv,v, + pdy, . (204)

Opét jsme vyuzili, ze v Newtonové limité neni v prostorové ¢asti rozdil mezi kontravariant-
nimi a kovariantnimi slozkami. Casoprostorové slozky budou

7% = pU°U" + pg® — pev,. (205)

Oba vyrazy piejdou v newtonovské limité ve spravné ¢leny tenzoru ve vyrazu (199). Problém
ale bude se slozkou 7

79 = pUu%U° + pg® - pc? - p. (206)

Takovy ¢len nekoresponduje s nerelativistickym vyrazem, navic by narusil spravnou hodnotu
stopy tenzoru energie a hybnosti, ktera je invariantem. Korektnim zobecnénim pro relativitu
je vyraz

47



Obecna relativita Einsteintyv gravitaéni zakon

> Taﬂ:(p+%jU“Uﬂ+pgaﬂ, (207)
C

kde p je klidova hustota klidové hmotnosti. V limité nizkych rychlosti je &len p/c* << p, tedy
neovlivni newtonovskou limitu. V ptedpisu (207) ptispiva ke klidové hustoté energie aditivné
i tlakovy &len, za n&hoz je zodpovédny chaoticky pohyb &astic. Clen 7% a stopa tenzoru pii
ptedpisu (207) daji v LIS (y = 1), spojeném v daném case a misté s latkou, spravnou hodnotu:

TOO=[p+%jUOUO+ngO=(p+%j7/202—p=pcz, (208)
c c
_pa _( .2 \ye @ (e P )2y han 3y o
Te(T)=T",=| p+ s UUg+pg” g =| p+— (—c)+4p=3p—pc”. (209)
c c

Rozlozeni hmoty a energie v prostoru je tedy popsano tenzorem hmoty a energie (207). Za-
kon zachovéni energie a hybnosti Ize zapsat v isporném maticovém tvaru

9T =0. (210)
Prislusny kovariantni zapis v obecné relativité je
> 7% 5=0. 211)

Pro a =0 dostaneme zékon zachovani energie a pro a =1, 2, 3 zdkony zachovani jednotli-
vych slozek hybnosti. Z rovnice (211) ovSem plyne

T g+ I%egTP + 1P 57 =0. (212)

Prvni vyraz je rovnice kontinuity, dalsi ¢leny jsou zplisobeny kiivosti a zdkon zachovani po-
rusuji. Zakon zachovani energie a hybnosti latky proto v obecné relativité neplati. Latka pte-
dava energii a hybnost gravitaénimu poli, tj. zakfiveni ¢asoprostoru. Teprve pro soustavu pole
+ Castice (zakiiveni + Castice) by zadkon zachovani energie a hybnosti byl platny.

Einsteiniv gravitacni zakon
Novy gravitacni zdkon by mél mit tvar

G(zaktiveni Casoprostoru) = F'(rozloZzeni hmoty a energie), (213)
nebot’ predpokladame, Ze rozlozeni hmoty a energie zpisobuje zakfiveni casoprostoru a nao-
pak zakiiveni Casoprostoru zpusobuje zménu rozloZzeni hmoty a energie. Rozlozeni hmoty

a energie je popsano tenzorem hmoty a energie, proto musime na levé strané vyuzit maxi-
maln¢ dvojindexové veli€iny charakterizujici zaktiveni asoprostoru:

G(RY,R,gP)=F(T¥). (214)
Budeme ptedpokladat, ze hledany zdkon ma co mozna nejjednodussi tvar, tj. v tvahu prichazi
clRaﬂ+czRga'B+c3g“'B =c4T0"B. (215)

V novém gravitaénim zékonu jsou 4 neurcené konstanty. Jedné z nich se mizeme zbavit d¢-
lenim celé rovnice konstantou c;:

RP+d Re +d, g =ad,7%. (216)
1 2 3

Konstantu d; uréime z podminky (211), tj. 7% ;5= 0. Rovnici (216) proto kovariantn¢ derivu-
jeme podle £:

Ra’B;ﬁ"rdl(Rga'B);lB'i'dzga'B;ﬁ :d3Ta'B;ﬂ.

Prava strana je nulova, na levé strané je nulovy posledni ¢len (kovariantni derivace metriky je
vzdy nulova, viz (89)). Z rovnice tedy zbude
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Raﬂ;ﬂ +d1 (Rgaﬂ)ﬂ =0.

Z této podminky lze urcit konstantu d;. Po vypoctu vyjde d; = —': a tedy méame

R —viRg™ +d g% =d,T% . (217)

Newtonovska limita

Novy gravitaéni zdkon musi vést v limit¢ slabych poli a nizkych rychlosti na klasickou
rovnici pro gravitaéni potencidl. Pro potencidlni energii dvou naboja interagujicich elektro-
staticky a dvou hmotnosti interagujicich gravitané mame formule:

W = 4qQ S ALy (218)
75807’ r

Opacné znaménko koresponduje s faktem, Ze dva kladné néboje se odpuzuji, zatimco dvé
kladné hmoty se ptitahuji. Po vydéleni vlastnostmi testovaciho téliska (g v elektrostatice a m
v gravitaci) ziskdme tzv. potencidly:

M
bis=ro—:  do=-G. 219)
4regr r
Defini¢ni rovnice jsou shodné az na konstanty
1 < -G, (220)
4re,

Obdobn¢é musi byt i rovnice pro potencidly (v elektrostatice jde o notoricky znamou Poisso-
novu rovnici)

Mes=-22; Mgy =+4nGpy, (221)
€o
V Newtonov¢ limit¢, kdy
goo=—(1+29/c*), (222)
bychom tedy oc¢ekévali, Ze rovnice (217) pfejde v rovnici pro gravitacni potencial
Ap=+4nGp. (223)

K tomu staéi rozepsat slozku s indexy ,,"* rovnice (217). Na levé strané skute¢né dostaneme
druhé derivace potencidlu a na pravé strané ¢len umérny hustoté. Z pozadavku, aby Einstei-
niv gravitaéni zakon (217) limitné presel v Newtoniv zakon (223), plyne d> = 0, d; = 8zG/c".
Vysledna formule ma tedy tvar

> R _yiRg® =80 1o (224)
c
Nekdy se piSe ve tvaru
> Gaﬂ :@Taﬂ : Gaﬁ ERaﬁ—l/zRgaﬁ, (225)
c

kde G je tzv. Einsteintv tenzor.

Vyznam nového zakona

Novy gravitacni zékon piedstavuje 10 diferencialnich rovnic pro metriku. Pocet rovnic je dan
tim, Ze ob& strany jsou symetrickymi tenzory, tj. G = G’ a T% = T"*. Rovnice jsou neline-
arni. Albert Einstein ho ptedstavil pfi prednasce pted Pruskou akademii véd na podzim roku
1915. Jde historicky o prvni teorii, ktera obsahuje jak polni, tak pohybové rovnice. Ze jde o
polni rovnice, je patrné na prvni pohled. Ze znalosti rozlozeni hmoty a energie mizeme urcit
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metriku Casoprostoru. Gravitacni zdkon v sob& obsahuje ale i rovnici geodetiky (Tak tomu
neni napiiklad v klasické elektrodynamice, kde jsou polnimi rovnicemi Maxwellovy rovnice,
a pohyby ¢astic pocitdme z Lorentzovy rovnice).

Derivujme gravitacni zakon (224) kovariantné podle f (pfes tento index s¢itdme, kovariantni
derivace v sobé zahrnuje zakiiveni ¢asoprostoru). Leva strana bude nulova (tak jsme volili
konstantu u druhého ¢lenu) a prava strana d4 zdkony zachovani energie a hybnosti

7% 5=0 (226)
neboli
Kp+%jU”Uﬂ+pgaﬁ} =0 (227)
¢ B
Uvazujme nyni hmotny nekoherentni prach, jehoz tlak je nulovy:
[pUﬂU“} =0 (228)

s

Derivujme tento vyraz jako soucin

(pU?) ﬂU“+pU'BU“;ﬂ =0

Prvni vyraz je nulovy, nebot’ (plf” )5 = 0 (rovnice kontinuity pro hmotu). Zbyva

o B _ o a ¢ B _
Ut =0 = |(UT Ut Ul =0 =
u® ub+re. uvsuf-0 = U~ [ re..usuf=0 =
pYT L Tep = By s =

dU*® 2% . dxt &P
>t e
dr dr dr dr
Vidime, Ze v Einsteinové gravitaénim zakoné je obsazena rovnice geodetiky. Einsteintv gra-
vita¢ni zdkon by v principu mohl mit na levé strané i ¢len umérny samotné metrice, t;.

=0.

+F“§ﬁU§Uﬂ -0 =

> R —\viRg% + Ag?P :@T“/”. (229)
C

Takovy ¢len neovlivni zdkony zachovani (kovariantni derivace metriky je nulova), ale ovlivni
v newtonovské limité rovnici pro gravitacni potencial. Ta zisk4 po vynechani aditivnich kon-
stant tvar

Ap+2A¢=47Gp (230)

Pro malé A se zména feSeni projevi az na velkych vzdalenostech. Proto se pfidanému ¢lenu
fika kosmologicky ¢len a konstanté¢ 4 kosmologickd konstanta. Albert Einstein véfil, stejné
jako ostatni v té dobé, ve stacionarni vesmir. Jeho rovnice bez kosmologického ¢lenu ale
vedly k samovolnému kolapsu vesmiru, ktery byl homogenné vyplnén nekoherentnim pra-
chem. Proto Einstein do rovnic v roce 1917 ptidal kosmologicky clen, ktery kompenzoval
kolaps a pro ur¢itou hodnotu parametru /4 ptisobil odpudivé, tedy proti gravitacnimu pfitaho-
vani. Rovnice bez kosmologického ¢lenu umoziuji jen kolabujici nebo expandujici feSeni
(v zavislosti na pocatecnich podminkach). V roce 1922 ukézal rusky matematik a meteorolog
Alexandr Fridman (1888-1925), Ze kosmologicky ¢len vizi stacionarniho vesmiru nezachra-
ni, nebot’ je rovnovdha mezi pfitazlivou gravitaci a odpudivym kosmologickym c¢lenem
nestabilni. Libovolnd porucha nakonec zptisobi bud’ kolaps, nebo expanzi vesmiru. Einstein
uznal spravnost Fridmanovych tvah az v roce 1923. Kdyz v roce 1929 Edwin Hubble objevil
expanzi vesmiru, Einstein kosmologicky ¢len z rovnic vyskrtnul a prohlasil, Ze Slo o nejvétsi
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omyl jeho Zivota. Pro rizné hodnoty 4 kosmologicky ¢len bud’ expanzi brzdi (kompenzuje),
nebo naopak zesiluje. Detailni analyzu rovnic s kosmologickym ¢lenem provedl holandsky
astronom Willem de Sitter (1872-1934). V roce 1998 Adam Riess a Saul Perlmutter objevili
zrychlenou expanzi vesmiru, ktera nemutze byt zplisobena pfitazlivou gravitacni interakci.
Snad jsou za ni zodpovédné kvantové procesy probihajici ve vakuu. Zrychlena expanze zna-
menala znovuzavedeni kosmologického ¢lenu do Einsteinova gravitacniho zakona. Rozmér
kosmologické konstanty je m *:

[A]=—. (231)

Podle soucasnych méfeni expanze vesmiru, zejména z projektu SPC (Supernova Cosmology
Project), vychazi hodnota kosmologické konstanty ptiblizné

A=2,25%x102m™. (232)

Pokud ale nepracujeme s kosmologickymi vzdalenostmi, nema smysl kosmologicky ¢len do
rovnic zavadeét.

Einsteindv gravitacni zakon je zvé€nén i na hibitové lokomotiv v Bolivii. Opaéné znaménko
na pravé strané je dano odliSnou konvenci n,, = diag (1, -1, -1, -1).

oooooooooooo°°°oooooooooooo
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9. GRAVITACNI VLNY

Gravitaéni viny jsou periodické zahyby Casoprostoru §ifici se rychlosti svétla. Maji dveé neza-
vislé polarizace sklonéné pod uhlem 45°. Jejich zdroji jsou bud’ periodické déje vznikajici
rotaci objektti s kvadrupdlovou nesymetrii, nebo katastrofické déje (splynuti ¢ernych dér
nebo neutronovych hvézd, nesymetricky kolaps hvézdy atd.).

Vinova rovnice
Ptedpokladejme, ze gravitacni vlna je malou odchylkou od Minkowského metriky, tj.
gaﬁ znaﬂ+h0{ﬁ' (233)
Poruchy 4,5 budeme povaZovat za veli¢iny prvniho fadu, tj. jejich kvadraty budeme zaned-
bavat. Nejprve nalezneme z formule (89) Christoffelovy symboly
a 1 ot
Ip=58 (g7 +2erp—2pre)-
o _ 1 oé oé
" py —5(77 +h% ) (hgpy +hiyp—hpy )
a 1 oé
7% gy =51 (hgpy+ hey.p=hpye):

1
a _'(ja o _ o
r ﬂy—z(h sy +hyp—hg, ). (234)
PovS§imnéte si, ze snizovani a zvySovani indexd u veli¢in umérnych % postaci provadét jen
pfes Minkowského metriku, protoze kvadraty 4 zanedbavame. Nyni sestavime Riemanniv
tenzor kiivosti (170):

_ £ £
R g5 =T fsy—1 fyo+ T psl & =1 p T

R ﬂya—g(h por+h” s p—hps y)—g(h pasth% v ps—hp"s).
1 1
R 45 :E(haé,ﬂy‘hﬂé,ay)—g(hay,ﬂa—h/)'y,aa)- (235)

Kvadratické ¢leny v I se neuplatni, nebot” jsou tmérné kvadratim 4,5 Nyni sestavime Ricci-
ho tenzor:

YR V- S - N X 7S -
Ry =RE pes = (1 5,56 = s ) z(h e55 gz’ s):
1 ¢ 1 1 1 ¢
Rgs=—h ——Ohgs——5S gs+—h ,
Bo = 5T OBE TSRPS0 BO TS hS S
ROB :lhfﬂ ag_lgh“ﬂ_ls of 4.1}10’ég fﬂ’ (236)
2 2 2 2 ’
kde jsme stopu tenzoru poruch metriky oznacili
s=Trh=h%;. (237)
Jako posledni zbyva skalarni kiivost R:
1 1 1 1
— RN 2108 S n__pne
R=R 77—51’1 ’gn—EDS—EDS-I—Eh n, g—l’l ,ﬂf_DS' (238)

Sestavme nyni Einsteinliv gravita¢ni zakon (229)

Yipa 1yap Loop Lo o 1
27 T2 &

bpén 4 Lpepn 870 rep (939
26T T e RS =T (239)
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Kalibracni volnost

Pii vypoctu rovnic pro elektromagnetické potencidly se vyuziva jejich nejednoznacnost, ta
umozni pozadovat splnéni Lorenzovy kalibra¢ni podminky 4%, = 0. S touto podminkou zis-
kaji rovnice pro elektromagnetické potencidly jednoduchy tvar — splynou s obycejnou vino-
vou rovnici 04" =—ueJ® Ani nyni ale nejsou elektromagnetické potencialy jesté uréeny jed-
noznacné a lze na né klast dal$i podminky, naptiklad nulovost skaldrniho potencialu. Ob-
dobné tomu je s rovnici (239). Kalibra¢ni volnost zde znamend moznost volby soutfadnico-
vého systému. Namisto x* miizeme volit jiné soufadnice x“+ &*(x) a pozadovat, aby 2% ;= 0.
Takova kalibrace vynuluje v rovnici (239) prvni, ¢tvrty a paty clen. Obdobné jako v elektro-
magnetickém piipadé mizeme jeSté na poruchy metriky klast dals$i podminky. Lze pozadovat,
aby stopa tenzoru poruch byla nulova (v rovnici zmizi tfeti a Sesty ¢len). Obdobné jako
muzeme v elektiin€ a magnetizmu kalibraci vynulovat skalarni potencial, mizeme i zde poza-
dovat nulovost 2°*. Vysledkem je vinova rovnice doplnéna o dodateéné podminky:
l6xG
Ohop==—3"Tap
> ¢ . (240)

W 5=0, s=h%,=0, h"*=0.

Viastnosti gravitacnich vin

Kazdé teSeni vinové rovnice ve vakuu mizeme napsat jako superpozici rovinnych vin typu

W= Aelxonl _ gk (241)

Skute¢nym feSenim vlnové rovnice je pak samoziejme realnd ¢ast vysledné poruchy. Rovinné
viny maji jednoduché vlastnosti vzhledem k derivovani:

ayl’”:ayAei[k-X—a)t] :ayAeikﬂx’u :ikyAeikﬂxﬂ :ikyl,”.

Derivovani tedy mizeme provadét symbolicky:
> y=ik"y = 97 =ik’ (242)
SloZeni skute¢né viny za pomoci rovinnych vinoploch nazyvame Fourierovou transformaci.
U linedrnich rovnic plati princip superpozice a miZeme se zabyvat jen jednotlivymi
parcialnimi vlnami, pro které plati jednoduchy vztah (242). Pfredstavme si nyni, ze gravitacni
vina uz néjakym mechanizmem vznikla a §ifi se pradzdnym prostorem. Pak splituje vinovou
rovnici

Ohgp =0 (243)

a jeji feSeni lze slozit z rovinnych vin
> hop = Agg e . (244)

Po dosazeni rovinné viny (244) do vlnové rovnice (243) dostaneme podminku, za které je
rovinna vlna feSenim vlnové rovnice:

> kk* =0. (245)

Tato podminka fika, ze vinovy Ctyfvektor je nulovym Ctyfvektorem, tj. v ¢asoprostoru mifi ve
sméru svételného kuzele. Podminka (245) je soucasné disperzni relaci (vztahem mezi
uhlovou frekvenci a vinovym vektorem). Po rozepsani do slozek mame

2
-2tk =0 (246)
C

neboli
> w=_ck, (247)
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coz je stejna disperzni relace, jakou maji elektromagnetické viny ve vakuu. Gravitaéni vlna
se, stejn¢ jako elektromagneticka vlna, §ifi rychlosti svétla. Zakladni kalibraéni podminka
vede na vztah

> hosk? =0, (248)

ze kterého je zfejmé, ze gravitacni viny jsou pricnym vinénim (poruchy jsou kolmé na vinovy
Ctyfvektor). Volme nyni soutadnicovou soustavu tak, aby vlnovy vektor (prostorova cast
vlnového ¢tyfvektoru) mifil v prvni prostorové ose, tj.

wlc k

k k
k% = = . 249
0 0 (249)

0 0

Velikost c¢asové slozky vlnového ctyfvektoru Ize snadno dopocist z relace (245) nebo z faktu,
ze jde o nulovy ctyivektor. Pokud pouzijeme kalibracni podminku ve tvaru (248), dalsi
kalibracni podminky, nulovost stopy a symetrii poruch, musi pro amplitudy rovinnych vin
platit

Yokl =0 g =0 (250)

Vysledkem je, ze amplituda mé jediné dva volné parametry, které zajisti splnéni prvni rov-
nice (250) vcetné dalsich podminek:

0 00 O k 0
0 00 O k 0
= . (251)
0 04 BI||O 0
0 0 B -4)\0 0
Gravita¢ni vinu tak miizeme rozd¢lit na dvé nezavislé polarizace
0 00 O 0 00O
h=h,+h =4 00 0k 50 0 0 Ok (252)
0 01 0 0 0 01
0 0 0 -1 0 010
Do metrického tenzoru pfispéje redlna ¢ast, tedy budeme mit
-1 0 O 0
g, = 010 0 ; h = Acos(kx —wt). (253)
0 0 1+2 O
0 0 0 1-h
-1 0 0 0
o 1 0 0
gy = 0 0 { 5 ; h = Bcos(kx—awt). (254)
0 0 & 1

Odpovidajici intervaly jsou
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ds} =—c?de? +dx? +(1+h)dy? +(1-h)dz?, (255)

ds? = —c?dr? +dx? +dy? +dz° +2hdydz. (256)

Vlna se $ifi ve sméru osy x, deformace probihaji v roving (yz), jde tedy o vInéni piicné. Ur-
¢eme nyni relativni deformaci ve sméru osy y v prvnim piipadé:
y=~l+hy, = y=0+h/2)y, =

A
> =0 (257)

Yo 2
Porucha # je tedy fadove rovna relativni deformaci télesa, pres které gravitacni vina prochazi.
Pokud by méla gravitacni vlna v cesté krouzek z hmotnych bodu, probihala by jeho defor-

mace podle nasledujiciho obrazku, kde je také dobie patrné, Ze jsou obé polarizace stoceny
pod thlem 45°.
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Zdrojem elektromagnetické viny mize byt dipdlové rozlozeni ndboju. Elektricky dipolovy
moment je dan vztahem

PE=D.q.%, - (258)
a

Intenzita dip6lového zareni je potom
I~pt. (259)

U gravitacnich vin (gravitaéniho zéafeni) by musela byt provedena peclivd obecné-relativis-
ticka analyza. Nicmén¢ i ze zjednodusené uvahy je patrné, ze zdrojem gravitacnich vin nemu-
ze byt rotujici téleso s dipélovou symetrii rozloZzeni hmoty kolem osy rotace. Zaved’'me gravi-
ta¢ni dipdlovy moment

PG =D, mr,. (260)
a

Vv

I~p&=0. (261)

Zdrojem gravitacnich vin proto muze byt az kvadrupdlovd nesymetrie v rozlozeni latky.
Shriime na zavér dilezité vlastnosti gravitacnich vin:
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Vlastnosti gravitaénich vin

1) Gravitacni viny se Sifi rychlosti svétla.
2) Gravitagni viny jsou pficnym vinénim.
3) Gravitacni viny maji dvé nezavislé polarizace stocené o 45°.

4) Zdrojem gravitacnich vin je kvadrupdlova nesymetrie latky.

Srovnani s elektfinou a magnetizmem

elektfina a magnetizmus obecna relativita
veli¢ina 4% b
167G
vinova rovnice v prosttedi O0A4% = _,UOJa Oh% = __4]"0"3
c
zakladni kalibrace aaAa =0 aah”’ﬂ =0
dalsi kalibrace 4°=0 i =0; s=0
vlnova rovnice ve vakuu 0A4% =0 Dhaﬂ =0
v v s o o ik xﬂ ik X”
vakuové Feeni A% = A(O) e “ ha,b’ = Aaﬂ e~
podminka fesitelnosti k#k'u =0 k'ukﬂ =0
FT kalibra¢ni podminky kaAa =0 kaha'B =0
dipélovy moment Pe = zqara PG = Zmara
a a
intenzita dipdlového zaFeni I <P I o< pg =0

Neprima pozorovani gravitaénich vin

Podvojné neutronové hvézdy

Vroce 1974 byla objevena tehdy nejvétSim radioteleskopem svéta v Arecibu podvojna
neutronova hvézda PSR 1913+16, u které je jedna slozka pulzarem s periodou pulsaci
0,059 s. Rozméry obou slozek i celého systému jsou tak malé, ze systém je téméf idedlni
relativistickou laboratofi, kterou pro nds ptiroda pfipravila. Jde o dv€é neutronové hvézdy
v tésné blizkosti, takze zaktiveni prostoru a Casu, na které slozky reaguji, je znacné. Navic
v prostoru mezi slozkami neni Zadny rozhdzeny material, ktery by komplikoval interpretaci
métenych veli¢in. Snadno si mizeme udé¢lat predstavu o unikétnosti soustavy: Hmotnosti
slozek jsou o néco vyssi, nez je hmotnost naseho Slunce (1,44 Ms a 1,39 Ms). Velikost téchto
neutronovych hvézd nepiesdhne nékolik desitek kilometri. Vzdalenost obou slozek je pii
nejvetsim priblizeni pouhych 700 000 km, tj. stejnd jako polomér naseho Slunce! Ob&zna
perioda podvojného pulsaru ¢ini 7 h 45 min.

V roce 1993 obdrZeli za vyzkum tohoto unikatniho systému Nobelovu cenu za fyziku Russel
Hulse a Joseph Taylor. Systém vykazoval celou fadu jevl pfedpovidanych obecnou relativi-
tou. Napiiklad staCeni pericentra soustavy ¢ini 4° za rok (stejny jev zptisobuje staceni drahy
Merkuru o pouhych 43" za stoleti). Z dalSich naméfenych jevli upozornéme alespoii na relati-
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visticky Doppleriiv jev, ¢erveny gravitacni posuv, dilataci Casu zpiisobenou vzajemnym obg-
hem a staceni svételnych paprskd.

Nejznaméjsim se ale stal objev zkracovani periody odpovidajici ztrat€¢ energie zplsobené
vyzafovanim gravitacnich vin. Za kazdy ob¢h se obé slozky k sobé ptiblizi ptiblizne o 3 mili-
metry, a obéznad perioda se proto zkracuje o 76 us/rok. Russel Hulse a Joseph Taylor tak
poprvé v historii nepiimo detekovali gravita¢ni viny. Slo jen o méfeni disledku vyzafovani
gravitacnich vin, nikoli o jejich pfimou detekci.

Pozd¢ji byly nalezeny podvojné neutronové hvézdy s jeste lepSimi vlastnostmi. Naptiklad
podvojny pulzar PSR 1534+12 nebo podvojny pulzar PSR J0737-3039A (objeveny Lovello-
vym radioteleskopem v Jodrell Bank v roce 2003, stdCeni pericentra zde ¢ini 17°za rok) jsou
vynikajicimi relativistickymi laboratofemi k ovéfovani jevli obecné relativity a samoziejmeé
1 k nepfimé detekci gravitacnich vin.

Gravitacni viny generované dvojici navzajem se obihajicich hvézd. Soufadnicova sit pfedstavuje prostor i ¢as,
mUzZeme naptiklad predpokladat, Ze jedna sit souradnic je ¢asova a druha prostorova.

Detektory

vvvvv

Na elektromagnetické vIin€ se opacné€ nabité ¢astice zhoupnou v opacném sméru a jejich po-
hyb snadno rozliSime. Na gravita¢ni vin¢ se dv¢ blizké ¢astice zhoupnou stejnym smérem a je
tteba hledat az jevy vysSich tadu, tedy vzajemny pohyb dvou objekti viici sob¢. Existuje vice
moznosti piimé detekce: rezonancni detektory, interferometrické detektory, sledovani fazo-
vého zpozdéni referencniho signalu nebo otisk gravita¢nich vin do polarizace elektromagne-
tického zateni. V budoucnosti se urcité objevi i kvantové detektory zalozené na zménach vl-
nové funkce mikroskopického objektu. Takové detektory ale budou fungovat jen pro velmi
kratké vinové délky a nebudou vhodné pro vesmirné zdroje gravitacnich vin.
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Rezonanéni detektory

Prvni zndmé pokusy detekce gravitacnich vin pochédzi od Josepha Webera. O detekci se
pokousel pomoci dvou velkych hlinikovych vélct. Jeden z nich byl umistén na Université
v Marylandu v blizkosti Washingtonu, D.C. a druhy v Argonne National Laboratory v bliz-
kosti Chicaga. Vzdalenost valctl byla asi 1 000 km. To proto, aby pfipadna detekce gravitaéni
viny byla potvrzena z nezavislého mista a neslo jen o lokalni poruchu. Valce se chovaly jako
pfirozené oscilatory naladéné na frekvenci 1660 Hz (oc¢ekavana frekvence gravitaCnich vin
z podvojnych zdroju je v kilohertzich). Byly vyrobeny z hliniku, mély hmotnost 1,4 tuny,
primér 66 cm a délku 153 cm. Kazdy valec byl zavéSen ve vakuu na kovovém vlakné
a mechanicky zcela oddélen od okoli. Ptiblizné ve stfedu byl umistén piezoelektricky snimac
(je patrny na fotografii) propojeny s elektronickymi | il Wil W b

obvody citlivymi na zékladni frekvenci oscilaci .7
vélce. Pfi prichodu gravita¢ni viny by se vélec mél
rozkmitat na své vlastni frekvenci.

Vélce byly zprovoznény v roce 1966 a v roce 1972
byla naméfena jedind koincidence, kterd se jiz nikdy
nezopakovala. Dnes se soudi, Ze relativni citlivost 4
= Al/l ~ 10" tohoto zafizeni nebyla dostateénd pro
detekci gravitanich vin z béznych zdroji, kde se
o¢ekava h ~ 10>, Weberovy valce mély dal§i nevy-
hodu — méfily na jediné frekvenci, a tim nemohly
nikdy pofidit ani spektrum gravitacni vlny, ani
casovy vyvoj jeji frekvence.

Nasledovnikem Weberova detektoru byl detektor
Allegro provozovany Louisanskou statni univerzitou
v Baton Rouge od pocatku 90. let 20. stoleti do roku
2008. Hlinikovy valec mél délku 3 m, hmotnost
2 300 kg a zékladni rezonan¢ni frekvenci 904 Hz.

Interferometrické detektory

VétSina dnesnich systému pro pfimou detekci gravitacnich vin je postavena na laserové in-
terferometrii. Laserovy svazek je polopropustnym zrcadlem rozdélen do dvou kolmych ra-
men, na jejichz koncich jsou dokonale vybrouSend odraznd zrcadla slouzici jako testovaci
télesa, jejichz pohyb se sleduje. Odrazené paprsky se rameny vraci pies rezonancni dutinu
zpét, interferuji a elektronicky jsou zaznamenavany zmény interferencniho obrazce. Citlivost
téchto zafizeni zavisi na velikosti ramen. V jednom sméru dochézi ke zkracovani a v druhém
k prodluzovani, proto je citlivost znacna.

Nejvétsim systémem tohoto druhu na svété je LIGO (Laser Interferometry Gravitational-
Wave Observatory). Projekt vznikl ve spolupraci univerzit Caltech a MIT. Byla postavena
dvojice ¢tyrkilometrovych detektorit vzdalend 3 000 km. Prvni z nich se nachazi v Hanfordu
ve staté Washington a za jeho stavbu je zodpovédna universita Caltech. Druhy detektor je
v Livingstonu ve stat¢ Louisiana a stavba probé&hla pod patrondtem university MIT. Dva in-
terferometry se stavi proto, aby mohla byt ptipadnd detekce gravitacnich vin potvrzena koin-
cidenci ze dvou nezavislych zdroju.

Interferometr byl zprovoznén v roce 2002, v letech 2010 az 2015 proSel rozsahlou rekon-
strukci. Soucasné parametry pristroje jsou: délka kazdého ramene je 4 km, praimér 60 cm
a pracovni tlak 10~ torri. Objem vakuového systému je 9 000 m’. (jde o nejvétsi vakuovy
systém na svéteé). Zdrojem paprsku o vinové délce 1,06 um je Nd:Yag laser, ktery muze
v budoucnu dosahnout vykonu az 200 W. Piesnost zaméfeni polohy koncovych testovacich
zrcadel zav&Senych na kiemennych vlaknech je 107'® m, hmotnost zrcadel je 40 kg. Frek-
vencni rozsah, ve kterém je zafizeni citlivé ¢ini 10 Hz — 10 kHz, coz odpovida vétSin€ oceka-
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vanych zdroji gravitaénich vin. Relativni pfesnost méfeni zmén délky je 4 ~ 102, v oblasti
stovek hertzii lepsi nez 10>, To je o osm fadii vys$si piesnost nez u valctl Josepha Webera.

Thned po zprovoznéni rekonstruovaného detektoru byl zachycen dne 14. zati 2015 gravitacni
impulz se slou¢eni dvou ¢ernych dér. Kazda z nich méla pied splynutim hmotnost ptiblizné
30 Slunci (29 Ms a 36 Mg). Nejistota urceni hmotnosti je £4 Ms. Hmotnost nové vzniklé
¢erné diry neni pouhym souctem hmotnosti piivodnich ¢ernych dér. Je niz$i, protoze se na
gravitani viny preménila latka o hmotnosti rovné pfiblizné trojnasobku hmotnosti Slunce.
Signal priSel ze vzdalenosti 1,3 miliardy svételnych rokii. Smérova charakteristika neni ptili§
presnd, existuje jen odhad oblasti, ve které k této mimotadné udalosti doslo. Jde o jizni
oblohu v oblasti Magellanovych oblaki (ta jsou ale samoziejm¢ mnohem blize). Cely impulz
trval necelé tii desetiny sekundy. Signal z Hanfordu i Livingstonu mél obdobny pribéh,
zpozdéni mezi obéma pozorovacimi stanicemi Cinilo 7 ms. Pfi pfiblizovani obou slozek
naristala frekvence z desitek hertzii na cca 300 hertzti v okamziku splynuti dér. Dobfe patrna
byla také shoda signalu s teoretickou predpovédi ziskanou z numerickych simulaci.

Poprvé byly detekovany gravita¢ni viny pfimo, poprvé bylo pozorovano splynuti dvou
Cernych dér a poprvé byly pozorovany ¢erné diry stfednich hmotnosti. Gravitacni viny jsou
po elektromagnetickém oboru a neutrinech tfetim oknem pro pozorovani dé&jti v blizkém
1 vzdaleném vesmiru.

data
predpovéd

data

LIGO Livingston predpovéd

: g e = ke 030 035 040 cas(s)
Letecky pohled na centralni ¢ast detektoru LIGO (Hanford, 2008). Napravo je signal zachyceny dne 14. zafi

2015. V okamziku splynuti ¢ernych dér je amplituda a frekvence signalu nejvyssi, po splynuti signal uticha.
Nejvyssi relativni deformace byla 107!, a to v okamZiku splynuti.

V Evropé existuje obdobny detektor VIRGO. Je umistény u italské vesnicky Cascina, 10 km
od Pisy proslulé svou Sikmou v€zi. VIRGO mé ramena dlouha 3 km. V letech 2010 az 2017
proSel detektor Virgo obdobnou rekonstrukei jako LIGO a jeho parametry jsou srovnatelné
s LIGO. Detektor Virgo se poprvé zapojil do spole¢né pozorovaci kampané s detektory LIGO
v srpnu 2017. Prvni spoleéné pozorovani trvalo 25 dni. Trojice obfich interferometrii zachy-
tila hned dva signaly. Prvni z nich uz astronomy neptekvapil — opét $lo o slouceni dvou velmi
vzdalenych ¢ernych dér.

Druhy zablesk ze 17. srpna 2017 pochazel ze slouceni dvou neutronovych hvézd, coz je d¢j,
ktery generuje také intenzivni elektromagneticky signal nejriznéjSiho plivodu — od gama
zablesku z rozpadu velmi tézkych jader vznikajicich v rdzovych vinach az po radiovy signal
souvisejici s interakci vytryskl latky s okolnim mezihvézdnym prosttedim. Jev tzv. kilonovy
(tisickrat jasné€jSiho tkazu, neZ je nova), byl poprvé pozorovan jak v gravitacnim, tak
v elektromagnetickém okné, a to mnoha pfistroji nardz. Dnes se detekce gravitacnich
zableskl stava rutinni astronomickou metodou pozorovani vesmiru. Do roku 2024 bylo in-
terferometricky detekovano ptes sto zablesku.
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of = L.

) ‘mew\i _I« d

Jedno z ramen evropského detektoru VIRGO.

Budouci detektory

Interferometrické detektory slavi jeden uspéch za druhym a maji pfed sebou skvélou
budoucnost. Americké LIGO a evropské Virgo dopliuje japonsky tiikilometrovy podzemni
detektor KAGRA (KAmioka GRAvitational wave detector) nachazejici se v oblasti, kde je
neutrinovy detektor Super-Kamiokande, Jde o pIné kryogenni systém (chlazeny je cely tubus
vcetné koncovych zrcadel). Detektor byl spustén v roce 2020, ke spole¢nému pozorovani
s ostatnimi detektory se piipojil v roce 2023. V Indii se usilovné stavi dalsi detektor LIGO,
nebot’ chybi pozorovani z oblasti Asie.

V Evropé se uvazuje o stavbé podzemniho desetikilometrového detektoru Einstein se tfemi
rameny (ve tvaru trojuhelniku), ktery by mél byt postaven nékde v blizkosti trojmezi
Némecka, Holandska a Belgie. Definitivni misto jest¢ nebylo vybrano. Stavba by méla byt
zapocata n¢kdy kolem roku 2028, se zprovoznénim se pocitd po roce 2035. Umisténi
detektorti do podzemi redukuje seismicky Sum a chlazeni redukuje Sum tepelny. Detektory
tohoto typu maji maximalni citlivost ve stovkach hertzii a mohou detekovat gravita¢ni viny
z riznych binarnich systému. Pro detekci reliktnich gravitacnich vin, které by mély vznikat
v prubehu inflacni faze nebo obecné pfi samotném vzniku vesmiru, bude nutné zkonstruovat
detektory pro mnohem delsi vinové délky, tedy s vyrazné delSimi rameny. Takové detektory
je mozné stavét jen ve vesmiru. Dals$i moznosti je vyuzit sledovani zmén fazi pulzarti pomoci
radioteleskopickych siti.

Nalevo: Nakres mise LISA Pathfinder (2015). Napravo: vize jedné ze sond projektu LISA (2037).
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LISA

O stavbé obfiho interferometru ve vesmiru se uvazuje uz od konce 20. stoleti. Projekt tii
sond, které na sebe budou svitit laserovym paprskem na vzdalenost milionti kilometrt a zjis-
tovat aktualni polohu odrazné krychle — srdce sondy pohupujici se na gravita¢nich vinach —
dostal nazev LISA, coZ je zkratka z anglického ,,Laser Interferometer Space Antenna“.
Plvodni termin vypusténi byl rok 2016, ale spole¢ny projekt americké NASA a evropské
vesmirné agentury ESA se potykal s mnoha problémy, jak finan¢niho, tak technického razu.
Americ¢ané z né¢ho v roce 2011 z finan¢nich divodi odstoupili, projekt ménil jména, délku
ramen i termin vypusténi a uz se zdalo, ze je odsouzen k zaniku. Viru v ispéch mu vlila do zil
evropské sonda LISA Pathfinder, ktera startovala v prosinci 2015. LISA Pathfinder byl jakysi
predskokan mise, ktery ovéfil, ze zakladni koncepce je spravnd, ze dokdzeme nejen dostatec-
n¢ jemn¢ manévrovat se sondou tohoto typu, ale i detekovat polohu odrazné krychle. Po
ohlaSeni objevu gravita¢nich vin ziskaly udalosti rychly spad a v roce 2017 byl projekt obiiho
interferometru LISA schvalen. Termin vypusténi je rok 2037.

Velkolepy plan vesmirného interferometru LISA

Jaka je tedy soucasna predstava obiiho interferometru LISA? Tti identické sondy poleti ve
formaci trojuhelniku na samostatné draze kolem Slunce, a to 20° za Zemi. Budou na sebe
svitit infraervenymi lasery na vzdalenost 2,5 milionli kilometri. Laserové svétlo se bude
odrazet od vznasejicich se krychli ze slitiny zlata a platiny o hrané 46 milimetri a hmotnosti
2 kilogramy. V kazdé sond€ budou dvé takové krychle voln¢ letici prostorem a pohupujici se
na gravitanich vinach. Kolem testovaci krychle bude klec s elektronikou, kterda bude sledo-
vat jeji polohu vici kleci. V idedlnim piipad€é by se krychle pohupovala na draze spolu se
sondou i kleci a stale plula v jejim stfedu. Jenze na sondu plisobi z venku mnoho negravitac-
nich sil, naptiklad tlak slune¢niho zafeni, tlak slune¢niho vétru, sily od nesymetrického tepel-
ného vyzarovani sondy i dalsi. Jakmile se krychle ptiblizi k méfici kleci, musi sonda zacit
manévrovat tak, aby se krychle stale vznaSela ptesné uprostied klece. Od jejich stén budou
krychli délit pouhé dva milimetry. Manévrovani bude zajisténo mikrotryskami vypoustéjicimi
malé mnozstvi plynu. Nejjemné&jsi navigaci zafidi koloidalni mikrotrysky, z nichz budou uni-
kat velmi malé nabité kapicky ovladané elektrickym polem. Zpétny raz nepatrné¢ pohne
sondou v kyzeném smeéru.
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K dalsimu vybaveni patii opticka lavice. Sondy budou mit pro sledovani paprsku ze zbyvaji-
cich sond dva dalekohledy o priméru 30 centimetr. Z vykonu 2 watti dodavaného laserem
dopadne na sousedni sondu pouhych 700 pikowattt, tj. 35 miliardtin procenta. Detektor LISA
bude schopen zachytit gravita¢ni viny vzniklé padem hvézdy do obfii ¢erné diry, gravitacni
vlny emitované dvojicemi bilych trpaslikli, Sum pozadi dvojhvézd v nasi Galaxii a samoziej-
mé gravitacni viny emitované vzajemnym ob&hem dvojic obfich ¢ernych dér. LISA se dosta-
ne na hranici parametrt pro detekci reliktnich gravitacnich vin, pfi troSe Stésti by se to mohlo
podafit, ale bud'me rad¢ji skepticti, pfipadna detekce nas pak mize jen piijemné piekvapit.

Pokud bude LISA fungovat jak ma, bude na obéznou drdhu kolem Slunce v nasledujicich
letech vypusténo dokonce 12 identickych sond sviticich na sebe lasery. Nazev projektu je
BBO (Big Bang Observer, Pozorovatel Velkého tresku). Vzdalenosti sond budou tentokrat
mensi, ,,pouhych® 50 000 kilometrti, pozadovana citlivost bude zajisténa vétSim mnozstvim
sond. Sum detekovaného signalu by mél byt pouhé procento sumu detektoru LISA. Detektor
BBO bude slozen ze c¢tyf trojuhelnikovych formaci. Jedna poleti kolem Slunce v roving
ekliptiky (obézné dréhy Zemé kolem Slunce), druhd bude na ekliptiku kolma a zbylé dvé
trojuhelnikové formace budou slozeny do Sestithelniku. Budou tak schopny snimat stochas-
tické signaly ocekavané u reliktnich gravitacnich vin. Ty budou hlavnim cilem detektoru
BBO, ktery by mél mit dostatecné rozliSeni, citlivost 1 rozsah vlnovych délek pro jejich za-
chyceni. Budoucnost interferometrickych detektort je tedy naplanovéana na desetileti dopiedu
a mame se na co tésit.

Radioteleskopické detektory

Pokud chceme pozorovat extrémné dlouhé vinové délky, potiebujeme zatfizeni s mimotradné
velkymi rozméry. NaSe civilizace ale zatim nedisponuje takovymi prosttedky, aby postavila
detektor velky jako Slunecni soustava nebo dokonce jako celd Galaxie. Presto se ale jedna
moznost naskytd. V nasi Galaxii existuje fada pulzari — neutronovych hvézd, jejichz osa ro-
tace neni totozna s osou magnetického pole a diky tomu vydéavaji majakovym efektem velmi
pravidelné pulzy. Predstavuji témét idealni hodiny rozmisténé napii¢ celou Galaxii. Signal
pulzard spada vétsSinou do radiového oboru, a tak je mozné je pozorovat radioteleskopy. Obfi
radioteleskopické sit€ maji vynikajici prostorové i ¢asové rozliSeni a jsou schopné detekovat
1 mal4 fazova posunuti signalu pulzarii pfichazejiciho z riznych koutl Galaxie. Takova fazo-
va posunuti vyvolava i pruchod signalu pies gravitacni vinu. Sledovany jsou dvojice pulzart
— dva sméry nahrazuji interferometrickd ramena pozemskych detektort. Pomoci statistické
analyzy lze zrekonstruovat informace o gravita¢nich vinach, kterymi signal prochézel.

Tato metoda detekce gravitacnich vin se nazyva PTA (Pulsar Timing Array, Pole pro méreni
casoveho signalu pulzarit). Prvni testy probéhly na australské siti radioteleskopli Parkes uz
v roce 2005. Australské radioteleskopy staly u zrodu radioastronomie a zajiStovaly v dobé
programu Apollo spojeni s posadkami leticimi k M¢sici a zpét. Pozadu neni ani evropska
radioastronomie, metoda PTA se testuje na siti radioteleskoptli, jimz vévodi stometrovy
Effelsberg na zdpad¢ Némecka, dal§imi Cleny sité jsou Lovelltv radioteleskop v Jodrell Bank
(jizn€ od anglického Manchesteru) s primérem antény 76 metrl a radioteleskopy v nizozem-
ském Westerborku a francouzském Nangay. Ameri¢ané ovéiuji metodu PTA v Severoame-
rické nanohertzové observatofi, do které patii napt. pohyblivy radioteleskop v Green Banku
s rozmérem misy 100x110 metrt. Soucasti byl i slavny radioteleskop Arecibo, ktery byl
v roce 2020 nevratné poskozen padem ohniskové kabiny. V blizké budoucnosti se do hledani
gravitatnivh vin touto metodou zapoji i v Australii a jizni Africe pravé budované radio-
teleskopické pole SKA (Square Kilometer Array), které bude mit celkovou sbérnou plochu
jeden kilometr ¢tverecni. SKA ma jako jediny pfistroj soucasnosti parametry dostacujici pro
detekci reliktnich gravitacnich vin a doufejme, Ze tato radioteleskopicka sit’ bude Gspésna.

V Cervnu 2023 bylo ozndmeno statistické pozorovani gravita¢niho Sumu detektory PTA
v Americe, Evropé 1 v Australii. Jde o vysledek po ¢tvrt stoleti sbirani dat. V budoucnosti se
snad podaii oddélit signaly od jednotlivych zdrojti.
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Razné detektory a zdroje gravitacnich vin v zavislosti na jejich frekvenci. Jednou z dalSich nepfimych metod
hledani gravitacnich vin je detekce zmén polarizace reliktniho zareni zplisobenych prochazejici reliktni

gravitacni vinou (zcela vlevo).
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10. SCHWARZSCHILDOVO RESENI

Schwarzschildovo feSeni popisuje metriku pokiivené¢ho Casu a prostoru v okoli sféricky sy-
metrického télesa. Slo o prvni ucelené fedeni Einsteinova gravitaéniho zdkona, které nalezl
némecky matematik a fyzik Karl Schwarzschild (1873—-1916) hned v roce 1916, tj. v roce
publikovani obecné relativity. Reseni plati pro vnéjsiho pozorovatele, ktery je ve fixni vzda-
lenosti od objektu, kde je rozlozeni hmoty nulové, tj. prostor je prazdny (tenzor energie
a hybnosti je nulovy), tj. na pravé strané€ Einsteinova gravita¢niho zédkona je nula.

Metrika v okoli sféricky symetrického télesa

Na obrazku je svétocara centra parametrizovand vlastnim ¢asem 7 centra. Pro 7= const je
znazornéna feznd nadplocha, kterd je tfirozmérnym svétem kolem centra. Skute¢na radidlni
soufadnice je oznacena p a roste ve sméru zakreslenych souradnicovych ¢ar, na kterych jsou
konstantni thlové proménné 6 a ¢.

3D
0, ¢ = const
Piedpokladejme diagonalni metriku ve tvaru
ds? =—c%a(z, p)dz? + B(z, p) dp? + ¥z, ,o)[dﬁ2 +sin? 6 d(pz} : (262)

Radialni soufadnice p budeme definovat tak, aby pfi konstantnim z, 8 a ¢ platilo
ds? =dp?. (263)

Proto musi byt f# =1 a nejobecnéjsi tvar intervalu ve sférické geometrii bude obsahovat dvé
neznamé funkce a a y

ds? =—c2a(r, p)dr? +dp? + y(x, p)[d&»2 +sin2@ d(pz] (264)

V hranaté zavorce jsou standardni uhlové soufadnice prevzaté ze sférickych souradnic. Po-
moci radidlni soufadnice je mozné méfit radidlni vzdalenosti, ale nebude platit, Ze plocha
koule je 47p”. Zaved'me misto soutadnic (z, p, 0, ¢) jinou soufadnicovou sit’ (¢, r, 6, @), kde ¢
je béZny souradnicovy Cas a r je sféricka soutfadnice, kterd zajisti, aby pro plochu koule platil
nadale vztah

S=4nr? +4mp?. (265)

Tedy p je skutecnd radialni vzdalenost a r je vzdalenost dopoctend ze vztahu pro plochu
koule, tj. vzdalenost figurujici u thlového elementu, ktery bude mit v novych soutfadnicich
tvar:

ds? = —c2A(t,r)dt? + B(t,r)dr? + 2 [dez +sin @ d¢2} : (266)

V téchto soufadnicich jsou v intervalu dvé neznamé funkce 4 a B, které bude tieba urcit
z Einsteinova gravitacniho zakona. Znaménka jsou volena tak, aby odpovidala Minkowského
metrice, do které musi metrika kolem télesa ptejit ve velké vzdélenosti (tzv. zdkon setrvac-
nosti diferencialni formy). Hledana metrika mé tedy tvar
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—cA(t,r) 0 0 0
0 B(t,r) 0 0 o6,
Sap 0 o 2 0
0 0 0 r’sin?6
Dalsi postup je zdlouhavy, ale relativné ptimocary. Nejprve ur¢ime inverzni matici
— 2471, r) 0 0 0
0 B'tr) 0 0
g = B . (268)
0 0 r 0
0 0 0 r2sin?@

Dale ur¢ime ze vztahu (87) Christoffelovy symboly, ze vztahu (170) Riemanniiv tenzor kii-
vosti, zizenim najdeme Ricciho tenzor a skaldrni kfivost a nakonec sestavime rovnice Ein-
steinova gravita¢niho zdkona

R“’B—%Rgaﬁzo. (269)

Na pravé stran€ je nula, protoze se nachdzime vné centralniho télesa. Na prvni pohled by
mélo jit o 16 diferencialnich rovnic pro metriku, ale vzhledem k symetrii vyrazi jde jen o 10
rovnic. Z nich n¢které jsou typu 0 =0, jen 4 rovnice jsou netrividlni a jen dvé nezavislé.
Z rozboru téchto rovnic plyne, ze funkce A4 a B jsou jen funkcemi soufadnice 7, nikoli soufad-
nice ¢. Kazdé feSené v okoli sféricky symetrického télesa je tedy nezavislé na case. To mimo
jiné¢ znamend, ze sféricky symetrické téleso nemiize generovat gravitaéni viny. V piipade
jediné zavisle proménné vede gravitani zakon na obycejné diferencidlni rovnice, jejichz fe-
Seni ma jednoduchy tvar

1

Ar)

A =c,+2;  B(r)= (270)
r

kde ¢; a ¢, jsou integracni konstanty, které ur¢ime z newtonovské limity — dosti daleko od
télesa musi platit

gooz_cz(H%j:_cZ(l_ziM J @71)
c cr
Odsud plyne
c =1; CH=— ZGéM . (272)
C
Vysledek tedy je
2
ds2:—cz(l—zc’;derz+L+r2(d92+sm29d(p2). (273)
c2r (1 B 2GMJ
cr
Tuto metriku odvodil Karl Schwarzschild v roce 1916. Lze ji zapsat v ptehlednéjSim tvaru
2 2 > dr? G
ds“=—c (l—rg/r)dt +ﬁ+r de-;
—V,/r
> & (274)
ry = 2G§” ;. dQ*=d6” +sin’ 6 de.
c

65



Obecna relativita Schwarzschildovo feseni

Metrika plati vné sféricky symetrického télesa pro nepohyblivého pozorovatele v konstantni
vzdalenosti od télesa. Schwarzschild ji odvodil v pribéhu prvni svétové valky na vychodni
fronté. Schwarzschild v Rusku tézce onemocnél a zemrel tésné po névratu do Némecka. Po
Schwarzschildovi je pojmenovan krater na M¢sici.

Neéekteré viastnosti Schwarzschildovy metriky

Pokud provedeme limitu » — oo, piejde Schwarzschildova metrika v Minkowského metriku.
To je v potadku, nebot’ dosti daleko od centralniho télesa je Casoprostor plochy.

Radialni vzdalenost

Z metriky je patrné, e mezi nasi soufadnici r (je uréovéna z plochy koule ze vztahu S = 47%)
a radialni vzdalenosti p plati jednoduchy vztah.

dP:Ll/z- (275)
(l—rg/r)

Vzdélenost urovana pfimym meéfenim neni stejna jako polomér uréeny z plochy odpovidajici
koule. Za to mlze pokiiveni prostoru kolem centralniho télesa.

Divergence metriky

Pokud provedeme limitu r — ry, metricky koeficient u radialni soufadnice diverguje. Pro
bézna télesa nemilize takova situace nastat. Veli€ina r,, kterou nazyvame Schwarzschildiiv
polomér, ma pro naSe Slunce hodnotu 3 km a pro nasi Zemi pouze 9 mm. Abychom mohli
divergenci pozorovat, musela by byt veskera hmotnost Slunce stlacend do koule o poloméru
3 km a v pifipadé¢ Zemé do oblasti o poloméru 9 mm. Takovy objekt nazyvame cernd dira,
a jak uvidime pozd¢ji, z oblasti pod Schwarzschildovym polomérem z takového télesa ne-
mizZe nic uniknout, dokonce ani svétlo. Cerné diry jsou zavéreénym stadiem vyvoje velmi
hmotnych hvézd (naptiklad pétinasobku nebo desetinasobku hmotnosti Slunce). Velmi hmot-
né cerné diry (s hmotnosti milioni az miliard Slunci) také nachdzime v centrech vétSiny
galaxii. Divergence metriky neni skute¢nou fyzikalni divergenci, je zptisobena volbou sou-
fadnicové soustavy. Pti volbé¢ jinych soutadnic (pokryti prostoru jinymi soufadnicovymi plo-
chami) divergence vymizi. Lze to ukazat na ptikladu tzv. izotropnich souradnic, kdy ptejde-
me od Ctvetice (¢, 7, 0, ¢) k soutadnicim (¢, R, 6, ¢) za pomoci transformace

2
r r F
r=R|1+-%| : dr=l1+=2|1-=.|dR . (276)
4R 4R 4R

Piesvédcte se, Zze vztah pro diferencial ziskdme derivovanim prvniho vyrazu. Z definice
soufadnice R je také patrné, Ze

Y

r=r & R=-%. 277
: : (277)
Po dosazeni za r a dr do Schwarzschildovy metriky dostaneme
2 z(l_rg/4R)2 2 w22
> ds? =2 —E L dr® +(1+r,/4R) [dR + R } (278)
(1+7,/4R)

Na prvni pohled je patrné, Ze v t€chto soufadnicich zadna divergence pro R = ry/4 nenastava.
Proto hovotfime o tzv. odstranitelné divergenci. Pokud by pozorovatel padal do ¢erné diry, na
Schwarzschildové poloméru by nic zajimavého nevidél (mozna by byl potrapen slapovymi
silami). Po priichodu ptfes Schwarzschildiiv polomér by ale jiz neexistovala cesta zpét. Z poh-
ledu vnéjsiho pozorovatele jde o jakysi horizont, za ktery neni mozné vidét. Izotropni souiad-
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nice zavedl némecky matematik Hermann Weyl (1885-1955) v roce 1917. Existuji 1 trans-
formace k jinym soufadnicim, které maji také zajimavé vlastnosti. Metrika se naptiklad viibec
nezméni pii transformaci

R—R'=rl/I6R. (279)
Zaména souradnic

Pokud by téleso bylo lokalizovano dokonce v oblasti mensi nez Schwarzschildiv polomér,
bude metricky koeficient u radialni soutadnice zaporny a u ¢asové kladny. Cas a prostor si
jakoby vymeénily misto. To je dano tim, ze ¢as musi byt veli¢inou plynouci jednim jedinym
smérem (monotonni funkci). Jedinou takovou funkci je ale radidlni vzdalenost, kterd se bude
pod Schwarzschildovym polomérem stdle zmenSovat a roli Casu tak ,ptrevezme® radidlni
soufadnice. Vnéjsi pozorovatel ale nema zadné informace o déni pod Schwarzschildovym
polomérem a pozorovatel pod timto polomérem nema zadnou moznost vyslat signal k vnéj-
Simu pozorovateli. Jde o dva svéty oddélené horizontem (oblasti ve vzdalenosti Schwarz-
schildova poloméru). Reseni uz nebude statické, ale bude obsahovat &asovou soufadnici 7.

Laplaceovo reseni

Historicky prvni tivahy o mozné existenci objektii, ze kterych nemiize uniknout ani svétlo,
pravdépodobné pochazi od anglického filosofa Johna Michella (1724—-1793) jiz z roku 1783.
Tehdy hovotil o temnych hvézdach (dark star). Francouzsky matematik a fyzik Pierre Simon
Laplace v roce 1798 odvodil na zakladé pfedstav Newtonovy mechaniky rozméry tohoto hy-
potetického télesa ze vztahu pro tinikovou rychlost

v=\2GMIr , (280)

do kterého dosadil namisto unikové rychlosti rychlost §ifeni svétla ¢ a spocetl polomér, ktery
by téleso muselo mit:

r=2GM/c* =r,, (281)

coz je prave vztah ziskany Karlem Schwarzschildem z obecné relativity.

Reseni za pomoci LIS

Schwarzschildovu metriku lze také odvodit (ne zcela korektné) z ivah o lokalné inercidlnim
systému, ktery pada do centralniho télesa. Uvazujme soufadnicovy systém S pozorovatele,
ktery je nepohyblivy vzhledem k centralnimu télesu — takovy systém je zjevné neinercidlni.
Piedstavme si dal8i systém LIS, tentokrat inercialni, ktery padd z nekonecna k centralnimu
télesu. Jeho okamzitd rychlost vzhledem k centralnimu télesu je ve vzdalenosti » rovna

v=2GMIr , (282)

V padajicim LIS plati zakony specialni relativity a interval je roven (6, ¢ = const)
ds? = —c?dtf +drfs. (283)

Pii pohledu z LIS na pfedméty a hodiny v soustavé S budeme pozorovat kontrakci délek
a dilataci ¢asu, naopak pii pohledu z nasi soustavy S se nadm budou jevit zkracené tyce v LIS
a dilatované Casové intervaly naméfené hodinami v LIS:

dt
dr =v1-v%/c2dryg; dz:%. (284)
1-v7/c

Za rychlost dosadime z (282), uré¢ime drys a df.1s @ dosadime do intervalu (283):

ds? :—02(1—2GM]dt2 +dr2/(1—2GMJ, (285)

027' CZI"

coz je Schwarzschildova metrika pro konstantni thlové soufadnice.
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Pohyb svétla v radialnim sméru

Predstavme si, ze ve vzdalenosti 7y od centralniho télesa vySleme v Case ¢y v radidlnim sméru
fotony (jeden ven a druhy smérem k centralnimu télesu):

SAVAVAVAVAVA AVAVAVAVAVA <

o

Rovnice pohybu fotonu ds* = 0 d4 pfi radidlnim pohybu (¢ = 6 = const) v ptipadé Schwarzs-
childovy metriky vztah

2
—c*(1-r,/r)dt? 9
(1-ry/r)
2
(1=ry/r)
& (286)
———=tcdt =
(1=rg/r)
o dr

-+
" (1-ry/r) ;

e

cdt,

(=}

odkud integraci (Citatele 1 jmenovatele vynasobime » a rozlozime na parcidlni zlomky, tj.
odecteme a pricteme r,) ziskame

r—r
r—ro+rln § =c(t—ty) (287)
I’O—Fg
neboli
r—r,
r=rofc(t—ty)—ryln £ . (288)
I”O—I’g

Znaménka predstavuji fotony letici ven (+) nebo do (—) ¢erné diry. Logaritmicky clen je
dasledkem zaktiveni ¢asoprostoru. Daleko od ¢erné diry (7, rp —) je logaritmus na praveé
stran¢ nulovy a jde o feSeni specialni relativity. Ur¢eme nyni dobu letu fotonu z y do r:

1 r—rg
At=t—ty=x—|r—ro+ryln . (289)
¢ ro =Ty

Horni znaménko plati pro foton letici ven, dolni znaménko pro foton letici do ¢erné diry.
Spoctéme nyni dobu letu fotonu na Schwarzschildiv polomér ( — r,). Znaménko je zaporné,
logaritmus konverguje k —ec a Casovy interval je nekone¢ny. Pro vnéj$iho pozorovatele bude
trvat pad fotonl (a samoziejmé 1 jinych téles) do Cerné diry nekonecné dlouho. Dilatace Casu
je zde dovedena do extrému. Jakékoli téleso padajici do ¢erné diry do ni ve své soustavé
dopadne v konecném case. Pro vnéjSiho pozorovatele ale bude casovy interval potiebny
k padu nekonecny.

Resme nyni opaénou situaci. Pro foton vystupujici z horizontu ¢erné diry je ro — rg, plati
kladné znaménko, logaritmus konverguje k +eo a Casovy interval je opét nekonecny, a to
dokonce pro kazdé koncové r. Fotonu by unik z horizontu i do nepatrné vzdalenosti od n¢ho
trval nekone¢né dlouho. Jinymi slovy, zadny foton z horizontu nebo oblasti pod nim nemtize
uniknout. Pokud pocatecni nebo koncovy stav neleZi na horizontu (na Schwarzschildové
poloméru), je doba putovani fotonu kone¢na.
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Diagramy vnoreni
Ctyirozmérny pokfiveny svét si Ize jen obtizné piedstavit. Proto existuje matematické tech-
nika, kterd umoziuje zobrazit tento svét na dvojrozmérnou pokiivenou plochu. Hovotime
o tzv. diagramu vnoteni (embedding diagram). V prvnim kroku polozime dv¢ ze Ctyt soutad-
nic konstanté. V intervalu tak zbudou uz jen diferencidly a funkce dvou soufadnic. Zbyly
interval chapeme jako kvadrat vzdalenosti na dvojrozmérné ploSe vnoiené do eukleidovského
3D svéta. Celou proceduru si ukdZzeme na Schwarzschildové geometrii, kde nds nebude zaji-
mat ¢asova osa (polozime ¢ = ty) a uhel 6 (polozime 6 = 1/2, tj. budeme sledovat rovnikovou
oblast):
2
207 L2407, (290)
(1 —rg/ r)

V principu bychom mohli ponechat i ¢asovou osu a jednu z prostorovych (napiiklad u gra-
vitacnich vin, kde je vIinéni v ¢ase podstatné). NapisSme nyni obecnou rovnici dvourozméerné
plochy v kartézském prostoru:

z=f(x,p). (291)
V nasem ptipad¢ sféricky symetrického télesa nds budou zajimat jen rotacni plochy z = f{(r).
Pokud vyuzijeme standardni polarni/valcové soufadnice, bude v kartézské soustavé na nasi
pokiivené plose platit

ds? =dx? +dy? +dz2,

ds? =dx? +dy? + £ dr?,
(292)
ds? =dr? +r3de® + [ 2 dr?,

ds? =(1+f'2)dr2+r2d(p2.

Céarka znamena derivaci podle proménné r. Vztahy (291) a (292) nijak nesouvisi s pokii-
venym svétem obecné relativity, jsou jen vyjadienim elementu délky rotaéni plochy z = f{(r)
v 3D eukleidovském prostoru. Nyni budeme pfedpokladat, ze je (290) koresponduje s néja-
kou plochou v kartézském prostoru (x, y, z). Porovnanim s (290) s mame podminku

1+ 1% = L (293)
l—rg /r
Snadno ur¢ime, Ze
, v
f=—5. (294)
I”—Vg
A integraci mame
P
f(r)= j £ dr. (295)
r—ry

f(r)=[4r, (r-ry)- (296)

Jde o rovnici rotacni plochy v 3D, kterd svym zakiivenim odpovida prostoru kolem cCerné
diry. PovS§imnéte si, Ze pro » — oo plocha spravné prechazi v rovny Casoprostor a pro r — ry
plocha kon¢i, dale neni protaZitelna (neexistuje pro r <rg). Na druhou stranu pro r = r, neni
na ploSe zadna singularita, jak bychom mohli ocekévat z tvaru Schwarzschildovy metriky. Ze
zavedeni izotropnich soutfadnic uz vime, Ze je tato singularita odstranitelna.
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\4700

A z=f0)

fr—»rg

Diagram vnoreni pro Schwarzschildovu geometrii

y

EinsteinGv-Rosentiv most

Pokud do vztahu (296) dosadime izotropni soufadnice (276), bude stejna plocha popséana jako

, 2
f(r)=,|4r,R? [1—ﬁj . (297)

Pfipomenime, ze R = r,/4 odpovida v piivodnich soufadnicich horizontu, tj. » = r,. Tato plocha
J1Z nemd omezeni jen pro R >r,/4, ale je moZné ji zakreslit i pro parametr R € (0, ©). Pro
hodnoty R — o a R — 0 plocha limitn¢ pfechazi v rovny ¢asoprostor:

Az=f(r)

—> o0

S 7.

fR - rg/4

\ 4
=

Einsteintv-Rosentv most
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Takové feSeni pfipomina most mezi dvéma plochymi €asoprostory. Podrobné ho studovali
v roce 1935 némecky fyzik Albert Einstein (1879-1955) a americko-izraelsky fyzik Nathan
Rosen (1909-1995), proto se mu tika Einsteiniiv-Rosenitv most (pozdéji se feSeni zacalo
oznacovat jako cervi dira). V principu by bylo mozné, aby se téleso, které spadlo do ¢erné
diry, vynofilo v jiné oblasti ¢asoprostoru, kterou nazyvame bila dira. Tato ¢asoprostorova
zkratka by umoznila cestovani mezi dvéma vzdalenymi oblastmi vesmiru bez nutnosti pie-
krocit rychlost svétla.

nas vesmir Zemé

25 svételnych rokl

Einsteinlv-Rosendv most jako ¢asoprostorova zkratka

Uvedeny diagram vnofeni je ovSem feSenim ve fixnim case. Jeho dynamickou analyzu pro-
vedli ameri¢ti fyzici Robert Fuller (*1936) a John Archibald Wheeler (1911-2008) v roce
1962. Ukazalo se, ze jde o feSeni nestabilni, které se zaskrti rychleji, nez jim prolétne nej-

s v

rychlejsi ¢astice, tj. foton.

QL N L QA N A D QA N Sl
A4

v y
o A B A s

Dynamika Einsteinova-Rosenova mostu

Cervi diry se staly natolik popularnimi, Ze bylo jen velmi obtizné se jich vzdat. Mozn4, Ze by
kvantové procesy mohly umoznit protunelovani ¢astice z jedné oblasti do druhé. Z hlediska
obecné relativity je ovSem cervi dira postavend na Schwarzschildové metrice nepriichozi.
Byla ¢inéna fada pokust s jinymi metrikami, které sice vedou na priichozi ervi diry, ale za
nefyzikalnich podminek. Jednim z ptikladi je jednoduchéd metrika

ds2:—czdﬂ+dp2+(a2+p2)[d92+sin29d¢2} (298)

kde ¢ je soufadnicovy Cas, p je skutecnd radialni vzdalenost, 6 a ¢ jsou sférické uhlové sou-
fadnice a a je n¢jakd konstanta. Na prvni pohled je vidét, Ze metrika piechazi pro p — £
v metriku plochého ¢asoprostoru. Z rozboru dynamiky je zjevné, Ze se jedna o pruchozi cervi
diru. Pokud spocteme Christoffelovy symboly, Riemanniiv tenzor kiivosti a sestavime Ein-
steinliv gravitacni zakon, zjistime, Ze tato metrika vyzaduje nenulovy tenzor energie a hyb-
nosti se zapornou hustotou energie.

Poznamenejme na zavér, ze v roce 2012 vyvinula skupina kolem amerického teoretika Kipa
Thorna jinou techniku zobrazovéani zaktiveného Casoprostoru, nez jsou diagramy vnofeni.
Vyuzivaji k tomu soustavu dvou linii, tzv. virovych Car (vortex lines) a tahovych Car (tendex
lines). Virové Cary znazornuji krouceni ¢asoprostoru a tahové ¢ary jeho natahovani a stla-
¢ovani. Skupina tvrdi, ze jejich ,,Eary* nazorné€ vystihuji chovani casoprostoru.
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Cerné diry

Velmi zajimavou predpovédi obecné relativity byla existence ¢ernych dér. Dnes zname tako-
vych objektd obrovské mnozstvi. Mohou vznikat v zavéreénych fazich velmi hmotnych
hvézd, kdy hrouceni hvézdy nezastavi ani tlak degenerovaného elektronového plynu (pak by
vysledkem byl bily trpaslik), ani degenerovaného neutronového plynu (pak by vznikla ne-
utronova hvézda). Cerné diry tohoto druhu maji typicky hmotnost v rozsahu 5+10 Ms. kde Ms
je hmotnost Slunce 2x10°° kg. Ve stiedech galaxii existuji obti erné diry (velediry) s hmot-
nosti v rozsahu 10°+10° Ms. Hmotnost &erné diry ve stiedu nasi Galaxie je 4x10° Ms, nejvetsi
znamou hmotnost (7x10° Ms) ma ernd dira v centru galaxie M87 ze souhvézdi Panny. Piivod
¢ernych dér ve stfedech galaxii neni presné znam.

Predstava ¢erné diry jako mrtvého neaktivniho objektu neni spravna. Nad posledni stabilni
orbitou mohou Cernou diru obihat objekty stejnym zptisobem jako jakékoli jiné té€leso o dané
hmotnosti. Kolem ¢erné diry ve stfedu nasi Galaxie naptiklad obihé celd hvézdokupa. V té€sné
blizkosti obihd plyn a prach, ktery padé po spirale do ¢erné diry. Vnitinim tfenim se obihajici
material rozzhavi a je v plazmatickém skupenstvi. Vytvaii se tak tzv. akrecni disk, ktery pro-
nikavé zafi ve vSech oborech spektra vcetné rentgenového. Vné akre¢niho disku je plynopra-
chy torus. V akre¢nim disku byva silné¢ magnetické pole, které vytvaii ve sméru rotacni osy
¢erné diry (rotujici cernd dira je popsana Kerrovou metrikou) magnetické trubice, v nichz
skonci Cast castic padajicich do ¢erné diry. Zachyceny jsou samoziejmé jesté nad Schwarz-
schildovym polomérem a vyvrzeny trubicemi od ¢erné diry v podobé dvou vytryski relati-
vistickych ¢astic. Tyto vytrysky opét intenzivné zafi, interaguji s okolnim prostfedim a na
jejich koncich se vytvareji typické radiové laloky.

Prvni hvézdnou ¢ernou diru identifikoval anglicky astronom Paul Murdin v roce 1971 v sou-
hvézdi Labuté v blizkosti hvézdy y Cyg. Zde byl jiz od roku 1964 zndm intenzivni rentge-
novy zdroj. Nakonec se ukazalo, Ze plivodcem je Cerna dira o hmotnosti 8 Ms, kterd se nacha-
zi ve vzdalenosti 6 000 ly. Prvni galakticka Cernd dira byla nalezena Hubblovym vesmirnym
dalekohledem v roce 1992. Nachézi se ve stfedu galaxie NGC 4261. Jeji hmotnost je pfibliz-
né 400x10° Ms, samotny akreéni disk ma hmotnost 10° Ms, délka vytryskd je 88 000 ly,
pramér 60 au, vzdalenost od nas 100x10° ly. Prvni fotografii t&sné¢ho okoli erné diry
(v centru galaxie M87) potidila radioteleskopickd sit EHT (Event Horizon Telescope) v roce
2019 na vlnové délce 1,3 mm.

Cerné dira si pti vzniku ponechavé jen informaci o hmotnosti, momentu hybnosti a naboji: M,
b, O = const. VSechny ostatni atributy hmoty (dipélové, kvadrupdlové momenty, rtizna
kvantova ¢isla) jsou pfi prichodu horizontem zapomenuty. Tento teorém poprvé zformulovali
Brandon Carter, Werner Israel, David C. Robinson a Steven Hawking. Casto se nazyva ,,no
hair teorém (v ¢eském prekladu bychom mohli fici “Cernd dira nema zadné vlasy”), tj. nepo-
nechava si ze svého ptivodniho zivota téméf zadné vlastnosti. Podle hodnot téchto tii atributt
délime Cerné diry na:

1. Schwarzschildovy cerné diry: Maji nenulovou hmotnost, nulovy moment hybnosti
a elektricky naboj. Kazdy zkolabovany nerotujici objekt se stane Schwarzschildo-
vou ¢ernou dirou.

2. Kerrovy cerné diry: Maji nenulovou hmotnost a moment hybnosti. Jde o vysledek
kolapsu rotujicich objekt, typickym jevem je existence ergosféry — oblasti mezi
statickou mezi (svétlo ani ¢astice se za ni nemohou pohybovat proti sméru rotace)
a Schwarzschildovym polomérem. Metriku téchto objektii poprvé spocital no-
vozélandsky matematik Roy Kerr.

3. Reissnerovy-Nordstromovy cerné diry: Nejobecnéj$i mozna teoreticka forma
cerné diry s nenulovym nabojem, metriku v okoli tohoto objektu spocetli némec-
ky fyzik Hans Reissner a finsky fyzik Gunnar Nordstrom.
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Ve vesmiru se prevazné vyskytuji Kerrovy ¢erné diry, tj. rotujici ¢erné diry. Neni znam pfi-
pad Cerné diry s nenulovym nabojem. Schwarzschildovo feSeni limitné ptechdzi do plochého
Casoprostoru. V roce 1933 feSeni zobecnil britsky matematik a kosmolog tureckého ptivodu
George McVittie. Jeho metrika pfechazi ve velké vzdalenosti do metriky expandujiciho
vesmiru. V roce 1993, ukazal irsky matematik a teoreticky fyzik Brien Nolan, ze v McVitti-
ov¢ feSeni neni centrdlni singularita nutna. V roce 2019 se ukézalo, ze forma latky uvnitt,
ktera zabrani tvorb€ singularity, by mohla byt tvofena kvantovymi fluktuacemi vakua.
Vsechna takové feSeni maji ale nutné ¢asové proménnou hmotnost, nebot’ vakuové fluktuace
se s expanzi nezied'uji, ale jejich energie ¢i hmotnost se zvétSujicim se objemem roste. Zakon
zachovani energie v expandujicim vesmiru neplati, je naruSena symetrie vi¢i posunuti v ¢ase.
Nartstu hmotnosti ¢ernych dér vlivem expanze se tika kosmologickd vazba Eernych dér.

Skupina devatendcti védcl pod vedenim Duncana Farraha ukézala v roce 2023, ze by nartst
hmotnosti ¢ernych dér zplsobeny obycejnou (zpomalujici se) expanzi vesmiru mél dokonce
vést ke zrychlené expanzi. Tym vyuzil celkem pét souborti galaxii z celooblohovych pieh-
lidek a pokusil se nartist hmotnosti ¢ernych dér prokdzat. Zda se, Ze vysledky nejsou s timto
tvrzenim v rozporu. Za jakou ¢ast zrychlené expanze by mohly byt ¢erné diry odpovédné,
pokud viibec za néjakou, neni ale jasné.

Cerna dira je extrémnim objektem z hlediska gravitaéniho piisobeni. Hvézdné ¢erné diry maji
extrémni prumérnou hustotu. Toto ale nemusi platit o obfich cernych dérach v centrech gala-
xii. Primérnou hustotu ¢erné diry miazeme odhadnout tak, Ze za rozmér dosadime Schwarz-
schildiv polomér:

M_ M 3M 3¢° 1
Py~ 4zrl 13 T4z QGMICYY 327G M2 (259)
téleso hmotnost horizont hustota doba vypareni
kamen 1 kg 107" m 10° g em™ 1072's
Zemé 6x10** kg 9 mm 10”7 g cm™ 10% et
Slunce 2x10* kg 3 km 10" g cm™ 10% Tet
jadro galaxie 10° Mg 2 AU 1.82 gem™ 10% let
galaxie 10" M 301y 10°gem™ 10% let

Jde o primérnou hustotu pro vnéjsiho pozorovatele. Vnéjsi pozorovatel se nikdy neocitne pod
horizontem ¢erné diry, aby tuto hustotu vnimal. Hustota velmi hmotnych cernych dér miize
byt nizka. Jejich extrémni vlastnosti jsou dany jejich celkovou hmotnosti a malymi rozméry
horizontu, nikoli hustotou.

Podle vypocti Stephena Hawkinga by latka v ¢erné dife nemusela byt uvéznéna na véky.
Kvantové procesy mohou zptisobit tunelovani castice z cerné diry do okolniho prostoru.
Tento jev lze z jiného uhlu pohledu popsat jako kreaci part Castice a antiastice vné hori-
zontu Cerné diry, kdy posléze jeden z ¢lenii paru skonc¢i v ¢erné dife a druhy se vynoti nad
horizontem. Oba pohledy (tunelovani, pary) jsou ekvivalentni. Pro hvézdné i1 obii ¢erné diry
je takovy proces velmi pomaly a vypatfeni ¢erné diry by trvalo mnohonasobné déle, nez je
dnesni stafi vesmiru. Odhadované ¢asy jsou v poslednim sloupci tabulky. Hawkingovo vypa-
Fovani, jak se jev nazyva, nebylo vzhledem k extrémné dlouhym c¢asim kompletniho
vypateni ¢erné diry dosud pozorovano a neni jasné, zda jde o realny jev. Pokud by fungovalo,
nebude latka v ¢erné dife uvéznéna na veéky.
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Typicka cernd dira s plynoprachym torem (hnédé), akre¢nim diskem (Zluté) a dvéma vytrysky. Zdroj: NASA.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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11. POHYBY VE SCHWARZSCHILDOVE GEOMETRII

Lagrangeova funkce

Pohyb ¢astic bychom meéli pocitat z rovnice geodetiky. Tu lze upravit do tvaru Lagrangeo-
vych rovnic

d oL _JL _ (300)

dr osk ok

Tecka znamena derivaci podle vlastniho Casu 7, kterym je parametrizovana svétocara x#()
¢astice. Pokud jde o fotony, 1ze jako parametr svéto¢ary namisto vlastniho ¢asu vyuzit vlastni
délku trajektorie A. Potom maji Lagrangeovy rovnice tvar

4 9dL ok _, (301)

a tecka je derivace podle parametru 4. Lagrangeova funkce, ktera vede na spravné pohybové
rovnice, je jakymsi zobecnénim kinetické energie

1 de dx¥ 1 ds?
L=—=g, =-—.
2 di dA  2dx

Pokud jde o hmotnou ¢astici, vyuzijeme jako parametr vlastni ¢as, pokud jde o svétlo, bude
parametrem vlastni délka trajektorie. Potencidlni energie se v Lagrangeové funkci nevysky-
tuje, protoze gravitacni pisobeni je pfevedeno na zakiiveni ¢asoprostoru, tedy do metrickych
koeficientll g,,. Hmotnost ¢astice se v Lagrangeové funkci také nevyskytuje — pohyb v gra-
vitaci na jeji hmotnosti nezéalezi (pokud neni tak velika, aby sama vyrazné zakiivovala
Zasoprostor kolem sebe). Ciselny koeficient 5 vynechame, tj. pro vypodet pohybu &astic bu-
deme pouzivat Lagrangeovu funkci

(302)

2
L::fk;z.
dA

Neékdy se vyuziva i jina Lagrangeova funkce

~ —ds?
- = (304)

Pokud je parametrizace volena tak, aby ds®/dA* bylo konstantni (to splituje napiiklad vlastni
&as, protoze plati ds*/de® = —c*de*/de® = —¢?), jsou obé& funkce skaldrem (konstantou) a vedou
na stejné pohybové rovnice. Ukazme, Ze za tohoto predpokladu vede kvadrat Lagrangeovy
funkce na stejné rovnice, jako funkce samotna:

dA{ ox“ | ox*

-g{éLiyi]—szg;:o - (305)
dA oxH ox*H

i(a_L}_a_L: 0
dA\ox“ ) ox*

V nasledujicich vypoctech budeme vyuzivat jednodussi podobu Lagrangeovy funkce (303).

(303)
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Efektivni potencial a pohyby ¢astic

Vypocet pohybu Castice budeme provadét v roviné € = /2. Interval a Lagrangeova funkce
budou mit tvary

2
;
dsz=—c2[1——gjdt2+dL+r2d¢2, (306)
v 7,
1—-&
r
.2
I's |.
L=—c2[l——th2+ T 1202 (307)
7 v
1—-&
r

da o
droi ot

ia—L_—a—Lzo;. (308)
drzdg d¢

ddL_dL_,.

drz or Oor ’

Cilem je urcit funkce #(z), ¢(7) a r(7). Prvni dvé rovnice povedou na zdkony zachovani. To je
patrné uz z tvaru Lagrangeovy funkce, kde jsou ¢ a ¢ cyklické proménné, tj. v L se nevysky-
tuji. Prvni dvé Lagrangeovy rovnice daji

rs .
a—L, =const ; = (1 ——g] =k; (309)
ot r
a—L_zconst; = rz(/):f. (310)
¢

Prvni rovnice je zobecnénym zdkonem zachovani energie, druha rovnice je zakonem zacho-
vani momentu hybnosti. Veli¢iny &, ¢ jsou konstanty, { ma vyznam momentu hybnosti
vztazené¢ho na jednotku hmotnosti. Lagrangeova rovnice pro radidlni smér je diferencialni
rovnici druhého fadu, hybnost v radidlnim sméru se nezachovava. Tuto Lagrangeovu rovnici
Ize ale nahradit rovnici ds* = —¢*d7’, ze které mame pro vyvoj radialni slozky okamzité

2
ds—z:—c2 = (311)
dr
~2 (1=ry/r)i* +———+r2p? =—c?. (312)
l—rg/r
Po dosazeni za  z (309) a za ¢ z (310) dostaneme:
> P24V (r)=c?(k* =1); (313)
2 % r
> Veff(r)E%——3g—c2—g. (314)
r r r

Vztah (313) je obdobou klasického zédkona zachovani energie. V efektivnim potencidlu jsou
zastoupeny (na rozdil od klasické fyziky) ¢leny 1/r, 1//* a 1/+°. Snadno dopoéteme posledni
rovnici pro parametricky vyvoj radidlni souradnice #(7):
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F=tc 2 (kK2 =1) =V (r) (315)

Je zjevné, e se pohyb mize konat jen tam, kde ¢*(k*~1) > V.. Tvar grafu efektivniho poten-
cialu zavisi na hodnoté momentu hybnosti £. Pro stiedni hodnoty momentu hybnosti £ ma
efektivni potencial dva extrémy. Prvni z nich je maximum a znamena nestabilni orbitu.

A
Vetr

Kolem ¢erné diry zpravidla rotuje zhavy plazmaticky material, ktery vytvaii tzv. akre¢ni disk.
Posledni stabilni orbita se nachazi na vnitini stran¢ tohoto akre¢niho disku. Druhy extrém je
stabilni kruhové orbita v blizkosti ¢erné diry. Z prabéhu potencidlu je patrné, ze zde existuji
1 eliptické orbity. Pro malé¢ hodnoty momentu hybnosti tomu tak ale neni. Najdéme nyni ex-
trémy z podminky

(316)

czi’gr2 —2£2r+3£2rg =0

Odsud snadno nalezneme oba extrémy:

0+ ot —3c2€2rg2
l"l,z: 5 . (317)

Cl’g

Mensi z obou kofentl je nestabilni maximum. VEtsi z obou kotend je stabilni kruhova orbita,
ktera existuje za podminky

0?23c%r;. (318)
Pro mezni hodnotu momentu hybnosti ma posledni stabilni kruhova orbita polomér
2 3c%2
ry = ‘; =— & =3, (319)
cry  CTry

Posledni stabilni kruhova orbita pohybu ¢astic tedy existuje na r = 3r,.

Pohyb svétia

Pohyb svétla na pozadi Schwarzschildovy geometrie budeme parametrizovat vlastni délkou
trajektorie. Lagrangeova funkce bude mit opét tvar (307), nicméné tecka nyni znamena
derivaci podle vlastni délky 4. Rovnice pro ¢ a ¢ opét povedou na zékony zachovani (309)
a (310), ze kterych mizeme pocitat parametricky vyvoj téchto proménnych:

> GG L (320)
dA 1=r,/r
dp /
> i 321
Y (321)
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Namisto posledni Lagrangeovy rovnice pro vyvoj radidlni soufadnice mizeme vyuzit jedno-
dussi rovnici pro pohyb svétla

ds? =0, (322)
kterd po parametrizaci vlastni délkou 4 vede na
oy Te )2, i 2.2
| 1-=1t"+ +rep°=0. (323)
v 4
1--&
r

Po dosazeni za ¢ z (320) a za ¢ z (321) dostaneme:
P24V (r)=c?k? (324)

02 (1 — 7y /r)
Vegr (r) = ———. (325)
r
Efektivni potencial ma o néco jednodussi podobu nez u hmotné ¢astice. Pro vyvoj polohy
mame z (324) rovnici:

dr
- +\c?k? Vg (r) . (326)

Z rovnic (320), (321) a (326) je mozné vhodnou numerickou metodou dopocitat svétocaru
pohybu svétla ve Schwarzschildové metrice. Vztah (324) je opét obdobou zédkona zachovani
energie. Z rovnice (326) je ziejmé, Ze se pohyb mtiZze konat jen tam, kde > V.

>

KRUHOVA ORBITA FOTONU
Kruhovou orbitu nalezneme z podminky
egr =0, (327)
dr
ze které plyne
3
r= 5 Fg - (328)

Zjevné jde o nestabilni trajektorii, nebot’ efektivni potencial ma v tomto misté¢ maximum.

Veff“

»

[ r/ T

Ve Schwarzschildové geometrii se fotony ve vzdélenosti 1,5 r, od centra budou pohybovat po
nestabilnich kruhovych orbitach. Pti jakékoli poruse za¢nou bud’ po spirale padat do cerné
diry, nebo se naopak vzdalovat. Re§me nyni skutedny pohyb fotonii v okoli hmotného t&lesa,
naptiklad naSeho Slunce.
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OHYB SVETLA

Pohyb fotonu v okoli hmotného stfedu M popiSeme polarnimi souifadnicemi »(4) a ¢(4). Sou-
fadnice r je vzdalenost fotonu od hmotného stfedu a soufadnice ¢ je uhel odecitany od peri-
centra. Nejbliz$i vzdalenost fotonu od hmotného stiedu oznacime Ry a zdmérny parametr b.

S

Z obréazku je patrné, ze

coso = dr , (329)

dA
sing="9¢ (330)

d4
Pokud nas bude zajimat jen prostorova trajektorie fotonu, vysta¢ime s pohybovymi rovnicemi
do _ Lz (331)

di r

ar ek oy (r) (332)

Vyznam integracnich konstant k& a ¢ dopocteme piimo z pohybovych rovnic. Vzhledem
k tomu, Ze jde o konstanty, miZeme si pro jejich vypocet vybrat kterykoli bod trajektorie.
Konstanty ur¢ime v situaci, kdy je foton daleko a k ohybu jesté nedoslo (¢t — —o0, r — ©):

2
¢?k? :r‘2+Veff(r):(%j +V e (r)=cos> a+Vp(r) = 1+0=1. (333)
r—>o0
(=290 _,740 _  na=b (334)
a1 da

Konstanta £ mé tedy dva vyznamy: jednak jde o moment hybnosti vztazeny na jednotku
hmotnosti, a jednak o zamérny parametr b. Vysledné pohybové rovnice fotonu jsou
dp b

> T A T
diA 2

Rovnice mizeme samoziejmé feSit numericky, my ale najdeme analytické feSeni alespoii
v limit¢ slabych poli (malého ohybu paprsku). Jesté predtim ale nalezneme dulezity vztah
mezi konstantami b, M a vzdalenosti v pericentru R,. V pericentru je vzdalenost od centra
nejmensi, tj. plati d#/dA =0 a z rovnice (336) mame okamzité

Verr (Rg) =1, (337)

(335)
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Obecna relativita Pohyby ve Schwarzschildové geometrii
po dosazeni za efektivni potencial (325) mame vysledny vztah
> b*(1-ry/Ry) =Ry, (338)

kde b je zdmérny parametr, Ry vzdalenost v pericentru a ve Schwarzschildové poloméru r, je
obsazena hmotnost télesa, kolem kterého dochazi k ohybu svétla.

Pokud nas bude zajimat jen celkovy uhel ohybu, nemusime feSit obé rovnice (335) a (336).
Z jejich podilu plyne

de blr?
—— =t (339)
dr Y 1=V (1)
Po separaci proménnych a nasledné integraci mame
(340)

T blr?
Ap=¢..—¢_, =2 | ———=dr.
1!0 \/l_Veff(r)

Pohyb paprsku je symetricky vzhledem k pericentru, proto provanime integraci jen
z pericentra do nekonecna a vyslednou hodnotu zdvojnasobime. Do vztahu nyni dosadime
efektivni potencial a dostaneme

oo 2
Ap=2 | lr dr. (341)

_ 1
Ry \/b o +L
r

r

Ve vztahu jsou obsaZeny konstanty Ry a b, ty jsou ovSem navzajem preveditelné, proto je
vhodné pouzit jen jednu z nich. Z (338) vyjadiime b *:

o 2
Ap=2 | U dr. (342)
Ry \/R_Z _rRrA - e
0 g0 273
V integraci zavedeme substituci
u=l/r, (343)
po niz integral ptejde do findlniho vztahu
1/R,
> Ap=2 | S (344)
0 Ro? —rgR —u? +rgu’.

Integraci je mozné samoziejmée provést numericky. Nicméné pro malé hmotnosti sttedového
télesa nalezneme 1 analytické feSeni. Rozdil thli zavisi na hmotnosti t€lesa, integrace ma tvar

/R,
Ap=2 j F(u,r,)du. (345)
0

Zavislost na hmotnosti je obsaZzena ve Schwarzschildové poloméru r,. Pro malé hmotnosti
provedeme Taylortiv rozvoj

/R, /R,
Ap=2 [ Fu,0)du+2 [ F'(u,0)r, du+- (346)
0 0
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kde carka oznacuje parcidlni derivaci podle proménné r,. Prvni pfispévek odpovida situaci,
kdy je hmotnost télesa nulova, paprsek by se tedy mél pohybovat po ptimce. Druhy piispevek
je linearni v hmotnosti télesa. Po provedeni derivace a dosazeni r, = 0 mame

R —
Ap=2 I d—u+rg I N R R (347)
) 2 ) 5 3/2
0 VRy"—u 0 [RO —u }
Vyrazy snadno upravime:
/R, /R,

1- (Rou)
Ap=2R
pmt I 1—(Ryu)> g 1= (Rg) ]3/2

V prvnim integralu provedeme substituci & = Rou a ve druhém sin & = Rou:

1 /2
_[ +r I{ 1 sin g}df (349)
0 Ry 0

J1-&2 coszf cos? &

Prvni integral vede na arcsin &, prvni ¢len druhého integralu na tg &, u posledniho ¢lenu lze
nalézt primitivni funkci dalsi substituci # = cos ¢:

du+-e (348)

/2

f—cosf} +oee (350)

0

r
A(pz[arcsinf]g+—g[tg§— !
R, cos

Abychom se vyhnuli divergujicim vyrazim, slou¢ime prvni dva ¢leny v druhé integraci:

e | siné—1 72
Ap=m+-|—=2—_—cos&| +-- (351)
Ry | cos 0
Vysledek je
2r
A¢ZE+R—g+--- (352)

Prvni ptispévek odpovida rovnému paprsku (nulovd hmotnost télesa, zadny ohyb). Druhy
¢len je zptisoben ohybem paprsku, ktery prosel ve vzdalenosti R, od pericentra. Velikost uhlu
ohybu paprsku kolem hmotného télesa v limité slabych poli tedy je

2r
> P . (353)
R() C RO

Vztah (353) je velmi dilezitym disledkem obecné relativity. Pokud bychom pocitali ohyb
paprsku za pomoci volné¢ padajicich lokaln¢ inercidlnich soustav nebo uvah zalozenych na
newtonovské fyzice, dostali bychom polovi¢ni hodnotu. Pro paprsky vzdalen (?/ch hvézd
prochézejicich t&sn& nad povrchem naseho Slunce (Ro =700 000 km, M =2x10"" kg) vyjde
hodnota

y=1,745". (354)

Polohy hvézd v blizkosti slune¢niho disku je mozné meéfit na snimcich potizenych pfi
zatméni Slunce. Poté je tieba je porovnat s polohami zmétenymi v obdobi, kdy Slunce v dané
oblasti neni (naptiklad po ptl roce, kdy je dana oblast na no¢ni obloze). Prvni takové méieni
provedl sir Arthur Stanley Eddington (1889-1953) vroce 1919. Usporadal expedici za
zatménim Slunce, jejiz jedna ¢ast méfila na Princové ostrové v zapadni Africe a druhd
v Sobralu v Brazilii. Platnost obecné relativity Eddington ovéfil s relativni piesnosti 20 %.
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Gravitacni cocky

Vhodny objekt mezi ndmi a zobrazovanym piedmétem, naptiklad hvézdou nebo galaxii,
miliZze zpusobit ohyb svétla. Mezilehly objekt funguje jako gravitacni ¢oc¢ka. MySlenka gravi-
tac¢nich ¢ocek pochazi od ruského fyzika Oresta Chvolsona (1852—-1934), ktery o nich uvazo-
val vroce 1924 a jako prvni publikoval moznost jejich existence. V roce 1936 provedl
orientacni vypocty tykajici se gravitacnich cocek Cesky astronom a pedagog FrantiSek Link
(1906-1984). Svou praci publikoval ve francouzském casopise, ktery ale komunita zabyvajici
se obecnou relativitou necetla. Ve 30. letech o gravita¢nich ¢ockach premyslel také Cesky
inZenyr Rudi W. Mandl (1894-1948), ktery na moZnost jejich existence upozornil Alberta
Einsteina. Albert Einstein spocital v roce 1936, Ze se takovy objekt zobrazi jako vicenasobny,
v idealnim ptipad¢ jako prstenec. Vypocty Einstein na zadost Mandla publikoval na konci
roku 1936 v Casopise Science. Sam Einstein nevéiil, ze by podobny jev mohl byt nékdy
pozorovatelny. Einstein o existenci gravita¢nich ¢ocek uvazoval uz v roce 1912, jak doklada
jeho pracovni dennik, ale vypocty tehdy nepublikoval.

J073728.45+321618.5 J095629.77+510006.6 J120540.43+491029.3 J125028.25+052349.0

Einsteinovy prstence fotografované Hubblovym dalekohledem.
Zluty objekt uprostied je mezilehla ¢o¢kujici galaxie.

zdanlivy obraz

hvézda &otka pozorovatel
(hmotnost M)

Hvézdu, kterd by byla v zdkrytu za objektem o hmotnosti M, uvidime podle obrazku jako
prstenec s uhlovym polomérem a. VSechny tihly jsou malé, proto mizeme psat

a=fo (355)

a
p=to, (356)

b

Pro uhel ohybu plati
-2, (357)
c“R,

r=a+p. (358)
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Posledni 4 rovnice miizeme chapat jako soustavu rovnic pro proménné a, f3, y, Ro. Postupnou
eliminaci proménnych f, y, Ry ziskdme findlni vztah pro tthlovy polomér Einsteinova prstence

. e |0 HE (359)
a(a+b) c?

vvvvvv

sobné obrazy ¢i oblouky. Prvni gravitacni ¢ocka byla objevena v roce 1979 pfi pozorovani
kvazaru QSO 0957+561. Objekt mél magnitudu 17, erveny kosmologicky posuv z = 1,405
a jeho obraz byl efektem gravitacni ¢ocky rozdvojeny. Objekt objevil anglo-americky tym
(Dennis Walsh, Robert Carswell a Ray Weyman) dvoumetrovym dalekohledem Arizonské
observatoie na Kitt Peaku. Prvni Einsteiniv prstenec byl objeven v roce 1988 u radiového
zdroje MG 1131+0456. Casté jsou obrazy galaxii zdeformovanych mezilehlou kupou galaxii
do charakteristickych obloukl. Dnes se gravita¢ni ¢oc¢kovani vyuziva k rekonstrukci rozlo-
zeni temné hmoty, ktera deformuje obrazy vzdalenych galaxii nebo k objevu exoplanet, které
spolu s matefskou hvézdou charakteristicky deformuji svétlo vzdalenéjsi hvézdy, pokud pro-
chéazeji mezi ni a nami (tzv. efekt gravitacni mikrococky).

Cockovani mezilehlou kupou galaxii. Zdroj: NASA/ESA.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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12. STRHAVANiI CASOPROSTORU ROTUJICIM TELESEM

Chovani Casoprostoru v okoli rotujiciho télesa poprvé z Einsteinovych rovnic obecné rela-
tivity hledal rakousky fyzik Hans Thirring vroce 1918. Pozdéji mu s vypocty poméahal
rakousky matematik Josef Lense. ReSeni hledali v ramci linearizované teorie, tj. s metrikou
ve tvaru

guv =Muy +hyv- (360)

Ulohu nejprve fesili pro infinitezimalni rotujici hmotnou slupku. Vnitiek této slupky byl
prazdny. Re$eni uvniti dalo Minkowského metriku plochého &asoprostoru, ale k velkému
udivu obou védcl se tato metrika otacela. Jde o jistou manifestaci Machova principu, podle
kterého jsou za setrvacnost téles zodpovédna vSechna télesa ve vesmiru. Rotujici slupka tak
ovlivnila stav ¢asoprostoru uvnitt ni. Pozdéji nalezli feSeni pro rotujici kouli a ukézali, ze vné
koule je Casoprostor rotujicim télesem strhavan a v jeho blizkosti se otaci. Jev se dnes nazyva
Lensetv-Thirringav jev.

Analogie s elektrostatikou

Mezi elektrostatickym polem a gravitacnim polem existuje velmi silnd analogie, vétSina
rovnic ma obdobny tvar. Uved'me vztahy pro silu, intenzitu, potencidlni energii a potencial
obou poli v ptipad¢ pohybu testovaciho télesa (g, m) v poli centralniho télesa (Q, M):

F:4ff€fr2£’ FG:—GHZ]y;; (361)
W:#Qor, We =-G mi”; (363)
_ 4;50# O =—G%. (364)

V piipadé, ze pole budi soustava castic, plati pro potencidly obou poli v diskrétnim a spojitém
ptipadé zndmé vztahy (r, jsou polohy diskrétnich zdroju pole, r' je priibézna poloha elementu
zdroje pole, r je poloha pozorovatele, pm je hustota hmoty a pg hustota naboje):

_ 1 o _ M, .
¢(r)_ 47[80 §|l‘—ra 5 ¢G(r)_ G§|I‘—ra ) (365)
1 po)dY _ g [(PuN A
o) = £ E— 0 (r) i - (366)

Ve statickém piipad€ nebo v piipadé pomalych pohybl zdroji si vysta¢ime s Laplaceovou-
Poissonovou polni rovnici. Pokud jsou pohyby zdroji podstatné, piejde Laplacetv operator
v D'Alambertiiv vinovy operator:

Aj= _’;_Q, Adg = 4nGpyy; (367)
0

D¢=_’;_Q Og, =47Gpy; . (368)
0
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Resenim polnich rovnic (367) jsou vztahy (366). Pokud budeme uvazovat rovnice s vlnovym
operatorem, museli bychom v feSenich (366) pouzit retardovany cas, tj. korigovat ¢as pozoro-
vatele o dobu $ifeni signdlu od zdroje k pozorovateli.

Gravitoelektrické pole

U rotujiciho télesa jiz nelze pozadovat diagonalnost metriky. Kalibra¢ni volnost ndm opét
umozni, abychom pozadovali 4% ,5=0. To je ale vSe. Stopa poruch s = h”, jiz nebude nulova
a nulové nebudou ani hodnoty /. Linearizovana rovnice (240) bude mit nyni obecnéjsi tvar:

1 167G
D(haﬂ _Esnaﬁj :_C—4Ta/)’ ;

WP 5=0, s=h%,.

(369)

Na pravé stran¢ budeme uvazovat tenzor energie a hybnosti nekoherentniho prachu
Top=pPmUUg. (370)

Pro rotujici téleso budou prostorové slozky Ctyirychlosti nenulové. Vratme se ale jeSté na
chvili ke Schwarzschildové metrice nerotujiciho télesa a pfepiSme si jeji interval do linear-
niho pfiblizeni (360):

2 2 g ), o dr? 2.2
ds“=—c“|1-——=|dt"+——+r-dQ2-;
r 1_V7g

r (371)

7 r
ds? z(—1+—gjd(cr)2 +(1+—gjdr2 +r2d0?
ad r

Pro poruchy 4, plati
hOO:hH:%g:—z;LzG. (372)
Hledejme nyni feSeni rovnic (369) v tzv. izotropnich soufadnicich, kde plati
hoo = hyy =hy =hy3 =hg. (373)
Stopa tenzoru poruch bude
s=h" =0 hop=—hy+hy+hg+hy=2hg. (374)

Z rovnice (369) mame pro slozku 00:

1 167G
E‘(hoo—zs’?ooJ:— o PuloUy ;

(o + o) === puye” (375)
kY16
Dhy =~—Pwm-
C

V Newtonové limité je &y = —24c/c” a pro gravitaéni potencial mame rovnici
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Vidime, Ze z Einsteinova gravitaéniho zdkona jsme ziskali spravnou polni rovnici pro gra-
vita¢ni potencial. Pro pomalé pohyby mizeme v linedrni aproximaci okamzité pro dané roz-
lozeni hmoty napsat feSeni ve tvaru (366):

2¢5(r) 2G r')d’r’
> ho =hoo =My =hy =h33 =~ ¢32( ) _[—pM(_) T 377)
v

Poruchu %y pro jeji podobnost s elektrickym potencidlem nazyvame gravitoelektricky
potencial a ji odpovidajici pole nazyvame gravitoelektrické pole. Odpovidajici interval bude

ds? = (=1+hy)d(ct)? +(1+hy ) dr? +2hg,d(ct) dx; . (378)

Koeficient 2 u nediagonalnich ¢lent reflektuje symetrii tenzoru poruch, tj. ox = Azo.

Gravitomagnetické pole
Piistupme nyni k vypoc¢tu nediagondlnich poruch /. Z Einsteinova gravitatniho zdkona
(369) mame pro pomalé pohyby zdroja pole

167zG

Ohoy =———Tox

lozG
DhOk = 4 pMUOUk 5 (379)

167G
DhOk :+—4pM CUk .
c
Polni rovnice pro nediagonalni poruchy ma tedy tvar

167G .(M) .
Oh, =+ 3 Jr s

(380)
— . -(M) _
hy = hoy 5 J/E )szUk’
kde jum je tok hmoty. VInovy operator mizeme pro pomalé pohyby nahradit Laplaceovym
operatorem a rovnice zapsat ve vektorové podobé:
167G
Ah= M- (381)

C

Zde se nabizi analogie s magnetostatikou, ve které plati pro vektorovy potencidl magnetic-
kého pole vztahy

AA =gl (382)
. ’ d3 ’
47z' v -

V gravitaci mame namisto toku naboje tok hmoty, jinak jsou vztahy zcela analogické. Poru-
chy ho a hy tak hraji v gravitaci obdobnou roli, jakou ma skaldrni a vektorovy potencial
v elektfing a magnetizmu. ReSeni Laplaceovy rovnice miizeme zapsat analogicky, jako tomu
bylo u vztahu (366), ;.

3
h(r)=— v[]M(r)d (384)
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Zkontrolujte si, Ze vysledek je skute¢né bezrozmérny (linearni poruchy 4, jsme zavedli jako
bezrozmérné veli¢iny). Kompletni metriku pro pomaly rotacni pohyb centralniho télesa tedy
milZzeme zapsat ve findlnim tvaru

ds? = (=1+hg)d(ct)® +(1+ kg )dr? +2(h-dr)d(ct) ;

2G r)d’r
> ho(r) =23 [Pl AT | (385)
s v |I’—l‘

’ ’, 3.7
=28 [LuEE &
C v r—-r

Clen mixujici ¢asovou slozku s prostorovymi je zodpovédny za strhavani casoprostoru rotuji-
cim té€lesem. Zakfiveni ¢asoprostoru dané poruchou h nazyvame diky analogii s magnetickym
polem gravitomagnetické pole.

Deformace ¢asoprostoru kolem rotujiciho télesa. Za jev jsou zodpovédné
nediagonalni prvky metriky.

Lenseuv-Thirringuv jev
Obdobné jako zavadime pomoci vektorového potencialu magnetické pole vztahem

B=rotA, (386)
muzeme zavést gravitomagnetické pole

K =roth. (387)

V magnetickém poli dochazi k precesnimu pohybu magnetickych dipélé. Uhlova frekvence
precesniho pohybu je umérnd magnetickému poli. Diky analogii mezi magnetickym a
gravitomagnetickym polem jsme naSi ulohu pfevedli na magnetostatiku. Pro uhlovou
frekvenci precese setrva¢niku mtizeme podle této analogie pouzit vztah

@ :groth (388)

Po vypoctu integralti (385) dostaneme pro okamzitou precesi setrvacniku v okoli rotujici
koule jednoduchy vztah
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2G J 3

O =—2—3|:—Q+—2(Q-r)r}. (389)
c r r

kde J je moment setrvacnosti rotujici koule. Pokud ma rotujici koule konstantni hustotu,

muzeme pro moment hybnosti psat

J=%MR2. (390)
Precesni uhlova frekvence potom bude
4GM R? 3 47g (RY 3
O r=———| Q+=(Qr)r [=—2| = | |- Q+=(Q-1)r|. 391
52 r3[ rz( )} 5R(’”j[ rz( )} oD

Okam?zit4 precesni frekvence zavisi na ,,zemépisné* Sifce a ubyva se tfeti mocninou vzdale-
nosti od rotujiciho télesa. DruZice obihajici na polarni draze se nad rovnikem po jednom
obéhu nedostane do stejného mista. Diky strhdvani Casoprostoru rotujici Zemi nebude tra-
jektorie uzaviena a druzice se pii kazdém obé¢hu v rovnikové oblasti posune fddoveé o mili-
metrovou vzdalenost. Osa rotujiciho setrvac¢niku se bude také ménit. Lensovo-Thirringovo
strhdvani Casoprostoru bylo méfeno z neuzavienych drah druzic LAGEOS 1 a LAGEOS 2
(ndzev je zkratkou z LAser GEOdynamics Satellites). Druzice ptipravovala italskd kosmicka
agentura ASI spolu s americkou NASA. Hlavnim cilem obou druZic bylo méfeni tvaru Zem¢.
LAGEOS 1 startovala vroce 1976, LAGEOS 2 v roce 1992. DruZice jsou bronzové koule
s hlinikovym povrchem o priméru 60 cm a hmotnosti pfiblizn€ 400 kg a slouZzi jako pasivni
odrazece laserového paprsku. Lensetv-Thirringliv jev byl zméten s ptesnosti 5 %. S vyssi
pfesnosti se tento jev pokusila zméfit v roce 2006 americka druzice Gravity Probe B, ktera
meéla na palubé 4 setrvacniky. Pfi sledovani zmén jejich osy rotace doSlo k nezddoucimu
ruseni plazmoidy slune¢niho vétru a méteni byla nelispé$na. V soucasnosti je mozné Len-
setv-Thirringliv jev studovat za pomoci druzic evropského polohovaciho systému Galileo.

i,

DruZice LAGEQS, Zdroj NASA/ASI.

oo000000000000000000000000o
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Viybrané kapitoly z fyziky plazmatu Literatura

13. KOSMOLOGIE

V roce 1922 odvodil rusky fyzik Alexandr Fridman (1888-1925) z Einsteinova gravita¢niho
zakona metriku vesmiru vyplnéného nekoherentnim prachem s konstantni hustotou. Ukazalo
se, Ze je prostorova ¢ast metriky obdobna jako metrika na povrchu koule, jen je vyndsobena
faktorem a(¢), kterému se tfika expanzni funkce.

dr?
ds? =—c2dr® +a> (1)
1—kr?

+r2d[22} (392)

al —gﬁGpaz =—c’k. (393)

Koeficient £ je tzv. Gaussova kiivost, kterd mize byt kladna (jako na povrchu koule, zdporna
(jako sedlo kon¢) nebo nulova. Pro a — 1 a k — 0 piejde Fridmanova metrika v Minkow-
ského metriku plochého ¢asoprostoru. Obdobné tesSeni nasel ve stejné dobé 1 belgicky knéz
George Lemaitre a dal$i. Je dileZité si uvédomit, ze pozorovatel je soucasti vesmiru, tj.
Fridmanova metrika popisuje pohled na vesmir v soufadnicové soustave, kterd se pohybuje
spolu s vesmirem (anglicky comoving coordinates).

Rovnice pro expanzni funkci ma na levé strané dva cCleny. Prvni je kineticky a popisuje
expanzi vesmiru. Druhy souvisi s gravitaénim pfitahovdnim a popisuje kontrakci vesmiru.
V realném vesmiru jsou oba ¢leny velmi veliké, ale pfiblizné sobé rovny. Vysledkem je, ze
prava strana je velmi mala a celkova kiivost vesmiru blizka nule.

Vroce 1929 zjistii Edwin Hubble, Ze vétSina pozorovanych galaxii ma Cerveny posuv
spektralnich car, a to tim v¢Etsi, ¢im jsou od nas dale. Objevil tak expanzi vesmiru, pii které
plati pfima iméra mezi rychlosti vzdalovani objektu a jeho vzdalenosti

v~d. (394)
Koeficient imérnosti se nazyva Hubblova konstanta, t;.
v=Hd; H=(68+3)kms 'Mpc'. (395)

Hubblova konstanta je konstantou prostorovou, tj. pfedpoklddame, ze je ve vSech mistech
vesmiru stejna. S casem se ovSem v prubehu historie vesmiru meénila.

Objev expanze vesmiru a Hubblova zakona ale nepfislusi jen Edwinu Hubblovi samotnému.
Cervené posuvy tzv. extragalaktickych mlhovin naméfil na Lowellové observatofi americky
astronom Vesto Slipher (1875-1969) uz v roce 1912. I kdyz byl jen maly krok od objevu
expanze vesmiru, svd méfeni bohuzel nijak neinterpretoval, a to ani pozdéji, po objevu
obecné relativity. Mnohem dale se dostal belgicky knéz abbé Lemaitre (1894-1966), celym
jménem Georges Henri Joseph Edouard Lemaitre, ktery studoval na Katolické univerzité
v Lovani, kde se pozd¢ji stal profesorem. Z obecné relativity odvodil (obdobn¢ jako Fridman)
expanzi vesmiru a dva roky pfed Hubblem dokézal, Ze rychlost objektii méfena v konkrétnim
misté¢ bude riist linedrné se vzdalenosti. Vysledky publikoval vroce 1927 v belgickém
Casopise Annales de la Société Scientifique de Bruxelles. Lemaitre dokonce na zakladé
Slipherovych méteni ¢ervenych posuvii odhadl hodnotu Hubblovy konstanty jesté diive, nez
j1 Hubble zavedl. Vzhledem k tomu, Ze neznal pfesné vzdalenosti objektl, vysla mu o fad
vy$$i hodnota, neZ udavame dnes. Lemaitre si pfedstavoval, Ze vesmir vznikl z malé horké
a husté oblasti, kterou nazyval prvotnim atomem ¢i zarodeCnym vejcem. Mizeme ho tedy
povazovat nejen za objevitele Hubblova zakona, ale také za autora teorie Velkého tiesku.
Mistni €asopis, ve kterém své objevy publikoval, nebyl mezi astronomy znam, a tak o Le-
maitrovych vysledcich nevédéli. Existenci Cerveného posuvu spektra galaxii v disledku
expanze vesmiru také nezavisle predpovedél (z obecné relativity) americky matematik a fyzik
Howard Percy Robertson (1903—-1961) v roce 1928. V ramci historické pravdy je proto tieba
fici, ze o expanzi vesmiru a jejich disledcich uvazovalo pred Hubblem vice fyzik a Hubblav
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zakon zformuloval abbé Lemaitre uz dva roky pted Edwinem Hubblem. Hubble o téchto
vypoctech pravdépodobné nevédel. V roce 1929 Hubble spravné interpretoval Cervené
posuvy galaxii, experimentalné prokazal expanzi vesmiru a nezavisle objevil linearni vztah
mezi rychlosti expanze a vzdalenosti. Detailni analyzu vSech moznych zplisobi expanze
vesmiru provedl na zakladé matematické teorie grup anglicky matematik Arthur Geoffrey
Walker (1909-2001) az v roce 1936.

Hubblovu konstantu lze také vyjadiit jako pomér ¢asové zmény expanzni funkce ku expanzni
funkci:

=2 (396)
a

Samotnou rovnici pro expanzni funkci (393) snadno piepiSeme do tvaru

2
2 8 _ ¢ k
H —gﬂ'Gp——a—z.

(397)

Pokud ptevladne prvni (kineticky) ¢len, bude vesmir stdle expandovat a kiivost na praveé
stran¢ musi byt zdporna. Pokud pievladne zaporny ¢len (gravitacni), bude vesmir v budoucnu
op¢t kolabovat do malé prostorové oblasti a jeho kiivost bude kladna. Pokud budou oba ¢leny
vyrovnané, bude expanze stale pokracovat, ale limitné se zpomalovat k nule (analogie
kamene vyhozeného s inikovou rychlosti). Tento mezni pifipad bude mit nulovou kiivost
a tzv. kritickou hustotu

_3H?

Pe=8nG"

Ze znamé hodnoty Hubblovy konstanty vychazi kriticka hustota na n¢kolik protont v jednom
metru krychlovém. Skute¢nd hustota vesmiru je pfiblizn€ kritickd. UkaZzme nyni, Ze

prostorova ¢ast Fridmanovy metriky ma obdobny tvar jako metrika na povrchu ctyfrozmérné
koule.

(398)

Metrika na povrchu 4D koule

Vime-li, ze rovnice popisujici povrch koule o poloméru R umisténé ve sttedu kartézskych
N . . 2 2 2 2 o v ’ N v .

soufadnic je x” + )"~ +z° =R, miZzeme obdobny vztah pro ¢tyfrozmérnou kouli napsat ve

tvaru

x2+yr+z2+w? =R2, (399)
kde w je Ctvrta prostorova soufadnice a plati, Ze x L y 1 z 1 w. Pro element délky v téchto
soufadnicich bude platit (Pythagorova véta)

di? = dx? +dy? +dz? +dw?. (400)

Proménnou w z piedchoziho vzorce miizeme vyloucit, nebot’ pro popis trojrozmérné
»plochy* nam staci tfi soufadnice. Spocitame totalni diferencial rovnice (399)

2xdx+2ydy+2zdz +2wdw =0 =

(401)
dW:_xdx+ydy+zdz
w
a vysledek dosadime do vztahu (400), pfiCemz w si vyjadiime z rovnosti (399):
2
dx+ ydy + zdz
dﬂ:m%@ﬁ+@ﬁﬁx ydy+zdz)” (402)

RE—x2_ 222

Takto ziskanou metriku pfepiSeme pomoci lokélnich sférickych soutadnic 7, 6, ¢
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X=rcos@sing,
y=rsin@sinb, (403)
z=rcosd.
Ptislu$né diferencialy pak maji tvar
dx=drcos@sin@—rsinpd@sin@+rcos @ cosfdo,
dy =drsin@sin@+rcosepd@sin@+rsin @ cos6do, (404)
dz =drcos@—-rsin6dé.

Dosazenim téchto vztahti do jednotlivych ¢lenti vzorce (402) postupné dostaneme
dx? +dy? +dz? =dr? +r2d0? +r%sin? 6 dp?,
xdx + ydy + zdz = rdr, (405)
Rz_xz_yz_zzsz_rzj

takze metrika (402) tfirozmérného povrchu ¢tyifrozmérné koule vyjadiena pomoci sférickych
soufadnic ma tvar

242
di? =dr? +r2d0? +r?sin’ 0 d(o2 + rzdr 5=
; R =r (406)
:%+r2d¢92 +r2sin? @ do?
1-r"/R
a pokud zavedeme novou veli¢inu k =1/R?, dostaneme metriku (406) ve tvaru
2
a2 = S+l (407)
1—kr

Jedna se o prostorovou ¢ast Fridmanovy metriky homogenniho izotropniho vesmiru — ta je
jesté vyndsobena expanzni funkei vyjadiujici dynamiku vesmiru.
Viastnosti Fridmanovy metriky

Objem vesmiru

Pro kladné zakfiveni vesmiru (k > 0) mizeme psat jako k = 1/R* a vyuZit substituci

r=Rsiny;
(408)
r€(0,7).
Prostorova ¢ast metriky ziska tvar:
di? =a’R?*(dy? +sin? y d@?)=
| | (409
= aszd}(2 +a’R? sin2;(sin2 0 d(p2 +a’R? sinzjgdtﬁ?2 .
Prostorova ¢ast metrického tenzoru proto je
a’R? 0 0
0 a’R’sin” ysin’ @ 0 (410)
0 0 a’R?sin? V4

Vysledny objem pak snadno ur¢ime z metriky
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v =[detg dy do dp=
V4 2r V4

:a3R3(jsin2;(d;(]-[j d(p]-[jsinﬁdejz. (411)

0 0 0
—a3R3 -%-27;2:27;%3133 .

Vesmir s kladnou kiivosti ma tedy kone¢ny objem, je uzavieny sam do sebe, a byt nema
Zadnou hranici, je ve smyslu objemu kone¢ny. Jinak je tomu v pfipad€ vesmiru se zapornou
kiivosti. (k < 0; R*=1/|k]). Metrika ma tvar

2
ds? =—c2dt* +a% @) L2+r2d.02 (412)
1+ (7/R)

Tentokrat 1ze vyhodné€ pouzit substituci

r=Rshy;
(413)
X € (0, )
pfi niz nabyva metrika tvaru
dI* =a’R*(dy® +sh’y d2?). (414)

Podobnym postupem jako u modelu s kladnou kiivosti nyni pro objem dostavame V' — oo,
Tento model vesmiru mé nekoneény objem. Ve Fridmanové geometrii vedou prostory
s kladnou kiivosti na konecny objem vesmiru, modely se zdpornou a nulovou kiivosti na
nekonecny objem. To ale plati jen pro vesmiry jednoduSe souvislé (,,bez dér). Vesmir,
kterému by ve dvou dimenzich odpovidal naptiklad toroid nebo dvojtoroid jiz neni jednoduse
souvisly. Upustime-li od pozadavku na jednoduchou souvislost, miize existovat vesmir

s konstantni zdpornou kiivosti a presto kone¢nym objemem.

Kosmologicky princip

To, ze expanze probihd podle Hubbleova zakona (Umérné vzdalenosti) neznamena, Ze
bychom museli byt ve stfedu expanze. Z linedrniho vztahu totiZ plyne, Ze stejny typ expanze
bude vnimat kazdy pozorovatel ve vesmiru tzv. kosmologicky princip). Ptedpokladejme, ze
body A, B a C jsou na piimce a plati 4B = BC.

N +
n C
A

Z homogenity vesmiru na velkych méfitcich plyne vztah vga = vep. Pro rychlost vea plati:
VcA = Ve—VA = Vc—VB+VE—VA = Vet VBa = 2 VBA. (415)
Odsud okamzité plyne linearni vztah
v=Hd . (416)
Kosmologicky ¢erveny posuv
Uvazujme S$ifeni svételného pulsu ve vesmiru a jeho zmény vlivem Fridmanovy metriky

(392). Pro svétlo je ds*=0, soufadnicovy systém zvolime tak, aby vymizely ¢hlové
zavislosti, a proto
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cdt  dr
a)  J1-t?

(417)

Impuls se zacal §ifit v misté r., v ase f. a trval dobu &f.. K pozorovateli dolétl po mnoha
miliardach let do mista r,, v Case t, a trva O .

1/a

L

\\ mnoho miliard let

_;’_ |
~

‘—\'
t, t,+ 0, t, t,+8t,

Pro Sifeni pocatku impulsu plati

Medt B dr
= (418)
te a(t) ;-[ \jl—kl"z
a pro §ifeni ,,posledniho* fotonu impulsu plati
t“]-&“ cdt _]’-‘ dr (419)
to+0t, a(t) re V 1- kl”z
Nas zajimé délka impulsu a jeji zmény, tedy rozdil dvou poslednich vztaht:
1y +t, ty
cdt_edt_y, (420)

a(t) ; a(?) B

to+0t,

Oba integraly probihaji pfes obrovsky casovy usek, v pribéhu kterého se expanzni funkce
zménila mnohonasobné. Uvédomime-li si ale, Ze integral ma vyznam plochy pod kiivkou 1/a,
odecte se pfi integraci spole¢na plocha obou integralti a zbude

1,01, o+t cdt

(4
j o j %_0 (421)

t

€

1/a
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Tyto integraly jsou jiZ jen pfes dobu trvani impulsu, nikoli pfes celou dobu Sifeni. Protoze je
doba impulsu nesrovnatelné mensi nez doba trvani vesmiru, je mozno povazZovat expanzni
funkeci a(¢) v dob¢ vyslani impulsu za konstantni a v dobé piijeti také:

ty+0t, to+0t,
cdr_ [ <%0, 422)
t n . e

n €

Nyni jde o integraly z konstanty a feSeni je jednoduché:

cot, cot,

a

=0

a

n (&

cot, cot,
a

(423)

a

(S n

A

a

N

c

a

(5] n

Vyslany impuls se tedy natahuje tak, jak se méni expanzni funkce. Strucné lze fici, Ze pfi
putovani vesmirem se vinova délka zafeni natahuje presné tak, jak se ,,nafukuje* vesmir. Jako
mira zmény vinové délky se zavadi Cerveny posuv

A=A, a-a
A
Nejvétsi métené Cervené posuvy maji hodnotu kolem 10. Natahovani vlnové délky syn-

chronn& s expanzni funkci probihd jen pro &astice s nulovou klidovou hmotou (ds® = 0).
Hmotové viny ¢astic s nenulovou klidovou hmotou tuto vlastnost nemaji.

€. (424)

z

a

€ €

Viastnosti expanzni funkce

Expanzni funkce pro riizné entity
Hustota (je jedno, zda energie ¢i hmoty) bézné latky klesa se tieti mocninou expanzni funkce.
Hustota energie zafeni klesa se ¢tvrtou mocninou, protoze

E 1A 1a 1
Prad =7, "3 "3 " "1- (425)

Hustota vakuovych fluktuaci je dokonce na expanzni funkci nezavisla. Pfipustme, Ze je
vesmir vyplnény obecnou entitou, kterd na expanzi reaguje podle vztahu

K
PE=—4 (426)

o
a

kde pg je hustota energie. Z rovnice pro expanzni funkci (393) (maly clen na pravé strané
zanedbame) mame

2-a
a~a ? (427)
Po separaci proménnych mame
da

Po jednoduché integraci mame
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ait)~11" > (429)

Pro VeSIl’llI‘ vyplnény zéafenim (pocatecni obdobi, castice s nulovou klidovou hmotou) je
a(t)~t'", pro vesmir vyplnény latkou (od 400 000 roki, c¢astice snenulovou klidovou
hmotou) je a(t) ~ £** a pro vesmir dominantné zaplnény kvantovymi fluktuacemi vakua (snad
od 7 miliard let) je a(f) ~ €. Z definice H =d/a nalezneme H pro riizné priibéhy expanzni
funkce:

bez expanze: a=1 H=0
zafeni: a~ 1" H=1/2t
ltka a~t" H=2/3t
vakuum a~e! H=y

Pro vesmir vyplnény zafenim a latkou klesa Hubblova konstanta nepiimo umeérné casu.
Pievracena hodnota Hubblovy konstanty se nazyva Hubbliiv cas (fadovy odhad staii vesmiru
pfi nahrazeni expanze linedrni zavislosti).

Horizont ¢astic

Horizontem ¢astic nazyvame maximalni vzdalenost, ze které k nam dolétly Castice za dobu
existence vesmiru. Této vzdalenosti se také n€kdy fikad horizont pozorovatelného vesmiru,
protoze do vétsi vzdalenosti neni mozné dohlédnout, i kdyz tam také Castice jsou. Jejich
svétlo k ndm ale za dosavadni dobu existence vesmiru nestihlo jesté dolétnout. Za Castice
vezmeme fotony (pohybuji se nejrychleji). Sifeni svétla je v soufadnicich una$enych

expandujicim vesmirem déno rovnici
2

=0. (430)

—czdt2+a2(t)1dr .

—kr

Separaci ziskame v integralni podob¢ rovnici Sifeni svétla za celou dobu existence vesmiru:

t
cdt’
. (431)
!a(f) j \/1 kr2
Horizont ¢astic je dan vztahem
a(t)dr
Ry(t) = j dl = j \/7 (t)j \/7 (432)
Posledni integral vyjadiime ze Vztahu (431):
cdt’
Ry (1) =a(t) j (433)

Vidime, ze horizont castic pfirozenym zpﬁsobem zavisi na prabéhu expanzni funkce.
V nasem vesmiru po vétSinu jeho existence dominovala latka a tak miZeme odhadnout (pfi
stafi 14 miliard let), ze Ry=3x14x10° ly = 42 miliard ly.

Parametr w

Naleznéme stavovou rovnici entity, ktera pii expanzi méni hustotu energie s expanzni funkci
jako K/a ®. Objem pfitom roste se tieti mocninou expanzni funkce, tj. ¥ ~ a’. Pro danou entitu
napiseme prvni vétu termodynamickou v adiabatickém ptiblizeni (diferencial tepla je nulovy,
vesmir nevymeénuje teplo s okolim).
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dU+ pdV =0

434
d(%a3j+pda3 =0 (434)
a

(3—0{)Ka2_ada + 3pa2da =0

(3—a)£a+3p =0,
a

_(z_ljﬁ
p 3 e )

D=wpp ; wz[%—lj. (436)

Vysledkem je linearni vztah mezi tlakem a hustotou energie s koeficientem w, ktery je jednim
ze zakladnich kosmologickych parametrii. Shrime veskeré dosavadni vysledky do tabulky:

(435)

koeficient o | €xpanzni | Hubblova horizont stavova parametr | entita
(p ~1a a) funkce konstanta Castic rovnice w
1
a=4 C ' > 2ct p=p/3 +1/3 | zafeni (mo = 0)
2
o=73 c? % 3ct p=0 0 latka (mo # 0)
1
o=2 Ct ; ctIn(t/ty) | p=—p/3 -1/3 kiivost (k < 0)
et —1
a=0 Ce” X ¢ P p=-p -1 projevy vakua

Podstatnd je hodnota parametru w pro temnou energii. Aby dochdzelo k pozorované
zrychlené expanzi vesmiru, musi podle rovnic obecné teorie relativity platit, Ze w <—1/3. Pro
vakuovou energii spojenou s kvantové mechanickymi procesy ve vakuu je w =—1 a expanzni
funkce roste exponencialné. Pokud by dokonce bylo w <—1 (a <0), bude expanze natolik
piekotnd, ze zasdhne samotnou strukturu latky a rozerve v budoucnu samotna atomova jadra.
Této situaci fikdme big rip — velké rozervani. Z méteni WMAP, CBI, 2dF a SDSS vychazi, Ze
parametr w se pro temnou energii nachazi v intervalu hodnot <—1;-0,78).

Kosmologicka konstanta

V roce 1998 byla objevena zrychlend expanze vesmiru (Adam Riess, Saul Perlmutter) a na
levé strané Einsteinova gravita¢niho zakona ptibyl kosmologicky ¢len s nenulovou kosmolo-
gickou konstantou:

R _v,Rg® + Ag%P =@T“ﬁ. (437)
Cc

Plvod kosmologického ¢lenu neni dosud znadm, snad souvisi s kvantovymi fluktuacemi va-
kua, pro které plati

(%)= Pt £ 39
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a Clen na levé strané¢ by mohl mit plivod v tenzoru energie a hybnosti kvantového vakua.
Rovnice pro expanzni funkci se zméni na

dz—gﬂGpaz—czgaz =—c’k. (439)

Po vydéleni kvadratem expanzni funkce, zavedeni Hubblovy konstanty a rozdéleni hustoty
energie na zareni a latku mame:

8 8 A’k

H? =22GPrag + =TGPy +¢> = (440)

3 3 3 a
Na pravé strané€ jsou entity riizné€ reagujici na expanzi. Prvni ¢len klesa se ¢tvrtou mocninou
expanzni funkce, druhy se tfeti mocninou, tfeti s nultou (kosmologicky c¢len) a posledni
s druhou mocninou (kfivostni ¢len, ten je ale v naSem vesmiru piiblizné nulovy). Pokud je
Hubblova konstanta nenulovd, mtZeme rovnici vyd¢lit jejim kvadratem a ziskat tak
jednoduchou relaci

1:‘Qrad +‘Qmat +‘QA+‘Qk 5

&G
2 E3H—2Prad;
&G
Ot = g2 Fmat > (441)
2
c°A
Qy=—7;
3H
2
ck
‘Qk :—ﬁ.
a’H

Piispévek kiivostniho ¢lenu je podle soucasnych méfeni zanedbatelny. Zafivy clen ma
v soucasnosti hodnotu pfiblizn€ Q. = 0,05 %. Ptispévek latky je cca Qma = 32 %, z toho €ini
5 % atomarni latka a 27 % temna hmota. Pfispévek kosmologického ¢lenu (temné energie) je
piiblizng 68 %. Samotna kosmologicka konstanta ma hodnotu 2,25x10°2 m ™. Era zafeni
dominovala do 400 000 rok, éra latky do poloviny stafi vesmiru a dnes Zijeme v éfe temné
energie. Detailni popis jednotlivych entit a jejich vyzkumu muiZze ¢tendi nalézt v ucebnicich
specializovanych na tuto problematiku.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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