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Teoretickd mechanika Uvod

PREDMLUVA

Tento text predstavuje sylabus prednasky ,,Teoreticka fyzika 1%“. Diraz je kladen zejména na
pochopeni fyzikalnich zakonitosti a jejich matematického popisu. Potfebnd matematika je
presunuta do dodatkt. Tyto kapitoly je tfeba chapat jen jako nutny piehled, ktery si neklade
naroky na matematickou pfesnost ani uplnost. Text je prvni Casti Ctyfdilného sylabu:
1. teoretickd mechanika, 2. kvantova teorie, 3. statisticka fyzika, 4. teorie plazmatu.

Fyzika 20. stoleti je poznamenana vznikem dvou oddé€lenych fyzikdlnich sméra — obecné
teorie relativity a kvantové teorie. Kazdy z téchto smérl popisuje svym zpisobem pojem sily
ve fyzice. V soucasné¢ dobé zndme Ctyii silové interakce — gravitacni, elektromagnetickou,
silnou a slabou.

Obecna teorie relativity (geometrickd teorie gravitace) popisuje gravitaéni interakci za
pomoci zakifivené geometrie prostoru a ¢asu:

o kazdeé téleso svou pritomnosti zakrivuje prostorocas kolem sebe;

o kazdé téleso se vtomto zakriveném prostorocase pohybuje po nejrovnéjsich mozZnych
drahach — tzv. geodetikdach (reprezentuji skute¢né trajektorie gravitaéné ovladanych
téles).

Kvantova teorie pole s Gispéchem popisuje interakci elektromagnetickou, silnou a slabou za
pomoci intermedialnich (vyménnych) Castic:

[1] Kazda castice kolem sebe vysila oblak intermedialnich castic, které si miize vymenovat
s ostatnimi c¢asticemi a tim mezi nimi dochazi k vzajemnému silovému piisobeni.

Tato vyména nespliiuje Heisenbergovy relace neurditosti, proto je nepozorovatelna a
pfislusné vyménné Castice nazyvame pii procesu interakce virtudlni. Intermedialni Céstice
jsou :

elektromagneticka interakce foton

silnd interakce gluony (8 druhtt)
+ -

slaba interakce W ,W ,Zo.

Pro gravitaéni interakci predpokladd kvantova teorie existenci zatim hypotetickych
intermedidlnich ¢astic: gravitond.

Elektromagnetickd interakce plisobi jen na cCastice s elektrickym ndbojem, silnd interakce
pusobi na hadrony (hadros = silny) — hadrony délime na mezony slozené z kvarku
a antikvarku a baryony slozené ze tii kvarki. Slaba interakce ptisobi na leptony a hadrony.
Gravita¢ni interakce ptisobi na vSechny castice bez vyjimky.

V priibéhu let dochazi ve fyzice ke vzniku mnoha novych odvétvi, fyzika se diferencuje.
Soucasné vSak probiha integracni proces — snaha o jednotny popis fyzikalnich jevii. Tak byla
v minulém stoleti pochopena spole¢na podstata jevii elektrickych a magnetickych (Oersted,
Faraday, Maxwell) a vnikla teorie elektromagnetického pole. Po vzniku kvantové teorie se
objevila prislusnd kvantova analogie — kvantova elektrodynamika akvantova teorie
elektromagnetického pole. V dob¢ relativné nedavné se podafilo ,,spojit™ elektromagnetickou
aslabou interakci v teorii elektroslabé interakce (Weinberg, Salam). Nyni probihaji
intenzivni pokusy pfipojit k teorii elektroslabé interakce jesté interakci silnou (tzv. velké
sjednoceni) a gravitacni (teorie vSeho). Nasleduje ptehled vyznamnych objevi a udalosti ve
fyzice, které ptispé€ly k tomuto integraCnimu procesu.
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Rubbia, Wheeler, Hawking, Thorne, Misner,...

Sylabus, ktery se pravé chystate Cist je ¢tvrtym vydanim. V textu pfibyla kapitola vénovana
Lagrangeovym rovnicim spojitych systémil, zejména pro elektromagnetické pole. Budu
vdécny za vSechny piipominky a objevené chyby a nedostatky. Objevite-li cokoli, co Vam
vhani adrenalin do Zil, napiSte mi na adresu: kulhanek@aldebaran.cz. Na tuto adresu smétujte
1 Vase dotazy a ostatni pfipominky. Né&které zajimavé informace naleznete na adrese
http://www.aldebaran.cz. Zde je také mozné stadhnout posledni aktualni verzi tohoto sylabu.

Pteji hodné radosti z objevenych zakonitosti pfirody, pocitu moci, pochopite-li hloubku uvah
Vasich predchiidcii a pocitu bezmoci, ktery Vas bude pohanét kupiedu v okamzicich vahani.
Tém studentim a pedagoglm, kteti zjisti, Ze na této Skole nemaji co d¢lat, blahopieji
k bystrému tsudku a pteji dlistojny odchod.

Petr Kulhanek, v Praze 21. 3. 2010


mailto:kulhanek@fel.cvut.cz�
http://www.aldebaran.cz/�

Teoreticka mechanika Integralni principy

1. TEORETICKA MECHANIKA

1.1 INTEGRALNI PRINCIPY MECHANIKY

V teoretické mechanice a vlastné v celé teoretické fyzice se pouzivd Einsteinova sumacni
konvence, pojem diferencidlu a Lagrangeova véta o priristku. Pokud s t€émito matematickymi
zaklady ¢tenaf neni sezndmen, mél by si nejprve dikladné procist Dodatek A.

1.1.1 Zakladni pojmy z mechaniky

Mechanicky systéem: jakdkoli soustava Castic nebo téles, které se rozhodneme popisovat
(elektron, atom, Zem¢koule, planetarni systém,...).

Kartézské souradnice: pro souradnice a sily pouzivame oznaceni:
X =1 =(x1, X2, X3) = (X, 3, 2), resp. F = (I, Fp, F3) = (P, F), F,).
Pohybova rovnice hmotného bodu ma tvar m d2x /di> =F.
Zobecnené souradnice: jakékoli parametry popisujici pohyb (uhly,
vzdalenosti, plochy). Oznacujeme je q = (¢, ¢ ,.-.)-

Priklad 1: Pohyb planety kolem Slunce

q1 = r(t) — vzdalenost od Slunce;

q> = ¢ (t) — thel pravodice a zadané poloptimky;
q3 = S(¢) —plocha opsana priavodi¢em.

Zobecneéné rychlosti: Casové zmény zobecnénych soutfadnic

Priklad 2: v, =dr/dt radialni rychlost,
v, = do/dt uhlova rychlost,
vs = dS/dt plosna rychlost,
Uy =dx/dt x-ova slozka rychlosti.

Vazby: téleso nebo nekteré jeho Casti se nemusi pohybovat zcela libovolné. Pak tikame, ze
v systému jsou vazby. Ptiklad vazeb je na nésledujicim obrazku:

Téleso na naklonéné roviné Dvé télesa spojena ty¢i Kyvadlo

Stupen volnosti: pocet nezavislych udaji (parametri), kterymi lze zcela popsat pohyb
systému (znacime f).
Pfiklad 3: volny hmotny bod f=3

N volnych hmotnych bodl f=3N
hmotny bod na naklonéné rovin¢ ~ f=2
2 hmotné body spojené tyci f=5
prostorové kyvadlo f=2
rovinné kyvadlo f=1

Pro systém N hmotnych bodl s R vazbami plati f=3N—-R. Zobecnéné soufadnice volime
vzdy jako mnozinu nezavislych parametri, které zcela popisuji systém, tj. je jich prave f:

qQ=(91,925 -qy)-
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Konfiguracni prostor: f — rozmémy prostor, do kterého zobrazujeme hodnoty zobecnénych
soufadnic. Bod konfiguracniho prostoru nazyvame konfiguraci. Casovy vyvoj konfigurace
systému ((¢) nazyvame trajektorie.

Stav systéemu: v klasické mechanice je v daném cCase #( stav systému zcela uréen konfiguraci
q=(q;,9>, - qy) a tendenci (zobecnénymi rychlostmi) v = (v; v, , ..., Up).

Realnd a virtualni trajektorie:
%
realna trajektorie,

trajektorie skute¢né
realizovana v pfirodé

trajektorie virtualni
(nerealizovana) - pro¢?

1.1.2 Integralni principy

Pfiklad 4: Predstavme si, Ze vrybniku se topi Clovék. Mezi zachrdncem a rybnikem je
bazinaty pas, ve kterém se velmi téZzko pohybuje, pas oranisté a pole. Zachrance musi volit
optimalni cestu, aby se k tonoucimu dostal co nejrychleji (takovou cestou nemusi byt
nejkrat$i spojnice mezi tonoucim a zachrancem):

oranisté

bazina

Celkovy ¢as, po ktery se bude pohybovat zachrance, ur¢ime takto:

dl dl
= dt—
T J-dl _ I\/dx +a’y I\/H-y .
o V&) ., V)

Predpoklddame, ze zname prostorovou zavislost rychlosti v (x, y). Ta je dana typem terénu
(pole, oraniSté, bazina). Nyni hleddme takovou kiivku y (x), aby pfedchozi integral m¢l
minimalni hodnotu. Resenim uloh tohoto typu se zabyva varia¢ni pocet.
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Priklad 5: Brachystochrona

Resme nasledujici ulohu. Téleso ma klouzat po naklonéné roving
obecného tvaru mezi dvéma body A a B, které jsou v rizné vysce.
Ukolem je nalézt rovnici tvaru naklonéné roviny tak, aby se t&leso
do bodu B dostalo za nejkratsi Cas. H

y

Vypocet je obdobny predchozimu:

-2 = a=t
T dt

_[ o J-\/dx +dy J-m

ALC) v(y)

X4

Rychlost ur¢ime ze zakona zachovani energie
1 5
mgy + 5 mv- =mgH

Vyslednéa doba pohybu je

1+y 11
I 2g(H - y) ' (-1

Nyni je nutné nalézt kiivku y(x), pro kterou nabyva integral (1.1) svého minima — jde opét
o typickou ulohu varia¢niho poc¢tu. Dokonceni feSeni naleznete na konci kapitoly 1.2.3.
Varia¢né lze zformulovat i zdkladni zdkony mechaniky, teorie elektromagnetického pole
idalSich fyzikalnich disciplin. V této kapitole se budeme zabyvat jednim z integralnich
principit mechaniky — tzv. Hamiltonovym principem.

1.1.3 Hamiltoniv princip nejmensi akce

Oba dva uvodni piiklady vedly na optimalizaci integralu typu

xB
T(x4x5)= | F(x3(x),5(x))dx. (12)

X4

Integrand je funkci nezavislé proménné x, hledané funkce y(x) a jeji prvni derivace y'(x).
Vysledkem optimalizace by méla byt hledana trajektorie ¢i kiivka y(x). V ivodnim ptikladu
zachrance volil trajektorii tak, aby celkovy ¢as byl nejkratsi. VSechny ostatni trajektorie (tzv.
virtudlni — nerealizované) jsou sice v principu mozné, ale zachrance se po nich bude
pohybovat delsi dobu. Obdobn¢ je tomu v piikladu s klouzajicim télesem. Integraly vyse
uvedeného typu se nazyvaji funkcionaly. Funkciondl je zobrazeni, ptfi kterém funkci
prifadime ¢islo (v nasem piipadé celkovy cas).

Zakladni myslenka integralnich principi mechaniky je velmi podobna. Ze vSech moznych
trajektorii systému se realizovala jen ta, kterd je né¢jakym zptisobem vyhodnéjsi nez ostatni.
Hledisko vyhodnosti se uvazuje obdobné tuvodnimu ptikladu, jen je ale nezavislou
proménnou cas, protoze hledame kiivku q(¢):

Hamiltonitv princip:
Budeme ptredpokladat , Ze existuje funkce casu ¢, zobecnénych soutadnic a jejich prvnich
derivaci (tj. stavu)

L(taqla--'aq_faq.la'--aq‘f)
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takova, Ze ze vSech moznych zavislosti g (¢) = fx (¢) se v ptirod¢ realizuje ta, pro kterou ma
integral

B
S(tAstB) = IL(tsQI==Qf»QI==Qf)dt (13)
T4
extrém (minimum). Funkci L(¢, q, dq/df) nazyvame Lagrangeova funkce (lagranzian)
a integral S(t4 , tg) integral akce.

1.1.4 Lagrangeovy rovnice

Zaved'me virtualni posunuti
5qk =Yk, virt (t) 4, real (t) , TESp.

(1.4)
5(] =Qyirt (t) ~Qreal (t)

jako infinitezimalni rozdil virtudlni (myslené) trajektorie a redlné (uskutecnéné) trajektorie.
Body na obou trajektoriich si odpovidaji ve stejném Case (tzv. isochronni variace). Uved'me
zékladni vlastnosti virtudlnich posunuti:

1) o6q(t4)=0dq(t3)=0, (1.5)

. d
2) dq=—20q.
dt (1.6)
Prvni vlastnost vyjadiuje, Ze virtudlni i1 redlné trajektorie zacinaji a konci ve stejném bod¢
konfiguraéniho prostoru. Druha vlastnost vyjadfuje zaménnost operaci derivace d/dt
a variace 9.

Ip

uskute€néna trajektorie

virtualni
trajektorie
(neuskutecnéna)

Poznamka: Vazby jsou v daném systému zahrnuty volbou zobecnénych soufadnic — jejich celkovy
pocet je roven poctu stupnu volnosti. Virtualni posunuti jsou posunuti ve shodé s vazbami v daném
Case.

Odvod’'me nyni nutné podminky extremalnosti integralu akce:

'p
5 [ Lt,q.q)dt

=0 =
4
Ip
[sreqdi=0 =
14
g
j[a—Lﬁqwa—.Laq'k]dr “o,
dq g

4

10
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kde jsme z divodu isochronnosti vynechali diferenciaci podle ¢asu. Druhy c¢len nyni za
pomoci (1.6) integrujeme per partes:

tp Ip
oL oL oL
o oqg, |dt + | — 0O =0.
I(aqk o df(a j qk] {8q'k Qk}

4

Posledni ¢len je vzhledem k (1.5) nulovy, a proto
'p
'[ [a_L_ia_'ngqkdt = 0.

Tato rovnost musi platit pro kazdé dva Casy t4, tp a pro kazdé virtudlni posunuti dgy.
Vzhledem k tomu, Ze dqy jsou nezavisla (pocet zobecnénych soutfadnic je roven poctu stupiii
volnosti systému), musi byt zavorka v pfedchozim vztahu pro kazdé k& nutné nulova, tj.

doL oL _ ., . iy f (1.7)

Tyto rovnice predstavuji nutné podminky extremalnosti integralu akce a nazyvaji se
Lagrangeovy rovnice. Z matematického hlediska jde o obycejné diferencialni rovnice
druhého fadu pro extremalni trajektorii g; (¢); k=1 ... f, kterd je realizovéana v ptirodé.

Poznamky:

1) Lagrangeovy rovnice jsou pohybovymi rovnicemi nadeho systému v zobecné&nych soufadnicich.
Jejich tvar nezavisi na volbé soufadnicové soustavy. Newtonovy rovnice musi byt specidlnim
pfipadem v kartézském soufadnicovém systému.

2) Rovnice je tfeba doplnit o po&ateéni podminky

q; (o) =450 > (1.8)
45 (o) =450 >

tj. zadat stav v néjakém pocatecnim Case ¢ .

3) Lagrangeova funkce neni jednoznaéné urcitelna, liSi-li se napfiklad dvé Lagrangeovy funkce
o Uplnou ¢asovou derivaci libovolné funkce, potom pro obé Lagrangeovy funkce vyjdou stejné
rovnice a tedy i stejné fyzikalni feSeni:

L=L+dfldt;  f=f(q.9) =
(1.9)
5det 5]Ld¢+5j dz—o+5jdf S[f(B)—f(4)]=0
L4 L4 4
Tedy spliuje-li Hamiltontiv variacni princip ptvodni Lagrangeova funkce, spliiuje ho 1
nova (posunuta o df/dt). Toho lze vyuzit pti upraveé hledaného L (viz kapitola 1.4.6)

4) HamiltonGv princip v uvedené podobé plati jen pro nedisipativni systémy, tj. systémy ve kterych
nedochazi k tepelnym ztratam.

5) Lagrangeovy rovnice jsou jen nutnymi podminkami extremalnosti integralu akce, nikoli
postacujicimi.

6) V prfipadé uvodnich dvou pfikladu, kdy nejde o hledani ¢asové zavislosti trajektorie, ale obecné
feSeni extremalnosti funkcionalu (1.2), jsou nutnymi podminkami Eulerovy rovnice

d OF JOF _

dx 9y’ ay

11
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7) V matematice se nutné podminky minima funkcionalu nazyvaji Eulerovy rovnice, ve fyzice nutné
podminky extremalnosti integralu akce Lagrangeovy rovnice. Nékdy se témto rovnicim jednoduse
fika Eulerovy-Lagrangeovy rovnice.

Nejdulezitejsi ulohou daného védniho oboru je volba spravné Lagrangeovy funkce. Zvolime-
li urcity tvar Lagrangeovy funkce, miizeme feSit ptislusné Lagrangeovy rovnice a tato feSeni
porovnat s experimentalnim pribéhem trajektorii. Nesouhlasi-li, je vybrana Lagrangeova
funkce Spatnd. Volba Lagrangeovy funkce patii mezi zékladni axiomy budované teorie.
Zpravidla se za L vybird vhodna skalédrni funkce (jeji hodnota nezavisi na volbé soutadnic).
Pro jednoduché mechanické problémy zname dvé dilezité skalarni funkce: kinetickou
a potencidlni energii. V nejjednodussim ptipadé¢ by Lagrangeova funkce mohla byt jejich
linedrni kombinaci L = aT + V. Skute¢né 1ze ukazat, ze pro volbu o =1, f=—1 dostavame
spravné pohybové rovnice, v kartézském souradnicovém systému rovnice Newtonovy — viz
ptiklad 6. v nasledujici kapitole. Proto

L(taq’q) = T(qaq) - V(taq) . (110)

Potencidlni energie zavisi na poloze (potence — poloha). Pro komplikovanéjsi systémy je
rozdéleni Lagrangeovy funkce na kinetickou a potencidlni energii zna¢né obtizné a navic
zbytecné. Jedinou ulohou mechaniky je volba spravné Lagrangeovy funkce pro dany systém
tak, aby feSeni piislusnych Lagrangeovych rovnic odpovidalo pozorovanym trajektoriim.
Naopak, jak uvidime pozdéji, na zakladé rlznych symetrii systému lze za pomoci
Lagrangeovy funkce definovat takové veliCiny, jako je energie, hybnost, moment hybnosti
systému, atd.

Vhodnou Lagrangeovu funkci lze nalézt i pro relativistickou mechaniku, pohyby nabitych
castic v elektrickych a magnetickych polich, pro teorii elektromagnetického pole, pro
obecnou teorii relativity 1 pro dalsi fyzikalni obory. Vzdy zni potom plynou rovnice
popisujici dany problém — napt. v teorii elektromagnetického pole Maxwellovy rovnice

1.1.5 Jednoduché priklady
Priklad 6: Hmotny bod v potencialnim poli V(x, y, z)
Hmotny bod ma tfi stupné volnosti, za zobecnéné souradnice zvolime

Q=X @7y, 3=z ,
potom

P O NS S A
T(x,y,2) —Em(x +y +z ) ;
V(x,y,z) --- dand funkce ;
L(x,X) =T-V = %m()'c2+)'/2+2'2) - V(x,p.2) .

Ptislusné Lagrangeovy rovnice maji tvar

d oL OJL d , .. JdV .. aV
— =20 = —(mx)+ — =0 = mx = ——
dt dx ox dt ox ox
d oL OJL d .. JdV 14
— =20 = —my)+ — =0 = my = —— ;
dt dy dy dt o) dy
ia—L,—a—L=0 = i(mz')+a—V=0 = méz—a—V
dt 0z 0oz dt 0z 0z
Viechny tii pohybové rovnice miizeme prepsat do bézného tvaru mx = F; F =-VV

12
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Piiklad 7: Rovinné kyvadlo

A Rovinné kyvadlo mé jediny stupeni volnosti. Za
y zobecnénou soufadnici zvolime thel ¢. Potom

x(t)=1-sing(t) ; y(t)=—1I-cosp(t) ,
x=Ilpcosp ; y=Ilpsing |,

I
I
I
i —— = 1 IV )
| ¥ T—Em(x +y )—Eml(p ,
: o\ V=mgy=—mglcosep
| L=T—V=%mlng2 + mglcos @
1
m
Odpovidajici Lagrangeova rovnice je
L .. .
iL_B_LZQ = gp+§s1n(p=0
dt 09 J¢ [

Pro malé thly je sin ¢ = ¢ a rovnice pfechazi v béZznou rovnici pro matematické kyvadlo.

Priklad 8: Pohyb po naklonéné roviné

volnosti. Za zobecnéné soutadnice budeme
volit vzdalenosti od hran naklonéné roviny
x(t) a s(¢). Standardnim postupem mame:

x(@) =x(#)

Az Pohyb po naklonéné roviné ma dva stupné
I
I
|
I

o _y> y(t)=s(t)cosa ;
@ z(t) =s(t) sina ;
N 2.2 2
N T=%m(x2+y2+zz):%m(x2+sz) ;

V =mgz=mgs -sinax ,
Co 1 ) .
L(s,x,s)—T—V—Em(x +57)—mgs-sinax

a pohybové rovnice jsou

ia—L—a—L =0 = x=0,

dt dx ox

d oL OJL . .
————— =0 = § = —gsina
dt ds 0s

1.1.6 Dalsi priklady

Priklad 9: LC obvod

Za zobecnénou soufadnici budeme volit naboj Q(¢) odtekly z kondenzatorové baterie.
PtisluSnou zobecnénou rychlosti je elektricky proud 7 = dQvdt.

13
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II(()

Oznacime-li induk¢nost ¥’ a kapacitu 7 potom Lagrangeova funkce

2
1 2 O
L(O,.O)=—90Q° —=—
(0,0) 5 0 Y
poskytne spravnou rovnici ¥¢ obvodu:
doL _dL _, 0+ ! 0=0
dt 00 00 ye

PovSimnéte si, Ze prvni ¢len v Lagrangeové funkci je energie vdzand v magnetickém poli
civky a druhy ¢len energie kondenzatorové baterie.

Piiklad 10: Pohyb hmotného bodu po kuzelové plose v gravitaénim poli

Pohyb ma dva stupné volnosti. Za zobec-
néné soufadnice budeme volit vzdalenost
¢astice od vrcholu kuZele » a polarni thel
@. Vyuzijeme tedy dvé ze sférickych
soufadnic, tieti — odklon 6y od osy z je na
kuzelové plose konstantni. Za pouziti
(A.5) ptip. (A.6) snadno odvodime

x(t)=r(t)cose(t)sinf, ,

y(t)=r(t)sing(t)sinf, ,
z(t)=r(t)cos b ;

T(r,i,@) = %m(% +r%sin’ 6y @) ;
V(r) = mgz = mgrcosg, ;

L(r, i, @) = %m(fz + 1% sin’ 6y @*) — mgrcos by ;

a proto
d 0L OL .. .2 .2
222 = ) = mir =mrsin” @ —mgcosfy ,
dt or or 09 & 0
ia_L_a_L =0 = i(1117f2¢8in29()) =0
dt op Jdo dt

PovSimnéte si, Ze v rovnici pro » na pravé stran¢ vystupuje soucet sily odstredivé a piislusné
komponenty sily gravitaéni. Rovnice pro uhel ¢ neni nic jiného nez zdkon zachovani
momentu hybnosti.

14
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Piiklad 11: Rovinné kyvadlo s vodorovné pohyblivym zavésem

Vodorovné pohyblivy zavés miizeme re- AV
alizovat napf. vozickem na kolejnicce.
Systém ma dva stupné volnosti. Za zo-
becnéné souradnice zvolime vodorovnou
polohu x(¢) vozicku a thel ¢(¢) kyvadla. - m """ x>
Kartézské souradnice vozicku budeme ® \

znacit indexem a a kartézské soutradnice

kyvadla indexem b. Dalsi postup je jiz
standardni:

=

x,(O)=x@) 5 xp()=x(t)+Ising(t) ,
Ya@®=0 5 yy(t)=—Ilcose(t) ;

. 1 ) 1 .2 .2
L(¢sx’¢):5Ma(xa +ya)+5Mb(xb +yb)_Magya _Mbgyb =

:%Ma)'c2 +%Mb ()'cz +12(p2 +2lx¢cos¢)+Mbglc05(p

15
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1.2 ZAKONY ZACHOVANI V PRIRODE

1.2.1 Teorém Emmy Noetherové

Objev kazdé veliCiny, ktera se v pribéhu ¢asového vyvoje systému neméni (zachovava) je
pro fyziku velmi dulezity. Tyto veli€iny v mechanice nazyvame integraly pohybu.
Ptipomenime né¢které zakony zachovani: zédkon zachovani hybnosti, momentu hybnosti,
energie; v kvantové teorii zadkon zachovani elektrického ndboje, spinu, isospinu, baryonového
Cisla, parity, atd.

Je tfeba vyjasnit jaka je podstata téchto zakonl zachovani a za jakych podminek jsou splnény.
To se teoreticky podaiilo Emmé Noetherové v roce 1916:

S kazdou symetrii v prirode souvisi néjaka zachovavajici se fyzikalni velicina.
Tato velicina je danou symetrii definovana a zachovava se jen tehdy, dokud
vychozi symetrie plati.

Pii pozorovani jevi kolem nas je tedy velmi dulezité vyhledavat nejriznéj$i symetrie.

Uved’'me nyni ptiklady nékterych symetrii:

1) Na pracovnim stole jsme zkonstruovali néjaky mechanicky stroj. Stroj spustime a budeme sledovat
jeho chovani. Jestlize stejny experiment provedeme na stejném psacim stole v sousedni mistnosti,
vysledek bude stejny. Provedeme-li ale tentyZ experiment na stole v mistnosti o patro vyse, maze
dopadnout jinak, protoze gravitaCni pole Zemé méa na tomto stole jinou hodnotu. Tato fyzikalni
situace je symetricka vzhledem k vodorovnému posunuti, ale neni symetricka vzhledem k svislému
posunuti.

2) Vodi¢em tece konstantni proud. Kolem vodiCe se vytvofilo ¢asové neproménné (stacionarni)
magnetické pole. Do tohoto pole vypustime elektron a budeme sledovat jeho trajektorii. Vypustime-
li elektron o minutu pozdgji (poCatecni rychlost a poloha elektronu musi byt stejna), bude vysledna
trajektorie totozna. Zde hovofime o symetrii vzhledem k ¢asovému posunuti. Kdyby proud nebyl
konstantni, tato symetrie bude porusena, magnetické pole v riznych €asech rizné a trajektorie
elektronud odliSné.

3) Pfi silné interakci (drzi pohromadé atomové jadro) se neutron i proton chovaji stejné, pfi
elektromagnetické interakci razné (proton je nabity). Vyména neutronu za proton nebo protonu za
neutron je symetrickou operaci pri silné interakci, nesymetrickou pfi elektromagnetické.

4) Priklady dalSich symetrii: rotaCni symetrie; zrcadlova symetrie (zaména levého a pravého);
vysledek experimentl je stejny ve vSech soufadnicovych systémech pohybujicich se vic&i sobé
rovnomérné piimocaie (Lorentzova symetrie).

V teoretické mechanice se seznamime se zdkonem zachovani hybnosti, momentu hybnosti a
energie a se symetriemi, které¢ témto zdkoniim zachovani odpovidaji. V kvantové teorii se
seznamime s celou fadou dalSich dulezitych symetrii, které vedou k zachovani elektrického
naboje, spinu, izospinu, parity, barvy a viiné kvarkt a dalSich kvantovych cisel.

1.2.2 Zakon zachovani hybnosti
Predstavme si, Ze Lagrangeova funkce nezavisi na n¢které¢ zobecnéné soutfadnici, konkrétné
dk

oL

—=0 . (1.11)
aCIk

LZL(l,f]la---,Clk—laCIk+1,---aC]faCha---aéf) =

Zobecnénou soufadnici, ktera se nevyskytuje v Lagrangeové funkci, nazyvame cyklickou. Na
qr potom nezavisi ani pohybové rovnice a tim ani vysledek experimentu. Situace je
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symetrickd Wviici prostorovému posunuti v zobecnené souradnici qj (viz prvni ptiklad
symetrii).

Z pohybové rovnice pro tuto soufadnici gy mame

d oL oL d oL L
= —— =0 = —— = const
dt aq'k aqk dt aqk aq'k

Nalezli jsme tedy ptisluSnou zachovavajici se veli¢inu.

Definice: Zobecnénou hybnosti odpovidajici zobecnéné soufadnici g, nazveme

oL
Py = — , k=1...,f. (1.12)
g,
Tato velicina se zachovava, je-li zobecnéna souradnice qj cyklicka (nevyskytuje se v L), tj.
fyzikalni situace je symetricka vzhledem k prostorovému posunuti v zobecnéné souradnici qj, .

Urc¢eme nyni zobecnéné hybnosti k piikladiim 6 az 11 z kapitol 1.1.5a 1.1.6.

Priklad 6 (dokonéeni):

_oL . oL . oL

= =mx ; = =m ; = =mz
P = o Py =5 y -

Zachovani ¢1 nezachovani téchto velicin bude zaviset na tvaru potencidlni energie
V(x,y,z).

Priklad 7 (dokonéeni):

oL 2.
pp = > = mi.
I¢
Fyzikalni situace neni symetricka vzhledem k pootoceni o thel 6¢ (zméni se gravitaéni
pole), proto se soutradnice ¢ vyskytuje v L a tato zobecnéna hybnost se nezachovava.

Zobecneéna hybnost k uhlové proménné se nékdy nazyva moment hybnosti.

Priklad 8 (dokoné€eni):

Coox

=5 =

Px mx 5 Py ms

Situace je symetrickd vzhledem k posunuti v soufadnici x, soufadnice x je cyklicka
a hybnost p, se zachovava. Pfi posunuti v soufadnici s se méni gravitacni pole, L zavisi na

s a hybnost p, se nezachovava.
Priklad 9 (dokonéeni):
oL o
= — =9
Po =3 o 0

Zobecnénd hybnost po (magneticky indukéni tok) se nezachovava, Q neni cyklicka
soufadnice.

17
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Priklad 10 (dokonéeni):

pr Ea—L:mr’ pq) Ea—L:mrzsin290¢.

Radidlni hybnost p, se nezachovéava (pfi posunuti v » se méni gravitacni pole), moment
hybnosti p, se zachovava — situace je symetrickd vzhledem k pootoceni v thlu ¢, ¢ je
cyklicka soufadnice.

Priklad 11 (dokonéeni):

Px—g—i—(M +My)x+Mylpcosg; P(/;Es_;:Mb I? ¢+ Myxlcosg.

Zachovava se hybnost soustavy p, , nezachovava se moment hybnosti p, . Proc?

1.2.3 Zakon zachovani energie

Necht Lagrangeova funkce nezavisi explicitné na Case (postaci, aby nékteré z nekonecné
mnoha ekvivalentnich vyjadieni Lagrangeovy funkce nezaviselo na Case), tj.

. : oL
L:L(qlo'--aqfaqla“'aqf) = 520 . (113)

To odpovida situaci symetrické vici casovému posunuti. Najdéme tplnou ¢asovou derivaci
Lagrangeovy funkce:

dL oL 9L . oL

@ _ ok o < )
a ot og. T oq, ar'

Vzhledem k pfedpokladu je prvni €len na pravé strané nulovy, 0L/0g; vyjadiime z Lagran-
geovy rovnice (1.7) a mame

@ _dfaL). oL d
a ~ dilag, ) o, ar

Cleny napravo upravime za pomoci vztahu pro derivaci souc¢inu dvou funkci

a_dfo
da di\og,

a po prevedeni na jednu stranu rovnosti zjistime, ze

d( oL . oL .

( G _LJ:() = ——¢q; — L = const
gy

Op¢t jsme tedy nasli zachovavajici se velicinu.

Definice: Zobecnénou energii nazveme

E = 7-q'k - L . (114)
94

Tato velicina se zachovava, nezavisi-li Lagrangeova funkce explicitné na case, tj. je-li
fyzikalni situace symetricka vzhledem k casovému posunuti.
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V piikladech 6 aZ 11 se energie zachovava, Lagrangeovy funkce nezavisi explicitné na case,
vSechny situace jsou symetrické vici casovému posunuti. Postupné méme:

By = ey iy = L2242 er ),
ox dy~ 0z 2
E, = g—L(pgb—L = %mlzq')Q—mglcosgo,
Eg = %x+%§_L = %m(x2+§2)+mgssin0{,
X A
2
Ey = a—]7Q'—L = l!/,’Q'2+Q—,
20 2 2
E, = %;‘»+%¢—L = %m(ﬁz+rzsin290¢2)+mgl”C0590 )
r @
E|| = £x+£¢_L = lMajcz+1Mb(jc2+12(p2+21)'c(pcos(p)—MngCOS(p.
ox  Jd¢ 2 2

Povsimnéte si, ze ve vSech téchto jednoduchych piikladech je
E=T+V. (1.15)

Tato relace ale plati jen pro specialni tvary Lagrangeovy funkce. V obecném ptipadé nelze
Lagrangeovu funkci ani energii rozdélit na kinetickou a potencidlni ¢ast. Energie je vSak
i nadale vzdy definovana vztahem (1.14).

Uved'me na zavér priklad, kdy se energie nezachovava. Uvazujme kyvadlo, jehoz zavés je
velmi pomalu namotdvdn pomocnym motorkem v misté Uchytu (jefdb se zavéSenym
bfemenem). Délka zavésu se s Casem zkracuje

l:lo_ct’

c je rychlost navijeni. Lagrangeova funkce kyvadla
1 )
L = Em(lo—ct) @ +mg(ly —ct)cos @

nyni explicitné z&visi na Case a energie se nezachovava. Rozhoupejme kyvadlo a sledujme
jeho kmity. Udélejme totéZ o minutu pozdéji. Experiment dopadne jinak, protoze zaves se
mezitim ponékud zkratil. Fyzikalni situace neni symetricka vzhledem k ¢asovému posunuti.
Dtivod nezachovani energie je zde zfejmy — pfidavny motorek, ktery neni zapocten do naseho
systému.

Vidime tedy, ze zékladni zdkony zachovani v mechanice jsou pfimym disledkem vlastnosti
prostoru a casu kolem nds. Je-li prostor homogenni (stejny ve vSech svych bodech),
zachovava se hybnost; je-li prostor isotropni (stejny ve vSech smérech), zachovava se
moment hybnosti; je-li prostor neménny v ¢ase, zachovava se energie.

homogenita prostoru — zachovani hybnosti
isotropie prostoru — zachovani momentu hybnosti
neménnost v ¢ase — zachovani energie
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Priklad 5 (dokonéeni): Brachystochrona

Nyni mdme dostatecné matematické znalosti na vyfeSeni piikladu na brachystochronu
z uvodu kapitoly 1.1.2. Ukolem bylo nalézt kiivku mezi dvéma body, po které se t&leso
dostane za nejkrat$i dobu samovolnym klouzédnim z bodu A do bodu B, jejichz vyskovy
rozdil je H. Uloha vedla na hledani minima funkcionalu (1.1)

X

B ’2
I+y
T= —dx.
xj 2g(H -y)
A

Nezavislou proménnou v této uloze neni Cas, ale prostorova soufadnice x. Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice proto budou mit tvar:

iaF_a_F_O. Fe 1+y?
dx 9y’ dy ’ 2¢(H-y)

Piimé feSeni by bylo zna¢né€ nevyhodné. Pokud si povSimneme, ze nezavisla proménna x neni
ve funkciondlu zastoupena, musi se zachovavat ,,energie*

’ ’2
EEa—F,y'—F = 4 ! y - Ity =E,.
dy V2e(H =) 1+y2" \28(H-y)

Jde o prvni integral Eulerovych-Lagrangeovych rovnic a tedy o diferencialni rovnici prvniho
fadu. PovSimnéte si, Ze ,.energie” neni v tomto pripadé rozdélitelnd na ,kinetickou* cast
s derivacemi hledané funkce a ,,potencialni* bez derivaci. Po jednoduché upravé mame

Eg2g(H - y)\J1+1? =—1.

Vyraz umocnime na druhou
2Eig(H-y)(1+yH=1 =
: _ 1
1+ y'2 ’ 2E§ g ’

Nejjednodussi integrace je parametrickd, tj. substituce y' = tg ¢. Parametrické feseni pro y
potom je

H-y=

K

H-y=——— = y:H—Kcos2qo. (1.16)
l+tg” @
Zbyva nalézt feseni pro x z defini¢niho vztahu pro substituci, dy/dp vyjadiime z (1.16):
y’:tg@ = QQZM — 2KSin¢COS¢@:M.
dp dx cos@ dx cosg

Separaci mame

dx = 2K cos? pde

po integraci
x=Kp+K(sin2¢)/2+L (1.17)

Integracni konstanty K a L ve vztazich (1.16), (1.17) Ize ur¢it z toho, ze feSeni musi prochazet
body (0, H) a (1, 0). Pro nase tcely postaci jen obecné feSeni, které je ¢asti cykloidy:
x=Ko+K(sin2¢)/2+L;

y:H—Kcoszgo.
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1.3 HAMILTONOVY KANONICKE ROVNICE

V této kapitole se sezndmime s jinym tvarem pohybovych rovnic — Hamiltonovymi
rovnicemi. Na rozdil od Lagrangeovych rovnic (diferencidlni rovnice 2. fadu) jsou
Hamiltonovy rovnice diferencidlni rovnice 1. fadu, ale je jich dvojnasobné mnozstvi.

1) Pro feSeni diferencialnich rovnic prvniho fadu je vypracovano velké mnozstvi numerickych metod
a tak Hamiltonovy rovnice byvaji vétSinou pro numerické feSeni vhodnéjSi nez rovnice
Lagrangeovy.

2) Za pomoci Hamiltonovych rovnic Ize snadno zapsat ¢asovy vyvoj libovolné dynamické proménné,
tj. nejenom zvolenych zobecné&nych soufadnic.

3) Hamiltonovy rovnice lze pfepsat do velmi jednoduchého tvaru s pomoci tzv. Poissonovych
zavorek, které z matematického hlediska pfedstavuji Lieovu algebru. Vlastnosti Lieovy algebry
jsou ur€eny nezavisle na objektech, které ji tvofi. Proto bude mozné tuto strukturu snadno pfenést
do kvantové mechaniky.

1.3.1 Hamiltonovy rovnice

S pomoci definice zobecnéné hybnosti (1.12) muzeme Lagrangeovy rovnice (1.7)
piepsat do tvaru

oL d oL oL ) oL
R
a‘]k

: ; : (1.18)
Jq, dt 9q, Jq,

Pr =
ktery siln¢ pfipomina Newtonovy rovnice v kartézskych soutfadnicich. Najdéme nyni
diferencial energie za pomoci jejiho defini¢niho vztahu (1.14)

E = pk‘?k —L(t,q,C}) =
: . dL oL oL .
dE = q,dp, + p,dq, ——dt ———dq, ———dq,
ot aq, g,

V ptedposlednim ¢lenu vyjadiime OL/Oq; z pohybové rovnice (1.18), v poslednim ¢lenu
vyuzijeme definici zobecnéné hybnosti:

) . oL ) )
dE = q,dp, + p, dq, _Edt_pk dq, — p, dq,

Cleny s diferencialy zobecnénych rychlosti se odeétou a zbyva

dE = —aa—fdt—pkqu+qk dp, . (1.19)
Funkei, jejiz diferencidl jsme praveé nalezli ozna¢ime
E = H(t,q.p) - (1.20)
Koeficienty v diferencidlu (1.19) musi byt piislusné parcialni derivace funkce H:
oL oH . _OH . _OH
=T : -p = : g, =— (1.21)
ot ot 9q, ap,

Funkce H se nazyvad Hamiltonova funkce. Hamiltonova funkce je energie pfepsana do
proménnych ¢, q;,pr. V (1.19) se odecetly diferencialy rychlosti, proto lze vzdy nalézt

takovou transformaci

t,q,q - tLq,p (1.22)
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aby energie byla funkci zobecnénych soufadnic a zobecnénych hybnosti. Tato transformace
se nazyva Legendreova dualni transformace. Posledni dvé rovnice z relace (1.21) jsou
Hamiltonovy kanonické rovnice (kanos — zakon, souhrn pravidel):

oH oH
2t : pp=—— . (1.23)
apk ‘ an

q
Pii feSeni problému Hamiltonovymi rovnicemi
a) urcime z Lagrangeovy funkce zobecnéné hybnosti a zobecnénou energii,
b) ze zobecnéné energie vyloucime zobecnéné rychlosti — vyjadfime je za pomoci zobecnénych

hybnosti, tj. provedeme Legendreovu dualni transformaci,

c) napiSeme Hamiltonovy rovnice,
d) feSime je.
Hamiltonovy rovnice jsou rovnice pro urceni ¢asového vyvoje proménnych gy (¢), pi(2).
Jsou diferencidlnimi rovnicemi prvniho fadu, je jich ale dvojnidsobné mnozstvi nez
Lagrangeovych rovnic 2. fddu. Soustavu Hamiltonovych rovnic musime doplnit poc¢ate¢nimi
podminkami

9 () =40 ; Pi(t) =Dy - (1.24)
Priklad 12: Rovinny pohyb planety (hmotnost m) kolem Slunce (hmotnost M).

Ptedpokladame M >>m ; tj. Slunce se nepohybuje. Pohyb ma dva stupné volnosti, za
zobecnéné soutfadnice zvolime polarni soufadnice gy =7 () ; g2 = () — vzdalenost planety
od Slunce a thel spojnice planeta — Slunce od zvolené poloptimky. Z (A.6) a z gravita¢niho
zakona vime, Ze

r=lmi? 4207 , v=—c™
2 r
L(r,i?qb):T—V:%m(fz+r2¢2)+GM. (1.25)
r

Kdybychom fesili ulohu z Lagrangeovych rovnic, méli bychom

i%—ai:o =~ sorgtecM _ o |
dt or  or 72
doL L _ o o 2%12r7p =0

dt o9 Jd¢

PovSimnéme si, Ze pohybové rovnice nezavisi na hmotnosti sledované planety m. To je pro
gravitaci typické, télesa se v daném gravitaénim poli pohybuji po stejnych trajektoriich. Proto
je mozné gravitaci popisovat za pomoci zakiivenych prostori. Ur¢eme nyni zobecnéné
hybnosti a zobecnénou energii systému:

=a_L_m,; : =8_L_mr2¢
pr_al;' 2 p¢_a ”
D A Ly Y A
ar 9@ 2 2 r

Zachovava se moment hybnosti p, (¢ je cyklicka soufadnice) a zobecnéna energie E. Energie
se rozpada na tfi ¢leny — radidlni kinetickou energii, thlovou energii (souvisici s obéhem
planety) a potencialni energii. Zobecnéné rychlosti vyjadiime ze zobecnénych hybnosti
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p
m mr

a dosadime do zobecnéné energie (provedeme Legendreovu dudlni transformaci). Tim
ziskdme Hamiltonovu funkci

2 2
Pr Py mM
H(r,o,p,, =—+ -G
Hamiltonovy kanonické rovnice jsou
2
H H M
f’:—a :_pr , pr:—a =+ p¢ _Gm s
dp, m ar mr r?
. _O0H Po . oH
¢ == , p === 0
Py mr? v 0P

Tyto rovnice je tieba doplnit poCate¢nimi podminkami r(Z), ¢(t0), pAto), py(to). Jde
o soustavu Ctyf diferencialnich rovnic pro funkce »(¢), (1), pr(t), p, ().

Definice: Fazovy prostor — 2f rozmérny prostor, do kterého zobrazujeme hodnoty zobecné-
nych soufadnic a zobecnénych hybnosti. Bod fazového prostoru ndm reprezentuje stav
systému. Casovy vyvoj q(¢), p(¢) stavu systému se ve fAzovém prostoru zobrazi jako fazova

trajektorie. Konfiguracni prostor je podprostorem fazového prostoru. V dal$im paragrafu si
ukdzeme fazovou trajektorii harmonického oscilatoru.

1.3.2 Harmonicky oscilator

vvvvvv

pfiblizeni nahradit chovani Céstice v potencidlnim poli s minimem, setkdme se s nim
v kvantové teorii 1 v kvantové teorii pole. Jak uvidime pozdéji, Ize si jakékoli pole (naptiklad
elektromagnetické) predstavit jako soustavu harmonickych oscilatorii. Proto se budeme
harmonickym oscilatorem zabyvat podrobnéji.

Piedstavme si ¢astici v poli potencialni energie s minimem v bod¢ xo a hodnotou minima
Vo = V(xp). Proved'me Taylorlv rozvoj funkce V'(x) v okoli minima do druhého tadu:

V)= (o) 4V (xp) (x=30) 4 ) (x=0)2 -+
V minimu je ¥’(x,) =0 a proto
V(x)=V(x,) +%V”(x0)-(x—x0)2 =V, + %k(x—xo)2 , kde k=V"(x,) . (1.26)

Potencidlni energii jsme tedy nahradili parabolickou zéavislosti — viz obrazek.

vV A

\

2
Vo + 1/2 k(x—x,)
0 0 o)

/ :
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Harmonickym oscilatorem nazyvame systém s parabolickou zavislosti potencialni energie
(1.26). Dosti ptesné tuto zavislost splituje naptiklad t€leso zavéSené na pruzing v gravitaénim
poli. Veli¢ina k = V'"(xg) se nazyva tuhost oscilatoru.

Volme pro jednoduchost soutadnicovy systém tak, aby minimum potenciadlni energie bylo
v pocatku (xo=0) a zvolme W(xp) =0 (potencidlni energii mizeme zménit o aditivni
konstantu, sila F = — dV/dx se nezméni), priibéh potencialni energie je potom V(x) = 1/2 kx2 .
Resme nejprve harmonicky oscilator za pomoci Lagrangeovych rovnic:

L=tm? Ll o iai,—ai:o S Sy (1.27)
2 2 dt ox ox m
Obecné tfeseni této rovnice je
x(t) =cj coswt + ¢, sinwt , kde o= \/E (1.28)
m

Pro nasledujici pocate¢ni podminky plyne feSeni:
x(0)=4 ; x(0)=0 = x(t) = Acoswt . (1.29)
V okoli minima potencidlni energie kona castice kmitavy pohyb tuhlovou frekvenci

® = (k/m)V2. Jako parametr oscilatoru se Cast&ji pouziva thlova frekvence w nez jeho
tuhost k. Lagrangeova funkce potom je

1 1
L=-—mi’ - —ma’x* . (1.30)
2 2
Resme nyni ulohu za pomoci Hamiltonovych rovnic:
L
p=Lom o s=L
ox m
E= a—Lx -L= lm)'cz + lmcozx2
ox 2 2
Po vylouceni rychlosti z E dostavame Hamiltonovu funkci
2
1
H()c,p)=p—+—ma)2x2 (1.31)
2m 2
a Hamiltonovy rovnice
H H
_)(::a—:£ , p:—a—:—ma)zx
op m ox

Reseni této soustavy se stejnymi pocateénimi podminkami vede k

x(t)=Acoswt (132)
p(t)=—mAwsinwt = mx '

Vylouéime-li z (1.32) cas (na pravych strandch ponechame jen trigonometrické funkce,
rovnice umocnime na druhou a secCteme), ziskdme rovnici trajektorie ve fazovych

proménnych x , p:
)2 » 2
= + |51 =1 . 1.33
)G 139

Fazovou trajektorii harmonického oscilatoru je elipsa.
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p

mAw

T2

—mAw

— A A X

Na zédvér uréeme klasickou hustotu pravdépodobnosti w(x) vyskytu ¢astice mezi krajnimi

polohami —A4 , A. Pro pravdépodobnost, Ze se ¢astice nachazi v okoli Ax bodu x plati:
Ax
-—>
: : ——+—1 AP
~A4 0 Y44

kde T je perioda pohybu a 2A¢ je doba, po kterou castice pobyva v okoli bodu x. Okolim
proléta za periodu 7' Castice dvakrat (tam a zpét), proto je v Citateli 2Az.

2At  2Ax/u(x) = @
T 2rlo 7o)

n

Hustota pravdépodobnosti je

P __o
w(x) = o P (1.34)

Zavislost v (x) uré¢ime ze zakona zachovani energie

%va +%ma)2x2 = %ma)zA2 = v(x)= W\ A? - x? (1.35)
Kone¢ny vztah ma tvar
1
w(x) = ﬁ (1.36)
w

31

71

k |

' ; ' ~ x/A4
-1 - 05 0.5 1

Cvwr

v misté minima potencialni energie. V kvantové teorii pozname modifikaci tohoto prib&hu
pro Castice mikrosvéta. Poznamenejme jeste, ze

Celkova pravdépodobnost vyskytu ¢astice v oblasti (-4, 4) je rovna jedné.

+A4 +A4 1 1 X +4
fw(x)dx = J' ———dx = —{arcsin(zﬂ =1 . (1.37)

-4 “Am A% - x? 7 —4
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1.3.3 Poissonova formulace Hamiltonovych rovnic

Uvazujme obecnou dynamickou proménnou 4(q , p), ktera je funkci zobecnénych soutadnic
a zobecnénych hybnosti (souradnice, hybnost, potencialni energie, souc¢in potencialni a kine-
tické energie...). Jeji Casovy vyvoj je dan vztahem

R dA 04 . 04 . 04 oH 04 JH

=— = —qk +—pk = . — .
dt g P 9q; Opy  Op Oqy

: (1.38)

kde jsme casové derivace fazovych proménnych q, p vyjadrtili z Hamiltonovych rovnic.

Definice: Necht f(q, p) , 2(q, p) jsou dvé funkce fazovych proménnych q, p . Funkci
Ja 9 o 9
tfgp=2 08 O 0% (1.39)
dqx Opr  Ipr Oqy

nazyvame Poissonovou zavorkou funkci £, g.
Casovy vyvoj (1.38) obecné dynamické proménné je vzhledem k definici (1.39) dan jako
Poissonova zavorka ptislusné dynamické proménné a Hamiltonovy funkce:

A={4,H} . (1.40)
Poznamka: Pro A = A(t, q, p) bude d4/dt = 0A/0t + { A, H}, tento pfipad je vSak vzacny.

Vlastnosti Poissonovych zavorek:
D {f.gt=-1g./}
2) {f+gh={fh+{g.h}; Laf.hy=alf,h;
3) I Aghy +{gAh [} +{hif.g}}=0 (1.41)
4 {fg.h = flg.hy+{f.hig
S5) {f,ght = g{f,.hy+{f,g}h (plyne z ptedchozich).
Diikaz vSech téchto vztahu je trivialni a plyne piimo z definice Poissonovy zavorky (1.39).

Poissonovy zavorky tvori Lieovu algebru na prostoru funkci. Velmi dilezité¢ je znat
Poissonovy zdvorky mezi zobecnénymi soutadnicemi a hybnostmi

aqz‘ .aq/’ _ aqi _aqj

Lq.t= =0,-0-0-0, |,
{a:-9;3 20, op. o, 0q, ik
dp, 9, p 9,
Lp =" ——L. =0-0,-0,-0 ,
7 pj} dg, dp, Ip, g, e
dg, 9p;, dq, 9p;
{qiapj}: % —— 9 T :é‘ik'éjk :5;'1'

dg, dp, dp, 9q,

Poissonova zavorka je nenulové jediné pro zobecnénou soufadnici a ji odpovidajici hybnost,
potom je rovna jedné.

{9-9;}=1p>p;3=0 5 Aqip;j}=9; . (1.42)

Témito relacemi je urcena celd Lieova algebra Poissonovych zavorek. Zname-li jejich
vlastnosti (1.41) a relace (1.42), mizeme feSit problémy mechaniky, aniz bychom potiebovali
definici (1.39).
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Priklad 13: Harmonicky oscilator

T:p_ , V:lma)zx2 ; H:p—+lma)2x2;
2m 2 2m
e L OH 3 H_H_p
ox dp dp Ox Bp m
by B B L

ox dp Odp Ox ox

Casovy vyvoj mizeme ale uréit i z vlastnosti Lieovy algebry Poissonovych zavorek (1.41)
a (1.42) bez znalosti jejich definice. Ukazme to na ptikladu zobecnéné hybnosti:

e O3 OH O _p

ox dp Odp Ox ap m

. p2 1 5 (1.39.2) 5 1 5 5
p:{paH}: p, t—mwx = {p5p }+_ma) {pax }:
2m 2 2m 2

(N

= E(p{p,p}ﬂp,p}phémcf (x{p,x}+{p,x}x)=

p (1.39.1) p (1.40)
=2 {p,p}+ma’x{p,x} = p.ph- ma*x{x,p} = —ma‘x
m

Analogicky bychom postupovali u dalSich dynamickych proménnych. V kvantové teorii
zlstane tato struktura zachovana, jen objekty, se kterymi budeme pracovat, budou jiné.

1.3.4 Numerické reSeni Hamiltonovych rovnic

Jen ve vyjime¢nych pfipadech lze nalézt explicitni feSeni. Zpravidla jsme odkadzani na
numerické feSeni problému. V dosavadnim textu jsme se naucili problém zformulovat za
pomoci soustavy diferenciadlnich rovnic doplnénych vhodnymi pocatecnimi podminkami.
VétSina matematickych programt (napi. ,,Mathematica®, ,,Reduce®, ,,Maple®,...) dokaze
takto zformulovanou ulohu numericky a nékdy i analyticky vyfeSit. Uved'me zde piesto
alesponl jednu numerickou metodu (Runge-Kutta 4. fadu) vhodnou pro numerické vyhledani
feSeni.

Ozna¢me & = (q, p) mnoZinu zobecnénych soufadnic a hybnosti. Necht’ mnozina hledanych
funkci & (¢) ; k=1, ... 2f splituje soustavu rovnic

‘fk = 1, (@, )

Casovou osu rozdélime na dilky s intervalem At. Piedpokladejme, ze zname feSeni v né¢jakém
Case ¢ (naptiklad v 7y — po€ateni podminka). Potom uré¢ime

Kl,k :fk(taflﬁ'“ﬂglf) >

1 1 1
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1 1 1
K3 = fi (f+§Af=§1(f)+§Kz,1 Af:"'afzf(f)‘FEKz,zf Afj ,

K4,k = fk (t+At,§1(t)+K3,1 At’”.’§2f(t)+K3,2f At)
a ptiblizné feSeni v Case ¢ + At dostaneme ze vztahli
E)k(t-i_At)E&.’k(t)-l_é(Kl,k +2K2,k +2K3,k +K4’k)'At ) k:1,...,2f
Tim zname feSeni v Case ¢+ Ar a postup mizeme opakovat. Otazky pifesnosti vypoctu,

konvergence a ptipadné dalsi metody lze nalézt v literatute. Dal$i metody feSeni obycejnych
diferencialnich rovnic jsou uvedeny ve volné navazujici uc¢ebnici [1].
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1.4 VYBRANE ULOHY Z TEORETICKE MECHANIKY

1.4.1 Pohyb nabité ¢astice v elektromagnetickém poli

Pohyb castic v elektromagnetickém poli je podrobné probran v ucebnici [1], ktera volné
navazuje na tento ucebni text. Nyni jen pro uplnost uvedeme zékladni vztahy v nerelativistic-
kém ptipadé. Lagrangeova funkce popisujici interakci elektromagnetického pole s nabitou
Castici je odvozena v kapitole 1.5. Omezime na pohyb nerelativistické Castice v predem
daném elektromagnetickém poli. Elektrickd a magnetickd pole muizeme popsat bud
elektrickou intenzitou E a magnetickou indukci B nebo za pomoci Ctyfpotencidlu (¢, A).
Ptevodni vztahy jsou

:_a_A_8_¢ , (1.43)
ot ox
B=rot A . (1.44)

Ptredpokladame, Ze ¢(¢, X) a A(¢, X) jsou predem dané funkce. Problém pohybu nabité castice
v konzervativnim elektrostatickém poli je dan Lagrangeovou funkci ve tvaru L=T— 1, ;.

L:%mvz—qu (1.45)

Pokud je pfitomno magnetické pole, systém jiz neni konzervativni (neexistuje potencidlni
energie) a Lagrangeova funkce ma tvar

L=%mv2—Q¢+QA~v. (1.46)

Prvni ¢len je kinetickd energie volné ¢astice, zbylé dva Cleny reprezentuji interakci Castice
s elektrickym a magnetickym polem. Odvozeni naleznete v kapitole 1.5. Zde budeme pted-
pokladat, ze jsme spravnou Lagrangeovu funkci ,,uhodli“. Pak ale musime dokdazat, Ze z ni
plynouci pohybové rovnice jsou ve shod¢ s ptirodou. Ukazeme, ze piislusné Lagrangeovy
rovnice jsou totozné s dobie znamou Lorentzovou pohybovou rovnici. Ve slozkach mame

1
L:Emvjvj —0p(t,x) + 04;(t,X)v; ;

doL oL _
dt dv;  Ox; ’
d o0 04 ;
E(mvi—i_QAi) + o Qa_xjvj =0,
d 94; 94; dx; dgp . 94;
2 (mv. i ik BV A X _o0—-y. =0
a0 T Tl Tl T
. 04, 04,
i(mv,-) =0 _% _8_¢ +vu, | —L-——L1],
dt Jat  ox; T\ ox;  ox,
%(mv):Q{—aa—?—g—i+vxrotA},
d
E(mv)zQ[EwLVXB], (1.47)

coz je znama Lorentzova pohybové rovnice. Nyni standardnim postupem odvodime hybnost,
energii a Hamiltonovu funkci ¢astice:
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Ea—L:mV+QA (1.48)
av
éf‘:g—LV-v—L:%mv%ng) (1.49)
2
H=M+Q¢ (1.50)
2m

Pozn. 1: Energii v této kapitole znagime ¢, abychom ji odligili od intenzity elektrického pole E.

Pozn. 2: Povsimnéte si, ze ¢ # T+ V. Energie nezavisi na vektorovém potencialu A. To je disled-
kem toho, Ze magnetické pole neméni energii, ale pouze smér rychlosti. Hybnost jiz také neni rovna
svému mechanickému prot&jSku, p # mv.

Priklad 14: Konstantni homogenni elektrické pole

Piedpokladejme, ze na castici pisobi konstantni homogenni elektrické pole E. Pohybovou
rovnici ¢astice mizeme zapsat ve tvaru

my =QE. (1.51)
Ptfimou integraci postupné¢ dostaneme
V(t)IQtE-l-VO; (1.52)
m
r(t)=gt2E+V0t+r0. (1.53)
2m

Na prvni pohled je patrné, Ze se rychlost s rostoucim ¢asem zvétSuje nade vSechny meze. Pro
vyssi rychlosti je nutné pouzit relativistickou Lagrangeovu funkci. Vypocet je v [1].
Urychlovani probihd jen ve sméru pole, napti¢ pole se Castice pohybuje volné. Pokud pole
mifi vose x, tj. E=(E,0,0) a castice je vpocatku soufadnic s pocateCni rychlosti
vo = (0, vy, 0), tj. kolmou na pole, mé nalezené feSeni tvar

OF ,
x==t", =vyt, z=0
om Y =70y . (1.54)
Vylouc¢ime-li z feSeni Cas, ziskame rovnici paraboly:
OE
X= Y. 1.55
2m vé ( )

Nabitd castice se v pritomnosti homogenniho elektrického pole pohybuje po parabole. Ve
sméru pole je pohyb rovnomérné zrychleny. Pokud bychom provedli relativisticky vypocet
(viz [1]), bude skutecnou kiivkou hyperbolicky kosinus.

Priklad 15: Konstantni homogenni magnetické pole
y

E=(0,0,0),

B=(0,0,B).

pocate¢ni podminky:

x(0)=(0,0,0),

B X v(0)=(0,vy,0).
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Uvazujme nyni druhou nejjednodussi situaci — pohyb nabité Ccastice v homogennim
magnetickém poli. Pro urcitost budeme ptredpokladat, ze pole mifi v ose za ¢astice ma
pocateni rychlost ve sméru osy y (viz obrazek). Pohybovou rovnici mdv/dt= Q vxB
rozepiseme do slozek:

mx=QBy,
my=—0BXx, (1.56)
mz=0.

Reseni tfeti rovnice je jednoduché, v piipadé nasich podate¢nich podminek nulové, tj. pohyb

se bude dit jen v rovin€ (x, y). Soustavu prvnich dvou rovnic budeme fesit v komplexnim

oboru. Prvni rovnici budeme chépat jako redlnou ¢ast, druhou jako imaginarni:
mx+imy=0By—-10Bx.

Tato operace je vratnd, kdykoli miZzeme odd¢lit redlnou a imaginarni ¢ast a dostat zpét
puvodni rovnice. Po jednoduché upravé a oznaceni kombinace QOB/m jako w. (pozdéji
zjistime vyznam této veli¢iny) dostaneme

c

X+iy=—1@,(x+1y); @, EQ—. (1.57)
m

Nyni zavedeme komplexni polohu &= x + 1 y, pro kterou ma rovnice jednoduchy tvar
E+im. £=0; E=x+iy. (1.58)

Samoziejmé bude kdykoli mozné se vratit k pivodnim proménnym x a y. ReSeni této linearni
rovnice bez pravé strany budeme hledat v exponencialnim tvaru exp(Af). Po dosazeni ziskdme
charakteristickou rovnici

P+ioi=0; = A4=0; L=-ia,. (1.59)
Obecné feseni je linearni kombinaci obou nalezenych modi:
£y=ci+eye ™
. : (1.60)
E(t)y=—icom, e
Integracni konstanty nalezneme snadno z pocate¢nich podminek
§(0)=x(0)+iy(0)=0; (161)
£(0)=%(0)+i(0) =iv, '
Dosadime-li tyto pocatecni podminky do rovnic (1.60), dostaneme
CI+C2:0; C1:+Uo/a) )
_ , N ¢ (1.62)
—1(:'2(00:100, C2:—U0/a)c.
Vysledné feSeni ma proto tvar
EO)=R, —R e ' R =uvy/a,=mv,/OB. (1.63)
Po oddéleni redlné a imagindrni ¢asti ziskdme ob¢ soufadnice pohybujici se Castice
x(t)=Ry — Ry cosat,
()= Ry sinay. (1.64)

Rovnici trajektorie nalezneme po vylouceni ¢asu z (1.64):
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(x—Ry)*+y* = Ri |, (1.65)

Vidime, Ze pohyb se déje po kruznici s polomérem |Ry |, se sttedem S =[ Ry, 0 ] a s thlovou
frekvenci ob&hu w.. Veli¢inu Ry nazyvame Larmoriv (gyracni) polomér Ry a veli¢inu o,
cyklotronni (gyracni) frekvence. Podle naboje ¢astice mize mit Larmortiv polomér kladnou
1 zdpornou hodnotu, stejn¢ tak miize mit obé znaménka cyklotronni frekvence (zaporna
hodnota znamena obéh proti sméru hodinovych rucicek).

Magnetické pole neplisobi na pohyb castice ve sméru podél pole. Kolmo na smér pole plisobi
Lorentzova sila, ktera zakiivuje trajektorii Castice na kruznici. Pfi nenulové pocatecni
rychlosti v,(0) je pohyb Castice slozen z rovnomérného piimocarého pohybu podél pole
a Larmorovy rotace (gyrace), tim vznikd pohyb po Sroubovici.

Samotné elektrické pole naopak neplisobi na pohyb castice napii¢ pole (v nerelativistickém
pfipad€) nebo jen velmi malo (v relativistickém pfipad€). Ve sméru pole dochazi
k urychlovani.

y
v
0<0 Y 0>0 o 0>0
Yo

— Ry |RL|

24

(z Hamiltonovych rovnic) v navazujici uc¢ebnici [1].

1.4.2 Pohyb v rotujici soustavé

K nalezeni pohybové rovnice v neinercidlni rotujici soustavé potfebujeme znat nckteré
vektorové identity:

(axb)-c=(bxc)-a=(cxa)-b, (1.66)
axX(bxc)=b(a-c)—c(a-b), (1.67)
(axb)-(exd)=(a-¢c)(b-d)—(a-d)(b-c). (1.68)

Jejich odvozeni je snadné za pomoci definice vektorového soucinu pies Leviho-Civitiv
tenzor (viz dodatek A2 v [1]). Prvni identita ukazuje, ze v soucinu (axb)-c lze jednotlivé
soucinitele cyklicky zaménovat. Druhd identita je znamé ,bac cab“ pravidlo. Dikaz treti
identity lze provést (stejné€ jako u prvnich dvou) pouhym rozepsanim levé strany z definice
vektorového soucinu ptes Leviho-Civitiv tenzor.

Pro urditost predpokladejme, ze budeme sledovat pohyby na rotujici Zemi. Jedna
soufadnicova soustava je pevna v prostoru (inercialni) a druha rotuje spolu se Zemi (rotujici,
neinercialni). Ob¢ soustavy maji pocatek ve stfedu Zemé a polohovy vektor sledovaného
télesa je v obou soustavach shodny, tj.

=r (1.69)
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Vo\m
r

I

Rychlosti télesa o hmotnosti m (viz obrazek) budou v obou soustavach rtizné, budou se lisit
o rychlost vy zpiisobenou rotaci Zemé. Ta je umérna velikosti tthlové rychlosti, vzdalenosti
od stftedu Zemé a sinu polarniho uhlu € (na pélu je rychlost nulova, na rovniku maximalni), tj.

Vg =@rsing . (1.70)

Smér této rychlosti je kolmy na vektory o i r, tedy plati
Vo = @OXr. (1.71)
Mezi rychlosti télesa v inercialni a rotujici soustave proto plati jednoduchy vztah

\4 +oXxr, (1.72)

in = Vrot

To je vSe, co potfebujeme védet k sestaveni Lagrangeovy funkce. V inercialni soustaveé bude
Lagrangeova funkce rovna

L= %mvfn —V(r,). (1.73)
Do vztahu dosadime za rychlost z (1.72) a za polohovy vektor z (1.69)
rot

L:%m(v +oxr)’ -V (r). (1.74)

Rychlost v rotujici soustave, kterd nas zajima, pfeznacime na v. Vysledna Lagrangeova
funkce pro pohyb v neinercialni rotujici soustavé je

1
L=Em(v+m><r)2—V(r) _ (1.75)

K nalezeni hybnosti, energie a k sestaveni pohybové rovnice budeme potiebovat parcidlni
derivace OL/Or, OL/Ov. Za tim ucelem najdeme diferencidl Lagrangeovy funkce (thlovou
rychlost predpoklddame konstantni). U prvniho ¢lenu budeme diferencovat nejprve vnitini
funkci a poté derivovat kvadratickou funkci:

dL:%m(dv+0)><dr)-2(v+m><r)—aa—V-dr -
r

dL= mV-dV+m(0)><r)-dV+m(0)><dr)«V+m(0)><dr)'(a)><r)—aa—V«dr.
r

Za pomoci vektorovych identit (1.67) a (1.68) preskupime tieti a ctvrty Clen tak, aby
diferencial dr stal samostatné ve skalarnim soucinu:
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2 14
dL = mv-dv+m(wxr)-dv+m(vxw)-dr+mw r-dr—m(m-r)(m-dr)—a—-dr .
r
Ctvrty a paty &len na pravé strané upravime za pomoci vektorové identity (1.67):
av
dL = mV-dv+m(0)><r)-dv+m(v><0))-dr+m0)><(r><(o)-dr—a—-dr.
r

Vzhledem k tomu, ze dL = (0L/0r)-dr + (OL/0v)-dv, snadno nalezneme hledané derivace:

a—L—m(vxm)+mm><(r><0))—a—V
Ir Ir |’ (1.76)
B_L_ mv +m(WXr)
9y . (1.77)
Nyni jiz mizeme vypocitat hybnost a energii v neinercidlni soustavé
=a—L—mV+m(0)><r)
P= 3v , (1.78)
oL 1 5, 1 2
=— - v-L=—mv ——m(0Xxr)  +V(r
>y 5 5 (@xr)” +V(r) |, (1.79)

Hybnost se skldda z klasické mechanické hybnosti mv a neinercidlniho rotacniho ¢lenu
mo*r. Energie je soutem kinetické energie, rotani energie a potencidlni energie. Rotacni
energie je z hlediska pozorovatele v inercidlni soustavé zdporna. Pro predikci pohybu téles je

vvvvvv

d AN
E(mVJrm(mxr))—[m(vxco)er(nx(rxm)—gj =0

dZV:_g—i+2m(vxm)+mcox(rxm) ) (1.80)

Rovnice (1.80) je hledand pohybova rovnice télesa pohybujiciho se v rotujici neinercidlni
soustave. Nalevo je ¢asova zména mechanické hybnosti, prvni ¢len napravo je sila pasobici
na Castici (v potencidlnim poli), druhy ¢len je Coriolisova sila a tfeti odstfediva sila.
Coriolisova sila je zodpovédna za smér roztaceni viru ve vylevce (na kazdé polokouli je jiny),
za staCeni roviny kyvadla 1 za dalsi jevy. Coriolisova sila neplisobi na télesa pohybujici se
paraleln¢ se zemskou rota¢ni osou. Odstiediva sila je nulovd na polech a maximalni na
rovniku, kde dosahne hodnoty mre®.

Priklad 16: Padajici kdAmen

Predstavte si, Ze pustite kdmen z vySky 65 metrQi (odpovida Petfinské rozhledné). Jakou od-
chylku od kolmice bude mit kdmen po dopadu na zem vlivem Coriolisovy sily? Jakym sm¢-
rem se kamen odchyli od kolmice pti padu? Pocitejte pro Prahu (zemépisna Sitka A = 50°).

Reseni: Budeme fesit pohybovou rovnici s tthovou a Coriolisovou silou

dmv

=mg+2m(VXQ).
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Druhy ¢len na pravé strané je podstatné mensi neZ prvni a miZeme ho chépat jako malou
poruchu. Reseni budeme hledat itera¢ni metodou, t;.
(k+1)

dmv :mg+2m(v(k)><0)).

dt
Zvolime n&jaké feseni v\, které dosadime do pravé strany a vypodteme v'". Poté dosadime
v\ do pravé strany a vypocteme v\ atd. Pro po&atedni nulové feseni mame posloupnost
v® =o;
V(l) =gt
v :gt+(g><(,o)t2 .

Prvni iteratni feseni v\ je volny pad neovlivnény Coriolisovou silou. Druh¢ itera¢ni feSeni
v@ jiz v sob& zahrnuje vliv Coriolisovy sily. Vzhledem k tomu, Ze povazujeme Coriolisovu
silu za malou poruchu, mizeme iteraci po druhém ¢lenu ukoncit. Pfi integraci jsme pouzili
nulovou pocatecni rychlost, tedy jednoduchy volny pad. V piipadé¢ nenulové pocatecni
rychlosti vo by bylo v\ =vyt+gt. Pro volny pad postadi nalezené feSeni bez podatedni
rychlosti. Integrace iteracniho feSeni ndm da polohu kamene:

2 3
r(t)ir(z)(t):ro+g%+(gxm)%. (1.81)

Zvolme nyni konkrétni soufadnicovy systém na povrchu Zemé (feSeni posuneme ze stiedu
Zem¢ k povrchu, poloha vystupuje jen v prvnim ¢lenu na pravé stran¢). Osa z bude mifit
svisle, osu x orientujeme na vychod a osu y na sever. Jde o pravotoCivy souradnicovy systém,
coz ve vysledku zajiStuje spravna znaménka vektorovych soucinti. Na poslednim obrazku je
0 polarni thel a A = 90°—0 zemépisna Sitka. Jednotlivé vektory v feSeni (1.81) budou:

r? =(0,0,H);

g=(0,0,—-¢g); (1.82)
®=(0, wcos A, wsin ).

Volny pad kamene je tedy po rozepsani vektorového soucinu popsan vztahy

3
xX= gt cosA;
y=0; (1.83)
2
z = _&
2

Kémen se bude pti padu odchylovat vlivem Coriolisovy sily ve sméru osy x, tedy na vychod.
Nyni zbyva urcit velikost odklonu. Polozime li v tfeti rovnici (1.83) z =0, zjistime dobu, za
kterou kamen dopadl. Tu dosadime do vztahu pro x a mame vyslednou vzdalenost

21

3/2
j cosA=7mm. (1.84)
g

g
AX:.X'ﬁn —XO :T{

35



Teoreticka mechanika Viybrané tlohy z teoretické mechaniky

1.4.3 Problém dvou téles, Keplerova uloha

M¢jme dvé télesa, ktera na sebe vzajemné pusobi silou (gravitacni, elektrostatickou nebo
jinou silou ptisobici na spojnici obou téles). Jejich pohybové rovnice jsou:

mry =Fpy;
moty =Fy; . (185)
Ze zakona akce a reakce plati:
F, =-F,, = F, +F,, =0. (1.86)

Vv

poloze druhého télesa vzhledem k prvnimu:
m 11'1 + m2r2
rr=————;
my+my (1.87)
r=r,—ry.
Z rovnic (1.85) snadno nalezneme pohybové rovnice v novych proménnych:
. F,+F
fp=—12""2l_
nm +m 2

F_F_:(LL]F
my —m my m

V novych proménnych maji tedy pohybové rovnice velmi jednoduchy tvar

.. 1.88
ur=Fy, (1.88)

kde u je tzv. redukovana hmotnost dané vztahem

mymj,

u (1.89)

2%

rychlosti. Z druhé rovnice je ziejmé, ze pohyb dvou téles Ize fesit jako pohyb jediného télesa
s redukovanou hmotnosti u, které se pohybuje vzhledem k prvnimu z obou téles. Pokud je
hmotnost prvniho télesa podstatné vétsi neZ hmotnost druhého télesa, je redukovand hmotnost
pfiblizné rovna hmotnosti mensiho z obou téles. Velké téleso se v tomto piiblizeni vibec
nepohybuje. Jde naptiklad o pohyb planet kolem Slunce. Obihajici planety ovlivni pohyb
Slunce minimaln€. Neni bez zajimavosti, ze pohyb dvou téles, které na sebe plisobi silami na
jejich spojnici, je vzdy rovinny. Vyplyva to ze zdkona zachovani momentu hybnosti:

d—L:O = i(r><mv):0 = vxmv+rxma=0 =
dt dt (1.90)

rxma=0 = al|r.

Zrychleni, kterym na sebe télesa ptisobi lezi na jejich spojnici. Pokud pohyb probiha v néjaké
roving, zrychleni nikdy nemiize ptisobit mimo tuto rovinu, a proto se pohyb bude konat pouze
v této roving.
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m Keplerova uloha

Resme nyni pohyb planety o hmotnosti m kolem Slunce s hmotnosti M (m << M). Pokud by
hmotnosti obou téles byly souméfitelné, mizeme tlohu snadno pfevést na relativni pohyb
télesa o redukované hmotnosti kolem druhého z téles. Nase tloha je rovinna. Pfi feSeni proto
pouzijeme polarni soufadnice, v nichz ma Lagrangeova funkce tvar (1.25)

L(r,f,¢)=%m(f2+r2(p2)+GM. (1.91)
r

V soustavé se budou zachovavat moment hybnosti a energie:

- (1.92)
99
2
=i O L2 a2ty GmM L2 2 __gmM (1 93
or a@ 2 2 2mr v

V zakonu zachovani energie jsme Casovou zménu thlu ¢ vyjadfili ze zakona zachovani
momentu hybnosti. Namisto feSeni pohybovych rovnic, které jsou druhého fadu, miizeme
integrovat zakony zachovani, které jsou prvniho fadu. Z obou zakonli zachovéani vypocteme
¢asové¢ derivace zobecnénych soufadnic:

dp b
. A 1.94
FTAR: (1.94)
2
ﬂ:\/i(is— b 2+G’"M}. (1.95)
dt m 2mr r

Jde o soustavu diferencidlnich rovnic pro proménné r(f) a ¢(f). V Keplerové uloze nas
nezajima ¢asovy vyvoj soufadnic, ale jen tvar drahy planety, tj. zavislost 7(¢). Proto vydélime

druhou rovnici prvni:
2
2 E— b 5+G mM
dr m 2mr r

dp bimr? ' (=0

Tuto rovnici pro r(p) je mozné feSit pfimo separaci a ndslednou integraci. Zvolme ale
ponékud jiny postup. Rovnici umocnime na druhou a upravime do tvaru

b? b>  GmM
+

2mr 2

"2
=E—
() !

2mr
Carka oznaduje derivaci podle proménné ¢. Zvolime substituci
1 1
r=— Y=——¢, (1.97)
¢ &
po které dostaneme
b* 2 b? E
——— (&) +——& - E=——. (1.98)
2Gm*M 2Gm*M GmM

Pokud rovnici jesté jednou derivuj eme, ziskame

g¢+

szM
bZ
Gm’M

(&"+¢)=
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b 2
Gm*M

Jde o linearni diferencidlni rovnici druhého tadu s pravou stranou Partikularni feSeni je 1/p,
homogenni feSeni miizeme zapsat ve tvaru cos(p—gg). Celkové feseni tedy bude

§=ccos((p—¢o)+l. (1.100)
p

E+E=lp; p= (1.99)

Reseni ma dvé integraéni konstanty ¢ a c. Konstanta ¢y uréuje po¢atek odedtu polarniho
uhlu. Vhodnym pooto¢enim soutfadnicové soustavy muzeme zvolit ¢o=0. Konstantu c
ur¢ime tak, aby nalezené fteSeni splnovalo pavodni rovnici (1.98), tj. rovnici pred
derivovanim (derivovani je neekvivalentni Gprava):

c= |22 L (1.101)
GmMp p2

Konstantu ¢ dosadime do feSeni (1.100) a vratime se k ptivodni proménné 7:

r= P :
1+ 2Ep +1 [cos@
GmM
Vysledné feSeni ma tedy tvar
2, 2
r=—P . e= P i1, p= b2 : (1.102)
l+£cosg GmM Gm™M ’

Jde o obecnou rovnici kuzeloseCky (viz dodatek D) s excentricitou . V gravitaénim poli
centralniho télesa se tedy budou jina télesa pohybovat po kuzeloseckach. Pro E<0 je e <1
a pohyb se kona po elipse. Zaporna energie znamena vazbu obou téles. Tento ptipad plati pro
planety slune¢ni soustavy. Pro £=0 je ¢=1 a pohyb je parabolicky. Pro £>0 je ¢>1
a téleso se pohybuje po hyperbole. Minimalni a maximalni vzdalenost obéhu bychom ve
vSech ptipadech dostali hledanim extrému zavislosti (1.102).

m Efektivni potencial
Energie pohybujiciho se télesa je z Lagrangeovy funkce dana formuli (1.93)

L2 Lyrp2ogm™M (1.103)
2 2 r

Energie se skldda z radialni kinetické energie, tthlové slozky kinetické energie a potencialni
energie. Vyrazy se zobecnénymi rychlostmi tvofi kinetickou energii a vyraz obsahujici jen
polohu potencialni energii. Pokud ale vyjadiime druhy ¢len za pomoci zédkona zachovani
hybnosti (1.92), dostaneme

1, b’ M

E=—mit+ e Rl (1.104)

2 2mr? r
Druhy clen je nyni zavisly pouze na poloze a miZzeme ho proto piifadit k potencidlu.
Interpretace ¢lenu jako kinetického nebo potencidlniho je tedy relativni a zavisi na uhlu
naseho pohledu. Zaved'me tzv. efektivni potencial:

E=%m?2+Veff(r);

b2 mM (1.105)
Veff(”)E2 -G .

er
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Z prvni rovnice snadno ur¢ime radialni rychlost télesa

r':\/i(E—Veff(r)) (1.106)
m

Je zjevné, ze pohyb se miZe konat jediné v takovych oblastech efektivniho potencialu, kde
plati

E2V(r)]|. (1.107)

Pribé¢h efektivniho potencialu je zndzornén na obrazku. Z né¢ho je patrné, ze pro £>0 je
pohyb neomezeny, r € <ruyi, ), pohyb se kona po hyperbole. Naopak pro £ <0 je pohyb
omezeny, ¥ € <Fmin, 'max> @ pohyb se kona po elipse. Limitnimi ptipady jsou £ = 0 (pohyb po
parabole) a E = Eyin (pohyb po kruznici r = ry).

y

E>0y

E<0

E

min

Piiklad 17: Zemé jako oscilator

Pohyb Zemé kolem Slunce 1ze chapat jako pohyb v efektivnim potencidlu v okoli minima.
Takovy pohyb je pfiblizn¢ harmonicky (radidlni vzdalenost Zemé od Slunce periodicky
kolis4). Potencial lze nahradit v okoli minima parabolickou zavislosti. Pfedpokladejte, ze
moment hybnosti Zemé je b =2.7x10" kgm’s™". Uréete minimum efektivniho potencialu a
periodu obéhu Zemé kolem Slunce.

ReSeni: Standardnim postupem (viz kapitola 1.3.2) uréime minimum efektivniho potencialu
(1.105) a tuhost oscilaci. Z tuhosti pak jiz snadno nalezneme periodu pohybu:

b2
rp =——5—=~150x10° km ;
Gm~M
» G'm'Mm*?
szeff(ro)zb—6;
2 2 2 27h>

=~365dni.

o Jkim \/G4m6M4/b6 CGimiM>
m Keplerovy zakony
1) Planety se pohybuji kolem Slunce po elipsach, Slunce je v jednom z ohnisek.

2) Plosna rychlost priivodice planety (spojnice planety se Sluncem) je konstantni.

3) Pomér druhé mocniny obézné doby planety a tfeti mocniny jeji velké poloosy je
konstantni:

T2 4n?
= G (1.108)

Malym m zna¢ime hmotnost planety, velkym M hmotnost Slunce.
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Ad 1). Pohyb po elipse plyne okamzité ze vztahu (1.102).

Ad 2). Jde o jednoduchy dusledek zakona zachovani momentu hybnosti. Zménu plochy pfi
pohybu planety mtizeme zapsat za pomoci vektorového soucinu

a’S=lr><dr.
2
Pro plosnou rychlost potom mame
a8 _ 1 vt rxmyv=2. (1.109)
dt 2 2m 2m

Zakon zachovani plosné rychlosti je tedy jen jinou formulaci zdkona zachovani momentu
hybnosti planety.

Ad 3). V relativnich soutadnicich podle vztahu (1.88) pro problém dvou téles plati

mM i‘:GMM£ - mi‘:Gm(m+M)£.

ur=F
m+M P2y r2 r

V relativnich soufadnicich u problému dvou téles vystupuje namisto hmotnosti Slunce soucet
hmotnosti obou téles, jinak je pohybova rovnice identickd s rovnici pro centralni gravitacni
pole. Integrujme nyni velikost vztahu (1.109) pro plosnou rychlost

d—‘S':i j— S:iT — 7Z'a0b0=iT =.
dt 2m 2m 2m
27agbym = bT (1.110)

V odvozeni jsme pouzili vztah (D.5) pro plochu elipsy S = mapby, ktery je uveden v dodatku
D. (pfidali jsme indexy 0, aby nedoSlo k zdmén& s momentem hybnosti). Veskeré veli€iny se
pokusime prevést na charakteristiky eliptické drahy. Za moment hybnosti dosadime ze vztahu
(1.102), na rozdil od centralniho pole zde bude ale hmotnost Slunce vystupovat v souctu

s hmotnosti planety, tj.
2
p= zb— . (1.111)
Gm~(m+ M)

Po dosazeni za b ze vztahu (1.111) do vztahu (1.110) dostaneme

2ﬂa0b0m=\/me2(m+M) T = 47£2a3bg :Gp(m+M)T2.

Veskeré parametry elipsy nyni pfevedeme na velkou poloosu a excentricitu. Vyuzijeme
vztahy (D.4) z dodatku D, tj. by* = ao*(1—€”); p = ao (1-¢°). Vysledkem je hledany vztah

r__4mt
ag  G(m+M)
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1.4.4 Lagrangeovy body

Problém tii téles, které na sebe vzdjemné gravitacné pusobi, neni v plné S§ifi analyticky
resitelny. V pfipad¢ tzv. restriktivniho kruhového problému tii téles Ize v okoli dvou
vzajemné obihajicich téles nalézt pét rovnovaznych bodua. Pokud do nich vlozime malé
testovaci télisko, budou v rovnovaze gravitacni sily od obou téles s odstfedivou silou pohybu
v daném misté. Tyto body poprvé nalezl francouzsko-italsky matematik Joseph Lagrange a
nesou jeho jméno.

Piedpoklady:
1) jde o tzv. restriktivni problém, tj. dvé télesa jsou velka a jedno je malé, testovaci. Toto
testovaci t¢lisko neovlivni gravitacni potencial v daném miste.

2) jde o cirkuladrni problém, tj. dvé velka télesa kolem sebe vzajemné obihaji tak, ze se
neméni jejich vzdalenost. Relativni pohyb jednoho vici druhému probihd po kruZznici.
Piiblizné takovou soustavou jsou naptiiklad dvojice Zemé-Mésic, Zemé-Slunce nebo
Jupiter-Slunce.

m Formulace ulohy

2%

takovym zpiisobem, Ze jejich vzajemna vzdalenost R zlstava konstantni, tj. jedno téleso obiha
kolem druhého po kruznici (na grafu efektivniho potencialu jde o minimum). Hledame takové
polohy testovaciho téliska o malé hmotnosti m (m << M;, M,), ve kterych jsou veskeré sily
(gravitaéni, odstfedivd) nulové a télisko se nepohybuje (tim je nulovéa i Coriolisova sila).

A%

spolu s obéma télesy thlovou rychlosti danou tietim Keplerovym zakonem (1.108)

= CMIML) (1.112)
R3 1 2

Uhlova rychlost jako vektor miii kolmo na rovinu ob&hu obou téles (napiiklad v ose z).
Spojnice obou téles tvofi jednu ze souradnicovych os nasi soustavy (naptiklad osu x). Jde
o neinercidlni soufadnicovou soustavu, ve které je pohyb testovaciho téliska dan Lagrangeo-
vou funkci — viz (1.75)

L=—m(v+oxr) +G +G (1.113)
2 =
Lagrangeovu funkci lze zapsat za pomoci efektivni potencidlni energie ve tvaru
L=T-V; (1.114)
1 2

=—mv”-, 1.115
5 (1.115)

1 ) mM mM ,
Ve =—mv-(0OXr)——m(0xr)" -G -G . (1.116)

2 =
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Silové plisobeni na naSe testovaci télisko (resp. pohybova rovnice) ma tvar (1.80), ktery jsme
odvodili pro neinercialni soufadnicovou soustavu:

DY o (v )+ max (X @)~ G (1 —p, )~ G2 (r—py)  (L117)
i P

Napravo jsou jednotlivé silové Cleny (Coriolisova sila, odstfediva sila a gravitacni sily
pusobici od obou téles. Soufadnicovou soustavu volime tak, Ze osa x leZi na spojnici obou
téles, osa y je kolma na osu x (v roving obéhu) a osa z je kolma na rovinu ob¢&hu. Pfi hledani
rovnovaznych bodli mizeme postupovat dvojim zplisobem. Prvni moznosti je hledani
extrémi efektivniho potencidlu (1.116). Prvni ¢len bude nulovy, protoze hleddme jen
rovnovazné body, ve kterych se testovaci télisko nepohybuje (v = 0). Tento postup je vhodny
pro grafické feSeni — ekvipotencialy funkce Ve miiZeme vykreslovat vhodnym softwarem
(naptiklad v programu MATHEMATICA).

Ekvipotencidly efektivniho potencidlu soustavy Slunce-Zemé.
Sipkami je znazornén smér ,z kopce do udoli“. NASA/WMAP.

Druhou moznosti je feSit podminku na nulovou silu (1.117). V rovnovéznych bodech se
testovaci téleso nehybe, jeho rychlost je vici nasi soufadnicové soustavé nulova, a proto je
nulovy 1 prvni ¢len (Coriolisova sila). Jde tedy pouze o rovnovahu gravitacni a odstfedivé
sily. Coriolisova sila ma ale podstatny vliv na stabilitu nalezenych Lagrangeovych bod.

m Lagrangeovy body
Lagrangeovy body hledame z rovnice

Gﬂi(r—rz):o, (1.118)
‘r—rz‘

miy
mox(rxw)—-G 3(r—rl)—
r—r|

ktera vyjadiuje rovnovahu odsttedivé sily a gravitacnich sil. Polohové vektory r; a r; jsou
v ndmi zvolené soutfadnicové soustavé znamé, do (1.118) dosadime:
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r = (—LR, 0, OJ = (_ﬂQRa 07 0)9

r, = (_,_LR, 0, 0] - (+,u1R, 0, O);

®=(0,0,0); (1.119)
o2 G +My)  GM
R3 R’
r:(xﬁyﬁo)’ F:(f7)_}’0)E(X/R’y/R’O)’

kde jsme oznacili bezrozmérné proménné

M M
,ulzﬁl; ,uzzﬁz; M=M+M,;
(1.120)

x .

=_Y
R’ Y R

Konstanty u, 1, jsou relativni hmotnosti (vyjadiuji, jakou ¢ast z celkové hmotnosti ma prvni
resp. druhé téleso. Proménné X, y jsou bezrozmémé soufadnice Lagrangeova bodu

v jednotkach vzdalenosti mezi obéma télesy. Vysledkem je soustava dvou rovnic pro dvé
neznamé soufadnice Lagrangeova bodu:

F_ (X + 1) M (x-) _0:

X

- 32T 32
(FHu)? 47| |G+
) ) (1.121)
- Hy Hyy _
Yoo s L2 5 _2—3/2_0'
() +y7 (=) 457 |

Z druhé rovnice plyne okamzité jedno zieSeni, a to y=0. Jde o Lagrangeovy body
nachézejici se na ose x, tedy na ptimce prochazejici obéma télesy. Po dosazeni y = 0 do prvni
rovnice mame

f_ﬂIS_gn(xh;lz)_,qu_gn(x—éul)=O' (1.122)
(X +u5) (x—uy)
Jde o rovnici patého stupné, ktera ma tfi redlna feSeni (Lagrangeovy body L, Lj, Ls).
V rovnici ponechame mensi z obou parametrti, naptiklad hmotnost z:
XX+ p15) (X =14 1) £ (1= )X =1+ ,) > 1y (K +415)> =0, (1.123)

Mozné kombinace znamének u druh¢ho a tretiho ¢lenu jsou +— (Ly); ++ (Lo) a —— (Ly).
Reseni je mozné najit bud’ numericky nebo provést rozvoj do nejnizsiho tadu podle .
Naptiklad pro soustavu Slunce-Zemé je u, ~3x10° a provedeni rozvoje podle tohoto

parametru je korektni. Vysledné polohy jsou

1/3 1/3
Jad) H M
L,=R|1- ,00; Ly,=R|1+ ,00; Ly=-R|1+5~—=,0/|.
1 [ ( 3 j } 2 [ ( 3 j } 3 { 12 } (1.124)
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Pro soustavu Slunce-Zemé je vzdalenost R je rovna jedné astronomické jednotce, tj. pfiblizné
150x10° km. Lagrangeovy body L, a L, jsou vzdaleny od Zemé zhruba 1,5x10° km.

K nalezeni feSeni pro y#0 se vratime krovnicim (1.121). MiZeme vyuzit symetrie
problému podél osy x. Redeni Ize nalézt v tomto piipadé analyticky:

3 3
L,= {”1 2”2 +£}; Ls;=R Vl 2ﬂ2 —£}- (1.125)

2 2

Lagrangeovy body L;, L,. Oba tyto body lezi na pfimce prochazejici obéma télesy.
V piipadé soustavy Slunce-Zemé lezi bod L; ve vzdalenosti 1,5x10° km smérem ke Slunci a
bod L, ve stejné vzdalenosti smérem od Slunce. Bod L; je velmi vyhodny pro pozorovani
Slunce. Poprvé zde byla umisténa sonda ISEE-3 vroce 1978. Pozdé¢ji se bod L; stal
domovem jedné z nejslavnéjSich slunecnich sond SOHO. V bodé L, je rychlost obéhu Slunce
vétsi nez v misté, kde je Zemé. Gravitacni tah Zemé ale sondu v L; brzdi na stejnou thlovou
rychlost. Naopak v bod¢ L., ktery je dale od Slunce, jsou umistény sondy pro vyzkum
vzdaleného vesmiru — americkdé WMAP a evropska Planck. Sondy by zde obihaly Slunce
pomaleji, ale gravitacni tah Zemé jim ud¢€luje spravnou rychlost. Z hlediska stability jsou L;
1 L, sedlové body, pfi vychyleni v jednom sméru pusobi na sondu vratna sila, pti vychyleni
v druhém sméru se sondy zacnou exponencidlné vzdalovat s charakteristickou konstantou
7~ 23 dni, coz znamen4, ze porucha roste jako exp(#/7). Sondy v téchto bodech museji vzdy
po nékolika mésicich provadet korekce drahy.

Lagrangeiiv bod L3. Bod lezi pro soustavu Slunce-Zemé na opacné strané Slunce, nepatrné
dale, nez je obéznd draha Zemé. Jakékoli téleso vtomto bod¢ je pro nas trvale
nepozorovatelné, protoze je za slune¢nim kotouc¢em. To vedlo k domnénkam, ze by se v bodé
L; mohla nachazet pro nds trvale neviditelnd planeta, kterd dostala ndzev planeta X.
Lagrangetiv bod L3 je opét sedlovym bodem, je nestabilni s charakteristickou konstantou
7~ 150 let. Jakakoli dlouhodobéjsi existence planety v tomto misté je proto zcela vyloucena.

Lagrangeovy body L, Ls. Tyto body nelezi na spojnici obou téles, ale tvofi s nimi
rovnostranné trojuhelniky. Vzdalenost bodli L4 a Ls k obéma télesim jsou stejné a rovny R,
tj. vzdalenosti téles samotnych. Oba body lezi v maximech efektivniho potencialu, a proto by
se mohlo na prvni pohled zdat, Ze jsou nestabilni. Pti jakémkoli vychyleni ale zacne plisobit
na testovaci téleso Coriolisova sila, kterd ho bude vracet zpét. Vysledkem je ob&h bodl L,
a Ls, pro soustavu Slunce—Zemé s periodou 89 dni. T¢lesa nachézejici se v Lagrangeovych

MW

bodech L4 a Ls se nazyvaji Trojané. Nejznaméjsi jsou Trojané soustavy Slunce-Jupiter.

Lagrangeovy body soustavy Slunce-Zemé.
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1.4.5 Disipace energie

Lagrangeovy rovnice v podobé¢, ve které jsme je odvodili, plati pro nedisipativni systémy,
tedy pro systémy, ve kterych se nepfeménuje ¢ast energie nevratné na teplo. To je vyhodné
pro vSechny zékladni interakce v pifirodé. Nicméné pro techniCtéjsi vyuziti je nékdy tfeba
tepelné ztraty do vypoctu zahrnout. Staci, aby v elektrickém obvodu byl ptfitomny elektricky
odpor nebo aby se pohybujici téleso tfelo o okolni vzduch. V téchto ptipadech se
v pohybovych rovnicich vzdy vyskytuji ¢leny imérné zobecnéné rychlosti. Jako ptiklad mize
poslouzit pohybovéa rovnice pro letici kdmen:

dmv
dt

Prvni ¢len napravo je tihova sila a druhy je sila odporu vzduchu. Ta je imérné rychlosti a ma
opa¢ny smér nez pohyb. Jinym piikladem mize byt jednoduchy obvod, kde jsou v sérii
zapojeny vSechny tii zakladni prvky, tj. kondenzator, civka a odpor. Soucet napéti na vSech
prvcich musi dat nulu, tedy

=mg—av. (1.126)

r%’£+g+.‘%?l=0. (1.127)

dt ¢
Zobecnénou proménnou (viz kapitola 1.1.6, LC obvod) je naboj. ,,Pohybova‘“ rovnice ma tvar
%Q+%Q’+Q=0. (1.128)

7

Druhy ¢len je opét imérny zobecnéné rychlosti a predstavuje v systému disipaci energie.
Pokud chceme zobecnit Lagrangeovy rovnice i pro piipad disipace energie, budou mit tvar

ia—,L—a—LH,q', -0. (1.129)
dt aqk aqk

V poslednim ¢lenu jsme pouzili Einsteinovu sumac¢ni konvenci. To nas vede k reformulaci
Lagrangeovych rovnic do tvaru

d oL JL oR

dt 9, - o 0y

1 (1.130)
RzE“lekq.l'

Derivacemi kvadratické funkce na pravé stran€ vzniknou disipativni ¢leny, které jsou linedrni
v zobecnénych rychlostech. Tato funkce se nazyva Rayleighova disipacni funkce. V ptipadé
disipace tak pro spravnou formulaci tlohy musime ,,uhodnout dvé funkce: Lagrangeovu
funkci a Rayleighovu disipa¢ni funkci. Pokud maji obé funkce spravny tvar, ziskdme rovnice,
které jsou ve shod¢ s ptirodnimi déji.

Priklad 18: RLC obvod
Rovnici (1.128) ziskame z Lagrangeovych rovnic (1.130), pokud zvolime
02
2¢

Lagrangeova funkce ma obdobny tvar jako v mechanice (Cleny pfipominaji rozdil kinetické
a potencidlni energie). Rayleighova disipacni funkce je umérna ztraté energie ze systému za
jednotku Casu, protoze d£/dt = Ul = RI 2 = R(dQ/dt)*,

1.0 =170 -2 RO=1 RO, (1131)
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Hybnost a energii definujeme v pfipadé disipativnich procesii stejnym zptisobem jako
obvykle, tj.

Pr Ei; (1.132)
an
E—a—qu L. (1.133)
a‘]k

Energie se ale v ptipad¢ disipace nebude zachovavat, ani kdyz Lagrangeova funkce nezavisi
explicitné na ¢ase. Najdéme v tomto piipad¢ zménu energie s Casem:

dE ia_L L—i oL .+8L.._8L._8L.._
dt i 3qk 9y — i a(}k 9k aq'k 9k 9k —qr

oL aL . d| JL oL |. oR
qi— —l = |m5—|9x=—=—49x=2R
dt aqk a k dt aqk aqk a qri
V poslednim kroku jsme pouzili Eulerovu vétu o derivaci homogennich funkei, ktera pro

kvadratickou funkci f{x) méa tvar xdf /dx = 2f (dikaz je trividlni, jde jen o derivaci kvadratu).
Ziskany vysledek

dE

=-2R
= . (1.134)

jasné dava do souvislosti Rayleighovu disipa¢ni funkci se ztratou energie ze systému za
jednotku Casu. Vztah (1.134) Ize zapsat jako zdkon zachovani energie takto:

¢
E+J-2Rdtzconst ) (1.135)
0

Provedeme-li transformaci od proménnych (g, dg/dt) k proménnym (g, p) v zobecnéné ener-
gii, ziskdme Hamiltonovu funkci H(g, p). Ukazme nyni, jak budou vypadat Hamiltonovy
rovnice v piipad¢ disipace energie. Ziejme plati
oL oL .
dL = dq k + - dq k =
9q oG 1

) oR )
dL:[Pkaa—.ijIk + prdqy =
q

) oR ) )
dL:[Pk +£jqu+d(pqu)_qkdpk =
3

. . OR .
d(Pka—L):—(Pk +£}ko tqpdp, =
k

) oR )
dH = —(Pk +8_'quk +q . dpy, -
q

Pti apravé prvniho vztahu jsme vyuzili Lagrangeovy rovnice ve tvaru (1.130) a definici
hybnosti (1.132). Vzhledem k tomu, Ze hamiltonian H je pouze funkci zobecnénych
soufadnic a hybnosti, musi byt koeficienty u pfislusnych diferenciald rovny odpovidajicim
parcidlnim derivacim, tj.

46



Teoreticka mechanika Viybrané tlohy z teoretické mechaniky

—(?k+a—.Rj=a—H; Cik=a—H-
94 ) 9qy 9P
Odsud jiz snadno ziskdme Hamiltonovy pohybové rovnice pro ptipad disipace energie:
. oH
qr = E ;
_ 9H R (1.136)
T T

Clen dR/0¢, musime vyjadfit pomoci zobecnénych poloh a hybnosti, tj. jako funkci (g, p).

1.4.6 Inverzni uloha

Velice zajimavou tlohou je hledani Lagrangeovy funkce pro dany problém. Pokud nevime
vlubec nic, snazime se Lagrangeovu funkci odhadnout jako néjakou kombinaci skalart
v teorii. Pokud dostaneme jako vysledek pohybové rovnice, které souhlasi s experimentem,
bylo nase Tusili korunovdno uspéchem. K dané uloze existuje nekone¢né mnozstvi
Lagrangovych funkci, které se mohou lisit o uplnou Casovou derivaci libovolné funkce.
Jinymi slovy, pokud k nalezené Lagrangeové funkci pficteme (nebo od ni odecteme) df/dr,
kde f=f(t, q, dq/dt), dostaneme stejné Lagrangeovy rovnice. Toho se vyuZivd k nasledné
upravé nalezené Lagrangeovy funkce do co mozné nejjednodussiho tvaru.

Mnohdy ale nehleddime Lagrangeovu funkci na ,,zelené louce®, ale zname pohybové rovnice
a k nim hleddme vhodnou Lagrangeovu funkci. Oznacme levé strany pohybovych rovnic &:

0 (1.137)

Inverzni tlohou rozumime nalezeni Lagrangeovy funkce ze znamych diferencidlnich rovnic
ve tvaru & =0. Tato uloha nemusi mit vzdy feSeni, tedy k nékterym soustavam rovnic
Lagrangeova funkce neexistuje a variacni formulace neni mozna. Italsky teoreticky fyzik
Enzo Tonti v roce 1969 odvodil postacujici podminky pro existenci Lagrangeovy funkce [5]:
Pokud levé strany diferencialnich rovnic splituji podminky

de,  0¢g .
%, gy
o€, d¢g d o€
3G, 94, didd,’ (1.138)
o nsml
dq; 9q;  dt| gy | di*|ddy

pro kazdé k, /, potom jsou rovnice g = 0 variacni, tj. existuje Lagrangeova funkce L a plati

47
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Ve vztahu (1.139) plati sumacni konvence. Znaménko minus je zde jen proto, aby pohybové
rovnice vySly ve tvaru (1.137). Pfi opa¢ném znaménku bychom ziskali rovnice —¢g; = 0.
Nejsou-li splnény Tontiho podminky variacnosti (1.138), je mozné hledat funkce f; tak, aby
byly existovala Lagrangeova k rovnicim

gk Efkgk:O. (1140)

V tomto vztahu se pies k nescitd, tj. kazdou z rovnic oddélen¢ vynasobime néjakou funkei f;.
V ptipadé, Ze nevariacnost rovnic zpiisobuji ¢leny linearni v zobecnénych rychlostech dg/dt,
rozdélime rovnice na dvé Casti tak, aby

Er=ERqtONGs Ay =y (1.141)
V systému probihajici disipacni procesy lze popsat Rayleighovou funkci

1 ..
R =5 %adidi- (1.142)

Inverzni varia¢ni problém lze feSit tak, ze najdeme Lagrangeovu funkci k rovnicim er=0
a systém pak spliiuje Lagrangeovy rovnice ve tvaru (1.130) s Rayleighovou disipacni funkci

ddL_dL __ 3R (1143

Ea% _3% g,

Priklad 19: Pohyb pficky

Na dvé vodorovné elektrody je napii¢ polozena kovova pticka o hmotnosti m. Na pocatek
elektrod ptivedeme napéti U, z kondenzatorové baterie. Ptickou zacne téct elektricky proud
atim vznikne magnetické pole, které zacne pticku posouvat. Za zobecnéné proménné
zvolime polohu pficky x(#) a naboj protekly od poc¢atku obvodem Q(¢).

Uy v

x(1)

EEEEE—

Predpokladejme, Ze (naptiklad z experimentu) zndme rovnice popisujici problém:

mjc':%,g{leQ_,Bx; (1.144)
(¥ o+ a;x)Q+.U/fQ'+%+s/?1xQ=UO. (1.145)

Z elektrického hlediska jde o obvod s kapacitou kondenzéatorové baterie ¢, odporem 4 a pro-
ménnou indukénosti = %, + ¥1x. Posledni ¢len na levé strané rovnice (1.145) popisuje
vzajemnou vazbu mezi mechanickou a elektrickou ¢asti. Z mechanického hlediska je pticka
urychlovana silou %) (dO/dt)*/2 a brzdéna tieci silou —f dx/dt. Oznacme

1 .
£, Em)'é—z—Y’IQz'*‘ﬂfC; (1.146)
£ E(TO+(£/21X)Q+?%?Q.+%+ 4x0-U,. (1.147)
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Tontiho varia¢ni podminky jsou splnény jen, pokud je f =0 a £ = 0. To je celkem pfirozené,
nebot’ jde o koeficienty disipativnich ¢lenti (odpor obvodu a tfeni pticky). Zavedeme proto
Rayleighovu disipa¢ni funkci

Rzl.%Q'z + lﬁxz (1.148)
2 2
a Lagrangeovu funkci budeme hledat jen pro levé strany rovnic bez disipativnich ¢lenti
X smx—%yflg'z; (1.149)
g, =(2 o+ %x) 0 Q. y%0-u, 1.150
0=y ~1X)Q+W+*1XQ 0 (1.150)

Tyto rovnice jiz splituji Tontiho podminky a Lagrangeovu funkci vypocteme ze vztahu
1 1
L= —xj £ (tx,70,7%,70,7%,7Q)dT - Q'[ o (tx,70,7%,70,7%,70)dt.  (1.151)
0 0

Po dosazeni a jednoduché integraci méme Lagrangeovu funkci

e I
L:_x[m_/lQ J_Q(po_i_/le_i_th_i_ 0 UOJ' (1.152)

2 3 320

Lagrangeova funkce (1.152) spolu s Rayleighovou funkci (1.148) da sice spravné vychozi
rovnice, ale Lagrangeova funkce je znacn€ nepiehlednd. VyuZijeme toho, Ze se rovnice
nezmeni, pokud k Lagrangeov€ funkei pficteme (nebo od ni odecteme) Gplnou derivaci
jakékoli funkce podle ¢asu. Cleny s druhymi derivacemi upravime takto:

xx:i(xx)—xz;

dt

_d o e
QQ_dt(QQ) (O

. d . d
QXQ—E(QXQ) th(Qx)-

Tato vyjadieni dosadime do Lagrangeovy funkce a vynechame uplné derivace, které
pohybové rovnice neovlivni. Vysledek je nyni mnohem piehledné;jsi:

1 > 1 ., O
L:me +E(,(1/0+,5{’1x)Q —%+QUO. (1.153)
Interpretace této Lagrangeovy funkce je zfejma. Prvni ¢len je kinetické energie Castice, druhy
je energie na induk¢nosti, tfeti je energie souvisici s kapacitou soustavy (ma vyznam
potencialni energie, proto ma znaménko minus) a posledni ¢len je souvisi s definici proménné
O (celkovy nédboj protekly od pocatku obvodem). Pokud bychom za zobecnénou proménnou
volili ndboj na kondenzatorové baterii, byl by tento ¢len nulovy. Lagrangeova funkce (1.153)
spolu s Rayleighovou funkei (1.148) jsou pfirozenym feSenim nasi tllohy. Podrobnéjsi feseni
pro piipad, kdy pticku tvoii plasma v kolejnicovém urychlovaci nalezne ¢tenar v [12].
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1.4.7 Adiabatické invarianty

m Pfesny periodicky pohyb

Predstavme si systém, ktery se periodicky pohybuje. Pfikladem muze byt kyvadlo, Zemé
obihajici kolem Slunce nebo elektron odrazejici se mezi magnetickymi zrcadly. Ve fazovém
prostoru (na osach jsou zobecnéné soutradnice a hybnosti) tvofi takovy pohyb uzavienou
kiivku, po které se systém pohybuje znova a znova. Pfredpokladejme ze je pohyb periodicky
v urcité zobecnéné proménné g, které prislusi kanonicky sdruZena zobecnéna hybnost p.

P 0,

012

~
Il

q

Fazova trajektorie uzavira v roviné (g, p) oblast ©, jejiZ je hranici. Hranici oblasti zapisujeme
v matematice symbolicky takto: y =9Q (cteme ,kiivka y je hranici mnoziny ). Plochu
uzavienou fazovou trajektorii oznacime J, jeji ¢iselnou hodnotu lze snadno urcit jako integral

J=$pdq. (1.154)
v
Pokud by méla fazova trajektorie opa¢ny smér nez na obrazku, dostali bychom minus plochu
uzavienou fazovou trajektorii. Pti periodickém pohybu se velikost této plochy neméni. Stejné
tak se zachovava energie
H=pg-1L. (1.155)
Lagrangeovu funkci miizeme vyjadfit jako
L=pgq. (1.156)

Ve vyrazu jsme vynechali konstantu pohybu H, ktera nezméni pohybové rovnice. Integral
akce pocitany pres periodu je
+T +T +T dq
S= | Ldt = jdt = —dt = dg=1J. 1.157
! f rq ! P qu q (1.157)

t

Plochu J uzavienou fazovou trajektorii tak miizeme chapat jako akci systému pocitanou pres

jednu periodu. Veli¢iny J a H se pii periodickém pohybu neméni. Pokud budeme sledovat

systém s vyss$i energii (vice rozkyvané kyvadlo), zvétsi se J 1 H. Ob¢ veli€iny jsou zavisleg,
J=J(H); H=H(J). (1.158)

Jiz jsme nalezli dva vyznamy veli€iny J: plocha uzaviena fazovou trajektorii a integral akce
pfes periodu. Veli¢inu J ma ale dalsi dilezity vyznam. Muzeme ji chapat jako néjakou
zobecnénou hybnost soustavy. Ji odpovidajici kanonicky sdruzenou soufadnici ozna¢ime 6.
Nova soufadnice # musi spliiovat Hamiltonovu rovnici

d0 oH

dt  dJ
Vzhledem k tomu, ze 0H/0J je pro systém s danou energii konstanta (l1ze ukézat, Ze je rovna
ptevracené hodnoté periody pohybu), roste nova zobecnénd proménnd 6 linearn¢ s Casem.
Muze tak symbolizovat naptiklad nartstajici thel pfi obéhu systému po fazové trajektorii.
Touto proménnou miizeme snadno parametrizovat fazovou trajektorii (hranici mnoziny Q).

(1.159)
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Pro Casové derivace libovolné veli€iny na hranici y = 0Q proto mlizeme psat (€ je jedinym

parametrem, ktery jednozna¢né urcuje polohu na hranici)
& _ydo_ofon
dt 00dt 0960 9dJ

Vidime, ze nové kanonicky sdruzené¢ proménné J a 6 jsou nesmirn¢ uzitecné. Hybnost J je
integralem pohybu, ktery vypovida o velikosti plochy uzaviené fazovou trajektorii a soufad-
nice € umoziuje jednozna¢n¢ parametrizovat hranici této plochy (fazovou trajektorii) a
prevést uplné ¢asové derivace na hranici na parcialni.

(1.160)

m Adiabatické priblizeni
Predpokladejme nyni, Ze se pii periodickém pohybu pomalu méni néjaky parametr 4. Miize jit
o de¢lku zavésu u kyvadla nebo o magnetické pole u elektronu, ktery obiha po kruznici kolem
silo¢ar magnetického pole. Za jednu periodu je zména zanedbatelna, tj. plati

di A

T <z (1.161)

dt T
za mnoho period ale mize byt zména podminek podstatnd. Takovym zménam fikame
adiabatické zmény. Energie se v tomto ptipad¢ nezachovava. Zména energie je imérna zméné
parametru 4. Ob&é ménici se veli€iny 1ze zkombinovat do nové proménné, ktera ziistava 1 pfi
adiabatickych zménach konstantni, tj. existuje veli¢ina A(H, 1), ze plati

A(H,A)=const. (1.162)

Takovou veliinu nazyvame adiabaticky invariant. Dokazme nyni, ze adiabatickym
invariantem je plocha fazové trajektorie, tj. zobecnéna hybnost J dana vztahem (1.154). Tato
veli¢ina se pii adiabatickych zménach na rozdil od energie zachovava. Naleznéme proto

¢asovou zménu J, pii které vyuzZijeme parametrizaci kiivky kanonicky sdruZenou proménnou
6 k zobecnéné hybnosti J:

2
a_d d _ijpa_ngz

dt_dtyp =4 P

I dp aq d d dq 40
dt 86 a’t 2060
Casové derivace na hranici oblasti nahradime podle vztahu (1.160), tj.

ﬂ_IaH(apaq aaq)dg
dt 06 06 89 26 '
V druhém ¢lenu provedeme integraci per partes

aJ _ aH[ap dqg OJp aq}m _{pa_an .

dt 3/ \0000 3600 36 |,

Prvni ¢len na pravé strané je zjevné nulovy, druhy ¢len miZeme povazovat za nulovy, pokud
plati adiabatické pfiblizeni. Nalezli jsme tedy adiabaticky invariant, pro ktery pfi
adiabatickém pftibliZzeni plati

J:cj')pdqzconst _ (1.163)
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Priklad 20: Harmonicky oscilator

Piedpokladejme, Ze se z n€jakého diivodu adiabaticky pomalu méni frekvence harmonického
oscilatoru (napfiklad ménime délku zavésu matematického kyvadla nebo tuhost pruziny, na
které se kyve téleso). Fazova trajektorie oscilatoru je elipsa

2

LI N (1.164)
2 2m
Poloosy nasi elipsy odecteme z tisekového tvaru
2 2
[1] +(£j 1. a=|2E.  p=yomE. (1.165)
a b maw?
Nyni jiz snadno ur¢ime nas$ adiabaticky invariant jako plochu elipsy o poloosach a a b:
J=<'t5pdx=7rab=27z—E=const ) (1.166)
w

Energie i frekvence se sice pomalu méni s ¢asem, ale jejich podil je i po mnoha periodach
konstantni.

Priklad 21: Proménné magnetické pole

Ptedpokladejme, Ze elektron kona Larmorovu rotaci v pomalu proménném magnetickém poli.
Za soufadnici zvolime thel ¢, ktery urcuje pozici na Larmorové kruznici. PtisluSnou
zobecnénou hybnosti je moment hybnosti obihajiciho elektronu:

2r

2z
J= j Ppdp= j mUR; dgp=27wrmUR; .
0 0

Po dosazeni za Larmortiv polomér ze vztahu (1.63) méame

2.2 2
J=27rmev ~v—.
OB B

Pii pohybu se pomalu méni magnetické pole. S tim se méni rychlost obihajici Castice tak, Ze
podil v*/B je konstantni. Jde o tzv. prvni adiabaticky invariant v magnetickém poli. Zpravidla
se za ného voli kombinace s ponékud odliSnymi konstantami (na téch ale nezalezi)

2

mg.u

Y

Podrobnéji se o adiabatickych invariantech pro nabitou ¢astici pohybujici se v magnetickém
poli dozvite v [1].

=const. (1.167)
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1.4.8 Kanonickeé transformace

Ne vzdy se nam podaii zvolit napoprvé optimalni zobecnéné soufadnice, ve kterych bude
feSeni co mozna nejjednodussi. Od néjaké mnoziny zobecnénych soutradnic a hybnosti (g, p)
muzeme vzdy piejit k jiné soustavé novych soutadnic a hybnosti (O, P). Pokud pozadujeme,
aby 1 nové proménné byly navzdjem kanonicky sdruzené, tj. platilo

{Pi-91} =6k
{Pkan}:5k1 >

hovofime o tzv. kanonické transformaci. Chceme-li automaticky zajistit, aby nova sada
proménnych (Q, P) byla kanonickd, miZeme pouzit k jejimu generovani jednoduchy
mechanizmus vytvorujici funkce, ktery si nyni popiSeme. Pfedpokladejme, Ze chceme piejit
od

(1.168)

ql’q2"'"qf’pl’pZ""’pf —> QI’QZ""’Qf’Pl’PQ,""’Pf
(1.169)

H(t,q,p) — H(,0,P),

kde jsme ozna¢ili H Hamiltonovu funkci v novych proménnych. Samoziejmé chceme, aby
pro nové i staré soutfadnice platily Hamiltonovy rovnice, tj. platil Hamiltonv princip, ze
kterého byly odvozeny:

tp lg
S| Ldt=35{ (ppgy—H)dt=0

t4 L4

Ip Ip
5j Ldz:&j(Pka—ﬁ) dt=0
t4 L4

Maji-li obé rovnice platit soucasn¢, mohou se integrandy lisit o Uplnou derivaci libovolné
funkce starych a novych proménnych 7 (¢, g, Q).

) . dv
Pidr —H = POy — H+7
(1.170)

V=1 (,4.0)

Je to proto, Ze plati (variace starych i novych soufadnic jsou na koncich trajektorie nulové)

) tp
/ V2
5jd—’dz_ 511 _F’ 5q, +3L 5Qk} =0
4| dqy 90y ‘,
Proved’'me nyni derivaci funkce 7(¢, g, Q) ve vztahu (1.170)
. : or 8// or
Prdx —H =P 0 — Ok

+ .+
ot aCIk 90y

Y oY N4
- A-0-2 || P+
{Pk aq}(j‘]ﬂ( atj ( k anJQk

Tuto rovnost splnime jednoduchymi pozadavky:
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_97 . __9V
oq; ‘ 20,

Funkci ¥ nazyvame vytvorujici funkce. Jde o libovolnou funkci Casu, starych proménnych g
anovych proménnych O, tj. 7(¢, g, Q). Pokud budou platit relace (1.171), tj. spocCitdme
podle tohoto pfedpisu nové hybnosti, budou v novych proménnych platit Hamiltonovy
rovnice a navic budou takto vytvorené nové proménné kanonicky sdruzené, tj. {Ox, Px} = du.

P _
9 gopsl
ot

Pk (1.171)

m Hamiltonova-Jacobiho rovnice

Pomoci vytvotujici funkce si miizeme vymyslet nejriiznéjsi transformace k novym promeén-
nym. Vytvortujici funkce je totiz libovolnou funkei starych a novych soutadnic. V principu by
mohla byt i funkci starych soutadnic a novych hybnosti, starych hybnosti a novych soutadnic
nebo starych hybnosti a novych hybnosti. Rozdily mezi soufadnicemi a hybnosti se
v Hamiltonové teorii stiraji. Transformaéni vztahy (1.171) by byly jen nepatrné odlisné.

Samoziejm& se nabizi otazka, jak volit vytvorujici funkci tak, aby feSeni v novych
proménnych bylo co nejjednodussi. Mizeme dokonce pozadovat, aby feSeni v novych
soutfadnicich 1 hybnostech bylo konstantni, tj. Hamiltonovy rovnice mély nulovou pravou
stranu:

Q) =const = Qk=+a—H=0;
0P,
_ (1.172)
: oH
P, =const = P =——=0.
Clop

V tomto ptipadé budou nové zobecnéné soutfadnice a hybnosti cyklické, tj. nebudou se
vyskytovat v Hamiltonové funkci. Mizeme pozadovat, aby Hamiltonova funkce v novych
proménnych byla pfimo nulova. Vytvotujici funkci, kterd vede na konstantni zobecnéné
soufadnice a hybnosti, oznacujeme S a nazyvame ji hlavni (principidalni) Hamiltonova funkce.
Transformacni rovnice (1.171) nyni budou:

_ aS

Pk _aqk’

oS
=—— 1.173
k 20, ( )

S
0=H(¢=‘]kapk)+§-

Prvni rovnici dosadime do Hamiltonovy funkce ve tieti rovnici. V druhé rovnici vyuzijeme,
ze nové soutradnice a hybnosti jsou konstanty oy a f:

oS oS
E"'H(fﬂka@):o = S(tqr.o) (1.174)
aS(t,q;,o
Br=- (a(Z{k Qo 9k =950, Br) s (1.175)

Rovnice (1.174) se nazyva Hamiltonova-Jacobiho rovnice. Postup feseni je tedy néasledujici:

1) V néjakych zobecnénych soufadnicich a hybnostech zkonstruujeme Hamiltonovu funkci
(tj. energii vyjadienou za pomoci zobecnénych soufadnic a hybnosti).

2) V této Hamiltonové funkci nahradime vSechny vyskyty hybnosti p; vyrazem 05/0gx
a sestavime Hamiltonovu-Jacobiho rovnici (1.174) pro vytvorujici funkci S.
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3) Resime Hamiltonovu-Jacobiho rovnici. Resenim je vytvotujici funkce S(z, gx, ax), ve které
jsou ay integracni konstanty. Tyto konstanty maji vyznam novych zobecnénych soutadnic.

4) Vime, Ze transformace (1.175) dana vytvortujici funkci S vede na nové hybnosti, které
jsou také konstantni, proto je oznaCime f;. Tyto transformacni vztahy obsahuji nové
zobecnéné soufadnice oy (konstanty), nové zobecnéné hybnosti S (konstanty) a ¢as. Proto
z nich mizeme vyjadfit ptivodni soufadnice g; jako funkce Casu a nalezenych konstant.
Tim jsme se vratili k feSeni problému v piivodnich soufadnicich.

Poznamka 1: Vytvofujici funkce S, ktera vede na konstantni zobecnéné soufadnice a hybnosti ma
vyznam integralu akce:

ds d9S dS
S=8@t,q;,c = —=—+—9qg, =—H+pg, =L = S=\|Ldrt.
(&, qk-0) i oo qr DY I

Poznamka 2: Hamiltonova-Jacobiho rovnice ma uzky vztah ke Schrédingerové rovnici v kvantové
teorii. Je to patrné ze struktury rovnice. V kvantové teorii nahrazujeme hybnosti ve vztahu pro energii

operatory podle predpisu py — —ihd/0qy , v Hamiltonové-Jacobiho rovnici vyrazem 9S/dqy. | prvni
Casova derivace hledané funkce je shodna v obou rovnicich.

Priklad 22: Volny pad

Resit volny pad z vysky & za pomoci Hamiltonovy-Jacobiho rovnice je podobné §ilené, jako
lovit vrabce za pomoci délostieleckého kandénu. Nicméné jako cviceni, pfi kterém se
seznamite s s Hamiltonovou-Jacobiho rovnici, je tento postup uzitecny. Predpokladejme, ze
osa y mifi vzharu. Lagrangeova funkce a Hamiltonova funkce budou mit tvar (krok 1)

2
Lzlmvz—mgy; Hzp—+mgy. (1.176)
2 2m
Nyni sestavime Hamiltonovu-Jacobiho rovnici (krok 2):
a—S+ L a—S : +mgy =0
o 2m\ dy gy (1.177)

Jde o parcidlni diferencialni rovnici, kterou budeme fteSit separaci: S(z, y) = Si(¢) +S:(»).
Vzhledem k tomu, Ze ¢as je jen v prvnim clenu, musi byt S;(¢) linearni v Case, tj. napiiklad
S1 = —at. Po dosazeni do Hamiltonovy-Jacobiho rovnice dostaneme

2
—a+i(dds—2j +mgy=0 = Sz(y)=fx/2m(04—mgy)dy =
ly

A2 N3/2
S(t,y ) = o + 22 L)

3 (1.178)
3m°g

Nalezli jsme tedy S, které je funkci Casu, staré zobecnéné proménné y a nové zobecnéné
proménné QO =a, kterd je konstantni. To je vysledkem tietiho kroku. Nyni provedeme
posledni krok — transformaci k nové hybnosti P = f, kterd je také konstantni:

0S(t,y, o 200 2 a 1
ﬁ:—% = pB=t+ /_2__)/ = y=—"-—-—gt-p)>.
o mg g mg 2

Z pocatecnich podminek y(#) = & a y'(t))=0 odvodime a/mg = h, f = ty, tedy

1
y=h=—gt® (1.179)

55



Teoreticka mechanika Nelinearni dynamické systémy

1.5 NELINEARNiIi DYNAMICKE SYSTEMY

Hamiltonovy rovnice popisujici mechanické systémy vedou na soustavu diferencialnich
rovnic prvniho fadu pro proménné q, p. Ozna¢me & =(q, p) mnoZinu hledanych fazovych
proménnych systému. Diferencialni rovnice vzniklé z Hamiltonovych rovnic potom maji tvar:

51 :fi(t’glﬂgzﬂ""gN)

gzzfz(tségp.fza---aégzv) (1.180)

‘fN :fN(taé:lagza---’é:N) )

neboli

& = £,(6,8) , k=1L..,N . (1.181)
Pocet rovnic N nemusi byt nutné sudy (soutfadnice a jim odpovidajici hybnosti), rovnice pro
zachovavajici se proménné ze soustavy vyskrtneme a nefeSime je. Na pravych strandch
vétSinou neni explicitné obsazen Cas — takové soustavy rovnic se nazyvaji autonomni.
V dal$im textu se budeme zabyvat jen autonomnimi soustavami rovnic

&=0&) . k=L.,N . (1.182)

Nejjednodussi je ptipad linearnich rovnic tvaru

‘fl :allgl +“"a1N§N

(1.183)
C.'?N =ay &+, anSy
neboli
E=AE . (1.184)
Reseni linearnich rovnic je jednoduché. Nalezneme vlastni &isla a vektory matice A:
An" =41" . (1.185)

Upravou rovnice (1.185) dostaneme (A — A1)y = 0. Tato rovnice bude mit netrivialni feseni
jen, je-li

det(A-11)=0, (1.186)
coZ je rovnice pro vlastni &isla A. Z tvaru (1.185) potom dopodteme vlastni vektory. Re§enim
soustavy linearnich diferenciadlnich rovnic je kazdy vyraz

E=mexp(4),
protoze

(cli—len exp(At) = Anexp(Ar)=AE .
Obecné fesent je linearni kombinaci feSeni pro jednotlivé vlastni ¢isla:
E)=cn® e +e,m@ e 4o (1.187)

Jde-1i o problém kmitil, A jsou komplexni (4 =0J +1 wy ). Jednotlivé Cleny v souctu (1.187)
jsou tzv. vlastni mody kmitt. Pocet vlastnich frekvenci je mensi nebo roven fadu matice A.

Poznamka: Vysledek (1.187) plati jen, jsou-li vilastni &isla matice A, urCena z rovnice (1.186),
navzajem ruzna. Je-li nékteré vlastni Cislo k-nasobnym kofenem rovnice (1.186), potom odpovidajici
koeficient linearni kombinace (1.187) bude polynom stupné k — 1.
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Pfiklad 23: Harmonicky oscilator

Hamiltonovy rovnice pro harmonicky oscilator maji tvar
i=L ; p=-— mer’x .
m

Odhlédneme-li od nepodstatnych konstant, je tfeba fesit soustavu rovnic typu

&=¢, - d &) _(0 lj ¢
fzz—fl de 52 B -1 0 52 ,

ve které¢ &1 =x, & =p. Z rovnice pro vlastni Cisla (1.186) snadno urime vlastni ¢isla
A, =%1i azrovnice pro vlastni vektory (1.185) odpovidajici vlastni vektory

O :c.@ R :C,[ 1.]
1 —1

Obecné feseni soustavy tedy je

(fl] 1y 1Y -,
£ :“1'@ “Me ’

coz pro pocatecni podminky x(0) = £1(0) = 4; p(0) = &(0) = 0 d& znamé fesSeni
x=¢&,=Acost ; p=¢&, =— Asint

Pfiklad 24: Sprazené oscildtory v linearnim ptibliZzeni

Piedpokladejme, Ze dvé stejnd matematicka kyvadla jsou na konci spojend nehmotnou
pruzinou tuhosti & (pokud kyvadla volné visi doli, neni pruzina napnutd):

Lagrangeovu funkci napiSeme jako rozdil vSech kinetickych energii a v§ech potencialnich
energii. Potencidlni energie kyvadel jsou zaporné, potencidlni energii pruziny zna¢ime V:

L :%mzngf +%m12¢22 +mgl cos @, + mgl cos @, —%k(l(al ~lpy)*.  (1.189)
V poslednim ¢lenu jsme vyuzili fakt, Ze matematické kyvadlo ma jen malé rozkmity. Pro
malé rozkmity staci potencialni energie nahradit Taylorovym rozvojem do kvadratického

¢lenu (kvadrati¢nost na irovni energii znamend linearitu na Urovni pohybovych rovnic).
Konstanty v Lagrangeové funkci mizeme vynechat:

1 2.5 1 5. o 9 1, 2
L=5ml o +§ml ¢2—mg17—mg17—5k1 (p1—9y)" . (1.190)

Prislusné Lagrangeovy rovnice budou

g

k
; ¢, ——(@—9,)=0. (1.191)
m

) k )
¢1+§¢1+;(¢1—¢2)=0; by +
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Prvni dva cleny koresponduji s matematickym kyvadlem, posledni ¢len reprezentuje
pruzinovou vazbu mezi obéma kyvadly. Ozna€me nyni pfirozenou frekvenci kyvadla wy

a pruziny w:
_ |z _ |k
Wy = I @, = - (1.192)

Hledejme nyni zdkladni mody feSeni, tj. feSeni se shodnou frekvenci. Mohli bychom je najit
z Hamiltonovych rovnic podobné jako v minulém piikladu, tj. ptes vlastni ¢isla a vlastni
vektory matice soustavy. Zvolime ale nyni nepatrn¢ odlisSny postup, pfimo do soustavy
Lagrangeovych rovnic (1.191) dosadime vlastni mody s frekvenci w.

o =46 g, =dye'?. (1.193)
Po dosazeni do Lagrangeovych rovnic dostaneme soustavu rovnic pro amplitudy 4, 4,:
2 .2 2 2
0 - -0y, wy, A 0
P [ 1):( j (1.194)
o7, o’ —ay -w) \42) \0

Jde o linearni rovnici bez pravé strany, kterda bude mit feSeni jen tehdy, pokud bude
determinant soustavy roven nule. Z nulovosti determinantu ziskdme algebraickou rovnici pro
frekvenci w, ktera ma dve¢ feSeni:

o =0 0=\ +20] . (1.195)

Z rovnice (1.194) dopocteme pro tyto dvé frekvence hodnoty amplitud 4, 4»:
=Wy : A2 = A] ;

. (1.196)

Vlastni mody tedy maji dvé mozné frekvence. Prvni je nedot¢ena frekvence matematického
kyvadla. Ob¢ kyvadla kyvaji synchronné, pruzina neni napjatd ani stlatena a na kmity nema
vliv. V druhém ptipadé¢ je frekvence vyssi a zavisi 1 na frekvenci ptirozenych kmitli pruziny.
Kyvadla kyvaji proti sobé, tj. pruZzina se symetricky stlacuje a natahuje. Obecny pohyb
sptazenych oscilatort je dan superpozici obou téchto feseni.

1.5.1 Matice stability a fazovy portrét systému

Je-1i soustava diferencidlnich rovnic nelinearni, miize byt feSeni mnohem komplikované;jsi
nez vysledek (1.187).

Stacionarni body reseni: Jde o takové body fazového prostoru, ze kterych se systém
samovolng nevyviji. Jsou definovany vztahem d¢ /df = 0. Nalezneme je tak, Ze pravé strany

soustavy diferencialnich rovnic (1.180) polozime rovny nule:

f,&)=0 rovnice pro stacionarni body. (1.197)

Poznamka: ,Viozime-li“ systém pfesné do stacionarniho bodu, (ij. pfipravime ho s takovymi
pocate€nimi podminkami), zlistane v tomto bodé fazového prostoru navéky.

Stabilita 7eseni: Budeme zkoumat, zda stacionarni body jsou stabilni vzhledem k malym
porucham (perturbacim). Muzeme si predstavit, ze systém vloZzeny do stacionarniho bodu
nepatrné vychylime a zkoumame, zda se samovolné do stacionarniho bodu vrati (stabilni bod)
nebo zda se od n¢ho bude vzdalovat (nestabilni bod). Hledejme tedy feseni rovnice (1.180) ve
tvaru

E=ED+6E, k=1,...N ,

kde &® je stacionarni bod spliwjici (&™) =0; 8% je mala porucha 1. fadu. Tento tvar
dosadime do vychozi soustavy rovnic:
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L6+ 88) =1+ 58)

a provedeme Taylorlv rozvoj pravé strany do prvniho fadu

d )
—<5§k):fk(§(s))"‘i 08
dr Iy £ (5)
Vzhledem k stacionarité &' je prvni ¢len na pravé strané nulovy a mizeme psét
d 551 an oA N 551
Sl ] (1.198)
6w ay; - ayy) | 68y
kde
_Y (1.199)

k
a —]
S £

je tzv. matice stability. Jde o parcidlni derivace pravych stran rovnic (1.180) podle
jednotlivych proménnych ve zkoumaném stacionarnim bod&. Soustava rovnic (1.198) pro
malé poruchy J& je linearizovana a jeji feSeni umime najit pomoci vlastnich ¢isel a vlastnich
smérti matice A. Je-li Re(4) <0, bude dany mod utlumen (exp(A¢)) a feseni je stabilni v
prislusném vlastnim sméru. Je-li Re(4) > 0, je mod v daném sméru nestabilni. Je-li A=+11b,
malé porucha systém v okoli stacionarniho bodu rozkmita.

Poznamky:
1) Pro soustavu dvou diferencidlnich rovnic bude matice stability rozméru 2x2 mit dvé vlastni Cisla
A, =a,+ib a A, =a, +1b, ajsou mozné nasledujici situace:

a1’2<0;b1’2=0 a,,>0;b,,=0 a

1,2 1

e | ] [N
A TN ™

STABILNi UZEL NESTABILNI UZEL NESTABILNI SEDLO

a2<0;b1’2=0

a1’2=0;b1=—b2¢0 a ’2>0;b1=—b2¢0 a ‘2<0;b1=—b2¢0

1 1

STABILNI STRED NESTABILNI OHNISKO STABILNi OHNISKO

2) Ze znalosti stacionarnich bodl a vlastnich Cisel a smérl matice stability jsme zpravidla jiz
schopni odhadnout fazovy portrét soustavy. Ukézky jsou v nasledujicich pfikladech.
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Priklad 25: Nelinearni oscilator

UvaZzujme soustavu rovnic

51252
fz =_§1+8§12

Oproti standardnimu harmonickému oscilatoru je zde navic nelinearni ¢len s koeficientem
¢. Nejprve urc¢ime z nulovosti pravych stran stacionarni body A4, B:

£, =0 A=[0,0]
_E+e2=0 B=[l/e,0]

a zakreslime je do fazového prostoru. Potom nalezneme matici stability (1.199) v obecném
tvaru:

9 A
A= %61 92| 0 !
| oh 9 | (-1+2e8 0
Ig1 95,

Tuto matici ur¢ime v stacionarnich bodech 4 a B. Vypocteme vlastni Cisla a vlastni
vektory z rovnic (1.185) a (1.186):

0 +1 .
A: A:( : OJ =  A,,=%i =  porucha ¢V

+1 +t
0 +1 A =+1 , n, —c[_l_lj , porucha e
B A= _ = 1
" Ay, =-1 , n, —c( J , porucha e’

Do fazového prostoru zakreslime nalezené typy stability i odpovidajici vlastni sméry:

p= &2 p= &2
=—1 A=+1
stabilni npstabilm’
smér smér
@ L @
4 B x=t y Bx  x=&

Ze stacionarnich bodu, typi stability v nich a vlastnich smérii 1ze zpravidla odhadnout cely
fazovy portrét soustavy:
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PFiklad 26: Castice v periodickém potencialu (napfiklad nabita ¢astice v krystalové miizi)

61

Predpokladejme, Ze se Castice pohybuje v poli potenciadlni energie dané vztahem
Vix)==V, cosz—ﬂx
a

Perioda potencialu je a a vyska V. Je zfejmé, ze Castice s celkovou energii £ < Vy mize
byt zachycena v minimech potencidlni energie (oscilovat) a Castice s energii £ > V) se
muze volné pohybovat. Ptislusné Hamiltonovy rovnice budou:
iz iomy =2 _P
op m
oH 27V, . 2mx

p={paH}=_7—_ sin ——
dx a a

2
p 27
H="—-V, —
oy~ Vocos—

Stejné jako v prvnim piikladu odhlédneme od nepodstatnych konstant (jsou dany volbou
jednotek a soufadnic) a budeme fesit soustavu rovnic typu

51 :‘fz
ééz:—smfl

V okoli pocatku by po nahrazeni funkce ,,sinus® argumentem tato rovnice vedla na
harmonicky oscilator (v pocatku je minimum potencialni energie). Obecné je tato rovnice
diky funkci ,,sinus“ nelinearni. Budeme postupovat tak jako v minulém ptikladu.
Stanovime stacionarni body, najdeme v nich matici stability, ur¢ime vlastni ¢isla a vlastni
vektory a zrekonstruujeme fazovy portrét soustavy:

=0
stacionarni body: siifl _0 = A, =[kr,0] ; k=0,£1,%£2,.--
K/
d d 0 1
matice stability: A= 1 %2 =
I I | (—eosgy 0
& 05,
y 0 1 . +it
k sudé: A= Lo = Ay =Hi = porucha e~



Teoreticka mechanika Nelinearni dynamické systémy

+1
0 1 A =+1, nlzc( J, porucha e*’
k liché: A:( J = y

Ary=-1, nzzc( J, porucha e

Castice s malou energii osciluji v minimech potencilni energie (jsou zachyceny). Castice
s vy$§imi energiemi se pohybuji bud’ v kladném sméru osy x (horni dvé trajektorie) nebo
v zaporném sméru osy x (dolni dvé trajektorie). Cim vyssi je rychlost ¢astice, tim méné je
jeji pohyb ovlivnén periodickym potencidlem.

Separatrisa: oddéluje trajektorie rGzného typu (v predchozich ptikladech je znacena
cerchovang).
Mx)

1.5.2 Metoda potencialu
Problém stability lze feSit i jinak nez vypoctem z matice stability. V nékterych ptipadech
muizeme nalézt tzv. potencial soustavy. Jde o funkci ¢ (&, ... Ey) v jejichz maximech je

soustava nestabilni (analogie kulicky na vrcholu kopce) a v minimech je soustava stabilni
(analogie kulicky v dilku). Zname-li potencial ¢ (&1, ... ), mizeme si tuto funkci predstavit

jako vysku terénu ¢ nad prostorem (<, ... £y). Kopce, udoli, sedla a ostatni tvary tohoto

terénu odpovidaji stejnym typtim stability jako by méla kulicka vloZzena na dané misto terénu
v gravitaénim poli.
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V jednodimenzionalnim piipadé méme jedinou diferencidlni rovnici

E=f(&) . (1.200)

Postupem z minulé kapitoly bychom nejprve ur¢ili stacionarni body zrovnice f(£)=0,
potom jednoprvkovou matici stability a =df/d¢ a jeji hodnotu v nalezenych stacionarnich
bodech. Pro a > 0 je systém nestabilni a pro @ <0 je systém stabilni (porucha e4’).

Definice:
0&)=—[1(&)ds (1.201)
nazyvame potencial rovnice (1.200). Pfimo z definice snadno ukazeme, ze plati
¢ ma extrém = dgldé=0 =  fi)=0 = stacionarni bod
¢ ma maximum = d?¢/d2<0 =  a=df/d; >0 = nestabilita
¢ md minimum = d2¢/d2>0 =  a=df/d; <0 = stabilita.

Ve vicedimenzionalnim piipadé se pro soustavu (1.180) postupuje obdobné. Definujeme
diferencialni formu

dp=-£,8)ds, — £,&)ds, — - — [, (©)dS (1.202)
a hledame potencidl ¢ tak, aby f, =—0d¢/dS, . Vyraz (1.202) je potom tplnym

diferencidlem funkce ¢. Neni-li diferencidlni forma (1.202) integrabilni, 1ze hledat integracni
faktor u(§) tak, aby byla integrabilni forma

d¢5_f1:ud9gl _fzﬂdégz - _leudéN

Pro N < 3 existuje integracni faktor vZdy.

Z tvaru nalezené funkce ¢ jiz snadno rozhodneme o stabilit¢ systému. Nasledujici ptiklad je
pro srovnani vyfeSen pomoci matice stability i metodou potencialu.

Priklad 27: Potencial ,,konakové lahve*

§=e§—5§3 . 8>0 ;  EeR . (1.203)
e<0: stac. bod 4: E=0
matice stability a=e-36&2 =<0 = bod 4 stabilni

£>0: stac. body 4,B,C:  &=0; &= i\/%

& probod 4 nestabilni

matice stability a=e-36¢& = {_ 2¢ probody B.C stabilni

<0 A e>0 C A B
@ @ @ @
0 3 —Veld 0 v e/0 3

63



Teoreticka mechanika Nelinearni dynamické systémy

Reseni metodou potencialu:
2 4
¢ +J s .
4

06) = - [1@)dg = e~

Na obrazku je znazornén pribch potencidlu pro J =1 a rizné hodnoty parametru &.
Vidime, Ze pro £ <0 ma ¢ jediné minimum v pocatku, ve kterém je stabilni bod 4. Pro
¢ >0 se tento bod stdva maximem a je nestabilni. Objevuji se vSak dvé minima v bodech
&=1g/d, ve kterych je systém stabilni. Vzhledem k charakteristickému tvaru funkce ¢
pro ¢ > 0 se tato funkce nazyva ,,potencial konakové lahve*.

¢

Potencial
e=0 koriakové
lahve O = 1

1.5.3 Bifurkace

Bifurkaci nazyvame ndhlou zménu fazového portrétu soustavy pii spojité zméné nékteré¢ho
fidiciho parametru vychozich rovnic.

V prikladu 27 z minulé kapitoly vypada fazovy portrét jinak pro € <0 a jinak pro ¢ > 0. Pti
pomalé zméné ¢ se pomalu méni fazovy portrét soustavy. Vyjimkou je bod &= 0. Fazové
portréty pro € <0 a ¢ > 0 nejsou topologicky ekvivalentni (nelze je na sebe pfevést spojitym
zobrazenim).

€

stabilni stacionarni
body pro potencial
& ~koriakové lahve*

Typickym jevem pfi bifurkaci je vétveni feSeni. V piikladu 27 je pro ¢ < 0 jediny stabilni bod
&g =0, pro & > 0 existuji dva stabilni body &=+ \e/d , bod & = 0 se stava nestabilni.

Podle typu vétveni feSeni mizeme bifurkace de€lit na superkritické, subkritické a transkri-
tické:
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< >
— Do

£ £ £
C C C
superkriticka bifurkace subkriticka bifurkace transkriticka bifurkace

Fazové prechody druhého druhu — typicka bifurkace

Potencial konakové lahve se vyuziva v teorii fazovych prechodii druhého druhu (Landau).
Fazové ptechody prvniho druhu jsou zmény latky, pfi kterych se skokem méni vnitini
energie, objem, entropie, atd. (tani, tuhnuti, var). Fazové ptfechody druhého druhu jsou zmény
latky, pii kterych se skokem méni aZ prvni derivace vySe uvedenych veli¢in: mérné teplo,
teplotni roztaznost, modul pruznosti, susceptibilita, atd.

Typickym fdzovym pfechodem 2. druhu je zména chovani feromagnetika pii Curieové teploté
T.. Uvazujme pro nazornost jen jednu nekonecnou tadu spinil o1, a2, ..., které mohou byt

orientovany jen nahoru nebo dold (tomu budou odpovidat hodnoty o, == 1) s jednoduchou
interak¢ni energii danou vztahem

H=-J > 350,

<0 ,0,>

Sumace probiha pies nejblizs§i sousedy. Jsou-li tedy dva sousedni spiny orientovany
souhlasné, pfisp&ji k celkové energii hodnotou —J, jsou-li orientovany nesouhlasné,
nepfisp€ji viibec. Pti nizkych teplotach (7 < T, ) maji spiny snahu zaujmout stav s co mozna

cvwr

konfigurace: TTTTLTTTTITTTTT T Thnebol JLILITLILLLLLL
ZvySujeme-li teplotu, dojde pti 7= T k fazovému prechodu. Pii teplotdch 7> T, jsou spiny
promiseny ndhodnd TI TITLTITTTLILITTLLT a feromagnetické vlastnosti se
ztraci. Zavedeme-li parametr usporadani (magnetizaci) jako primérnou hodnotu spinu

E%Zalaa,

potom v nizkoteplotni fazi s klesajici teplotou M — * 1 a ve vysokoteplotni fazi s rostouci
teplotou M — 0. Potencial ,,konakové lahve* a s nim souvisici rovnice (1.203) velmi dobie
popisuje pravé takovy fazovy prechod. Veli¢ina ¢ odpovidd parametru uspofadani tj. &= M
a fidicimu parametru odpovida veli¢ina e =T, — T:

parametr uspofadani

ve stabilni konfiguraci
E=M
&g — 1 uspofadana
faze "spiny nahoru"
&, = 0 vysokoteplotni
(chaoticka) faze
vysokeé teploty 7'> T;. nizké teploty 7'< 7. €
e<0 e>0
-1 &, — — 1 usporadana
T=T, (¢=0) faze ,spiny dol(

Curieova teplota
(fazovy pfechod)
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Poznamka: Podobné typy potenciall jako je potencial ,koriakové lahve” se uplatriuji nejen pfi popisu
fazovych pfechodU, ale napfiklad v inflanim modelu ranych vyvojovych fazi Vesmiru a pfi popisu
spontanniho naruseni symetrie v pfirodé.

Pfiklad 28: Hopfova bifurkace

fzr(8+5r2) ,
p=w ; 0>0, r>0, peR

(1.204)

Jde o soustavu rovnic pro pohyb systému v polarnich soufadnicich. Reseni pro thel je
okamzité: ¢(f) =g+ wt. V uhlu ¢ jde tedy o rotacni pohyb proti sméru hodinovych
ruci¢ek s thlovou frekvenci w. Zbyva jedina rovnice pro nezdpornou radidlni vzdéalenost
r(t). Snadno nalezneme feSeni staciondrnich bodi a stability:

£
e<0: stac. body 4, B: rs=0; rg= %
. o 2 & probod A stabilni
matice stability a=e+30rg = o
—2¢ probod B nestabilni

e>0: stac. bod 4: rs=10

matice stability a=£+30 rsz =£>0 = bod A nestabilni.

e>0 e<0

S ="

Pro &£ > 0 je pocatek soutfadnic nestabilni ohnisko. Pro ¢ <0 je poc¢atek soufadnic stabilni
ohnisko a ,,bod*“ B's rs= " |¢/d je nestabilni. Ve skute¢nosti tvoii B celou mnozinu bodi v

kartézské soufadnicové soustavé — kruznici. Systémy s pocatecni podminkou 7> rg se
budou spiralovité vzdalovat od stfedu a systémy s » < rg se budou spiralovité piiblizovat

ke stfedu. VSechny trajektorie se od mnoziny B vzdaluji. Na obrazku jsou ukazany dvé
trajektorie s blizkymi pocatecnimi podminkami, jejichz vzdéalenost s rostoucim ¢asem
exponencialng nariistd. Jde o tzv. ljapunovskou nestabilitu, kterou se budeme zabyvat
v ptisti kapitole.

1.5.4 Ljapunovska stabilita, limitni cyklus, atraktor

Zkoumejme, jak se budou vyvijet dvé trajektorie s blizkymi poc¢ateénimi podminkami §

/ S
\ 3

Rekneme, Ze trajektorie je ljapunovsky nestabilni, jestlize existuje trajektorie s blizkou
pocatecni podminkou, kterd se od zkoumané trajektorie bude s Casem exponencidlné

a &, +¢e vcase:
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vzdalovat. Rekneme, Ze trajektorie je [japunovsky stabilni, jestlize se viechny trajektorie k ni
v Case f( blizké budou exponencialné piiblizovat.

Meéni-li se v ¢ase vzdalenost obou trajektorii exponencialné, plati

1E5Ey +8) — E@tE)|~ et

a snadno uréime
o1
A = lim - In||§, - &
t—oo
e—0

Koeficient A se nazyva Ljapunoviiv exponent. Je-li 4> 0 hovofime o ljapunovsky nestabilni
trajektorii. Je-li 4 <0, o ljapunovsky stabilni trajektorii. Je-li A =0 je zavislost jind nez
exponencialni, naptiklad mocninna, a nelze hovofit o ljapunovské stabilité ¢i nestabilité.

Ve vicedimenzionalnich ulohach s § = (£,¢,,...,&,) Ljapunoviv exponent zavisi na

zptisobu provedeni limity € —0 . Ziskame tak N ljapunovskych koeficientt 1. fadu (ve sméru

soutfadnicovych os). Mizeme ale sledovat i cely svazek blizkych trajektorii z dvou nebo
ttidimenzionalni oblasti:

Potom hovoiime o vicerozmérnych Iljapunovskych exponentech (2.tadu, 3.ftadu, ...).
Trajektorie je ljapunovsky stabilni, jsou-1i v§echny ljapunovské koeficienty 1 < 0.

Ptikladem ljapunovsky nestabilni trajektorie je mnozina rs=" |¢|/d pro ¢ <0 v poslednim
prikladu na Hopfovu bifurkaci. Trajektorie s » > rg jsou ljapunovsky nestabilni. Trajektorie
sr<rg jsou ljapunovsky stabilni. Jiny pfiklad ljapunovské nestability je kule¢nik
s prekdzkami podle nasledujiciho obrazku:

O

Dv¢ blizké trajektorie spolu v pozdé&jsich ¢asech prestavaji souviset.
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Priklad 29: Van der Poluv oscilator

51 =4,

= -&i+e(-6EDE, 1 620
V tomto systému se trajektorie s libovolnou pocatecni podminkou blizi k jediné periodické
trajektorii, kterou nazyvame limitni cyklus. Za dosti dlouhou dobu se kazda trajektorie
ptiblizi libovolné blizko k trajektorii limitniho cyklu. VSechny trajektorie z blizkého okoli
limitniho cyklu jsou ljapunovsky stabilni. V nésledujicim obrazku jsou fazové trajektorie
pro rtizné pocatecni podminky pro van der Pollv oscilators o =1a¢e=0.1.

(1.205)

Van der PolGv oscilator

&2

| @)

| \

N T E—

Nékteré zakladni pojmy z teorie mnoZin

Vzdalenost dvou bodii p(A,B):

V tomto uc¢ebnim textu budeme vzdalenost dvou bodii definovat jako

N
o p(AB)= > (4 -B,)
k=1

Tj. vzdalenost je urovana z Pythagorovy véty. Pro definici vzdalenosti l1ze pouzit i jiny
ptredpis spliyjici zakladni poZzadavky na pojem vzdalenosti. Vzdalenost dvou bodl ¢asto
piSeme také ve tvaru ||A — B||, kde

N

2

. IXl= Y X,
k=1

Jde o normu (velikost) rozdilového vektoru A — B.

Vzdalenost bodu a mnoziny p(A,M):

® minimum vzdalenosti od vSech bodii mnoZiny, v¢etné jeji hranice (M );
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° P(A,M)= min p(A,X)
Xe M

g-okoli bodu U, (A)
® kruh bez hranice se stiedem v A a polomérem ¢;
. Ue(A)={X; p(A,X)<e} .

Oteviend mnozina ‘M,

® kolem kazdého bodu mnoziny Ize zkonstruovat okoli, které je celé v mnoziné M,;
° keVXe M, IU,(X)cM, ;

® zjednodusené lze fici, Ze oteviené mnoziny neobsahuji svou hranici.

Uzavrenda mnozZina M,

® nalezneme-li posloupnost bodl z M, kterda v n€jakém smyslu konverguje, potom bude
limita z této posloupnosti vZzdy soucdsti mnoziny M,;

. XPeu, ; xXHs5x = Xewm, ;
® zjednodusené lze fici, Ze uzaviené mnoziny obsahuji svou hranici.

Poznamky:
1) V na8em pfipadé fazového prostoru jsou body A, B, X vZdy néjaké N-tice ({1, ..., <N ).

2) Uzavreny interval a kruh s hranici jsou uzaviené mnoziny; otevieny interval a kruh bez hranice
jsou oteviené mnoziny; polouzavieny interval neni ani oteviena ani uzaviena mnozina; prazdna

mnoZzina a cely prostor R2 jsou ve smyslu prfedchozich definic oteviené i uzaviené mnoziny.

A-B f
<«
W A A
B

P(A.B) P(AM) Ug(A)

Definice z teorie mnozZin vztahujici se k FeSeni soustavy diferencidlnich rovnic
Invariantni mnozina 9

® Interpretujeme-li libovolny bod mnoziny 7 jako pocateCni podminku soustavy
diferencialnich rovnic (1.180), potom celd nasledujici trajektorie bude leZzet v mnoziné
J. Jakmile se tedy systém dostane do mnoziny 7, potom v ni bude setrvavat i ve vSech
pozdé¢jsich casech.

° 7={X; Xy =E&(tg)eg = X=E@)eg proVi>ty} .
Husté pokryta mnozina ©

® V libovolné malém okoli kazdého bodu mnoziny @ prochdzi néjaka fazova trajektorie.
Chaoticka mnozZina X

1) kazda trajektorie v X je ljapunovsky nestabilni,

2) existuje trajektorie, kterd X" husté pokryje,
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3) Xje invariantni mnozina.

Atraktor A
1) trajektorie z okoli 4 jsou k 4 ,,pfitahovany*, tj s rostoucim ¢asem se k 4 blizi:
AU 3o A, zepro VE(ty)e U, plati lim p(&(r),A)=0 ,
t—>o0

2) existuje trajektorie, kterd 4 husté pokryje,
3) A je invariantni mnoZina,

4) A je uzaviend mnoZina.

Podivny atraktor §
Podivny atraktor je chaoticky atraktor, tj. vSechny trajektorie podivného atraktoru jsou
ljapunovsky nestabilni.

Limitni cyklus C

Uzaviend fazova trajektorie, ktera je atraktor.

Poznamky :

1) Kazdy stacionarni bod je invariantni mnozinou. Také kazdd uzaviend trajektorie, napfiklad
harmonického oscilatoru, je invariantni mnoZinou.

2) Kazda uzaviena trajektorie tvofi automaticky invariantni uzavienou husté pokrytou mnozinu.
Limitni cyklus navic ,pfitahuje” trajektorie z okoli, tj. ma prvni vlastnost atraktoru.

3) Pfikladem chaotické mnoziny je plocha kule¢niku na strané 39.
4) Podivny atraktor mdze vzniknout jen v problému s dimenzi N > 3.

5) Pro dvé rovnice plati Benoixonovo kriterium: df,/0x; + df,/0x, neméni v jednoduse souvislé
oblasti znaménko => v této oblasti neexistuje uzaviena trajektorie.

Pfiklad 30: 2D bruselator

Budeme zkoumat chemickou reakci typu

4 A, x
B+X —2, y+D
2X+Y —55 0 3x
x A, F
Rychlosti jednotlivych reakci jsou oznaleny ki, ..., k4. Koncentrace vychozich latek

a produktii ozna¢ime c4, cp, cp, cg . Proménnymi budou koncentrace latek X a Y: &) = cy,
& = cy. Z tvaru reakci sestavime vychozi soustavu diferencialnich rovnic

d
% =kic 4 —kycpé +k3§12§2 ~k4&y s

d
% = kchfl —k3§12§2 .

Na pravych strandch jsou jen zapsany zptsoby vzniku a zaniku latek X a Y. Opustime-li
nepodstatné konstanty, jde o rovnice typu
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dé, 2
W=a—(ﬂ+1)§1+51 <5
(1.206)

Lo pe-ete

Tyto rovnice poskytuji feSeni ve tvaru limitniho cyklu. Pro hodnoty a =2 a f=5.9 a rizné
pocatecni podminky jsou fazové trajektorie na nasledujicim obrazku. Po dosti dlouhém case
se koncentrace 1 a & periodicky se méni (osciluji) kolem jistych stiednich hodnot.

§2 =cy 2D bruselator

Pfiklad 31: 4D bruselator

Budeme ptedpokladat, ze ptedchozi reakce probihd soucasné ve dvou reaktorech
s moznosti vymény latky X rychlosti 01 a latky Y rychlosti d,. Koncentrace latek X a ¥

v reaktorech 1 a 2 oznac¢ime takto: & = cxy1, & = cy1, & = cxn, &4 = Cyp.

5 04 s
REAKTOR 1 ) REAKTOR 2
<>
Vychozi rovnice budou
4

dtl =a—(B+DE+EE +61(E-8),

92 _ g 28, 46,64 -E).
dt (1.207)

dd_é?:a—(ﬁﬂ)é +EE+ 816 -E),
R R AN

Jde o soustavu Ctyf nelinearnich diferencidlnich rovnic, jejichz feSeni pro nékteré parametry
je podivny atraktor (dimenze systému je vétsi nez 3). Na nasledujicim obrazku je ¢ast fazové
trajektorie, ktera by husté pokryla oblast podivného atraktoru pro a =2, f=5.9, 61 =1.21
a or=12.1.
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3 =
TR
2
&5~y
6
4
2
4D Bruselator
Pfiklad 32: Lorenzuv atraktor
Jde o nejznamé;jsi priklad podivného atraktoru. Vychozi sada rovnic
dé,
— = — ,
~L-a(¢,-£)
dé,
7:—5153"‘,351—4:2 , (1.208)
dés,
7 =516, - 78

popisuje proudéni kapaliny mezi dvéma planparalelnimi deskami s rliznymi teplotami.
VeliCiny ¢, &, &3 maji postupné vyznam: 1. Fourierova komponenta rychlosti, 1. a 2.
Fourierova komponenta teploty. Na nasledujicim obrazku je opét zakreslena ¢ast fazové
trajektorie, kterd by husté pokryla oblast atraktoru. Rovnice byly feSeny pro hodnoty
a=3, f=265y=1.
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52 Lorenzlv atraktor

1.5.5 Evolucéni rovnice
Ptiklad 33: Elektron-dérové plazma v silném elektrickém poli

V silném elektrickém poli zplisobuji urychlené elektrony a diry ionizaci narazem. Pii
setkani elektronu s dirou dojde k rekombinaci, tj. zdniku nosicl. Oznacime-li &1 = ne

koncentraci elektronti a & = nq koncentraci dér, budou mit zakladni rovnice pro ¢asovy
vyvoj poctu nosici tvar:

d
c?:“lfl—ﬂflégz )

d
jtz:ozzfz—ﬂflfz

Prvni ¢leny na pravé strané popisuji ionizacni procesy (pfirdstek nosici), druhé cleny
rekombinac¢ni procesy (Ubytek nosici).

(1.209)

Pfiklad 34: Systém dravec < kofist
Predpokladame, ze dravec se zivi kofisti (naptiklad vlk a zajici), kofist ma potravy dosta-
tek (ji naptiklad travu). Oznacime-li &1 = ng pocet dravct v urcité oblasti a & = ng mnoz-
stvi potencialni kofisti, budou mit zadkladni rovnice pro ¢asovy vyvoj poctu zvifat tvar:

dé,

7=—0’1§1+ﬂ1§1§2 >

d
jt2=+052§2—,52§152

(1.210)
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Prvni ¢len v prvni rovnici popisuje thyn dravel v nepfitomnosti kofisti (&, = 0). Prvni ¢len
v druhé rovnici popisuje mnozeni se kofisti v nepfitomnosti dravci (¢ = 0). Druhé ¢leny
predstavuji pozirani kofisti dravci, tzv. ,,parovou interakci®, diky které pocet dravci roste
a mnoZzstvi kofisti se snizuje.

Pfiklad 35: Dv¢ socialni skupiny
PopiSme nyni dvé skupiny lidi s odliSnym nézorem na urcity problém (pfivrzenci dvou
ruznych postupd, teorii, ndzord, politickych stran). Oznacime-li | = na pocet privrzenci
nazoru 4 a & = npg pocet piivrzencii ndzoru B, budou mit zdkladni rovnice pro casovy
vyvoj poctu piivrZzenct tvar:
dg,

?:alé:l"i'ﬂl‘fl‘fb

d
%:0’252—525152-

Koeficienty f mohou byt kladné i zaporné, parovou interakci zde tvofi setkani piislusSnikii
raznych skupin, diskuze atd.

(1.211)

Priklad 36: Chemické reakce

Uvazme chemickou reakci typu

A+B —H5 ¢

A+C —* B+D

Rovnice pro Casovy vyvoj jednotlivych koncentraci maji tvar:

d”ZA

—8 = —fgnanpg — konane,
d IUING:! 2nANC
dn

d_tB = —klnAnB + k2nAnc,

(1.212)

dnC

—= = +knsng — kynyne,
ar 1A% 2nANC
dl’lD

—= = t+knsne.

& 2MANC

Latka B je katalyzatorem reakce. Je-li A zastoupena v dostatecném mnozstvi jako
surovina, lze brat np = const. a fesit jen tfi rovnice.

Vsechny rovnice z ptedchozich ptikladii maji spole¢ny tvar

d&, ,

— Jl
7 =a ;¢ P8¢ (1.213)
a nazyvaji se evolucni rovnice. Poznamenejme, Ze pies dvojné indexy se sCita.
Charakteristickd je linearni kombinace riznych parovych interakci. Typickymi feSenimi jsou
oscilace, limitni cykly, ve vice neZ tfech dimenzich vznikaji chaotické mnoZiny a podivné
atraktory.

Rozeberme nyni feSeni soustavy dvou rovnic tvaru
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dg,
?Zalfﬁﬁvﬁfz,
(1.214)

d¢g,
——=0,6,+5,51¢,.

dr

Standardnim postupem zjistime stacionarni body:
eW=00,0) ; 5(2):(—052//32,—051//31)

Nezapominejme na vyznam promeénnych £, Vesmes jde o pocty jedinci n€jakého typu. Smysl
tedy maji jen nezdporné hodnoty. Z matice stability ur¢ime, Ze prvni stacionarni bod

5(1) =(0,0) jepro aj,ay >0  nestabilni
a1,a2<0 stabilni

a1 <0 sedlovy bod.

V druhém stacionarnim bodé

E@ = (—a3/B2,~0/By) je feseni pro

o1,02>0 nestabilni v jednom sméru.
o1,02<0 nestabilni v jednom sméru.
o102 <0 (riizna znaménka a1 ,02), jde o oscilace kolem

stacionarniho bodu.

w=[lo;-a,|. (1.215)

Tyto oscilace znamenaji oscilujici rovnovahu mezi jedinci obou typl, jejich pocet je
udrzovan v mezich danych oscilacemi. Praveé takovy systém je systém dravec a kofist (ptiklad
34). V systému elektront a dér v silném elektrickém poli (pfiklad 33) neni mozné dosdhnout
oscilujici rovnovahy. Pocty jedinci dvou socialnich skupin (pfiklad 35) mohou a nemusi
oscilovat, stejn¢ tak jako koncentrace latek v chemickych reakcich (ptiklad 36).

Frekvence oscilaci jsou

Doplnime-li na pravych strandch evolu¢nich rovnic regulacni Cleny f; dostaneme tzv.
Volterrovy-Lotkovy rovnice:
d ,
% = o6+ ﬁ/ﬁ%j‘fi + fr- (1.216)
Regula¢ni ¢leny mohou popisovat v systému dravec < kofist naptiklad dodavani potravy
zvnéjSku nebo vngjsi regulaci poctu zvifat. Hodnoty f; mohou byt konstantni i rtizné funkce
&asu (periodicky lov). Skala typi feseni Volterrovych-Lotkovych systémi je velmi bohatd jiz
1 pro dvojdimenzionalni pifipad. V rlznych oblastech fazového prostoru nachazime rizné
typy feSeni — oscilace, stabilni a nestabilni ohniska, stabilni oblasti, nestabilni oblasti, sedla.
Pti periodickych regulacnich Clenech pozorujeme rezonance, buzeni systému. Napiiklad
rovnice typu dravec < kofist s regulacnim ¢lenem

d
—il ==& +61$,+1/4,
(1.217)
d
%=+§2—§1§2

ma v bods &) =(1,3/4) feeni ve tvaru stabilniho ohniska.
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Logisticka rovnice
Nejjednodussim piipadem evolucnich rovnic je diferencialni rovnice, ve které je Casova
zména Umernd samotnému poctu jedinci:

dn
—=an. 1.218
7 (1.218)
Resenim je — podle znaménka o —rostouci nebo klesajici exponenciela
n(t) = n(0)e®. (1.219)

Toto feSeni je vzdy jen urCitym piiblizenim reality. Nikdy nemiiZe nic rst exponencialné po
dosti dlouhou dobu. Exponencialni feSeni popisuje pocatecni narlst nestabilit nebo rtizna
prechodna feSeni. Po urcité dobe prevladnou parové procesy, které vedou k saturaci feSeni.
Tuto situaci popisuje tzv. logisticka rovnice

dn 2
—=an—-[pn". 1.220
% B (1.220)
Ustalené (saturované) feseni snadno nalezneme tak, ze dosadime za dn/dt nulu:
ng = lim n(t) = <. (1.221)
f—00 B

K vyfteseni rovnice (1.220) pouZzijeme substituci
& o
n(t) = Ef (). (1.222)

Konstanta ptfed feSenim reprezentuje saturovanou hodnotu. Mocninu 7 budeme hledat tak, aby
se diferencialni rovnice co nejvice zjednodusila. Po provedeni substituce dostaneme rovnici

d
r—‘5=a§—a§’”. (1.223)
dt
Je zjevné, ze volba r=—1 pfevede tuto rovnici na linedrni rovnici s konstantni pravou
stranou, jejiZ feSeni jiZ snadno najdeme. Analytické feSeni piivodni logistické rovnice je
at
n
n(f) = ng c = S . (1.224)
ea[-i-ns/no—l 1+(ns/n0—1)e_at

Snadno ovéfime, ze limita feSeni pro ¢ — oo da saturovanou hodnotu (1.221) a limita bez
parové interakce, tj. pro f — 0 (ng — o) da exponencialni funkci (1.219). Logistickou
rovnici popisujici omezeny exponencialni riist poprvé navrhnul belgicky matematik Pierre
Francois Verhulst (1804—-1849) v roce 1838.

n(1)

ny > ng

~
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1.6 LAGRANGEOVY ROVNICE PRO POLNi PROBLEMY

1.6.1 Lagrangeovy rovnice, skalarni pole

Pro studium této kapitoly je nutné umét zachazet s kovariantnimi a kontravariantnimi indexy.
Pokud tuto techniku neovladate, prectéte si nejprve dodatek C. V klasické mechanice jsme
hledali zavislost zobecnénych soutadnic g(f) na ¢ase. U polnich problémti budeme hledat
Casoprostorovou zavislost poli ¢x(¢, x). Namisto Lagrangeovy funkce budeme pouzivat
hustotu Lagrangeovy funkce, kterd zavisi na casu, prostoru, polich a jejich derivacich:

Y=L, %,9,2,0,...0x5,00,/0t,00,/0x,...00)/0z),
coz budeme zkracené zapisovat ve tvaru
7= 9C" 0P )
Pro integral akce bude platit
S= [V 0 o) dxdi = [ P, 01, 0 o) dx.

02 02

Stejné jako v mechanice téles budeme hledat nutné podminky extremalnosti integralu akce
a variace poli budou definovany ve stejném case (ale tentokrat 1 prostorové soufadnici), coz
nam zajisti zaménnost variaci a parcialnich derivaci. Na hranici oblasti 022 poZadujeme, aby
variace byly nulové, tedy plati vztahy obdobné vztahim (1.4), (1.5) a (1.6):

00y = @ vint ) = Ot el () 5
09, (042)=0; (1.225)
58#(pk =8#5(pk .
Pozadujme tedy, aby variace integralu akce byla nulova:

S[ 9,0 0y o) d*x=0.
0

Diky zaménnosti variaci a derivaci miZzeme ptejit s variaci do integralu a zaptlsobit s ni na
vSechny proménné (s vyjimkou x“, jde o variace ve stejné udalosti):

o o
I{ o7 op, + o7 5¢kﬂ}d4x =0.
Q

a¢k aqok,a

V poslednim ¢lenu zaménime variaci a derivaci: oy, = 00,0 = 0,09 a provedeme integraci
per partes (pouzijeme Gaussovu vétu). Integral na hranici je vzhledem k (1.225) nulovy,

a proto mame:
4 4
| 9 5,27 |spate=0.
Ke) a¢k a¢k 24
Vzhledem k tomu, Ze integrace musi dat nulu pro jakoukoli ¢asoprostorovou oblast £2, musi

byt 1 integrand nulovy (pfesnéji fe€eno skoro vsude, tj. aZ na mnoZiny dimenze mensi nez 4):

o o
5.7 |sp =0, (1.226)
a(”k a(”k,a
Pokud jsou pole ¢, nezavisla, budou koeficienty linearni kombinace (1.226) nulové (cely
vyraz ma tvar Zcy opy = 0), tedy

7 7
0Y _a, 09 0.
I0; a¢k,a

71



Teoreticka mechanika Lagrangeovy rovnice pro polni problémy

Vyraz upravime do standardniho tvaru Lagrangeovych rovnic

oY oY
0 - =0; k=1...,N

Na rozdil od Lagrangeovych rovnic pro hmotné body a pevna télesa neni v prvnim ¢lenu jen
Casova derivace, ale jsou zde derivace podle vSech Ctyf proménnych. Lagrangeovy rovnice
rozepsané pro jedno jediné pole maji tvar:

ol oz o[ a7 o oy o[ ar | av
R P i PR S P T
ot| 2(3g/ar) | ox| d(0glox) | oy| d(0@ldy) | oz| d(dgidz) | dg

Poznamka: Lagrangeova funkce neni jednoznaéné uréena. Funkce Y = CW+8#K“ vede na stejné
polni rovnice pro libovolny &tyfvektor K. Této libovdle Ize vyuzit ke konstrukci co mozna ,nejelegant-
néjsiho* lagranzianu.

Priklad 37

Naleznéme Lagrangeovy rovnice pro nejjednodussi Lagrangeovu funkci skalarniho pole ¢,
ktera obsahuje jen derivace tohoto pole:

p — H

7=(2,0)(2"9). (1.229)
Reseni:
Lagrangeova funkce je skalarem (to zajiStuje jeden horni a jeden dolni index, pfi zméné
baze/soufadnicové soustavy se vyraz nezméni). Pokud Lagrangeovu funkci rozepiSeme,

mame:
2 2 2 2
f[a’z—i(a—(p] +(8_¢J + 8_(p +(8_(pj . (1.230)
2\ ot ox ay 0z
Po provedeni vSech derivaci d4 Lagrangeova rovnice (1.228)
2 2 2 2 2 2 2 2
_%8 (2/)+28 (2p+28 f+2a(§)=0 = —Lza (2p+8(2p+8(é)+8(2p=0
c” ot ox dy 0z ¢ dt” ox° dy° oz

Nejjednodussi varianta Lagrangeovy funkce skalarniho pole tedy vede na vlnovou rovnici.
V Lagrangeové funkci (1.229) se vétSinou pisSe koeficient Va:

y:%(aﬂ(p)(a/‘(p) =  Op=0| (1.231)

Dtvody jsou dva. Lagrangeovy rovnice daji vinovou rovnici (bez nutnosti kraceni koefi-
cientem 2) a cely vyraz (1.231) je analogii kinetické energie (polovina z kvadratu derivaci).

Jiné feSeni:
Resme stejny piiklad pro Lagrangeovu funkci (1.229) bez rozpisu do komponent. Leva strana
Lagrangeovych rovnic je:

S |97 | a7 _, | a7 :a{ 97 }:
“90a] 90 T[90a] “[9(0.9)
9 [1
=9 ~(0,0)(29) |=
30w )]

5. d [g/w (aﬂw)(av(pﬂ:
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:%gﬂvaa [5% (3,0 )+ (0,0 )50;} _

:laa [5% (aﬂ¢)+(av¢ )%, )=
30a[ (%0 )+(2%) |-

=0,0% =0¢.
Vysledek je opét vinovou rovnici

Op=0.

... a jesteé kratsi reSeni:
oY 7 1 0 1
d =20, (0,0 ) ==3,20% =09,0% =09.
a{a%} 392 aago’a((p,a(p )=30420" =0,9%p=00p

Lagrangeovy funkce dalSich skalarnich poli

m Kleinovo —Gordonovo pole

g):%(aﬂ(p)(a%)%ﬁ(pz =  ([@Kx)p=0]. (1.232)

Lagrangeova funkce tohoto pole je kvadratickd v derivacich i v samotném poli. Druhy ¢len
by odpovidal hustot¢ potencidlni energie v klasické mechanice (L =T7T-V). Vysledna
Lagrangeova rovnice je linearni a je vhodnou rovnici naptiklad pro plazmové viny nebo pro
kvantovy popis €astic se spinem nula.

m Dno konakové lahve

z:%(aﬂ(p)( ) L2g? '84 = Op—KCe+f0 =0 | (1233

Pokud budeme druhy ¢len interpretovat jako hustotu potencialni energie, dostaneme hodnotu
1 2o 4
=—— +Z 9",
> @ 4 @
S obdobnou funkci se podrobnéji setkate v dodatku D.

A 4

Potencial ma véalcovou symetrii a nekone¢né mnoho minim lokalizovanych na kruznici Re".
Pti vybéru nékterého z minim se narusi valcova symetrie. Odpovidajici Lagrangeova rovnice
je nelinedrni. Nelinearni ¢len muize eliminovat disperzi zptisobenou linedrnim c¢lenem.
Rovnice ma proto néktera feseni ve tvaru solitonu — vinového baliku s neproménnym tvarem.
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m sin-Gordonova rovnice

Q*z%(aﬂ(o)(a“(p)—l(zcosqo =  Op—K’sinp=0| (1.234)

Tato znamé nelinearni rovnice poskytuje opét solitonova feSeni. Pokud provedeme rozvoj
trigonometrické funkce do linearniho €lenu, dostaneme Kleinovu-Gordonovu rovnici, pokud
provedeme rozvoj do prvnich dvou c¢lenl, dostaneme rovnici odpovidajici potencidlu
,.konakové lahve®.

1.6.2 Kanonicky sdruzené pole

Obdobné jako jsme diive zavedli k dané zobecnéné soutadnici kanonicky sdruzenou hybnost
a poté energii, mizeme i ve spojitém piipadé obdobné definovat kanonicky sdruzené pole
a hustotu energie vztahy

02
Ek(t,x)za(—zj ; (1.235)
k.t
N 07 ”
H(t,x)=) = — 0k —-9. (1.236)
t \ 90Dk,

Analogicky vysledek jako diive daji i Poissonovy zavorky mezi poli a sdruzenymi poli
{04 (%), 0, (£,x)} =0,
{7 (t,x), 7;(2,X)} =0, (1.237)

{0c(t.%), 7 (8,X) } = 01y 0(x =) .
Obdobny je 1 zapis rovnice pro ¢asovy vyvoj poli ¢y
or ={op, A} (1.238)
Ve vSech téchto vyrazech se jakoby ztratila kovariance (stejny tvar v riznych soutfadnicovych
soustavach) rovnic vzhledem k Lorentzové transformaci, vyrazy (1.235) az (1.238)

nevypadaji relativisticky. To je ale jen zdanlivé. Pokud zavedeme tenzor energie a hybnosti
vztahem

T“ﬂzlz(Laﬁ%j—lg“ﬂ@, (1.239)
¢ T\ 000 ,9;) ¢
bude hustota energie pole dana slozkou
M =cT?, (1.240)
a hustota hybnosti pole bude timérné kanonicky sdruzenym polim
2,=T1°,=3md,or = I=>1Ve. (1.241)
k k

Veli¢iny T reprezentuji tok energie a 7", tok hybnosti. Z vyjadieni tenzoru (1.239) a polnich
rovnic (1.227) 1ze snadno ukézat, ze tenzor energie a hybnosti splituje rovnici kontinuity

9,T%5=0. (1.242)

Ostatni relace 1ze také snadno piepsat do relativistického tvaru.
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1.6.3 Maxwellovy rovnice, elektromagnetické pole

Elektromagnetické pole vétSinou popisujeme Maxwellovymi rovnicemi

divB=0, (1.243)
rotE=—a—B, (1.244)
ot
divD=p , (1.245)
oD
rotH=j,+—,
o™,
které doplnime o materialové vztahy
D=¢E+P,
(1.246)
B= Ho (H + M) >

kde vektor P je polarizace prostfedi (hustota elektrického dipoélového momentu) a M je
magnetizace (hustota magnetického dipélového momentu).

m Potencialy pole
Z rovnice (1.243) plyne existence funkce A(z, x), takové, ze

[B=rotA] (1.247)

Rovnice je pak splnéna automaticky, protoze div rot kazdé funkce je nulova. Veli¢ina A se
nazyva vektorovy potencial. Dosadime-li vyjadieni (1.247) do rovnice (1.244), ziskame vztah

rot(E+a—Aj=O,
ot

ze kterého plyne existence funkce ¢ takové, ze E+0A/dt =—V¢@. Rovnice (1.244) je opét
splnéna automaticky a pro elektrické pole mame vyjadreni

0A
E:_W_E' (1.248)

Funkci ¢ nazyvame skaldrni potencidl, v ptipadé¢ staciondrnich poli ptejde (1.248) ve znamy
vztah

E=-Vg, (1.249)

znaménko minus jen odrazi fyzikalni skute¢nost, Ze ptsobici sila mifi do minima potencialni
energie. Elektromagnetické pole tak miZeme popsat pouhou ctvefici veli¢in — skalarnim
a vektorovym potencidlem. Tyto ¢tyfi veli€iny tvofi relativisticky ¢tyfvektor, viz (C.18),

“_ @lc
A _(A . (1.250)

Zname-li ¢tvefici 4“, uréime elektrické a magnetické pole snadno ze vztahii (1.248) a (1.247).
Vektory E a B jsou tak v jistém smyslu preferovany oproti vektorim D a H, nebot je
muzeme piimo urcit z potenciadlii. Elektromagnetické pole je derivacemi potenciald, oba
vztahy (1.248) a (1.247) lze jednoduSe zapsat za pomoci tenzoru elektromagnetického pole

0 EYlc EY/c E’lc
_ X zZ _ y
Fav—gu gy v qu —| B0 B B (1.251)
“E')e -B° 0 B* | '

-E?/c BY -B* 0
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Jde o antisymetricky tenzor druhého fadu, ktery ma jen Sest nezavislych slozek (t€mi je
elektrické a magnetické pole). Slozky pole 1ze snadno odecist z ptislusnych pozic tenzoru.

m Nejednoznaénost potencial, kalibra¢ni invariance

Jiz diive jsme vidé€li, ze potencidly nejsou urceny jednoznacné, dvéma rtiznym potencidltim
muze odpovidat stejné elektromagnetické pole. Pokud zavedeme nové, pretransformované
potencialy za pomoci tzv. gradientni transformace

A* =4+ 1, (1.252)
kde fje zcela libovolna dvakrat spojité diferencovatelna funkce, pole se nezméni:
FA =M (A +3" f)=0" (4" +0# f) =0 4" =" 4" = F*. (1.253)

Této liboviile v potencidlech 1ze s vyhodou vyuzit ptfi konstrukci co nejjednodussi varianty
Maxwellovych rovnic v potencidlech.

m Maxwellovy rovnice zapsané za pomoci tenzoru pole

Maxwellovy rovnice (1.243) a (1.244) jsme vyuzili k zavedeni potencidlii elektromag-
netického pole. Zbyvajici dvé rovnice se zdrojovymi Cleny mizeme za pomoci tenzoru
elektromagnetického pole snadno piepsat do tvaru

F™ |, = i |, (1.254)
kde étytvektor /* prezentuje zdroje magnetickych poli
Poc
=T (1.255)
Iy

Tento tvar Maxwellovych rovnic je zjevné relativisticky.

m Maxwellovy rovnice v potencialech
PtepiSme Maxwellovy rovnice ve tvaru (1.254) za pomoci potenciali:

Fﬂv,v :ﬂoj# 5
9y (94"~ ) = g j*

09, 4" —9,0" 4% = pyj* . (1.256)

Druhy ¢len na levé strané€ je D’ Alambertiv vlnovy operator aplikovany na ¢tyfpotencial pole,
prava strana zjevné prezentuje zdroje poli. Jedinou ,,vadou na krase* rovnic zapsanych
v potencidlech je prvni Clen. Zde vyuzijeme velké liboviile v potencidlech dané kalibracni
transformaci. Pfedpokladejme, Ze veli¢ina 0,4" je rovna néjaké funkci ¢asu a prostoru F(z, x):

d,4" = F(t,x)

a zvolme za pomoci gradientni transformace (1.252) jiny Ctyfpotencidl, pro ktery budeme
pozadovat, aby

d,4V=0 =  9,4"+9,0"f=0 =  F(tx)+o0f=0.

Takova gradientni transformace bude vzdy existovat. Funkci f, kterd generuje transformaci,
staci volit tak, aby spliiovala rovnici

Of =—F(t,x). (1.257)

V novych potencidlech je prvni ¢len v rovnici (1.256) nulovy a Maxwellovy rovnice ziskaji
jednoduchy tvar

82



Teoreticka mechanika Lagrangeovy rovnice pro polni problémy

oA* =—p,j* ; (1.258)
9,4 =0. (1.259)

Jde o obycejné vlnové rovnice pro Ctyfpotencial 4%, u kterych jsou zdrojovymi ¢leny slozky
Ctyfvektoru j“. Rovnice jsou doplnény Lorentzovou kalibra¢ni podminkou (1.259). Ukazali
jsme, ze liboviile potencidlii 1ze vyuzit k tomu, aby Lorentzova kalibracni podminka byla
splnéna. Dokonce ani pozadavek na jeji splné€ni neurcuje potencidly jednoznacné! Z rovnice
(1.257) je ztejmé, ze funkce f neni ur€ena jednoznacné a Ize k ni pficist jakékoli feSeni vinové
rovnice

Of,=0. (1.260)
Proto mozna jesté dalsi gradientni transformace
A =41 +0"f,,,

kterou je mozné vyuzit naptiklad k vynulovani skalarniho potencialu. Uzavieme tuto partii
konstatovanim, ze je mozné vzdy zvolit takové potencialy, aby Maxwellovy rovnice mély
jednoduchy tvar

04" =—pyj*
1.261
2,4% =0. (1.261)
m Lagrangeova formulace Maxwellovych rovnic
Hustota Lagrangeovy funkce pro interakci nabitych ¢astic s polem ma tvar
¥ = ‘g//part + ’g/}int + g'}ﬁeld (1~262)

Prvni ¢ast popisuje pohyby Castic a vénovali jsme se ji v kapitole 1.4.1. Interak¢ni ¢ast musi
byt né&jakou kombinaci &tyftoku / (popisuje Castice) a Etyfpotencialu A (popisuje pole).
Hned nejjednodussi skalarni varianta vede na spravné polni rovnice:

Lt = Jud” . (1.263)

Pro bodovou ¢astici je Ctyftok dan vztahem

Ocd(x—x)
ovo(x—-x))’

vektor x je polohovy vektor ¢astice a vektor x' popisuje polohu pozorovatele. Lagrangeova
funkce interakce bude dana integraci

Liy = | %X = [ j 4"d*X = [ (~09+ QA -v) S(x = X)d*X' = =0g(t, X) + QA (£,X) V.

Polni cast Lagrangeovy funkce musi byt tvoiena tenzorem elektromagnetického pole,
nejjednodussim skalarem je kombinace F,.F"" a polni ¢ast Lagrangeovy funkce by méla byt
tomuto vyrazu Umérna. Konstantu imérnosti uréime tak, abychom dostali spravné polni
rovnice (v tomto piipadé Maxwellovy rovnice):

(1.264)

, 1
Pfierd = —%FWF s (1.265)

ODb¢ casti hustoty Lagrangeovy funkce pro elektromagnetické pole jsou
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, 1 :
“({/}elmg = Lgietd + Lint = _%F;WF#V +]yA# (1.266)

Ovéime na zavér, Ze polni Lagrangeovy rovnice daji Maxwellovy rovnice:

7 | a7
| = |-z = 0;
“!aAﬂ,a] 4P

! 0% J (FﬂVFﬂV)

dpg | aaPe |
1, IFHY .
_Za {2}7/11/ 4P =Hojp s

1 d :
_Eaa {(aﬂAv —aVA#)W(a#Av _avAu)} ~ lojg :

_%aa [(aﬂAV _avAﬂ)(é‘ﬂa§Vﬂ_§Va§ﬂﬁ):|:,Uojﬂ 5

1 .
—Eaa[aaz‘lﬁ—aﬁAa+aaAﬁ—aﬂAa:':ﬂ0]ﬁ;
~0%Fpp=tojg = _Faﬂ,a =ui” = Fﬂa,a = 1yj”

coz jsou Maxwellovy rovnice ve tvaru (1.254).

m Lorentzova pohybova rovnice

Pro pohyb ¢astic samoziejm¢ nadale plati Lorentzova pohybova rovnice, kterou l1ze snadno
zapsat za pomoci tenzoru elektromagnetického pole. Zaved'me nejprve vlastni as ¢astice dz
jako ¢as plynouci piimo u Castice. Pro interval v misté ¢astice mame

ds? = —c2de? +dx? = —c2d7>. (1.267)
Mezi vlastnim a obecnym ¢asem tedy existuje vztah
dt

—cHdrt ==t +dx? = dr=N1-vie? dr=—. (1.268)
/4
Vlastni Cas je invariantem, ktery vyuzijeme pii zavedeni Ctyirychlosti a ¢tythybnosti:
dx®
U%=—;
dr (1.269)
P%=maU”. (1.270)
Pohybova rovnice nabité ¢astice ma potom tvar
dP o
T (1271

Pouhym dosazenim za tenzor elektromagnetického pole (1.251) a s vyuzitim rovnosti
d/dz = y d/dt snadno ovétime, Ze vztah (1.271) je jen elegantnim pifepisem Lorentzovy pohy-
bové rovnice.
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Uved’'me nyni klicové Lagrangeovy funkce pro elektfinu a magnetizmus

Castice interakce pole
, 1
. y22%
& - Jud” Tau,
v2
L —myc? l-— —00+QA-v -
c

Pro hmotny bod postrdda smysl hustota Lagrangeovy funkce, 1 kdyz je mozné ji v principu
napsat. Stejné€ tak postrada smysl celkova Lagrangeova funkce pro pole, které je rozprostfené
v Casu a prostoru. Pokud vezmeme v Givahu pouze ¢asticovou Lagrangeovu funkci, dostaneme
pohybovou rovnici volné ¢astice:

o
ddL=o. (1.272)
T

Pokud vezmeme v iivahu Lagrangeovy funkce pro Castici a pro interakce, dostaneme pohy-
bovou rovnici

dp?
Y —oF%y,. 1.273
17 0 B ( )

Pokud vezmeme v Gvahu pouze Lagrangeovu funkci pro pole, dostaneme Maxwellovy rov-
nice ve vakuu:

F* =0, (1.274)

A pokud uvéazime polni a interak¢éni ¢asti Lagrangeovy funkce, dostaneme Maxwellovy rov-
nice se zdrojovymi ¢leny:

FY = g j* . (1.275)
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DODATEK A - EINSTEINOVA SUMACNi KONVENCE

A1 Einsteinova sumac¢ni konvence

Vyskytnou-li se ve vyrazu dva stejné indexy, potom pies né automaticky s¢itdme. Scitaci
indexy budeme oznacovat malymi pismeny abecedy (i, , & ...):
N
a1bi+ axbot ... tayby=3% a;b;=ab;

]'=l
Poznamka: Na oznaceni s¢itaciho indexu nezélezi : a; b; = a; b; = ayby = a1by + ... +ay by .

Priklady:

Skalarni soucin dvou vektoru:
a=(a1,a2,...,aN); b:(bl,bz,...,bN);
a’bEa1b1+a2b2+"'+aNbN:ajbj.

Divergence:

T; T T T.

:L+a_2+a_3:a !

divT .
ox; ox, Ox3 Ox;

Maticové nasobeni:
A= {aij}; B = {bij};

N
{A'B}ij :Zaikbkj = aikbkj'
k=1

Volné indexy jsou na obou stranach rovnosti (zde i, j). Pfes volny index se nescitd. Némy
(vazany, scitaci) index je dvojice stejnych indexti v jednom matematickém cClenu, ptes ktery
se sCita (zde k).

Maly pririistek funkce jedné promeénné:

M¢éjme funkci jedné redlné proménné f(q), kterd hodnoté€ g ptifadi hodnotu f:

f(@Q: g—7f; potomAfzj—j;Aq.

Piklad: Pfedstavme si kouli o poloméru r, jejiz objem je V (r)=4/3 mr 3. Polomér koule
zménime o Ar. Jeji objem se pro mald Ar piiblizné zméni o AV = dV/dr Ar = 4ar2Ar.
Interpretace je ziejma: 4772 je plocha koule o poloméru » a Ar je tloustka této plochy.
Soucin pfedstavuje zmeénu objemu koule.

Maly priristek funkce vice proménnych:
Mg&jme funkei vice realnych proménnych (g1 g2,---qy ), kterd hodnotam q pfifadi hodnotu f:

ad 9 ad
G5 qnN): qrs--qy = f potomAfziAq1 +iAq2 +~--+iAqN.
9q, dq, 9q
Pfiklad: UrCeme piiriistek objemu valce, zvétSime-li polomér podstavy o Ar a vysku o Ah.
Protoze V(r,h) = nr2h, dostaneme AV = 0V/0Or Ar + 0V/Oh Ah = 2rrhAr + wr2Ah.

Prvni ptispévek je od zmény poloméru podstavy, druhy od zmény vysky valce:
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N~

Infinitezimalni (nekonecné maly) pririistek funkce vice proménnych:
Zavedeme-li infinitezimalni zmény namisto malych pfirtstki dostaneme vztah

o J of
df =——-dq, ++—-dgqy =—-dq; .
dq, dqy " oq; 7

Poznamka: predchozi vztahy Ize preciznéji formulovat pomoci Lagrangeovy véty o pfirGstku a véty
o prvnim diferencialu. Pro nase ucely v8ak postaci jednoduché vztahy uvedené vyse.

Derivace slozené funkce:
Jestlize vnitini proménné g; zavisi na Case, potom ma uplna ¢asova derivace tvar:

f:f(q19q2:"'an) 5
i:al%_k_k af qu = aqu]: af

dt dq, dt dqy dt dg; dt dq; 1

Piiklad: Urcete prvni diferencidl a prvni ¢asovou derivaci v polarnich soufadnicich:
x(t)=r(t)cos o(t) ,
y(t)=r(t) sin (1) ;
ox ox

dx = gdr+%d¢ =cos¢gdr—rsing do,

dy = a_ydr+a—yd¢ = sing dr +r cos@dg;
or 00

X = Fcos@ — rgsing,
Yy = rsing + r@cos @ .
K symbolice v kartézskych souradnicich:
X=X ab=a-b
Pro f=f(x, v) zapisujeme gradienty takto:

szafzafzafafaf. sza_fzafzafafaf
9% dx (9x’9y’oz)’ Y/ 90 av dv, dv, v, |
nebo v komponentach: gf =0, f = f;
Xj
Priklad:
f(v) = vl =vi=vv= v;U; = v%+v§+v32 = v? ;
df of ov?
Fyl a_v,.vaf =0,v;,+v;0;; =v;+v; = 2v; , nebo v o 2v
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Poznamka 1: Operace gradient mifi ve sméru nejvétSiho narlstu dané funkce a je kolma na
izoplochy (plochy konstantni hodnoty funkce). To je patrné z rozpisu

f(x)=const = aidxkzo = Vf-dx=0.
Xk

Vektor dx mifi v izoploSe a vektor Vf je na ného kolmy.

Poznamka 2: Symbol V se nazyva ,nabla“. Nazev zaved! skotsky matematicky fyzik Peter Guthrie
Tait (1831-1901) podle trojuhelnikového tvaru asyrské harfy ze 7. stoleti pf. n. I. Asyrie byla v severni
Mezopotamii. Slovo nabla (Nbl) je z aramejstiny, ktera ho upravila z hebrejského Nev(b)el. Stejny
nastroj uz ale znali Sumerové v obdobi 3 100 pf. n. I. James Clerk Maxwell razil pro tento operator
nazev ,slope” z anglického slova znamenajiciho spad ¢&i sklon. Navrh Taita ale zvitézil.

A2 Délkovy element

y=1
y=2

AL

Al

Ax
y=3

x=2 x=4 x=6
Al2=Ax2+ Ay? Al2= Ar2+ r2Ag?

Pro infinitezimaln€¢ malé vzdalenosti piejdou pfiblizné rovnosti v pfesné rovnosti.
V ortogonalnich systémech (soufadnicové sit€¢ jsou vzajemné kolmé) lze délkovy element
vyjadrit vztahem

2 2 2 2
dl” =g dqy +gxndqs +g33dq3, (A1)
v neortogonalnich obecné plati, Ze délkovy element je kvadratickou funkci ptirtstki:
2
dl” =g;;dq;dq ;. (A.2)
Poznamenejme, Ze plati sumacni konvence. Koeficienty g;; se nazyvaji metrika nebo metricky
tenzor. Pti jejich urCovani lze postupovat bud’ geometricky (viz horni obrdzek) nebo
z diferencidlii transformacnich vztaht pro soufadnice (viz ptiklad pro polarni soutfadnice

z minulé kapitoly, kde byly vypocteny diferencidly dx, dy pro tyto soufadnice). Analogicky
postupujeme i pro dal$i souradnicové systémy:

Polarni souradnice:

¥ = reose d? = @ +r2dg? (A3)
y = rsing
Sféricke souradnice:
X = rcos@siné
y = rsingsing® ;  di* = dr* +r%d0* +r*sin’0dep* . (A.4)
z = rcosé@
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Valcoveé souradnice:

X = rcose
y =rsing ;  dI* = dr? +rlde? +d* . (A.5)
z = Z

Kinetickou energii systému pak mizeme snadno v zobecnénych soutadnicich uréit za pomoci
délkového elementu ze vztahu:

. 1 di? 1 dq;dq; 1 .o
T(q,q) = 5 mﬁ = M8 TZEmgU q: 9,

Specialné pro predchozi soutadnice tedy plati:

S : .
Kartézské T(x,yz)= Em(x2 +y2 +22)

Polarni T(r,7,¢) = L2 +r29?)

E ' (A.6)
Sférické T(r,6,7,9.6) = Em(fz +r26% + 1% sin’ 6 ¢?)
Vélcové T(r7¢,%) :%m(ﬂ +r29? +27)

V jednotlivych soufadnicich se kinetickd energie rozpadd na soucet clend
odpovidajicich jednotlivym stupnim volnosti. Naptiklad v polarnich soufadnicich se
kineticka energie sklada z radidlni ¢asti 7 a rotacni Casti T, .

Poznamka: velikost kinetické energie nemlze zaviset na volbé souradnicového systému,
kineticka energie je skalarni funkci zobecnénych souradnic. Dalsi skalarni funkci je naptiklad
potencialni energie.
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DODATEK B - LIEOVA ALGEBRA

B1 Vektorovy prostor

S pojmem vektoru jste se pravdépodobné setkali poprvé ve fyzice (naptiklad rychlost, sila).
Zde jste vystacili s predstavou usecek opatienych na jednom konci Sipkou, se kterymi lze
provadét dvé operace: skladani vektort (scitani) a natahovani vektord (ndsobeni skalarem).
Tato pfedstava byla v matematice zobecnéna i na dalsi objekty.

% L 0.5F
-0. 2F
IZ

Staci pro né definovat s¢itani a nasobeni skaldrem tak, aby tyto operace zachovavaly zakladni
vlastnosti skladani a natahovani vektori. Mnozina takovych objektl se nazyva linearni
vektorovy prostor. Ptipomenme si nyni jeho definici ze zadkladniho kursu matematiky:

Ozna¢me A linearni vektorovy prostor, necht x,y,ze 4 ; R(C) mnoZzinu realnych
(komplexnich) ¢isel, necht a, £, y € R(C).

Definice: fekneme, Ze A4 je linearni vektorovy prostor nad mnozinou realnych (komplexnich)
¢isel, jsou-li pro prvky tohoto prostoru definovany operace

+ : Ax4A — A s¢itani vektort Z=X+y
AXR(C) — A4 nasobeni vektoru skalarem z=ax,

které maji nasledujici vlastnosti:

1) Xty=y+x, xt(ytz)=(x+ytz,
2) a(xty)=axtay, (a+p)x=ax+fx,
3) aBx)=(@p)x, Ix=x,
4) Xty=x+z = y=2z.
Poznamky:

1) Operace "+" pfifazuje dvéma prvkam prostoru 4 opét prvek prostoru 4. Pro n-tici ¢isel maze byt
operace "+" definovana takto: X = (x1, ... Xx ), Y=V, --- IN); X T Y= (X1F V1, oo, XN IN).

2) Operace "-" pfifazuje prvku prostoru A a realnému (komplexnimu) Gislu opét prvek prostoru 4.
Pro n-tici ¢isel muZe byt operace "-" definovana takto: X = (x1, ... ,xy ); &-X = (axy, ... , OxXy ).

3) V linearnim vektorovém prostoru Ize zvolit skupinu linearné nezavislych vektor( (bazi) tak, ze
kazdy prvek prostoru Ize napsat jako linearni kombinaci prvk{ baze:

N
X=lee, ; {el};\il .-+ prvky base . (B.1)
I=1

Veli¢iny x; jsou koeficienty linearni kombinace, nazyvame je souradnice prvku X v bazi {e;}. Pocet
prvkll baze nazyvame dimenze prostoru. Baze musi byt Uplna, tj. Zadny jeji prvek nesmi chybét,
jde o maximalni mnozinu linearné nezavislych vektoru.

B2 Lieova algebra

Definice: Linearni vektorovy prostor s operacemi "+" a "-" nazveme Lieovou algebrou, je-li
v ném navic definovana operace

[,1 Ax4A — A Lieova operace z=[x,Yy]
s vlastnostmi:
1) [x,y]=—[y,Xx] antisymetrie (B.2)
2) [x+y,z]=[x,z]+]y,Z] linearita (B.3)
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3) [ox,y]=0o[x,Yy] linearita (B.4)
4) [x.[y,z]]+[y.[2,x]]+[z,[x,y]] =0  Bianciho identita (B.5)
Poznamky:

1) Jde o dalSi zobrazeni, pfi kterém dvojici vektorl pfifadime vektor.
2) Z linearity v prvnim argumentu a antisymetrie plyne linearita ve druhém argumentu.

Pfiklad 1: A ... mnozina uspotfadanych trojic

X=(x;,x,%3) , Y=(123) x;, y;€ C(R)
+ 0 X+y=(qtyLx ty,x3t ),
0L X = (0L, 0y, 03)
[.] ©  [,]=xxy

Lieova algebra je definovana jako vektorovy soucin. Ovéite, ze vektorovy soucin spliuje
vSechny vlastnosti Lieovy algebry (B.2) az (B.5).

Pfiklad 2: 4 - mnozina ¢tvercovych matic nxn. Pro konkrétnost budeme uvazovat matice 2x2

A:(an alzJ . B:(bn blzj
ar; dp by, by

ay +by  ap+bp; j
9

+ A+Bs(
ay;+by  ay +by

aall (Xalz
o-A= ,
Ota21 aazz

[,] : [A,B]=AB - BA

Lieova algebra je definovana za pomoci maticového nasobeni jako tzv. komutator. Je-li
AB = BA, matice komutuji a komutator je roven nule. Ovéite, Ze komutator spliiuje
vSechny vlastnosti Lieovy algebry (B.2) az (B.5).

B3 Strukturni koeficienty Lieovy algebry

Rozvineme-li prvky prostoru do ptislusné baze, miizeme psat:
[x,y] = [xce,ye ] = xp0e.e] . (B.6)

K urceni Lieovy operace postaci znat vysledek operace jen pro prvky baze. Je zfejmé, ze
vysledek operace [ey , e; ] je prvek prostoru a mizeme ho proto opét rozvinout do baze {e,,}.
Koeficienty rozvoje (soufadnice) ¢” budou ale zaviset na tom, pro které dva prvky baze
Lieovu operaci provadime:

[e,.e,] =cye (B.7)

m

Veliéiny c; se nazyvaji strukturni koeficienty Lieovy algebry. Vysledek Lieovy operace Ize
nyni zapsat ve tvaru

[x,y] = c/’cnl XeVi€m - (B.8)

Zadanim strukturnich koeficientli je urcena cela Lieova algebra. Z antisymetrie Lieovy
operace (B.2) plyne antisymetrie strukturnich koeficientti

cy = —-cp - (B.9)
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Pfiklad 1: — pokracovani
Na trojicich lze zvolit bazi
e, =(1,0,0) ; e, =(0,1,0) ; e, =(0,0,1) ;
[e,.e;] = e Xe,=¢; |,
[e,.,e;] = e, xe; =¢, ,
[e;.e,] = e; xXe, =e,

Nenulové strukturni koeficienty tedy jsou

31 2 . 3o_ 0 _ 2
Chy =Cpy =c¢5 =1 5 Cy =€y =¢p3 =—1

Pfiklad 2: — pokracovani

Na komplexnich maticich 2x2 lze zvolit bazi

1(1 0 1(0 1 1(0 —i 1(1 0
G0 =7 ;0= ; 6= ; 6y =o
210 1 21 0 2li o 2(0 -1

oy je jednotkova matice (aZ na normovaci konstantu 1/2); o, k=1,2,3 jsou tzv. Pauliho
matice, v kvantové teorii uvidime, Zze maji vyznam operatoru spinu. Snadno vypocéteme
(ovéite!)

[61,62] = 010, — 0,0 = i63 ,

[62,63] = 0,03 — 030, = i61 ,

[05,0,] = 630, -06,05 = i6, ,

[60,01] = [0(,0,] = [0(,03] =0

Jednotkova matice komutuje s kazdou matici. Nenulové strukturni koeficienty jsou

31 2 - . 3_ 0 _ 2 -
Cjp =Cy3 =C5 =1 ) Cy =C3 =C3 =1

Pro matice (i jiné objekty, u kterych je definovano nasobeni mezi objekty) plati jesté dalsi
dilezité relace:
[AB,C] = A[B,C] + [A,.C]B , (B.10)
[A,BC] =B[A,C] + [A,B]C . (B.11)
Dukaz:
A[B.C] + [A.C]B=ABC-CB)+(AC-CA)B =
= ABC-ACB+ACB-CAB = ABC-CAB = [AB,C]

Analogicky dokaZeme i druhou relaci. Pomoci téchto vztahii miZeme urcit Lieovu operaci
1 pro mocniny matic, naptiklad:

[A*.B] =[AA.B] = A[AB] +[AB]A

Podobné Ize ze znalosti zakladni operace [A, B] a vztahd (B.10), (B.11) uréit postupné
vysledek operace [A*, B'].
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DODATEK C - TENZORY

C1 Kovariantni a kontravariantni indexy

Ptedpokladejme, ze mame linearni vektorovy prostor opatieny bazi {e;}. Vektor A miizeme
v této bazi rozvinout do vyrazu

N
A=Y dle = Ae;. (C.1)

k=1
Cisla A4* nazgvame slozky (soufadnice, koeficienty rozvoje) vektoru, objekty e prvky baze.
Rizna poloha indexti naznacuje, Ze se slozky vektorti transformuji jinak nez prvky baze.
Nadale budeme vyuzivat sumacni konvenci, ale sCitani bude vzdy probihat pfes jeden index
dolni (transformuje se jako prvky béze) a jeden index horni (transformuje se jako slozky
vektorl). Pfes dvojici stejného horniho a dolniho indexu se automaticky s¢ita, jde o tzv. némé
indexy. Poloha volnych indext (pfes které se nescitd) musi zistat na obou stranach rovnosti
vzdy stejna. Pfejdéme od jedné baze k néjaké jiné, Carkované bazi:

fe) = e} (C2)
Vektor A je objekt, jehoz vyjadieni nemtize zaviset na volb¢ baze, tj. musi platit
A=A, = dve,. (C.3)
Slozky vektorl se mezi dvéma bazemi budou transformovat za pomoci néjaké matice S:
Ak =5k 4" (C.4)

Vsimnéte si, Ze se s¢ita pfes némy index / (jeden je nahote a druhy dole). Volny index & je na
obou strandch rovnosti nahofe. I u matic tak musime rozliSovat horni a dolni indexy.
Transformacni matici prvkl baze ozna¢me U:

e, =U'Le. (C.5)

Vyzkousejte si, Zze jde o jedinou moznost, pii které se s¢ita pfes jeden horni a jeden dolni
index, volny index & ma stejnou polohu na obou stranach rovnosti a transformacni matice U
ma stejné jako matice S prvni index nahote a druhy dole. Zjistéme nyni, jaky je vztah mezi
obéma transforma¢nimi maticemi S a U. Vyjdéme z vyjadreni vektoru A v nové bazi (C.5):

A=A, =5k 4 U e, =U", Sk dle, .

Je ziejmé, e v nové bazi musi byt vysledek A'e; nebo A*e;, cheete-li. Toho Ize ale dosahnout
jedinym zptisobem: v poslednim vyrazu musi platit

u" sk =6", (C.6)
kde jsme oznadili ¢"; Kroneckerovo delta. V maticovém zapise tato podminka fika, ze
U-S=1. (C.7

Je ziejmé, Ze matice U a S jsou navzajem inverzni. To je patrné jiz ptimo z rozkladu vektoru
A (C.3) do obou bazi. Ma-li byt vysledek stejny, musi se slozky vektorii (horni indexy)
transformovat ,,opacné* nez prvky baze (dolni indexy). Jediné tak daji kombinace (C.3)
vysledek nezavisly na volbé baze (vektor A). Horni indexy budeme nazyvat kontravariantni.
Tyto indexy se transformuji stejn€ jako slozky vektoru, tj. pomoci transformacni matice S.
Dolni indexy budeme nazyvat kovariantni. Tyto indexy se transformuji stejné jako prvky
baze, tj. pomoci transformac¢ni matice U. Indexi miize byt i vice, naptiklad ze slozek dvou
vektorli miizeme sestavit vyraz

™=4B"; TM=5s5" 17, (C.8)
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ktery se musi transformovat jako sou¢in slozek vektorti. Za pomoci ¥ ;miizeme vytvofit opét
objekt nezavisly na soutradnicové soustavé, tzv. tenzor druhého tadu:

T=TVe, ®e,. (C.9)
Symbol e, ®e; nazyvame diadicky (tenzorovy) soucin, jde o uspofddanou dvojici prvki
baze. Vyraz A ® B tak chapeme jako objekt se slozkami, které tvofi matici A*B":

A®B=A4"Ble, ®e¢, (C.10)

C2 Skalarni souéin, zvySovani a sniZzovani indexu
Ptredpokladejme, ze je na naSem linearnim vektorovém prostoru definovan skalarni soucin
dvou vektorti A-B, ktery spliiuje zakladni vlastnosti skalarniho sou¢inu. Rozvineme-li oba
vektory do baze, ziskame
A-B=A"B e, ¢, =g, 4" B, (C.11)
kde jsme oznacili
gr =€k € (C.12)

tzv. metrické koeficienty (metriku). Vidime, Ze vysledek skalarniho soucinu dvou
libovolnych vektorti mtizeme urcit, pokud zndme metrické koeficienty, tj. vysledek skalarnich
soucint vSech prvkl baze mezi sebou.

Oznaéme inverzni matici k metrice

Kl -1 Kl k
g =(gu) 5 £ g&m=0",. (C.13)
Zaved'me nyni pomocné (dualni) objekty
e =ghe; A =gyd. (C.14)

Nejde o skuteéné prvky baze ani o skutecné komponenty vektoru, ale o formdlni linearni
kombinace dané metrikou. Vzdy plati, Zze index nahofe znamena transformaci pomoci stejné
matice, jakou se transformuji slozky vektorti a index dole znamend transformaci pomoci
stejné matice, jakou se transformuji prvky baze. Za pomoci metriky tak mizeme indexy
libovolné snizovat nebo zvysovat, staci jen dodrzet pravidlo, ze s¢itame pies jeden horni
a jeden dolni index (to zajisti invarianci sou¢tu vzhledem k transformaci baze). Voln¢ indexy
zachovavaji vzdy svou polohu. Uved'me piiklad:
gloTklm — Tkom .
Prostfedni index jsme snizili za pomoci metriky. Skalarni sou€in nyni miZeme zapsat
nekolika zplisoby:
kde jsme druhy index snizili za pomoci metriky. Mohli jsme ale také snizit prvni index:
k pl l k

Plati tedy

A-B=gyA*B' = A*B, = 4, B*. (C.15)

Kontravariantni (horni) slozka je skutecnou slozkou vektoru, kovariantni (dolni) v sobé&
obsahuje metriku. Definici inverzni metriky (C.13) mizeme chapat také jako snizovani ¢i
zvySovani indexi:
Kl k
g &m=0";
. k (C.16)
g 8m=8 m>
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Metrika a Kroneckerovo delta jsou tak jedinym objektem. Pokud jsou oba indexy dole, jde
o metrické koeficienty. Pokud jsou oba indexy nahofe, jde o inverzni matici k metrickym
koeficientim a pokud jsou indexy smiSené, jde o Kroneckerovo delta, tedy prvky jednotkové
matice. Metrika tak neni nic jiného nez jednotkova matice s patfi¢né posunutymi indexy. Za
pomoci tenzorového zdpisu miizeme psat

1=56%e, ®e =g, " ®e! =gle, ®e,. (C.17)

C3 Ctyivektory, Minkowského metrika

Ve specialni relativit¢ nazyvame kazdou ctveftici veliCin, jez se transformuje Lorentzovou
transformaci, Ctyfvektor. K zakladnim cCtvetficim patii uddlost (Casova a prostorova
soutadnice udalosti), ¢tyrhybnost (energie a hybnost), vinovy ctyrvektor (thlova frekvence
a vlnovy vektor), ctyrpotencial elektromagnetického pole (skalarni a vektorovy potencial),
ctyrtok (zdrojové Cleny Maxwellovych rovnic — hustota a tok naboje) nebo ctyfgradient.
V soustavé SI musime zajistit, aby vSechny 4 sloZzky mély stejny rozmér. To miZeme ucinit
nejjednoduseji vyndsobenim nebo vydé€lenim casové slozky univerzalni konstantou c
(rychlosti svétla ve vakuu):

xﬂz(dj; p#E(E/c} kﬂz(a)/cj;
X p k

olc . pc d/dct
A" = ; # = ; .
(Aj’ / (Jj Iu {a/ax
Poznamky:

1. Reckymi indexy budeme znagit zasadné jen &tyfvektory (index 0 odpovida éasové &asti, indexy 1,
2, 3 prostorové Casti).
2. U &tyfgradientu jde o kovariantni (dolni) index, protoze

_ 9
i

(C.18)

tedy skute¢né slozky vektor( jsou ve jmenovateli, pokud zapisujeme index v Citateli, musi mit
opacnou polohu, nebot se transformacni matice zméni na inverzni!

3. Metrika ve specidlni relativité se nazyva Minkowského metrika. Je diagonaini a v Casové Casti ma
minus. TotéZ plati i pro inverzni matici (metriku s hornimi indexy). Metrika se smiSenymi indexy je
jednotkova matice, tj. jeji prvky jsou Kroneckerovo delta:

-1 0 0 0 -1 0 0 0
0 +1 0 0 w |0 1 0 0
Suy = ;g = ;
A0 0 4100 0 0 +1 0
0 0 0 +1 0 0 0 +1
(C.19)
41 0 0 0 +1 0 0 0
u 0 +1 0 0 , 10 +1 0 0
g&v= ) Eu =
0 0 +1 0 0 0 +1 0
0 0 0 +I 0 0 0 +I

ZjednoduSen¢ se casto Minkowského metrika piSe jako g, =diag(-1, 1,1, 1), n¢kdy se
oznaCuje symbolem 7,,. Za pomoci metriky nyni snadno ur¢ime kovariantni slozky béznych
Ctyfvektort a kontravariantni slozku ¢tyfgradientu:
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_ . _[—Pey. i —d/dct
A j ]ﬂ_( j j ’ _( d/ox )
Priklady

Najdéme nekteré typické skalarni souciny:

(C.20)

0N
Il
\
S
-~
9}

keox=k"x, =k (=x) +k'x) +K2xy +Kxy =—wr +k - x,
nalevo je soucin &tyfvektort, posledni ¢len napravo je b&zny souéin v R’. Obdobn& uréime
vysledky dalSich ptiklad
ds* = dxﬂdx” =—c2dr* +dx* + a’y2 +dz?
joA=j A =—pp+j-A;
QP .
L +divi=0 <  9,"=0;
ot ! u
of=0 &  9,0/f=0.
Casto se pouziva zkraceny zapis, pfi kterém se derivace pise za ¢arku. Indexy pred ¢arkou
jsou skute¢nymi indexy, indexy za ¢arkou jsou derivacemi:
04*
ox”

Jde vlastné o nejusporngjsi zapis derivace vibec, ze kterého je ziejmé na prvni pohled, jak se
derivace transformuje. Uved’'me dalsi piiklady:

=9,4" = Aﬂ’v )

0
ax¢Eaﬂ¢E¢,ﬂ;
g7
do -~ .
ax:u=a#¢=¢”u’
2
aT“ﬂ

= a aVTa = Ta 14 ;
dx*ox, # d hok

szaﬂa/‘fz]f#”.
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DODATEK D - KUZELOSECKY
D1 Elipsa

Elipsa je mnozina bodi v roviné, které maji stejny soucet vzdalenosti od dvou pevné
zvolenych bodd, tzv. ohnisek.

(x, y)

2] (3) =
» - (D.1)

Veli¢ina e se nazyva excentricita, a je velkd poloosa, b je mald poloosa. Mezi témito
parametry existuje jednoduchy vztah (viz obrazek)

a’=e?+b% (D.2)

PtepisSme tuto rovnici do polarnich soufadnic

X=rcos@;
. (D.3)
y=rsing.

Po dosazeni (D.3) do (D.2) ziskdme kvadratickou rovnici pro r, ktera ma fesent

—bzecosqoib2\/e2 cos? ¢)+b2 cos? (p+a2 sin? 1)
r= .
b? cos? (o+a2 sin? )
Reseni s minus je nepiijatelné, nebot’ by vedlo na zapornou hodnotu radialni vzdalenosti. Ze
vztahu vylou¢ime malou poloosu b za pomoci vztahu (D.2):

B —(a2 —62)€COS(p+(a2 —ez)a 3 (a? —62)(a—eCOS¢)

2 2

g at-e c052¢ (a—ecos@)(a+ecosp)

B a’—e? _ a[l—(e/a)z]
a+ecosp 1+(e/a)cosp
Vysledna rovnice elipsy tedy je

P — 8Ee/a=\/1—(b/a)2; pEa(l—gz). (D.4)

l+&cosp’

Pro elipsu je ¢ <1, p>0. Veli¢ina ¢ se nazyva numericka excentricita a jde o bezrozmérny
parametr charakterizujici protdhlost elipsy. Obsah elipsy ziskame jejim preskalovanim
soutadnicovych os tak, aby poloosy byly stejné veliké a elipsa se stala kruznici:

|5 =mab|. (D)
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D2 Hyperbola

Hyperbola je mnozina bodl v roving, které maji stejny rozdil vzdalenosti od dvou pevné
zvolenych bodd, tzv. ohnisek.

V kartézské soufadnicové soustavé ma rovnice hyperboly tvar (osa y vede jednim z ohnisek)

2] -(3) =
» R (D.6)

Veli¢ina e se nazyva excentricita, a je velkd poloosa, b je mald poloosa. Mezi témito
parametry existuje jednoduchy vztah (viz obrazek)

a’+b’=¢’|. (D.7)

Postupem zcela analogickym jako u elipsy odvodime rovnici hyperboly v polarnich
soufadnicich. Vysledna rovnice hyperboly je

r=—L i e=ela=\l+@la)*;  p=a1-£). (D.8)

l+&cosp’

Pro hyperbolu je ¢>1, p<0. Veli¢ina ¢ se nazyvd numerickd excentricita a jde o
bezrozmérny parametr charakterizujici tvar hyperboly.

D3 Parabola

Parabola je mnoZzina vSech bodii v roving, které maji stejnou vzdalenost od ohniska a od fidici

piimky.
y /

fidici pfimka

\
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V kartézské soufadnicové soustavé ma rovnice hyperboly tvar (osa y vede ohniskem)

y* = 2p()€+§j . (D.9)

Postupem analogickym jako u elipsy a hyperboly odvodime rovnici paraboly v polarnich
soufadnicich. Vysledna rovnice paraboly je

p
r=—m—; e=11.
l1+&cose (D.10)
Znaménko ,,+“ plati pro parabolu symetrickou kolem svislé osy y, znaménko ,—, pro

parabolu symetrickou kolem vodorovné osy y. Rovnice vSech kuzeloseCek maji tedy stejny
tvar:

|g|<1 elipsa,
; : el > yperoola , (Dll)
l+&cosep |€| —1 parabola .
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REJSTRIK OSOBNOSTiI

Coriolis, Gustave Gaspard (1792-1843), francouzsky matematik a fyzik, zabyval se
matematickou analyzou, mechanikou a hydraulikou. Proslavil se vypoctem sil piisobicich
v rotujicich soustavach. Jedna z téchto sil nese jeho jméno — Coriolisova sila. Podrobné také
studoval tfeni. Jako prvni pouzil termin mechanicka prace v souvislosti s pisobenim sil na
télesa a pouzival spravny vztah pro kinetickou energii. V jedné ze svych praci se zabyval také
teorii srazek kule¢nikovych kouli. V roce 1829 se stal profesorem mechaniky na Ecole
Centrale Paris. Jeho jméno je jednim ze 72 jmen vyrytych na Eiffelove vézi.

Euler, Lheonard (1707-1783), Svycarsky matematik a astronom, zdk Johanna Bernoulliho.
Pracoval na Akademii v Petrohradu a na Akademii véd v Berlin€. M¢l fenomenalni pamét
a jednou roziesil pfi mezi dvéma studenty, jejichz vysledky naro¢ného vypoctu se liSily na
padesatém desetinném misté tim, Ze vysledek spocital jen tak v hlavé. V roce 1735 Euler
oslepl na pravé oko a v roce 1766 i1 na levé. Ale piesto pokraCoval v publikaci svych
vysledkd, které diktoval. Euler byl nejplodnéjsim matematikem vSech dob (piesto, ze mél 13
déti). Za svuj zivot publikoval ptes 800 praci. Dvanactkrat byl odménén cenou Parizské
akademie. KdyZ se ho ptali na vysvétleni jeho tzasné plodnosti, odvétil: ,,.Zdd se, Ze mé pero
Jje inteligentnéjsi nez jd.* Frangois Arago o ném fekl: ,,Pocita stejné lehce, jako ¢loveék dycha
nebo orel plachti vzduchem®.

Nezavisle na Lagrangeovi nalezl nutné podminky pro minimalizaci funkcionélu ve variacnim
poc¢tu. Ve fyzice jsou tyto rovnice znamy jako Lagrangeovy pohybové rovnice. Jejich
vyhodou je, Ze nezavisi na volb¢ soutadnicového systému.

Zabyval se také teoretickou astronomii. Zkoumal problém pohybu tii a vice téles a dokazal,
7e neexistuje analytické feseni, teoreticky feSil pohyb M¢sice (problém nakonec vyftesil az
Laplace) a poruchy drah Jupiteru a Saturnu. Euler teoreticky odvodil moznost odstranéni
barevné vady u cockovych dalekohledu (prakticky to dokazal Chester Moor v roce 1733).

Hamilton, William Rowan (1805-1865), vyznamny irsky matematik. Pod vedenim svého
stryce lingvisty se naucil mluvit Ctrnacti jazyky. V sedmnacti letech odhalil chybu v
Laplaceové dile Celestial Mechanics. Predpovédél konickou refrakci ve dvouosych
krystalech, kterd byla zanedlouho experimentaln¢ potvrzena Hunphrey Lloydem. Hamilton
také rozsifil princip minima energie popsany Maupertiem na Hamiltoniiv princip, zékladni
variatni princip v teoretické mechanice, ktery vede na Lagrangeovy rovnice. V
diferencidlnim poctu je po ném pojmenovan Hamiltonliv operator, ve fyzice Hamiltonovy
pohybové rovnice, Hamiltonova funkce a Hamiltonova-Jacobiho rovnice. Posledni tfetinu
svého Zivota stravil pod vlivem alkoholu a jiz nijak nepfispé€l k lidskému poznani.

Hopf, Eberhard Frederich Ferdinand (1902-1983), némecky matematik a astronom, ktery
se narodil jest¢ v Rakousko-Uhersku (v Salzburgu). Je zakladatelem ergodické teorie a teorie
bifurkaci (v€tveni feSeni diferencialnich rovnic). Zabyval se parcialnimi diferencialnimi
rovnicemi, integralnimi rovnicemi, mechanikou tekutin a diferencialni geometrii. Objevil
princip maxima v teorii eliptickych diferencidlnich rovnic. Vystudoval na Univerzité v
Berling, kde habilitoval v roce 1929. Od roku 1931 pracoval na MIT ve Spojenych statech. V
roce 1936 se vratil do Némecka, pracoval na univerzitich v Lipsku a Mnichové. Od roku
1949 az do smrti pracoval na Indiana University v Bloomingtonu. V teorii diferencidlnich
rovnic je po ném pojmenovana Hopfova bifurkace.

Jacobi, Carl (1804-1851), némecky matematik, ktery se zabyval teorii Cisel, eliptickymi
funkcemi a parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi. Vystudoval Berlinskou univerzitu, kde
ziskal doktorat v roce 1825. Tématem jeho zavérecné prace byly zlomky. V roce 1829 se stal
profesorem matematiky na Univerzit¢ v Konigsbergu. Byl vynikajicim ucitelem. Nasledkem
oslabeni chiipkou onemocnél neStovicemi, na které zemiel. Jsou po ném pojmenovany:
Jacobiho determinant (determinant z parcidlnich derivaci funkci podle vSech proménnych),
Jacobiho eliptické funkce, Jacobiho identita (u Lieovy algebry je soucet vSech cyklickych
permutaci vyrazi [a,[b,c]] nulovy) a Hamiltonova-Jacobiho rovnice v teoretické mechanice.
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Lagrange, Joseph (1736-1813), francouzsky matematik a teoreticky fyzik, byl jednou
z nejvyznamnéjSich védeckych osobnosti osmnactého stoleti. Lagrange vystiidal Eulera na
misté feditele Berlinské akademie. Jeho dilo Mécanique Analytique z roku 1788 bylo kom-
plexnim pojetim mechaniky z matematického hlediska. Lagrange se stal spoluzakladatelem
varia¢niho poctu (v matematice fesil obdobné tlohy Euler). Mechanické ulohy chapal jako
hledani optimalni trajektorie na zéklad¢ jednoduchého integralniho principu. Nalezl nutné
podminky pro existenci feSeni, které predstavuji pohybové rovnice sledované¢ho objektu.
Dnes se tyto rovnice nazyvaji Lagrangeovy rovnice a jsou zakladem teoretické mechaniky.
Také jsou po ném pojmenovany Lagrangeovy body — pétice rovnovaznych bodl v okoli dvou
vzajemné se obihajicich téles. Jeden z jeho vyrokil zni: ,,U lidi jsem vZdy pozoroval, Ze jejich
naroky jsou v opacném pomeru k tomu, co si opravdu zaslouzi. To je jeden ze zdkladi
moralky.*

Lie, Marius Sophus (1842-1899), norsky matematik zabyvajici se teorii grup a jejimu
vyznamu pro geometrii a geometrické transformace. Spolupracoval s Kleinem a Sylowem.
Ptipravil publikaci dosud nezndmych praci Abela (také norsky matematik) o grupach. Déle se
vénoval vlastnostem parcidlnich diferencialnich rovnic z hlediska symetrii. Zavedl Lieovy
grupy a Lieovu algebru. Studoval v Berling, kde ziskal stipendium. Titul PhD obdrzel na
Univerzité v Christiané (dne$ni Oslo) v roce 1871. V roce 1878 se stal Cestnym clenem
Londynské matematické spolecnosti, v roce 1892 ¢lenem Francouzské akademie véd a v roce
1895 zahrani¢nim ¢lenem britské Kralovské spole¢nosti v Londyné. Téhoz roku se stal také
¢lenem americké Narodni akademie véd.

Ljapunov, Alexandr Michailovi¢, (1857-1918), rusky matematik, jehoz zékladni prace se
tykaly diferencialnich rovnic, teorie potencialu, stability feSeni a teorie pravdépodobnosti. Na
jeho pocest je pojmenovana Ljapunova stabilita: stabilita feSeni diferencidlnich rovnic
vzhledem k perturbaci poc¢ate¢ni podminky. Z fyzikalnich problémi fesil podminky stability
rotujici kapaliny. Studoval na Univerzit¢ v Petérburku. K jeho ucitelim patfil naptiklad
Cebysev. Studium zakon&il v roce 1880. V roce 1880 obdrzel zlatou medaili za praci
o hydrostatice. V roce 1895 se stal soukromym docentem a v témze roce vedoucim katedry
mechaniky na Univerzité v Charkové. V roce 1902 se vratil do Petérburku. V roce 1917 se
s té¢zce nemocnou manzelkou sté¢huje do Odésy. V roce 1918 zemiela jeho Zena na
tuberkulozu a Ljapunov spéachal téhoz dne sebevrazdu (stielil se do hlavy). Zemiel na
nasledky zranéni o tfi dni pozdéji.

Lorenz, Edward Norton (1917-2008), americky matematik a meteorolog, prikopnik a
spoluzakladatel teorie deterministick¢ého chaosu. Objevil podivny atraktor a poprvé pro
nestabilitu pouzil termin ,,motyli jev*“. Vystudoval matematiku na koleji Dartmouth v New
Hampshire a na Harvardu. V prabéhu druhé svétové valky predpovidal pro armadu pocasi. Po
valce vystudoval meteorologii na MIT, kde se pozdéji stal profesorem. Vybudoval
matematicky model pohybu vzdusnych mas v atmosféte. Je nositelem mnoha cen a medaili.
Je po ném pojmenovan Lorenzlv podivny atraktor.

Lotka, Alfred James (1880-1949), americky matematik, fyzikalni chemik a statistik. Je
predev§im zndm aplikaci fyzikalnich postup v biologii, zejména v pracich o dynamice
populace a energetice. Navrhnul zndmou rovnici popisujici vyvoj poctu jedincl v systému,
ktery je slozen z dravct a kofisti. Nezéavisle tuto rovnici odvodil italsky matematik Vitto
Volterra. Proto se dnes evolu¢nim rovnicim tohoto typu fikd Volterrovy-Lotkovy rovnice.
Rovnice se vyuzivaji i1 v jinych systémech, kde spolu soupeti dvé skupiny jedinct. Lotka se
narodil ve Lvovu na Uzemi dneSni Ukrajiny (tehdy Rakousko-Uhersko). Jeho rodice byli
Americané. Studoval v Birminghamu, Lipsku a v Americe na Cornellové¢ univerzité.

Newton Isaac (1642-1727), je povazovan za jednoho z nejvyznamnéjSich védct v d¢jinach
lidstva. Byl anglickym fyzikem, matematikem, astronomem, filozofem a teologem. Newton
polozil zaklady klasické mechaniky ve tfech pohybovych zdkonech (zakon setrvacnosti,
zékon sily, zakon akce a reakce). Zakon sily se stal viibec prvnim matematickym nastrojem
pro ptredpovéd trajektorie télesa. K feSeni pohybové rovnice (zdkona sily) Newton vyvinul
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zaklady diferencidlniho a integralniho poctu, nezavisle na ném objevil diferencialni pocet
Gottfried Leibniz. Pro gravita¢ni interakci navrhl Newton silovy piedpis, ktery je dnes zndm
jako Newtonlv gravitacni zakon. Plati jak pro pohyby téles na Zemi, tak ve vesmiru. Déle se
Newton v mechanice zabyval zdkonem zachovani hybnosti a momentu hybnosti. Newtonovo
pojeti mechaniky pouZziva absolutni prostor a ¢as. Oba pojmy stoji mimo télesa a nejsou jimi
nijak ovliviilovany. Kompletni zaklady mechaniky publikoval Newton v roce 1687 v Princi-
piich (Philosophice Naturalis Principia Mathematica), jejichz vydani sponzoroval Edmond
Halley.

Newtonllv zdjem nebyl ale soustfedén jen na mechaniku. Zabyval se i optikou. Zkonstruoval
zrcadlovy dalekohled s okuldrem umisténym kolmo na optickou osu pfistroje. Pomoci
hranolu rozlozil svétlo na jednotlivé barvy a zabyval se teorii barev. Svétlo si pfedstavoval,
na rozdil od Huygense, jako proud castic. Dnes vime, ze pravdu méli oba, svétlo se nékdy
chové jako vInéni a n€kdy mé ¢asticovou povahu. V matematice Newton zavedl integralni a
diferencidlni pocet, zobecnil binomickou vétu a =zabyval se numerickym feSenim
transcendentnich a diferencialnich rovnic (tzv. Newtonovo schéma). Newton vénoval mnoho
¢asu 1 alchymii, mél vlastni laboratof. VétSina jeho textdl je ovSem vénovana nadboZenskym
otazkdm. Po Newtonovi jsou pojmenovany: Newtonovy pohybové zakony, Newtonovo
schéma, Newtontv dalekohled, jednotka sily newton a kratery na Marsu a M¢sici.

Noether, Emmy (1882-1935), némecko-americkd matematiCka, ktera ukazala, ze kazda
symetrie v piirod¢ je Gizce spojena se zdkonem zachovani. Pracovala v Erlangenu a v Gottin-
genu s lidmi, jako Felix Klein nebo David Hilbert. Jeji prace v oblasti teorie invariantl
pfispély k vysledné podobé obecné teorie relativity formulované Albertem Einsteinem roku
1916. Emmy Noetherova byla pravdépodobné prvni Zena s akademickym titulem vubec,
nebot’ habilitace byla do této doby umoznéna jen muzim.

Poisson, Siméon Denis (1781-1840), francouzsky matematik, fyzik a geometr. Poisson byl
Laplacetv student. Zobecnil Laplaceovu rovnici v elektfiné a magnetismu o zdrojové Cleny.
Nyni se tato rovnice nazyva Poissonova. Ukazal, Ze na povrchu vodice musi byt potencial
konstantni. Formuloval teorii povrchovych proudli a objemovych magnetizaci. Posuzoval
Fresnelovu praci vénujici se difrakci a zndmé jsou také jeho prace zabyvajici se
pravdépodobnosti. Studoval Ecole Polytechnique v PafiZi. Jiz po dvou letech studia
publikoval dvé védecké prace a obdrzel za né mimotradné ocenéni. Navstévoval pirednasky
Lagrange z funkciondlni analyzy. Ihned po ukonceni studii se stal asistentem, v roce 1802
mimotfadnym a v roce 1806 fadnym profesorem. Od roku 1808 pracoval jako astronom v
Bureau des Longitudes. 1 pfes své obrovské vytizeni (byl ucitelem a zastdval mnoho
vyznamnych funkci) publikoval vice nez 300 matematickych praci. V teoretické mechanice
jsou po ném pojmenovany Poissonovy zavorky, v elektfin€é a magnetizmu Poissonova
rovnice.

Pol, Balthasar (1889-1959), celym jménem Balthasar van der Pol, holandsky fyzik. Van der
Pol vystudoval fyziku na Univerzité v Utrechtu, kde ziskal v roce 1920 titul PhD. Zabyval se
experimenty, zejména Sifenim elektromagnetickych vin. V teoretické oblasti fesSil
problematiku teorie elektrickych obvodi a zabyval se matematickou fyzikou a teorii
diferencialnich rovnic. V roce 1935 byl ocenén za své prace medaili IEEE. Jsou po ném
pojmenovany van der Pollv oscildtor a planetka 10443.

Rayleigh, John William Strutt (1842-1919), anglicky baron, ktery se zabyval fyzikou,
akustikou a optikou, zejména Sitenim viIn v tekutinach. V roce 1904 ziskal Nobelovu cenu za
fyziku za izolovani inertniho plynu argonu. Jeho Spatny zdravotni stav mu znemoznil
dokoncit studia na dvou Skolach (Eton, Harrow). V roce 1857 zapocal soukromé Ctytleté
studium pod vedenim vlastniho ucitele. V roce 1861 vstoupil na Kolej Trinity v Cambridgi.
Studia ukoncil v roce 1865. Intenzivné se zabyval Maxwellovou teorii elektromagnetismu, a
to jak experimentalné tak teoreticky. V roce 1878 vydal dvoudilny spis The Theory of Sound,
ktery se stal zdkladem akustické literatury. Odvodil rovnici popisujici zavislost rozptylu
svétla v atmosféfe na vinové délce a vysvétlil tak jako prvni modrou barvu oblohy. Pokousel
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se také, jako mnozi, odvodit zdkon zafeni absolutné erného télesa. Jeho vztah (Rayleightiv
zakon) popisuje spravné zavislost intenzity zafeni na vinové délce pro dlouhé vinové délky.
Pro kratké vinové délky intenzita diverguje (tzv. UV katastrofa) a zdkon neplati. Pro celé
spektrum se podatilo zdkon odvodit az Maxu Planckovi v roce 1901. Nobelovu cenu ziskal za
izolovani inertniho atmosférického argonu. O prvenstvi tohoto objevu soupefil s Williamem
Ramsayem, ktery ale zapocal své prace prokazatelné az po publikovani Rayleighovych
vysledkll. Ramsay ziskal Nobelovu cenu za chemii za dlouholety vyzkum vlastnosti argonu v
témze roce. V teoretické mechanice zavedl Rayleigh disipa¢ni funkci, ktera se pouziva pro
popis ztrat zpisobenych pfeménou energie na teplo. Tato funkce se nazyvd Rayleighova
disipa¢ni funkce.

Tonti, Enzo (1935), italsky teoreticky fyzik, narodil se v Milanu, kde v roce 1961 dokoncil
studia matematiky a fyziky. Poté pracoval na Milanské polytechnice. V roce 1975 se stal
profesorem na Milanské statni univerzité. Od roku 1976 pracuje na Fakult¢ inzenyrstvi
v Terstu. Cely Zivot se zabyvd matematickou strukturou fyzikélnich teorii. UZ jako student
byl fascinovan analogiemi mezi riznymi fyzikalnimi teoriemi. Nejvice se proslavil pracemi
z oblasti variaéni formulace fyzikéalnich teorii. Nalezl podminky, které musi spliiovat
soustava diferencidlnich rovnic, aby ji bylo mozné formulovat varia¢né. Tyto podminky se
nazyvaji Tontiho podminky varia¢nosti.

Verhulst, Pierre Francois (1804—1849), belgicky matematik, ktery se zabyval teorii ¢isel
a diferencidlnimi rovnicemi. Titul PhD ziskal na Univerzit¢ v Ghentu v roce 1825. V roce
1838 objevil logistickou rovnici — nejjednodussi evolu¢ni rovnici, kterd byla pozdéji
zobecnéna Volterrem a Lotkou. Rovnice popisuje exponencialni riist populace (Casovd zména
je umérna poctu jedincll) se saturaci, za kterou je zodpoveédna péarova interakce. Jeho prace
byly ¢aste¢né zapomenuty. Hojného vyuziti se dockaly az 70 let po Verhulstoveé smrti.

Volterra, Vito (1860-1940), italsky matematik a fyzik, ktery ptispél k aplikaci matematiky
do biologickych a spolecenskych véd. Nezavisle na Lotkovi zformuloval evolu¢ni rovnice
pro dvé bojujici skupiny (dravci a kofist). Zabyval se také integralnimi rovnicemi. Studoval
na Univerzité v Pise, v roce 1892 se stal profesorem na Univerzité v Turin¢€. V obdobi pted
druhou svétovou valkou se odmitl podilet na praktikach nacistického viidce Benita Musso-
liniho. Jsou po ném pojmenovany Volterrovy-Volkovy evolu¢ni rovnice.
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