TF4: O VZTAHU
MATEMATIKY A FYZIKY

STUDIJNI TEXT
PETR KULHANEK

AGA, Praha 2018 verze: 25. 4. 2022


https://www.youtube.com/playlist?list=PLYYRBJzen2aDleeUWb5fPovwe-eOwzal_�

OBSAH

PREDMLUVA, UVOD

1. KOMPLEXNI CiSLA

REPREZENTACE KOMPLEXNIHO CiSLA
GONIOMETRICKY TVAR

ROTACE V ROVINE

KVATERNIONY

2. KOMPLEXNI FUNKCE

HOLOMORFNI FUNKCE

LAURENTUV ROZVOJ

REZIDUOVA VETA A POLY
PRIKLADY NA VYPOCTY INTEGRALU

CAUCHYOVA INTEGRALNI FORMULE A HOLOGRAFICKY PRINCIP

3. SKALARNI SOUCIN

NORMA VEKTORU

SKALARNI SOUCIN

PROSTORY REALNYCH A KOMPLEXNICH N-TIC
PROSTORY POSLOUPNOSTI

PROSTOR KOMPLEXNICH FUNKCI REALNE PROMENNE

4. VEKTOROVY SOUCIN

SYMETRICKE A ANTISYMETRICKE MATICE
VEKTOROVY SOUCIN

VEKTOROVE IDENTITY

LIEOVA ALGEBRA

5. OD GRADIENTU K HELICITE

GRADIENT
DIVERGENCE
ROTACE
HELICITA

6. VICEROZMERNE INTEGRALY

KRIVKOVY INTEGRAL

PLOSNY A OBJEMOVY INTEGRAL
INTEGRACE PER PARTES V N DIMENZICH
VNEJS{ ALGEBRA

MIRA A METRIKA

7. OPERATORY V KRIVOCARYCH SOURADNICICH

KRIVOCARE SOURADNICE A LAMEOVY KOEFICIENTY
GRADIENT

DIVERGENCE

LAPLACEUV OPERATOR

ROTACE

8. BESSELOVY FUNKCE, KULOVE FUNKCE

KMITY A VLNY
ROZHRANI
BESSELOVY FUNKCE
KULOVE FUNKCE

24

25
26
28
29
29

32

32
34
36
39

41

41
45
49
51

54

54
57
60
61
62

63

63
66
67
68
68

70

70
73
74
78



9. ZOBECNENE FUNKCE

DIRACOVA DISTRIBUCE
TEMPEROVANE DISTRIBUCE

GREENOVA FUNKCE

PRIKLAD: RESENf ROVNICE DIFUZE NA R*

10. ZAKONY ZACHOVANI

EXTENZIVNI VELICINY A KONTINUITA
ZAKON ZACHOVANI HMOTY A NABOJE
ZAKON ZACHOVANI ENERGIE

ZAKON ZACHOVANI HYBNOSTI

11. PORUCHOVY POCET

ZAKLADNI PRINCIPY

ZVUKOVE VLNY V PLYNECH

ZVUKOVE VLNY V POHYBLIVEM PROSTRED]
JEANSOVO KRITERIUM

80

80
81
&3
&5

88

88
90
91
92

97

97
101
103
103



PREDMLUVA, UVOD

O vztahu matematiky a fyziky jsem poprvé piednasel v roce 2012. Byla to zvlastni doba. Byl
jsem po operaci, mél berle a prednésel jsem v sed€, za pomoci jakéhosi projekéniho pfistroje,
ktery promital rukou psané vztahy na platno. Chtél jsem tehdy ukazat, ze fyzika potiebuje
matematiku a matematika fyziku. Jsou to dvé nedilné soucasti naSeho popisu svéta. Ub¢hlo
Sest roku a pied stejnym tkolem stojim znova, jen s jinymi studenty a jinym zazemim. Tech-
nika pokrocila, pfednaSky je bézné natacet a hyperlinky na jejich zdznamy, véetné aktudlni
verze tohoto skripta, naleznete na serveru aldebaran.cz v sekci Studium. Zménila se pon¢kud
1 skladba ptednasek. Chci se zastavit jen u nékterych zajimavych problémt, bez hloubky ma-
tematickych dikazii ukdzat uziteCnost matematiky pii fyzikdlnim popisu jevi. Cilem neni
uceleny vyklad, ale spiSe jakési stiipky, rizné pohledy na ddvno znadmou véc, ukazky postu-
pu, které byly v historii GspéSné a nalezly si pevné misto v soucasné védeé. K ucelenému
vykladu jednotlivych partii matematiky slouzi zcela jiné kurzy. Proto i toto skriptum chapejte
spiSe jako mozaiku, ze které pfi vhodném poskladdni miize ob¢as vzniknout zajimavy obraz.

V Praze 22. tnora 2018,
Petr Kulhanek



O vztahu matematiky a fyziky Komplexni ¢isla

1. KOMPLEXNI CiSLA

Komplexni ¢isla zacali poprvé pouZzivat italSti matematikové v 17. stoleti pti feSeni algebraic-
kych rovnic. Zlatou érou komplexnich ¢isel bylo stoleti osmnécté, kdy se stala nedilnou sou-
¢asti matematickych a fyzikalnich postupi. K jejich slavé nejvice prispéli francouzsky mate-
matik Abraham de Moivre (1667—1754), Svycarsky matematik Johann Bernoulli (1667—-1748)
a jeho zik Leonhard Euler (1707-1803), ktery zavedl znamy symbol ,,i“ pro V(-1) a zadal
komplexni ¢isla interpretovat jako body roviny, a samoziejmé némecky matematik Karl Frid-
rich Gauss (1777-1855), ktery toto pojeti dovedl k dokonalosti. K zobecnéni komplexnich
¢isel na kvaterniony (vyuzivajici Ctyfi osy) nejvice prispél irsky matematik William Rowan
Hamilton (1805—1865).

Reprezentace komplexniho cisla

Komplexni ¢isla nejcastéji chapeme jako rozsifeni redlné osy o nasobky imaginarni jednotky
1, jejiz zakladni vlastnost je

i=-1, (D
Algebraickym tvarem komplexniho ¢isla proto je
f=x+iy. (2)
Nésobeni dvou komplexnich ¢isel v algebraickém tvaru vede na ponékud neptehledny vyraz
Sifa = (e +iy)(xg +iyy) = (xxy =y ) +1(x 0y +11%7) - 3)

Komplexni ¢islo vzdy reprezentuje dvojici redlnich ¢isel, kterou lze interpretovat jako body
roviny. Z nich mizeme komplexni ¢islo kdykoli slozit nebo naopak z komplexniho ¢isla obé
soutadnice oddélit. Mizeme proto psat

f=x+iy=(x,y). (4)

Pokud v roviné pouzijeme polarni soufadnice, miizeme komplexni Cislo reprezentovat jinou
dvojici — vzdalenosti od pocatku 4 (amplitudou) a azimutem ¢ (fazi):

Im (f) 4 Acos g f
7
9 i~

X Re(f')

V tuto chvili uz tedy mame tfi reprezentace komplexniho ¢isla: algebraickou, kartézskou
a polarni:
f=x+iy=(x,y)=[4, 9]. )

V kazdém ptipadé komplexni ¢islo znamena vzdy dvojici Cisel redlnych. Pokud zname po-
larni soufadnice (amplitudu a fazi), snadno uré¢ime kartézské (redlnou a imaginérni ¢ast):

x=Acos,

> . (6)
y=Asing@.

Opacna transformace je snadno odvoditelnéd z Pythagorovy véty a definice tangenty thlu:

_ 2 2
> A=1|x"+y", %

@ =atg(y/x).
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O vztahu matematiky a fyziky Komplexni ¢isla

Komplexni sdruzeni

Zrcadlenim nazyvame transformaci, pfi niZz komplexni ¢islo symetricky zrcadlime kolem
redlné (vodorovngé) osy:

>

Im (f) 1

w4 Re(f=)

f

Pii této transformaci se zméni imagindrni ¢ast ¢isla Im f na —Im f. Vysledek zrcadleni nazy-
vame komplexné sdruzené cislo:

> f=x-iy. )

Komplexni sdruzeni je uzitecnd transformace, mizeme pomoci ni snadno nalézt amplitudu
komplexniho ¢isla, nebot’ plati

> [f=Gip-ip)=x*+y* =4°. ©)

Za pomoci komplexniho sdruZeni snadno také vyjadiime realnou a imaginarni ¢ast:

> Ref=%(f+f), (10)

> tm £ (/- 7). (1)

Goniometricky tvar

Komplexni ¢islo 1ze zapsat za pomoci exponencialni funkce. Pojd’'me nejprve tuto funkei de-
finovat jako nekone¢nou fadu. Hledejme funkeci, jejiz derivace je rovna funkci samotné:

F'(x)= F(x) (12)

Pak i druh4, tfeti a libovolna derivace bude rovna ptivodni funkci. Zkratka tato funkce bude
imunni vzhledem k derivovani. Hledejme takovou zvlastni funkci jako nekonecnou fadu

F(x)=c¢ +clx+czx2+c3x3+c4x4+csx5+--~. (13)
Jeji derivaci provedeme €len po ¢lenu:
F'(x)zcl+202x+3c3x2+4c4x3+505x4+~-'. (14)
Pokud maji byt ob¢ posledni funkce stejné (funkce je rovna své prvni derivaci), musi platit:
c1=¢Cq, 2cy =cy, 3c3=c,, 4cy=cy, Scs=cy, - (15)

Pokud zvolime konstantu ¢y, mizeme dopocitat vSechny koeficienty rozvoje. Volba ¢y =0
povede na nulovou funkci, jakékoli nenulové ¢islo ndm vygeneruje nami hledanou funkci.
Hodnota ¢y je nepodstatna a bude jen nasobicim faktorem této funkce. Proto zvolime ¢y = 1:

1 1 1 1

co=1, c =1, CHr=—, Cry=——o, c , Co=——.
0 ! ) 3732 Y7432 >75.4.3.2

Celkem snadno odhadneme obecnou formulku:

(16)
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O vztahu matematiky a fyziky Komplexni ¢isla

Cp=—. (17)

n

Nalezena funkce se nazyvé exponenciala a jeji rozvoj tedy je
2 3 4 5
X x' o x
exp(x)—1+x+—2!+—3!+—4!+—5!+-~-. (18)

V nulovém argumentu méa nami nalezend funkce hodnotu 1. V argumentu 1 je vysledkem
tzv. Eulerovo ¢islo:

exp(0)=1, (19)
I 1 1 1
exp()=14+1+—+—+—+—+---=2,71828183...=¢e. (20)
21 31 41 5!

Jiny postup nalezeni exponencialy

Funkci ,,imunni* vii¢i derivovani mizeme také nalézt z diferencialni rovnice
dr dF

p— _=

F'=F = —=F dx =

hF=x+C =  F(x)=Ke".

Vzhledem k tomu, ze ma platit £(0) = 1, musi byt K = 1. Vidime tedy, Ze nami nalezena fada
je exponencialni funkci se zakladem rovnym Eulerové Cislu:

2 3 x4 x5

> exp(x)=e’ =l+x+—tti 41

21 31 41 5l
V matematice je velmi Casté, ze funkce jsou definovany za pomoci nekone¢nych fad a vétsi-
nou se z obdobnych fad pocitaji 1 jejich funkéni hodnoty (naptiklad ve vasi kalkulacce). Po-
kud zrozvoje exponencidly vybereme jen sudé mocniny, dostaneme hyperbolicky kosinus
(vzpomeiite si, ze v nule ma hodnotu 1 a je oto¢en vzhiiru, podobné jako parabola). Pokud
vybereme jen sudé mocniny a budeme u nich stfidat znaménka, dostaneme obycejny kosinus.
Stfidajici se znaménka budou polynomy tvofici fadu otacet sttidavé dold a nahoru, tim ziska-
me periodickou funkci. Pokud vybereme liché mocniny, funkce se nazyva sinus hyperbolicky
a pokud vybereme liché mocniny a budeme u nich stfidat znaménka, ziskdme normalni sinus.

(22)

Zapamatujte si:

2 3 x4 xS

expx=l+x+—+—+—+—+---,
20 31 41 5!

2 x4 x6 x8

chx=l+—+—+—+—+---,
21 4! 6! 8!

2 x4 x6 x8

> cosx=l-—+2 X 4% 4. (23)
21 41 6 8!

3 5 7 9

x x x' o x

dhp == =1 =1 =222,
3t st 7 9!
3 x5 x7 x9

G =geme—t —= ———1
roost 7t 9t




O vztahu matematiky a fyziky Komplexni ¢isla

To, Ze takto definované funkce splyvaji s jejich klasickou definici z trigonometrie, 1ze doka-
zat Taylorovym rozvojem funkci. Mezi funkcemi z tabulky existuje fada zajimavych vztahi,
k nejznamégjsim patii Eulertiv vztah. Zkusme nalézt exponencidlu s ryze imaginarnim argu-
mentem (za pomoci jeji fady):

()’ , ()  (9)* (9’  _
2! 3! 4! 5!

o> 9 o' 9

=l+ix————i——+"—+i—+--=
20 30 41 5!

2 4 3 5
:[1_‘P_+¢_i...}i[x_¢_+¢_;...}_
2! 4! 3! 5!

V prvni zavorce je fada pro kosinus, ve druhé fada pro sinus. Celkové tedy plati:

exp(ip) =1+ (ip) +

> '’ =cosp+ising. (24)
Eulertv vztah je nesmirn€ uziteny pii vyjadfovani komplexnich ¢isel:
f=x+iy=Acosp+idsing= A(cos p+ising)=Ae'?. (25)

Jde o tzv. goniometrickou interpretaci komplexniho ¢isla. Komplexni ¢islo uz tedy umime
zapsat ¢tyfmi zpusoby:

> f=x+iy=(xy)=[4,¢]= 4. (26)
V goniometrickém tvaru mizeme snadno interpretovat nasobeni dvou komplexnich ¢isel:
fg=Ae'? BelY = ABe' WV (27)

Soucin dvou komplexnich ¢isel ma amplitudu rovnou sou¢inu amplitud a fazi rovnou souctu
fazi ptiivodnich cisel:

Velmi zvlastni pozici ma ¢islo ve tvaru
g=¢e'?. (28)

Amplituda tohoto ¢isla je rovna jedné, tedy Cislo lezi na jednotkové kruznici v Gaussove ro-
vin€. Tak se nazyva rovina, v niz na kartézské soutadnice vynaSime redlnou a imaginarni ¢ast
komplexniho ¢isla. Pokud timto ¢islem (tzv. komplexni jednotkou) vynasobime jakékoli jiné
komplexni ¢islo, je vysledkem jeho otoCeni o thel a v kladném matematickém sméru (proti
sméru hodinovych rucicek):

fel%=de'?el? = 4!, (29)

V goniometrickém tvaru lze komplexni ¢isla snadno nasobit 1 otacet kolem pocatku soufadni-
cové soustavy. Také lze velmi elegantné¢ odvozovat rizné vztahy, jako piiklad uved'me
souctove vzorce:



O vztahu matematiky a fyziky Komplexni ¢isla
cos(ar+ fB) = Re(ei(‘“ﬂ)) = Re(ei“ eiﬁ) =
= Re[(cosa+isin o)(cos f+isin ,B)] =

=cosacos f—sinasin S

Analogicky odvodime rtizné dal$i vztahy, postaci jen aplikovat Eulertv vztah (24). Piehled
uzitecnych vyrazl naleznete v nasledujicim ramecku:

Zapamatujte si:
ix s
e =cosx+isinx,
cos(x+ y)=cosxcos y—sinxsin y,

sin(x+ y)=sinxcos y+sin ycos x,

> X —X X —X (30)
+ —_
chx=2"%  ghx=%"% |
2 2
eix_i_e—ix eix_e—ix
cosSx=————, sinx=———,
2 21
cos(—x)=cosx, sin(—x) =—sinx.
Rotace v roviné
A
Im (f)
f=x%+iy
0ef=xtiy
Re (f)

Otoceni bodu v roviné miizeme za pomoci komplexnich ¢isel zapsat velmi jednoduse
f=i+iy=fel¥= (x+iy)(cosa+isina)=(xcosa—ysina)+i(xsina+ ycos).
Porovnanim zacatku a konce je jasné, ze soutfadnice pootocené¢ho bodu jsou
X=xcosa—ysina,

(1)

y=xsina+ ycosc.

Pokud se nebude otacet bod, ale soufadnicova soustava, postac¢i zménit thel o na —a. Vy-
sledny vztah bude v maticovém tvaru

[fcj [ cosa sina}[x}
> | . (32)
7 —sinar  cosa )\ y

Coz je typicka rota¢ni matice. PovSimnéte si, Ze je jeji determinant roven jedné — to je pro
rotaCni transformace charakteristické. Nyni tuto transformaci zapiSeme pro velmi maly thel
(nejlépe infinitezimalni) Z rozvoje trigonometrickych funkci postaci ponechat jen prvni ne-
nulovy ¢len:
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G 10 &

Infinitezimalni rota¢ni matici miiZeme nyni rozd¢lit na jednotkovou matici a zbytek:

e (1 @) (10) (01 “
o=, 1 7le 1Tl o (34)

Prvni matice je jednotkova a se soutadnicemi ned¢€ld nic, druhd matice zaméni soutfadnice
(x,») a u druhé z nich jesté oto¢i znaménko. Casto byva zvykem z druhé matice vytknout
imaginarni jednotku a celou transformaci prevést do tvaru

R_la_lO,O—i 15
inf__0{1_01+10(i0. (35)

Dtivody pro tuto Upravu jsou hned dva: 1) koeficienty u matic koresponduji s prvnimi dvéma
¢leny rozvoje exponencidly exp[ia] =1 +ia, coz bude vyhodné; 2) nova matice mé realna
vlastni ¢isla a navzajem kolmé vlastni vektory a nazyvame ji generdator rotace

(%)
> M=| . (36)

Pro rotacni transformaci v roving tedy plati

Pojd'me nyni otoCeni o kone¢ny thel sestavit z mnoha malych pooto€eni. Celkovy Uhel roz-
délime na n stejnych malych thla (n — o)

o
oa=n— (38)
n
a rotacni transformaci (37) o uhel a/n zopakujeme nx:
n
. n . .a
R = lim R = lim (]I+1—Mj . (39)
n—oo n—oo n
Vzhledem k tomu, ze (1+x/n)" — €, plati
R=¢"M, (40)
Takto elegantné lze vyjadfit rotacni transformaci o konecny uhel o za pomoci generatoru ro-
tace. Exponencialni funkce z matice je samoziejmé definovana rozvojem(22), tj.
. 2 3
(iaM) N (ioM) e
2! 3!
Vyjadieni rotace pies generatory je vyhodné zejména tehdy, pokud budeme potiebovat kom-
binovat vice rotaci kolem riznych os a s rliznymi thly. K této tloze se jesté vratime. Po-

dobny postup je také uziteCny u Lorentzovy transformace. Pomoci generatorti této transfor-
mace lze pak zapsat obecnou Lorentzovu transformaci. I k této tloze se pozd¢ji vratime.

> R=¢M _T+igM+

(41)

¢ Piiklad: Pohyb nabité ¢astice v magnetickém poli

10



O vztahu matematiky a fyziky Komplexni ¢isla

Predpokladejme, Ze jsme zvolili soufadnicovy systém tak, aby homogenni magnetické pole
mifilo v ose z a nabitou castici jsme vypustili rychlosti vy napfic silo¢aram. Magnetické pole,
pocatecni podminky a Lorentzova pohybova rovnice budou:

B=(0,0,B), (42)
r(0) = (0,0,0), (43)
v(0)=(0,v¢,0), (44)

mit=Q0¥FxB. (45)

Pohybovou rovnici rozepiSeme do slozek. Pohyb se bude konat v roviné (x, y), proto se
omezime jen na tyto dvé slozky:

=255, (46)
m

y=-285 (47)
m

Ob¢ rovnice je mozné fesit riznymi zpusoby. Asi nejrychleji k cili vede Landautiv postup:
druhou rovnici vynasobime komplexni jednotkou a secteme s prvni. Kombinaci QOB/m
oznacime jako cyklotronni frekvenci w,:

Pid=—im,(+i) (48)

Sectenim rovnic jsme zadnou informaci neztratili. Kdykoli mizeme oddélit redlnou a ima-
ginarni ¢ast a vratit se k pivodnim rovnicim. Nyni sta¢i zavést komplexni proménnou
f=x+1y atesit jednoduchou rovnici

f=-ia,f (49)
v komplexnim oboru. Po prvni integraci mame:
f+im, f=C. (50)

Nyni najdeme homogenni a partikularni feseni:

f@=Cre -, 51)

C

Integracni konstanty uréime z poc¢ate¢nich podminek, tj. z relaci
f(0)=x(0)+iy(0)=0,

- R : (52)
f(0)=x(0)+iy(0)=ivy .
Pouhym dosazenim do nalezeného feSeni zjistime, Ze:
C] :iUO 5 C2 :_Uo/a)c. (53)
Celkové feSeni ma tedy tvar
Vo _: v
[()=x(O)+ip(t) = —— e 4 22 (54)
a, a,

C Cc

K feSeni jsme vyuzili komplexni ¢isla. Nyni je naCase oddélit redlnou a imaginarni Cast,
a ziskat tak soutradnice pohybujici se nabité ¢astice:
x(t)=R; —Rj cosw,t,

55
y(t)=Rysinw,t, (53)

11



O vztahu matematiky a fyziky Komplexni ¢isla

kde jsme oznacili
(56)

tzv. LarmorGv polomér Ry a cyklotronni frekvenci w.. Trajektorii ziskdme vylou¢enim casu
(na pravo ponechame sinus a kosinus, ob¢ rovnice umocnime na druhou a secteme):

(x=Ry) +)* =RE. (57)

Vidime, ze pohyb se déje po kruznici s polomérem Ry a se stiedem S=[ Ry, 0 ]. Poloha
stiedu zavisi na znaménku néaboje Castice, stejné tak jako cyklotronni frekvence ob&hu.

Q—<_ 0 0>0
/,r BN AUy ~7777 o

K N | S A

Kvaterniony

Vse, co o komplexnich ¢islech vime, 1ze soustiedit do jednoduché defini¢ni tabulky, v niz
jsou vSechny mozné kombinace nasobeni realné ¢asti (reprezentované jednotkou 1) a imagi-

rowr

narni ¢asti (reprezentované imaginarni jednotkou 1):

(58)

Uz vime, ze komplexni ¢isla reprezentuji uspotfadanou dvojici realnych cisel, kterou Ize zto-
toznit s kartézskymi soufadnicemi bodu v rovin€. V poloving 19. stoleti bylo jasné, Ze by se
hodilo néjaké rozsiteni komplexnich ¢isel na Ctyfi osy, nebot’ vétSina déju v ptirodé je popi-
sovana Ctveficemi (Cas a prostor, energie a hybnost, skalarni a vektorovy potencial atd.). Po-
stupné krystalizovala predstava takového rozsifeni. Mé¢lo by jit o ,,svét™ s jednou redlnou
osou (odpovidajici Casu) a tfemi imagindrnimi osami (odpovidajicimi prostoru). Takové
,komplexni‘ ¢islo (kvaternion) by mélo tvar

f=s+ix+jy+kz, (59)

kde s je redlna neboli skalarni ¢ast, (x, y, z) je imaginarni neboli vektorova ¢ast a 1, j, k jsou tfi
imaginarni jednotky, které spliuji relaci

i2=j?=k*=-1. (60)

Obdobné jako u komplexnich Cisel by mélo byt mozné ze Ctvetrice realnych Cisel kdykoli
kvaternion sestavit a naopak z kvaternionu kdykoli opétovné oddélit vSechny ctyti ¢ésti a se-
stavit uspofadanou ctvefici neboli Ctyfvektor, tj. pfechazet mezi obéma reprezentacemi

N

=s+ix+jy+kz. (61)

N

12
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Za tim ucelem bylo ale tfeba vhodné definovat nasobeni mezi jednotlivymi imagindrnimi
jednotkami. Tomuto tkolu se usilovné vénoval irsky matematik Willard Rowan Hamilton
(1805-1865), kterého budou ¢tenafi znat z Hamiltonova principu, Hamiltonovych rovnic
a Hamiltonova operatoru. Hamilton je povazovan za otce kvaternionti, ale k jejich teorii pfi-
spéli 1 dal$i matematici, naptiklad némecky matematik Adolf Hurwitz (1859-1919), ktery
dokézal, Ze smysluplné rozsiteni komplexnich Cisel na tzv. hyperkomplexni cisla 1ze udélat
jen ve ctyfech (kvaterniony) a osmi (oktoniony) dimenzich, dale brit§ti matematici Arthur
Cayley (1821-1895) a Augustus de Morgan (1806—1871), bratii Gravesovi a dalsi. Hamilton
zavedl nekomutativni nasobeni imaginarnich jednotek, které kopiruje vektorové souciny jed-
notkovych vektorli ve sméru imaginarnich os:

ij =k, ji = -k,
ik=i, kj=—i, (62)
ki=j, ik=—j.

Vztahy Ize jeden z druhého ziskat cyklickou zdménou:

N T
.

Zékladni tabulka operaci mezi realnou a imaginarnimi jednotkami tedy je

1 1 ]k
1|1 i j k
> i i -1 k —j (63)

il -k -1 i
k| k j - -l

Vypravi se, ze Hamiltona tyto operace napadly dne 16. fijna 1843, kdyZz spéchal na zasedani
Akademie véd a E)fechézel Broughamsky most v Dublinu. Pry kapesnim noZikem do mostu
vyryl napis i’ = j* = k¥ = ijk = —1. Na most8 je dnes pamétni cedulka s timto vztahem. Jak
vidime, vandalskych ¢inii se mohou dopoustét nejen bezejmenni chuligani, ale i ctihodni ma-
tematikové se Slechetnymi pohnutkami. Pronasobime-li dle téchto pravidel dva kvaterniony

¢ v
A (e) B (v
e R e )
AZ BZ

dostaneme

fg=(@+id, +jA,+k A )w+iB, +jB,+kB,)=""
=(oy - AB, ~A,B,~ A.B.)+
+i(gB, +y A, +A4,B,—A.B,)+ (65)
+j (0B, +wA, + 4.8, —AB, )+
+k (¢B, +yA, + AB,—A,B,).
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O vztahu matematiky a fyziky Komplexni ¢isla

Vysledek mizeme zapsat v kompaktnéjSim tvaru

oy —A-B j

66
¢/B+wA+AxB (66)

=

Pro ryze realné kvaterniony (chybi u nich imaginarni, tj. vektorova cast) plati
Je=oy (67)

a nasobeni kvaterniont se redukuje na nasobeni dvou realnych ¢isel. Pro ryze imagindrni
kvaterniony (maji nulovou skalarni ¢ast) pak mame

_(TAB 68
fg_ AXB H ( )

tedy ve skalarni Casti se objevi zaporné vzaty skalarni soucin a ve vektorové Casti vektorovy
soucin. Piedstavte si, Ze vektor A je naznacenou operaci gradientu, tj. A = V , potom se ve
vztahu (68) objevi ve skalarni Casti pfirozenym zptisobem divergence a ve vektorové rotace
pole B. Vlastnosti kvaterniont dobie koresponduji se skalarnimi a vektorovymi souciny pfi
popisu elektromagnetického pole, proto je James Clerk Maxwell vroce 1873 pouzil pfi
zaveérecné formulaci svych rovnic. Vektory chapal jako ryze imaginarni kvaterniony (jen
s vektorovou ¢asti) a skalary jako ryze realné kvaterniony (jen se skalarni casti). Naptiklad
vektor A a gradient mizeme chépat jako ryze imaginarni kvaterniony
. . 0 . : 0

Azle+JAy+kAz=(AJ; V:18x+18y+kaz:{a/aX] (69)
Podobné jako u komplexniho ¢isla zavadime redlnou a imaginarni ¢ast, miizeme u kvaterni-
onu zavést skaldrni a vektorovou ¢ast:

> f:(ﬁj; S.f=¢; V.f=A. (70)
Nyni mizeme divergenci a rotaci pole zapsat jako ptislusné ¢asti souc¢inu dvou kvaterniont:
divA=-S.VA; rotA=V.VA (71)

V zavérecné tabulce je nalevo historicky kvaternionovy zapis nékterych Maxwellovych rov-
nic z roku 1873 (str. 257 a dale, dil IT) a napravo dne$ni notace:

B=V.VA B=rotA
E=-A-Vy E=—-0A/0t-V¢

e=S8.VD divD=p,
F=V.GB-A-Vy F=0QvxB+QE
C=K+D jior = j+OD/Ot
4nC=V.VH rotH=j+dD/ot

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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O vztahu matematiky a fyziky Komplexni funkce

Predpokladejme, ze funkce f'(z) je funkci komplexni proménné, tj. f(z):C — C. V nasledu-
jicim textu uvedeme zakladni pojmy a postupy z komplexni analyzy.

Holomorfni funkce

Rekneme, Ze komplexni funkce f{x, y) = u(x, y) + iv(x, y) je holomorfni na oteviené mnozing,
pokud ma derivaci v kazdém bodé mnoziny. Oteviend mnozina je v definici podstatnd, pro-
toze ke kazdému bodu mnoziny musi existovat okoli, na kterém je moZzné derivaci zavést.
Existence komplexni derivace je velmi silny pozadavek, a pokud je funkce holomorfni, ma
zajimavé vlastnosti:

1.

plati tzv. Cauchyovy-Riemannovy (CR) podminky:

du_dv. du_ dv (72)
ox dy dy ox

Platnost CR podminek je zfejma z toho, Ze derivace musi dat stejny vysledek, at’ se k da-
nému bodu blizime po redlné nebo po imaginarni ose, tedy musi platit of/ox = of/0iy. Od-
délenim redlné a imaginarni ¢asti ziskdme CR podminky.

>

. Z CR podminek je okamzité vidét, Ze redlnd i imaginarni ¢ast holomorfni funkce je har-

monicka, tj. splituje Laplaceovu rovnici:

> Vu=0; V?=0. (73)
Situaci Ize 1 obratit. Pokud vezmeme za redlnou ¢ast komplexni funkce néjakou harmonic-
kou funkci, miZzeme z CR podminek dopocitat jeji imaginarni ¢ast, tedy kaZdou harmonic-
kou funkei je urcena néjakd komplexni funkce.

K holomorfni funkci lze v kazdém bodé mnoziny vzdy nalézt TaylorGv rozvoj. Pozdé&ji
této kapitole si ukdzeme, jak Ize elegantné nalézt jeho koeficienty, viz vztah (111).

. Necht’ y je uzaviend prosta (obchne pravé jednou) kiivka. Je-li / holomorfni na kiivce

1 uvnitt kiivky, plati Cauchyova fundamentalni véta:
> $f(2)dz=0. (74)
/4

Vzhledem k tomu, Ze vysledek integralu se nezméni pii jakékoli spojité deformaci kiivky
(toto tvrzeni zde nebudeme dokazovat), ukdzeme si platnost Cauchyovy véty pro kruznici
v komplexni rovin¢ parametrizovanou vztahem

z=z,+Ré ; pe<0,2r).
o+Re? 0,2 75
Pro vypocet vyuzijeme Taylorova rozvoje funkce:
2)az= Cplz—2z = . R" e ie'?dop=
Z:ZO"'Rei(p Z=ZO+Rei'pk:0 k=0 o

oo 27
Z ICkRk+1 J. el(k+1)¢7 dq) — 0 ,
k=0 0

nebot’ pro jakékoli & jde o periodickou funkei, z niZ je integral nulovy (plochy nad osou a
pod osou jsou stejné).

15



O vztahu matematiky a fyziky Komplexni funkce

Laurentuv rozvoj

Laurentovym rozvojem komplexni funkce f{z) v okoli bodu zy nazyvame fadu

~+oo
k
> f@= Y alz-z) . (76)
k:—oo

Touto fadou se zabyval francouzsky matematik Pierre Alphonse Laurent (1813-1854). Sou-
Cet zapornych ¢lent fady (k < 0) nazyvame hlavni ¢ast Laurentovy fady, soucet nezapornych
¢lentd (k > 0) nazyvame regularni ¢ast Laurentovy fady.

Pokud ma funkce v komplexni roviné poly (osamocené body, ve kterych hodnota funkce di-
verguje, ale v jejichz prstencovém okoli je funkce holomorfni, viz dale), l1ze vzdy nalézt
k danému bodu z, n¢jakd mezikruzi .4, na kterych bude funkce holomorfni. Pro tato mezikru-
Zi je mozné jednoznacné urcit koeficienty ¢, fady tak, aby Laurentova fada byla na téchto
mezikruzich konvergentni. Pro rtiznd mezikruzi bude mit fada riizné koeficienty.

Na nasledujicim obrazku jsou poly v bodech zj, z; a z3 a existuji 4 mezikruzi, ve kterych lze
nalézt koeficienty ¢ tak, aby Laurentova fada konvergovala k ptivodni funkci:

A
yl

Reziduova véta a poly

Hledejme kiivkovy integral z komplexni funkce po prosté, kladn€ orientované uzaviené kiiv-
ce y (oblast ob¢hne pravé jednou). Funkce musi byt holomorfni v kazdém bodé& kiivky, ale
v oblasti ohrani¢ené kiivkou mohou byt pdly, a proto nebude integral po kiivce nulovy, nebot’
neplati predpoklad Cauchyovy fundamentalni véty o holomorfnosti funkce v celé oblasti.

Uvazujme nejprve jednoduchou situaci s jedinym pdlem v z,, kolem néhoz existuje prsten-
cové okoli (bod zy do n¢ho nepatii), na kterém je f holomorfni. Najdéme integral po kruznici
vedené kolem bodu zg:

45 f(z)dz= Cﬁ ch(z ZO)dZ ZJ. Rk 1/“/’Rlel(0d¢_

z=zy+Re'? z=zy+Re'? k
27
= ZiCkRk+1 I el(k+1)¢ dq) = ZiCkRk+1 27[5k -1 = 2ﬂ'ic_1 .
k k

Je ztejmé, Ze jedinym nenulovym ¢Elenem je €len s k= —1. Koeficientu c_; proto fikame rezi-
duum (zbytek) funkce f'v bod¢ z, zna¢ime Rez(f; z). Pro obecnou kiivku miizeme postupo-
vat obdobné, vysledkem je reziduova veta

> 85 f()dz=27i Y Rez(f,z). (77)

zi€ Inty

Integral z prosté, kladn€ orientované uzaviené kiivky je roven 2zi-ndsobku souctu vSech re-
zidui funkce lezicich uvnitf kiivky (Int y). Véta umoziuje efektivni vypocty mnoha kiivko-
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O vztahu matematiky a fyziky Komplexni funkce

vych integralti v komplexni roving, ale i integralli po redlné ose, kterou chapeme jako cast
kiivky v komplexni roving. Pokud by kiivka byla orientovana opacné (ve sméru hodinovych
rucicek) objevi se na pravé stran¢ minus.

Poly
Rekneme, Ze funkce f{z) ma pol v bodg zy, pokud
1. lim f(z)=ec0,

Z—>20

2. v prstencovém okoli zy je funkce holomortni.

Nasobnost pélu
Rekneme, Ze pol zy funkce f{z) ma nasobnost k, pokud koeficienty Laurentova rozvoje na
prstencovém okoli bodu zy spliuji

1. C_k #* 0 5

2. ¢ = 0 5 [<—k.

K vypoctu rezidui pro pdly nizké nasobnosti lze vyuzit jednoduché vztahy uvedené
v nasledujicim textu.

Reziduum v pélu prvni nasobnosti
Reziduum v polu prvni ndsobnosti lze urcit ze vztahu (plyne okamzité z Laurentova rozvoje)

Rez(f,zy)= lim [(z—zy) f(2)] . (78)
z->z,
Ze vztahu je ziejmé, Ze pro holomorfni funkci g plati
> Rez[ () ,ZOJ = g(z)) . (79)
(z—zg)
Naptiklad

RGZ( sin(z) ij:hn{(z_i) sin(z) }:hm{sin(z)}:singi)'

(z+i)z—-1)" ) zoi (z+i)(z—1) (z+1) 2i

Reziduum v pélu k-té nasobnosti

lim [(z —zy) f(z)J(k_l) . (80)

Rez(f,Zo):(k_l)!z_no

Reziduum v nekoneénu
Pro holomorfni funkci miizeme v prstencovém okoli nekone¢na zavést Laurentliv rozvoj

+oo bk
f@)= . 81
= Z
Reziduum v nekonec¢nu potom definujeme vztahem

Rez( f,o0) =—b, . (82)

Znaménko se definuje zaporné proto, aby pro funkci, kterd je holomorfni az na kone¢ny pocet
poli z, platilo, Ze soucet vSech rezidui je nulovy:

Rez(f,e) + Y Rez(f,z,)=0. (83)
Zk
Tento vztah umoznuje vypocitat reziduum v nekonecnu bez pouziti defini¢niho vztahu (80).
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Priklady na vypoéty integralu
4 Piiklad 1:

Spoctéte integral

2
X
I= dx. (84)
'[ (x +a )(x2 +b2)
Namisto realného integralu (84) budeme pocitat integral z komplexni funkce (x nahradime z)
2 2
z z

f(2)= (85)

(zz +a2)(22 +b2) " (z+ia)(z—ia)(z +ib)(z—ib)

kterd ma 4 poly, zadny z nich ale nelezi na vodorovné (realné) ose. Integral povedeme po
kiivce na nasledujicim obrazku, pély jsou vyznaceny Cervenymi krouzky:

VA

Pro vypocet vyuzijeme reziduovou vétu, uvnitf ¢ervené integracni kiivky jsou jen dva poly:

qS f(z)dz= j f(z)dz+ j f(2)dz =27i[Res(f(z),ia)+Res(f(2),ib)].  (86)
71 72

Pro R — o konverguje integral ptes kiivku y; k ndmi hledanému integralu 7, zatimco integral
pres kiivku y, se limitn€ blizi nule, nebot integrovana funkce jde v nekonecnu na kiivee y,
(v kterémkoli sméru) k nule. Proto médme
I=2zi[Res(f(2),ia)+Res(f(2),ib) ]| = ——.
a+b

¢ Priklad 2:

Spoctéte integral

+
= cosmx 4 m>0. (87)

- 1+ x?

Integral urcité existuje, nebot’ Citatel je omezend funkce a jmenovatel se v +oo chové jako
1/x*. Integral uréime jako realnou &ast integralu, v némz funkci kosinus nahradime kmitavou
exponencialou

+oo eimx
I=Re j
S l+x

2dx; m>0. (88)
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Dalsi postup bude obdobny jako v minulém piikladé. Budeme pocitat integral z komplexni
funkce

imz imz
[

f(z)=—=

1422 (z+i)z-1)

kterd ma poly vbodech +i a —i. Jako integracni kiivkou zvolime cervenou Carkovanou
kiivkou z nasledujiciho obrazku

(89)

=~ R —> x©
\‘\
N 72
\
\
\
\
\
—— e e e e e e et e e e e S e e e e »————— .|_>
" R x
¢—i
Z reziduové véty mame
imz imz imz
[S—dz=[ S dz+ [ = dz=2ziRes(f(2).i). (90)
7,1+Z % I+z % I+z

V limit¢ R —oo bude probihat integrace v prvnim integralu po celé realné ose, v druhém
z integrali bude pro m > 0 integrovana funkce konvergovat k nule. Pokud by m < 0, museli
bychom integraci uzavftit pies dolni polorovinu. Vysledek tedy je

too eimx e M
j dx=27iRes(f(2),i)=27i—=me™. (91)
1+x 21

2

—o0

Po odd¢leni realné a imaginarni ¢asti dostaneme vysledek

—+oo
[ dx=ze™; (92)
oo I+x
[ 2 dx=0. (93)
S+
J
4 Piiklad 3:
Urcete integral
T
j — dx. (94)
X

S vypoctem tohoto integralu budou problémy v okoli nuly, kde integrovand funkce z obou
stran diverguje (viz obrazek) a integraci pres takovy bod nelze provést. Piesto lze integraci
vuréitétm smyslu udé€lat. Integraci rozdélime na dvé casti, v nichz ,,nepohodlny* bod
vynechame a limitné se k nému budeme bliZit zleva a zprava. Takovyto postup nazyvame
integraci ve smyslu hlavni Cauchyovy hodnoty a oznacujeme

oy £ o
V.P. | —dx=1l —dx+ | —dx|. 95
_.Lx3 = J.xs x £x3 X )
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Oznaceni V. P. je zkratka z Value Principal. V naSem ptipad¢ je prvni z integralli zaporny a
druhy kladny a oba se vzdy pfesné vyrusi, takze vysledkem je nulova hodnota. V jinych pfi-
padech nesymetrickych funkci miize byt vysledek nenulovy. Vysledek tedy je

400
v.P. | % dx=0. (96)

]
4 Priklad 4:

Ve fyzice je dosti Casty je vypocet integralu s jednoduchym polem na redlné ose

I g(X) ©7)

X— xO

—oo

Na takovy integral vedou rizné ulohy na rezonanci. Je-li funkce g(z) holomorfni v komplexni
roviné a v realném (o) 1 imaginarnim (ico) nekonecnu se blizi k nule tak rychle, aby integral
konvergoval, vyuzijeme k vypoctu reziduovou vétu pro ¢arkovanou kiivku na obrazku:

R—>
r—0

Integral (97) piepiSeme do komplexni proménné a provedeme integraci po jednotlivych kiiv-
kach v matematicky kladném sméru, tj. proti sméru hodinovych rucicek:

j f(ZZ)() ‘[ Zg( Z)O I Zg( Z)O ‘f Zg( Z)O dz = 2”1g(XO)
Vs

V integralech provedeme limity R — o0 a r — 0. Posledni integral ptijde vzhledem k piedpo-
kladim pro R — o k nule. Jednotlivé integraly postupné¢ daji

lim j JEC j—g(ZOJ’;e )ir e"/’d(p+j 80 4 |10 =27ig(x,)

15:;?; L X— xo re xgtr X X0
lim '[ i) S dx + I W) ) + lim J-g(zo+re )1rel¢ do =27ig(x,)
R —> o0 “r X r—0 ret?
r—0 x0+r
+oo (x) 2
VP [ 24 + i [ glxg)de =27ig(x).
ST X0 i
> V.P. j ™) 4 = mig(xy). (98)
X— xO

—o0

Pokud integral v imaginarnim nekone¢nu nekonverguje, vyuzijeme jiné integracni cesty, na-
priklad obdélniky ¢i jiné vhodné utvary.
J
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¢ Priklad 5:
Urcete integraly

oo .

[ ZEdx. (99)

. X

i COS X

j dx. (100)
X

—oo

Prvni z integralt bude klicovy pro teorii distribuci a v dal§im se s nim jesSté setkame. Inte-
grand se v pocatku chova ,, normalné*, nebot’
. sinx
lim——=1. (101)

x—0 X

To bohuzel nelze fici o druhém integrandu, zde plati

=10 (102)

a integral bude mozné pocitat jen ve smyslu Cauchyovy hlavni hodnoty. Oba integraly bu-
deme pocitat naraz za pomoci exponencialni notace, tj. uré¢ime integral
too eix
I= j = dx (103)
X

—o0

a posléze oddélime redlnou a imaginarni ¢ast. Pfi vypoctu budeme postupovat dle obecného
navodu z piedchoziho ptikladu. Integrand nahradime komplexni funkci

iz

f(z)="—,
zZ

(104)

kterd ma jediny pdl na realné ose v bodé z=0. V horni polorovin€ konverguje integrand
v nekonecnu k nule, proto miizeme piimo pouzit vztah (98) z minulého ptikladu:
too eix
V.P. j = dx = zie =iz (105)
X

—oo

Oddélime-li nyni redlnou a imaginarni ¢ast, mame

COS x

V.P. j dx = 0. (106)

> J‘ sin x

——dv=r (107)

U druhého integralu jsme vynechali symbol V.P., nebot’ je integrand v x = 0 kone¢ny a hlavni
hodnota splyva s béZnym vyznamem integrace. Odvozeny vztah budeme jesté potiebovat.

Cauchyova integralni formule a holograficky princip

Hodnoty holomorfni funkce uvnitt libovolné uzaviené prosté kiivky lze dopocitat z hodnot na
této kiivce (funkce musi byt holomorfni v celé oblasti) podle Cauchyovy integralni formule:

1z o>——<]5 /) o (108)

2riY z— zO
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Samotny integrand neni holomorfni v bod¢ z =z,. Diikaz tohoto tvrzeni miiZzeme okamzité
dostat z reziduové véty. Naleznéme ale vysledek integraci po kruznici: Kfivku nahradime bez
ujmy na obecnosti kruznici se stiedem v bod¢ z, (spojita deformace kiivky na holomorfni
oblasti nezméni hodnotu kiivkového integralu, nesmime tedy kiivku jen deformovat pies
centralni bod z¢, kde integrand neni holomorfni).

Stied kruznice je v bod¢, kde pocitdime hodnotu funkce, na poloméru kruznice nezalezi
(kruznice s riznym polomérem lze spojité deformovat jednu na druhou). Holomorfni funkci
rozvineme do Laurentovy fady v okoli bodu zy, ktera bude mit diky holomorfnosti jen neza-
porné Cleny:

- k
f(z)=ch (z—z) (109)
k=0
Integrujme nyni na pravé stran¢ vztahu (108) libovolny z ¢lenti fady:
k
L ge(z=20) ! k-t
dz = cp(z—z dz =
27z’iq-> z—2z 27zi95 g 0)
/4 /4

1 2r
= — [ R * V2R dgp = (110)

2ri 0

gk R*
_ 1¢, : I elk(D d¢ lck 27[5}(0 = 005k0 - f(ZO)5k0
2z 2mi

Jediny nenulovy piispévek ma tedy nulty ¢len rozvoje a ten je pfimo roven hledané hodnot¢.

Vztah (109) Ize snadno zobecnit na koeficienty Laurantovy fady*
Pro zy # o lze koeficienty fady urcit ze vztahu

f(z) , ,,,,
> ¢ = 27“98(2 z)"“ yoH . (111)

Kfivka y je uzaviena prosta a cela lezi v daném mezikruzi. Muze jit naptiklad o kruznici se
sttedem v zo a vhodnym polomérem. Dtlikaz vztahu (111) je zcela analogicky ditkazu (110), tj.
jen dosadime parametrizaci kruZnice (75) a za funkci hledany rozvoj. Nenulovy bude jediny
Clen, a ten d& prave koeficient ¢;. Pro regularni ¢ast fady piejdou koeficienty c; v bézné
koeficienty Taylorovy fady

_ P
k!

K rozvoji funkce do Laurentovy tady existuje fada trikd, pfi kterych neni nutné provadet
vypocet koeficientii podle vztahu (111).

> ¢ . k=12, (112)

U holomorfnich funkci je velmi zajimavou vlastnosti vztah (108), pomoci né¢hoz je mozné do-
pocitat hodnoty holomorfni funkce ze znalosti funkce na hranici mnoZiny. S obdobnym prin-
cipem se setkavame i ve fyzice, kde ho nazyvame holograficky princip. V podstaté jde
o tvrzeni, ze N rozmérnou realitu 1ze zakdodovat do informaci na mnoziné s dimenzi N—1. Za-
tim se s holografickym principem setkdvame ve tfech oblastech fyziky. Prvni z nich je holo-
grafie, tj. pofizeni 3D fotografie (hologramu) na 2D médiu. Na hologramu se za pomoci in-
terference zaznamenava informace nejen o intenzité svétla odrazeného od objektu, jak je
tomu u béZné fotografie, ale 1 o jeho fazi, kterd se zapiSe jako obrazec vznikly interferenci
odrazeného paprsku s referen¢nim paprskem. Z hologramu lze pak za pomoci laserovych pa-
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prskil zrekonstruovat tfirozmérnou ,,fotografii ptivodniho objektu. Holografii objevil anglic-
ky fyzik mad’arského pivodu Denis Gabor (1900-1979) v roce 1947.

Druhou oblasti je termodynamika ¢ernych dér. Z praci izraelsko-amerického fyzika Jakoba
Bekensteina (1947-2015) a britského teoretika Stephena Hawkinga (*1942) vyplyva, Ze na
horizontu ¢erné diry jsou zakdédovany informace o jejim nitru. Povrchu ¢erné diry Ize pfitadit
nejen teplotu, ale i1 entropii, kterd je za normalnich okolnosti veli¢inou vdzanou na objem.

Do tfetice vyuzil holograficky princip holandsky teoretik Erik Verlinde (*1962) ve své alter-
nativni teorii gravitace, v niZ gravitaci nepovazuje za samostatnou interakci, ale za makro-
skopicky vysledek kvantového chovani mikrosvéta (tzv. entropickou silu patfici do stejné
kategorie jako difuize ¢i elasticita). Verlindeho teorie vyuzivéa blize nespecifikovanou pro-
jekéni plochu, na které je zakodovana veSkera informace o objektech uzavienych uvniti
plochy. Takovou plochou by mohla byt naptiklad svétocara struny korespondujici s né¢jakou
elementarni Castici. Z uvedeného je patrné, Ze holograficky princip — tedy tvrzeni, ze
informace o N dimenzich mize byt zakodovana na N—1 rozmérné mnozin¢ — ma
pravdépodobné v ptirodé hlubsi smysl, jehoz vyznam zatim ne zcela chapeme.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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3. SKALARNI SOUCIN

Vektor si mizeme piedstavit jako orientovanou tycku (rozliSujeme pocatek a konec). Rovno-
béZné posunuté tycky povazujeme za stale stejny vektor. Pokud vektor posuneme do pocatku,
miizeme z polohy koncového bodu ,,odecist* tzv. soufadnice neboli slozky vektoru. Soutad-
nice vektoru vzdy zavisi na volbé soufadnicové soustavy. Nestali tedy zadat vektor jako
uspotradanou trojici, ale musime jeho definici doplnit o transformacni pravidla, tj., jak se
zméni slozky vektoru pti pfechodu k jiné souradnicové soustavé:

f=(f,/2. /), (113)

N 3

fi :ZA,df,, (114)
=1

kde A je transformac¢ni matice od nevlnkované soustavy k vinkované. Strukturované objekty,
jako jsou vektory ¢i matice, vétSinou zna¢ime tuénym fezem pisma. Na tabuli, kde je to t€Zko
proveditelné, zna¢ime vektory Sipkou nad symbolem. Nékdy je vyhodné psat slozky vektoru
do tadku (vétSinou pro usporu mista), jindy jako sloupcové vektory. Pokud transformujeme
slozky obdobné¢ jako ve vztahu (114), je nutny sloupcovy zapis:

h Ay Ay A (O
So|=| 4 Ap Ap || fo ] (115)
/3 Ay Ay Ay ) \S3

S vektory umime provadét dvé operace — natahovani realnym koeficientem a sklddani:

> of =(afi,afy,af3), (116)

> f+g=(f1+g. /21t /5183). (117)

Jak natahovani, tak skladani provadime se vSemi slozkami. Vysledkem natahovani je vektor
stejného (a > 0) nebo opacného (a <0) sméru, ktery je alfakrat delsi. Vysledkem skladani
dvou vektort je vektor, ktery vznikne jako uhlopficka rovnobézniku natazeného na oba vek-
tory (operaci, kterou zndme ze zékladnich kurzl jako tzv. rovnobéznik sil). Pro tyto dvé
operace plati jednoducha pravidla (f, g, h jsou vektory, a, S realna ¢isla):

) f+g=g+f, f+(g+h)=(f+g)+h,
> 2) af+g)=af+ag, (a+ p)f =af + pf, (118)
3) a(ff)=(op)f, If =f,

4) f+g=f+h = g=h.

Linearni vektorovy prostor

Nyni budeme abstrahovat od konkrétnich matematickych objektt (ty¢i, usporadanych trojic)
a na prvni misto postavime vlastnosti operaci natahovani a skladéni. Zaved’'me linedrni vekto-
rovy prostor:

Linearnim vektorovym prostorem rozumime jakékoli matematické objekty (vektory, ma-
tice, funkce, feSeni diferencialnich rovnic), které umime natahovat a skladat tak, jako
jsme to délali s piivodnimi tyc¢emi. Jedinym naSim pozadavkem bude, aby nové struktury
byly opatieny obéma operacemi, a ty spliiovaly vlastnosti 1 az 4 z posledniho ramecku.
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Norma vektoru

Velikost neboli normu vektoru miizeme snadno ur¢it z Pythagorovy véty. Podle obrazku pro
dvojdimenziondlni a tfidimenzionalni ptipad plati:

”f”m :|f|:\/fx2+fy2 =\/x2+y2 )

(119)

||f||3D :|f|:\/102+y2 = x2+22+y2 :

y A yl\

l’\\f\\

x=f, x - / Iy ™ x

Je ztejmé, Ze ve veétsSim poctu dimenzi bude mozné Eukleidovskou normu definovat vztahem

y=Ih

\ 4

£/ = e + o2 4o (120)

Norma se nékdy oznacuje dvojitou svislou ¢arou a nékdy jednoduchou, tj. stejnym symbolem
jako absolutni hodnota. Pojem normy lze rozsifit i na tzv. p-¢ normu definovanou vztahem

{2 N e P L l/q. (121)
Jel=( [ + x| e

Pro pr=¢ =2 tato norma splyva s bézné¢ definovanou Eukleidovskou vzdalenosti. Samo-
ziejmée by bylo tfeba se detailné zabyvat tim, zda takto definovana norma splituje nase pred-
stavy o velikosti vektoru, naptiklad trojuhelnikovou nerovnost atd. Takovy rozbor nalezne
¢tendf v ucebnicich matematiky. UkaZme, jak vypada jednotkové kruznice, tj. mnozina boda,
které maji od pocatku vzdalenost rovnou jedné, v riznych p-q norméch:

™ +[3] =1 (122)

Na nasledujicim obrazku jsou zakresleny tyto ,,kruznice pro rizné hodnoty exponentii.

0e
+0
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Skalarni souc¢in

S vektory miiZzeme provadét nejen natahovani a skladani, ale i dal$i operace. Mame-li

k dispozici dva vektory f a g, mizeme jejich indexy ponechat rtizné a vytvoftit tak dvojroz-

mérnou tabulku Cisel, ktera spliiuje urcitd transformacni pravidla, a fikdme ji tenzor druhého

fadu

Ty = fr&is
T=f®g.

> (123)

Tuto operaci s dvéma vektory nazyvame tenzorovy soucin. Je dulezity pii popisu elektromag-
netického pole, gravitace, setrvacnikll, permitivity, permeability atd. Prvni zapis je sloZkovy,
druhy je symbolicky. Tenzorovy soucin znac¢ime kiizkem v kolecku.

¢ Priklad
f=(1,23); g=(-7,-12);

her h& he&) (77 -1 2
T=| g1 g Lhg|=|-14 =2 4.
fe g f8) (21 =36
D
Druhou moZznosti je oba indexy secist, takové operaci fikdme skaldrni soucin:
3
> f-g=(flg)=(flg)=2 figc=figi+ 1,82+ f3g3 - (124)
k=1

Skalarni soucin zna¢ime bud’ centrovanou teCkou, nebo kulatou zavorkou nebo braketovou
zavorkou. Ptes oba indexy se vys€itd a vysledkem je jedno jediné redlné Cislo, které miize byt
kladné, nulové ¢i zaporné. Pro bézné transformace, jako je otoceni soufadnicové soustavy ¢i
inverze, nezavisi skalarni soucin na volbé soustavy. Takovym ¢islim fikame skalary.

4 Priklad
f=(,23); g=(-7,-12);

f-g=fig1+ g+ /83=-T-2+6=-3.
D

Vezméme si dva libovolné vektory f, g a zvolme soufadnicovou soustavu co nejjednoduse;ji.
Osu x nechame mifit ve sméru prvniho vektoru, osu y v roviné obou vektora a osu z kolmo na
né (volba soustavy vzdy zavisi na nas):

Oznacime-li velikosti vektorli f, g a thel mezi nimi a, budou jejich soutadnice

f=(f1,/2,/3)=(/,0,0);

: (125)
g=(81,.82,83)=(gcosa, gsinar, 0).
Snadno nyni nalezneme skaldrni souc¢in obou vektort podle definice:
f-g=/fig1+/282+ /383 = fgcosa=|/f] [ g coser. (126)

26



O vztahu matematiky a fyziky Skalarni soucin

Skalarni souc¢in dvou vektort je tedy roven soucinu jejich velikosti a kosinu sevieného thlu.
To je velmi dulezité. Zopakujme si jeste, ze tento vysledek bude vzdy stejny, bez ohledu na
volbu soufadnicové soustavy.

A k ¢emu je skalarni souc¢in dobry? Za jeho pomoci miizeme urcit thel mezi dvéma vektory:

> cosar=—18 (127)
£l

Snadné je také urcit velikost vektoru. Postaci oba vektory ve vztahu (126) polozit stejné
a dostaneme f-f=|| f||>. Odsud snadno ur&ime velikost (je dana odmocninou ze skalarniho
soucinu vektoru se sebou samym)

> If|=VEf-f. (128)

Skalarni soucin také umozni vypocet mechanické prace po draze, plisobi-li na objekt sila F:

> A4 = j F-ds (129)
/4

¢ Piiklad
Zadani: Naleznéte velikost a vzajemny uhel vektort f = (1, 3, 0), g =(2, 2, 0).

Reseni: Nejprve nalezneme velikosti obou vektori:

IEl=NEE =2+ 17+ 2 =10
lgll=yg-g=1gr+g;+g7 =+8.

Nyni jiz snadno nalezneme hel mezi obéma vektory:
o= fg _fxgx+fygy+fzgz_ 8
1 gl V1048 V80
Odpovidajici thel je pfiblizn¢ 27°. Nakreslete si oba vektory a zkontrolujte vypocet graficky.
[

Pro skalarni soucin plati Schwartzovo lemma, které je uzite¢né pfti riznych odhadech a plyne
okamzit¢ ze vztahu (126):

> g |<Ifll gl (130)

=0,89.

Zapamatujte si:
—  Skalarni soucin je dan vztahem f-g= f1g,+ f, 2, + /323

— Skalarni soucin lze také zapsat jako f-g=||f| || g cose.

<[l el

— Skalarni soucin je ¢islo, které nezavisi na volbé souradnicové soustavy.

—  Pro skalarni soucin plati Schwartzovo lemma | f-g

—  Skalarniho sou¢inu umoznuje urcit uhel mezi vektory cosa=f-g/(||f| || gl]).

—  Velikost vektoru je vzdy rovna || f||=~f-f .
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Prostory realnych a komplexnich n-tic

Za pomoci vztaht (118) jsme rozsifili pojem vektoru na obecnéjsi objekty, nez jsou uspota-
dané trojice a zavedli linearni vektorovy prostor. Nyni analogicky rozsifime pojem skalarniho
soucinu pro rizné linedrni vektorové prostory.

RN prostor realnych N-tic

Ptechod od uspotadanych trojic k vétSimu poctu dimenzi je primocary. VeSkeré odvozené
vlastnosti zlstavaji zachovany, at’ uz jde o velikost vektoru chdpanou jako odmocninu ze
skalarniho soucinu prvku se sebou samym, definici thlu mezi dvéma prvky, Schwartzovo
lemma i dalsi vztahy. Ve skaldrnim sou¢inu bude soucet probihat namisto do tii do N:

f=0Uhnf) > g=(@,--»8y) 5 [1,8€R, (131)
N

> f-g=figi++/fvgy = D fi&- (132)
k=1

C"  prostor komplexnich N-tic

Pfipustme nyni, ze slozky vektoru jsou komplexni ¢isla. Takovy piedpoklad s sebou piinese
problém pfi definici velikosti vektoru, nebot’ definice skalarniho soucinu (132) nezajistuje, ze
velikost vektoru bude nezdporné redlné Cislo. Z vlastnosti komplexnich ¢isel ale vime, Ze pro
velikost komplexniho ¢isla plati

|| =T f = =iy +iy) =" +)7 . (133)
U komplexni N-tice by proto bylo pfirozené, aby platilo
[ =AA A+ Ty Sy =LA Pt 2 (134)

Tomu musime piizpusobit definici skaldrniho soucinu a jeden z argumentl skalarniho sou-
¢inu brat komplexné sdruzeny (dohodou levy):

f = (fl""’fN) 5 g = (gla""gN) 5 fl’glecf (135)
p— p— N p—
> f-g=figi++/fngy = D fr18- (136)
k=1

Takto definovany skalarni soucin je obecné komplexni ¢islo. Skalarni soucin prvku se sebou
samym je ale vzdy realné nezdporné Cislo, takze 1ze zachovat definici normy jako odmocniny

> IE|=VET =R fi++ T f =1 A P+t ) (137)

Pro realné N-tice splyne nase nova definice s pivodnim vztahem (132), takze jde o pfimé
rozSiteni této definice. Opét plati Schwartzovo lemma, stejnym zptisobem lze zavést definici
uhlu mezi dvéma prvky (v tomto pfipadé komplexniho) atd. VSe, co umime z prvotnich
,tyCi“, zlistane v platnosti.

¢ Priklad

Naleznéte velikost a skalarni soucin vektort f = (i, 3), g = (1, 21). Postup je ptimocary:

[E]=vE-E =R fi+ fofy =\=ii+32 =10
lg]=ve g =218+ 822, =P +(20)(20) =+5; (138)

f-g=fg+/g,=0O0D)+B3)Q2D)=7i.
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Prostory posloupnosti

Dal$im zobecnénim bude pfechod od komplexnich N-tic ke komplexnim posloupnostem,

r Iy v s M o r Vo 2 r 7
které maji nekonecny pocet prvka. Takové prostory oznacujeme /- (,el dva*). Skalarni
soucin rozsifime pfimocare:

f = {f1= ceeo fn= } = {fl};ozl ’|g>: {gl}loozl 5 fl > 81 € C, (139)

> fog=flg + -+ frg, + =D figi = fr& - (140)
k=1

Takto definovany skalarni sou¢in ma smysl jen pro konvergentni posloupnosti. Do prostoru
[2 miizeme zahrnout jen takové prvky f, pro které je || f || < o, tj. poZzadujeme

S fife <= pro ¥V fel’. (141)
k=1
Potom je

f-gl=1> frge| SIfllllgll < pro V |[f>|g>e I?, (142)
k=1

nebot’ Schwartzovo lemma plati i v p¥ipadé nekoneénych posloupnosti. Do prostoru /* tedy
patfi jen posloupnosti s¢itatelné s kvadratem, proto symbol ,,2“ v ndzvu prostoru. Napiiklad
posloupnost f= {1, 2, 3, 4...} nepatii do prostoru / 2 protoze

If]=VEf=v1+22+3% . =,

naopak posloupnost f= {1, 1/2, 1/4, 1/8...} patii do prostoru /*, protoze

[ =VEF =12 +1/22+(1/4) - <oo.

Prostor komplexnich funkci realné proménné

P#i dal$im zobecnéni prostoru /2 si miizeme index k piedstavit spojity. Misto k budeme psat
X : fx. Vyraz f; neni ale nic jiného nez komplexni funkce realné proménné (spojitého indexu),
kterou je zvykem zapisovat ve tvaru f'(x), tj.

f=/=/(x), g=g.=g(k), ; xe®, [,geC, (143)
> f-g= [/ ()g()dx. (144)

Prostor oznafujeme £2. Analogicky jako v /2 je tfeba do prostoru zahrnout jen prvky
s normou spliyjici || f || < oo , tj.

+ oo

[ F& fedx= [ f)Pdx< e pro ¥V f(x)er’. (145)

Vzhledem ke Schwartzové lemmatu, které plati i pro integraly, je

f-gl=<|flllgll<e pro V f,ger’ (146)
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a skalarni sou¢in mé smysl. £2 se nékdy nazyva prostor funkci integrovatelnych s kvadratem.
Lze ho definovat i pro jiny defini¢ni obor nez (— oo, =), potom piSeme £2 (M), kde M je
definiéni obor funkci f(x) € £2 (M). Nyni miizeme pfistoupit k obecné definici prostorti se
skalarnim sou¢inem.

¢ Priklad

Zadani: Urlete na prostoru £ (0,1) funkei integrovatelnych s kvadratem na intervalu <0, 1>

velikosti a vzajemny thel funkei /(x) = 1, g(x) = x°.

ResSeni: Postup je zcela piimocary:

1
IfIP=fE=(f1N)=[1d=1; = [fl=1;
0
1
1
lelP =ge=(ele)=[ =0 = gl=1/45:
0

1 1
f-g=(/lg)=[/gdv=[1x"dx=1/3;
0 0

o Sle) _ 13 s
IFMel 1145 3

= o =42°.

4 Priklad
Zadani: Urcete na prostoru £ (0,27) skalarni sou¢in funkeci f(x) =sinx, g(x) = sin 2x.
ReSeni: Postup je opét piimogary:

2r

2w Y4
(fleg)= I fgdx: j sin x sin 2x dx = I sin x 2sin x cos x dx =
0 0 0

T 21 [ s
2'[sinzxcosxdx=|sian§|={2?} ZPT} =0.
0 0

Vysledek znamend, Ze funkce f'a g jsou na sebe kolmé. Dokonce plati, ze funkce {1, sinx,
cos x, sin 2x, cos 2x...} jsou kolmé kazda na kazdou a tvofi ortogonalni bazi na prostoru
funkei £ (0,27). Zkuste si sami dokazat, Ze plati ||sin x || = V z.

Unitarni prostor (prostor se skalarnim soucinem)
Unitarnim prostorem nazveme linedrni vektorovy prostor ¢/(s operaci skladani +: ¥ X9 — ¢/
a operaci natahovani - : ¢ X 9— /), na kterém je definovéana dalsi operace
(1) : VXV —> C
(tzv. skalarni soucin) s vlastnostmi
) (flg+h) = (f|g)+f|h),
2) (flag) = a(f|g),
N | g) |2 ) (147)
3) (glf) =(f|g) =(af|g)=a(f|g),
4) f|f)=0 ; (f1f) =0 = f=0
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Prvni dvé podminky v definici znamenaji linearitu v pravém argumentu. Z tfeti operace plyne
antilinearita v levém argumentu (aditivnost + vytknuti komplexn¢ sdruzené konstanty). Po-
kud je prostor se skalarnim soucinem uplny, tj. kazda konvergentni posloupnost konverguje
k prvku prostoru, nazyvame ho Hilbertiiv prostor.

Konvoluce
Zkusme nyni linedrni maticovou transformaci

g =2, Auf (148)
/

pfepsat do prostoru funkci. Diskrétni indexy 4, / nahradime spojitymi indexy x, y a sumaci
zménime na integraci. Vysledek bude:

> 2(0)= [ A(x, ) f (»)dy. (149)

Uvedené zobrazeni se nazyva konvoluce, funkce dvou proménnych A(x, y) je tzv. konvolu¢ni
jadro. Mezi konvoluce patii vétSina integralnich transformaci. Podle volby funkce 4 miizeme
mit Fourierovu transformaci, Laplaceovu transformaci, Abellovu transformaci a mnohé dalsi.
Konvoluce neni nic jiného nez maticové nasobeni se spojitymi indexy, proto ji symbolicky
zapisujeme jako

> g=A*f. (150)

Konvoluce ptifadi funkei f novou funkci g za pomoci ,,ptedpisu 4. Je-li funkce A funkci jen
jedné jediné proménné, u konvoluce automaticky piredpokladame integraci

> g(x) = [AGx=»)f(»)dy. (151)

Za pomoci konvoluce s tzv. Greenovou funkci Ize snadno nalézt feseni nékterych parcialnich
diferencialnich rovnic. K této tloze se vratime v kapitole 8.

¢ Priklad

Zad4ni: Naleznéte konvoluci 4(x, y) = (x—y)* s funkei f(x) = x. na prostoru £* (0,1)
Reseni:

1 1 1
g()=A*f = [ A(x,y) f(y)dy=[(x=)’ ydy = [(Fy—2x" + ) dy =
0 0 0

4

2 3
I LA, VR AP
2 3 4 0

1
4

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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4. VEKTOROVY SOUCIN

Prvky linearniho vektorového prostoru uz umime natahovat, skladat a mizeme s nimi délat
skalarni soucin. Ve fyzice je ale dilezitd i dalsi operace, tzv. vektorovy soucin, ktery dvéma
vektoriim pfifadi uspofddanou trojici, jejiz vlastnosti v nékterych ohledech ptipominaji
vektory. Budeme postupovat obdobné jako u skalarniho sou¢inu. Danou operaci zavedeme,
ukdzeme si, kde mize byt uzitecnd, a pak se budeme zabyvat jejimi vlastnostmi a operaci
nakonec zobecnime na jakékoli objekty splitujici tyto vlastnosti.

Symetrické a antisymetrické matice

V teorii matic jsou velmi dulezité symetrické a antisymetrické matice. Symetrické matice
splnuji relaci
> Skl :Slk, (152)

tj. zdména index nemd na matici vliv. Prvky vzniklé pfeklopenim matice kolem diagonaly
jsou stejné pod diagondlou i nad diagonalou. Piikladem muiZze byt matice

1 2 4
S=|2 i -1]. (153)
4i -1 5

U symetrickych matic posta¢i zadat prvky na diagondle a prvky nad diagonalou (jsou
oznaceny modrymi kolecky). Ostatni prvky snadno dopocteme:
[ ] [ ] [ ] [ ]

(154)

o [ ] [ ]

—
[ ]
N—"
s
VR
o [ ]
[ [
N
o
[ ]
[ ]
o o

o [e] [e] [ ]

V jedné dimenzi existuje u symetrickych matic jediny nezéavisly prvek, ve dvou dimenzich tfi
prvky, ve tfech Sest prvkil a ve Ctyfech deset. Gravitacni pole je v obecné relativité popsano
symetrickou matici 4x4 (tzv. metrickymi koeficienty, které popisuji zaktiveni ¢asoprostoru),
proto je obecna relativita zalozena na deseti parcidlnich diferencialnich rovnicich pro tyto
koeficienty. Druhou skupinou jsou antisymetrické matice, jejichZ prvky spliuji relaci

> Akl = _Alk . (155)
Antisymetricka matice ma na diagonale nuly, naptiklad pro prvek A4,, pfi vyméné indexti plati

Piikladem antisymetrické matice mize byt

0 i 5
A=[-i 0 -1]. (157)
5 +1 0

U antisymetrické matice postaci zadat jen prvky nad diagonalou a celd matice je urcena:

0O o o o

0 °
0) 0 o 0o 158)
(’ o 0] ’ o o (O e (
o o 0
o o o 0
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V jedné dimenzi nemd antisynmetrickd matice z4dny nezavisly prvek, ve dvou dimenzich
jeden jediny, ve tfech dimenzich tfi a ve Ctyfech dimenzich existuje 6 nezavislych prvkda.
Elektromagnetické pole je v Casoprostoru popsano tenzorem elektromagnetického pole, anti-
symetrickou matici 4x4, proto pii popisu elektromagnetického pole potfebujeme Sest velicin
— tf1 sloZky elektrického pole a tfi slozky magnetického pole.

Pokud secteme souciny vSech odpovidajicich si prvkll antisymetrické a symetrické matice
(stejného tvaru), vzdy dostaneme nulu:

V zépise je pouzita sumacni konvence, tj. s€ita se pies ob¢ dvojice indext £, /. Pokud rozepi-
Seme vSechny séitance, bude vZzdy jeden kladny a jeden ziporny a navzijem se vyrusi.
V souctu bude napiiklad ¢len A4,s55:s, ale 1 45255y, ktery ma diky antisymetrii matice A
opacné znaménko. Obecny diikaz lze provést pfejmenovanim indextli, vyuzitim symetrie a
dal$im pfejmenovanim indexii:
Alekl = AopSop = _ApoSpo = _Alekl' (160)
Prec¢teme-li si zacatek a konec, vidime, ze
Sy =~AuSy = 2445y =0 = AyS, =0. (161)

Pokud mame obecnou matici, kterd nejevi ani symetrii, ani antisymetrii, vzdy ji mizeme
rozlozit na symetrickou a antisymetrickou cast takto:

1 1
> Mkz=5(Mkz+Mzk)+5(Mkl—Mlk)- (162)
Prvni ¢ast vyrazu je zjevné symetrickou matici, druhd antisymetrickou matici. Kazdou matici

lze proto rozlozit na symetrickou a antisymetrickou ¢ast. Pfedpokladejme nyni, Ze matice
vznikla jako tenzorovy soucin dvou vektort:

My = frg- (163)
Rozklad na symetrickou a antisymetrickou ¢ast nyni bude
1 1
Mkl:E(fkgl+flgk)+5(fkgl_flgk)- (164)

Antisymetrické vyrazy v druhé kulaté zavorce, naptiklad f, g3 — f3 g» jsou ve skutecnosti sloz-
kami vektorového soucinu. K velmi uzitecnym symetrickym maticim patii Koneckerovo delta
a k antisymetrickym maticim Leviho-Civitiv symbol:

> 5, =10 kL (165)
k= 1; k=1.
Erim = ~Elkm >
> Exim = —Emik » £13=1; (166)
Erim = ~€kmi .

Kroneckerovo delta jsou prvky jednotkové matice. Ma na diagonéle jedni¢ky a mimo diago-
nalu nuly. Leviho-Civitliv symbol vypada slozitéji, ale neni tomu tak. Jde o totaln¢ antisymet-
ricky tenzor ve vSech dvojicich indexti. Tedy zaména libovolnych dvou indexi vede na
zménu znaménka. Takovy symbol ma jeden jediny nezdvisly prvek a vSechny ostatni 1ze do-
pocist. Za tento nezavisly prvek se voli €123 = 1. Jakékoli prvky Leviho-Civitova symbolu

s dvéma stejnymi indexy jsou nulové (to je dano antisymetrii), naptiklad
11y =& =Expp =E313 =+ =0. (167)
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Nenulové prvky musi mit vSechny tfi indexy rtizné a lze je dopocist z )23, napiiklad:
3 =1,
Eriz =—Ep3 =—1,
213 123 (168)
£31y = €13 = +&p3 = +1
atd.

Hodnoty Leviho-Civitova symbolu tedy jsou pouze 0, +1, nebo —1.

Vektorovy soucéin

Vektorovy soucin dvou vektori f, g budeme znacit h = fxg nebo h = [f, g] nebo h = [f| g].
Jeho slozky jsou definovéany vztahy:

h=/183-/387,
> hy=f3g1— 1183 » (169)
hy=f182,-1281-

Na prvni pohled vypada tato definice moZzna ponékud désivé, ale ve skutecnosti je jednodu-
cha. Staci si zapamatovat vztah pro prvni slozku. Po jednicce na levé stran€ jdou indexy dva a
tfi na pravé stran¢ (minus obracen¢). Pokud si zapamatujete tento vztah, mate vyhrano. Vse
ostatni dostanete cyklickou zaménou: po jednicce jde dvojka, po dvojce trojka a po trojce
zase jednicka. Nebo po indexu x jde y, poté z a po ném zase x:

TN TN
U
RN
Vysledkem je trojice cCisel, ktera ma podobné vlastnosti vektorim. Nékdy tomuto Utvaru

tikame pseudovektor.

4 Priklad
Zadani: Naleznéte vektorovy soucin vektora f= (1, 2, 3), g=(4, 5, 6).
Reseni: Vyjdeme piimo z definice:
txg=(/283-/382, [381-/183 [182- /281 =
=(2-6-3-5,3-4-1-6,1-5-2-4)=(-3,6,-3) '

Pocitani vektorového soucinu pires determinant

Vektorovy soucin je mozné pocitat za pomoci rozvoje nasledujiciho determinantu podle
prvniho fadku:

€ € €3
fxg=det| /1 fo f3|=e(fr,g3—f38)+e(--)+es(-)=
(170)
g1 &2 &3

=(283— /382, [381- /183 [1&2—/281)-
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Definice vektorového soucinu pres Leviho-Civitliv symbol

V teoretické fyzice se vétSinou pouziva definice vektorového soucinu za pomoci Leviho-Ci-
vitova symbolu (s touto definici se snadno odvozuji rizné vektorové identity):

> e = Egm /18 (171)

Prvni index (k) je volny a vyskytuje se na obou strandch rovnosti. Indexy / a m jsou scitaci.
Spoc¢téme napitiklad prvni slozku:

hy =& f18m -

Vzhledem k vlastnostem Leviho-Civitova symbolu budou z celého souctu nenulové ty sci-
tance, v nichz se zadné indexy neopakuji, tedy

hy = €23/283 +E132./382 = /283 — 1382 -

Obdobn¢ bychom pocitali dalsi slozky.

Transformacni vlastnosti vektorového soucinu

Uz z definice (169) je patrné, ze se vysledek vektorového souinu netransformuje jako vek-
tory, ale jako souciny slozek dvou vektort. Jednotlivé ¢asti vektorového soucinu h = fxg jsou
prvky matice

0 h&— e hg - g
hii = 1,8 = igk =| [2&1 - /182 0 f& -8 | (172)
fH&i—hegs 38— /283 0
0 +h —h
hy=|-hy 0 +h |. (173)
+hy —h, 0

Vektorovy soucin se nebude transformovat jako vektory, ale jeho slozky se budou transfor-
movat jakou souciny slozek vektort, tedy jako tenzor druhého fadu:

Je=4ults
8 =Aufr: (174)
hkl = AkoAlpfogp = AkoAlphop .
Vektorovy soucin je tedy antisymetricky tenzor (172) druhého fadu. Jeho matice ma tfi neza-
vislé slozky, které 1ze poskladat jako uspofadanou trojici, které tikdme pseudovektor. To, Ze
nejde o vektor, snadno uvidime na prostorové inverzi soufadnicové soustavy (nova soustava

bude mit osy —x, —y, —z). Pfi této transformaci piejde f — —f, g — —g, ale vysledek vektoro-
vého soucinu h = fxg se nezméni, tedy ma zcela jiné transformacni vlastnosti nez vektory.

Vyznam vektorového soucinu

Naleznéme nyni vyznam v soucinu. K tomu pouzijeme stejnou souradnicovou soustavu, jako
tomu bylo u skalarniho soucinu, tj. vektory budou mit slozky (125). Pro vektorovy soucin
potom podle definice vyjde

fxg=(0,0, fgsina) (175)

Vektorovy soucin ma slozku jen v ose z, tedy mifi kolmo na oba ptivodni vektory. Jeho veli-
kost je rovna fg sin a, tj. plose rovnobézniku ,,natazeného* na oba vektory.
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S=fgsina
A f

Pravidlo vyvrtky: Prilozime-li vyvrtku na vino hrotem do priseciku vektorit a otocime s ni
od prvniho k druhému, bude se vyvrtka pohybovat ve sméru vektorového soucinu. Pomoci
tohoto pravidla miizeme snadno urcit, ktery ze dvou moznych kolmych smerii je ten spravny.

A k ¢emu je vektorovy soucin dobry? Pomoci vektorového soucinu snadno nalezneme kol-
mici ke dvéma vektorlim. Vektorovy soucin je také uzZite¢ny k vypoctu plochy rovnobézniku.
Ve fyzice pouZijeme vektorovy soucin k popisu momentu hybnosti té€lesa, momentu sily nebo
pfi pohybu elektricky nabité ¢astice v magnetickém poli.

¢ Priklad
Zadani: Naleznéte plochu rovnobézniku natazeného na vektory f= (1, 2, 3), g= (4, 5, 6).
Reseni: Z predchoziho piikladu vime, Ze vektorovy souéin t&chto vektord je (-3, 6, —3). Veli-

kost tohoto vektoru (hledané plocha) je (9+36+9)", tj. p¥iblizng 7,35.
[

Zapamatujte si:
— Vektorovy soucin je dan vztahem fxg = (f, g3~ 322, 21— /123, 182~ f281).
—  Vektorovy soucin miizeme zapsat také jako (£ Xg)r = e fiQm-
— Vektorovy soucin muzete pocitat s pomoci determinantd.
— Vektorovy soucin je kolmy na oba vektory f, g.
— Velikost vektorového soucinu je plocha ¢tyithelniku natazeného na vektory f, g.
—  Pomoci vektorového soucinu miizeme snadno vytvaret kolmice.
— Vektorovy soucin je antisymetricky tenzor druhého tadu.

— Vysledek vektorového soucinu nazyvame pseudovektor.

Vektorové identity

Pti popisu fyzikalnich zakonitosti se ¢asto pouzivaji nejriznéjsi vektorové identity. Snadno je
odvodime, pokud budeme védét, ze mezi slozkami Leviho-Civitova tenzoru a Kroneckerova
symbolu plati jednoduchy vztah:

> gklmgkop = é‘logmp - 5lp5mo C (176)

Tento klicovy vztah lze nejsnadnéji odvodit pfimym ovéfenim (nalevo i napravo jsou souctiy
slozené z nul, jednicek a minus jednicek. Existuji ale i sofistikovanéj$i odvozeni, naptiklad
ptes symetrie nebo z vlastnosti ortogonalnich transformaci. Pokud mé ¢tenar zajem, mize si
procist odvozeni této identity na zéklad¢ ortonormalnich transformaci:

Odvozeni epsilon-delta relace (176), I1ze preskogit

Uvazujme ortonormalni transformaci (fadky matice jsou tvofeny jednotkovymi navzidjem
kolmymi vektory)

fe=aufi. (177)
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Leviho-Civitiv symbol nyni miZzeme za pomoci koeficientli této transformace napsat jako

Qe 4 m
Epm =det| ayy ay  ay, |. (178)

a3 Az dzy

Zkontrolujte si, ze takto zapsany Leviho-Civitiv tenzor ma vSechny své vlastnosti. Pokud
jsou libovolné dva indexy stejné, méa determinant dva sloupce shodné a je nulovy. Pokud dva
sloupce ptfehodime, zméni se znaménko determinantu (odpovida to zdméné dvou indext), tj.
Leviho-Civitiv tenzor je totalné antisymetricky. Nyni vyuzijeme postupné: 1) determinant
transponované matice se nezméni; 2) sou€in dvou determinantl je roven determinantu ze
soucinu odpovidajicich si matic; 3) transformace je ortogonalni:

di, 4 a

Ay 4y Ay 0 P q
gklmgopq:det Asrp Aoy Aoy det as, azp azq =
A3 d3; A3y as, a3, as,

ay ay

dig Aok 93k 0 P q
=det| a;; ay ay |detiay, ay, ay, |=
Um  9om  43m az, az, as,
5k0 é‘kp 5kq
=det| 6, I, I,

Omo Omp  Omyg

Nyni je odvozeni uz ptfimocaré determinant rozvineme naptiklad podle prvniho fadku a ve
vysledku ztotoznime prvni dva indexy:

ExmEopg = Ok0 (01pOmg = 010mp ) = Ok (16O mg = 0140 mo ) + Oty (8108 mp = G1pOimo ) =
ExmErpg = Ok (01pOmg = 0140mp ) = O (O Ormg = 0140 mic )+ Oty (8181 = 61O ) =
=301,0mg = 30130 mp = S0P + Ot Ol Ok + Ok Ok O = Sy Oy Ot =
=36,0 g = 30140 mp — O1pOnma + OOty + 0Oy — Oppa Oy =
= 81,0g =01y Omp -

Tim je odvozeni hledaného vztahu ukoncéeno.

Priklady vektorovych identit

Nekteré dilezité vektorové identity nyni odvodime jako jednoduché piiklady, v zavéru je
shrneme do ptehledné tabulky

¢ Piiklad 1: div grad

2
S _ay.

divgrad [ =V -(V ) =94 @) == —=
k k

Pti vypoctu vysel soucet druhych derivaci, coz je Laplacetv operator.
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¢ Pfiklad 2: rot grad
[rotgrad f], =[VX(V )], = €01 (9, ) = Exin0” S =0-

Piedposledni vyraz je zGizenim antisymetrické a symetrické matice v indexech /, m. Podle
vztahu (159) musi vyjit nula.

D
¢ Piiklad 3: ax(bxc)
[ax (bXC)]k = Em (bXC)m = EkmA € b = gmklgmopalbocp :

mop~o~p —

V poslednim vyrazu jsme index m v prvnim Leviho-Civitové tenzoru nadvakrat ptesunuli
doptedu (pokazdé se zménilo znaménko), abychom mohli vyuzit vétu (176):

[aX(bXC)]k = (5](051}? - 5kpé}0)albocp = albkcl —alblck = bk (a' C) —Ck (a b) .

Pii aplikaci Kroneckerova symbolu musime dasledné dbat na to, aby ve vyrazech vzdy zistal
index k, ktery je na levé strané rovnosti (tzv. volny index). Vektorové mizeme nyni napsat
velmi znamé ,,bac cab* pravidlo:

axX(bxc)=b(a-c)—c(a-b).
¢ Priklad 4: div (fxg)
div(fxg)=V-(fxg)=0,(fxg), =
O Ektm (S18m) = Exim O S)Em + Exim 1 (0 &) =
= ZmEmit Ok /1) = J1€1im (01 &m) =
g (rotf) — f;(rotg), =g-rotf —f rotg.
Ve vyrazu jsme provedli derivaci soucinu a poté vhodné prestéhovali index m tak, aby bylo

mozné napsat skalarni sou€iny vektoru s rotaci. Odvozeny vyraz je uzitecny napiiklad pfi
ziskavani zakona zachovani energie z Maxwellovych rovnic.

D
¢ Priklad 5: rot rot f
[rotrotf]k :[VX(VXf)]k = &yy0;(VXT), =
= gklmalgmopaofp = gmklgmopalaofp =
= (51(051;7 —5@6}0)31301} =0,0; f1 = 9,9 f =049, f; = 9,9, f; =
rotrotf = graddivf —Af.
D

Obdobné¢ muzeme odvozovat i dal§i uZzitecné identity, odvozeni jsou si podobna jako
evropska normalizovana vajicka. U této epsilon-delta gymnastiky musime dodrzovat néktera
zékladni pravidla a Gpravy jsou pak uz automatické: nikdy nesmime na jedné strané rovnosti
pfejmenovat volny index, naopak vazané (s¢itaci) indexy mizeme piejmenovavat jakkoli se
nam to hodi. Kroneckerliv vyraz znamend, Ze nésledujici indexy, které obsahuje, jsou si
rovny (jinak je nulovy). Uved’'me si odvozené identity v pfehledné tabulce:
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Zapamatujte si:

> divgrad f =Af, (179)
> rotgrad f =0, (180)
> ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b), (181)
> div(fxg)=g-rotf —f-rotg, (182)
> rotrotf = graddivf — Af. (183)
> EximErop = O1oOmp ~ O1pOmo - (184)

Lieova algebra

Linearni vektorovy prostor s operacemi skladdani a natahovédni vektorii nazveme Lieovou
algebrou, je-li v ném navic definovana operace

[,] V<V —V Lieova operace h=[f, g]
s vlastnostmi:
1) f.gl=—-1[f,g] antisymetrie (185)
2) [f+g,h]=[f,h]+[g,h] linearita (186)
3) [of,g]=olf,g] linearita (187)
4) [f,[g,h]]+[g,[h,f]]+[h,[f,g]]=0  Bianciho identita (188)

Jde o dalsi zobrazeni, pii kterém dvojici vektora ptifadime vektor. V piipad¢ vektorového
soucinu ma ale tento ,,vektor* pon€kud jiné transformacni vlastnosti nez b&ézné vektory. Z li-
nearity v prvnim argumentu a antisymetrie plyne okamzité linearita ve druhém argumentu.
Posledni relace vznikne cyklickou zdménou z prvniho ¢lenu. Tii typické ptiklady Lieovych
algeber jsou:

Mnozina usporadanych trojic

f=(f./2./3) . 8=(21.82.83) 5 Jfi- & @€ C(R)
+ 0 f+rg=(fi+g.2+t8.3+83),
a-f=(af.af.afs),

[.,] : [,]=fxg.

Lieova operace je definovana jako vektorovy soucin. Ovéite, ze vektorovy soucin splituje
vSechny vlastnosti Lieovy algebry (185) az (188). Ukazme zde jen, Ze plati posledni relace:

[f.[g,h]]+[g.[h, f1]+[h,[f,g]] = £ x(gxh) +gx (hxf)+hx(fxg) =
=g(f-h)—h(f-g)+h(g-f)-f(g-h)+f(h-g)—g(h-f)=0.

Mnozina étvercovych matic

Pro konkrétnost budeme uvazovat matice 2x2 s operacemi

A:[all alzj_ Bz(bn blzj
ay; apx by by

akl,bkl,ae C(R)
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L A_l_BE(all"'bll 012”712}

ay;+by ay+by

aa aa
o A= 11 12 ’
0!6121 aazz

[,] : [A,B]=AB - BA.

Lieova algebra je realizovdna za pomoci maticového nasobeni jako tzv. komutétor. Je-li
AB=BA, matice komutuji a komutator je roven nule. Komutitor opét splituje vSechny
vlastnosti Lieovy algebry (185) az (188). Opét ukédzeme, Ze plati posledni z vlastnosti:

[A,[B,C]]+|[B,[C,A]]+[C,[A,B]]=

= A(BC—CB)—(BC—CB)A+---= ABC—ACB-BCA +---=0.

Poissonovy zavorky

Na prostoru realnych funkci redlnych proménnych f'(¢,p) 1ze definovat operace

+ 0 f+g=f(g,p)+glg.p),
o f=af(q,p),
. _9ddg 9dfdg

Opét miizeme snadno ukdzat, Zze Poissonovy zavorky splnuji vlastnosti (185) az (188).
k ok ok

Op¢t jsme narazili na tfeti stupen abstrakce. Nezélezi na volbé objektll, ale na vlastnostech
operaci, které s nimi vykondvame. Vektorovy soucin, komutator matic a Poissonovy zavorky
jsou velmi odlisné operace, piesto maji spolecné vlastnosti a analogické chovani. Pokud
linedrni vektorovy prostor doplnime o skaldrni soucin, dostaneme (v pfipadé Uplnosti)
Hilbertuv prostor. Pokud Linearni vektorovy prostor doplnime po Lieovu operaci, dostaneme
Lieovu algebru. Ob¢ struktury maji skvélé uplatnéni ve fyzice 1 v matematice. Bez Hilber-
tovych prostorti si dnes sotva dokdZeme piedstavit kvantovou teorii. A Lieova algebra
vektorového soucinu je zékladem pro popis veskerych rotanich pohybti, komutatory matic ¢i
operatori maji Siroké uplatnéni v kvantové teorii a Poissonovy zdvorky umoznuji hledat
casovy vyvoj promeénnych v klasické mechanice.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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5. OD GRADIENTU K HELICITE

Derivace je velmi G¢innym ndastrojem ke zjiStovani vlastnosti funkci. Ve fyzice nejcastéji
derivujeme skalarni nebo vektorova pole. Skalarni pole ptifazuje poloze jednu hodnotu, na-
piiklad hustotu, teplotu nebo tlak, vektorové pole pfifazuje trojici hodnot, napiiklad jde
o rychlostni pole, elektrické pole nebo magnetické pole:

f(x): R >R,
(189)
K(x): R>>R’.

Pokud se pole méni s ¢asem, pfibude jeité Gasova soufadnice a jde o zobrazeni z R*. V rela-
tivité pouzivame &tyivektory, takZe nakonec miiZe jit o zobrazeni R* — R*. V teorii vInéni se
pouZivaji vét§inou komplexni funkce, pak jde o zobrazeni R* — C*. Jako zastupny symbol
pro jakakoli pole, at’ uz skalarni, vektorova ¢i jina casto pouzivame symbol . Pfi derivovani
podle prostorovych soufadnic Ize ¢asto vyuzit nazna¢enou operaci

> ve[ 2 2 9 (190)
dx dy 9dz
Existuje velké mnozstvi nejriznéjsich zapisu této operace, nejéastéji pouzivame symbol V :
0 d 0 d
V=grad=—=|—,—,— |=(0,,0,,0,)=(0{,0,,05)=0,. 191
g ax(axayaZJ(xyz)(123)k (191)

Vsechny zapisy jsou jen zkratkou pro tutéz operaci, ktera se nazyva gradient. Znacime ji
symbolem obracené¢ho pismene delta V a fikame ,,nabla“. Nazev zavedl skotsky matema-
ticky fyzik Peter Guthrie Tait (1831-1901) podle trojuhelnikového tvaru asyrské harfy ze 7.
stoleti pf. n. 1. Asyrie byla v severni Mezopotamii. Slovo nabla (Nbl) je z aramejStiny, ktera
ho upravila z hebrejského Nev(b)el. Stejny néstroj uz ale znali Sumerové v obdobi 3 100 pred
nasim letopoctem. James Clerk Maxwell razil pro tento operator nazev ,,slope* z anglického
slova znamenajiciho spad ¢i sklon. Navrh Taita ale zvitézil. Na skaldrni funkci je mozné
pusobit jedinym zpisobem, pro vektorova pole je vice moznosti:

Vrf: orf gradient
V-K: 0Ky divergence
> (192)
VxK: Erm9 1K, rotace
V®K: 20,K, tenzorovy gradient

Gradient

Zabyvejme se nyni gradientem skalarni funkce. Ukazeme si, pti kterych ukonech muize byt
gradient uzite¢ny. Pjde o derivaci ve sméru, Tayloriiv rozvoj, konvektivni derivaci, kolmici
k izoploSe a vztah mezi silou a potencidlni energii. Samoziejm¢, Ze jsou i dalsi oblasti,
v nichz mé gradient nezastupitelné misto.

1. Derivace ve sméru

Pti vypoctu parcidlnich derivaci se k dané funkci blizime vzdy ve sméru os. Pfipustme nyni,
ze se k ni budeme blizit v obecném sméru a zaved'me derivaci ve sméru s vztahem

a_fE lim S (x+hs)- f(x) . (193)

ds  h—0 hls||
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Tuto limitu nyni snadno spocteme za pomoci Taylorova rozvoje:

af 1 9°f
h - hs h e
af = 1 f(X)+axk Sk+2!axkaxl Sk Sl+ f(X) _ af Sk
s hmo hs|| ox; [Is |

Prvni a posledni vyraz se odecte. Ve vSech ostatnich ¢lenech, s vyjimkou druhého, zlistane
veliGina &, ktera se limitné blizi k nule. Zavedeme-li jednotkovy vektor ¢ = s/||s||, mame pro
derivaci ve sméru uzite¢ny vztah

> a_f:
0s

(6-V)f; o=— (194)

sl
¢ Piiklad: Derivujte skalarni funkci ve sméru (1, 2). Postup feseni je pfimocary:
s=(L2);

53

(L2 _9x 5,9y
GV—( - 5)(ax,ay)_ﬁ+2£,
A oo L, 200
as_(c )/ 5 x+\/§ y

2. Taylortv rozvoj

Za pomoci gradientu lze velmi snadno zapsat prvni netrividlni ¢len Taylorova rozvoje ska-
larniho ¢i vektorového pole ve tiech dimenzich:

w(x+h):w(x)+§—‘/’hk om0y, W

X f ox;,
Vztah nyni snadno zapiSeme s pomoci operace gradientu do finalniho tvaru:
> y(x+h)=y(x)+(h-V)y+-- (195)

Uvedeny vztah je elegantni a ve fyzice se velmi ¢asto pouziva.

3. Konvektivni derivace
Predpokladejme, Ze mame néjaké pole, které se meéni v Case i v prostoru a na$im ukolem je
nalézt jeho uplnou casovou derivaci:
dy(t,x) Jdy Jdw dx;, Jdy Jy
/- =—""1 = + Uy,
dt ot dx, dt Jdt Jdxy

kde jsme jako oznacili rychlostni pole proudéni u(z, x). Vyuzijeme-li gradient, méme:
d

dv oJw d
> —_— = V), . —=— V). 196
dt ot +Hu-V)ys resp dt at+(“ ) (196)

Prvni ¢ast derivace je parcidlni derivace v ¢ase, vyjadiuje lokalni zmény funkce. Druha ¢ast
se nazyva konvektivni derivace a popisuje zmény funkce zptisobené proudénim.
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Typickym vyuzitim je naptiklad pohybové rovnice elementu tekutiny:

Amd—u:AF.
ds

Rovnici vztahneme na jednotku objemu a rozepiseme uplnou ¢asovou derivaci podle (196):

> p%—u+p(u-V)u=f, (197)
t

kde f je hustota sil plisobicich na tekutinu.

4. Kolmice k izoplose

Obecnou nadplochu v N dimenzich mizeme implicitné zapsat jako
@(x,--+,x)=const. (198)

Ptikladem miZe byt rovnice povrchu koule ve tiech dimenzich x* + y* + 2> = R®. Obecné v N
dimenzich piedstavuje rovnice (198) N—1 rozmérnou mnozinu. Ve dvou dimenzich jde
o kiivku, ve tfech dimenzich o plochu. Stejnym zplsobem muiZeme zapsat rovnici kon-
stantnich ploch né&jaké veliciny, tzv. izoploch — napfiiklad izoterm pro teplotu, izobar pro tlak
nebo izofot pro intenzitu svétla. Za ¢ jen dosadime piislusnou veli¢inu. Diferencujme nyni
vztah (198):

a—¢dxk =0; = (V¢|dl):0 = Vg Ldl. (199)
Xk

Gradient funkce ¢ je tedy kolmy na libovolny vektor plochy vedeny z dané¢ho bodu. Tedy
gradient je kolmy na izoplochu definovanou rovnici (198). Derivace je smérnici funkce, proto
gradient miii kolmo zdané izoplochy k dal§im izoplocham s vys$§i hodnotou. Kolmici
k izoplose 1ze tedy nalézt velmi snadno:

n=Vvg;
> Vo (200)
vV=——"
IVl

Prvni varianta je obecna normala, druhd je normala normovana k jedné, tj. normalovy vektor
v mé velikost rovnou jedné. U uzaviené plochy vzdy volime normalovy vektor tak, aby z ni
mifil smérem ven.

€ Piiklad: Naleznéte kolmice k parabole y = x* v riznych bodech.

1
C

A
\ 4

Rovnici nejprve prepiseme do implicitniho tvaru
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o(x,y)=x"-y=0 (201)
Nyni uz snadno nalezneme gradient, ktery je kolmy na nadplochu (v tomto ptipad¢ parabolu):
n=Vg=_2x,-1). (202)
Pokud dosadime rtizné body z obrazku, dostaneme
n,=(0,-1);
ng=(2,-1); (203)
n C = (4, —1) .

5. Sila a energie
Piedpokladejme, Ze médme potencidlni pole, v némz se prace kona na ukor potencialni energie

dA=—dw,. (204)

Vykonanou praci nyni vyjadiime jako silu ndsobenou drahou a kosinem seviené¢ho thlu
a poté rozepiSeme diferencidl na pravé strang:

8W
Fds cosa———dxk s
X

F-ds=—VWp~ds,

(F|ds)=(-VW, |ds).
Vzhledem k tomu, Ze uvedeny vztah plati pro jakykoli element drahy ds, musi platit

> F=—VI¥,. (205)

Uvedeny vztah tikd, ze sila mifi vzdy k minimu potencialni energie. U konzervativniho pole
tedy postaci k jeho popisu jedina skalarni veli¢ina — potencialni energie. Odpovidajici silu uz
vzdy dostaneme ze vztahu (205). Naptiklad pro gravitacni pole télesa o hmotnosti M, které se
nachazi v po¢atku soufadnic a ptisobi na téleso o hmotnosti m << M méame:

W, =-G mM (206)
r
Jednotlivé slozky sily uz snadno nalezneme:
ow,
Fp=——2F :i{GMM} Gm Ma( J Ir _
Xp o X r r\r)dx;
(207)
—GmM( jaﬂxl +X2+X3 _ Gme_k
72 oxy, o
Skute¢né jsme dostali spravnou hodnotu sloZek sil véetn€ smérového vektoru:
F=—g22L (208)
V4 r

Snadno nalezneme velikost sily:

2.2
F=FF=F}+F}+F? = \/GmM (x2+y2+22)=ij¥. (209)

r
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Divergence

Velmi dilezitou ulohou je zjisténi, zda v néjakém bod¢ prostoru vektorové pole vyvéra
(ptikladem muze byt elektrické pole vyvérajici z kladného néboje), nebo zda danym bodem
prochazi, ¢i v ném zanika (naptiklad elektrické pole v zdporném naboji). K ivaham nad touto
ulohou bude uzite¢né zavést element toku vektorového pole:

> dg=K-dS; dS=vds. (210)

Elementarni ploSka je charakterizovana vektorem, ktery ma velikost této plosky a smeér
normaly k této ploSce (kolmy vektor o velikosti rovné 1). Rozmér takto zavedené veli¢iny je
roven rozmé&ru vektorového pole ndsoben¢ho metrem na druhou:

[dg]=[K]m". (211)

Tedy rozmér elementu toku magnetického pole bude Tm?, elektrického pole Vm 'm? = Vm,
rychlostniho pole ms 'm? = m’s ™" atd.

Poznamka: Tok vektorového pole se tykd intenzivnich vektorovych veli¢in (nezdvisi na
mnozstvi latky), naptiklad elektrického., magnetického ¢i rychlostniho pole. Nezaménujte
tento tok s tokem aditivni (je umérnd mnozstvi latky) veliCiny 4, ktery je definovéan jako
mnozstvi veli¢iny proteklé jednotkovou plochou za jednotku Casu (tok hmoty, tok energie,
tok naboje, tok hybnosti, tok entropie atd.), tj. [j]=[4]/(m’s). Naptiklad tok naboje ma
jednotku Cm s

Z definice (210) je jasné, Ze tok pole ve sméru normaly je maximalni, kolmo na normélu nu-
lovy a pfi Sikmém toku se z vektoru pole uplatni jen jeho primét do sméru normaly:

sl o e

ds K,
d¢ =K dS cos a d¢ =K dS cos a d¢ =K dS cos a
d¢ = KdS dg =0 d¢ =K, dS

Nyni ur¢ime celkovy tok pole v plochou kvédru, ktery vytvoiime kolem zvolené¢ho bodu.
Pozd¢ji pak limitnim pifechodem kvadr stihneme az do dané¢ho bodu. Tok pole bude mit cel-
kem Sest Clent (pies Sest plosek kvadru). Nejblizsi bod kvadru k pocatku soufadnic oznacime
(x, , z), nejvzdalenéjsi (x+Ax, y+Ay, z+Az) a mas bod, tedy stfed kvadru (X, y,Z). Celkovy
tok pole K plochou kvadru bude (vektor pole lokalizujeme vzdy uprostifed pravé pocitané
stény, vektor normaly mifi smérem ven):

zA (x+Ax, y+Ay, z+Az)
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Toky zapiSeme v pofadi stén: prava, leva, zadni, pfedni, horni a dolni. Stény kvadru maji
hrany o velikosti Ax, Ay, Az, z toho snadno uré¢ime jejich velikosti:
Ap=K (x+Ax,7,2) Ay Az =K (X, 7,2) Ay Az +
+Ky(i,y+Ay,2)AzAx—Ky(i,y,Z)AzAx+
+K(3,7,2+ A2) AvAy— K (%, 7,2) Ax Ay.
Nyni vytkneme ze vSech ¢lenti objem kvadru:
[ K, (x+Ax,7,5)-K (x,7,%) N ]
Ax

Ky(iay-l_AyaE)_Ky(iayaE)
+ +
Ay

Ag

AxAy Az.

+KZ(>Z,)7,Z+AZ)—KZ()Z,)7,Z)
Az

Provedeme-li nyni limitni pfechod Ax, Ay, Az — 0, objevi se v hranaté zdvorce soucet parci-
alnich derivaci

oK
do = oK, +—2+ K, dv. (212)
ox dy Oz

Vyraz v kulaté zdvorce nazyvame divergenci pole. Jde o jedno jediné ¢islo, které znacime

0K, 0K, oK,
+ + :

> divK=V-K=0,K,; = 213
T 9x T dy oz G
Tok pole infinitezimalnim kvadrem vedenym kolem naseho zvolené¢ho bodu tedy je
> dp=>K,-dS,=divK dV. (214)
a

Je jasné, ze hledanym testem je pravé operace divergence. Pokud je kladna, z bodu pole vy-
veéra, pokud je zaporna, do bodu se pole noti a pokud je nulova bodem pole prochazi:

>0: pole vyvéra,
> divK<=0: pole prochazi, (215)

<0: pole zanika.

Pokud bychom méli v prostoru konecnou mnozinu £, miiZeme tok pole pies jeji hranici 02
snadno spocitat. Oblast Q vyplnime beze zbytku mnoha kvadry. Na jejich sousedicich sté-
nach se tok vzdy vyrusi, protoze vnéjsi normaly sousednich kvadrii budou mifit na opa¢nou
stranu. Jediny nenulovy tok bude na hranici oblasti, kde uz zddné sousedici kvadry ¢i jiné
utvary nejsou. Proto bude platit

o= ¢ K-as= [[[ divk dr. (216)
S=002 V=0

Leva integrace je naSe s¢itani toku pfes jednotlivé plosky, napravo je vysledek (214). Odvo-
zeny vztah se nazyva Gaussova véta a je uzitecny pii odvozovani riznych vztaht ve fyzice
a pti prevodu plosnych a objemovych integrald. Gaussovu vétu nejcastéji piSeme ve tvaru

> @K-ds:ﬂ divK dV. (217)
02 0
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UkaZme si nyni vypocet divergence na ¢tyfech dvojrozmérnych polich
A=(-y,+x,0);

B=(+x,+y,0);

c oz 218)
C=0|—=.,=5.=5 |
r r r
D=(+y,+x,0)
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Zakreslime-li slozky prvniho pole v roviné (x, y) do obrazku, dostaneme typicky vir kolem
pocatku, zakreslime-li druhé pole, vzniknou radidlni, stile se zvétSujici vektory (Umérné
vzdalenosti od pocatku). Takové pole je nefyzikalni a s rostouci vzdalenosti musi stale vzni-
kat. Kazdy bod prostoru je jeho zdrojem. Tteti pole je intenzita elektrického pole bodového
naboje, od pocatku soufadnic pole klesa, jeho zdroj je pouze v po&atku. Ctvrté pole nema
zjevné ani zdroje, ani netvofi viry. Spo¢téme nyni divergence téchto poli:

04
diVAzan+—y=O+O=O. (219)
ox 9y
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OB
divB=%+—y=1+1=2. (220)
ox dy
oD
divp=2Px 2 _o410=0. (221)
ox dy

Prvni pole vytvaii vir, ale nema nikde zdroj, u druhého pole se v kazdém bodé¢ prostoru vy-
tvari radialni sloZka pole. Ctvrté pole nemé ani zdroje, ani viry. U tfetiho pole je vypocet di-
vergence slozitéjsi, ale pfimocary:
dx; )7 —x,0 (r3)
. X ( k™ k kY k
leC=aka=0(ak(—§J=0{ =
r

1’6

. o . (222)
3r7—xy 373 —x,3r2 7k 3 3
ar ox k r _0{3r -3r }_{0; r#0,

= 6 = 6 6

v r r oo; 1r=0.

Derivaci 0Or/0x; jsme jiz pocitali ve vztahu (207), vysledek je xx/r. Hodnota divergence je po-
chopitelna v tom smyslu, Ze zdroj pole je pouze v pocatku (bodovy naboj), vSude jinde je
divergence nulova a pole témito body pouze prochazi. Nekonecnd hodnota divergence pole
souvisi s tim, Ze naboj povazujeme za bodovy, tudiz je hustota naboje pq = AQ/AV v po€atku
nekonecna. Je to analogické jako u pojmu hmotného bodu. Mali byt nekonecné maly bod
nositelem kone¢né hmotnosti, musi v ném byt hustota hmoty pm = AM/AV nekonec¢na. S té-
mito problémy se formaln€ vyporada az teorie distribuci, se kterou se sezndmime pozdé;ji.

Divergence v Maxwellovych rovnicich
Maxwellovy rovnice obsahuji dvé polozky s divergencemi:
divB=0, (223)
divD=p,. (224)

Prvni rovnice tika, Ze magnetické pole kazdym bodem prostoru jen prochézi, nikde nejsou
jeho zdroje. Magnetické monopo6ly neexistuji. Podle nékterych teorii je ve vesmiru magnetic-
kych monopolt hodné, ale v priibéhu inflacni faze se vesmir natolik nafouknul, Zze v nami
pozorovatelné oblasti (nevidime cely vesmir) zlstalo jen nékolik magnetickych monopo6la,
a proto je nevidime. Druha rovnice popisuje, ze elektricka pole vyveéraji v oblastech s klad-
nym nabojem a mizi v oblastech se zdpornym nabojem. Pfedstavme si, Ze mame jen jeden
jediny izolovany ndboj. Zvolime soutadnice s poc¢atkem v ndboji a kolem naboje opiSeme
kulovou plochu. Rovnici (224) pieintegrujeme pies objem takto vzniklé koule:

jldeDdV:jpr av. (225)
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Integral nalevo za pomoci Gaussovy véty pievedeme na ohranicujici plochu. Integral napravo
da celkovy naboj uzavieny v plose, v tomto piipadé naboj nasi ¢astice:

fp p-ds=0. (226)

S=adV

Vektor elektrické indukce i1 vektor elementu plochy maji stejny smér, thel mezi nimi je nu-
lovy a kosinus ve skaldrnim soucinu roven jedné:

<ﬁ> DdS =0. (227)

S=adV

Na celém povrchu koule je velikost D stejnd, mizeme ji tedy z integrace vytknout. Zbyvajici
integral da celkovou plochu ohranicujici koule:

Danr?=0. (228)

Prevedeme-li elektrickou indukci na intenzitu elektrického pole, mame vysledny integralni
vztah, ktery neni nic jiného neZ Coulombiv zakon:

E= Q 5 (229)
4regr

Rotace

Piejdéme nyni k jiné uloze. Budeme testovat, zda naSe vektorové pole vytvari v okoli
zvoleného bodu vir. Pokud si pfedstavite vir nakresleny na papiru, tak ho uvidite pouze ze
sméru kolmého na papir. Butele-li se divat v rovin€ papiru, vir neodhalite. K detekci viru jsou
zapotiebi tfi nezavislé pohledy ze tff rGznych sméri. Proto bude mit test na viry vektorovy
charakter. Uzitecnym néstrojem pro nase testovani bude element cirkulace pole:

dy=K-dl, (230)
kde K je sledované pole a dl element kiivky. Tece-li pole ve sméru kiivky, bude cirkulace

maximalni, a to K d/, te€e-li pole proti sméru kiivky, bude cirkulace minimalni, a to —K d/.
Tece-li pole kolmo na kiivku, bude cirkulace nulova.

K K K K
_K o K )
_> _»
dy =K d/cos a dy=Kdlcos a _ _
dy = Kd/ dy = —Kd! dy =0 dy =K dl cos a

Predstavme si nyni bod v prostoru, kolem néhoz nakreslime obecné orientovany obdélnik
a provedeme projekce bodu 1 s obdélnikem do vSech tfi soufadnicovych rovin. V roving (x, y)
bude situace vypadat takto:

Y (x+Ax, y+Ay)

oA

y

‘ @
(X,y) —>K

X

»
>

X

Nyni nalezneme cirkulaci pole kolem tohoto obdélniku po matematicky kladné€ orientované
kiivce y tvorené hranami obdélniku (znaceni bodi je stejné jako pii odvozeni divergence).
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Piispévky zapiSeme v pofadi: dolni, prava, horni a leva hrana, hodnotu pole vezmeme vZdy
uprostfed hrany. Hrany maji velikosti Ax, Ay:

4
AI/I:ZAI//a =K, (X, ) A+ K, (x+Ax, p) Ay — K (X, y+Ay) Ax— K ,(x, ) Ay =
a=1

_ Ky(x+A, ) -K(%,7) K (X, y+Ay)-K (%
Ax Ay

}AxAy.

Nyni provedeme limitni pfechod Ax, Ay — 0 a dostaneme (element plochy s normalou ve
sméru osy z oznac¢ime jako dS; = dx dy):

oK
dwz[ 2 —a&}dSz. (231)

ox Jdy

Provedeme-li superpozici vsech tfi projekei, vznikne obecny obdélnik a cirkulace kolem né¢ho
bude mit hodnotu (ostatni ¢leny ziskame cyklickou zdménou)

oK oK
dy=| Kz Py \gg oK K. lgg (| Dy K lyg | (232)
ay 0z 0z 0x 7 dx ay

Je jasné, Ze v hranatych zavorkach jsou sloZky vektorového soucinu gradientu a nasim vekto-
rovym polem, proto miizeme pro element cirkulace pole psat:

> dy =) K,-dl, =(VxK)-dS. (233)

O tom, zda je cirkulace pole kolem obdélniku nenulova (a pole tvoii vir) rozhoduje vektorovy
soucin gradientu s polem, kterému fikame rotace pole:

> rotK =VxK. (234)

Jednotlivé sloZky rotace koresponduji s nasim pohledem na vir ve sméru odpovidajicich si
soutadnicovych os. Pokud jsou vSechny slozky rotace nulové, pole netvoii kolem bodu vir.
Pokud je libovolna slozka nenulova, pole kolem dan¢ho body vytvati vir:

=(0,0,0): pole netvoti vir,
> rotK ) (235)
#(0,0,0): pole tvofi vir.
Urceme nyni rotaci poli A, B, C, D ze vztahu (218):
rotA=(0,0,2); rotB=rotC=rotD=(0,0,0). (236)

Jedin¢ prvni pole ma nenulovou rotaci, vir je patrny pouze pii pohledu ve sméru osy z. Jde
o nefyzikalni vir, jehoz intenzita roste se vzdalenosti od stfedu (v kazdém bod¢ prostoru je
jakési dmychadlo, které vir zesiluje). Proto je rotace nenulova ve vSech bodech prostoru.

Uvazujme nyni kone¢nou plochu S ohranic¢enou uzavienou kfivkou y. NaSim tkolem bude
spocitat cirkulaci pole podél této kiivky. Plochu ohrani¢enou kiivkou vyplnime mnoha ma-
lymi obdélnicky, které spolu sousedi. Kazdy obdélnik piedstavuje matematicky kladné ori-
entovanou uzavienou kiivku. Na spolecnich hranach bude cirkulace pole vzdy nulova, nebot’
jsou hrany opacéné orientované. Jedind nenulova cirkulace bude na hranach pftiléhajicich
k hranici naSeho utvaru. Limitnim pfechodem z (233) mame

> §> K-dl:J.j(rotK)'dS, (237)
y=0S S

coz je Stokesova véta integralniho poctu, kterd prevadi plosny integral na kiivkovy.
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Ampéruv zakon
Jedna z Maxwellovych rovnic mé pro ptipad poli nezavisicich na ¢ase tvar

rotH=j,, (238)

kde jo je proudova hustota (tok naboje, tj. mnoZzstvi naboje proteklého jednotkovou plochou
za jednotku Casu, rozmér je ampér na metr Ctvere¢ni). Vyznam rovnice je jasny: kolem
vodici s tekoucim proudem vznikd vir magnetického pole. Vytvoirme kolem nékterého mista
vodice kruznici, plochu, kterou uzavira, oznac¢ime S:

Ptes tuto plochu budeme integrovat rovnici (238):

[[ otH)-ds =[[jg-dS. (239)
S S

Integral napravo da celkovy proud protékany plochou, tj. proud tekouci vodi¢em. Integral
nalevo pievedeme na integral ptes hranici za pomoci Stokesovy véty:

gﬁ H-dl=1. (240)

Pole i element kfivky maji souhlasny smér, proto je skaldrni soucin roven soucinu velikosti
obou vektord, tj.

<ﬁ Hdl=1I. (241)

Pole H ma na celém obvodu kruhu stejnou velikost, proto ho vytkneme z integralu. Ten da
obvod kruZnice:

H2rzr=1. (242)
Po pfevedeni na magnetickou indukci ziskdme Ampértv zdkon v dobfe zndmém tvaru
1
B=*o (243)
2rr

Pole buzené linedrnim utvarem ubyva ze vzdalenosti jako 1/7. Pole buzena bodovymi utvary
(napiiklad Coulombiv zakon) ubyvaji se vzdalenosti jako 1/7*. Maxwellova rovnice (238) je
diferencialnim tvarem Ampérova zakona.

Helicita

V piirodé Casto pozorujeme tutvary sto¢ené do Sroubovic. At uz jde o molekuly DNA nebo
jen plazmovy vyboj, ktery mél dostatek Casu a po néjaké dobé se stocil do Sroubovice.
V teorii plazmatu se ukazuje (viz ucebnice a predndsky k tomuto tématu), ze helikalni
Sroubovitd) struktura magnetického pole ma minimalni energii. Proto naptiklad v tokamaku
nepostaci jen poloidalni pole vznikajici tekoucim proudem, ale musi byt ptitomno i toroidalni
pole generované pomocnymi civkami. Vzniklé pole ma Sroubovicovy tvar, je ve stavu s mini-
malni energii, a proto je relativné stabilni. V matematice se pro podobné strukturovana pole
zavadi pojem helicity. Hustota helicity vektorového pole K se definuje jako

> H(t,x) =K -rotK , (244)
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celkovou helicitou potom rozumime integral

G(t) = j jo(z, x)dV . (245)
V

Helicita je skalarni veli¢ina charakterizujici helikdlnost (Sroubovitost) vektorového pole. Je
nulovd pro vSechna pole splilujici podminku nevifivosti (rot K=0) a také pro vSechny
rovinné viry s kruhovymi ¢i spiradlovitymi proudnicemi. Pole s nenulovou helicitou musi
tvofit prostorové Sroubovice s nenulovym stoupdnim a, helicita je umérna sin a. Pfikladem
zavedeni hustoty helicity mize byt rychlostni pole

H,=u-rotu=u-0. (246)

Veli¢inu @ = rot u nazyvame vifivost rychlostniho pole. Pii popisu helikélnosti magnetického
pole se vyuziva magneticky potencial A, ktery se samotnym polem souvisi rovnici B = rot A:

H,=A-rotA =A-B. (247)

Beltramova pole

Nektera pole maji zajimavou vlastnost — jejich rotace je umérna samotnému poli:

rotK=0K. (248)

Takova pole nazyvame Beltramova pole. Jsou pojmenovand podle italského matematika
Eugenia Beltramiho (1835-1899). Ve fyzice se témito poli zabyval norsky fyzik Kristian
Birkeland (1867-1917). Koeficient imérnosti mezi rotaci pole a polem samotnym se miize
dokonce meénit v ¢ase i v prostoru, takovy pfipad ale nebudeme v dalSim textu uvazovat.
Beltramova pole maji tf1 dilezité vlastnosti:

1. jsou helikélni,
2. jsou nezdrojova,
3. spliiuji Helmholtzovu rovnici.

Odvod’'me nyni tato tvrzeni. Hustotu helicity pole ur¢ime ptimo z definice a podminky (248):

> H=K rotK = oK-K = aK?. (249)

Pokud je pole nenulové, ma vzdy nenulovou hustotu helicity. Beltramova pole jsou tedy
podttidou helikalnich poli. Aplikujme na podminku (248) operaci divergence:

divrotK =adivK =
) (250)
0=adivkK =

> divK =0. (251)

Beltramova pole jsou tedy vzdy nezdrojova (predpokladame, ze koeficient umérnosti o je
konstantni). Aplikujme nakonec na podminku (248) operaci rotace:

rotrot K =arotK =
graddivK — AK = arot K.

V prvnim ¢lenu vyuzijeme nezdrojovost pole (div K = 0), na pravé strané¢ podminku (248).
Vysledkem je Helmholtzova rovnice

> AK+a*K =0. (252)
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Vektor K je v tomto pfipad¢ vlastnim vektorem Laplaceova operatoru v odpovidajici geomet-
rii. Helmholtzovu rovnici 1ze také chépat jako rovnici kmitl v prostorové oblasti a jesté se
k ni vratime. Helmholtzovu rovnici jsme ziskali derivovanim Beltramovy podminky (248).
To je ale neekvivalentni operace, proto jen nékterd feSeni Helmholtzovy rovnice spliuji pi-
vodni Beltramovu podminku.

ABC toky
Typickym matematickym ptikladem Beltramovych poli jsou tzv. ABC toky:
K = (4Acosy+Bsinz, Bcosz+Csinx, Ccosx+ Asin y). (253)

Jednoduchym vypoctem rotace tohoto zajimavého pole, které se vyuziva v teorii chaosu, do-
staneme:

rotK =K. (254)

Jde tedy o pole, jehoz rotace je rovna poli samotnému. Takové pole je nutné helikalni.

Bezsilova konfigurace

Ve fyzice plazmatu se ¢asto vyskytuji konfigurace, pfi nichz nabité ¢astice obkruzuji silocary
a pfitom podél nich klouzou. V takovém piipad¢ mifi proudova hustota ve sméru magnetic-
kého pole j || B (tzv. Birkelandovy proudy). Lorentzova sila ptisobici na ¢astice pohybujici se
podél silocar je nulova, proto hovoiime o tzv. bezsilové konfiguraci. Konfigurace ma nejnizsi
moznou energii a disipativni plazma se k této konfiguraci vzdy postupné blizi. Snadno ukéa-
zeme, ze magnetické pole v bezsilové konfiguraci splituje Beltramovu podminku. Vyuzijeme
pfitom Ampérova zdkona rot H = j:

Blj = B-~rotH = B-~rotB. (255)

Magnetické pole v bezsilové konfiguraci patii do tfidy Beltramovych poli a je vzdy helikalni.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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6. VICEROZMERNE INTEGRALY

V mnoha situacich je tfeba néjakou veli¢inu, zpravidla skalarni ¢i vektorové pole, integrovat
podél kiivky, ptes plochu ¢i pfes objem n¢jakého utvaru. Za tim ucelem zavadime element
(infinitezimalné¢ malou ¢ast) dané mnoziny. Kfivkovy element mizZe byt jak skalarni tak
vektorovy, plosny také, ale objemovy element existuje jen skaldrni, objem, jak ho chdpeme
ve tfech dimenzich, nema Z4dny smér.

Krivkovy integral
Nejprve se zabyvejme kiivkou, kterou oznacime symbolem p. Kfivku budeme nejprve para-
metrizovat, k tomu postaci jediny parametr u:

x=x(u);
yiy y=y@); (256)
z=z(u).
Zkracen¢ muZzeme psat
> y:r=ru). (257)

Parametr u probiha interval u; az u,. Bod r(u;) je pocatecnim bodem kiivky, r(u;) je konco-
vym bodem kiivky. Kfivku nyni rozdélime na velké mnozstvi dilkli (elementti). Toto d€leni
budeme zjemnovat tak, azZ dospéjeme k infinitezimalnimu elementu kiivky

; da v(uy)
d/
v(uy)

> dl =(dx,dy,dz) = (x'du, y'du, z'du); . (258)

Element kiivky ma vektorovy charakter, miii ve sméru kiivky, proto hovofime o vektorovém
elementu. Mizeme zavést i pouhou velikost elementu kiivky, tzv. skalarni element:

> dl = Jdl-dl =Jdx? +dy? +d2% =[x+ 2+ 22 du, (259)

kde carka znamena derivaci podle parametru u. Za pomoci téchto elementli miizeme zavést
dva druhy kfivkovych integrali — ktivkovy integral prvniho druhu nasc¢itava skalarni pole
pies skalarni element podél kiivky, kiivkovy integral druhého druhu nascitdva projekci
vektorového pole do sméru kiivky (prezentovanou skalarnim souc¢inem) podél kiivky:

> L=[rwd, (260)
Y

> 1 :jK(r)-dl. (261)
Y

Integraly prvniho druhu mizeme pouzit naptiklad ke zjisténi hmotnosti vldkna s ménicim se
priafezem nebo k urceni délky kiivky (v tomto piipadé bude f= 1). Integraly druhého druhu se
vyuzivaji k vypoctu mechanické prace (polem bude plisobici sila), elektrického napéti (polem
bude intenzita elektrického pole) a dalSich velicin. Integraly obou druhti se snadno pievedou
na bézny Riemanntv integral: Do obou poli (skalarniho ¢i vektorového) dosadime paramet-
rické vyjadreni kiivky a pfislusny element vyjadiime z diferencidlii parametrického vyjadieni
kiivky. Tim se veskerd integrace pievede na integral ptes parametr kiivky, tedy standardni
jednorozmérny Riemanniv integral:
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L =If(r)dl=ff(r)\/dx2 +dy? +dz? = Jgf(r(u))\/x'2+y'2+ Z2du.  (262)
v v

U

V ptipad¢, ze za parametr zvolime piimo x, mame

I = j f(r)dl == f £ (r@) {1+ y" 2+ 2" dx. (263)
v

X1

Pro délku rovinné kiivky y(x) se vztah zjednodusi na zndmy vzorec

X2
z:j 1+ % dx. (264)
X1

U ktivkového integralu druhého druhu postupujeme obdobné

I =[K(r)-di=[K,dx+K, dy+K. dz=
/4 7
= j (K, (r@) X'+ K, (r@)y + K, (r@) 2 |du= (265)
= I K(r(u)) r’ du.

Uy

¢ Piiklad 1: Délka sinusovky od 0 do 2 7

Kfivku y = sin(x) budeme parametrizovat piimo proménnou x, tj. x ztotoZnime s parametrem
ktivky u. Pro integraci vztah (264):

y(x) =sin(x);

lzzfmdxzzf\/mm. (266)
0 0

Integrace tohoto typu jsou malokdy uskutecnitelné analyticky, vétSinou je tieba vyuZit
numerické metody, kterych existuje velké mnozstvi. Konkrétné tento ptipad vede na tzv.
elipticky integral. Existuje ale jednoducha moznost, jak vysledek integrace rychle zjistit. Na
strance Wolfram Alpha zadejte integraci odpovidajicimi ptikazy softwaru Mathematica, nebo
jen napiste fetézec ,,integrate sqrt(1+cos(x)"2) dx from 0 to 2pi*“. Program se pokusi spocitat
integral analyticky, pokud to neptijde, tak numericky. Vysledek je 7,6404.

4 Priklad 2: Délka lana mostu Golden Gate v San Franciscu

l’ poem MWW%
' v

L=1280 m

Budeme pocitat délku lana mezi podpérami. Pfedpokladejme, Ze lano ma tvar piiblizné
fetézovky ch(x). Za jednotku délky vezmeme rozpéti slouptt L = 1280 metrd a fetézovku

55


http://www.wolframalpha.com/�

O vztahu matematiky a fyziky Vicerozmérné integraly

posuneme tak, aby byl pocatek soufadnic v nejniz$i €asti, tj. hruby tvar bude dan funkci
ch(x/L) — 1. Nyni fetézovku roztdhneme na parametry mostu:

y(x) = A[ch(x/L)-1] (267)
Z pozadavku y(£L/2) = H plyne
A:L:1190,98m. (268)
ch(1/2)-1
Nyni snadno ur¢ime délku lana:
L2 L2
I= [ 14y 2dv= [ 144/ L)% sh*(xlL) dx. (269)
~L/2 -L/2
Proved’'me substituci § = x/L:
1/2
I=L [ 1+(4/ L sh?(&) dé . (270)
-1/2

Retézec pro integraci je ,,1280*integrate sqrt(1+0.8672 sinh(x)"2) dx from -0.5 to 0.5%, vyjde
1327 metri. Jde jen o Gsek lan mezi pilifi.

J
4 Pfiklad 3: Prace vykonana polem prostorového oscilatoru
Predpokladejme pritbéh potencialni energie
IR )
Wp=—hr —Ek(x +y ) 271)
Snadno ur¢ime piisobici silu F =—F = -V WWp:
By =k 272)
F,=—ky.

V jakémkoli sméru se systém chova jako harmonicky oscilator. At vychylime téleso kamkoli,
bude na ného plisobit vratna sila smérem do pocatku, ktera bude tim vétsi, ¢im vétsi bude
jeho vzdalenost od pocatku. Nasim ukolem bude spocitat praci vykonanou pii presunuti télesa
mezi body 4 = (a, 0) a B= (0, b):
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Nejprve nalezneme parametrické zadani kiivky a jeji vektorovy element:

X=A+(B-A)t; te<0,1>; A=(a,0); B=(0,b). (273)
xX=a-—at,
y=bt,
dx—adt, (274)
dy =bdt.

Roli parametru ktivky zde hraje ¢, tj. u = ¢. Nyni je vypocet vykonané prace uz ptimocary, jen
musime za vSechna pole a diferencialy dosadit ze vztahti (274):

Ad=[F-di=[Fdx+F,dy=|-kcdx—kydy=

Y 4 4
1 1
= [~k(a-ar)(~adr)— (kbr)(bdr) = j[+ka2 ka1 + kbﬂdt - (275)
0 0
L2 L,
2 2

Jiné fesSeni. Tim, Ze v zadani figurovala potencialni energie, vime, Ze pole je konzervativni.
Vykonanou préci pak mizeme urcit z rozdilu potencidlni energie*

AA =—AWy = Wp(A)—Wp(B) = %kaz —%kbz. (276)
J
Plosny a objemovy integral
u = const
U = const
Plochu popiSeme dvéma parametry u, v, které na ni tvoii souradnicovou sit’:
x=x(u,v);
09 y=yu,0); (277)
z=2z(u,v).
Zkracen¢ mizeme psat
> o: r=r(u,v). (278)

Element plosky vyobrazeny na obrazku bude mit hrany
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dazr(u+du,v)—r(u,v)sg—rdu; dbzr(u,v+dv)—r(u,v)sg—rdv. (279)
u v

Vektorovy element plochy je dan vektorovym souc¢inem, skalarni element je jeho velikosti:

> A5 DT i (280)
Ju oJv

> S | P (281)
ou oJv

Nyni, obdobné jako u kiivkovych integralli, zavedeme plo$ny integral prvniho druhu
(nascitani skaldrniho pole pfes skaldrni element) a plosny integral druhého druhu (tok
vektoroveho pole plochou):

> L=|[rds, (282)

> 1 EHK-dS (283)

Prvni druh vyuzijeme k vypoctu ndboje, hmotnosti ¢i velikosti plochy, integral druhého druhu
k vypoctu toku pole plochou. Zbyva zavést objemovy integral, ktery ma jediny element, a to
skalarni. Objemovou mnoZinu £ popiSeme tiemi parametry:

x=x(u,v,w);
Q3 y=yu,u,w); (284)
z=z(u,v,w).
Zkracen¢ muzeme psat
> Q: r=r(u,v,w). (285)

Objemovy element ur¢ime analogicky dle obrazku

dV'=dS dc cos a
dV =|dS-dc|
dV = |(daxdb)-dc|

> drv = a—rx— : ; (286)
du dv) d
A objemovy integral budeme chépat jako
> I= m F(r)dv. (287)
14

¢ Piiklad 4: kruh a plodny integral. Parametrizujme kruh x*+y* < R? polarnimi soufadnicemi:
X=rcos@,
y=rsing, (288)
z=0.
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Parametry probihaji hodnoty

u=re<0,R>;

(289)
v=pe<0,27).
Urc¢eme nyni vektorovy ploSny element:
dS = ﬂ><a— drde = (cos @,sin @,0)x(—rsin @, r cos ¢,0) drde =
ar Jd¢
dS =(0,0,7 drde) (290)

Vektorovy element mifi pouze v ose z, je tedy dle ocekavani kolmy na rovinu (x, y), v niz lezi
kruh. Skaldrni element bude jeho velikosti, t;.

dS=rdrde (291)
Nyni jiz snadno uré¢ime plochu kruhu
Q=27 r=R
s=[[ds=[ | rdrd(p——27r ZR%. (292)
o} =0 r=0
Naleznéme nyni jesté tok pole
K =(ay, Bz, (293)

timto kruhem. Vypocet je pfimocary:
L=[[K-dS=[[K.dS, +K,dS, +K.dS, =

=27 r=R 4 4 (294)
R*27 R
=[[(0+0+yx2ds. )= 2 cos? drd N ey
.U( rx Z) J. I(W cos qp)(rr(o) 74 2 WT4
o =0 r=0
)
Zapamatujte si zakladni typy integrali:
> jfdz; yir=r(); dl=x?+y%+22 du; (295)
V4
> J.K -dl; y:r=r(u); dl = (x'du, y'du, z’du); (296)
Y
> “fds o:r=r(uv); ds = |2 59" 4, dv ; (297)
Jdu dv
> [[x-ds or=r(u,v); | 25 | dv ; (298)
' S Ju Jv
> []rav Q:r=r(u,0,w); @ = <9 O Gy dvaw:  (299)
P u BU ow

% %k ok
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Integrace per partes v N dimenzich

Zopakujme si nejprve situaci v jedné dimenzi. Pro derivaci soucinu dvou funkeci plati
fg+rg'=(fg). (300)

Integraci tohoto vztahu okamzit€¢ mame
b b
’ ’ b
[fgde+|fg de=[rg],. (301)
neboli
b b
[ gdx+[fg dx=+f(b)gb)- f(a)g(a). (302)

Znaménka na pravé stran¢ muzeme chapat jako jednorozmérné vnéjsi normaly k intervalu
<a, b>, tedy

b b
[/ gdx+[ e de=v,/(B)g®B)+V,f(a)g(a). (303)

Oba vyrazy napravo jsou vlastné integraci pfes hranici mnoziny 2 = <a, b>, tu u intervalu
tvoii pouhé dva body. Integraci mizeme tedy formalné prepsat do tvaru

jf gd1x+jfg d'x= j vigdx. (304)
002

Index nad diferencidlem urcuje rozmér integrace. Integrace napravo je formalni, probihé jen
ptes dva body, tedy jde o sumaci. V N dimenzich plati obdobné vztahy:

(1] (305)

xk k axk

> j(af Hfo- og ]de_ [ revid"x. (306)
axk oy

Posledni vyraz je vétou o integraci per partes v N dimenzich. Tato véta umoziuje presouvat
derivaci z jedné funkce na druhou. Pro g = 1 dé vztah dilezitou relaci

> j(ainNx: j fvedVlx (307)
02

0 axk

Odvod'me nyni z tohoto vztahu Gaussovu vétu jako specidlni pfipad integrace per partes ve
trech dimenzich:

maai dv = gEJS fv,dS. (308)
v ok S=v
Nyni za funkci f vezmeme sloZku vektorového pole, tj. f'= K a pres€itdme pres index k:
maKk ar = §p K ds. (309)
S=dV

Uvedeny vztah lze snadno ptepsat do tvaru

[[J@ivydr = §p (K-v)ds. (310)
V

S=aV
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O vztahu matematiky a fyziky Vicerozmérné integraly

Zavedeme-li vektorovy element plochy dS = v dS, madme Gaussovu vétu v béZzném tvaru

jjj(divK)dV: @ K-dS. (311)
V

S=dV

Vnéjsi algebra
Jednotny pfistup k riznym druhtim integralii 1ze ziskat zavedenim tzv. vnéjsi algebry, jejimz
zékladem je antisymetrické nasobeni diferenciala, naptiklad

dxAdy=—dy Adx. (312)

Tato operace kopiruje vlastnosti vektorového soucinu bazovych vektord, samotné diferenci-
aly chapeme jako prvky linearniho vektorového prostoru, tj. miizeme je ,,natahovat™ a ,,skla-
dat®. Je zfejmé, ze noveé zavedeny soucin dvou stejnych diferencialtt musi dat nulu, napiiklad

dradx=0. (313)

¢ Piiklad 1: Ukazka dvouprvkové vngjsi algebry

Na dvou prvcich e; a e; miZzeme zavést vnéjsi algebru tak, Ze k témto prvkiim ptidame jed-
notkovy prvek ey (pfi nasobeni prvek nezméni) a vysledek vnéjSiho soucinu ej;. Nasobeni
vSech prvkll mizeme odvodit z antikomutativnosti a asociativnosti, napiiklad

€y NE =—€ A€y =€y,

(314)
elz /\el :(el /\ez)/\el :—(e2 /\el)/\el :—e2 /\(el /\el) =0
a tak dale. Celkové¢ Ize vysledek nasobeni jednotlivych prvkil zapsat do tabulky
A €0 €1 € €12
€o €o €] (%] €12
€1 € 0 €12 0
() e | —en 0 0
€12 (J) 0 0 0
Zavadeéna algebra bude linearnim obalem téchto prvka. >
€ Pfiklad 2: ukazka pouziti vnéjsi algebry v integralech
Obecnou podobu vztahu (307)lze chapat jako
I dF = j F;  spec. pro jednu dimenzi '[ dF = [F]fZ . (315)

Q2 002 <a,b>

Integral napravo znamené hodnoty na hranici oblasti, proto zde nezapisujeme znak diferenci-
alu, obdobn¢ jako v jedné dimenzi, kde hranici jsou dva body. Samotny vyraz F' ale muze
diferencialy obsahovat. Pro Stokesovu vétu je F na pravé strané dano vztahem (pocitame cir-
kulaci vektoru K podél y)

F=K-dl=K.dx+K dy+K.dz. (316)
Definujeme-li diferencial pomoci vnéjSiho souc¢inu, mame pro levou stranu:

dF:deAdx+de/\dy+dKz/\dz:[a§xdx+aK" dy+a§x dz]/\dx+-~-:
X 4

dy
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oK oK
_| 9K, % dyAdz+(aKx_aszdZAdx+ —— dyady =
dy 0z dz  ox ox dy
= (rotK), dS, +(rotK),dS + (rotK),dS, =rotK-dS.

Je ziejmé, Ze jsme ze vztahu (315) dostali jako specialni ptipad Stokesovu vétu

[rotK-ds= [ K-dl. (317)
S as
Obdobné 1ze postupovat u ostatnich integrald. )

Mira a metrika

Ptedpokladejme, Ze na zadané N-rozmérné oblasti mdme metriku gy, tj. vzdalenost je v zo-
becnénych soufadnicich gx ddna vztahem

> dI* = gy dg; dg;. (318)

Potom Ize miru dané mnoziny (délkovy element, plosny element, objemovy element, atd.)
obecné zapsat jako (dlikaz nalezne Ctenar ve specializované literatufe)

> du = J|det g|dg; ...dg, . (319)

Vsechny integraly prvniho druhu Ize potom zapsat jednotné ve formé

> [rdu=]r\|dete|dg,...dgy . (320)
Q Q

¢ Priklad: Urcete objem koule ve tiech dimenzich.

Pro sférickou metriku plati:

di? =dr? +r?sin” 0 dp? +r2d6? (321)
takze metricky tenzor je
1 0 0
gu=|0 risin’@ 0 |. (322)

0 0 P2

pro objem koule mame
v =[du=[det(g) drdpd6=[r*sin6 drdpds. (323)
Po dosazeni mezi dostaneme

R 5 2 T . 4 3
V= E[r dr |- J.d(p . J.s1nt9dt9 :EﬁR , (324)

0 0

cozZ je znamy vztah pro objem koule. >

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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7. OPERATORY V KRIVOCARYCH SOURADNICICH

V mnoha aplikacich nevysta¢ime s kartézskymi soufadnicemi, ale potifebujeme vyuzit
kiivo€ary soufadnicovy systém (soufadnicové plochy nejsou roviny). Kartézské soutradnice
budeme oznacovat r, nebo x:

r=(x,y,z); (325)
X = (x),%,X3). (326)

Kterou notaci vyuzijeme, zavisi jen na tom, zda potiebujeme osy cislovat, ¢i nikoli. Oba
zapisy jsou ekvivalentni. Obdobné v kiivo€arych soutfadnicich budeme psat jednu z moZnosti

r=u,0,w); (327)

q4=(91.9.93)- (328)

VSechny Ctyfi zapisy popisuji soufadnice téhoZ mista, prvni dva v kartézském soufadnicovém
systému, zbyvajici v kiivocarém. Vektor miizeme chapat jako rozdil soufadnic dvou blizkych
bodl (v kartézském svété tyto body nemusi byt blizko, v kifivocarych soufadnicich ano).
Transformace soutfadnic potom vyjadiime takto:

ox ~
q;
~ 0
Ay = dg :%dxl =UpA4;. (330)
X]

Slozky vektoru bez vinek jsou kartézské, slozky s vinkami kiivocaré. Od jednéch ke druhym
se transformujeme linearni transformaci, tj. sloZzky vyjadiené v jedné soustavé jsou linearni
kombinaci slozek vyjaddienych v soustavé druhé. Transformacni matice T a U se nazyvaji
Jacobiho matice ptislusnych transformaci:

7y =% (331)
q

Uy Egﬂ. (332)
X

Ob¢ transformace jsou navzajem inverzni, tj. soucin obou transformacénich matic d4 jednot-
kovou matici:

_ 9% 9g, _ 9
K 9q, ox;  ox;

(T-U) =3y (333)

Soufadnicové plochy v kiivocarych soufadnicich (ve 2D soufadnicové linie) jsou dany
izoplochami

q; = const. (334)

Krivocaré souradnice a Laméovy koeficienty

Nakresleme si nyni soufadnicovou sit' dvou kiivocarych soufadnic u, v. Kolmice na
soufadnicovou plochu u = const bude dana gradientem n = Ou/Or a na obrazku je ve zvoleném
misté zakreslena cervenym vektorem. Naopak te¢na z daného bodu vedend podél druhé
soufadnicové linie bude dana vektorem t = Or/Ou:
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O vztahu matematiky a fyziky Operatory v kfivoCarych soufadnicich

> = T L | S S G (335)
or \dx dy oz
> ngz(a_x’a_ng) (336)
du \OJu du du

Slozky obou vektort jsou tvofeny prvky Jacobiho matic a jejich orientace je zakreslena v nés-
ledujicim obrazku. Prvni z nich (¢erveny) je kolmici na soutfadnicovou plochu, druhy (modry)
je tecnou k souradnicové linii.

neortogonalni soustava ortogonalni soustava

Ani jeden z téchto vektori neni normovany a mifi riznym smérem, nebot’ nakreslena soufad-
nicova soustava neni ortogonalni. Vhodnou kombinaci soufadnic lze vzdy dosahnout ortogo-
nalnosti (soufadnicové plochy a linie se protinaji pod pravymi tuhly). Zajistuje to tzv.
Schmidtovo ortogonaliza¢ni lemma. BéZné€ pouZzivané valcové a sférické soutadnice ortogo-
nalni jsou. Proto se v dal$im textu omezime jen na ortogonalni soufadnice, v nichz oba vyse
zminéné vektory (normala k soufadnicové plose a te¢na k soufadnicové linii) maji stejny
smér a mifi ve sméru jednotkového vektoru e,. Vzhledem k tomu, Ze skalarni soucin vektorti
n a T danych vztahy (335) a (336) je zjevné roven jedné, mizeme psat:

> T=he,; (337)
1
> n :h—eu. (338)

Skalovaci parametr %, se nazyva Laméiv koeficient a vyjadiuje kolikanasobn je te¢ny vektor
delsi nez jednotkovy. Pokud jednotkovy vektor vyndsobime Laméovym koeficientem, ziska-
me vektor T, pokud ho vydélime timto koeficientem, ziskame vektor n (oba nyni mifi stejnym
smérem). Koeficienty jsou pojmenovany podle francouzského matematika Gabriela Lamého.
V obecném piipadé¢ jsou Laméovy koeficienty dany vztahy (dale v této kapitole nepouzivame
sumacni konvenci)

_ O e, (339)

T
¢ aCIk

Odsud okamzit¢ mame vztahy pro jednotlivé Laméovy keficienty
2 2 2
> by = [ax]{ay]{ay) (340)
gy, 4 9q;,
Mame-li k dispozici piislusné vztahy pro prechod od kiivocarych ke kartézskym soutad-

nicim, mizeme okamzit¢ urCit Laméovy koeficienty. Mnohdy je ale pohodIngjsi Laméovy
koeficienty urcit geometricky, tj. ze vzdalenosti dvou blizkych bodu:
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dl = id% +id‘12 +aa_rd43 = meydq, +hyeydq, +hiesdgs . (341)

a% a% 93

Pro vzdalenost potom méame

> dl = \[I2dg)? +h3dg,? +h3dgs>. (342)

Je jasné, zZe jde o zobecnéni Pythagorovy véty, pod odmocninou jsou druhé mocniny jednotli-
vych odvésen (ve 3D) a u nich diky kiivocarosti souradnic stoji jako koeficienty Laméovy
Skalovaci parametry. Pravé tento vztah umoziuje urCovat Laméovy koeficienty geometricky.
Posuneme-li se infinitezimaln€ ve sméru k-té soufadnice, zméni se vzdalenost jako

dl, =h, dg,. (343)

Postupné se tedy budeme posouvat s bodem ve sméru jednotlivych souradnicovych linii,
ur¢ime prislusnou vzdalenost a ,,odeCteme* si piislusny Lamétv koeficient.

Kartézské souradnice (x, y, 2)

V kartézskych souradnicich tvoti soufadnicové plochy navzajem kolmé roviny a posunuti ve
sméru jednotlivych soutadnicovych os jsou

dl, = dx - h, =1
> di, =dy - hy = (344)
dl, =dz - h, =

S témito koeficienty ziskd Pythagorova véta (342) bézny tvar: vzdalenost dvou bodl (ve 3D
uhlopfticka kvadru) je soucet druhych mocnin rozdilti vzdalenosti (odvésen kvadru).

Valcové souradnice (r, @, 2)

Valcové souradnice maji preferovanou osu. Vzdalenost od této osy znaCime r a je prvni sou-
fadnici. Plochy konstantni soutadnice 7 jsou soustfedné valcové plochy. Druhou soufadnici je
azimutalni uhel méteny kolem osy od néjakého pocatku. Oznacujeme ho ¢ a je druhou sou-
fadnici. Plochy konstantniho azimutalniho uhlu tvofi vé&jif rovin, jimiz prochazi osa. Posledni
soutfadnici je vzdalenost méfena podél osy, oznacujeme ji z. Plochy konstantni soufadnice z
tvoti roviny kolmé na osu. Soustava vSech tfi ploch je ortogonalni, tj. kazda je kolma na kaz-
dou. Jednotliva posunuti a ptislusné Laméovy koeficienty jsou (viz obrazek):

dl, =dr = h =1
> dl, =rdg = hy=r (345)
dl, =dz = h, =1

z = const
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Sférické souradnice (r, @, 6)

Stérické soufadnice vyuzivaji preferovanou osu s pocitkem, jimz prochazi zakladni
soufadnicova rovina. Zpravidla se za preferovanou osu voli kartézska osa z a za zakladni
rovinu kartézskd rovina (xy). Prvni soufadnici je vzdalenost daného mista od pocatku,
oznacujeme ji r. Soufadnicové plochy s konstantnim » tvofi povrchy soustfednych sfér.
Druhou soufadnici je azimutdlni thel ¢ méteny v zakladni soufadnicové roviné. Pokud
vznikla z kartézskych soufadnic, méii se azimut od osy x. Soufadnicové plochy s konstantnim
azimutem tvoii v&jif rovin se spoleCnou piimkou, kterou je osa soufadnic. Posledni
soutadnici je odklon od osy zoznacovany 6. Soutadnicové plochy tvoii soustava rizné
rozevienych kuzelli s vrcholem v pocatku. Soustava vsech tii soufadnicovych ploch je
ortogonalni, tj. kazda je kolma na kazdou. Soutadnice tvofi radialni vzdalenost a dva uhly.
Jednotliva posunuti a pfislusné Laméovy koeficienty jsou (viz obrazek):

dl, =dr - h =1
> dl, = rsin0dg N hy=rsin@ (346)
dl@ =rd@ = he =r

Gradient

Vyjadreni gradientu v kfivo€arych souradnicich je viceméné piimocaré:

Jf of 9q; J 1
V=== = — 347
S o T g o gt G47)
> Vf = i g i g L g ) (348)
hy 3q1 h, 392 hy a%

V kartézskych, valcovych a sférickych soutfadnicich po dosazeni mame:

kartézské Vf = al,al,al ;
ox dy oz

valcové Vf = al,al,al ; (349)
or ro@ oz

sférické Vf = o A A j

or rsin@ o’ roé
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Divergence

V kartézskych soutradnicich jsme divergenci zavedli jako test na zdrojovost poli. Integrovali
jsme tok pole pies maly hranol, ktery jsme poté limitné zmenSili k nule. VedlejSim produktem
vypoctu byla Gaussova véta

@KdS:jﬂdWK v, (350)
02 0

kterd je zapsdna nezéavisle na volbé soufadnicového systému. Aplikujme ji nyni v kiivocarych
soufadnicich na maly kiivosténny kvadr K, jehoz stény tvoii soufadnicové plochy.

NV

\v4 on

N B

A <

=~
2
hiAq, 1

Pozdé&ji opét tento kvadr limitn€ zmensime k nule, tj. do bodu, v némz divergenci pocitame:
. . 1
divK = lim —¢pK-dS. (351)

AV—0 AV 3

Takovato definice divergence kopiruje definici z kartézského soufadnicového systému, ale je
na volbé soufadnic nezdvislad. Divergence ma vyznam hustoty toku pole elementarnim
kvadrem. Vzhledem k limitnimu zmensovani objemu mtizeme tok pole nahradit souctem toki
pies jednotlivé stény kvadru:

1 &
divK= lim — ) K-AS,. 352
AV—)OAV]Z:I k (352)

Vypocet je relativné pfimocary, proto ho ukdZzeme jen pro dvojici stén kolmou na prvni osu
(pravou a levou). Na obou plochach se do toku zapocitava jen slozka pole K, na pravé sténé
je tok kladny (vné&j$i normala mifi ve sméru slozky pole K;), na levé strané zaporny:

1
divK= 1 K, (B)h, (B)Ag, 1 (B)Ag, — K (A)h, (A)Ag, h(A)Ag; +---|.
A;rgohlAqlthqz@A%[ 1(B)y (B)Ag, hy(B)Agy — K (A)hy (A)Ag, h3(A)Ags +--]
divK = im — L | KiBLB)B) - K (A (A) i(A) | 1 ok
AV =0 h1h2h3 Aql hlh2h3 aql

Ptispévky zbyvajicich dvojic stén mizeme bud’ spocitat obdobn¢, nebo doplnit z cyklické
zamény index:

oK, ohhK
> divK =— FW@KH e 3+} (353)
hhyhs | 9qy 99, g3
Toto je obecny vztah pro divergenci. Pro nase tfi pfipady mame
oK
kartézské divK = L e P I ;
ox dy oz
oK
> valcové Rl 18, O (354)
r o or r dp oz
2 oK i
sférické g LG (S B o, 1 JGin6Ky)

r2 or rsind d¢ rsin@ 00
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Laplaceuv operator
Laplacetiv operator lze vyjadrit jako
Af =divVf. (355)

Tento zéapis nezdvisi na volbé soufadnic a Laplacetv operator je tedy mozné zkonstruovat
z predpisu (348) pro gradient a piedpisu (353) pro divergenci:

hyh hih
> Af= 1 | 9 | ik oK, +a(31aK2J+a(128K3]' (356)
hhyhs | O\ hy Oqy ) 0qy\ hy 9dqy ) dgz\ hy dg3
Pro nami sledované systémy je vysledek
2 2 2
kartézské Af:8{+8§+8{;
ox~ dy~ oz
2 2
> valcové Aleiral+ia—f+a—f; (357)
ror or 2 aq)Q oz2
2
sférické Af —Li r? al-i— ! 0 ! isin0 o

- + =,
P2or  or rsin’09¢° r*sin’6 00 00

Rotace

U posledniho ze zadkladnich operatori budeme postupovat obdobné jako u divergence.
V kartézskych soufadnicich jsme divergenci zavedli jako test na virovost poli. Integrovali
jsme cirkulaci pole pifes hranici malého obdélniku, ktery jsme poté limitn¢ zmensili k nule.
Vedlejsim produktem vypoctu byla Stokesova véta

¢ K-d1=[(rotK)-dS, (358)
y=0S S

ktera je zapsana nezavisle na volbé souradnicového systému. Aplikujme ji nyni v kiivocarych
soufadnicich na maly kiivohranny obdélnik O, jehoz hrany tvoii soufadnicové linie. Pozd¢ji
opét tento obdélnik limitné zmensime k nule, tj. do bodu, v némz rotaci pocitame:

f/< v / 3
Y Iy
“A
[ en
O
[ A |F
T Ag,
284> ~9

Vysledkem je definice £-t€ slozky rotace nezavisla na volb¢ soutfadnicové soustavy:

. 1

(rotK)k = lim — K-dl. (359)

AS;—0 AS),

=00

Rotace ma vyznam plo$né hustoty cirkulace pole elementarnim obdélnikem. Omezime se na
vypocet prvni komponenty, pro kterou je obrazek ptipraveny, u ostatnich bychom postupovali
obdobné, nebo vyuzijeme cyklickou zdménu. Vzhledem k limitnimu zmenSovani objemu
muzeme tok pole nahradit souctem tokd pres jednotlivé stény obdélniku:

14
rotK), = lim — » K-Al,. 360
( )1 ASIHOASIICZ:‘; k (360)
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Vypocet je relativné ptimocary. Integracni kiivku tvoii hranice obdélniku, orientovana musi
byt v matematicky kladném smyslu (proti sméru pohybu hodinovych rucic¢ek. Na ptislusnych
hranach obdélniku se do cirkulace zapocitava jen slozka orientovand ve sméru hrany, a to
kladn€, mifi-li ve sméru integracni kiivky a zaporn¢, mifi-li naopak:
. 1 K5 (A)hy (A)Ag, + K5(B)is (B)Ags —
(rotK) = lim ————— =

K3(B)h(B)—K3(D)as (D)
=1 qu _
= lim —— =
AS\ =0 hyhy | Ky (C)hy (C) — (K5 (A)p (A)
Aq;

1 {ahﬂg_ahz]{z}
hyhy| g, g5 '

Obecny vztah pro vSechny tfi slozky rotace tedy bude:

hyhs | 9q, dq3 |
oK ]

> (rotK), = ! 1B Ik, ; (361)
hyhy i dg;3 oq, )

oh K
(rotK), = ! {ahﬂg - 1}.

hihy a‘h a(b

V kartézskych, valcovych a sférickych soufadnicich mame

oK oK
kartézské rotK = ok St oA —aKZ , J —aKx ;
dy dz dz ox ox 9y
0K
> vélcové rotK = 188, . 5 —aKZ, 1o r (p)—laKf ;. (362)
rop dz dz or ror r o
.l i(sintS?qu)——_1 aﬁ,
rsiné rsin@ Jdg
sférické rotK = 1 I8 —li(rK o)
rsin@ dp ror
10 1 0K
22 k)=
ror (Kq) r 00

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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8. BESSELOVY FUNKCE, KULOVE FUNKCE

Snadno si ¢lovek privykne Fourierové analyze — skladani n¢jakého signalu z kosinti a sind
urcitych frekvenci. Takovou analyzu lze provést jak v ¢asové, tak v prostorové oblasti, ale je
pon¢kud nevhodna na vélci, kde jsou ptirozenéjsi Besselovy funkce na sféte, kde jsou vhodné
tzv. kulové funkce. V dnesni lekci si tyto funkce predstavime, i kdyz nebude mozné jit do
jednotlivych detailti. Ty si student musi dohledat ve specializované literatufe; tento text tedy
chapejte jen jako elementarni tvod do problematiky.

Kmity a viny
Ptipometime si nejprve harmonicky oscilator, jehoz energie ma parabolicky prub¢h, t;.

1 5
Wy =5y’ (363)

kde proménna y ma vyznam vychylky z rovnovazné polohy. Sila je zaporné¢ vzatym gradien-
tem potencidlni energie, coz v nasem jednorozmérném piipadé¢ znamena, ze je sila déna
vztahem

_ dm, _

dy

—ay. (364)

Sila je imérna vychylce z rovnovazné polohy a ma opacny smér. Snadno sestavime pohybo-
vou rovnici
my=-ay. (365)

Tuto rovnici kmitl ptepiSeme pro obecnou funkci y do tvaru

2 O

> V+oty=0; @’ = (366)

-
Funkce y zastupuje libovolnou kmitajici veli¢inu (vysku, teplotu v néjakém misté, tlak atd.).
Reseni této rovnice kmith lze zapsat jako linedrni kombinaci kosind a sinli nebo jako posu-
nuty kosinus ¢i sinus nebo jako line4drni kombinaci kmitajicich exponencial:

v (t)=acos(wt)+bsin(wt), (367)
w (1) = Ay cos(wt + @), (368)
w(t)=Ae?+Be (369)

PovSimnéte si, Ze argumenty vSech funkci jsou bezrozmérné a faze kmitti (thel ve funkcich
kosinus a sinus) je linearni funkci ¢asu

p=wt; (370)
w:f’a_f. (371)

Tato definice thlové frekvence je zcela obecnd, ve specidlnim piipad¢ linedrni zavislosti
a periodického feSeni mizeme psat

27

a=—— , 372

T (372)
kde T je perioda kmitti. Jednotliva vyjadieni feSeni (367) az (369) jsou na sebe navzajem pie-
veditelna. Vyjadieni (368) prevedeme na (367) za pomoci vztahu pro kosinus souctu dvou
uhld a vyjadieni (369) pfevedeme na (367) za pomoci Eulerova vztahu (24).
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Hyperbolicka feseni

Pokud bude mit druhy ¢len v rovnici kmitl (366) zdporné znaménko, nebudou feSenim kmity,
ale hyperbolické funkce:

-ty =0, (373)

w(r) = ach(wr)+bsh(wt) (374)
w(1) = Ay ch(wt+ ), (375)
y(t)=Ae”+Be ™. (376)

Rozvinény prostor

Obecné vinéni probihd v Case i1 v prostoru. Pokud si stoupneme (umistime pftistroj) na konk-
rétni misto, budeme vnimat jen ¢asovy prubéh vin v tomto miste, tedy kmity. Pokud naopak
udélame Casovy snimek vinéni (naptiklad fotografii rozvinéné hladiny), budeme mit infor-
maci o prostorové ¢asti vinéni, ale nebudeme védét, jak se pripadné vyvijelo v Case. Prosto-
rové kmity budou podléhat rovnici analogické (366):

> v+ k2w =0. (377)
Jeji feSeni lze opét zapsat vice zptsoby:

v (x) = acos(kx)+ bsin(kx), (378)

w(x)=Aycos(kx+¢), (379)

w(x)=Ade®+ B iF (380)

Dukaz, ze vSechna tfi vyjadieni znamenaji totéz je stejn¢ snadny jako v pfipad¢é kmitt. Pokud
bude mit druhy ¢len zaporné znaménko, feSenim budou opét hyperbolické funkce

v —k*y=0. (381)
w(x) = ach(kx)+bsh(kx) , (382)
w(x) = Ay ch(kx + @) , (383)
w(x)= A"+ Be™. (384)
Pro tazi vinéni miizeme psat

p=hx; (385)
k= 8_(/7 (386)

ox

Tato definice vinového Cisla & je opét zcela obecnd, ve specidlnim ptipadé linedrni zavislosti
a periodického feseni mizeme psat

k===, 387
n (387)

kde 4 je vinova délka sledovanych vin.

Neomezeny a omezeny defini¢ni obor

Pokud kmity ¢i viny probihaji na neomezeném casovém Ci prostorovém intervalu, nemame
zadna omezeni na thlovou frekvenci ani vinové ¢islo. Pokud ale kmit ¢i vlna probihaji na
kone¢ném intervalu (at’ ¢asovém, ¢i prostorovém), musime na hranicich intervalu zadat do-
date¢né podminky. MiiZe jit tfeba o strunu upevnénou na obou koncich, potom musi platit
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y(b)=y(a)=0 (388)

a jen nékteré kmity vybranych vinovych délek jsou feSenim:
n=1 n=2 n=3

U konec¢ného intervalu jsou frekvence (pokud jde o ¢asovy priibéh) ¢i vinové délky (pokud
jde o prostorovy pribéh) diskrétni. Obecné vinova feSeni mizeme psat jako superpozici

w(x)=> 4,5 xe{ab), (389)
w(x)= fo A(k)e**dk;  xeR. (390)

—oo

V prvnim ptipad¢ hovoiime o Fourierové fad¢, v druhém o Fourierové transformaci. Ampli-
tudy A, resp A(k) ur€uji zastoupeni odpovidajicich vinovych délek. V ¢asové oblasti je to
obdobné, jen jde namisto vinovych cisel o frekvence:

W)= 4,5 te (o), (391)
toe .
w(t) = j Aw)e'” dw; teR. (392)

—oo

Situace ve tfech dimenzich
Ve tiech prostorovych dimenzich bude mit obecnd vlna tvar

w(x) = A(x)e' (393)
Prostorové zmény faze se nazyvaji vinovy vektor:

k=92, ¢ 299, 4 92 (394)
ox 7 9y 0z

souhrnné muzeme psat

k=Vogp. (395)

Nejjednodussi vlna bude mit konstantni amplitudu a linearni zéavislost faze na vinovém
vektoru, tj.
W(X):Aei(cxx+cyy+czz). (396)

Ze vztahu (394) je jasné, Ze koeficienty linearni kombinace nejsou ni¢im jinym nez vinovym
vektorem, tj.

w(x) = Ae' ) _ gk (397)
Snadno nahlédneme, Ze takova funkce mé jednoduché pravidla pro derivovani:
oy . oy . oy .
—=iky; —=iky; —=iky, 398
o eV 3y Wi v (398)
ktera 1ze formalné¢ zapsat jako
d, —ik,; d, —ik,; d, —ik, . (399)
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Druhé derivace spliuji

O’y 2 Y 2 . Oy 2
ax_zz_kxl//:v ay_zz_kyl/ja azz :_kzl//' (400)

Pokud tyto tfi rovnice se¢teme, dostaneme

Ay =—ky; kK =k-k=k;+k, +kZ. (401)
Po ptevedeni obou ¢lenti nalevo méme piimé zobecnéni rovnice (377) pro tfi dimenze
> Ay +kiw=0. (402)

Na mnozin€ s kone¢nym objemem (naptiklad kvadru) budou opét ¢isla k., k,, k. diskrétni,
takze budeme mit sadu tii Cisel n, ny, n3, ktera definuji vlastnosti dané viny, tedy na kazdé
hrané kvadru se mize realizovat jiny poc¢et kmiten a uzlt.

Rozhrani

Periodické feSeni ve tvaru ¢'** mize fungovat jen ve smérech, kde neni vlna nijak omezo-
vana. Pokud se bude naptiklad vlna §ifit prostorem s rozhranim v roviné y = 0, miZzeme pro
parcialni Fourierovu komponentu psat

w(x)= f(y)eiiks, (403)

Vlna se nyni skladd ze dvou casti: dokonale periodické, kterd je obsazena v kmitavé expo-
nenciale a funkce f'(y), kterou musime hledat jako feSeni pfislusné vlnové rovnice. Periodicka
¢ast povede na algebraické vztahy, f(v) na diferencidlni rovnici, kterou je tfeba fesit. Obecné
feSeni mizeme opét chéapat jako superpozici parcialnich vin, coz povede na sadu pravidel pro
prislusnou Fourierovu transformaci:

d, »>ik,; 9, —>ddy; 9, ik, . (404)

Jedinou zménou je tedy to, ze v promeénné y derivace zlstane. Stane se vSak obycejnou deri-
vaci, protoze po aplikaci pravidel jiz ve vyrazech Zadn4 jind promé&nna neZ y nezilistane.

y

Valcové rozhrani

Ptedpokladejme nyni valec z néjaké latky, ktera se miize vinit obklopeny né&jakym jinym pro-
sttedim. Pfedpokladame dokonalou symetrii ve sméru osy valce 1 ve sméru azimutu.

¢
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U hledaného feSeni bude amplituda funkci radidlni vzdalenosti od osy vlakna. Pfislusna pe-
riodicita v radidlnim sméru bude modifikovana valcovou geometrii, at’ uz rozhrani existuje, ¢i
nikoli.

w(r,0.2)= f(r)e o (403)
Reseni musi spliiovat periodicitu v azimutalnim ahlu ¢:
w(r,o+27m,2)=y(r,,z). (406)
Tuto podminku splnime, pokud plati
fof =@ o ol o g =m=0,£112,
Cislo m nazyvame fad (méd) poruchy resp. nestability a vyraz (405) ziska tvar
> w(r,p,2)= f(r)e™?" %7 . m=0,+1,%2,...; k. eR. (407)

Proménnd r zlstane v rovnicich v€etné svych derivaci. Prvni tfi médy poruchy jsou znazor-
nény na nasledujicim obrazku

Besselovy funkce

ReSme nyni rovnici (402) ve vélcovych soufadnicich v fezu vldknem, tj. pro z = const, napfi-
klad z = 0. Laplacetv operator vyjadiime ve valcovych soufadnicich a ponechame c¢asti tyka-
jici se proménnych r a ¢:

Ay +iy =0,
2 408
10,0y 1% 42 (408)
ror or rzaq)z

Po dosazeni pfedpokladané¢ho tvaru teSeni w(r, ¢) =f(r) exp[i mg] a provedeni derivace
podle azimutdlniho Ghlu mame rovnici pro neznadmou funkci f(7), kterd popisuje rozvinéni

v radidlnim sméru:

2 2

VANV P S P (409)
dr? 7 dr 2

Cervené oznatené ¢&leny jsou disledkem valcové geometrie. Pokud bychom je smazali,
dostali bychom rovnici vin typu (377). Rovnici vynasobime druhou mocninou r
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2
2d°f df 02 o)
r dr—2+rE+(k r2—m )f_o. (410)
a provedeme substituci
x=kr 411)
d d
> de_{+x_f+( m*) [ =0. (412)

Nezapomenme, Ze proménna x nema nic spole¢ného s kartézskou proménnou x, jde o preska-
lovanou radialni vzdalenost od osy valcovych soufadnic. Uvedena rovnice se nazyva Besse-
lova rovnice a jeji fesSeni je analogii kosint a sinl v kartézské geometrii. Rovnici je tieba fesit
za pomoci rozvoje do nekone¢nych fad. Obecné feSeni ma tvar

| 4 f(x)=cJ, (x)+c,Y,,(x). (413)

Funkce J, nazyvame Besselovy funkce prvniho druhu a maji v pocatku kone¢né hodnoty.
Funkce Y, nazyvame Besselovy funkce druhého druhu a v pocatku jsou singularni (v limité
se blizi k minus nekone¢nu), coz je dusledkem singularnich ¢lend v (409). Funkce Jy(x)
koresponduje ve valcovych soutfadnicich s funkci kosinus z kartézskych soufadnic a funkce
Ji(x) koresponduje se sinem. Plati mezi nimi i obdobny vztah:

> 4o __; (. (414)

dx

Funkce prvniho druhu lze jednoduse zapsat pomoci fady, pro druhy druh je ptehledné;jsi inte-
gralni vyjadreni:

(—l)k f 2k+m
> S (x) = zk'(k+ )'( j , (415)
> Ym(x):%£sin(xsine—ne)de—%z[e’"u(—1)’"e‘"”}e‘“hfdz. (416)

Analogie hyperbolického reseni

Besselovy funkce lze bez problémi definovat i pro necelociselny index m (faktoridly v defi-
niéni radé nahradi I funkce) nebo pro komplexni argument V4 komplexnich argumentﬁ je

vvvvvv

> xzix—]zp+x%—(x2+m2)f:0. (417)

jejimz feSenim je analogie hyperbolickych funkci
> f(x)=cI,,(x)+c,K,,(x), (418)

kde I,,, K,, nazyvame hyperbolické neboli modifikované Besselovy funkce. Funkce 7,, maji
kone¢né hodnoty v pocatku a v nekonecnu diverguji (analogicky jako exp[x]), snadno se
definuji pomoci fady. Naopak funkce K,, diverguji v pocatku a v nekone¢nu se blizi nule
(analogicky jako exp[—x]) a jednodussi je jejich integralni vyjadieni:

2k+m
X
> 1,,(x)= Zk'(km)( j , (419)
~ Jr \"T L, yml2
> Km(X)—m(Ej !e (t —1) d¢ (420)
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Uzitecné mohou byt asymptotické vztahy v okoli pocatku (x < 1):

Jm(x)zﬂg] ,

Y, (x) z(mT_l)!(ij_m ; m>0,

m2 (421)
Mx)zﬁ@ ,
K, (x)= @(gj_m . m>0.

Nekdy se také hodi asymptotické vztahy v nekonecnu (x> 1):

TX 4

Y, (x)= isin(x—m—”—zj,
2 (422)
1,(x)= ! e’

N27mx

K, (x)= 2—7;6_".

2
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Chceme-li vykreslit Besselovy funkce, mizeme pouzit stranku www.wolframalpha.com, pfi-
kazy jsou samonavadéci, naptiklad besselj[0,x] from x=0 to x=10 vykresli funkci Jy. prvni
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argument v zavorce (nezalezi na tom, o jaky druh zavorky jde) je ¢islo m, jednotlivé Besselo-
vy funkce se nazyvaji besselj, bessely, besseli a besselk.

¢ Priklad: helikalni magnetické pole

Predpokladejme, Ze se po dosti dlouhé dobé se ve valcovém sloupci plazmatu nastoli stav
s minimem energie v magnetickém poli. Potom je magnetické pole nutné helikalni a spliiuje
Beltramovu podminku

rotB=aB (423)
Beltramovu podminku rozepiseme ve valcovych soutadnicich po slozkéach:
0B
198, o 0B, 9B 19 g, 19B)_o(5.8,8) @ @24
rde dz dz dr ror roQ

Ve véalcové symetrii budou vSechny slozky pouze funkci radidlni proménné, coz vede na tfi
jednoduché rovnice

0=aB,, (425)
dB
— Z :aB , 426
dr ¢ (426)
1d
~—(rB, )=uB.. 427
- dr(r o) =B, (427)

Radialni slozka helikalniho pole je nulova. Po dosazeni za pole B, z druhé do tieti rovnice
dostaneme rovnici
2
d°B, +l dB,

dr?  r dr

+azBZ =0.

Rovnici vynasobime 7~ a provedeme substituci x = ar, vysledkem je Besselova rovnice

,d’B, dB
x —

2
+x—=+x°B, =0, 428
12 ix P (428)
v niz je m = 0 a kterd ma feSeni
B,(r)=ByJy(ar), (429)

Besselova funkce Yy(x) nedava vzhledem k divergenci na ose smysluplné fyzikalni feSeni.
Druhou slozku pole snadno ur¢ime ze vztahu (426), pti derivovani vyuzijeme vztah (414):

B,,(r)=ByJy(or). (430)

Besselova funkce Jy méni znaménko v argumentu 2,4. Pokud ma plazmovy sloupec dosti
velky polomér, nutné dojde pro » >2,4/a k obraceni sméru pole B,. Vznikly Gtvar nazyva-

me reverzni pin¢. >
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Kulové funkce

Kulové funkce dostaneme feSenim tulohy vlastnich Cisel Laplaceova operatoru ve sférické
symetrii pro fez » = const, tedy na obecné sféfe. Vychozi rovnice ma opét tvar (402), tj. ve
sférickych soutadnicich

Aw+k2w=0,
2 (431)
%i 23_W+L2 ,1 i(sinea—l/lj + Lz— 12 oIy l/;+k21//:0,
> or or p*°sinf 06 06 < sin Qa(p

kde r je vzdalenost od stiedu, 6 je odklon od polarni osy a ¢ je azimutalni thel. Hodnota —&*
ma vyznam vlastniho Cisla Laplaceova operatoru. Pro fixni » z@istane jen thlové ¢ast Lapla-
ceova operatoru, vlastni ¢islo preskalujeme a oznac¢ime obvyklym symbolem A:

2
.1 i(sinﬁaw) + I J W:ﬁy/. (432)
sin@ 96 26 sin 8 9 ¢*
Reseni budeme opét hledat ve tvaru
v(O.9)=f(O)e"”; m=0,1£2,..., (433)

nebot’ je situace opét symetrickd v azimutalnim thlu ¢, kde plati periodicita 2z. Po dosazeni
do rovnice (432) dostaneme

2
1 i(sineﬂj + (/1— " Jf = 0. (434)

sin® @

Vysledkem je obycejna diferencidlni rovnice pro funkci f{0), kterd se tesi standardnimi ma-
tematickymi postupy. Vysledkem jsou polynomialni funkce v cos 6 a sin 0, které se nazyvaji
ptidruzené Legendreovy polynomy P;,(cos 0) a jsou definované vztahem

_.2\m/2  ql+m
> f}m(x)z(l ¥)7" d =15 1=0,1,2,...; |m|<l; m=0,%1, ... (435)
2l Xt

Ptislusné vlastni ¢islo je
> Ay =1(+1). (436)

Celé tihlova ¢ast feSeni se nazyva kulova funkce a oznacuje se
1 .
> Y, (¢,0) = —¢""? P, (cosb). (437)
Im \/E Im

Uved'me ptiklady nékterych kulovych funkci:

Yoo =—+;
00 2\/;

Yo = /i cos®; Yy, =—,/i e'? sing; Y= ,/i e ¥ sind; (438)
4 8 kY4
Yy =— o (1-3cos? 0); YZI:—‘/E e'? cos@sind...
lorx 8

Pro m = 0 se tyto polynomy nazyvaji Legendreovy polynomy.
P(x)=id—l(x2—1)l~ 1=0,1,2 (439)
ST LT
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Ve wolphramalpha.com je oznaeni pro sférické funkce sphericalharmonicy(l,m), kde za /
a m dosadite konkrétni Cisla. Do kulovych funkci se provadi rozvoj jakychkoli dat na sféfe,
naptiklad je vyuziva helioseismologie (popis vin ve Slunci) nebo frekvenéni analyza relikt-
niho zéafeni. Legendreovy polynomy Ize pouzit pfi multipélovém rozvoji, kdy se pii rozvoji
potencialu pro pfevracenou hodnotu vzdalenosti vyuziva vztah

(o) . l ’
L -y min Y’r), P(cos). (440)
|l'—1' l:()max+(r,r)

V ptipad¢, Ze je vlna rozvinuta i v radidlnim sméru, potiebujeme k popisu vinéni tfi ¢isla: m
popisuje mody v azimutalnim sméru, / v polarnim sméru a n v radidlnim sméru. Pro /=0 je
feSeni na sféfe konstantni a zddné viny se v uhlovych stupnich volnosti nerozvinou. Pro /> 1
je typicky rozmér vin

AfQ = [>1. (441)

z.

l 5
Cilem této kapitoly bylo zevrubné seznameni s existenci Besselovych a kulovych funkci,
nikoli detaily jejich vypoctu. Na zavér si prohlédnéte viny na sféte pro néktera / a m. Zelena
barva (+) znamena vybouleni sféry ven a zluta (-) jeji prohnuti dovnitf.

oo000000000000000000000000o
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9. ZOBECNENE FUNKCE

Ve fyzice se velmi Casto setkdvame s nutnosti popsat bodovy naboj nebo hmotny bod. Naboj
¢1 hmotnost Castice si predstavujeme lokalizované v jediném misté, coZ s sebou nese problém
nekoneéné hustoty naboje ¢ hmoty v tomto misté. Resenim je zavedeni tzv. zobecnénych
funkci, zejména Diracovy distribuce. Ukazme si problém na linedrni hustoté naboje lokalizo-
vaného v misté x = 0:

0; x#0
=120 x=0 (442)

Integral z hustoty ale musi dat celkovy néboj Q:

“+oo

j 7(x)dx=0. (443)

—o0

Je jasné, ze hustota naboje neni ,,normalni“ funkci. Ma nenulovou hodnotu v jediném bodg,
a integral z ni by pfesto mél dat konecné ¢islo. Takové funkce ale neexistuji, miizeme je za-
vadet jako limitu posloupnosti funkci a jejich vyznam je jen ve skalarnim soucinu s jinou, tzv.
testovaci funkei.

Diracova distribuce
S(x) S(x)
1/¢e

Posloupnost obdélnikii

Zaved’me si obdélnikové funkce
e, xe<-¢€/2,€/2>,;

Je(x)= { (444)

0, xg<-—€£/2,€2>.

Vsechny obdélniky maji stejnou plochu rovnou jedné a funkce f; maji zajimavé vlastnosti:

[ hd=t:  LO=1:  tim =] POE=0 (445)
x)dx=1; =—; im f.(x)= .
- € € £ £—0"°¢ 0 prox#0
Diracovu distribuci miizeme formalné zavést jako limitu téchto obdélnikovych funkci
. o prox=0 S
> O(x) = lim = ; O(x)dx=1. 446
()= lim £, (x) {O ol [o (x)dx (446)

Je jasné, ze nemiiZe jit o skutecnou funkci, protoZe integral z funkce nemtiZze ovlivnit hodnota
v jediném bod¢. Hovotime o tzv. zobecnéné funkci a skuteny vyznam si vysvétlime pozdé;ji.

Posloupnost kopecki (Cauchyovych-Lorentzovych rozdéleni)

Obdélniky z ptedchozi ukazky nejsou hladké funkce. To ale neni nepiekonatelny problém,
misto obdélnikd mizeme pouzit funkce spojité se vSemi svymi derivacemi podle vztahu
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&

fg(x) =

. (447)
T 8 +x

Plocha pod témito funkcemi je rovna jedné pro kazdé &, protozZe

jfg(x)dx - j— dx = l[atanf} . l[ij - 1. (448)
7zg +x° T €| 7\2 2

Pro mala €se ,,kopce* zuzuji a pfitom se zvétSuje jejich vyska:

prox=0

[ fewde=t: fi0=— ;Lnlofg<x>={;° e (449)

Opét miizeme zavést Diracovu distribuci jako limitu téchto spojitych funkci:

8(x) = lim £, (x). (450)

Cauchy-Lorentzovo rozdéleni, ze kterého jsme nyni zkonstruovali Diracovu distribuci, popi-
suje ve spektroskopii tvar spektralnich ¢ar a nebo v teorii vynucenych kmitd rezonanéni kiiv-
ku. Je pojmenovano podle francouzského matematika Augustina Cauchyho (1759-1857)
a holandského fyzika Hendrika Lorentze (1853—1928).

Diracova distribuce (neboli zobecnéna funkce) nema vlastnosti béznych funkci. Prestoze je
jeji hodnota nenulové v jediném bodég, dé integral z ni nenulovou hodnotu. To plyne z limit-
niho charakteru zavedeni této distribuce. K jejim zdkladnim vlastnostem patfi:

> [ 60 f(x)dx= [ 6(x) £(0)dx=f(0) [ S(x)dx=£(0). (451)

Divod je snad ziejmy. Distribuce & je vSude nulova kromé jediného bodu x=0. Proto
vysledek integralu mize ovlivnit jediné hodnota funkce f v pocatku. Tu vSak miZzeme
vytknout pied integral a dostaneme jako vysledek hodnotu funkce v pocatku.

Temperované distribuce

Diracovu distribuci lze také chéapat jako velmi jednoduché zobrazeni, které ptiradi funkei jeji
hodnotu v pocatku (zobrazeni, které pritadi funkci ¢islo, se nazyva funkcional).

. T
s/ ()= /(0);  resp. /()= £(0). (452)

Takova definice nema Zadné problémy s nekonecny v pocatku ani s integralem, v némz ma
»funkce™ jedinou hodnotu, a je zcela korektni. Obecné lze distribuci chapat jako funkcional
dany skaldrnim sou¢inem

T,f(x)=(g|f): (453)

Skalarni soucin pusobi na libovolnou funkci f z tzv. prostoru testovacich funkci. Funkce g je
pevné dand, definuje toto zobrazeni a nazyva se temperovana distribuce. Cim hez¢i vlastnosti
budou mit funkce z testovaciho prostoru (napiiklad budou dostate¢né rychle konvergovat
k nule na hranicich oblasti), tim hor$i vlastnosti miize mit funkce g definujici zobrazeni. Za
prostor testovacich funkci mize poslouzit naptiklad Schwartzitv (Soboleviiv) prostor & funk-
ci, které spliuji:

1) funkce jsou nekone¢né diferencovatelné, tj. tiidy C*;

2) funkce klesaji v oo rychleji nez libovolna mocnina 1/)x|".
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Testovaci funkce budeme nadéle oznacovat v, tj.
> Twx)=(gly): wed. (454)

Casto se hledaji feSeni celych rovnic ,,ve smyslu skalarniho sou¢inu®. Napiiklad misto Lapla-
ceovy Poissonovy rovnice

Ag=f,
fe§ime rovnici
(Adly)=(f|v).

kde ¢ je hledané fesSeni a y je libovolnd funkce z prostoru testovacich funkci. Tato feSeni se
nazyvaji reSeni ve smyslu distribuci neboli slaba reseni. Jejich tfida je mnohem bohatsi, nez
byla tfida feSeni piivodni rovnice. Nachazend feSeni mohou mit ,,divocej$i* charakter a jsou
blizsi fyzikalni realité. Jejich hledanim se jako jedna z prvnich zabyvala vynikajici sovétska
a ruskd matematicka Olga Alexandrovna Ladyzenska (1922-2004).

Posloupnost Dirichletovych jader
Diracovu distribuci miizeme zavést také pomoci jednoduché funkce

. +o0
sin x
fw===; [O-1; [f@d=x. (455)
Zaved'me posloupnost
k sin kx
. , 456
S =—— (456)
ktera ma jednoduché vlastnosti
i k
[ i dx=1;  f(O==;  lim f(0)=c=. (457)
e T k— oo
J(x)
1.5
1.0
0.5 t

Bohuzel uz neplati, Ze by se pro k£ — oo funkéni hodnoty pro x # 0 blizily k nule, jako tomu
bylo u posloupnosti obdélnik nebo u posloupnosti ,,.kopecki* pro mala epsilon. Naptiklad
pro x = /2 je fi(x) ~ sin(kn/2) = {0, 1,0,—1,0, 1, ...} a limita vliibec neexistuje. Nicmén¢ na
kazdém intervalu, ktery neobsahuje nulu, bude integral z této rychle kmitajici funkce pro
k — oo nulovy, a tato posloupnost funkci je opét vhodna pro realizaci Diracovy distribuce
(integral kazdé¢ z nich je roven jedné a v nule pro k£ — o posloupnost diverguje k nekonecnu.
Diracovu tedy distribuci mizeme zavést jako limitu

k sin kx

> 5(x) = lim =

458
koo T kx (458)
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Tuto limitu ale chapeme jako limitu posloupnosti distribuci (pfi integraci pies testovaci
funkci nebude neexistence nekterych limit podstatna). Poznamenejme, ze funkce f;(x) jsou
znamé z diikkazu véty o Fourierové rozvoji do fady a nazyvaji se Dirichletovo jadro. Je po-
jmenovano podle zndmého némeckého matematika Johanna Petera Gustava Lejeunea Dirich-
leta (1805—1859).

Diracova distribuce jako Fouriertv obraz jednotkové funkce
Spoctéme nejprve nasledujici integral:

+hk TR ke ke :
[ e dic= Pe’“} _e o me g Sink (459)
) 1x & 1x kx

Integral az na koeficient 772 dava Dirichletovo jadro. Pro Diracovu distribuci Ize tedy psat

1 +tk 1 too
5(x) = 1im—jel’“dk=— j e dk .
k—)oo27l'_k 27Z_°°

Integral v nevlastnich mezich chapeme pravé ve smyslu uvedené limity. Diracova distribuce
je tak umérna Fourierovu obrazu jednotkové funkce:

+ o0
> §(x):i j e dk . (460)
2rr -

Greenova funkce

Konvoluce

Jiz diive jsme si ukdazali, ze pfimym zobecnénim maticového nasobeni je konvoluce. Pro
zobrazeni dané maticovym ndsobenim plati (prvku fpfifadime prvek g)

g=Af1;
Ek :ZI:Aklfl' (d61)
Jednotkové zobrazeni je dano jednotkovou matici, jejiZ prvky tvoii Kroneckertv symbol:
1-f=f1;
; 5klfl = fk : (462)

V ptipad¢ prostoru funkci je zobrazeni dano namisto matici konvolu¢nim jadrem A(x, y):
A*f=g;

[ 4G/ ()dy=g(x). (363)
Q

Integral (463) se nazyva konvoluce. Konvoluce je analogii maticového nasobeni na
prostorech funkci. Roli indexii piebiraji spojité proménné x a y. Roli matice piebird jadro
konvoluce. Specialnim pifipadem konvoluci jsou rtizné integralni transformace (Laplaceova,
Fourierova, Abelova atd.). Jadrem jednotkového operatoru je Diracova distribuce (je nenu-
lovajenpro x=y):

[6G=») f()dy=£(x)
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Diracova distribuce ptebird tlohu Kroneckerova symbolu a je na prostoru funkci jednot-
kovym operatorem. Diracovu distribuci pro konvoluci mizeme vyjadtit ze vztahu (460):

=)= Je* e k. (464)
2r '
V N dimenzich je vztah obdobny:
S(x—y)= LN j ek V) gNk | (465)
(27m)" 5

Fourierova transformace

Fourierovu transformaci mizeme chapat jako konvoluci s jadrem exp[ik-x] nebo jako rozvoj
funkce do rovinnych vin:

> F(x)= [ A®K)e™*d"k; (466)

Koeficienty rozvoje neboli amplitudy 4(k) urcuji, jak moc je kterd vina ve spektru zastou-
pena. V nékterych situacich se hodi vztah, ktery nam fika, jak urcit koeficienty Fourierova
rozvoje funkce F(x):

1
@em)N

> AK) = [Fye ™ *d"x. (467)

Dokazme nyni, ze takto ur¢ené amplitudy vedou na spravny rozvoj funkce F(x). Za tim
ucelem dosadime (467) do pravé strany (466):

e'k-x —
jA(k)‘ dVk j(

(2;)]\[ IF(Xz)e—ik-x' dNXzJeikx 4Vk =

1 —ik(x—x’ ’
:IF(X)(—QE)N Ie ke )deJ dVx’ =

j F(x)d(x-x)d"x = F(x),

coz jsme chtéli dokdzat — po dosazeni amplitudy (467) do pravé strany (466) dostaneme
puvodni funkci. Koeficienty rozvoje A(K) zpravidla interpretujeme jako pfimou transformaci
z x prostoru do k prostoru, vztah (466) jako inverzni transformaci z k prostoru do x prostoru:

AK) =T (F(x);  F(x)=7""(AK)). (468)

Sougin koeficientd u pfimé a inverzni transformace musi dat 1/(27)". N&kdy byva zvykem
koeficienty u pifimé a inverzni transformace volit symetricky:

F(x)= m j AK)e**dVk ; (469)
AK) = WIF(x)e_ik'x dVx. (470)

Greenova funkce
Zabyvejme se nyni specidlnim pfipadem — rovnici s linedrnim operatorem a nenulovou pra-
vou stranou na prostoru L

Lo=f. (471)
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Hledejme nejprve feSeni pro jednotkovy impuls na pravé strané (bude reprezentovany Dira-
covou distribuci):

LG(x) = 5(x) (472)

Toto feSeni se nazyva Greenova funkce. Obecné feSeni rovnice (471) je konvoluci Greenovy
funkce a pravé strany rovnice

> 6(x)=G* = [Gx-y)f(y)d"y. (473)

Dtkaz je velmi jednoduchy. Ukdzeme, ze piisobenim operatoru L na nalezené feSeni dosta-
neme pravou stranu ptivodni rovnice:

Lo = [LGx-y)f(y)dy = [6(x-y)f(y)d"y = f(x).

Greenova funkce je velmi vyhodna pfi feSeni parcialnich diferencialnich rovnic. Do Gree-
novy funkce jsou zahrnuty pfipadné okrajové podminky, ty musi Greenova funkce samo-
zfejmé automaticky spliiovat. Pokud mé parcialni diferencidlni rovnice i casovou proménnou,
tj. ¢ = #(t, X), musime zadat pocate¢ni podminku ¢o(x) = @(z = 0, x), okrajové podminky a pfi-
padnou pravou stranu f'(¢, X). Obecné feSeni je pak souctem dvou c¢lenii: prostorové konvo-
luce Greenovy funkce s pocatecni podminkou a ¢asoprostorové konvoluce Greenovy funkce
S pravou stranou:

> o, x)=G*¢gy +G* f, (474)

(x) (t.x)

9(6,%) = [G(t,x=y) (V) d"y + [ Gt —7,x~y) f(z.y)dzd"y. (475)

V posledni ¢asti této kapitoly si ukdzeme vyuziti Greenovy funkce pifi vypoctu obecného fe-
Seni rovnice difize v neomezeném tiirozmérném prostoru.

Priklad: reseni rovnice difaze na R3

vvvvvv

problémti: difiize molekul (naptiklad vonavky) ze zdroje do okolniho prostiedi (proménnou je
zde koncentrace), vedeni tepla, difuze magnetického pole, ale i Schrodingerova casova
rovnice ma obdobny tvar. Vyjdéme z tvaru:

99 _
> S, =DAg (476)

a predpokladejme, Ze veli¢ina ¢ ma vyznam koncentrace latky, kterd difunduje do okoli
s koeficientem diftize D. Pocate¢ni rozlozeni latky (naptiklad ving) je

Pt =0,x) =y (x) (477)

Rovnice difuze je linearni rovnici, a proto muzeme hledat feSeni jako superpozici
Fourierovych moda

o(t,x) = j o (1,x)d°k = j A (1) e™*d’k . (478)
Kazdy z Fourierovych moda ¢x musi spliiovat rovnici difaze:
aaLtk =DA¢,, (479)
o[ Ay (H)e*™ .
% = DA(Ak (t)e'*™ ) . (480)
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Po provedeni obou derivaci mame:

—K —_Dk"4,, 481
pp k (481)
2
A (1) = 4, (0)ePFT (482)
Celkové feseni tedy napiSeme ve tvaru
2. .
o(t,x) = j A (0)e P glkx g3y (483)
Dosadime-li # = 0 a provedeme inverzni transformaci, ziskdme vztah pro pocatecni hodnoty
4(0)=—— [ 90,7 &x. (484)
(27)

PovSimnéte si vztahu (483). Kazda Fourierova komponenta exp(ik-x) se v ase tlumi fakto-
rem exp(—Dk’r). Tedy fluktuace malych rozméra (velkych k) jsou utlumeny mnohem rychleji
nez fluktuace velkych rozmért. To je pro difuzi charakteristické, difuzi zanikaji nejprve drob-
né nepravidelnosti. Najdéme nyni Greenovu funkci pro rovnici difize v neomezeném prostie-
di, tj. za pocatecni impulz budeme volit Diracovu distribuci lokalizovanou v bod¢ x”:

o (%) =¢(0,%) = 5(x —X) ; (485)

Diractiv impuls postupné dosadime do (484) a (483), vysledné feseni bude Greenova funkce
problému:

1 n —ikx 43 1 —ikx
A (0)= o(x—x")e d’x=——c¢ ; (486)
<Oy (27)°
#(t,x) = G(t,x,x) = ! - j o PR ik (X g3y (487)
(27)

Jde o obecny zapis Greenovy funkce pro rovnici difuze. Vysledek integrace samoziejmé za-
visi na okrajovych podminkéch a volbé soufadnicové soustavy. Proved’'me integraci v jedno-
duchém ptipad€ neomezeného prostiedi popisovaného v kartézské souradnicové soustave:

G(t,x, X’) Z%J'e—Dkzz eik-(x—x’)d3k _ /X—X’Ea
27)
_ 1 : J‘e—Dkzt eika g3 =1 : J‘e—Dkzmk-a Pk =
(27) (27)
. . 2 2
_ ! 3J-exp{—Dt[k2—lk aﬂdSkz ! = [ exp —Dt[k—iJ -2 k=
- I
4Dt 1a 3 4Dt 27043
=——e¢ exp —Dt(k——J d’k=——e exp| —Dtg” |d°E =
(2z)’ 15[3 2Dt (2z)’ 15[3 [ }
a* 3/2 ? x—x1
I B T A A N 3Y
(2z)’ Dt (4rD1)*? (4rD1)*? ’

kde jsme argument doplnili na ¢tverec v k. V neomezeném prosttedi mame tedy vysledek:
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B |X—X’|2

1 4Dt (488)

> G(t,x,x)=———e
(4nD1)*?

Je ztejmé, Ze Diractiv impuls lokalizovany v x' je gaussovsky s ¢asem ,,rozmyvan®. V jedno-
rozmérném problému je situace ukazana na obrazku:

Obecnou pocate¢ni podminku rozlozime na jednotlivé diracovské impulzy a vysledna feSeni
seCteme (prava strana v nasi rovnici chybi):

> #(t.X) = G* ¢y = P g (x) &X' (489)

1 je_
(4zD1)*"?

Reseni je konvoluci poc¢atecni podminky a Greenovy funkce. Piimym dosazenim do rovnice
difaze Ize snadno ukazat, ze vztah (489) je jejim feSenim.

¢ Priklad: Naleznéte stfedni polohu a stiedni kvadratickou fluktuaci polohy ¢astic pro difuzi
Diracova impulzu, tedy pro Greenovu funkci (488), pokud je zdroj v pocatku (x’ = 0).

ReSeni: Uréeme nejprve <x> a <x™>:

_x2+y2+22

! 4Dt xdxdzdy =0,

<X> = IG(l, X, x')xd3x = J‘We

1 _x2+y2+22
2 N2 43 2
x)=|GEt,x,x)x*d’x=|———=e 4P¢ x“dxdzdy=2Dt.
< > .[ I(4ﬂDt)3/2

Integraly se rozdéli na jednotlivé integrace a ty urCime ze vztahli zndmych z integralniho
poctu. Stiedni poloha je v pocatku (tam, kde byl lokalizovan Diraciiv impulz) a plati:

(x)=(0,0,0),
<x~x>=<x2+y2+zz>=6Dt,

Ly = \/<x~x>—<x>'<x> =/6D1.

Pro difuzi je charakteristické, ze stiedni kvadratické fluktuace rostou s ¢asem jako "2, >

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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10. ZAKONY ZACHOVANI

V tomto textu nebudeme fesit ptivod zdkonl zakovani, ten souvisi se symetriemi v piirodé
a ma hlubsi smysl, ktery se fesi v teoretické mechanice a kvantové teorii. Nas bude zajimat
lokalni matematicky popis zakonl zachovani, tj. fakt, Ze pokud zachovavajici veli¢ina z néja-
kého mista zmizi, musela odtéct do mista sousedniho. To vyjadiuje rovnice kontinuity, kterou
si postupné napiseme pro hmotnost, pocet Castic, naboj, energii a hybnost. Samoziejmé by-
chom mohli pokracovat i s dal§imi veli¢inami, to je ale za hranicemi moznosti tohoto uceb-
niho textu.

Extenzivni veliéiny a kontinuita

Uvazujme proudéni extenzivni (Casto se fika aditivni) veli¢iny 4. To je takova veli¢ina, ktera
roste s poctem castic, naptiklad hmotnost, naboj, energie, hybnost, teplo...). Opakem jsou
intenzivni veli€iny, které na poctu Castic nezavisi (teplota, rychlostni pole, intenzita elektric-
kého pole...). Proudéni aditivni veli¢iny popisujeme ctvefici veli€in, prvni z nich nazyvame
hustotou aditivni veliciny a definujeme ji vztahem

AA
> = lim —. 490
Pa AV—=0 AV (490)

Ptikladem muaze byt hustota hmoty (kg/m3), hustota ndboje (C/m*), hustota energie (J/m?),
hustota vykonu (W/m’) nebo hustota hybnosti (kg'm's '/m’); obecn& ma hustota aditivni veli-
¢iny rozmer

4]
[p4]="=" 491)
m
Druha veli¢ina je vektorova, fikdme ji tok velic¢iny A a definujeme ho vztahem
> Ja=pqu. (492)

Jako kazda vektorova veli¢ina ma i tok velikost a smér. Smér je jasny na prvni pohled, jde o
smér rychlostniho pole, popisujiciho proudéni. Velikost toku snadno zjistime, pokud budeme
sledovat teceni nasi entity kolmou plochou. Za ¢as dr se jednotlivé atomy a molekuly dosta-
nou o d/ = udt dale k jiné myslené plose:

dl = udt

Pro velikost toku plati:

(493)

. u_d_Aﬂ_ d4 dl _ d4
JATPA Ty a T dsdldr dSdr
Tok veli¢iny ma tedy vyznam mnozstvi veli¢iny proteklé kolmou jednotkovou plochou za
jednotku ¢asu a jeho rozmér je

[jal= :zqs- (494)
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Ptikladem muze byt tok energie (J m *s ), tok naboje (C'm>s™), tok hmoty (kg-mfz-sfl) atd.
Jde o zcela jiny tok, nez jsme zavadéli u intenzivnich vektorovych veli¢in vztahem (210).
Jestlize se veliCina 4 pifi proudéni neztraci ani nepifibyva, musi byt jeji Casovy ubytek
z libovolného objemu roven toku veli¢iny pfes plochu obklopujici tento objem:

—%jjijdvzcj;BjA-ds. (495)
V 14

Hranice objemu ¥ je oznagena 9V . Na levé strané pfesuneme ¢asovou derivaci do integrace,
p4 je ale funkci Casu i prostoru, proto se derivace zméni na parcialni. Na pravou stranu bu-
deme aplikovat Gaussovu vétu a ploSny integral pfevedeme na objemovy:

-1 %Lay = [[faiviy av. (496)
Vv V

Oba integraly nyni spojime:
jjj[%+divjAJdV:O. (497)
v\ ot

Uvedeny vztah musi pii proudéni platit v libovolném objemu, a to je mozné jen tehdy, je-li
argument integralu roven nule (mohl by v principu byt nenulovy jen v nékterych bodech nebo
plochach, obecné na mnoziné mensi dimenze, nez pres kterou integrujeme):

> aa’;;w divj, = 0. (498)

Odvozeny vztah se nazyva rovnice kontinuity a na pravé stran¢ je nula, pokud se veli¢ina 4
pfi proudéni zachovava. Nezachovava-li se, neni na pravé strané nula, rovnici kontinuity mu-
Zeme pak psat ve tvaru

> ‘%mwh = J+7, (499)

kde % popisuje srazkové procesy a # vliv silovych poli ptsobicich na systém. Oddéleni ¢a-
sovych a prostorovych proménnych je jen formalni, rovnici kontinuity miizeme také zapsat ve
tvaru Ctyfrozmérné divergence

9Jo 90 91 95 _ (500)
axO axl ax2 aX3

kde jsme oznacili
Jo=P4as N1=Jxs J2=Jys J3=Jzs (501)
Xog=t; X;=X; Xp=)y; X3=z. (502)

Index A jsme pro jednoduchost vynechali. Ob¢ posledni Ctvefice se v relativité transformuji
stejnym zplsobem (Lorentzovou transformaci) a ptedstavuji tzv. ¢tyfvektory. Rovnici konti-
nuity mizeme upravit jesté¢ do jednoho uzite¢ného tvaru se substancionalni derivaci:

%® I(pw) =0 =

ot
%P + a_puk + paﬂ =0 =
af axk axk
a_p

Ey + (u-V)p + pdivu = 0.
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Vysledny tvar proto je
d .
> P 1 pdivu=0. (503)
dt
Z posledniho vyrazu je zfejmé, ze nestlacitelna tekutina (kapalina) spliuje

> p = const & (ji—f =0 & divu=0. (504)

Divergence rychlostniho pole kapalin je vZdy nulova, u plynil toto ale neplati. Oba zapisy
rovnice kontinuity (498), (503) jsou ekvivalentni. Pfi numerickych vypoctech jsou ale metody
zachazeni s obéma tvary zcela odlisné a nékteré metody jsou vhodné pro tzv. konzervativni
tvar (498), jiné naopak pro tvar s uplnou ¢asovou derivaci (503).

Zakon zachovani hmoty a naboje

Nejjednodussi je zdkon zachovani hmoty a jeho modifikace. Odpovidajici rovnice kontinuity
ma tvar (pokud nepiseme zddné indexy, jde automaticky o hustotu hmoty a tok hmoty)

> %—It)eriV(pu) =0. (505)

Jeji mirnou modifikaci je rovnice kontinuity pro pocet Castic. Hustota poctu ¢astic (pocet
¢astic v objemové jednotce se nazyva koncentrace

dN 3
n=s——-; n|=1/m"”. 506
o (506)
Ptislusna rovnice kontinuity je
> aa—’z +div(nu)=0. (507)

Pokud jsou ¢astice nabité, plati zdkon zachovéni ndboje a jeho vyjadienim je rovnice konti-
nuity pro hustotu a tok naboje:

aPQ .
> ?+dlv(]g)=0. (508)

Ukazme, zZe tento zakon plyne ptimo z Maxwellovych rovnic:

divD=pg; (509)
divB=0; (510)
oD
rotH=j,+— 511
Jo Y (511)
rotE:—a—B. (512)
ot
Z prvni rovnice vyjadiime prvni ¢len v rovnici kontinuity
d
90 _ 9 4iyp=divo®,
Jat ot ot

Casovou zménu elektrické indukce vyjadiime z tfeti Maxwellovy rovnice:
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a"ﬁzdiv

> (rotH-jy)=divrotH —divj, =—divj,.

Vyuzili jsme vektorovou identitu div rot = 0. Porovname-li zacatek a konec vypoctu, madme

op ap
0 o O (i .
—==—div = —=+divj, =0,

ot lo o1 lo
coz je praveé zakon zachovani naboje (508). Vidime, ze je automatickou soucasti Maxwello-
vych rovnic. Nebylo tomu tak ale vzdy. Pravé proto, aby rovnice obsahovaly zakon zacho-
vani naboje, musel do nich Maxwell ptidat tzv. posuvny proud oD/ot.

Zakon zachovani energie

NapiSme zakon zachovani energie pro vodivou tekutinu (naptiklad plazma). Ptislusna rovnice
kontinuity nebude mit na pravé strané nulu, ale bude zde ¢len vyjadiujici zménu energie vo-
divé tekutiny zptisobenou pisobenim elektrickych a magnetickych poli:

a’a';:Mdiij:y/). (513)

Prvni &len je ¢asova zména hustoty energie, samotna hustota energie ma jednotku J/m® a skla-
da se z hustoty kinetické energie a hustoty vnitini energie vodivé tekutiny. Nasleduje diver-
gence toku energie, ten se sklada z toku kinetické energie, toku vnitini energie, toku tlakové
energie a tepelného toku. Detailni skladba jednotlivych ¢lent nas pro nase ucely nebude za-
jimat. Z prvniho ¢lenu je jasné ze ¢len na pravé strané¢ musi mit vyznam casové zmény hus-
toty energie. Casova zména energie je vykon, ptjde tedy o hustotu vykonu pasobicich sil. Pro
samotny vykon miiZeme psat

podd_Fdi_

dr  dt

Za silu nyni dosadime Lorentzovu silu:

P=F-v=(QE+QvxB)-v=0V-E, (515)

F-v. (514)

kde jsme jako prvni napsali charakteristiky ¢astice. Magnetické pole nepfispéje, protoze jen
méni smér rychlosti, nikoli jeji velikost, tj. energii. My ale nepottebujeme celkovy vykon, ale
hustotu vykonu, tedy vykon vztaZzeny na objemovou jednotku. Rychlost jedné Castice se
zméni na rychlostni pole u kontinua a z naboje se stane nabojova hustota:

~dP
P =—=pou-E=j,-E. 516
qr Po Jo (516)
Jde o hustotu Jouleova vykonu, jednotkou je W/m’. Celkovy zdkon zachovani energie vodivé
tekutiny bude mit tedy tvar

> %ering;’) =jo E. (517)
ot

Horni symbol (P) oznacuje, Ze jde o Castice (Particles). V dalSim totiz odvodime obdobnou
rovnici kontinuity pro elektromagnetické pole.
Zakon zachovani energie pro pole
Hustota energie elektromagnetického pole je znama ze zékladnich kurzt fyziky:
E-D H'B
(em) _E-D H-B

518
W > > (518)
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Prvni ¢len je hustota energie elektrického pole, jde napiiklad o hustotu energie na kondenza-
toru. Obdobné je druhy ¢len hustotou energie magnetického poli, jde napiiklad o hustotu
magnetické energie civky. Z Maxwellovych rovnic (509) az (512) vypocteme Casovou zménu
hustoty energie a upravime do tvaru zdkona zachovani. Budeme uvazovat linearni vztahy
mezi obéma elektrickymi vektory a mezi obéma magnetickymi vektory:

I(ED HE)_p b 0
o\ 2 2 ot ot

=E-(rotH—jQ) + H-(—rotE)=
= E-rotH-H-rotE—j,-E =
=—diV(E><H)—jQ-E.
Vysledny zakon zachovani energie pro pole ma proto tvar:
0 (E D HB
+
a\ 2

> j + V-(ExH) = —joE. (519)

V Casové derivaci je hustota elektrické a hustota magnetické energie. V prostorové derivaci je
tok energie ExH , ktery nazyvame Poyntingtiv vektor. Clen na pravé strané je hustota Joule-
ova vykonu odvadéna z pole na ohtev ¢astic. Celkovy zakon zachovani energie ziskame se-
¢tenim Casticové ¢asti (517) a polni ¢asti (519):

> aa (p$)+p(EM))+V ( (P)+J(EM)) 0. (2.520)
EM) _ ED HB
> W 2 2 (2.521)

™ =ExH.

V Casové derivaci jsou hustoty energii (Castic, elektrické, magnetické); v prostorové derivaci
jsou toky energii (Castic, elektromagnetické). Zakon zachovani energie plati jen pro soustavu
Castic a pole. Oddélené zdkony zachovani maji nenulové pravé strany obsahujici hustotu
Jouleova vykonu.

Zakon zachovani hybnosti

Hybnost je prvni vektorova veli¢ina, jejiz zakon zachovani zformulujeme. Hybnost ¢astice a
jeji hustota jsou dany vztahy
p=mv,; (522)

Y=pu. (523)

Pro urceni ¢asové zmény hustoty hybnosti budeme pottebovat casovou zménu hustoty hmoty
(tu uréime z rovnice kontinuity) a ¢asovou zménu rychlostniho pole (tu uréime z pohybové
rovnice vodivé tekutiny. Pro objekt o hmotnosti m plati Newtonova pohybovéa rovnice

m— = F. 524
& (524)

Pro proudici prostfedi zavedeme hustotu sily
AF dF

f= lim (525)
AV =0 AV dV
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V hustotdch bude Newtonova pohybova rovnice mit tvar (rychlost v jedné Castice se stane
rychlosti proudéni u)
du

— =f. 526
P4 (526)

Po rozepsani substancionalni derivace ziskdme rovnici
paa—l;+p(u-V)u =f. (527)

Zbyva urcit hustotu sily. Ta se lisi podle procesi, které popisujeme. V nasem piipad¢ vodivé
tekutiny ptijde o tlakovou silu a Lorentzovu silu:

paa—l;+p(u-V)u = f,+f . (528)

Nejprve urc¢ime hustotu tlakové sily. Pokud tlakova sila odtlaci néjakou ploSku dS na vzdale-
nost d/, vykona praci

dA=Fdl=pdSdi=pdV. (529)
Tlak tedy figuruje jako hustota energie. Piikladem mize byt tize, kde je energie mgh a ji od-

povidajici hydrostaticky tlak je pgh. Sila je obecné minus gradientem potencialni energie, lze
tedy oCekavat, Ze hustota sily bude souviset s gradientem hustoty energie, tj. tlaku:

f =—Vp. (530)

Znaménko je minus, tlakova sila piisobi z oblasti vysSich tlakti do oblasti niz§ich tlak. Nyn
nam zbyva odvodit hustotu Lotrentzovy sily

F, =0OE+QvxB. (531)
Pro hustotu sily bude platit
f; =poE+pouxB=pyE+j,xB. (532)
Tim miZzeme zapsat vyslednou pohybovou rovnici do tvaru
> pa—u+p(u-V)u = ~Vp+ppE+jyxB. (533)
ot

Na vodivou tekutinu pisobi tlakova sila, elektrické pole a magnetické pole. Jde o hledanou
rovnici pro ¢asovy vyvoj rychlostniho pole. Nyni budeme hledat zakon zachovani hybnosti ve
tvaru rovnice kontinuity. Naleznéme ¢asovy vyvoj hustoty hybnosti (jedné z jejich slozek)

0 op ouy,

—(pup)=—u; + p——. 534

at(pk) L (534)
Za ¢asovou zménu hustoty dosadime z rovnice kontinuity (505) a za ¢asovou zménu rychlosti
z pohybové rovnice (533):

0
E(puk):_al(p”l)“k_p(”lal)”k —op+ V. (535)

Hustota Lorentzovy sily neobsahuje zadné derivace, proto ji nebudeme nijak upravovat (bude
onou pravou stranou rovnice kontinuity) a proto jsme ani nerozepisovali jeji jednotlivé Cleny.
Pismeno ,,L*“ oznacujici, ze jde o Lorentzovu silu, jsme ptesunuli nahoru, aby nekolidovalo
s indexem oznacujicim slozku vektoru. VSechny ¢leny s derivacemi pfevedeme na levou stra-
nu a upravime:
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%) d(pu;) du, . I _ L1
> (puy) + o, up + (puy) o, + o, =
d d Ip
>, (Pue) + a_xl(p”l”k) o o=
> O o) + = (pSy + pusr) = 1. (536)
ot ox, k

Ziskali jsme zakon zachovani hybnosti pro vodivou tekutinu. V zavorce v prostorovych deri-
vacich je tenzor toku hybnosti neboli tenzor tlaku. Sama hybnost je vektorova veliCina,
a proto jeji tok tvoii tenzor druhého fadu (kazda slozka tece do tfi smérti). Symetrie tenzoru
tlaku zajiStuje zachovani momentu hybnosti v proudici tekutin€. Tenzor tlaku se sklada ze
dvou ¢asti — skalarni ¢asti, kterou tvoifi normalni tlak piisobici ve v§ech smérech stejné. Dru-
hou ¢asti je tenzorova Cast souvisejici s proudénim tekutiny, tzv. dynamicky tlak. Zakon za-
chovani hybnosti miizeme napsat ve slozkovém zapisu

0 d
> =(pup) + —(T) = /75 T = py + pusu; . (537)
at axl

nebo v invariantnim tvaru

(P) -
dt

(P) _
> 7" =pu, . (538)
T® Epi+pu®u;

Symbol (P) oznacuje, ze jde o Castice, zdkon zachovani hybnosti bude mit jesté polni cast.
Hybnost tekutiny se nezachovava, elektrickd a magneticka pole ji hybnost predavaji, coz je
reflektovano nenulovou pravou stranou.

Zakon zachovani hybnosti pro pole

Elektromagnetické pole mizeme chépat jako soustavu fotont s nulovou klidovou hmotnosti,
jejichz hybnost je
p=mec. (539)

V tomto vztahu oznacuje m pohybovou hmotnost, kterou lze pies energii vyjadfit za pomoci
Einsteinovy formule m = Wic*:

w We
p=—2c=—2. (540)
C C

Energii zdmérné oznacujeme pismenem W, symbol E by kolidoval s elektrickym polem. Pro

hustotu hybnosti pole Y, tedy mame
o 2w _EXH (541)
¢ c

kde jsme tok energie v Citateli napsali jako Poyntingliv vektor. Vyjadiime-li rychlost svétla za
pomoci permitivity a permeability (¢ = 1/gu), dostaneme vztah pro hustotu hybnosti pole:

> vEM —pxB. (542)
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Je patrné, Ze tok energie je vektorovym soucinem intenzit obou poli, zatimco hustota hybnosti
pole je vektorovym soucinem indukci obou poli. Nasim cilem je nyni sestavit zdkon zacho-
vani hybnosti elektromagnetického pole, tedy najit Casovou derivaci vztahu (542). Pt upra-
vach vyuzijeme Maxwellovy rovnice (509) az (512):

(EM) D B

W _ 2 (DxB) = LxB+DxE = (rotH-jo)xB + Dx(-rotE) = --

ot ot ot ot
Nasleduji standardni upravy, ve kterych ¢leny s prostorovymi derivacemi pievedeme do tvaru
divergence. Lze to provést napiiklad za pomoci piepisu vektorovych sou€inii pomoci Leviho-
Civitova tenzoru. Vysledkem elementarnich tiprav s vyuzitim Maxwellovych rovnic je

> %V(EW +V.TEM — (543)

Zamérné jsme pouzili notaci vektort a tenzori s Sipkami, aby bylo patrné, ktery symbol ma
jaky vyznam. Pro jednotlivé ¢leny mame:

’?(EM) =DXxB,

FEM) _ F(E) 4§00

1-E®D; 1) =-"=5,-ED,, (544)

Veli¢ina TE™ ma hned i nazvy: tenzor toku hybnosti pole nebo tenzor tlaku pole nebo se
nazyva Maxwelluv tenzor pnuti. Skalarni ¢asti tenzorl hraji roli elektrického a magnetického
tlaku:

_E-D

> Pg , (545)
2
- P s

Oba tlaky jsou, jak uz to byva, souCasné odpovidajicimi hustotami energie. Napiiklad mag-
neticky tlak ve slunecnich skvrnach zplisobuje snizeni hydrostatického tlaku a s tim teploty
skvrny.

Vidime, ze hybnost elektromagnetického pole se nezachovava. Je to dano predavanim hyb-
nosti pole ¢asticim. Teprve celkovy soucet hybnosti vSech ¢astic a pole ma tvar zdkona za-
chovani. Ziskame ho se¢tenim rovnic (538) a (543):

> %(pu+D><B) + V(IO +7E 4+ TM) = . (547)

Odvozend rovnice je zdkonem zachovani hybnosti pro vodivou tekutinu a elektromagnetické
pole. Prvni ¢len v Casové derivaci ma vyznam hustoty hybnosti latky pu, coz je ale soucasné
tok hmoty z rovnice kontinuity. Druhy ¢len DXB je hustotou hybnosti elektromagnetického
pole. V prostorovych derivacich se nachézeji tenzory toku hybnosti castic, toku hybnosti
elektrického pole a toku hybnosti magnetického pole.
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Elektromagnetické pole neni pouhou matematickou konstrukci, je nositelem energie, hybnosti
a momentu hybnosti. Tyto atributy miize od ¢astic pfebirat, nebo jim je predavat. Proto maji
piislusné zakony zachovani nenulové pravé strany. Teprve pro soustavu poli a ¢astic plati
zékon zachovani energie, hybnosti a momentu hybnosti.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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11. PORUCHOVY POCET

V ptipad¢ nelinedrnich rovnic je ¢asto velmi uzite¢né nalézt néjaké zékladni feSeni (naptiklad
klidny vzduch v mistnosti) a hledat dalsi feSeni ve tvaru poruchy, kterd je linearni, tj. miizeme
zanedbat jeji druhé a vy$si mocniny. Takovy pfistup vede na soustavu linedrnich rovnic pro
poruchy, coz znamena, ze je lze rozlozit do Fourierovych modu, fesit kazdy moc zvlast
a poté opct slozit obecné feSeni. Pokud je prostfedi néjak omezené (neni nekonecné), bude
vétSinou zakladni feSeni zaviset na n¢jakych proménnych, napiiklad na vzdalenosti od roz-
hrani, coz miZze dal$i analyzu zkomplikovat. V piipad€ nestability podchytime poruchovym
poctem jen zacatek nestability. Nestabilita bude exponencidln€ nardstat a poruchy piestanou
byt malé, tj. dostaneme se za hranice platnosti poruchového poctu.

Zakladni principy

Oznac¢me veli€inu, jejiz hodnoty se méni v ¢ase a prostoru (¢, x). Muze jit o tlak, hustotu
prostiedi, teplotu, ale 1 vektorové veliCiny, napiiklad rychlostni, elektrické ¢i magnetické pole
a podobné. Uved’'me si nejprve nékteré pojmy, které se pouZivaji v teorii vin.

Vinova funkce

Velic¢ina w(¢, x) resp. V(¢, X) popisuje vinéni v ¢ase a v prostoru. Polozime-li ¢ = const, pozo-
rujeme Casovy snimek vinéni. Mizete si predstavit, Ze vyfotografujeme napiiklad vinici se
moftskou hladinu a prohlizime si vzniklou fotografii. Polozime-li x = const, pozorujeme ¢a-
sovy prubéh sledované veliCiny v jednom urcitém misté. VInéni vétSinou popisujeme kom-
plexni vinovou funkci, pouziti komplexnich ¢isel vyznamné zjednodusi nékteré vypocty. Fy-
zikélni vyznam ma ale zpravidla jen realna ¢ast vinové funkce. Tak jako kazdou komplexni
funkci, mtizeme vinovou funkci zapsat pomoci dvou redlnych funkci, amplitudy 4 a faze ¢:

> w(t,x)= A1, x)e Y V(I x)=A@Fx)e Y | (548)

Vinoplocha
Plocha spojujici mista s konstantni hodnotou faze ¢ vinové funkce se nazyva vinoplocha. Na
vinoplose je vinéni ve stejné fazi (naptiklad vinoplocha spojujici mista, v nichz ma tlak 75 %
maximalni hodnoty).
Uhlova frekvence
Uhlovou frekvenci chdpeme zménu faze vinéni s asem, budeme ji definovat vztahem
0
> w=-22. (549)
ot
Minus v definici neni podstatné, zajistuje jen, aby se rovinna vlna pohybovala ve sméru vl-
nového vektoru. Uhlova frekvence se miize ménit jak s casem, tak od mista k mistu. Je-1i uh-
lova frekvence neproménna, Ize ji zapsat pomoci periody 7 jako w = 27/T.
Vinovy vektor
VInovym vektorem chdpeme zménu faze vinéni se v§emi prostorovymi proménnymi,
d
> k=2_vyp . (550)
ox
Vlnovy vektor jakozto gradient mifi kolmo na vlnoplochu, tj. ve sméru $ifeni vIn. Jeho veli-

kost i smér se miize ménit s casem i1 od mista k mistu. Je-li vlnovy vektor neproménny, lze
jeho velikost zapsat pomoci vlnové délky 4 jako k = 27/A.
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Disperzni relace

Vinéni je v kazdém misté popsano Ctyimi Cisly (w, k), kterd tvoii relativisticky ctyivektor.
Tato ¢isla jsou zavisla. Vztah mezi nimi lze odvodit z rovnic popisujicich dany typ vInéni.
Vétsinou ma zavislost obecny tvar

#(0,K)=0 (551)

a nazyva se disperzni relace. V nékterych ptipadech je mozné z disperzni relace explicitné
vypocitat uhlovou frekvenci v zavislosti na vinovém vektoru

w=w(k). (552)
Tam, kde to explicitné mozné neni, miZzeme pouzit vétu o implicitni funkci a disperzni relaci
ve tvaru w(Kk) urcit alespon lokalné.
Rovinna (monochromaticka) vina

Jde o nejjednodussi typ viny s konstantni amplitudou a fazi, kterd je linedrni funkci Casu

a prostoru:
A(t,x) = 4;

Pt,xX)=cot +ex+oy+az=—0t+kx+k,y+k z=K-x-wt. (553)

Vyznam koeficientll ¢, je ziejmy z definice uhlové frekvence a vlnového vektoru. Termin
monochromatickd v nazvu vlny znamena, ze ve viné je zastoupena jedinad frekvence neboli
barva (chromos). Rovinna (monochromatickd) vina ma tedy tvar

w(t,x)= Aellkx - (4.554)

Na prvni pohled je ziejmé, ze plochy konstantni faze ¢(¢, X) = const piedstavuji rovnice pie-
souvajicich se rovin:
@(t,x) =const =
kyx+ky,y+k,z—wt=const =
ax+by+cz+d()=0.

Ptesun roviny budeme chépat jako kolmy k této roviné (Sikmé presuny rovin lze tak jako tak
nahradit kolmym pifesunem s rychlosti rovnou projekci rychlosti do kolmého sméru). Smér
pfesunu ur¢ime jako gradient rovnice roviny:

ot X)=kx+k,y+k,z—wt = Vo=k.
Vlnovy vektor proto mifi ve sméru §ifeni vinéni.

Fazova rychlost

Féazova rychlost je rychlost pfesunu roviny konstantni fdze. Zvolme soufadnicovy systém tak,
aby se roviny pfesouvaly ve sméru prvni osy, tj. k = (k, 0, 0)

Diferencovanim rovnice plochy konstantni faze ziskdme rychlost piesunu plochy (fazovou
rychlost)
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kx — @t = const = kdx —wdt=0 = Ufz%zf.

Pro obecnou volbu soufadnicového systému plati

> Up = @ ; Vi = @ E
k k k
Prvni vyraz urcuje jen velikost fazové rychlosti, druhy vyraz ukazuje, Ze vektor fazové rych-
losti mifi ve sméru vlnového vektoru. Fazova rychlost souvisi jen s pfesunem mista, které ma
stejnou fazi vinéni, nesouvisi se skutecnym makroskopickym ptresunem hmoty (kola Sifici se
na vodni hladin€ maji jinou rychlost neZ voda samotna). Fazova rychlost mize byt, a v mno-
ha ptipadech je, nadsvételna. Tvar disperzni relace urcuje hodnotu fazové rychlosti pro riizné
frekvence. Jev, kdy se viny rliznych frekvenci §ifi riznou rychlosti se nazyva disperze.

(555)

Obecna vina
S rovinnymi vlnami se velmi snadno pracuje a miZzeme z nich poskladat vinu obecnéjsiho
tvaru:

w(t,x)= j a(w,k) e KX~ @0g3k | (556)

Jde vlastné o Fourierovu transformaci y(¢, X) <> a(w, k). Amplitudy vin jsou Fourierovym
obrazem vlnové funkce. Integrace se provadi jen pies slozky vinového vektoru. Uhlova frek-
vence je na vlnovém vektoru zavisla prostiednictvim disperzni relace (551), a proto se pfes ni
neintegruje. Formalné mizeme integraci zapsat ctyfrozmérné pomoci Diracovy distribuce:

w(t,x) = [a(0,k) ¢! ¥ o-wk)] do d’k . (557)

Fourierova transformace

Zkusme rovinnou vlnu derivovat podle ¢asové a prostorové proménné:

%v/ — %Aei[kx—a)t] — _ia)Aei[k~X—a)l] — —la)l//,
0 0 i[kx—wt] . i[kx—wt] :

a—l// = gAe = +ik;Ae = +ik,y.
X I

Vidime, Ze parcidlni derivace pro rovinnou vinu piechazeji na algebraické vyrazy. Jakékoli
kombinace parcidlnich derivaci Ize nahradit algebraickymi vyrazy plynoucimi z obou
uvedenych relaci. Sestavme je do piehledné tabulky:

vyraz priklad
ie—ia) a—f:—ia)f
ot dt
0 )
—%'i‘lkl a—f = +iklf
xl axl
V > +ik Vf=+ikf
div—oik- divV = 1k -V
rot =ik x rotV = ikxV
V2 > —k? V3f = —kf
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Podle téchto pravidel prevedeme vychozi soustavu na algebraickou soustavu rovnic, se kterou
se snaze zachazi. Tento krok je ekvivalentni provedeni Fourierovy transformace.

Grupova rychlost

Zkoumejme nyni rychlost pfesunu vinového baliku — klubka vin podobnych frekvenci a vino-
vych vektort. Pro jednoduchost budeme uvazovat balik Sifici se ve sméru osy x (tak zvolime
soutfadnicovy systém):
ko +Ak
w(t,x) = j a(w,k)e =20 gk . (558)
ko—Ak

Amplituda vin je nenulova v intervalu (ky—Ak, kot+Ak) a nahradime ji konstantni amplitudou:

ko+Ak
w(t,x) =~ a(@y, ko) | " dk.
ko—Ak

V dal$im kroku vytkneme z integralu prostfedni vinu

(k kg+Ak i
W(1,x) = al@g.kg)e 0D [T @me0d gy

ko—Ak

Nesmime zapomenout, Zze ® = w(k) a integrace se ,,skryt¢* provadi i pfes w. Dalsi Gpravy
jsou ziejmé:

. k0+Ak k -
w(t.x) = a(@g.ko)e " explik—kp) o 200 oy
ko—Ak k=ko

Zlomek v argumentu exponencialy lze nahradit derivaci (pro A k£ — 0)

o) -0y o

— v, (ko).
ik ok, )

ko

Veli¢ina v, ma zatim vyznam jen oznaceni pro vySe definovanou parcialni derivaci. Vlnovy
balik mé nyni tvar:

ko+Ak

w(t,x) = a(wy, ky)e 00" Oj exp[i(k—ko)(x—vgtﬂdk.
kg—Ak

Je zfejmé, ze po integraci pies vlnovy vektor bude vysledek integralu néjakou funkci argu-
mentu x — Ugl:

i(kgx—w, i(kgx—wyt)

w(t,x) = a(wy, ky)e Y F(x—vgt)= A(x—vgt)e

Balik ma tedy obalku Sifici se rychlosti v,. Pro obecné mifici vinovy vektor je

> v =a_a)= aa)’aa),aw ' (559)
® 0k |0k, 0k, Ok,

Rychlost $ifeni vinového baliku jako celku se nazyva grupova rychlost. Je to rychlost Sifeni
informace o tvaru baliku a rychlost pfenosu energie baliku. Nutné¢ musi byt podsvételna.
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S vyuzitim de Broglieho vztahii a Hamiltonovych kanonickych rovnic dgi/d¢ = 0H/Opy snadno
ukazeme, ze jde o mechanickou rychlost ¢astice kvantoveé spojené s vinovym balikem:

ow Jhw JE O0H
£ 9k 0hk Op Ip

MM Vg

W e

(560)

Zvukové viny v plynech

Ukazme si nyni na jednoduchém ptikladu zvukovych vin ve zfedénych plynech postup nale-
zeni disperzni relace na zaklad¢ poruchové teorie. Je-li vychozi model nelinedrni, mize jit o
znacny problém. Rovnice jsou fesitelné jen nékdy a zadné obecné postupy neexistuji. Rov-
nice je mozné linearizovat, ale tim ztrdcime mnoho z vlastnosti skute¢nych feseni. Linedrni
aproximace je ospravedlnitelna jen pro viny malych amplitud, které chapeme jako malé poru-
chy n¢jakého znadmého (nejlépe staciondrniho) feSeni vychozi soustavy rovnic. Nekdy je
linearizace jedinou moznosti, jak se o feSeni viibec néco dozvédet. Z chovani malych poruch
muzeme obdobnymi postupy jako v teoretické mechanice feSit problém stability feSeni. Li-
nearizace probiha ve dvou krocich. Nejprve nalezneme ,klidové™ feSeni vychozi soustavy
rovnic bez pfitomnosti vin. V homogennim neomezeném prostiedi jde zpravidla o konstantni
feSeni, u omezeného prostiedi (naptiklad valcové vlakno) je situace slozitéjsi. V dalsim kroku
chapeme vinu jako malou poruchu nalezeného feSeni. ,,Malad porucha* znamena, ze relativni
poruchy (vydélené n¢jakou charakteristickou hodnotou) se chovaji jako maly bezrozmérny
parametr, jehoZ mocniny vyssi nez prvni zanedbavame. V praxi feSeni s pfidanou poruchou
dosadime do vychozi soustavy rovnic a zanedbame druhé a vyssi mocniny vSech poruch. Vy-
sledkem je linearni soustava rovnic pro poruchy bez pravé strany. Ta bude mit netrivialni
feSeni pouze tehdy, pokud bude determinant soustavy nulovy. Pravé tato podminka je hleda-
urovnich feSeni eliminovat proménné (sniZovat jejich pocet). Tim samoziejmé ztracime in-
formaci o smérech kmita jednotlivych vektorti, a pokud je chceme urCit, musime se vratit
k ptivodni soustavé. Dosti ale fe¢i a pojd'me si nastinény postup vyzkouset na zvukovych vl-
nach ve zfedénych plynech. Za vychozi model budeme povazovat soustavu rovnic:

%—/t)+divpu =0,
Jdu
p5+p(u-V)u =-Vp, (561)
p=p(p)=Kp”.

Prvni rovnice je rovnici kontinuity pro hustotni pole p, druha rovnice je pohybovou rovnici
pro rychlostni pole u a soustava je uzaviena néjakou stavovou rovnici, napiiklad polytropni
(mocninnou) zavislosti tlaku na hustoté. V soustavé je celkem pét neznamych (p, u, p)
a soustava je nelinearni, vystupuji zde souiny hledanych funkci. Nejprve nalezneme alespon
jedno feseni. V nasem piipadé piijde o nepohyblivy plyn v mistnosti:

P=Poy> u, =0, P=Do- (562)
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Nyni budeme piepokladat ptitomnost malé poruchy

p=py+dp, u=du, p=py+op. (563)

Tuto poruchu dosadime do soustavy (561):

0 .
g(p0 + 0p) +d1v[(,o0 + 5p)(5u)] =0,

(o0 + 802 4 p(u-)(Gw) = -V (p +), (564)

d
Sp=a(py)dp; a=—".
ap
V soustavé ponechame jen poruchy prvniho fadu, poruchy vyssich fad zanedbame. Derivace
konstant jsou nulové. Ze soustavy po linearizaci proto zbude:

2 (@) +div[ po(@w) ]| = 0.

P20~ v (3p). (565)
Sp=0a(py)dp.

Soustava (565) je jiz linedrni soustavou pro nezndmé dp, ou, Jop. Soustavu pievedeme na
algebraickou pomoci Fourierovy transformace. NaSe soustava je jiz linearni, a tak je tento
krok ekvivalentni dosazeni rovinné viny do soustavy. Vysledkem je
—iwdp+ipy(k-ou) = 0,
—iwpyou = —-ikdp, (566)
op=aop.
Ziskand soustava je pro p€t nezndmych a determinant by se pocital z matice 5x5. Pomoci
posledni rovnice eliminujeme tlak:
—wdp+pyk-ou) = 0,
(567)

kaop—-wpydu = 0.
Nyni mame jen ¢tyfi rovnice (jednu skalarni a jednu vektorovou) pro ¢tyfi neznamé dp, ou
a determinant by se pocital z matice 4x4. PovSimnéte si, Ze z posledni rovnice plyne, Ze zvu-
kové vlny jsou podélné (porucha rychlostniho pole mifi ve sméru vinového vektoru, tedy ve

sméru Sifeni viny. Je mozna jesté dalsi eliminace proménnych. Z druhé (vektorové) rovnice
spocteme poruchu rychlosti a dosadime ji do prvni rovnice:

(- &* +ak2)§p =0.

Vysledkem je jedna jedina rovnice pro jednu jedinou nezndmou dp. Ne vzdy lze provést eli-
minaci proménnych az do konce. Podminkou nenulovosti feSeni je nulovost kulaté zavorky
pted dp (jde o determinant matice 1x1):

—w* +a(py)k* = 0. (568)

Nalezenou disperzni relaci Ize snadno fesit vzhledem k @, za & dosadime z (564)

0= a—pk. (569)
\op
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Disperzni relace vysla realnd, redlnému vinovému vektoru odpovida realna thlova frekvence
a feSenim jsou viny. V systému nedochézi ani k Gtlumu ani k nestabilité. Vysledna disperzni
relace je linedrni, fazova a grupova rychlost maji stejnou hodnotu, zvuk se $iti rychlosti

PCI ) (570)

*k \op

Specialng pro polytropni d&je p = Kp’ vychazi (mg je hmotnost jednoho atomu)

\ dp P my

Za pomoci rychlosti zvuku Ize disperzni relaci zvukovych vin zapsat ve tvaru

> w=c k. (572)

Zvukoveé viny v pohyblivém prostredi

Pfipustme nyni nenulovou rychlost ve stacionarnim fesSeni (to odpovida $ifeni zvuku v pohy-
bujicim se prostiedi) a pozadujme fesSeni ve tvaru

pP=pot+op,
u=u;+Jdu, (573)
pP=po+op.

Co vSechno se zméni? Vypocet probiha zcela analogicky, nyni ale pii linearizaci prispéje
1 konvektivni ¢len v pohybové rovnici. Po snadném vypoctu ziskdme disperzni relaci

[0—Kk-ug | - a(pg) k> =0;

(574)
2=
dp
a z ni pozorovanou thlovou frekvenci
Up
w=ck+k-uy=ck +kugcosp=ck|1+—cose |. (575)
CS

Ve vyrazu jsme ¢ oznacili thel mezi vinovym vektorem k a rychlosti prostfedi ug. Oznacime-
li jesté frekvenci zvuku v nepohyblivém prostiedi wy = csk, méme vysledny vztah

u
> w=w, [1 +—2cos (pj, (576)
cS
ktery neni nic jiného nez Doppleriv vzorec pro zménu frekvence vlivem pohybu zdroje
vinéni. U pohybujicich se tekutin se tedy v disperzni relaci objevi misto thlové frekvence @
kombinace Q = w — k- uy.

Jeansovo kritérium

PopiSme nyni viny v oblaku plynu a prachu, ktery je ovladan gravitacnim polem (mlhovinu).
Zejména se budeme zajimat o to, za jakych podminek je zvukova vlna nestabilni a mize dojit
k zhrouceni ¢asti mlhoviny a vzniku globule — zhuSténiny, ktera je predchiidcem budouci
hvézdy.
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V nasledujici tabulce jsou porovnany veli¢iny popisujici elektrostatické a gravitacni pole.
Spravny koeficient u Laplaceovy-Poissonovy rovnice pro gravitacni potencial ziskate porov-
nanim vztaht pro potencialni energii bodového zdroje elektrostatického a gravita¢niho pole.

veli¢ina elektrostatické pole | gravitacni pole

. __ 90 M
potencial bodového zdroje dg = dmEy O =— GT
potencidlni energie VE=9q0g Vg =mog

2 Y
rovnice pro potencial Vg = —g—Q V2¢G =4rGpy,
0

sila vyjad¥end z energie F=-VI; F=-VI;
sila vyjadrend z potencidlu F =—qV¢E F =—mV¢G
hustota sily f=-pp Vor f=—py Vog

Za vychozi sadu rovnic budeme povazovat soustavu (561) doplnénou o hustotu gravitacni
sily a rovnici pro gravitacni potencial:

aa—€+divpu =0,
pa—u+p(u-V)u =-Vp-pVo
ot ’ (577)
V2p=4rGp,
p=pr(p).

Vzhledem k tomu, Ze jde o gravita¢ni problém bez pfitomnosti elektrickych poli, a nemiize
proto dojit k zdmén€ hustot ani potencialli, vynechavdme index G. Celkem mdme 6 rovnic
pro 6 nezndmych p, u, @, p . ReSeni budeme hledat v perturbovaném tvaru

pP=py+op, u=ou, P=¢,+0¢, p=po+op. (578)

VeliCiny nultého fadu musi spliiovat rovnici Agy = 4nxGpy, ze které plyne, ze by mélo platit
V¢o#0. To je ale v rozporu s klidovym feSenim pohybové rovnice pro po = const. Tato ne-
konzistence vznikd nahrazenim kone¢né mlhoviny nekone¢nym prostorem vyplnénym latkou
s konstantni hustotou, tlakem a teplotou. V pftiblizeni rozsdhlé mlhoviny miizeme zanedbat
okrajové jevy a v perturbacni analyze nadale pozadovat V¢, = 0. Tato ,,nekonzistence* byla
obsazena jiz i v pivodnim Jeansové feSeni. Obdobnym postupem nalezneme disperzni relaci
zvukovych vin ovlivnénych gravitaénim polem

o =2k —4nGpy; Z= g_p . (579)
0

Oproti relaci (572) je zde navic druhy ¢len na pravé strané. ReSeni vzhledem k frekvenci @ je
jednoduché:

o=+ 2 k* ~41Gp, . (580)
Na prvni pohled vidime, Ze thlova frekvence nemusi byt realnou velic¢inou. Pro

2 k* <4nGp, (581)
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je thlova frekvence ryze imaginarni, @ ==*1b a v rovinné vIn¢ se objevi ¢leny

eiwt — e$bt'

Nékteré typy poruch proto mohou exponencidlné narlistat a mlhovina se stava nestabilni.
Pravé v takovém prosttedi mohou vznikat hvézdy jako pivodné malé poruchy narostlé do
makroskopickych rozméra. Prozkoumejme proto podminku (581) podrobnéji:

2
cs2 4L2 <4rGp, =

A
A> | Fe = | | ykT
Gpy Gpo\ = mg

Pti odvozeni jsme pouzili pro rychlost zvuku vztah (571), m¢ je hmotnost jednoho atomu ¢i
molekuly mlhoviny. Poruchy s vinovou délkou vétsi nez urcitd mez jsou gravitatné nesta-
bilni. Aby se v mlhovin¢ mohly tvofit hvézdy, musi mit rozméry vétsi nez tato kritickd mez.
Uvedené tvrzeni se nazyva Jeansovo kritérium a bylo odvozeno v roce 1902:

> L> |[ZVsl (582)
Gpomy

Z disperzni relace (580) neni samoziejmé problém dopocitat fazovou a grupovou rychlost
Sifeni poruch mlhovinou. V ionizovaném prostiedi za pfitomnosti magnetickych poli mohou
hvézdy vznikat, aniz by spliiovaly Jeansovo kritérium.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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