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1 OPERACES POLEM
L Gradienmt

Zadani: Nadmotska vyska libovolného bodu na povrchu kopce je dana formuli

h(x,y)=A4 exp [—(x/lo)2—9(y/lo)2], kde 4 =500 m, /o = 100 m. Naleznéte smér nejvétsiho
stoupani do kopce (malé posunuti po povrchu kopce v tomto sméru vyvold nejvetsi
prirustek nadmotské vysky) v bod¢ B =[-30, 10] m.
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ReSeni: Smér nejvétsiho stoupani vyjadiuje gradient skalarni funkce, kterou je popsana
povrchové plocha kopce. Plati

n = grad i = (0h/ox, ah/ay):—zl—fexp[—(x/lo)z—9(y/lo)2}(x, 9y)=(-x, —9y)
0

Nepodstatné konstanty méni jen délku vektoru, nikoliv jeho smér, proto jsou

v kone¢ném vysledku vynechany. V bod¢ B je tedy smér nejvétsiho stoupani urcen
vektorem

ng =~ (+30, -90) = (+10, —30) = (+1, =3).

Zadani: Naleznéte divergenci elektrického pole bodového naboje v celém prostoru (pro
bodovy naboj je r = 0, pg — ).

Refeni: Elektrické pole bodového naboje je dano Coulombovym zékonem
E = O/(4ney?) n, kde r je vzdalenost daného mista od naboje, n je jednotkovy vektor
n = (x/r, y/r, z/r) mifici od naboje. Elektrické pole ma tedy slozky (k =Q/(4mey))

E.=k (x/r),
E, =k (Ir),
E.=k (zIr).



Pro vypocet divergence budeme potiebovat derivaci vzdalenosti podle jednotlivych
proménnych:

ar/ax = o(x* +y* + 25)"*ox = x/r,
ar/dy = o> + 2 + 2"y = yir,
arldz =o(x* +y* + 299z = z/r.

Divergence elektrického pole je
div E = 0E,/dx + dE,/dy + JE./0z.

Derivace jednotlivych slozek je v tomto piipadé optimalni fesit jako derivace podilu

ai 3_ 2& 3 _ 2 x
aE":i(kij:ki(i)=kaxr x3r dx=kr x3r r=kr2_3x2’
ax ax }"3 ax }/'3 ,,-6 }"6 }"5

Podobné bude
aEy _kr2_3y2 a aEZ _kr2_322
dy 7> oz P

takZe pro divergenci mame

2 222 22 2 a2 3%-3 )c2+)/2+z2
GvE=k" 3x“+r 53y +r° =3z _ ( y )=
r r

_ 3% —3p2 _

FS

0; r#0.

Divergence elektrického pole je tedy v celém prostoru nulova (nejsou v ném zfidla toku)
krom¢ mnoziny » = 0, ve které se toto zfidlo (zdroj pole — singularni hustota naboje)
nachazi.

Zadani: Naleznéte rotaci magnetick¢ho pole v okoli vodi¢e protékaného proudem.
Vodi¢ je nekonecné dlouhy a limitné tenky (R — 0, j — oo).

ReSeni: Magnetické pole v okoli nekoneéného tenkého vodiGe je ve valcovych
soufadnicich dano Ampérovym zdkonem: B = uol /(2nr) T, kde r je kolmé vzdalenost

daného mista od vodice, osa z miii ve sméru vodice, 7Tje jednotkovy vektor tecny
ke (kruhovym) silo¢aram 7= = (—/r, x/r, 0). Magnetické pole ma tedy slozky
(k= pol/(27)

B =k(-y/r?),
B, = k(+x/r*),
B.=0.

Pro vypocet rotace budeme potiebovat derivaci vzdalenosti podle jednotlivych
proménnych

arlax = a(x* + y*)"*/ax = x/r,

arldy = (x> + 1) "%/ay = yir.



Jednotlivé slozky vektoru rot B jsou

dB, 9B, 0B, 9B, 9B, 0B,

rot B = R s
dy 0z 0z Ox ox dy
— — —
0 0 0 0 nutno dopotitat

Derivace jednotlivych sloZek je v tomto pfipad€ optimalni fesit jako derivace podilu

0X,2 _ 0 2_0pX
aBy ki(ij=kaxr x2rax=kr x2rr=kr2_x2

ox ox 7'2 }"4 7’4 }"4

2 f—
a podobn¢ bude a;" S

Y r

, takZe posledni slozka vektoru rot B je

2r? —2(x2 +y2)
= k =
ox By r4 r4

2 42
:kﬁzo; —
r

Rotace magnetického pole je tedy v celém prostoru nulova (nejsou v ném viry) kromeé
mnoziny =0, ve které je centrum virii a souCasné¢ zdroj magnetického pole —
singularni proudova hustota.

4. ABC toky

Zadani: Naleznéte divergenci a rotaci pole daného predpisem
V = (Acosy+ Bsinz, Bcosz+ Csinx, Ccosx+ Asiny).

Reseni: div V = 0; rot V = V. Pole nema zdroje, ale je virové. Promyslete si jak takové
pole vypada (jeho rotace je rovna samotnému poli) a ovéite (Mathlab, Mathematica...).
Mohou takové pole existovat v piirodé? Ano, jde o konfigurace, ve kterych se nabité
Castice pohybuji podél magnetickych indukénich car. Proudova hustota je v tomto
pfipadé rovnobézna s magnetickym polem j//B. Z Maxwellovy rovnice rot H=j
(magneticky problém bez elektrickych poli) plyne rot H // B, tj. rotace B je imérna
samotnému B. V matematice se takovd pole nazyvaji Beltramova pole a maji
Sroubovicovy (helikalni charakter). Vir takového pole neni nikdy plosny.

Zadani: Naleznéte helicitu ABC toku z piedchoziho ptikladu.

Navod: Helicita je matematickd veliina, kterou se testuje Sroubovitost pole. Je
definovana vztahem # =V -rotV

ReSeni: # = 4> + B> +C*+24B cos ysinz+2BCcoszsinx+2AC cosxsin y.

3



2 VLNENIi

1. Nadsvételné rychlosti - ,prasatko”

Zadani: Svételnym zdrojem muzeme otoCit o 90° za 0.1 s. Jak daleko musi byt
projekéni plocha, aby se svételna skvrna (prasatko) pohybovala nadsvételnou rychlosti?

Reseni: Uhlova rychlost prasatka je @ = Ag/At. Obvodova rychlost na projekéni sténé
ve vzdalenosti / bude v = lw. Tato rychlost ma byt vétsi nez rychlost svétla c. Odsud
plyne podminka / > cAt/Ag.

Vysledek: / > 20 000 km. To je podstatné méné nez je obéznd drdha M¢ésice (384 000
km!) a srovnatelné s obéznymi vySkami GPS sond.

2. Vytrysky z kvasaru — fiktivni nadsvételna rychlost

Zadani: Vzdaleny kvasar je zdrojem dvou vytrysku latky, z nichz jeden se pohybuje
smérem k pozorovateli pod malym thlem témér rychlosti svétla. Urcete, jakou rychlost
naméii pozorovatel.

ReSeni: Poloha objektu je dana vztahy:
x(t)=vtsina;
y(t)=yy—vtcosc.

Signal ptichazi k pozorovateli se zpoZdénim v Case

rit+&.

c
Rychlost, kterou zjisti pozorovatel, proto bude

v_g_dx/dt_ vsino _ csiny ca _2c
dr  dr/de '

1V cosg V¢ 1-cosa a1 1-(1-2/2) @
c

Z vysledku je zfejmé, ze pohybuje-li se vytrysk smérem k pozorovateli, tato fiktivni
pozorovana rychlost snadno pievysi rychlost svétla.



Zadani: Pii explozi niloZe byla uvolnéna energie 10° J. Exploze trvala 1 s. Jaka bude
maximalni intenzita detona¢ni viny ve vzdalenosti 10 metri od exploze a ve vzdalenosti
20 metrti od exploze?

Piedpoklady: Detonacni vina je kulové symetricka.
ReSeni:

I= AE/(AS Af) = AE/(4m Af)
Vysledek:

I, =80 Wm 2, I, =20 Wm °.

Zadani: Jak se snizi hladina hluku, vzdalim-li se od zdroje do dvojnasobné vzdalenosti?

Piedpoklady: Zdroj hluku je maly vzhledem ke vzdéalenostem, ve kterych poslouchdme
a hluk se $ifi sféricky symetricky.

ReSeni: Intenzita je tméra kvadratu amplitudy a pro kulovou vinu je 7 ~ 1//. Proto ve
dvojnasobné vzdalenosti bude 7, = ;/4. Hladina hluku se snizi o

AL =10 log(1i/Ip) — 10 log(L»/ly) = 10 log(1,/I7) = 10 log(4).
Vysledek:
AL =6 dB.

5. Kruhova vina na membrané

Zadani: Tenkou pruznou homogenni membranu ve tvaru kruhu o poloméru 1,5 m ve
sttedu prudkym uderem palickou vychylime o 1 cm. Hlavice palicky ma tvar valce o
praméru 1,5 cm. Osa hlavice palicky pfi uderu byla kolmad na rovinu membrany.
Rychlost uderu a tuhost membrany byly takové, Ze se pii uderu protdhla membréana
pouze v bezprostfednim okoli hlavice palicky. Jaka bude amplituda viny vzniklé na
okraji membrany? Utlum a energii pfedanou zpét pali¢ce zanedbejte.

Reseni: U kruhové vlny pro amplitudu plati

A~ |—.

n
2

Vysledek: Pro hodnoty ; = 15 mm, , =1 500 mm a 4; = 10 mm vychazi 4, = 1 mm.
5
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6. Elektromagneticka vina v ionosfére

Zadani: Standardni disperzni relace rovinné elektromagnetické viny w” = ¢ k* je pii
prichodu svétla plazmatem modifikovéna na tvar o” = a)p2 + ¢® k. Rychlost §ifeni svétla
ve vakuu je oznacena c. Veliina w, se nazyva plazmova frekvence (jde o frekvenci
oscilaci elektronli kolem iontil). Naleznéte zavislost w(k) a diskutujte jeji pribéh. Urcete

N

fazovou a grupovou rychlost Sifeni této viny.

ReSeni: Zadany vyraz pro disperzni relaci nejprve upravime do tvaru

6()2
a):,/a)f,+czk2 =ck,|1+ 2p2 .
ck

Zavislost w(k) 1ze nyni snadno vykreslit a je uvedena na obrdzku. Z grafu je zfejmé, ze
vlna se $ifi jen pro frekvence w > w,. Pfi nizsich frekvencich elektromagnetické viny se
elektrony prostfedi totiz “stihnou” rozkmitat a vlna je absorbovédna, plazma je

pro takovou vinu neprtihledné.

w
Wp
k
Féazova rychlost je
\/1+ 5 \/1+ oA
Upg =—= = ,
f c2i? Ar?c?

z4visi na vlnové délce viny (disperze!) a je vzdy vétsi nez rychlost svétla. Grupova

rychlost
2,2
/ )
vg=a—w=c/ 1+ p2 3
ok 4rec

je mensSi nez rychlost Sifeni svétla (jde o rychlost Sifeni informace). Soucin obou
rychlosti spliuje relaci

_ 2
vag—c .

7. Smérovy diagram

Zadani: Naleznéte tvar vinoploch pro vinu s disperzni relaci w* = a)s +c?k? cos’ .

Reseni: Smérovy diagram je zavislost velikosti fazové rychlosti na Ghlu « v polarnim
diagramu. Ziejme je:

w , @ , &
Uf:;:c cos” o+ =c4|CcOS” O+ .

k>



Zadani: Okno, jehoZ plocha je 2 m* , je otevieno na ulici. Pouliéni hluk méa v roving
okna primérnou hladinu intenzity 80 dB. Jak velky akusticky vykon vstupuje
zvukovymi vinami do pokoje?

Reseni: Zvukovy vykon vstupujici do mistnosti
P=1IS.

Intenzitu stanovime ze zadané hladiny intenzity

L
L=10 logi = [=1,1010,
1 0
kde L/10 je hladina vyjadfena v bellech a I, je referenéni intenzita, 1, =107 W m™,
Akusticky vykon je

L
P=S1,1010 =2x107* W .

9. Hluk stroje

Zadani: V prostiedi, jehoz hladina intenzity hlukového pozadi je 60 dB, byl zméfen
hluk stroje. Byla namétena hodnota 64 dB. Jakou hodnotu hladiny intenzity hluku stroje
bychom naméfili, kdybychom méfili v tiché mistnosti?

Refeni: S¢itat miZeme vtomto piipadé pouze energiec resp. intenzity zvuki.
Ke skladani akustickych tlakt nebo vychylek nemame piesné informace o amplitudach
a fazich jednotlivych slozek zvukového spektra ve s¢itacim bodég. Je tedy

kde indexy znamenaji: M (méteni), P (pozadi), S (stroj). Plati

Intenzity vyjadiime pomoci ptisluSnych hladin intenzity

Ls Ly Ly



(Ls/10 je hladina v bellech atd.). Ve vyrazu zkratime referen¢ni intenzitu

Ls Ly L
1010 =1010 1010 ,

10. Fermatuv princip (na prednasce)

Zadani: Odvodte z Fermatova principu zakon lomu svétla na rozhrani dvou prostiedi.

ReSeni: Podle Fermatova principu bude ze vsech moznych trajektorii realizovéna
trajektorie s minimalni dobou chodu paprsku z bodu A do bodu B.

Pro trajektorii na obrazku je celkova doba

2 2 2 2
R R Y R )
Ug Up Uy Up .

la

L4

Obé¢ vzdalenosti jsme vyjadiili z Pythagorovy véty (jde o pfepony trojuhelnikii). Tato
doba je funkci x, proto tuto zavislost derivujeme podle proménné x a polozime rovnou
nule (nutna podminka minima ¢asu $ifeni). Ziskame tak podminku

X (d—x)
2.2 2 > 0.
UA\/yA +Xx UB\/yB+(d_x)

Ptislusné odmocniny opét piepiSeme z Pythagorovy véty na prislusné vzdalenosti

X _ (d —x)

vyly vg lp

Podily na obou stranach jsou siny thlt o a S

sina _ sinf8

Uy Up
Jednoduchou tpravou ziskdme nejcastéjsi zapis Snellova zakona lomu
Sin o _ ny

sinfi

(r— tihel dopadu, S— thel lomu, n;, n, jsou indexy lomu obou prostiedi)



11. Seismograficka stanice

Zadani. Vypocitejte thlovou vzdalenost od hypocentra A do seismografické stanice B,
je-li ze zdznamu seismografu patrno, Ze podélné viny pfisly o Az = 80 s dfive nez viny
pricné. Rychlost Sifeni podélnych vin v zemské kute predpokladejte ¢ =6,5 km/s,
rychlost pfiénych vin vtémze prostiedi cr=4,4 km/s. Stanovte interval uhlovych
vzdalenosti, pro néZ je metoda pouZitelna, je-li tlouStka zemské kiry d = 15 az 60 km.
Polomér Zemé je R =6 378 km.

Reseni: Pfimou vzdalenost s mezi body A a B lze vyjadtit pomoci rychlosti podélnych
nebo pti¢nych vin a odpovidajici doby prichodu viny tisekem

S:CLtL:CTtT.

Casovy interval mezi pfichodem obou vin Af = tt—t; vyjadiime pomoci s, c; acy
1 1 cp —¢

At=s| ——— |=s LT

‘r L Ll

a vzdalenost s pomoci uhlu ¢
o s/2 s

sin—=—=—
2 R 2R

Spojenim obou poslednich vztahti obdrzime pro hledané
Q= 2arcsinAtc—LcT =9,8°.
R(cp —cr)

Metoda je pouzitelnd, pokud nedojde k priichodu nebo odrazu vIn rozhranim mezi
zemskou klirou a zemskym plastém (Mohorovicicova diskontinuita). Z obrazku lze psat

cos(pLzax = RTTd = Pax = 2arccos R-d

Pro d =15 kmobdrzime ¢,,,15 =4,5°, Pro @paxeo =15,7°.



12. Skladani vin

Zadani. Dv¢ rovinné harmonické viny o stejné frekvenci a amplitudé€, polarizované
linearn€ v navzdjem kolmych smérech (osy y a z) se S§ifi stejnou rychlosti v kladném
sméru osy x. Popiste vyslednou vlnu vzniklou jejich slozenim, ma-li fazovy rozdil obou
vIn hodnotu

a) =0, bo=7n, c)e=xn/2, d) ¢=3x/2,
a rozhodnéte, o jakou polarizaci vysledné viny se v uvedenych ptipadech jedna.

Reseni: Polarizované vInéni musi byt pfi¢né. Kmitani se d&je v riiznych smérech, proto
je tieba skladat viny vektorov€. Vzhledem k pfiznivému zadani lze pfimo konstatovat,
ze vysledny vektor vychylky u je

u=e, Uysin(ar—kx)+e, Uysin(ot—kx+9).

Zvolme nyni misto na ose x, v némz budeme sledovat polohu vektoru u a tedy i roviny
kmith v case, pro jednoduchost x=0. Ptiklad se tak redukuje na skladani navzijem
kolmych sinusovych kmitli v roving se vzajemnym fazovym posunem

y=Uysinaxt,
z=Uysin(ar +¢).

Tyto rovnice jsou parametrickym zadanim trajektorie koncového bodu vektoru u
v roving y, z. Vylou€enim parametru obdrzime rovnice trajektorii v nazornéjsi forme:

* Pro ¢=0 je y/z=1. Ptisludnou trajektorii je pfimka y =z, vlna je tedy
linearn¢ polarizovéna, rovina kmitu je ur¢ena osou x a uvedenou piimkou,
polariza¢ni rovina je k rovin€ kmitu kolma.

* Pro ¢=7 je y/z=-1. Situace je podobn4, jen rovina kmitu i polarizacni
rovina jsou vi¢i pfedchozimu ptipadu pootoCeny o 90° (trajektorii je pfimka
y=-z).

» V ptipadé ¢ =7/2 lze druhou rovnici piepsat do tvaru
z=Usin(wt+71/2)=U, cos @t . Umocnénim na druhou a sectenim
s kvadratem prvni rovnice obdrzime vztah y2 +z2=U, 3. Koncovy bod vektoru
u se tedy pohybuje po kruZnici o poloméru U, rovina kmitu i polariza¢ni
rovina se v prostoru otaci; jde proto o polarizaci kruhovou.

» Ptipad ¢ =37/2 se od ptedchoziho lisi pouze opacnym smérem otaceni
(levotociva a pravotociva polarizace).

13. Osvétleni stolu

Zadani: Lampa je umisténa nad kulatym stolem o poloméru R v jeho stfedu. Urcete
optimalni vySku lampy nad stolem tak, aby osvétleni knihy leZici na okraji stolu bylo
maximalni.

Piedpoklady: Zdroj je dostate¢né maly, vinoplochu povazujte za kulovou.

10



Reseni: Osvétleni, stejné tak jako tok svételné energie, ubyva s kvadratem vzdalenosti r
od zdroje a zavisi na uhlu dopadu:

7= Iycoso
2

Dosadime-li cos a = A/r a za vzdalenost r z Pythagorovy véty r= (h> + Rz)l/ 2 ziskame
zavislost:
h
(h2 +R? )

Pti maximalnim osvétleni musi byt derivace této funkce podle 4 nulova, coz vede na
podminku:

(h2 +R2)3/2 — 352 (h2 +R2)1/2 =0

Po vydé&leni rovnice &lenem (4* + Rz)l/ ? snadno nalezneme feseni

peR

5

14. Ladicka

Zadani: Zdroj zvuku se pohybuje na voziku rychlosti v = 25 cm s~ smérem ke sténg.
Na opacné strané slysi pozorovatel razy na frekvenci fr = 3 Hz. Jaka byla frekvence
zdroje zvuku, jestlize je rychlost zvuku ¢s = 340 m/s?

ReSeni: Pozorovatel slysi jednak piimou vlnu nizsi frekvence (zdroj se vzdaluje)
a jednak vlnu odrazenou od stény (vyssi frekvence — zdroj se pohybuje ke stén¢). Ob¢
viny se skladaji v razy na rozdilové frekvenci:

fi=fo [1—3} fr=fo (1+3j, fa=fi-fh=2fo—
c c Cq

Korekce frekvence na pohyb zdroje jsme napsali do Citatele (v << ¢;). Snadno ur¢ime, Ze

Jo=fres/(2V).

Vysledek: fo =2 040 Hz.
11



15. Piskajici lokomotiva

Zadani: Lokomotiva jedouci rychlosti 72 km/h piska 2 sekundy. Jak dlouho trva zvuk,
ktery vnima v klidu stojici pozorovatel

a) piijizdi-li lokomotiva k nému
b) vzdaluje-li se lokomotiva od ného.

Rychlost zvuku je 340 ms .

ReSeni: Celkovy pocet kmitli obsazenych v signalu se vlivem Dopplerova jevu neméni.
Meéni se jen frekvence a doba trvani signal v misté pozorovatele. Oznacime-li n pocet
kmith v signalu, Ize psat

n=folo=f1t1= 21z

Kmitocet f, se pfi pfiblizovani zdroje zméni v diisledku Dopplerova jevu na

c
fl = fO B
c—v
pii vzdalovani na
c
f2=1 o
S pouzitim uvedenych vztaht dostaneme pro piiblizovani
! — 40-2
tlzfiz fog =toc U=23 :(:4003=1,885
c
1o,

a pro vzdalovani
fHhofe e 340

c+v

16. Rotujici hvézda

Zadani: Naleznéte vztah pro rozsifeni spektralni Cary zplsobené rotaci hvézdy. Vztah
pfepiste pro vinovou délku car.

s=2,125s.

ReSeni: Rotace hvézdy zplisobuje, Ze jeden okraj hvézdy se k nam piiblizuje rychlosti
U= Rw a druhy okraj se toutéz rychlosti vzdaluje. R je polomér hvézdy a o thlova
rychlost rotace hvézdy. Vysledkem je dopplerovské rozsifeni spektralni ¢ary. Krajni
frekvence budou dany vztahy fi, = fo (1 + Rw/c) a krajni vinové délky 41, = ¢/[fo (1 +
Rw/c)] ~ (¢ £ Rw)/fy. Opét jsme vyuzili toho, Ze korekce jsou malé a lze je se zménou
znaménka prevézt z jmenovatele do citatele (1/[1 +x] ~[1 — x]).

Vysledek: Rozdil vinovych délek obou ¢ar tedy bude AL = 2Rw/fo.

12



17. Razova vina za letadlem

Zadani. Letadlo Concorde leti v konstantni vySce 4 =18 km rychlosti w=2376 km/h.
Za jakou dobu usly$i pozorovatel na povrchu zemé sonicky tiesk letadla poté, co jej
uvidél kolmo nad hlavou? (Zanedbejte zaktiveni a ostatni nerovnosti zemského povrchu
a nehomogenitu atmosféry, pro vypocet uvazujte ¢ = 330 m/s. Jaky dalsi predpoklad je
v nasledujicim feSeni obsazen?

Poznamka: Predpoklada se, Ze rychlost Sifeni svétla (viz slovo ,,uvid€l*) je dostatecné
velka oproti rychlosti zvuku, aby ji bylo mozZno zanedbat.

ReSeni: Letadlo leti nadzvukovou rychlosti, vytvoii se razova vlna. Jeji ¢elo se pohy-
buje (normalovou) rychlosti ¢ a dorazi k pozorovateli za ¢as 7. Pro polovi¢ni vrcholovy
uhel razové viny plati sin ¢ = ¢/w. Poloha pozorovatele je vSak ur¢ena vySkou /4, kterou
vyjadiime pomoci ¢, 7 aw
cT cT cT
h = :

= Cos¢: \/l—Sil’Iz(D - \/1_(0)2
w

18. VInova rovnice

Zadani: V (malé ale konecné€) ¢asti periody jisté jednorozmérné postupné ptiéné viny
bylo zjisténo konstantni zrychleni a kmitajiciho elementu. Stanovte, jak rychle se méni
vychylka 4 elementu béhem prichodu této casti viny konkrétnim bodem prostoru
ve sméru Sifeni. Fazova rychlost Sifeni je znama.

Reseni: VInéni 1ze popsat jednorozmérnou vinovou rovnici
?*h 1 9*h

- =0,
o’ vy or

kde vyraz 0h/or? pfedstavuje v naSem ptipadé€ zrychleni kmitajiciho bodu. Plati tedy

13



2 2
Lza_f:%:const:]{ = a—il=K.
vy ot Ur ox

Rychlost zmény vychylky podle soufadnice x je

2
a_h=j_a hdxzjde=Kx=iax.
ox - ox? v2
A

v uvazovaném intervalu se proto méni linearn¢.

Poznamka: Jiz ze zadani snadno nahlédneme, ze se ve sméru kolmém na rychlost Sifeni
jedna o pohyb rovnomérné zrychleny a vychylka se bude 1 podle soufadnice x ménit
s linearn€ rostouci nebo klesajici rychlosti. VInova rovnice ndm vsak poskytuje i hod-
notu rychlosti této zmény.

19. Disperzni relace vinové rovnice

Zadani: Naleznéte disperzni relaci vinové rovnice

ReSeni: Na klasickou vlnovou rovnici narazime v mnoha védnich odvétvich. Odpovida
jednoduchym vinam bez disperze.

1 92
A-—2 |y =0
e ot? v

Rovnice je linearni a kazdé jeji ,,rozumné* feSeni je mozné zapsat pomoci Fourierovy
transformace jako superpozici rovinnych vin. Po dosazeni rovinné viny do vlnové
rovnice ziskdme disperzni relaci

w =c
Standardnim postupem ur¢ime fazovou a grupovou rychlost:

w
Ve =— =c, v
k

Fazova i1 grupova rychlost je stejnd a nezavisi na vinové délce parcialni viny, coz je
charakteristické pro linearni disperzni relace typu w = ck.

20. Disperzni relace Kleinovy-Gordonovy rovnice

Zadani: Naleznéte disperzni relaci Kleinovy-Gordonovy rovnice

Reseni: Kleinova-Gordonova rovnice je spravnou relativistickou rovnici pro volnou
¢astici se spinem rovnym nule

1 92 m>c?
A=’ |y =0; p=—
c’ ot h
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Jde o vlnovou rovnici s konstantnim c¢lenem, kterd se vyuzivd pro popis Castic
s nulovym spinem v kvantové teorii. Rovnice je linearni, jeji feSeni opet budeme chapat
jako superpozici rovinnych vin. Po provedeni Fourierovy transformace Kleinovy-
Gordonovy rovnice ziskame disperzni relaci

o =k + cz,u2 .

Standardnim postupem urc¢ime fazovou a grupovou rychlost:

2 242
vfzg —01/1+’Z—2 =c 1+’Z/z ,
\/ T
c c

Pl
g == =

ok \/1+ﬂzz \/l+ﬂ2/122

k 4r

v

Na prvni pohled je ziejmé, ze grupova rychlost je vzdy podsvételna. Oproti tomu fazova
rychlost je vzdy nadsvételnda a nemd vyznam pienosu informace. Mezi obéma
rychlostmi je jednoduchy vztah v, = ¢?. Obé rychlosti zavisi na vlnové délce parcialni
viny (tzv. disperze).

21. Zvukové viny v pohyblivém prostredi

Zadani: Naleznéte disperzni relaci pro zvukové viny v pohybujicim se plynu

ReSeni: Za vychozi soustavu rovnic vyuzijme rovnici kontinuity, pohybovou rovnici
a stavovou rovnici ve tvaru

20 .
—+d =0,
o v pu

p%—l:+p(u-V)u =-Vp,

p=p(p)=Kp”.

Ptipustme nyni nenulovou rychlost ve stacionarnim feSeni (to odpovida Sifeni zvuku
v pohybujicim se prostfedi) a pozadujme feSeni ve tvaru

p:p0+5p, u=u0+5ll, p:po+5p

Vypocet probihda zcela analogicky jako u zvukovych vin v nepohyblivém prostiedi.
Nejprve provedeme linearizaci (v rovnicich ponechame ¢leny linedrni v poruchach):

aa%+div(po5u+u05p) =0,
00
poa—tu+p0(u0-V)5u = —Vé‘p,
op=aop; asa—p.
dp

15



Po Fourierové transformaci mame
(k-uy—w)dp+pyk-ou=0,
+kop+(k-uy—w)p,0u=0,

op=0op; a=—.

Po eliminaci proménnych (z posledni rovnice uréime Jp, z predposledni du) ziskdme
disperzni relaci

[a)—k-uo]z—a(po)k2:0; a:a—p
dp
a z ni pozorovanou thlovou frekvenci

“o .= |9
w=ck +Kk-uy=ck + kugcosp=ck 1+c—cosgo 5 Cg = %

S

Ve vyrazu jsme ¢ oznacili thel mezi vinovym vektorem k a rychlosti prostiedi uy.
Znalime-li jesté frekvenci zvuku v nepohyblivém prostiedi w = ck, mame vysledny
vztah

w=0y| 1+—cosgp |,

Cs

ktery neni nic jiného nez Doppleriiv vzorec pro zménu frekvence vlivem pohybu zdroje
vinéni. U pohybujicich se tekutin se tedy v disperzni relaci objevi misto thlové
frekvence w kombinace Q = v — k-uy.
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3 ELEKTROMAGNETICKE VLNY

1. VInova rovnice (na prednasce)

Zadani: Ukazte, ze z Maxwellovych rovnic ve vakuu plyne vlnova rovnice pro
elektrické 1 magnetické pole.

Navod: pouzijte vektorovou identitu rot rot K = grad div K —AK.
Reseni: Vyjdeme z Maxwellovych rovnic ve vakuu
divE =0,
divB=0,
JE
o’

rotE = _B_B'
ot

rotB = 80/10

Budeme se snazit vyloucit z rovnic elektrické pole, proto provedeme rotaci na tfeti
rovnici

drotE
rotrot B =gy,

. E
graddivB —AB = gy4, ari.

Za div B dosadime z druhé Maxwellovy rovnice, za rot E z posledni a ziskame vInovou
rovnici pro magnetické pole:

0°B
AB—80ﬂ087: O .

Zcela obdobn¢ bychom ziskali vinovou rovnici pro elektrické pole (rotaci posledni
rovnice). Provedeme-li ve vinové rovnici Fourierovu transformaci ziskame disperzni
relaci
1
' =——k°.
Eolo

Tuto disperzni relaci bychom ziskali i okamzitym pouZitim Fourierovy transformace na
uvodni Maxwellovu soustavu. Navic bychom zjistili vztahy mezi jednotlivymi vektory,
naptiklad to, ze E, B a k jsou navziajem kolmé vektory, a jde proto o vinéni pticné.
Z disperzni relace standardnim zplisobem ur¢ime fdzovou a grupovou rychlost Sifeni
svétla ve vakuu, tedy vztah pro rychlost svétla

1

N EoHo .

Z tvodni sady po FT pak plyne dalsi uzitecny vztah (viz pfednaska):

CcC=

E/B=c
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2. Viny v anizotropnim prostredi

Zadani: Reste pomoci Fourierovy transformace Maxwellovych rovnic konfiguraci poli
v elektromagnetické vIné v elektricky anizotropnim prostfedi. V jakém sméru mifi
fazova rychlost a v jakém sméru mifi grupova rychlost?

Predpoklady: V anizotropnim prostfedi nemusi vektory E a D mifit ve stejném sméru.
Ptipomenme si, ze D = ¢)E + P. Vektor elektrické polarizace P je objemova hustota
dipolovych momentd, které vyvold pole E. Ty ale mohou sledovat naptiklad
krystalografické roviny a ne pole E. Vysledkem je, ze pole E a D maji riizny smér.
Stejné tak miZe u magneticky aktivnich materidli dochazet k magnetizaci prostiedi
a vektor H = B/uy — M (kde M je tzv. magnetizace) nemusi mifit ve stejném sméru jako
B. Budeme piedpokladat anizotropii elektrickych vlastnosti, tj. elektrické vektory D a E
nejsou rovnob&zné.

H,B

ReSeni: V Maxwellovych rovnicich polozime j = 0, p = 0. Vzhledem k anizotropii
musime v rovnicich ponechat oba elektrické vektory. Provedeme Fourierovu
transformaci Maxwellovych rovnic:

divD =0, = kD=0 = D1k
divB=0, = k-B=0 = Blk
rot H = 0D/ot, = kxH =—-wD = DLk H
rot E=—0B/ot = kxE =wB = BLKk E

Féazova rychlost mifi ve sméru vinového vektoru Kk, grupova rychlost ve sméru Sifeni
energie, tj. ve sméru Poyntingova vektoru ExH. Poméry v elektromagnetické viné
v elektricky anizotropnim prostiedi jsou vystizeny v obrazku.

3. Pole ve slune¢nim svétle

Zadani: Sluneéni zafeni ma v okoli Zemé intenzitu / = 1.4 kW/m®. Naleznéte primér-
nou hodnotu intenzity elektrického a indukce magnetického pole v slune¢nim zateni
v misté, kde se nachazi Zem¢.

ReSeni: Intenzita dopadajici energie je dana velikosti Poyntingova vektoru: I, =
| S | = EH. Pomér elektrické intenzity a magnetické indukce v elektromagnetické viné je
E/B = c. Tyto dva vztahy mizeme chapat jako soustavu dvou rovnic pro elektrické
a magnetické pole:

Mol = EB =c.

18



Vynasobenim a vydélenim obou rovnic dostaneme feSeni:

E =\Jcuyl ; B=\Juyllc.

Vysledek: E =726 V/m, B=2.4x107°T.

Poznamka: Pole 726 V/m se na prvni pohled zdd byt enormni. Musime si vSak
uvédomit, Ze rozdil potencidlti 726 V je méfen na vzdalenosti 1 m. Skute¢né emisni akty
vSak trvaji kratkou dobu a pozorované svétlo se skladd zuseklt rozmért
nekolikandsobku vinové délky. Na této vzdalenosti je jiz rozdil potencidlii maly.

4. Ctvrtvinna desticka

Zadani: Naleznéte tloustku ctvrtvinné desticky vyrobené z berylu pro svétlo o vinové
délce A =500 nm.

Reseni: Radna a mimofadna vina maji vzajemn& kolmé polarizace. Ctvrtvlnna desticka
je navrzena tak, aby se ob¢ viny fazové posunuly o 90°, ¢imz vznikne kruhové
polarizovana vlna. K tomu dojde, je-li fez tak tlusty, aby rozdil optickych drah byl A/4:

A

("e_”o)d:Z

Odsud snadno ur¢ime tloustku desticky d. Pro beryl, ktery mé fadny index lomu 1,598
a mimofadny 1,590 vychdzi d =15.6 um.

5. Viny ve vodici (na prednasce)

Zadani: Naleznéme vInovou rovnici pro elektromagnetickou vinu §ifici se v kovu.
ReSeni: V Maxwellovych rovnicich dosadime za proudovou hustotu j = cE

leD :pQ’
divB =0,

rotH=0'E+a—D,
ot

rotE = —a—B.

ot
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Aplikujme operaci divergence na tieti a za div D dosad’'me z prvni rovnice

apQ+gp =0 = Lo = Py €X {—gt}
o &'? 0 = PoCxP £

Prostorovd hustota ndboje ve vodi¢i exponencidlné vymizi a nemusime ji proto
uvazovat. Za vychozi sadu Maxwellovych rovnic pro vlny ve vodi¢i miiZzeme pouzit

divE =0,
divB=0,

rotB=,u0'E+8,uaa—]f,

rotE = —a—B.
ot

Nyni provedeme Fourierovu transformaci a poté vyloucime jedno z poli (naptiklad

elektrické) a ziskame disperzni relaci ve tvaru
@* = *k? —ic20'ﬂa)

Je-1i vodivost nulova (¢ = 0), ptejde tato disperzni relace ve zndmou disperzni relaci vin

v nevodivém prostfedi. Ve vodici je disperzni relace komplexni, coz obecné znamena

utlum.

Utlum v prostoru: Hledejme nejprve prostorovy utlum (feseni v k):
k= +ic20ya) =~ iczoya)

Vzhledem k vysoké vodivosti kovil jsme prvni €len na pravé strané zanedbali. Tento
vyraz jiz snadno odmocnime. Nezapomeiite, Ze i''> = (1+i)/2""%. Proto

k=k+iky; k=ky= %

Redlnd 1 imaginarni ¢ast vinového vektoru je stejné velika (to je pro kovy typicke).
V prostoru tedy bude mit vlna charakter exp[ikix —kx]. Vlna je tlumend s
charakteristickou vzdalenosti Gitlumu

Tuto vzdalenost (do které vina pronikne) nazyvame skinova hloubka.

Utlum v case: Hledejme nyni Gtlum v ¢ase (feSeni v w). Disperzni relace je kvadraticka
rovnice pro @ s feSenim

—1i c20',u + \/—0402ﬂ2 +4c%k?
W)= >

Uvédomime-li si, ze v diskriminantu je vodivostni ¢len dominantni (kov), zbyva jediné
nenulové feseni
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w=-ic? ou
Reseni ve frekvenci je ryze imaginarni
=0 +10, ; w =0, a)Z:—czo',u
a ma charakter utlumu
e—ia)t — @ — e—czo;ut
s charakteristickou dobou tlumu

1
Fou

T=

@,

Povsimnéte si, ze pti disledném dodrzeni znaménkové konvence (u prostoru +, u ¢asu
—) ve vinéni typu exp[i (k-x — wf)] vysel utlum v Case i v prostoru.

6. Grupova rychlost pfi disperzi (na prednasce)

Zadani: Vyjadiete grupovou rychlost za pomoci indexu lomu, ktery je frekvencné
zavisly.

ReSeni: V prostiedi s disperzi zavisi index lomu na frekvenci vinéni

n(w) Eiz%
Ut

= n(w)w=ck .

Ziskany vztah budeme diferencovat

w%daﬁnda):cdk =
dow

(mwﬂ)dw:cdk.
dw

Z posledniho vztahu snadno uréime grupovou rychlost

v _do c

e
kL,
do

Vidime, ze grupova rychlost je mala v prostiedich s velkym indexem lomu nebo
s velkou disperzi (vysokou hodnotou dn/dw). Nejvyssi index lomu mé diamant (cca 2,5)
a grupova rychlost svétla vném jen 120 000 km/s. Existuji ale 1 uméle pfipravena
prostiedi s vysokou disperzni, v nichzZ ma rychlost §ifeni svétla pouhou rychlost chodce.
V roce 2000 se dokonce ve specialné ptipraveném prostiedi podatilo svétlo zastavit.

7. Youngliv experiment

Zadani: Urcete polohu prvniho maxima a prvniho minima v Youngové experimentu se
svétlem o vinové délce 4 = 500 nm. Vzdalenost §térbin je d = 1 mm, vzdalenost stinitka
L=5m.
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222222,

Reseni: Rozdil optickych drah (index lomu je roven jedné) bude

dy—dy =\ L*+(y+d/2)* —I* +(y—d/2)

—L/I y+d/2) L/l (-d/2)® d/2)

2 _ 2
ol LOdr ) 1 O=di2) ) yd
2 2 2 2 L

Pro prvni maximum tedy bude yd/L=A a podminka pro prvni minimum bude
yd /L = A/2. Odsud snadno ur¢ime hodnoty y. Prvni maximum bude ve vzdélenosti y =
2.5 mm a prvni minimum ve vzdalenosti 1.25 mm.

8. Antireflexni vrstva

Zadani: Na sklenéné podlozce o indexu lomu ng = 1.5 je napafena vrstva laku tloustky
0.5 pum s indexem lomu »; = 1.6. Urcete, které vinové délky z viditelného spektra budou
chybét v kolmo odrazeném svétle.

ReSeni: Rozdil optickych drah na odrazu na horni a spodni vrstvé laku je 2n;d.
Nesmime zapomenout, ze pfi odrazu na opticky hustSim prostfedi, (vrchni vrstva laku)
se méni faze na protifazi. V naSem pfipad¢ se tedy podminky maxim a minim vymeéni.
Pro minima tak méame:

2md=mA =  A,=2nd/m

Do oblasti viditelného spektra spadaji vinové délky: 800 nm, 533 nm a 400 nm.

9. Opticka mtizka

Zadani: Naleznéte soucet rovinnych vin ze vSech ohybovych center miizky. Urcete
skuteCny pribéh svételné intenzity svétla proslého miizkou. Pocet ohybovych center
(vrypt) mtizky je N. Predpokladejte, ze se viny se za vrypy mohou Sifit v prostiedi
o indexu lomu n #1.
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Reseni: Geometricky drahovy rozdil sousednich paprski je
Al=dsiné,
opticky drahovy rozdil (po pfepocteni na vakuum)
Aé =ndsin@,

odpovidajici fazovy rozdil
2z .
Ap=kAE = Tnd sin @

(zde k je velikost vinového vektoru). Pro ziskani vysledné intenzity svétla (prostiednic-
tvim intenzity elektrického pole) je tedy nutné secist (pocet interferujicich svazkl $tér-
bin je m)

m

m=N-1
E(x)= Z EO exp[l lcx+mA(p] E, exp|ikx] Z [exp 1A¢)] =

geom. fada
N .
. -1 exp(1NAgp)-1
= Ey exp|ikx] mZO q" =E exp [1kx]—1 = Ey exp|ikx] exé(iA¢))— =
exp (iNAquj exp (iNAz(pj - exp(—iNAz(pj sin (N Az(Pj

= EO exp[lkx] ' A¢ ‘ A¢ ‘ A(g = EO exp[l]—A(D
eXp 17 exXp 17 —EXp —17 sin 7

Vzhledem k tomu, Ze nas zajimd intenzita svétla I ~ EE*, nejsou nasobici komplexni
jednotky v poslednim vyrazu ani vypsany. Intenzita svétla po prichodu miizkou je

zjevné
sin? (NAZ(p)
I _IO A N
.2 i
e (28)
Ap= 27nd sind.

Tento prib¢h intenzity neni vitbec jednoduchy, ma celou fadu maxim a minim, z nichz
jen néktera maxima jsou opravdu vyraznd. V téchto maximech (hlavni maxima druhého
radu) je
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82 —kx, (k=01,23.)

b

coz vede na znamou podminku maxim na mfizce nd sin O, = kA, uzivanou pro vzduch
(n=1) v obvyklejsim tvaru sin O, = kA /d.

Poznamka: Pro k =0 atedy Ap =0 dava intenzita neurcity vyraz 0/0. O existenci maxima
i v tomto pfipadé se mlizeme presvédcit pouzitim L’'Hospitalova pravidla.

10. Potencial homogenniho elektrického pole

Zadani: Naleznéte potencial homogenniho elektrického pole.
Reseni: Zvolme soufadnicovou soustavu tak, aby elektrické pole mifilo v ose x:

E=(E,0,0).

Vzhledem k tomu, ze pole nezdvisi na Case, bude pfevodni rovnice mezi hledanym
potencidlem a polem

tedy ve slozkéach

Tato soustava rovnic ma velké mnozstvi feSeni (potencidl, jak vime, neni urcen
jednoznacéné). K nejjednodussim fesenim patii

p=—-Ex.

Vyzkousejte si derivovat vysledny vztah podle jednotlivych proménnych a ovéfit, Ze
dostaneme pitivodni elektrické pole jako minus gradient potencidlu. Ukazte také
(pouhym derivovanim), ze pro obecné homogenni pole 1ze pouzit vztah”

¢=-E-r.

11. Potencial homogenniho magnetického pole

Zadani: Naleznéte potencial homogenniho magnetického pole.

Reseni: Zvolme soufadnicovou soustavu tak, aby magnetické pole mifilo v ose z
(zdmérné volime jinou osu nez u elektrického pole, aby bylo mozné fesit naptiklad
pohyby v kolmych polich):

B=(0,0,B).

Pfevodni rovnice mezi hledanym potencidlem a polem je

B=rotA,
tedy ve slozkach
dy 0z dz  ox ox dy
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Tato soustava rovnic méa opét velké mnozstvi feSeni (potencial, jak vime, neni urcen
jednoznacéng). KliCova je treti rovnice, kterd musi dat pole B. Splnime ji (a soucasn¢ i
prvni dvé rovnice) naptiklad takto:

A=(-By,0,0) nebo

A=(0,Bx,0) nebo

A=1/2(-By,Bx,0)
Vsechny tfi potencidly jsou stejné dobré. Vyzkousejte, ze po provedeni rotace vse tii

vztaht dostanete pole (0, 0, B). Také si vyzkousejte, Ze funguje i1 vztah pro homogenni
magnetické pole mifici v obecném sméru:

A:ler.
2

4. RELATIVITA

1. Mion

Zadani: Doba Zivota mionu (t&Zkého elektronu) je Ar=2,2x10°s. Mion vznikl ve
vysce h =15 km nad povrchem Zem¢ interakci kosmického zéfeni s hornimi vrstvami
atmosféry a dopadl na Zem. Jakou musel mit minimalni rychlost pfi vzniku?

(1

ReSeni: Mion by podle klasické fyziky nemé&l na povrch Zemé vibec dopadnout,
protoze se diive rozpadne na normalni elektron a neutrino. Z hlediska pozorovatele na
Zemi je ale mion v pohyblivé soustavé a doba jeho zivota se prodluZzuje na At = yAr.
Mion proto muze ulétnout az vzdalenost i < cAt = cyAt. Z tohoto vztahu vypocteme
rychlost, kterou musi minimalné mit:

cAT 2
v=c 1—( - j ~0,9992 c.

Priklad lze také feSit v soustavé spojené s mionem jako kontrakci vzdalenosti, kterou
musi mion ulétnout.

Zadani: Dokazte, ze interval mezi dvéma uddlostmi je ve vSech soutadnicovych
soustavach stejny.

Reseni: Predpokladejme, Ze se odehraly dvé udalosti 4 a B a kazda je popsana étyfmi
prostoro¢asovymi udaji v n¢jaké souradnicové soustaveé S. Spoctéme interval v soustave
S av soustave S. Ukdzeme, Ze ob¢ hodnoty jsou stejné. V S plati
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AS* =—c Ty —1)" + (g =50) 4 (Fp = 70) + (Eg —20)" .
Interval prepiSeme pomoci piiristkd, které uréime z Lorentzovy transformace
i=yit-vxlc?y, F=px-v), =y, Z=z.
Pro interval tedy mame
AS? =—PATP + AP+ AP+ A7 =
AFE =2 [y(At - vAx/cz)T + [HAx—vAN] + Ay? + AZ2

Po roznasobeni se vyrazy umérmé Ax At vyrusi a zbude

2
A2 = — PP - S (A0 + (A0 + PR (A0 + Ay + A2
C

Nyni slouc¢ime Cleny s Ax a At k sobé:

2
A == P (=0 )Al + 7| 1= 5 A+ Ay Az
c

Vyuzijeme-li definici koeficientu % mame okamzité
AS? = A + A2+ A% A = As?.

Interval mezi obéma udélostmi je proto ve vSech soufadnicovych soustavach stejny.

Zadsni: Elektron je urychlen napétim U= 10°V. Urgete jeho rychlost z klasického
i relativistického vyrazu pro kinetickou energii a vysledky porovnejte.

0 v

ReSeni: Elektron v obou piipadech urychlenim ziska kinetickou energii
Wk = QU .
V klasickém ptipadé¢ je

2
Wk=1mu2 = o= P 20U o5
2 m m
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V relativistickém ptipade¢ je

2

mc

Wk=}/m0c2—m0c2 = v=c,|1- 20— = 0,9%c.
myc” + QU

Nerelativisticky vyraz tedy zjevné nemiizeme v tomto piipad¢ pouzit, vede k rychlostem
pohybu elektronu vysSim nez je rychlost svétla.

Zadani: Jak se zméni hmotnost Slunce za jeden rok diky jeho vyzafovani? Intenzita
sluneéniho zafeni nad atmosférou Zemd je I=1,4kW/m’ hmotnost Slunce je
2x10%° kg, vzdalenost Zemé od Slunce je d = 150x10° km.

Reseni: Hmotnost se zméni o
Am = AE/c* = PAt I¢* = 47d*] Atlc* ~ 10" kg.

Slunce pfichazi o zanedbatelny zlomek své celkové hmotnosti.

5. Dopplerav jev (na prednasce)

Zadani: Odvod'me nyni relativisticky Doppleriv jev pomoci transformace vlnového
ctytvektoru (w/c, k). Pozorovatel je v soustavé S, zdroj periodického signalu je
v soustavé oznacené vinkou. VInéni se §ifi do vSech smérd, nas zajima jen vinovy
vektor k, ktery mifi pravé k pozorovateli. Uhel mezi smérem pohybu zdroje vlnéni
a smérem k pozorovateli je oznafen o (musime rozliSovat o” v sosutavé zdroje a o
v soustave pozorovatele).

S
(04
U
S s
5 oo
/ x

V soustavé S spojené se zdrojem zéfeni je feSeni velmi jednoduché:

wlc W, /c w,/c
ke | |kcosay | | @glc-cosoy
k, | ksin o - w,/c-sinoy,

Nyni provedeme Lorentzovu transformaci do soustavy pozorovatele S (jde o inverzni
Lorentzovu transformaci):
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wlc y yB 0 0 w,/c
w,/c-coso yB v 0 0| |wy/c-cosa
w,/c-sina o 0 10 W, /c-singy,

0 s 0 0 01 0 s

Vzhledem k tomu, Ze nas zajiméd frekvence v misté pozorovatele, postaci nalézt jen
nulty fadek maticového nasobeni:

v
W= y(1+zcosa0ja)0 .

Tento vztah je znamy jako relativisticky Dopplertv jev. V limité nizkych rychlosti
(zanedbame cleny kvadratické a vy$si v v/c) je y— 1 a w= (1 + v/c cos x) . Pfi
vzdalovani zdroje je thel oy = 180° a frekvence w= (1 — v/c) w,, pti ptiblizovani zdroje
vinéni je op=0° a w= (1 + v/c) wy. Jde o znamé nerelativistické Dopplerovy vztahy.
Pti vyssich rychlostech jsou tyto vztahy modifikovany Lorentzovym faktorem y Jestlize
zdroj zafeni pozorovatele miji (ap==+90°) je @w= ywo. Kezméné frekvence tedy
dochdzi i v pfipadé, Ze se zdroj nevzdaluje ani nepfiblizuje. Tento jev se nazyva
transverzalni Doppleriv jev a jde o Cisté relativisticky jev, ktery nema v nerelativistické
fyzice obdoby. Je zplisoben zménou chodu ¢asu v pohybujici se soustavé (dilataci ¢asu).
Prostorové relace maticové transformace daji vztahy

wcosa = ywy(f+cosay),
wsina = W, sin &, .

Pokud obé€ rovnice vydélime, ziskame vztah mezi obéma uhly, ktery je nezdvisly na
frekvencich a zavisi jen na vzajemné rychlosti soustav:
sin o,

tgor=—-0
y B+ ycosa

Ze vztahu je ziejmé, Ze vinoplocha zménila smér a Ze tato zména zavisi jen na vzajemné
rychlosti soustav v. Relativisticky Dopplertv jev jsme na$im postupem odvodili jen pro
svétlo (@ = ck) a nikoli pro obecné vinéni latky.

6. Heavisideovo pole (na prednasce)

Zadani: Predstavme si, ze kolem nas prolétd konstantni rychlosti nabita ¢astice. Jaké
pole budeme, jakoZto pozorovatelé¢ vnimat?
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Refeni: VyuZijeme transformaci &tyfpotencialu pole (¢/c, A). V soustavé spojené s
nabojem je vektorovy potencial nulovy (neni zde pfitomno magnetické pole) a skalarni
potencial je ddn Coulombovym zakonem:

0

dreyi

¢ =

Provedeme inverzni Lorentzovu transformaci do soustavy S pozorovatele

glc y yB 0 0) (Q/(4reycF)
Al |y v 00 0
A4, o o 1ol o
4. ), 0 0 01 0

Po vynésobeni matic dostdvame pro potencidly v soustavé pozorovatele
_ 0
dre i

4 =189

Y Ameyor

Ay =0;
A, =0.
Ve vysledku jsme oznacili

Fei2+52+22 = Pa-on?+ 24z,

Je zfejmé, ze magnetické pole je jiz nenulové a elektrické pole je také modifikovano.
Novy tvar poli je

g o 00 94r_ 70 (x —vt)
X /2 °
dx  dt 471?5‘0[7/2()6—002+)/2+22J32
E :_a¢_aAy: yQy
Y9y ot 2 2, 2P
47Z'SO|:}/2(X—UZ‘) +y°+z }
04
E __a_¢_ zZ _ 7QZ

) dz ot 47t€0[7/2(x—vt)2+y2+22}3/2.

Magnetické pole urc¢ime jako rotaci vektorového potencialu:
_ 04, _ a4, _ 0
Y 9y oz ’

g A 94 B0 z
y 3/2°
dz dx 47[800[}/2(x—vt)2+y2+22}
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a4, d4, rpQy
B, = =~ 3 = + TR
X Y 47[800[72(x—vt)2+y2+22}

Diilezita je kolma a rovnobézna slozka elektrického pole, uré¢ime ji v mistech danych na
obrazku polohou pozorovatele Pj: a P

E, =.E2+E? = 0 :
+ g “le=ur 4re,, (y2 +22)
1 0
Ey=E|y=0

z=0 B 72 4”80(x—vt)2 .

Vidime, Ze elektrické pole je napii¢ pohybu natazeno faktorem ya ve sméru pohybu je
stlaceno faktorem 1/ 7/2 Pole se pohybuje spolu s ndbojem. Magnetické pole tvoii kruz-
nice kolem osy pohybu néboje a slabne se vzdalenosti od naboje. Pro nekone¢nou fadu
naboji bychom ziskali pole kolem vodice. Pole je pojmenovano podle anglického fyzi-
ka a matematika Olivera Heavisidea (1850—1925).

i
E B
v v
R ——

7. Letici kondenzator

Zadani: Rovinny deskovy kondenzator s homogennim elektrickym polem se pohybuje
vzhledem k pozorovateli rychlosti v ve sméru silokfivek pole. Urcete elektrické a mag-
netické pole, které bude pozorovatel pozorovat.

y Eq
S
—_ > U
s 3
—_—
ﬁj
S %

ReSeni: Zavedeme soufadnicovou soustavu S spojenou s kondenzatorem. Soustava
S bude spojena s pozorovatelem. V soustavé spojené s kondenzatorem jsou potencidly
pole trividlni. Elektrické pole musi byt zdporné vzatym gradientem skalarniho potenci-
alu, magnetické pole rotaci vektorového potencialu, odsud ur¢ime potencialy:

é:_Eof,
A4.=0,
4,=0,
A4.=0.
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Nyni provedeme inverzni Lorentzovu transformaci k soustavé spojené s pozorovatelem:

plc y yB 0 0)(—-EyXlc
Ay _ yB v 0 0 . 0
4, 0O 0 1 0 0
A, 0 0 01 0

S

Vysledné potencialy jsou:
p=—yEy%==y Es(x~v0),
_ YBE;x ¥} BEq (x—v1)

C C
4,=0,
4, =0.

4 =

X

Posledni ¢asti vypoctu je ureni novych elektrickych a magnetickych poli:

04
Ex=—a—¢— x:yzEO—yzﬁEovzyz(l—vz/cz)Eo = E,,
ox Ot c
A
E :_a_¢_a_y:()’
7 dy ot
04
E, _90 %y,
dz ot
04, 94,
*“ 9y 9z
04, 04, 0
Y7oz ax
04, 04,
B, =—2— =0.
Jox dy

Pohybuje-li se zdroj homogenniho elektrického pole ve sméru silo¢ar, pole se nezméni.
Toto tvrzeni ale neplati pro pohyb napfi¢ silokfivkam. V tomto pifipadé se meni
elektrické pole a generuje pole magnetické (Vyzkousejte!).

8. Inverzni matice k LT (prednaska)

Zadani: Naleznéte inverzni matici k matici Lorentzovy transformace.

ReSeni: V tomto ptipadé staci zaménit v — — v, takze je pak y > y; f—>— [ ain-
verzni matice ma tvar

y vB 0 0
A—1=7’ﬁ y 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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Transformacni rovnice ma tvar

Xo y vB 0 0)(x
|_| 7B v 0 0lxy
Xy 0 0 1 0f]|x
X3 0 0 0 1) {x;

Ovéite, ze plati

ATTA=AAT =1,

9. Uhel rotace, rapidita

Zadani: Naleznéte uhel rotace u Lorentzovy transformace.

Reseni: Postupujeme jako pii oby&ejné rotaci v prostoru, kdy se otoime o ur¢ity uhel
v rovin€ (x, y); soufadnice z se neméni. Tento obecny piipad lze popsat jako transfor-
maci

x") (cosp —sing 0)(x
¥ |=|sing cosp O]y
z 0 0 1)\ z
Transformacni matici pfi této rotaci je matice
cosep —sing 0
R=|sing cosp O],
0 0 1

jejiz determinant je det R = coszgo + sinzgo = 1. Jak je tomu u Lorentzovy transformace?
Z Lorentzovy transformacni matice se zd4, ze jde o rotaci v roviné (¢, x). Kdyby bylo
y=cos ¢, pak zdeterminantu Lorentzovy matice y*—y*f>=1 vychazi y*f*=y"—1 =
= cos’p —1, coz nedava sin’p. Tento problém fesi hyperbolické funkce ch a sh. Prove-
deme tedy substituci

y=chu.

Pak je 7/2 B 2 =ch?u—1=sh?u alze volit ¥ =shu . Lorentzova matice ziska tvar

chu —-shu 0 O
—shu chu 0 O
A= ,
0 0O 1 0
0 0 0 1

ktery je velice podobny rota¢ni transformacni matici, determinant je zjevné roven jedné.
Jde o rotaci v roviné (¢ ,x) o ryze imaginarni uhel u, ktery se nazyva rapidita. Hodnotu
rapidity snadno zjistime:
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thu:Sh—u:ﬁ:ﬂ:2 = u=arcth 2.
chu y c c

Rapidita je jednoduchou funkci vzajemné rychlosti obou soustav.

10. Parametry castice

Zadani: Elementarni ¢astice ma v soustavé pozorovatele hybnost 3,6x10 22 kgms™'
a celkovou energii 1,35x10 " J. Uréete klidovou hmotnost a rychlost &astice.

Reseni Napi$me si nejprve vztahy pro hybnost a energii

p= 7/m0U9
E=ym, .
2

v :%: 240x10°ms™! .

V dal$im kroku uré¢ime koeficient y a klidovou hmotnost (bud’ ze vztahu pro hybnost,
nebo ze vztahu pro energii):

y:;; my=-L-= ... =9,1x10" kg.
1-v%/c? yv

Klidova hmotnost elementarni ¢astice je rovna klidové hmotnosti elektronu.

11. Relativistické urychleni

Zadani: Reste nerelativisticky a relativisticky pohybovou rovnici pro naboj, ktery je
z nulové rychlosti urychlovan ve sméru elektrického pole.

ReSeni nerelativistické: Budeme integrovat Newtonovu pohybovou rovnici

OF 0

mi=QE = u(t)sx:?r =N x(t)=£t2.

Nerelativistické feSeni ma zjevné vady, napiiklad

lim v =00
t—>o0

Naboj v kone¢ném Case prekroci rychlost svétla a je urychlovan dal a dal.

Reseni relativistické: Budeme integrovat relativistickou pohybovou rovnici

i(mu)=QE S L Y S L, ¥
dt dt 1_02/02 /l—vz/cz

Vidime, Ze po prvni integraci jsme nedostali rychlost samotnou, ale vztah, ze kterého
teprve musime rychlost vypocitat:

i ?
I B BB
-0 /C
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Z tohoto vyrazu jiZ snadno ur¢ime hledanou rychlost

Et/imc
u(t) :cQ—O

Vyraz pro rychlost jiz neni tak jednoduchy, zato ale nediverguje,

limv=c.
t—oo

Chcete-li znat polohu nabité Castice, je tieba provést jesté jednu integraci.

12. Nepruina srazka

Zadani: Castice o klidové hmotnosti my se nepruzné srazi rychlosti 0,8 ¢ s nepohyb-
livou castici o stejné hmotnosti. Jaké bude rychlost spojenych Castic po srdzce? Jaka
bude jejich celkova hmotnost?

S(
S
upn =08 c
o————

Reseni: Laboratorni soustavu S spojime s &astici B, ktera je v klidu. Dale zavedeme
tézisfovou soustavu obou c&astic S’, ve které se symetricky pohybuji proti sobé&.
Rychlosti ¢astic v téchto soustavach budou:

u,=0,8c; up =0,
u,=-v ; up=+v.
Transformacni rovnice pro rychlost ¢astice B ndm dava:

u}gzﬂ = U:m = v=0,5c.
Uugv 0,8v
1-"87 1-—2Y
C C

Ob¢ castice se tedy v t€zisStove soustaveé pohybuji proti sob¢ rychlosti 0,5 c. Po srazce se
spojené Castice v t&€zisStove soustaveé nepohybuji. To znamena, ze z hlediska laboratorni
soustavy maji po srazce rychlost pravé 0,5 c. Zbyva jesté urcit jejich hmotnost. V t&zis-
tové soustavé maji ob¢ Castice stejnou pohybovou hmotnost. Po srdzce bude mit vysled-
na dvojice v tézistové soustave hmotnost:

2m=2 _ 2 _ A4
mT: m= }/m0= :_mo.

Ji-052 3
V tézist'ove soustave se po srazce Castice nepohybuji, proto jde o klidovou hmotnost
spojené ¢astice po srazce. Spojené ¢astice se po srazce pohybuji rychlosti 0,5 ¢ a maji
klidovou hmotnost 4m/ 3.
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5. KVANTOVA TEORIE

Zadani: Urcete, jaky proud by mél prochazet kovovym vldknem o priméru 0,1 mm,
které je umisténo ve vycerpané barice, aby se jeho teplota udrzela na konstantni hodnoté
2 500 K. Ptedpokladejte, ze vlakno vyzaiuje jako absolutné cerné téleso, tepelné ztraty
spojené s vedenim tepla zanedbejte. Rezistivita vodice je p =2,5x10* Q cm.

Reseni: Vzhledem k tomu, ze vlakno zaii jako absolutné Cerné té€leso, potom celkové
mnozstvi energie, které je vyzareno za jednu sekundu z jednoho metru ¢tvere¢niho plo-
chy, mtizeme urcit ze Stefanova-Boltzmannova zdkona

I=0T".
Celkové mnozstvi energie vyzatované plochou vodice S za 1 s tedy je
W=IS=0T"2zrl,

kde [/ je délka vodice. Aby teplota vlakna byla konstantni, je tfeba tuto vyzarenou
energii kompenzovat energii, ktera vznika pii priichodu elektrického proudu / vodi¢em
0 odporu R za sekundu, tedy

W =RI*.
Dostavame
RI* =oT*27r. (*)
Odpor vodice o poloméru 7 je
/
R=p—-+:r.
zr?

Dosazenim za R do rovnice (*) pro proud dostavame

I=7rT? /wr ~1,47 A.
D

Zadani: Jaka je povrchova teplota Slunce, budeme-li ptfedpokladat, ze Slunce zaii jako
absolutné cerné téleso a Ze maximum intenzity jeho zéfeni pti dané teploté pfipada na
vlnovou délku A, =5,1x10"" m? Uréete vykon, vyzafovany z 1 m* povrchu Slunce.

ReSeni: K uréeni teploty povrchu Slunce pouzijeme Wientiv zikon posuvu
A.T=b,

odkud dostavame
T=5700K.

Vykon vyzafovany z 1 m? plochy sluneéniho povrchu uréime s pouzitim Stefanova-
Boltzmannova zakona, do kterého dosadime pravé urc¢enou teplotu povrchu Slunce:

I=0T*=59x10" Wm™>.
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3. Fotoelektricky jev

Zadani: Elektromagnetické zafeni o vlnové délce 436 nm dopadé na povrch lithia, které
je umisténo ve vakuu. Je-li vystupni prace lithia W;=3,8x10" J, uréete maximalni
kinetickou energii emitovanych elektronti, jejich rychlost a maximalni vlnovou délku
zateni, které jesté bude elektrony z kovu emitovat.

Reseni: Z Einsteinovy rovnice pro fotoelektricky jev

1
h(l):VVi +5m02

ur¢ime maximalni kinetickou energii emitovanych elektronii
2rc _ _18
Wkin,max:ha)_VVi:hT_VVi—7X10 J.

Maximalni rychlost téchto elektronti bude

Vinova délka zareni, které jesté bude elektrony z povrchu kovu uvoliiovat, mize byt
uréena z podminky

ho=n2" —w
2

1

Pro tuto vlnovou délku dostavame A= 5,2x10" m. Je ziejmé, Ze emitovat elektrony
z lithia miiZze pouze elektromagnetické zafeni o vinové délce kratsi nez 5,210 m.,

4. Hmotové viny

Zadani: Urcete vinovou délku de Brogliovy viny elektronu, ktery byl urychlen priicho-
dem potencialnim rozdilem U = 100V.

ReSeni: Rychlost elektronu uréime z jeho kinetické energie

%mev2 =eU.

v= /2eU =5,9%10%m/s.
me

p=m.U= 5,4x107% kgms_l.

Dostavame

Hybnost elektronu tedy je

Vlnova délka de Brogliovy viny je

A= 1,2x107%m.
myU

Povsimnéte si, ze tato vinova délka je fadové stejné velka jako polomér vodikového
atomu.
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5. Bohriv model

Zadani: Urcete poloméry, rychlosti a energie moznych drah v Bohroveé modelu.

ReSeni: Bohrovu kvantovaci podminku budeme kombinovat s rovnosti mezi odstredi-
vou a coulombickou silou:

2rwh
2wy, = nl; A=——m
mu,
2 2
e _ my,
2
4reyr, 7,

Ob¢ rovnice jsou soustavou pro urCeni poloméri a rychlosti. Po snadném vypoctu
vyjde:

N
r, = > n;
mee
62
v, =—m.
4reyhn

Po dosazeni numerickych hodnot dostaneme pro n = 1 dostaneme
r =0,53x107""m.

Pro rychlost elektronu na této draze pak dostavame
v =2,18x10%ms ™.

Nakonec zbyva urcit energii:

2 4
2melh® |n

Zékladni stav atomu je charakterizovan hlavnim kvantovym ¢islem n =1. Po dosazeni
numerickych hodnot pro celkovou energii dostdvame

E =-2,17x107"%] =—-13,6¢eV.

6. Fraunhoferova cara

Zadani: Na zakladé¢ Bohrova modelu urcete vinovou délku elektromagnetického zareni
emitovaného vodikovym atomem pfi pfechodu elektronu z kvantové drahy n =4 na

kvantovou drahu n = 2. Rychlost svétla je ¢ = 3x10%ms™.

ReSeni: Frekvenci a nasledné i vlnovou délku emitovaného zafeni ur¢ime z energie
fotonu, ktery je vyzatren pii piechodu elektronu ze ¢tvrté kvantové drahy na druhou:

E,-E =hw.

Dosazenim za celkovou energii elektronu na n-té kvantové draze

37



m, e4 l
E, =- —3
327[80 n
obdrzime pro uhlovou frekvenci emitovaného zareni

m, et 1 1
ho=— T3\ Z 1)
32meyh m
Po ptevodu thlové frekvence na vinovou délku dostaneme vysledek

A=0,485x10"°m

Zateni o této vinové délce bylo pozorovano ve spektru Slunce (Fraunhofer, 1815) a pop-
sano jako Fraunhoferova ¢ara F.

7. Komutator |

Zadani: Urcete komutator operatoru derivace a operatoru nasobeni soufadnici.

Reseni: Mé&me na £2 dva operatory: f)=d/dx a X =x, uréeme jejich komutator
Y o R d
[D.X]|f)=(DX-XD)|[f)= (ax x—jf(X)— (x /()= xaf(X)=

=f@+xf()-xf()=f()=|f) =

[D,X]|f)=|f)= proV |f)e? =

~

[D,X] = 1.

8. Komutator Il

Zadani: Urcete komutéator ndsobeni druhou mocninou proménné a operatoru derivace.

ResSeni:



9. Operatorid/dx

Zadani: Dokazte, ze operator 1 d/dx je hermitovsky na prostoru redlnych cCisel.

< e < B S :
ReSeni: Ozna¢me operator B = 1d—. Dtkaz je pfimocary, s operaci budeme ,,putovat®
X

z jedné casti skalarniho soucinu do druhé.

. it * it * .partes
(Bf|g)= j[id%f(x)j gdr=-i [ LD g2
=—i[f*(x)g(x)}i+i_Lf*<x)d§§f)dx=_[of*<x)[i%}dﬁf|ég>.

Vyraz v hranaté zavorce je nulovy, nebot funkce z £2 (= oo, %) jsou integrovatelné
s kvadratem na (— oo, o) a proto musi byt

lim f(x)= lim g(x)=0 pron,geL2

X—>*oo X—>*oo

Samotny operator derivace D= d/dx hermitovsky neni, pfi provedeni integrace per

partes by se zaménilo znaménko a Df lg)=—(f]| ISg) .

10. Kone¢na jadma (nepovinné)

BéZnou aproximaci potencidlového minima je konecna jama. Jde o vyhodné piiblizeni
naptiklad pro interakce neutroni a protoni v atomovém jadie, i kdyz zde bychom
spravné méli fesit t¥irozmérnou koneénou jamu. Sitka jamy je v tomto piipadé ptiblizné
10"° m, coZ je zhruba dosah silné interakce. Narozdil od nekoneéné jamy nelze spekt-
rum energie urCit analyticky. Nastésti existuje jednoduchd geometrickd metoda, ktera
vede k nalezeni spektra. Budeme piedpokladat, ze jama je orientovana symetricky vici
pocatku souradnicového systému, coz nam usnadni zavérecny vypocet spektra. Vypocet
se opét rozpadne na tfi oblasti, ve kterych budeme postupovat obdobné jako u neko-
necné jamy. Prvni i druhd derivace vinové funkce musi byt na rozhrani spojita, jinak by
druha derivace ve Schrédingerové rovnici byla nepfipustnou distribuci.

V,E A
16 ..............

I II III

-L/2 0 L2 X
Budeme tedy fesit Schrodingerovu rovnici s potencidlem konecné jamy:

h22

dy 0; xe(-L/2,L/2),
L@y =Ey, V(x)={

2m dx Vo: x&(=L/2,L/2).
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V jednotlivych oblastech I, II a III je potencidl konstantni a feSeni je jednoduché.
V oblastech I a III je feSeni kombinaci rostouci a klesajici exponencialy, v dané oblasti
je vzdy jen jedna z téchto funkci integrovatelna s kvadratem a druhou je nutné vyloucit
(polozit konstantu u ni rovnou 0). V oblasti II je feSeni sloZzené z funkci kosinus a sinus:

l//I(x):Cehx; XEI, hzzw’
W (x)=Acoskx+ Bsinkx ; xell, &

k2 _2mE
WHI(X) = De_hx ) xe I , = hz :

Podminky spojitosti na levé a pravé stran¢ jamy vedou na rovnice

yu(=L/12)=y1(-L/2);
Yu(+L/2) =y (+L/2);
wi(=L/2) =y{(-L/2);
wi(+L/2) =y (+L/2).

Po dosazeni dostaneme vztahy mezi konstantami 4, B, C a D:

Acos(kL/2)— Bsin (kL/2) = Ce™"/%
Acos(kL/2)+ Bsin(kL/2)=De "2
+Ak sin (kL/2) + Bk cos (kL/2) = Che "2 ;
— Ak sin (kL/2)+ Bk cos (kL/2) = —Dhe "2 |

Nyni prvni dvojici rovnic secteme a odecteme. S druhou dvojici udélame totéz:

2Acos(kL/2)=(D+C)e "%,

2Bsin(kL/2)=(D-C) e 2.
2Bk cos(kL/2) = (C—D)he "2
2 Aksin (kL/2)=(C+ D)h o hLI2

Pokud je konstanta 4 rizné od nuly, mizeme provést vypocet z prvni a posledni rov-
nice, pokud je rtizné od nuly B, z druhé a tfeti rovnice:

A#£0 = ktg(kL/2)=h,
B#0 = kctg(kL/2)=—h.

Pokud by byly ob¢ konstanty nenulové, dostaneme se ihned do sporu. Pokud by byly
ob¢ konstanty nulové, mame jen nulové feSeni pro vlnovou funkci. V uvahu tedy pfi-
chézeji jen dvé moznosti

1. A#0, B=0. Podle Chyba! Nenalezen zdroj odkazii. jde o feSeni suda.
2. A=0, B#0. Podle Chyba! Nenalezen zdroj odkazi. jde o feseni licha.

V obou piipadech je uz snadné dopocitat z Chyba! Nenalezen zdroj odkazii. konstanty
C a D. Posledni konstantu A4 (v ptipadé 1), resp. B (v ptipad¢ 2), uréime z normovaci
podminky (w|w)=1. Nas ale spiSe zajima energetické spektrum c¢astice v konecné
jame. To je ur¢eno podminkami Chyba! Nenalezen zdroj odkazi., které predstavuji
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transcendentni rovnice. V proménnych k a 4 je totiz obsazena energie. Prvni podminka
je pro suda feseni, druhé pro lichd. Zaved'me nové proménné

E=kL/2, n=hL/2. (*)
Ob¢ proménné jsou bezrozmérné a spektralni podminky se zméni na

n=<,tgé; suda feSeni, (*%)
n=-C¢ctgé;  licha feSeni.

Oba vztahy (*), (**) mizeme snadno vykreslit do grafu vroviné (& 7), tj. na
vodorovnou osu budeme nandSet hodnoty &, na svislou osu hodnoty 5 vypoctené
z pravych stran relace. Pro nové proménné (¢, i) plati jedna zajimava vlastnost, ktera
plyne z definic (*):

= (K2 +hHIE mV, L

2
+
g 4 252

Nejde o nic jiného nez o rovnici kruznice s polomérem danym parametry jamy:

2
2=k, R= ML
2h

Praseciky této kruznice s kiivkami (**) daji grafické feSeni energetického spektra

n(E)
1

2 W
20
Wy,

L
& &
LUy S 3
U
/
/2 7T R E(E)

Na rozdil od nekonecné jamy Castice pronikd i do klasicky zakazanych oblasti, tj. do
oblasti x <—L/2 a do oblasti x>+L/2. Z nésledujiciho obrazku je patrné, ze hustota
pravdépodobnosti je v téchto zakdzanych oblastech nenulova. Vinové funkce se stiidaji
sudé a liché. Hustoty pravdépodobnosti jsou sudé funkce pro vSechny stavy. Stfedni
hodnota polohy ¢astice je proto 0, tedy uprostied jamy.




11. Periodicky potencial a pasové spektrum (nepovinné)

Velmi cCasty je také pohyb cCastic v nelokalizovaném potencialu, napiiklad v periodic-
kém potencialu krystalické mftize, ktery spliuje zékladni podminku

Vix+a)=V(x), (1)

kde a je perioda potencidlu. K pochopeni zakladnich vlastnosti periodického potencidlu
postaci tesit pfipad nekonecné posloupnosti stfidajicich se jam a bariér. Tento prab¢h
potencidlu se nazyva Kronigv-Penneytiv model. Poprvé ho pouzili némecko-americky
fyzik Ralph Kronig a anglicky matematik William Penney. Budeme pfedpokladat, Ze
vyska opakujicich se bariér je V), jejich Sitka L a periodicita a.

VEA a L

"

t
AN

0 a na—a na na+a

1/} n—1 1/)}’1

Kuvalitativni charakter spektra nezdvisi na Sifce jednotlivych bariér. Budeme je deformo-
vat tak, aby zlstala zachovana jejich plocha, tj. provedeme limitu L — 0, V) — oo, tak,
aby se soucin LV, neménil. Tim ziskdme potencial slozeny z nekone¢né tady Diraco-
vych impulzt a na kazdé bariéte postaci jedno jediné navazani vinové funkce. Budeme
tedy mit potencial
Nn=rco
V(x)=LV, Z o(x—na),

Nn=—oco
pro ktery snadno nalezneme feSeni na intervalu (na, na + a), kde je potencial nulovy:
v, (x) = A4, cos[k(x —na)]+ B, sin[k(x—na)];
W, (x) =—A,ksin[k(x —na)]+ B,k cos[k(x—na)]; ()
k=2mE/h*; n=0,£1,12...

Argument kmitavého feseni je vhodné posunut do lokalniho pocatku v misté kazdého
Diracova impulzu, takze sinus zac¢ina u kazdé jamy od nuly a kosinus od jednotky. Pti
navazovani vlnovych funkci vyuzijeme tfi podminky. Samotnd vlnova funkce bude
spojita, prvni derivace bude mit skok (jde o Diractiv impulz) a periodicita potencidlu
povede na periodicitu hustoty pravdépodobnosti. RozepiSme nyni tyto tfi podminky pro
navazani na n-tém Diracové impulzu (resp. na n-t¢ infinitezimalni bariéie):

1. spojitost vinové funkce

Na kazdé bariéfe musime predpokladat spojitost vinové funkce. Kdyby byla nespojita,
prvni derivace by dala distribuci a druha derivace obsazena ve Schrodingerové rovnici
by byla derivaci distribuce, kterou by nebylo mozné zadnym dalSim ¢lenem kompenzo-
vat. Musi tedy platit:
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Vi (na) =V (na) .
Odsud dostaneme prvni z vySe zminénych tfi podminek:

A,_; cos(ka)+ B,_; sin(ka) = A4,,. 3)

2. Skok v prvni derivaci

Napi$Sme Schrodingerovu rovnici v nasi situaci

72
——2 v +V(x)w=Ey.
m

Rovnici budeme integrovat v g-okoli n-tého Diracova impulzu:

hz na+¢& na+¢& na+é&
™ " (x)dx+ LV, .[ O(x—na)y(x)dx = I Ey(x)dx.
na—& na—& na—&

Prosttedni integral I1ze spocitat vzhledem k pfitomnosti Diracovy distribuce velmi snad-
no. V ostatnich provedeme limitni pfechod ¢ — 0. Integral na pravé stran¢ da diky spo-
jitosti y nulu a levy integral ptislusny skok:

2

h ,
_ g
2m gliri) [l// ]

na+é&
na—&

+LVyy,(na)=0,

odsud plyne podminka pro skok prvni derivace y na n-tém Diracové impulzu

2
[w, (na) -, (na)]+ LVyy,,(na)=0.

2m

Po dosazeni feseni (2) mame druhou podminku:

2mLV,
kh?

B, + A,_sin(ka)— B, _; cos(ka) = A4,. “)

3. Periodicita

Z periodicity potencialu (1) plyne periodicita hustoty pravdépodobnosti
wata)=wx); W)=y ().
Odsud je jasné, ze pro vlnovou funkci musi platit
vix+a)=e’y(x),
kde ¢ je n¢jaké tazové posunuti. Pro naSe konstanty potom plyne:
B, =ei¢Bn_1; 4, =’ A4, .

Nyni dosadime 4, | a B, z posledniho vztahu do podminek (3) a (4). Tim ziskame
soustavu rovnic pro neznamé konstanty 4, a B,:

coska —e'? , sin ka 4, 2mLV,
: i¢ =05 o=
sinka—&,  —(coska—e'?) kh

B}’l
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Nenulové feSeni ziskdme jen tehdy, pokud bude determinant soustavy nulovy, coz vede
na podminku:

i L
cos¢=coska+Asmka ; 4= aVy . (%)
ka K2

Pravé strana této podminky musi byt z intervalu <—1, 1>, jinak thel ¢ na levé stran¢
nelze nalézt a feSeni neexistuje. Vysledkem jsou pasy, ve kterych se castice pohybovat
mize, a zakdzané pasy, ve kterych feSeni neexistuje, tj. Castice s takovou energii se
v periodickém potencidlu nemiZe vyskytovat. Pfipomenime si, Ze vlnovy vektor k je
v podmince (5) provazan s energii podle vztahu (2), tj. plati k = 2mE/h2.

sin ka
coska+ A

ka

+1

ka

V grafu je vynesena prava strana podminky (5). Tam, kde je kfivka mimo
interval <—1,1>, feSeni neexistuje a na grafu je Sedou barvou oznacen zakazany pas.

~Mrvr

Zakézané pasy jsou typické v krystalovych mftizich, v polovodicich, ale tfeba i v perio-
dickych strukturdch motylich kiidel, kde zptisobuji zajimavé, jakoby nepfirozené barvy.
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