Teoreticka mechanika Integralni principy

Priklad 1: Brachystochrona y
Res$me nasledujici ulohu. Téleso ma klouzat po naklonéné roving
obecného tvaru mezi dvéma body A a B, které jsou v rizné vysce.
Ukolem je nalézt rovnici tvaru naklon&né roviny tak, aby se t&leso H
do bodu B dostalo za nejkratsi Cas.

Vypocet je obdobny pfedchozimu:
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Nyni je nutné nalézt kiivku y(x), pro kterou nabyva integral (1.1) svého minima — jde

o typickou ulohu varia¢niho poc¢tu. Nyni mame dostate¢né matematické znalosti na vyfeseni
ptikladu na brachystochronu z Givodu kapitoly 1.1.2. Ukolem bylo nalézt kiivku mezi dvéma
body, po které se téleso dostane za nejkratsi dobu samovolnym klouzanim z bodu A do bodu
B, jejichz vyskovy rozdil je H. Uloha vedla na hledani minima funkcionalu (1.1)
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Nezavislou proménnou v této uloze neni ¢as, ale prostorova soutadnice x. Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice proto budou mit tvar:
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Ptimé feSeni by bylo zna¢né nevyhodné. Pokud si povSimneme, ze nezavisla promeénna x neni
ve funkcionalu zastoupena, musi se zachovéavat ,,energie*
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Jde o prvni integral Eulerovych-Lagrangeovych rovnic a tedy o diferencialni rovnici prvniho
radu. PovSimnéte si, ze ,,energie” neni v tomto ptipad¢ rozdélitelna na , kinetickou* ¢ast
s derivacemi hledané funkce a ,,potencialni* bez derivaci. Po jednoduché pravé mame
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Vyraz umocnime na druhou
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Nejjednodussi integrace je parametricka, tj. substituce y' = tg ¢. Parametrické feSeni pro y
potom je

H—y:L2 = y:H—Kcoszw. (1.2)
I+tg” @
Zbyva nalézt feseni pro x z defini¢niho vztahu pro substituci, dy/de vyjadiime z (1.2):
dep dx cosg dx cosg
Separaci mame
dx = 2K cos? pdp
po integraci
x=Kop+K(sin2¢)/2+L (1.3)

Integracni konstanty K a L ve vztazich (1.2), (1.3) lze urcit z toho, Ze feSeni musi prochézet
body (0, H) a (/, 0). Pro nase ucely postaci jen obecné feseni, které je casti cykloidy:

x=Kp+K(sin2¢)/2+L;
y:H—Kcoszgo.

Priklad 2: Rovinné kyvadlo s vodorovné pohyblivym zavésem (sestaveni rovnic)

Vodorovné pohyblivy zavés miizeme re- /:\ y
alizovat napf. vozi¢kem na kolejnicce.
Systém ma dva stupné volnosti. Za zo-
becnéné souradnice zvolime vodorovnou
polohu x(¢) vozicku a thel ¢(¢) kyvadla.
Kartézské souradnice vozicku budeme
znacit indexem a a kartézské soutradnice
kyvadla indexem b. Dalsi postup je jiz
standardni:

x,&)=x() ; xp(t)=x(t)+Ising(t) ,

y,(t)=0 ; yp(t)=—Icose(t) ;
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Priklad 3: Pohyb hmotného bodu po kuzelové plose v gravitaénim poli (sestaveni rovnic)

Pohyb ma dva stupné volnosti. Za zobec-
néné soutfadnice budeme volit vzdalenost
¢astice od vrcholu kuzele » a polarni thel
@. Vyuzijeme tedy dvé ze sférickych
soufadnic, tfeti — odklon 6y od osy z je na
kuzelové plose konstantni. Plati

x(t)=r(t)cosp(t)sinb, ,

y(t)=r(t)sing(t)sin b, ,
z(t)=r(t)cosb, ;

T(r,i@) = %m(# +r?sin? 0y ) ;
V(r) = mgz = mgrcosb, ;

1 . .
L(r,r,@) = 5 m(f2 + 2 sin? 6y goz) —mgrcosty ;
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Povsimnéte si, Ze v rovnici pro 7 na pravé strané vystupuje soucet sily odstiedivé a piislusné
komponenty sily gravita¢ni. Rovnice pro uhel ¢ neni nic jin¢ho nez zékon zachovani
momentu hybnosti.



