Operace s polem — priklady

1. Gradient

Zadani: Nadmoiska vyska libovolného bodu na povrchu kopce je ddna formuli

h(x, y) = A exp [-(x/10)*~9(y/lp)*], kde A = 500 m, |y = 100 m. Nalezn&te smér nejvétsiho
stoupani do kopce (malé posunuti po povrchu kopce v tomto sméru vyvola nejvetsi prirastek
nadmoftské vysky) v bodé B =[-30, 10] m.
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ReSeni: Smér nejvétsiho stoupani vyjadiuje gradient skalarni funkce, kterou je popsana
povrchova plocha kopce. Plati

n = grad h = (h/ox, 8h/8y)=—2|—2Aexp[—(x/lo)2—9(y/|0)2}(x, 9y)~(-x, —9y)
0

Nepodstatné konstanty méni jen délku vektoru, nikoliv jeho smér, proto jsou v konecném
vysledku vynechany. V bod¢ B je tedy smér nejvétSiho stoupani urcen vektorem

n, ~ (+30,-90) ~ (+10, -30) ~ (+1, -3).
2. Divergence

Zadani: Naleznéte divergenci elektrického pole bodového naboje v celém prostoru (pro
bodovy néboj je r - 0, p — ).

Reseni: Elektrické pole v okoli bodového néboje je dano Coulombovym zdkonem
E = Q/(4neor’) m, kde r je vzdalenost daného mista od naboje, n je jednotkovy vektor n = (x/r,
y/r, z/r) mifici od naboje. Elektrické pole ma tedy slozky (k =Q/(4me))

Ex=k (x/r),
Ey = k (y/r3)>
E,=k /).

Pro vypocet divergence budeme potiebovat derivaci vzdalenosti podle jednotlivych
proménnych:

ar/ox = o(x* + y* + 29)"*1ox = x/r,
ar/ay = o0¢ +y2 + 29)/9y = yir,
ar/az = ox% +y* + 25 "/az = ur.

Divergence elektrického pole je, jak zndmo
div E = 0E,/ax + dE,/dy + 0E,/0z.

Derivace jednotlivych slozek je v tomto ptipadé optimalni fesit jako derivace podilu
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Divergence elektrického pole je tedy v celém prostoru nulova (nejsou v ném ziidla toku)
krom¢& mnoziny r = 0, ve které se toto ztidlo (zdroj pole — singularni hustota ndboje) nachazi.

3. Rotace

Zadani: Naleznéte rotaci magnetického pole v okoli vodice protékaného proudem. Vodi¢ je
nekonecné dlouhy a limitné tenky (R — 0, j —> o).

ReSeni: Magnetické pole v okoli nekoneéného tenkého vodice je ve valcovych soufadnicich
dano Ampérovym zdkonem: B = uol /(272r) 7, kde r je kolma vzdalenost dané¢ho mista od
vodice, osa Z mifi ve sméru vodice, 7je jednotkovy vektor te¢ny ke (kruhovym) siloCaram t =
(=y/r, x/r, 0). Magnetické pole ma tedy slozky (K = uol/(271)

By = k(—y/r?),
By = k(+x/r),
BZ = 0 .

Pro vypocet rotace budeme potiebovat derivaci vzdalenosti podle jednotlivych proménnych

ar/ox = a(x* + y*)"X/ax = x/r,
ar/ay = a(x* +y?)"lay = y/r.

Jednotlivé slozky vektoru rot B jsou
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Derivace jednotlivych slozek je v tomto ptipadé optimalni fesit jako derivace podilu
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Rotace magnetického pole je tedy v celém prostoru nulova (nejsou v ném viry) krome
mnoziny r =0, ve které¢ je centrum virti a sou¢asné zdroj magnetického pole - singularni
proudova hustota.

Poznamka: Ctenar si laskavé osvézi v paméti, Ze viry jsou v buiikach a v pfeneseném vyznamu téz
v pocitacich, vyfi létaji po lesich a nase vypocty se tykaji vird.

4. ABC toky

Zadani: Naleznéte rotaci a divergenci pole daného ptredpisem

V = (Acosy+Bsinz, Bcosz+Csinx, CcosX+ Asiny).

Reseni: div V = 0; rot V = V. Pole nema zdroje, ale je virové. Promyslete si jak takové pole
vypada (jeho rotace je rovna samotnému poli) a ovéite (Mathlab, Mathematica...). Mohou
takova pole existovat v ptirodé? Ano, jde o konfigurace, ve kterych se nabité ¢astice pohybuji
podél silokiivek magnetického pole. Proudova hustota je v tomto piipad€ rovnobézna

s magnetickym polem j // B. Z Maxwellovy rovnice rot H = j (magneticky problém bez
elektrickych poli) plyne rot H // B, tj. rotace B je imérna samotnému B. V matematice se
takova pole nazyvaji Beltramiho pole a maji Sroubovicovy (helikalni charakter). Vir takového
pole neni nikdy plosny.

5. Helicita
Zadani: Naleznéte helicitu ABC toku z pfedchoziho ptikladu.

Navod: Helicita je matematicka veli¢ina, kterou se testuje Sroubovitost pole. Je definovana
vztahem # =V -rotV

ReSeni: # = A> +B? +C2 +2ABcos ysin z+2BC cos zsin X+ 2AC cos Xsin Y



	Operace s polem – příklady
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	Zadání: Nadmořská výška libovolného bodu na povrchu kopce je dána formulí 
	h(x, y) = A exp [−(x/l0)2−9(y/l0)2], kde A = 500 m, l0 = 100 m. Nalezněte směr největšího stoupání do kopce (malé posunutí po povrchu kopce v tomto směru vyvolá největší přírůstek nadmořské výšky) v bodě B = [–30, 10] m.
	Řešení: Směr největšího stoupání vyjadřuje gradient skalární funkce, kterou je popsána povrchová plocha kopce. Platí
	Nepodstatné konstanty mění jen délku vektoru, nikoliv jeho směr, proto jsou v konečném výsledku vynechány. V bodě B je tedy směr největšího stoupání určen vektorem
	( (+30, –90) ( (+10, –30) ( (+1, –3).
	2. Divergence

	Zadání: Nalezněte divergenci elektrického pole bodového náboje v celém prostoru (pro bodový náboj je r  0,  ).
	Řešení: Elektrické pole v okolí bodového náboje je dáno Coulombovým zákonem E = Q/(40r2) n, kde r je vzdálenost daného místa od náboje, n je jednotkový vektor n = (x/r, y/r, z/r) mířící od náboje. Elektrické pole má tedy složky (k =Q/(40))
	Ex = kx/r3),
	Ey = ky/r3),
	Ez = kz/r3).
	Pro výpočet divergence budeme potřebovat derivaci vzdálenosti podle jednotlivých proměnných:
	r/x = (x2 + y2 + z2)1/2/x = x/r, r/y = (x2 + y2 + z2)1/2/y = y/r, r/z = (x2 + y2 + z2)1/2/z = z/r. 
	Divergence elektrického pole je, jak známo
	div E = Ex/x + Ey/y + Ez/z.
	Derivace jednotlivých složek je v tomto případě optimální řešit jako derivace podílu
	.
	Podobně bude
	 a ,  
	takže pro divergenci máme
	.
	Divergence elektrického pole je tedy v celém prostoru nulová (nejsou v něm zřídla toku) kromě množiny r = 0, ve které se toto zřídlo (zdroj pole – singulární hustota náboje) nachází.
	3. Rotace

	Zadání: Nalezněte rotaci magnetického pole v okolí vodiče protékaného proudem. Vodič je nekonečně dlouhý a limitně tenký (R  0, j ). 
	Řešení: Magnetické pole v okolí nekonečného tenkého vodiče je ve válcových souřadnicích dáno Ampérovým zákonem: B = 0I /(2r) , kde r je kolmá vzdálenost daného místa od vodiče, osa z míří ve směru vodiče, je jednotkový vektor tečný ke (kruhovým) siločarám  = (–y/r, x/r, 0). Magnetické pole má tedy složky (k = 0I/(2)
	Bx = k–y/r2),
	By = kx/r2),
	Bz = 0 .
	Pro výpočet rotace budeme potřebovat derivaci vzdálenosti podle jednotlivých proměnných
	r/x = (x2 + y2)1/2/x = x/r, r/y = (x2 + y2)1/2/y = y/r.
	Jednotlivé složky vektoru  jsou
	.
	Derivace jednotlivých složek je v tomto případě optimální řešit jako derivace podílu
	a podobně bude , takže poslední složka vektoru  je
	Rotace magnetického pole je tedy v celém prostoru nulová (nejsou v něm víry) kromě množiny , ve které je centrum vírů a současně zdroj magnetického pole - singulární proudová hustota. 
	Poznámka: Čtenář si laskavě osvěží v paměti, že viry jsou v buňkách a v přeneseném významu též v počítačích, výři létají po lesích a naše výpočty se týkají vírů.
	4. ABC toky

	Zadání: Nalezněte rotaci a divergenci pole daného předpisem
	Řešení: div V = 0; rot V = V. Pole nemá zdroje, ale je vírové. Promyslete si jak takové pole vypadá (jeho rotace je rovna samotnému poli) a ověřte (Mathlab, Mathematica...). Mohou taková pole existovat v přírodě? Ano, jde o konfigurace, ve kterých se nabité částice pohybují podél silokřivek magnetického pole. Proudová hustota je v tomto případě rovnoběžná s magnetickým polem j // B. Z Maxwellovy rovnice rot H = j (magnetický problém bez elektrických polí) plyne rot H // B, tj. rotace B je úměrná samotnému B. V matematice se taková pole nazývají Beltramiho pole a mají šroubovicový (helikální charakter). Vír takového pole není nikdy plošný.
	5. Helicita

	Zadání: Nalezněte helicitu ABC toku z předchozího příkladu.
	Návod: Helicita je matematická veličina, kterou se testuje šroubovitost pole. Je definována vztahem 
	Řešení: 
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	Elektromagnetické vlny – příklady 
	1. Vlnová rovnice

	Zadání: Ukažte, že z Maxwellových rovnic ve vakuu plyne vlnová rovnice pro elektrické i magnetické pole. 
	Návod: použijte vektorovou identitu rot rot K = grad div K −ΔK.
	Řešení: Vyjdeme z Maxwellových rovnic ve vakuu
	Budeme se snažit vyloučit z rovnic elektrické pole, proto provedeme rotaci na třetí rovnici
	Za div B dosadíme z druhé Maxwellovy rovnice, za rot E z poslední a získáme vlnovou rovnici pro magnetické pole:
	. 
	Zcela obdobně bychom získali vlnovou rovnici pro elektrické pole (rotací poslední rovnice). Provedeme-li ve vlnové rovnici Fourierovu transformaci získáme disperzní relaci
	. 
	Tuto disperzní relaci bychom získali i okamžitým použitím Fourierovy transformace na .
	2. Vlny v anizotropním prostředí

	Zadání: Řešte pomocí Fourierovy transformace Maxwellových rovnic konfiguraci polí v elektromagnetické vlně v elektricky anisotropním prostředí. V jakém směru míří fázová rychlost a v jakém směru míří grupová rychlost? 
	Předpoklady: V anizotropním prostředí nemusí vektory E a D mířit ve stejném směru. Připomeňme si, že D = 0E + P. Vektor elektrické polarizace P je objemová hustota dipólových momentů, které vyvolá pole E. Ty ale mohou sledovat například krystalografické roviny a ne pole E. Výsledkem je, že pole E a D mají různý směr. Stejně tak může u magneticky aktivních materiálů docházet k magnetizaci prostředí a vektor H = B/0 − M (kde M je tzv. magnetizace) nemusí mířit ve stejném směru jako B. Budeme předpokládat anizotropii elektrických vlastností, tj. elektrické vektory D a E nejsou rovnoběžné. 
	Řešení: V Maxwellových rovnicích položíme j = 0,  = 0. Vzhledem k anizotropii musíme v rovnicích ponechat oba elektrické vektory. Provedeme Fourierovu transformaci Maxwellových rovnic: 
	div D = 0,
	
	kD = 0
	
	D  k
	div B = 0,
	
	kB = 0
	
	B  k
	rot H = D/t,
	
	k×H = – D
	
	D  k, H
	rot E = – B/t
	
	k×E = B
	
	B  k, E
	Fázová rychlost míří ve směru vlnového vektoru k, grupová rychlost ve směru šíření energie, tj. ve směru Poytingova vektoru E×H. Poměry v elektromagnetické vlně v elektricky anizotropním prostředí jsou  vystiženy v obrázku.
	3. Vlny ve vodiči

	Zadání: Nalezněme vlnovou rovnici pro elektromagnetickou vlnu šířící se v kovu.
	Řešení: V Maxwellových rovnicích dosadíme za proudovou hustotu j = σE
	Aplikujme operaci divergence na třetí a za div D dosaďme z první rovnice
	Prostorová hustota náboje ve vodiči exponenciálně vymizí a nemusíme ji proto uvažovat. Za výchozí sadu Maxwellových rovnic pro vlny ve vodiči můžeme použít
	Nyní provedeme Fourierovu transformaci a poté vyloučíme jedno z polí (například elektrické) a získáme disperzní relaci ve tvaru
	Je-li vodivost nulová (σ = 0), přejde tato disperzní relace ve známou disperzní relaci vln v nevodivém prostředí. Ve vodiči je disperzní relace komplexní, což obecně znamená útlum.
	Útlum v prostoru: Hledejme nejprve prostorový útlum (řešení v k):
	Vzhledem k vysoké vodivosti kovů jsme první člen na pravé straně zanedbali. Tento výraz již snadno odmocníme. Nezapomeňte, že i1/2 = (1+i)/21/2. Proto 
	Reálná i imaginární část vlnového vektoru je stejně veliká (to je pro kovy typické). V prostoru tedy bude mít vlna charakter exp[ik1x − k2x]. Vlna je tlumená s charakteristickou vzdáleností útlumu
	Tuto vzdálenost (do které vlna pronikne) nazýváme skinová hloubka. 
	Útlum v čase: Hledejme nyní útlum v čase (řešení v ω). Disperzní relace je kvadratická rovnice pro ω s řešením
	Uvědomíme-li si, že v diskriminantu je vodivostní člen dominantní (kov), zbývá jediné nenulové řešení
	Řešení ve frekvenci je ryze imaginární
	a má charakter útlumu
	s charakteristickou dobou útlumu
	Povšimněte si, že při důsledném dodržení znaménkové konvence (u prostoru +, u času −) ve vlnění typu exp[i (k·x − ωt)] vyšel útlum v čase i v prostoru.
	4. Grupová rychlost při disperzi

	Zadání: Vyjádřete grupovou rychlost za pomoci indexu lomu, který je frekvenčně závislý.
	Řešení: V prostředí s disperzí závisí index lomu na frekvenci vlnění
	. 
	Získaný vztah budeme diferencovat
	Z posledního vztahu snadno určíme grupovou rychlost
	. 
	Vidíme, že grupová rychlost je malá v prostředích s velkým indexem lomu nebo s velkou disperzí (vysokou hodnotou dn/dω). Nejvyšší index lomu má diamant (cca 2,5) a grupová rychlost světla v něm jen 120 000 km/s. Existují ale i uměle připravená prostředí s vysokou disperzní, v nichž má rychlost šíření světla pouhou rychlost chodce. V roce 2000 se dokonce ve speciálně připraveném prostředí podařilo světlo zastavit.
	5. Pole ve slunečním světle

	Zadání: Sluneční záření má v okolí Země intenzitu I = 1.4 kW/m2. Nalezněte průměrnou hodnotu intenzity elektrického a indukce magnetického pole v slunečním záření v místě, kde se nachází Země. 
	Řešení: Intenzita dopadající energie je dána velikostí Poyntingova vektoru: IZ = | S | = EH. Poměr elektrické intenzity a magnetické indukce v elektromagnetické vlně je E/B = c. Tyto dva vztahy můžeme chápat jako soustavu dvou rovnic pro elektrické a magnetické pole: 
	Vynásobením a vydělením obou rovnic dostaneme řešení: 
	Výsledek: E = 726 V/m, B = 2.4×10(6 T. 
	Poznámka: Pole 726 V/m se na první pohled zdá být enormní. Musíme si však uvědomit, že rozdíl potenciálů 726 V je měřen na vzdálenosti 1 m. Skutečné emisní akty však tvají krátkou dobu a pozorované světlo se skládá z úseků rozměrů několikanásobku vlnové délky. Na této vzdálenosti je již rozdíl potenciálů malý.
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	Relativita – příklady 7
	1. Lorentzova transformace

	Zadání: Odvoďte z principu relativity a z principu konstantní rychlosti světla Lorentzovu transformaci. 
	Řešení: Má-li platit princip relativity (ve všech inerciálních souřadnicových soustavách dopadnou mechanické a elektromagnetické děje stejně) a princip konstantní rychlosti světla, musíme připustit, že časové a prostorové souřadnice se transformují od soustavy k soustavě. Uvažujme obecnou lineární transformaci
	, 
	a inverzní transformaci
	Pro pomalé rychlosti by měla tato transformace přejít v Galileovu transformaci
	, 
	Toho můžeme využít u prostorových závislostí a hledanou transformaci upravit do tvaru
	, 
	Pro malé rychlosti musí γ(1, A1, A5 (1 a A2, A8 ( 0. Namísto osmi hledáme již jen pět koeficientů. Pokud blikne v okamžiku, kdy se soustavy míjejí, v počátku obou soustav baterka, uvidí z obou soustav pozorovatelé kulové vlnoplochy a pro šíření ve směru x bude platit x = ct, respektive x' = ct'. Vztahy dosadíme do všech rovnic: 
	, 
	Vynásobením  a  máme relaci
	, 
	ze které snadno určíme
	Transformace ,  a ,  musí být navzájem inverzní, odsud plyne
	Z členu c12 určíme konstantu A5 a z členu c22 A6:
	Ze symetrie mezi přímou a inverzní transformací (v ( – v,  t ( t',  x ( x') pak plyne
	. 
	Výsledná transformace tedy je
	Inverzní transformace má tvar:
	2. Transformace rychlostí

	Zadání: . Z Lorentzovy transformace nalezněte  vztah pro skládání rychlostí.
	Řešení: Rychlost částice v soustavě je dána vztahem
	.
	Čitatele i jmenovatele nalezneme diferencováním přímé Lorentzovy transformace :
	Výsledný vztah je relativistické skládání rychlostí. Uveďme přímý i inverzní vztah:
	3. Částice s malou rychlostí

	Zadání: V soustavě S nalezněte rychlost částice pohybující se malou rychlostí v soustavě . Vzájemná rychlost soustav je ve srovnání s rychlostí světla nízká (předpokládejte ) a pohyb ve směru ve směru vzájemné rychlosti obou soustav.
	Řešení: 
	Pro pomalé rychlosti platí Galileovo skládání rychlostí.
	4. Částice s rychlostí světla

	Zadání: Předpokládejte, že se částice z předchozího příkladu pohybuje rychlostí světla (). Nalezněte výslednou rychlost částice. 
	Řešení:
	Částice, pohybující se v jedné soustavě rychlostí světla, se i z hlediska libovolné další soustavy pohybuje rychlostí světla. Takto se v Lorentzově transformaci odráží princip konstantní rychlosti světla.
	5. Jak dopadne c+c?

	Zadání: Předpokládejte, že se částice pohybuje rychlostí světla () a že vzájemná rychlost obou soustav je také rovna rychlosti světla ( ve skutečnosti by tento limitní případ pro materiální souřadnicové soustavy nebylo možné realizovat). Nalezněte výslednou rychlost částice.
	Řešení:
	Výsledná rychlost je opět rovna rychlosti světla, kterou nelze překročit při pohybu materiálních objektů, které jsou schopny přenést informaci.
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