Priklad 6: Bariéra a tunelovy jev

Predpokladejme, ze Castice o hmotnosti m a energii £ dopada zleva na potencialovou
bariéru (viz obrazek) o vySce V. Energie Castice je mensi nez vyska potencidlové
bariéry, takZe by castice v klasickém pfipadé bariérou nemohla prolétnout, protoze ne-
ma dosti velkou energii na to, aby se ,,pfehoupla“ pres bariéru. V kvantové mechanice
to mozné je. Pribéh potencidlu ma jednoduchy tvar
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rozdélime, tak jako v pfedchozich piipadech, do tfi oblasti, ve kterych ma potencial
jednu konkrétni konstantni hodnotu. Na bariéte se pro letici ¢astici jiz feSeni nerozdéli
na sadu sudych a lichych feSeni (tak jak tomu bylo v symetrické jame), a tak ztraci
smysl psat feSeni jako superpozici lichého sinu a sudého kosinu a udrzovat pocatek
soufadnic uprostied bariéry. Namisto toho vyuzijeme superpozici kmitavych exponen-
cidlnich funkei, se kterymi se v obecném pripad¢€ 1épe zachazi (napiiklad je jednodussi
jejich derivace). Reseni Schrodingerovy rovnice v jednotlivych oblastech bude mit tvar:
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Vzhledem k pravdépodobnostnimu charakteru kvantové mechaniky musime pokus
mnohokrat opakovat, coz znamena, ze mame piipraveno velké mnozstvi ¢astic ve stej-
ném stavu (se stejnou energii a hybnosti), které¢ opakované posilame zleva na bariéru.
VInova funkce w(x) ma vyznam amplitudy pravdépodobnosti vyskytu Castic a jeji kva-
drat w(x) = y*yw ma vyznam hustoty pravdépodobnosti vyskytu &astic. V klasické teorii
vInéni maji rovinné viny $itici se ve sméru (+) a proti sméru (-) osy x tvar

¢+ (t, x) — Ael[kx—wt] ;
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Odsud snadno nahlédneme, ze feSeni v oblastech I a III je superpozici vin Sificich se
doprava a doleva. Vzhledem k tomu, Ze zprava na bariéru zadné Castice nepfichdzeji,
musi platit

By =0. (5)

V levé casti (pred bariérou) superpozice zlstane. Vlna §ifici se doprava koresponduje
s Casticemi, které posilame na bariéru, vina $itici se doleva je zptisobena ¢asticemi od-
razenymi od bariéry. Podminky spojitosti vinové funkce a jeji prvni derivace na levé
a pravé strané bariéry vedou na rovnice
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Pribéh potencialu (nalevo) a pravdépodobnost vyskytu (napravo) ¢astice letici na
jednorozmérnou pravouhlou potencidlovou bariéru.

Vzhledem k tomu, ze mame 4 podminky pro pét konstant, je vSe v poradku a jedna
konstanta zlistava volna pro normovani nalezené vlnové funkce. Jinou moznosti je vzit
nenormovanou vinovou funkci a amplitudu dopadajicich vin volit rovnou

Ap=1. (8)

V tomto pfipadé budeme mit mimofadné jednoduchy vypocet koeficientu propustnosti
bariérou. Ten je definovan jako podil poctu proslych ¢astic ku podilu poctu dopadlych
¢astic a vypocteme ho jako podil hustot pravdépodobnosti proslé a dopadajici viny:
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Soustavu (7) prepiSeme do maticové podoby, volba 4;=1 da vzniknout pravé strané
soustavy:
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Vzhledem k tomu, Ze chceme urcit koeficienty propustnosti bariéry, staci urcit jen kon-
stantu Ay a ostatni eliminovat. Matici miiZeme pievést na trojuhelnikovou matici nebo

pouzit metodu subdeterminantti, metodu inverzni matice atd. Vypocet je jiz pfimocary.
Vysledek je:

| 2 T:%. (12)
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Koeficient odrazivosti R miizeme snadno uréit ze zdkona zachovani poétu ¢astic:
| 2 R+T=1. (13)

Kvantova teorie pfipousti pruchod ¢astice bariérou i v pfipad¢, ze castice ma niz$i ener-
gii, nez je hodnota potencialu na vrcholu bariéry. Je to dano nekomutativnosti potenci-
alni a kinetické energie. Z Heisenbergovych relaci neuréitosti potom plyne, Ze ob¢& hod-
noty nemizeme soucasné piesné méfit. NeurCitost kinetické a potencidlni energie
umozni tu a tam prichod ¢astice bariérou. Tomuto jevu fikame tunelovy jev. Pravdépo-
dobnost jevu exponencialn€ klesa s tloustkou bariéry. Typickym piikladem mohou byt
dveé oblasti kovu oddélené tenkym izolantem, ptes ktery mohou tunelovat elektrony.
Dalsim piikladem jsou alfa ¢astice tunelujici z atomového jadra pies Coulombovu bari-
éru pii radioaktivnim alfa rozpadu. Na tunelovém jevu je zalozena tunelova dioda,
rastrovaci tunelovy mikroskop a dalsi zafizeni.



Priklad 7: Periodicky potencial a pasové spektrum

Velmi casty je také pohyb castic v nelokalizovaném potencialu, naptiklad v periodic-
kém potencialu krystalické mfize, ktery spliuje zakladni podminku

Vix+a)=V(x), (14)

kde a je perioda potencialu. K pochopeni zakladnich vlastnosti periodického potencialu
postaci fesit ptipad nekonecné posloupnosti stiidajicich se jam a bariér. Tento prib&h
potencialu se nazyva Kronigv-Penneytiv model. Poprvé ho pouzili némecko-americky
fyzik Ralph Kronig a anglicky matematik William Penney. Budeme ptedpokladat, ze
vyska opakujicich se bariér je V), jejich Sitka L a periodicita a.
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Kronigliv-Penneylv model krystalu s periodickym potencialem.

Kronigtv-Penneytiv model

Kvalitativni charakter spektra nezavisi na $itce jednotlivych bariér. Budeme je deformo-
vat tak, aby zlstala zachovana jejich plocha, tj. provedeme limitu L — 0, Vj — oo, tak,
aby se soucin LV, neménil. Tim ziskdme potenciél sloZzeny z nekone¢né fady Diraco-

vych impulzt a na kazdé bariéfe postaci jedno jediné navazani vinové funkce. Budeme
tedy mit potencial
n=+oo

V(x)=LVy > &(x—na), (15)

n=—oo
pro ktery snadno nalezneme feSeni na intervalu (na—a, na), kde je potencial nulovy:
v, (x) = A4, cos[k(x—na)]+ B, sin[k(x —na)];
v, (x) = —A,ksin[k(x —na)]+ B,k cos[k(x —na)]; (16)

k=2mE/R>; n=0,+1,42...

Argument kmitavého feSeni je vzdy posunut do lokalniho pocatku v misté kazdého
Diracova impulzu, takZe sinus zacina u kazdé bariéry od nuly a kosinus od jednotky. Pti
navazovani vlnovych funkci vyuZzijeme tfi podminky. Samotnad vlnova funkce bude
spojita, prvni derivace bude mit skok (jde o Diraciiv impulz) a periodicita potencidlu
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povede na periodicitu hustoty pravdépodobnosti. RozepiSme nyni tyto tfi podminky pro
navazani na n-tém Diracové impulzu (resp. na n-té infinitezimalni bariéfe):
1. spojitost vinové funkce
Na kazdé bariétfe musime predpokladat spojitost vinové funkce. Kdyby byla nespojita,
prvni derivace by dala distribuci a druha derivace obsazena ve Schrédingerové rovnici
by byla derivaci distribuce, kterou by nebylo mozné zadnym dal§im ¢lenem kompenzo-
vat. Musi tedy platit:

W (10) = 1 (na). (17)
Odsud dostaneme prvni z vy$e zminénych tfi podminek:

| 4 A4, = A4, cos(ka) — B, sin(ka) . (18)

2. Skok v prvni derivaci
Napisme Schrodingerovu rovnici v nasi situaci

o,
2V +V(x)y =Ey. (19)

Rovnici budeme integrovat v g-okoli n-tého Diracova impulzu:

2 na+e na+g na+e¢

_;’_m J' w"(x)dx + j o(x—na)y(x)dx = j Ey(x)dx.

Prostiedni integral 1ze spocitat vzhledem k piitomnosti Diracovy distribuce velmi snad-
no. V ostatnich provedeme limitni pfechod ¢ — 0. Integral na pravé stran¢ da diky spo-
jitosti y nulu a levy integral ptislusny skok:

—— lim [1//’]””+g +y,(na)=0,

na—¢&

odsud plyne podminka pro skok prvni derivace y na n-tém Diracové impulzu

2

—j—[w,;ﬂ (na) — 7} (na)] + vy (na) = 0. (20)
m

Po dosazeni feseni (16) mame druhou podminku:
2mlL

v
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3. Periodicita
Z periodicity potencialu (14) plyne periodicita hustoty pravdépodobnosti

wxta)=wx);  w@) =y (Ow). (22)
Odsud je jasné, Ze pro vlnovou funkci musi platit
wx+a)=e?y(x), (23)

kde ¢ je n&jaké fazové posunuti. Pro nase konstanty potom plyne:



> B, = i B, ; Ay = ei¢ A, . (24)

Nyni dosadime (24) do podminek (18) a (21). Tim ziskame soustavu rovnic pro
nezndmé konstanty 4, a B,

¢’ coska—1, —e'?sinka ](Anj 2mLVy,

kh?

=0; 55 . (25)

elf sinka-¢&, e'? coska—1)\ Bn

Nenulové feseni ziskame jen tehdy, pokud bude determinant soustavy nulovy, coz vede
na podminku:

i LaV/
| 4 cos¢:coska+ASIZka; Azm a4 0. (26)
a
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Prava strana této podminky musi byt z intervalu <1, 1>, jinak uhel ¢ na levé strané
nelze nalézt a feSeni neexistuje. Vysledkem jsou pasy, ve kterych se ¢astice pohybovat
mize, a zakdzané pasy, ve kterych feSeni neexistuje, tj. Castice s takovou energii se
v periodickém potencidlu nemtize vyskytovat. Pfipomenime si, ze vlnovy vektor k je
v podmince (26) provazan s energii podle vztahu (16), tj. plati k£ = 2mE/A2.
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V grafu je vynesena prava strana podminky (26). Tam, kde je kfivka mimo
interval <—1,1>, feSeni neexistuje a na grafu je Sedou barvou oznacen zakdzany pas.

Zakézané pasy jsou typické v krystalovych mftizich, v polovodicich, ale tfeba i v perio-
dickych strukturach motylich kiidel, kde zpisobuji zajimavé, jakoby nepfirozené barvy.
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