Ptiklad 1: Komutac¢ni relace [d/dx, X]

M¢jme na £2 dva operatory: D=d/dx a X:x,napfiklad na prvek |x5 > pusobi takto
6|x5>=ix5=5x4, k|x5>:x-x5=x6.
dx
Urceme jejich komutator
P o URA d d d d
D.X]|f>=(DX-XD)[f>=| —x—-x— |f(x)=—(xf(x))—x— f(x) =
[D.X]] ( ) | [dx dxjf() dx( ) dxf()

=f@+xf' () -xf(x)=f(x)=/f> =
[D,X]|f>=[f>= proV [f>e’ =
[D,X] = 1.

Podobné muzeme urcovat i dalsi komutacni relace.

Priklad 2: Operator B =id/dx

Ukazeme, Ze operator B=id/dx na prostoru £2 (— o0, ) je hermitovsky:

0

<Big>= j[idixf(x)] g -

24 * p.partes
- J.—];:x)g(x)dx

:-i[f"(x)g(x)}:+i If*(x)%dx:

J.f*(x)(imjdx=<f|ég>.
dx

-0
Vyraz v hranaté zavorce je nulovy, nebot funkce z £2 (— o, ) jsou integrovatelné

s kvadratem na (— oo, o), a proto musi platit

lim f(x)= lim g(x)=0 proV f,ge’.
x—tow

x—>to0

Samotny operator derivace D = d/dx hermitovsky neni, pfi provedeni integrace per
partes by se zaménilo znaménko a platilo by



<I5f|g>z—<f|l5g>.

D
Priklad 3: Nekonecna jama
Predpokladejme pohyb ¢astice v potencialu nekoneéné pravothlé jamy
0; xe(0,L),
V=3 M
w; x¢(0,1).

Jde samozrejmé o fyzikalni idealizaci, kterou ve skutecné piirodé nenajdeme. Potencial
rozdé¢lime na tfi oblasti podle obrazku:

V,E A A

Nekonecnd pravouhla jama.

V oblastech I a III je potencial nekoneény a jedinym moznym feSenim bezcasové
Schrodingerovy rovnice je = 0. Z fyzikalniho hlediska to znamena, Ze pravdépodob-
nost vyskytu ¢astice mimo jamu je nulova. Kdyby byla jama kone¢na (tj. kone¢ny po-
tencial vné jamy), byla by vilnova funkce w v tésné blizkosti hranice jamy nenulova.
Castice by méla sice malou, ale nenulovou pravdépodobnost existence i za hranici jamy.
V oblasti I ma Schrédingerova rovnice tvar

n? dzl/l

T = EV @)

ktery lze upravit na standardni rovnici kmiti v proménné x
— +ky =0; ===, (€)

jejiz fesenti je
v =Asinkx+ B coskx. 4

Vlnova funkce musi byt spojita na obou hranicich jamy, jinak by prvni derivace vinové
funkce byla derivaci skoku, tj. distribuci, a druha derivace by se dokonce chovala jako
derivace distribuce, coz odporuje pivodni rovnici (2). Proto musi platit okrajové
podminky y(0) =0, w(L) = 0, ze kterych plyne



B=0; k=n%; n=1,2,3... (5)

Kvantovani je pravé disledkem aplikace okrajové podminky. Hodnota %, ve které je
podle vztahu (3) ,,zakuklena“ energie, nemtze nabyvat libovolnych hodnot. Podminka
(5) tedy neni nic jiného nez kvantovaci podminka pro energii:
2;2
_Z h2 nz; n=123... (6)
2mL

> E

n

Zakladni hladina energie je, podobn¢ jako u harmonického oscilatoru, nenulova. Dvo-
dem jsou opét Heisenbergovy relace neurcitosti — ¢astice pohybujici se v jamé je lokali-
zovana v konecné oblasti a nemiize proto mit nulovou hybnost nebo energii. Na rozdil
od harmonického oscildtoru neni spektrum energie ekvidistantni a s rostoucim ¢islem »
rozdil dvou sousednich hladin energie roste. Samotna vinova funkce ma tvar

w,(x)= Asink,x = Asin (n%x) . 7)

Resenim jsou celé paprsky v Hilbertové prostoru £2. Z nich vybereme jednotkové vek-
tory splitujici

L
<l//n|l//n>:1 = IAzsinz(nﬁx/L)dx:1 = A= %
0

Normovaci konstanta by mohla mit po odmocnéni i zdpornou nebo komplexni hodnotu.
Vzhledem k tomu, Ze tkolem bylo vybrat néktery z jednotkovych vektori paprsku,
muzeme pouzit jakékoli feSeni. Vysledné feseni v oblasti II tedy je

2 V4
| 2 xX)=,—sin|n—x|; n=1273... 8
Wy (x) 7 ( 7 ) ®)
Pro pravdépodobnost vyskytu ¢astice v jame (v oblasti IT) potom mame
> w, (X) =y, :%sinz(n%xj; n=1,2,3... 9)

Pribeh prvnich tii feSeni naleznete na obrazku. Je zjevné, Ze uvnitf nekonecné pra-
vouhlé jamy existuji mista, kde je pravdépodobnost vyskytu castice nulova (stejné jako
u harmonického oscilatoru). Mimo oblast jamy se ¢astice nevyskytuje vitbec.

0 L2 + L 0 L2 + L

VInové funkce (nalevo ) a pravdépodobnosti (napravo) prvnich tfi stavd.



Pokud budeme stfedovat polohu pies pravdépodobnosti w,, snadno zjistime, Ze pri-
mérna poloha ¢astice je piesné uprostfed jamy, a to nezavisle tom, ve kterém energetic-
kém stavu se Castice nachazi:

L L2x T L
> <x>zjan(x)dx:J.—sinz(n—xj)dx:—. (10)
. o L L 2

Priklad 4: Elektron v jamé

Elektron v polovodici se nachazi v elektrickém poli, jehoz potencidl ma tvar vysoké ja-
my o $ifce 1 nm. UrCete prvni tfi hladiny energie. Poté feSte pro jadmu s Sitkou 1 mm.
Naleznéte energeticky rozdil mezi tfeti a druhou energetickou hladinou.

Reseni: Hodnoty uréime ze vztahu (6):

Sitka Eq E; E3 AE>3

1nm 6x102°J=0,38eV | 1,5eV 3,4 eV 1,9 eV

1mm |6x10%2J=0,38peV | 1,5peV | 3,4peV | 1,9 peV

Pro jamu o Sifce 1 nm je kvantovani podstatné a hodnoty energetickych hladin jsou
srovnatelné s energii elektronu v atomarnim obalu. Pro jdmu Sirokou 1 mm jsou energie
o mnoho tadd nizsi a rozdily mezi energetickymi hladinami béznymi prostiedky nepo-
zorovatelné.

[

Priklad 5: Kone¢na jama

Jinou aproximaci potencidlového minima je konec¢na jama. Jde o vyhodné pfiblizeni
napiiklad pro interakce neutronli a protond v atomovém jadre, i kdyZz zde bychom
spravné méli fesit tiirozmérmou kone¢nou jamu. Siika jamy je v tomto piipadé ptiblizng
107" m, coZ je zhruba dosah silné interakce. Narozdil od nekoneéné jamy nelze spekt-
rum energie urcit analyticky. Nastésti existuje jednoduchd geometrickd metoda, ktera
vede k nalezeni spektra. Budeme predpokladat, Ze jama je orientovana symetricky vuci
pocatku soufadnicového systému, coz nam usnadni zavéreény vypocet spektra. Vypocet
se opét rozpadne na tii oblasti, ve kterych budeme postupovat obdobné jako u neko-
necné jamy. Prvni i druhd derivace vinové funkce musi byt na rozhrani spojita, jinak by
druhd derivace ve Schrodingerove rovnici byla nepfipustnou distribuci.

Budeme tedy fesit Schrodingerovu rovnici s potenciadlem konec¢né jamy:

0; xe(-L/2,L12),
Vo; xe(-L/2,L/2).

2 342
Y vy =Ey. V)=
2m dxz

an
V jednotlivych oblastech I, II a III je potencial konstantni a feSeni je jednoduché.
V oblastech I a III je feSeni kombinaci rostouci a klesajici exponencialy, v dané oblasti
je vzdy jen jedna z téchto funkci integrovatelna s kvadratem a druhou je nutné vyloucit
(polozit konstantu u ni rovnou 0). V oblasti II je feSeni slozené z funkci kosinus a sinus:



yr(x)=Ce™ ; xel, W = 2m(V02—E) ;

wi(x)=Acoskx+Bsinkx;  xell, 2mEh (12)
2 _

y/III(x):Defhx; xell, k== PP

Podminky spojitosti na levé a pravé stran¢ jamy vedou na rovnice
yu(-L/2)=y1(-L/2);
yn(+L/2) =y (+L/2);
v (=L/2) =y1(=L/2);
i (+L/2) = yin (+L/2).

Po dosazeni dostaneme vztahy mezi konstantami 4, B, C a D:

(13)

Acos(kL/2)— Bsin (kL/2) = Ce /%,
Acos(kL/2)+ Bsin (kL/2) = De "2 ;
+Aksin (kL/2) + Bk cos (kL/2) = Che "2 ;
— Ak sin (kL/2) + Bk cos (kL/2) = —Dhe "2 .

(14)

Nyni prvni dvojici rovnic se¢teme a odecteme. S druhou dvojici udélame totéz:
2A4cos(kL/2)=(D+C)e "%,
2Bsin(kL/2)=(D-C) e L2

2Bk cos(kL/2)=(C—-D)h o hL/2 :
2 Aksin(kL/2) = (C+ D)h o L2

(15)

V,E A
VO 44444444444

-L/2 0 L2 x

Koneéna potencialova jama.

Pokud je konstanta 4 riizna od nuly, mizeme provést vypocet z prvni a posledni rov-
nice, pokud je rizné od nuly B, z druhé a tfeti rovnice:

A#20 = ktg(kL/2)=h,

(16)
B=#0 = kecotg(kL/2)=-h.

Pokud by byly ob& konstanty nenulové, dostaneme se ihned do sporu. Pokud by byly
ob¢ konstanty nulové, mame jen nulové feseni pro vinovou funkci. V tvahu tedy pfi-
chazeji jen dvé moznosti



1. A4+#0, B=0.Podle (12) jde o feseni suda.
2. A=0, B#0. Podle (12) jde o feseni licha.

V obou pfipadech je uz snadné dopocitat z (15) konstanty C a D. Posledni konstantu 4
(v ptipade 1), resp. B (v pfipadé 2), ur¢ime z normovaci podminky <y |w>=1. Nés ale
spiSe zajima energetické spektrum ¢astice v koneéné jamé. To je uréeno podminkami
(16), které predstavuji transcendentni rovnice. V proménnych ka % je totiz obsazena
energie. Prvni podminka je pro suda feseni, druha pro lichd. Zaved'me nové proménné

E=kL/2; n=hL/2. 17)
Obé proménné jsou bezrozmérné a spektralni podminky se zméni na

=&tgs suda feSeni,
> n=ctgs u (18)

n=-¢cotgé; licha feseni.

Levé strany miizeme snadno vykreslit do grafu v roviné (&, #), tj. na vodorovnou osu
budeme nanaset hodnoty ¢, na svislou osu hodnoty 7 vypoctené z pravych stran relace.
Pro nové proménné (&, #) plati jedna zajimava vlastnost, ktera plyne z definic (12):

S

2,2 (
—+ =
§ +n 4 o2

Nejde o nic jiné¢ho neZ o rovnici kruznice s polomérem danym parametry jamy:

2
vyl
> R (19)
20

Priseciky této kruznice s kiivkami (18) daji grafické feSeni energetického spektra
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Grafické urceni energetickych hladin. Jsou dany priseciky kruznice s kfivkami.



—-L2 0 +L/2 -L/2 0 +L/2

VInové funkce (nalevo ) a pravdépodobnosti (napravo) prvnich tfi stavd.

Na rozdil od nekone¢né jamy castice pronika i do klasicky zakazanych oblasti, tj. do
oblasti x <—L/2 a do oblasti x > +L/2. Z obrazku je patrné, ze hustota pravdépodobnosti
je v téchto zakazanych oblastech nenulova. Vinové funkce se stiidaji sudé a liché. Hus-
toty pravdépodobnosti jsou sudé funkce pro vSechny stavy. Stfedni hodnota polohy ¢as-
tice je proto 0, tedy uprostfed jamy.

Poznidmka: Pro E <V, tedy v oblasti, kde se v klasické mechanice nemtize ¢as-
tice vzdalit do nekonecna, je kvantové spektrum operatoru energie diskrétni. Vzdy
existuje alesponl jeden vazany stav, a to i v nejplossi jamé. Pokud by castice méla
E>T,, tj. byla by nad jamou, bude feSeni ve vSech tfech oblastech linedrnimi
kombinacemi sinti a kosintl a k dispozici budeme mit 6 konstant, 4 podminky na-
vézani a jednu normovaci podminku. Zidna omezeni typu (16) nedostaneme
a spektrum bude spojité.
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