Lehky uvod do kvantové teorie II

5 Harmonicky oscilator

Na ptikladu harmonického oscilatoru, jehoz klasické feSeni zname z Fyziky 1, si

ukéazeme typické postupy pii hledani vlastnich hodnot operatoru energie. Nase uloha je
H |ln>=E, |n>,

> . P2 (1)

Jde o problém vlastnich hodnot Hamiltonova operatoru s konkrétnim pribéhem poten-
cialni energie. Hamiltonova funkce jednodimenzionalniho harmonického oscilatoru je
dana souctem kinetické a potencialni energie

2
1
H(x,p) =L+ —ma?x? . )
2m 2
Hamiltontv operator je v prostoru £*(—oo, +0) potom dan jednoduchou relaci

> TP 3)

Odpovidajici Schrédingerova rovnice pro vlastni funkei y(x) z prostoru £2(—o, +00) ma
jednoduchy tvar

2 2
(—h—d—+%ma)2x2}//(x) =Ey(x). )

Jde o obycejnou linearni diferencialni rovnici druhého tadu s nelinearnim koeficientem
u nulté derivace. Standardni tvar této rovnice (s jednotkovym koeficientem u nejvyssi
derivace) je:
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Rovnici budeme fesit ve ¢tyfech krocich:
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1. substituce ve vnitfni (nezavislé) proménné

V nezavislé proménné budeme volit takovou substituci, kterd ,,zbezrozmérni* rovnici.
Presunime koeficienty tak, aby byly symetrické u proménné x

2
dy moo, 2E, (6)
mo 4.2 h ho
h
a proved’'me substituci
mao
=, [—x, 7
4 - (7
po které Schrédingerova rovnice ziska bezrozmérny tvar
d? ) 2F
L Pyrap=0, A= @®)
dé hao

2. substituce ve vnéjsi (zavislé) proménné

V zavislé proménné budeme volit takovou substituci, kterd zohledni chovani vinové
funkce pro § — *o0. Pro velkd & muzeme zanedbat posledni €len v rovnici (8) oproti
predposlednimu. Pfiblizné plati
dz
&> 1w = av_ §2y/ ~0 = v

N eigz/z .
dée?

(feSeni sta¢i dosadit do ptivodni rovnice a zanedbat ¢leny s niz§imi mocninami &).
Kladné z nalezenych feSeni evidentné neni z prostoru 7, integral z kvadratu pies cely
prostor by byl nekone¢ny. VInova funkce se tedy pro velka £ musi chovat jako funkce
exp[—¢2]. To nas ptivadi k substituci pro zavislou proménnou

2
v(&=e u@), ©)

po jejimz provedeni dostaneme rovnici
u"-2&u"+(A-Du=0. (10)

Derivace se automaticky rozumi podle nové proménné &. V principu by z matematic-
kého hlediska bylo v potadku fici ,,v rovnici (5) provedeme substituce (7) a(9)
a vysledna rovnice je (10)“. V bodech 1 a 2 jsme si jen ukazali, jaké pohnutky nas
k témto substitucim vedou, protoze postup je obdobny i u jinych prib&éhd potencialni
energie.

3. rozvoj reSeni do mocninné rady
Reseni rovnice (10) budeme hledat ve tvaru mocninné fady

0

u(@) =Y &,

k=0



Snadno nalezneme prvni a druhou derivaci

W@ =Y ke &7 w(@©) =D k(k-1)e £572

k=0 k=0

Vyrazy pro u a jeji derivace dosadime do rovnice (10):

o0 0 0
S k(k-1)c EF2 = 2k 5+ (A=Y ¢ &5 = 0.
k=0 k=0 k=0
Jednotlivé ¢leny upravime tak, aby mocniny proménné & byly stejné (v prvnim ¢lenu
polozime k—2 =1):

o0

> (l+1)(l+2)cl+2§1—iZlcl§1+(l—l)§:cl§1 = 0.
=0 =0

1==2

Prvni dva ¢leny prvniho souctu jsou nulové, a proto miizeme spodni hranici posunout na
hodnotu /= 0:

i[(l+l)(1+2)cl+2—(21+1—/”L)cl]§1 -0.
=0

Ma-li byt polynomialni vyraz identicky nulovy pro kazdou hodnotu &, musi byt nulové
vSechny koeficienty, tj. vyrazy v hranaté zavorce. Ziskdvame tak rekurentni relaci pro
koeficienty ¢, nasi fady:

QI+1-2)

=mcl. (11)

> Cl+2
Budeme-li znat koeficienty ¢ a c¢q, budeme znét celé feSeni, protoze z rekurentni relace
mizeme spocitat

Co = Cp,C4,Cq, -

q = C3,C5,C7,....

Koeficienty ¢ a ¢ tak hraji roli dvou integra¢nich konstant feSeni diferencialni rovnice
(10) druhého tadu. Suda cast fady se pocita z ¢ a lichd z ¢;.

4. ofiznuti rady

Nalezené feseni je ve tvaru nekoneéné mocninné fady. Resi sice ptivodni rovnici, ale
neni z prostoru £2. Aby bylo feeni z £* (integrovatelné s kvadratem), musi byt fada
konecna, tedy polynomialni. Prakticky to znamend, ze koeficienty fady musi byt od
ur¢it¢tho /=n nulové. V rekurentni relaci (11) bude Ccitatel pro toto /=n nulovy
a veskeré odvozené koeficienty ¢; s / > n nulové. Vidime, ze nebude mozné takto ,,ofiz-
nout* soucasné sudé i liché ¢leny fady. Proto jsou mozna jen suda (cq # 0, ¢; = 0) nebo
jen lichd feSeni (cy =0, ¢y # 0) predstavujici sudy nebo lichy polynom stupné¢ n. Pod-
minka ofiznuti (nulovost ¢itatele) v (11) je 2n+1-4A=0 a plyne z ni po vyjadieni 4
spektrum energie harmonického oscilatoru:
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E,=(n+1/2)ho. (12)

Spektrum harmonického oscilatoru.

Poznamka 1: Nezapominejte, ze energie E (vlastni hodnota operatoru H) je po ce-
lou dobu vypoctu schovana v bezrozmérné konstanté (vlastnim ¢islu) 4.

Poznamka 2: Sama Schrodingerova rovnice ma feseni pro kazdou hodnotu ener-
gie. Tato feSeni ale nejsou integrovatelna s kvadratem, az vybér integrovatelnych
funkci (ofiznuti fady) vede k diskrétnimu spektru operatoru energie (jen pro né-
které vybrané hodnoty energie ubyva feseni v +oo dostateéné rychle, aby bylo inte-
grovatelné s kvadratem). Tato situace je typicka pro spojité pribéhy potencialni
energie s minimem.

Poznamka 3: Zakladni hladina energie £y = /iw/2 je nenulova! Ani pfi nulové ab-

solutni teploté neni harmonicky oscilator v klidu a vykonava tzv. nulové kmity
(napriklad oscilace krystalové mrize). Pii absolutni nule se hmota nachazi ve stavu
s nejnizsi moznou energii, nikoli vSak v klidu. To je dano relacemi neurcitosti: ne-
muzeme znat soucasné polohu (nulovou) a hybnost (také nulovou).

Poznamka 4: Spektrum operatoru energie je ekvidistantni, rozdil dvou libovol-
nych sousednich energetickych hladin je AE =E,|—E, = hw: To je pravé znamy
Plancktv vztah z pocatku 20. stoleti. Energie jakychkoli kmiti se nemtize ménit
spojité, ale po skocich (energetickych kvantech)

AE = ho. (13)

Poznamka S: Zde se také nachazi jedna z prvnich moznosti experimentalniho ur-
¢eni Planckovy konstanty méfenim energetickych kvant (naptiklad pii fotoelek-
trickém jevu: vyrazeni elektronti z povrchu kovu za pomoci kvant energie elektro-
magnetického zafeni — fotontl). Zatim byla Planckova konstanta jedinym neurce-
nym parametrem zakladnich postulati kvantové teorie. Planckova konstanta se sa-
mozrejmé vyskytuje i v jinych vztazich.

Poznamka 6: Polynomialni feseni, ktera jsme nasli pro funkci u, se nazyvaji Her-
mitovy polynomy a oznaCujeme je H,(&). Pro dané n nejprve urcime bezrozmérné
vlastni ¢islo 4,

2E, 2(n+1/2) heo B
haw haw

A =

n

2n+1



a z rekurentni formule (11) ur¢ime pomoci ¢y nebo ¢y (podle toho zda jde o sudy ¢i
lichy polynom) ostatni koeficienty rozvoje. Pro ¢y # 0, ¢c; = 0 nebo ¢y =0, ¢; # 0 se
nalezené polynomy nazyvaji Hermitovy. Prvnich nékolik Hermitovych polynomi
vychazi:

Hy(&)=1, Hy(&)=&E-2/3&3,
Hi(®)=¢, Hy(&)=1-482 1434,
Hy(&)=1-2&%, Hs(&)=&-4/383+4/15&° ..

Koeficienty ¢y a ¢; jsme volili rovny jedné. Stupen polynomu n udava soucasné
pocet nulovych bodt polynomu (pocet prusecikl s osou &).

Poznamka 7: Hermitovy polynomy se snadno pocitaji nenormované z rekurentni
formule

Hy1(9) =26 H,,(8) = 2nH 1 (S).-

Pro prvni polynomy vychazi:
Hy()=1, H3(&) =88 -12¢,
Hy(&)=2¢, Hy(&)=16&* -48 &% +12,

Hy(E) =482 -2,  Hs(&)=3285 —1608> +120¢& ...
Normovaci koeficienty vinové funkce H,, (&) exp[—¢2/2]) jsou dany vztahem

o = 1
n- -

Poznamka 8: Celkové feseni spektralniho problému je

E, :[n+lj hao,
2 (14)
—£12
|n>=y,(&)=a,H,(&)e ; n=0,1,2,...

Vlastni funkce (&) tvofi pfirozeny Uplny ortonormalni systém na Hilbertové pro-
storu £2(—oo, to0), ktery pro & — +oo ,,dosti rychle” ubyva k nule.

Pozniamka 9: Hustota pravdépodobnosti, ze ¢astice kmitajici s energii £, (oscila-

tor ve stavu | # >) se nachazi v poloze x (resp. bezrozmérné poloze &), je dana vyra-
zem w, = y,*w,. Pro n&kolik prvnich stavi je vykreslena na obrazku. Pravd&po-

dobnost ma oscilujici charakter a existuje mala nenulova pravdépodobnost vyskytu
oscilatoru 1 za klasickymi body obratu. Tento obraz nastava pro systémy s nizkou
teplotou a je zcela odlisny od klasického feseni. Pro velké energie (vysoka n) by se
m¢éla kiivka blizit klasické pravdépodobnosti vyskytu oscilatoru (1.36).
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Vidime vsak, Ze oscilace jsou sice velmi husté, ale existuje znacné mnozstvi bod,
ve kterych je kvantovd pravdépodobnost nulovad. Nic takového vSak u
makroskopickych systémti nemétime. Proc? To je dano rozliSovaci schopnosti
makroskopickych piistrojti. Zadny piistroj nebude méfit polohu s takovou
pfesnosti, aby registroval jednotliva minima pravdépodobnosti u vysokych
energetickych stavi. Pristroj ve skute¢nosti uréuje polohu s kone¢nou piresnosti, do
které se vejde fada minim a registruje jen stfedni hodnotu hustoty
pravdépodobnosti. A tou je pravé klasicka kiivka, ktera je na obrazku znazornéna
Sedou oblasti.

| i [ A

W

—A4 A

Kvantova pravdépodobnost vyskytu oscildtoru. Povsimnéte si, Ze na okrajich je (s vyjimkou
zakladniho stavu) pravdépodobnost maximalni.



6 Sféricky symetricky potencial

P 1 sféricky harmonicky oscilator

1 2 sféricka jama
3 Coulomblv potencial

V="Wr)
3 re<0,0,)

Nékteré sférické potencialy.

Sféricky symetrickym (centralnim) nazyvame potencial, ktery zavisi jen na vzdalenosti
od urcitého stfedového bodu. Pro popis pohybu téles v sféricky symetrickém potencialu
je velmi vyhodna sféricka soufadnicova soustava. Mezi nejzndmé;jsi sférické potencialy
patii sféricky harmonicky oscilator, sférickd jdma a Coulombtiv potencidl. Sféricky
oscilator si mtizete piedstavit jako télisko v pocatku soutadnic, od kterého vedou pru-
ziny na vSechny strany. Kdykoli ho vychylime, bude pilisobit vratna sila smérem do
sttedu. Prubéh potencialni energie je kvadraticky. Sféricka jama ptiblizné odpovida
potencialu, ktery pocituje neutron zachyceny v atomovém jadie. Jaderné sily (derivace
potencialu) na hranici jamy (r = a) jsou zna¢né — v idealizaci (15) dokonce nekonecné —
a vjinych oblastech velmi slabé. Coulombiv potencial se uplatni naptiklad ve
vodikovém atomu, kdy osamoceny elektron podléhéd ptisobeni jediného protonu v ato-
movém jadie. Nezapominejte, Ze r € <0, o). Pribehy téchto znamych potencialt jsou:

_ L2
@ Vir) = 2kT,
2 vy =10 <4 15
(2) (r) = v, rea’ (15)
o =22
4dreyr r

U sférického potencialu spolu komutuje operator energie, operator libovolné projekce
momentu hybnosti a operator kvadratu momentu hybnosti. Tato trojice tvoii uplnou
mnozinu pozorovatelnych u nerelativistického sféricky symetrického problému (v
relativistické lloze k témto proménnym jesté pribude spin):

[(2, L, 1=[(% A]=[L;,H] = 0. (16)

Jednotlivé projekce mezi sebou nekomutuji, ltze zméfit jen jednu z nich. U soustavy
nezavislych vzajemné komutujicich operator je mozné hledat spole¢né vlastni vektory
ke vS§em operatorim. U sféricky symetrického problému budeme tedy feSit soustavu tii
rovnic pro vlastni vektory
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|:||n,l,m> = E,|nlm>,
L |nlm> = A, |nl,m>, (17)
|:3|n,l,m> = W, |nd,m>.

Index n Cisluje energetické stavy, index / stavy kvadratu momentu hybnosti a index m
stavy projekce momentu hybnosti do libovolné osy (zvolili jsme tfeti osu). Vlastni ¢isla
jsme oznalili E, A, u. V tomto textu se budeme zejména zabyvat nalezenim hodnot
jedné z projekci momentu hybnosti, napiiklad do tieti osy. Operator odpovidajici tieti
projekci momentu hybnosti zkonstruujeme z analogie s operatorem hybnosti:

. .0
=—1h—;
> " ox (18)
.0
L3 :—lh_.
Op

Kartézkou soufadnici x nahrazuje azimutalni thel ¢. Naleznéme nyni feseni rovnice pro
vlastni ¢isla

Lily> = p,ly> =

.0
—ih a—t//(qo) =uw(@) =
®

(19)

_ihd_l//:/um‘// =
de

w(p)=c eXP[i%’” (P} -

Nalezené feseni musi byt periodické v thlu ¢:
glp)=glp+27) = p,=mh; m=0, 1, £2, ...

Odvodili kvantovani projekce momentu hybnosti. Projekce momentu hybnosti mtze
nabyvat jen celistvych nasobkl Planckovy konstanty.

PoznamKy k rreSeni

Nasledujici poznamky jsou velmi dilezité, ctéte je pozornéji nez samo feseni!
Poznamka 1: Mozné hodnoty projekce momentu hybnosti jsou:

Ly=mh, m=—1,—1+1,..,1. (20)

Cislo I &isluje velikost momentu hybnosti a nazyva se vedlejsi kvantové cislo
(hlavni kvantové &islo &isluje energii). Cislo m &isluje projekci momentu hybnosti
do libovolné osy a nazyva se magnetické kvantové cislo. Nazev souvisi s tim, ze
elektron v atoméarnim obalu m4 moment hybnosti imérny magnetickému momen-
tu, takze Cislo m popisuje jak kvantovani momentu hybnosti, tak magnetického
momentu.



Poznamka 2: Vidime, ze stavy s konkrétnim vedlejSim kvantovym cislem / jsou
degenerovany — existuje vice vlastnich vektoru |/, m>, které pfislusi stejnému
kvantovému Cislu /. Tyto vektory se od sebe lisi kvantovym cislem m a jejich pocet
je 2I+1 (tzv. stupen degenerace, ktery oznacujeme symbolem #).

=2
IL| = \ 67
on 0 R
Mozné projekce momentu hybnosti pro / = 2.
Poznamka 3: Mozné hodnoty velikosti momentu hybnosti jsou:
|L|=+I({+1) 7; /1 =0,1,23, .. (21)

Vztah pro velikost kvadratu momentu hybnosti lze dostat jako aritmeticky pramér
vSech moznych hodnot. Napriklad pro /=2 jsou mozné hodnoty projekei Ly, L,
nebo L, rovny —24, %, 0, /i, 2. Primérna hodnota kvadratu je proto dana vztahem

<I*> :<Li> s <Li> + <L§> =3<L§> =

3 4h2+h2+2+h2+4h2 ek =

PENGA

Pro obecné ¢islo 1 bychom dostali obdobnym vypoctem vztah (21).

Poznamka 4: Skuteény vyznam Planckovy konstanty plyne z vysledku (20). Jedna
se o elementdarni kvantum momentu hybnosti. Pfi méfeni momentu hybnosti
budeme vzdy méfit projekci momentu do ur€ité osy, dané méficim zatizenim. Tato
projekce je vzdy nasobkem redukované Planckovy konstanty (Planckovy-Diracovy
konstanty).

Poznamka 6: Historicky byly oznaCovany kvantové stavy velikosti momentu hyb-
nosti elektronu v obalu atomu vodiku pismeny s, p, d, f podle tabulky:

/=0 s stav m=0 #=1
[=1 p stav m=-1,0,1 #=3
=2 d stav m=-2,—-1,0,1,2 #=5
[=3 f stav m=-3,-2,—-1,0,1,2,3 #=7
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7 Jednoduché systémy: oscilator, vodik

Uvedme nyni vysledky vypoétd energetického spektra pro jednoduché sférické
potencialy.

Sféricky oscilator
Pro potencidlni energii harmonického oscilatoru vychazi energetické spektrum

> V(r)=%ma)2 ¥ = E,; =Qv+1+3/2) ho =(n+3/2)ho. (22)

Nejmensi mozna hodnota energie (nulové kmity) je 3/2%w. Radidlni kvantové Cislo v
¢isluje potadi radidlnich stavil (polynomt v ofezu pfislusné fady) a zpravidla také pocet
prasecikil radidlniho feSeni s osou x. VétSinou se zavadi tzv. hlavni kvantové Cislo n,
které skutecné Cisluje stavy energie:

n=2v+l; n=0,1,2,... , 1=0,1..n. (23)

Spektrum oscilatoru je degenerované (ke kazdé hodnoté energie pfislusi vice stavi,
kazdé n lze slozit z vice kombinaci v a /). Snadno ur¢ime stupen degenerace, uvé-
domime-li si, Zze ke kazdému vedlejSimu kvantovému Ccislu existuje 2/+ 1 hodnot
magnetickych ¢isel m:

n/2 n/2
> #n=22]+1=zz(n—2v)+1=22n—4v+1=w. (24)
I v=0 v=0

Radu (24) jsme secetli jako aritmetickou fadu. Kazda energeticka slupka n obsahuje
(n+ 1)(n + 2)/2 stavi.

Coulombicky potencial
Pro Coulombickou potencialni energii vychazi energetické spektrum

V(r) = Q1 __r
drey v r
> (25)
2 2
VM __rme

A+ 2n2n?

vl —

Hlavni kvantové Cislo n ¢islujici stavy energie jsme zavedli vztahem
n=v+Il+1 ; n=12,... , [=0,1...n-1. (26)

Stupen degenerace bude
n—1 n—1
> #y=>20+1= > 2n-v-D+1=> 2n-2v—l=n". (27)
/ =0 v=0

14
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Jde-li o atom vodiku, mize mit kazdy elektron jeSt¢ dva spinové stupné volnosti
mg ==£1/2 a celkovy pocet stavil v jedné energetické slupce je proto 2n2. Tyto stavy se

1i81 hodnotou kvantovych ¢isel /, m, m.

ELEKTRON VE VODIKOVEM OBALU
e ‘ @ hustota pravdépodobnosti vyskytu
(n, I, m)
(2,0,0) (3,0,0)
- -~
e 2 o) -
(2,1,0) (3,1,0) (3,1,1)
0 X 2 s
e
(2,1,1) (3,2,0) (3,2,1) (3,2,2)
- ’ '.o‘
> s N
(4,0,0) (4,1,0) 4,1,1) (4,2,0) (4,2,1)
) 5% 35 3% ee
"\ “ ‘ .
(4,2,2) (4,3,0)v (4,3,1), (4,3,2) (4,3,3)

Obr. 81: Hustota pravdépodobnosti pro vodik. Kyle Forinash, Indiana University Southeast, 2008.
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