Lehky uvod do kvantové teorie

1 Unitarni prostory (prostory se skalarnim soucinem)

Ve Fyzice 1 jsme rozsitili pojem vektoru na obecnéjsi objekty,nez jsou uspotradané
trojice a zavedli linearni vektorovy prostor. Pozorné si znovu tuto pasaz preététe! Nyni
analogicky rozsiiime pojem skalarniho soucinu pro ruzné linearni vektorové prostory.
Budeme disledné pouzivat Diracovu symboliku, kterou zavedl Paul Adrien Maurice
Dirac pro kvantovou teorii. Prvky linearnich vektorovych prostort jsou znaceny sym-
boly |f >,| x >,|a > askalarni souciny <f|g>,<x|y>,<a|b> atd.

Prostor realnych trojic ®3

Prvky vektorového prostoru budeme oznacovat

If>= (.. A); 18> =(8.9.8)

a jejich skalarni soucin je zaveden standardnim zptsobem:
<flg> = figi + hgr + 383 = Ji&k- )

Norma vektoru (velikost) se definuje vztahem

rofl(3
It = <tts = JRes2esR. @

Pro realné trojice zndzornéné jako usecky opatiené Sipkami je norma vektoru rovna
délce Gsecky aplati <f|g> = ||f]|-]|g]||-cosa, kde  je uhel sevieny obéma vektory.
Z tohoto vztahu plyne okamzité Schwartzovo lemma:

> |<flg>] < [Ifll-llgll. (€)

Vysledkem operace skalarniho soucinu je Cislo, v ptipadé linearniho vektorového pro-
storu ®3 realné &islo, v obecném piipadé bude vyhodné uvazovat i o ¢isle komplexnim.
Norma vektoru (velikost) musi ale vzdy byt nezaporné realné ¢islo.

Prostor realnych N-tic RV

Prvky tohoto prostoru jsou nyni realné N-tice

|f>=(fi9"'>fN)s |g>=(gla“-9gN); ﬁ?gleﬁl

definici skalarniho soucinu rozsitfime ptirozenym zptisobem:



N
> <flg>= figi++fven = 2, fi& = [i& - “4)
k=1

V platnosti zstava definice normy i Schwartzovo lemma.

Prostor komplexnich N-tic C ¥

Prvky tohoto prostoru jsou nyni komplexni N-tice

[f>=(f1,--./n), |g>=1(g,----&y)s-  J1-8 €C.

Skalarni sou¢in definujeme v jednom z argumentti komplexné sdruzeny (v této ucebnici
bude komplexné sdruzeny levy argument):

N
> <flg>= figi++/vgyv = D fx& = i & - (5)
k=1

Pro komplexni ¢islo z = a + i b je velikost (norma) ¢isla dana vztahem
|z]|=Vz"z .

Pravé proto, aby pro komplexni ¢isla zlistalo v platnosti, Ze norma vektoru je odmoc-
nina skalarniho soucinu vektoru se sebou samym, je v definici skalarniho sou¢inu kom-
plexni sdruzeni v jednom z argumentli. Pii vySe uvedené definici skalarniho soucinu
bude vysledkem sice komplexni Cislo, ale norma vektoru ziistane readlna nezdporna:

A=A = A v tte = || 2 0

Opét plati Schwartzovo lemma.

Prostor komplexnich posloupnosti (N-tice s N —>x) [2

Nyni jiz neptijde o N-tice, ale o celé posloupnosti komplexnich ¢isel:

|f>= {fb ey fn> }z{fl}?il > |g>={gl}}ﬁ=1; flagl eC.

Pokusme se skalarni sou¢in definovat obdobné, jako v piedchozich piikladech:
* * X * *
> <flg>=figi+ -+ fugut= 2, fu&k=Ie& - (6)
k=1

Takto definovany skalarni sou¢in ma smysl jen pro konvergentni posloupnosti. Do pros-
toru /2 miizeme zahrnout jen takové prvky |f >, pro které je || f|| < o, tj. poZadujeme

S hifi=Sh] <o povifsel. %)
k=1 k=1

Potom je



0
* 2
I<flg> =12 fegrl < Ifll-llgll <o proV[f>|g>el,
k=1
tj. Schwartzovo lemma plati i v pfipad€ nekonecnych posloupnosti.

Prostor komplexnich funkci realné proménné 2 (— «, )

Pii dal8im zobecnéni prostoru /2 si miizeme index k piedstavit spojity. Misto k& budeme
psat x: f. Vyraz f, neni ale nic jiného neZ komplexni funkce readlné proménné (spojitého
indexu), kterou je zvykem zapisovat ve tvaru f (x) , tj. prvky naseho prostoru budou

If>=f.=/(x), |g>=g,=gx); =xe®k, f,geC.

Soucet ve skalarnim soucinu se stane integralem:

+0o0

< <flg>= [ f(@gE)dr. @®)
Analogicky jako v 2 je tieba do prostoru £2 zahrnout jen prvky s || f || <0, tj. poZa-
dujeme, aby

+0 +00 5

*

[ F@rmde= [ /@ de <o prov fes. ©)

—o0 )
Potom je

+ o0

Sk 2

<flg> = [ [ ff@e@dr| < [f]-llgll<» proV[f>[g>e
—0

a skalarni sou¢in ma smysl. Schwartzovo lemma plati i pro integraly. £2 se nékdy na-
zyva prostor funkci integrovatelnych s kvadratem. Lze ho definovat i pro jiny defini¢ni
obor nez celou realnou osu (— o, ), potom piSeme £2 (M), kde M je definiéni obor
funkei f(x) € £2(M).

Nyni mizeme pfistoupit k obecné definici prostora se skalarnim soucinem.

Unitarni prostor

Unitarnim prostorem (neboli prostorem se skalarnim sou¢inem) nazveme linearni vekto-
rovy prostor V(s operaci +: % x ¥V— 1/ a operaci - : C x ¥— v), na kterém je
definovana dalsi operace

< | > : V<V > C

(tzv. skalarni soucin) s vlastnostmi



) <f|g+h> = <f|g>+<f|h>,
2) <flag>=a<f|g>,

3)) <g|f> <f|g>* (:><af|g>=a*<f|g>),
4) <f|f>>0 ; <f|f>=0 = [f>=0.

Poznamka 1 Prvni dvé operace v definici znamenaji linearitu v pravém argumen-
tu. Z teti operace plyne antilinearita v levém argumentu (aditivnost + vytknuti
komplexné sdruzené konstanty).

Poznamka 3: Symbolika zapisu pochéazi od P. A. M. Diraca. Nazyva se také bra-
ketova symbolika nebo brakety (z anglického bracket = zavorka).

<|> ,braket;
<| ,»ora‘“ (Ize pfesné definovat, naznacena operace skalarniho soucinu);
| > ket (vektor z 1/).

Poznamka 4: Pro komplexni N-tice lze interpretovat |f > jako sloupcovou matici,

< f| jako transponovanou komplexné¢ sdruzenou matici:

A
. * *
[f>=1 : |[; <f|=(f1 fN).
Y
Potom je skalarni soucin
81
* * . *
<flg>= (A W) i | = fim
EN

definovan za pomoci maticového nasobeni. Pro jiné prostory nez N-tice neni pro
nase ucely tfeba jednotlivé ¢asti skalarniho soucinu < f | g > néjak interpretovat.

~+00
Poznamka 5: Pro £ Ize chapat <f| = I f *(x) .- dx jako naznacenou operaci

skalarniho soucinu. Je jen tfeba doplnit patticnou funkci, na kterou operace ptisobi.
Podobna situace je u derivovani, napiSeme-li jen d/dx.

Poznamka 6: Diracova symbolika mimoradné zjednodusila vétSinu zapist v kvan-
tové teorii. Matematikové k ni z pocatku byli nedtuverivi, nicméné ji po urcité dobé
akceptovali. Dnes si nedokazeme zapis d&ju probihajicich v mikrosvété bez této
symboliky predstavit. Zejména zapisy projekénich operatorti, véty o uplnosti nebo
véty o spektralnim rozvoji by bez této symboliky byly mimofadné nepiehledné
a kostrbaté.



Paprsek
Necht' 7/je unitarni prostor a |f > jeho nenulovy prvek. Paprskem natazenym na |f >
nazveme mnoZinu prvkl {|g>; |[g>=a|f>; a € C\{0}, [f>|g>e?}.

>

Obr. E1: Paprsek.

Hilberttiv prostor

Hilbertav prostor je Gplny unitarni prostor (hranice prostoru je jeho soucasti).

2 Operatory

Operatorem rozumime zobrazeni
A v,

které prvku | f > prostoru ¥ pfifazuje prvek | g > tohoto prostoru:
A| f>=|g>.

V platnosti zistava bézné ndzvoslovi pouzivané pro zobrazeni (vzor, obraz, definicni
obor, obor hodnot...).

¢ P¥iklad 1: prostor ®R3

Operatorem na ®3 muze byt libovolna matice 3x3, naptiklad

1 00 1
A=|0o0 1[; |[f>=]2 =
01 1 1
0) (1 1
Af>=[0 0 1[{2]|=|1|=|g>, obecns
1)1 3
0) (A h
Af>=10 0 1lAl=| A |
01 1) A4 H+1



¢ P¥iklad 2: prostor £2 (— o, )

Za typicky operator na prostoru funkci mizeme povazovat derivaci funkce. Vzdy musi-
me ale vybirat funkce integrovatelné s kvadratem a zkontrolovat, zda si i po derivovani
tuto vlastnost ponechaly:

D = i; [f>=xe* =
dx
A _ d -x\_ -Xx _
D|f>—a(xe )_(1 e =|g>.
)

Jednotkovy operator
Jednotkovy operator je definovan piedpisem
> Af> = |f>. (10)

Pro N-tice je jednotkovym operatorem diagonalni matice s jednotkami na diagonale
(jednotkova matice) — ovérte!

Kvadrat operatoru

Druhou mocninu operatoru mizeme definovat, je-li obor funkénich hodnot operatoru
podmnozinou jeho defini¢niho oboru, potom Ize psat

A2|f>EA(A|f>). (11)

¢ Piiklad 3: druha mocnina derivace
Druha mocnina derivace je podle ptedchozi definice druhou derivaci dané funkce:

. d .2
D=—; |f>=¢" =
dx
A 2 2 2
D?(f> = i(ie_x J = i(—Exe_x j = (2 +4x%)e ™ |
dx\ dx dx
[
Inverzni operator
Inverznim operatorem k A nazveme takovy operator Al , Zze pro n¢ho plati
> AA'=ATA=1. (12)

K danému operatoru A mize byt nalezeni inverzniho operatoru zna¢né obtizné, nékdy
inverzni operator neexistuje vitbec.

Sdruzeny operator

Sdruzenym operatorem k A nazveme takovy operator AT ze pro n¢ho plati

> <f|Ag> = <A'f|g>. (13)
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Plsobeni pivodniho operatoru v pravé stran¢ skalarniho sou¢inu dopadne stejné jako
pusobeni k nému sdruzeného operatoru v levé ¢asti skalarniho soucinu. Sdruzeny opera-
tor nemusi vzdy existovat.

Poznamka: Nalézt sdruzeny operator pro matice je velmi snadné, ptiivodni matici
sta¢i komplexné sdruzit a poté transponovat (pieklopit kolem diagonaly), tj.

AT (A

Komutativita operatorit

Pro operétory je obecné AB # BA . Rikame, e operatory nekomutuji. Miru nekomu-
tativnosti miizeme posoudit za pomoci tzv. komutdtoru

> [AB]=AB-BA. (14)
Je-1i komutator operatorti A.B nulovy, operatory komutuji, je-li rizny od nuly neko-

mutuji. Vysledkem komutatoru je opét operator.

Vsechny dosud uvedené operatory byly linearni. V kvantové teorii se setkame prede-
v§im se dvéma druhy linedrnich operatorti — operatory unitdrnimi a operatory Hermito-
vymi. Uved’'me nyni definice téchto operatord.

Hermitovy operatory

Definice: Hermitlv operator piisobi v obou ¢astech skalarniho soucinu stejné, tj.

> <Af|g>=<f|Ag>. (15)
Véta: Pro Hermitiv operator je sdruzeny operator roven puvodnimu, je samosdruzeny:
> AT =A. (16)

Diikaz: Plyne okamzité z definice sdruzeného operatoru.

Poznamka: V presné matematice se definice samosdruzeného a Hermitova ope-
ratoru nepatrné lisi pozadavky na definicni obor, pro nase tcely nebudeme samo-
sdruzené a Hermitovy operatory rozliSovat. Vzhledem k tomu, ze Hermitiv ope-
rator pusobi v obou castech skalarniho soucinu stejné, Casto se pise

<Af|g>=<f|Ag>=<f|A|g>.

Centralni pozice A naznaluje, ze podle vlastniho uvazeni mizeme operatorem za-
pusobit vlevo ¢i vpravo. Tato struktura se nékdy nazyva Diractiv sendvic.



3 Spektralni teorie

V teorii operatorti patii k zdkladnim tlohdm nalézt sméry, ve kterych se ptusobeni da-
ného operatoru projevuje jako komplexni natahovani:

Af>=f>; AeC. (17)

Vektor |f> se nazyva viastnim vektorem (charakteristickym vektorem) operatoru A
a koeficient natahovani A viastnim cislem (charakteristickym &islem). Naptiklad u tenzo-
ru setrvacnosti lezi vlastni vektory ve sméru os, ve kterych téleso pfi rotaci ,,nehazi“.
U lineérnich operatort je i kazdy nasobek vlastniho vektoru vlastnim vektorem se stej-
nym vlastnim ¢islem. Jde tedy o cely paprsek v Hilbertove prostoru, neboli viastni smer.
Takovych vlastnich smért a ¢isel mlize existovat u linearnich operatorti celd fada, jejich
maximalni pocet je roven dimenzi prostoru (po¢tu prvkl baze). U separabilnich prostort
muzeme tedy tlohu nalezeni vlastnich Cisel a vektor formulovat rovnicemi:

Alf,>=A,f,>;  k=12,...; A,eC. (18)

Mnozina vS8ech vlastnich ¢isel {4y, ...,4,, ...} se nazyva spektrum operdtoru A Na-

lezneme-li spektrum operatoru a jeho vlastni vektory, miZzeme relativné snadno fesit
rovnice obsahujici tento operator. Pomoci vlastnich cisel a vektord 1ze naptiklad fesit
soustavy obycejnych linearnich diferencialnich rovnic (viz kapitola 1.5).

7 vrs

Vlastni ¢isla a vektory hermitovského operatoru

Véta: Hermitovsky operator ma realna vlastni ¢isla a vlastni vektory dvou riznych
vlastnich ¢isel jsou navzajem kolmé.

Diikaz: Pii vypoctu skalarniho soucinu vyuzijeme hermitovosti a ptisobime operatorem
v pravé i v levé casti skaldrniho soucinu. Vysledek musi byt stejny:

. <f/€|/1kfk>:ﬁk<fk|fk> "
<fk|Afk>= n % = ﬂ’kzﬂ’k = ﬂkef&.
<Afk|fk >=ﬂ’k <fk |fk >

Vlastni ¢isla jsou tedy realnd. V druhé ¢asti budeme postupovat obdobné. Pro vlastni
¢islo z levé ¢asti skalarniho sou€inu vyuzijeme prvni ¢asti dikazu:
R <fk|ﬂ,lfl>=ﬂvl<fk|fl>
< fk | A fl > = . N
<Afk |fl >:/1k <fk |fl >:ﬂk <fk |fl >

J



ﬂ’l <fk |fl >=ﬂ,k <fk |fl >,
U
(/Il_)’k)<fk ‘fl >=0,
U
<fk |fl >=0prolk ?5/1[ .
Poznamka 1: Realné vlastni hodnoty hermitovskych operatortt budou v kvantové
teorii vyuzity jako mozné vysledky méfeni dynamické proménné, které odpovida
operator A. Ani kolmost vlastnich vektorii neni bez uzitku. Vhodny hermitovsky

operator nam miaze v podobé svych vlastnich vektord ,,porodit* vyhodnou ortonor-
malni bazi v Hilbertove prostoru.

4 Zakladni axiomy a definice

I. Redefinice stavu

V klasické mechanice je stav Castice urCen polohou a hybnosti.
Vzhledem k tomu, ze v mikrosvéteé nelze soucasné tyto veliCiny
méfit a méfeni jedné ovlivni méfeni druhé, je nutné pojem stavu Ap
definovat novym zptsobem. Fazové trajektorie jiz nelze v mik- Ax
rosveété popsat kiivkami. Vnimame je s piesnosti danou relacemi
neurcitosti AxAp > £/2. Mzeme si predstavit, ze fazovou trajek- X
torii vidime rozmazanou Caru s rozlisenim danym ctvereckem o plose 4/2 (sledujeme-li
jednu soufadnici a ji odpovidajici hybnost). Zaved’'me si nejprve nékteré pojmy.

Kompatibilita: Rekneme, Z¢ dvé dynamické proménné jsou kompatibilni, jestlize mé-
feni jedné veli¢iny neovlivni méfeni veli¢iny druhé. Piikladem kompatibilnich promén-
nych jsou soufadnice (x, y), ptikladem nekompatibilnich proménnych jsou soutfadnice
a ji odpovidajici hybnost (x, p,). Kompatibilita je symetrické vlastnost:

(AkompB) = (Bkomp4) . (19)

Stav systému: Rekneme, e zndme stav systému, zname-li vysledek méfeni nékteré
uplné mnoziny pozorovatelnych. Stavem tedy nazveme jen to, co lze ve skute¢nosti sou-
casné zmefit.
Zakladnim rysem nové teorie musi byt nekomutujici objekty — operatory. Misto dyna-
mickych proménnych z klasické mechaniky (soufadnice, hybnost, energie, moment
hybnosti,...) budeme pouzivat operatory (operator soufadnice, hybnosti,...). Nekomu-
tativnost téchto operatord bude vyjadiovat nekomutativnost aktu méfeni dynamickych
proménnych v mikrosvété. Veliciny namérené piistrojem v mikrosvéte jsou realna Cisla,
nékdy spojita (poloha castice), nékdy diskrétni (naptiklad jednotlivé hladiny energie
elektronu vazaného v atomu). Jak ziskat z operatoru dynamické proménné sadu real-
nych ¢isel spojitého nebo diskrétniho charakteru? Takovou sadou je pravé spektrum
hermitovskych operatorti. Dynamickym proménnym budeme tedy prirazovat hermitov-
ské operdatory.

Kazdy operator ptsobi na prvky néjakého Hilbertova prostoru 7. Musime se tedy
ptat, jaky vyznam bude v nasi teorii mit sdm Hilbertv prostor a také prvky, na které



operatory pusobi. Pozdé&ji uvidime, Ze pfili§ nezalezi na volbé Hilbertova prostoru. Pod-
statné jsou spiSe vztahy mezi dynamickymi proménnymi, nyni operatory. Kvantova
mechanika zalozena na prostoru £° funkci integrovatelnych s kvadratem je zndmé
Schrodingerova vinova mechanika vedouci na Schrédingerovu rovnici a vinové funkce.
Kvantové teorie zaloZend na prostoru /2 posloupnosti s¢itatelnych s kvadratem je Hei-
senbergova maticova mechanika. Ob¢ teorie se na prvni pohled zdaji naprosto odlisné.
Presto vlastni ¢isla operatord v obou teoriich jsou stejna a ob¢ teorie tak davaji stejné
predpovédi. Hilbertliv prostor se v§emi svymi prvky a s operatory, které na prvky pi-
sobi, koresponduje s vlastnostmi celého systému z klasické mechaniky. Misto systému
budeme proto v kvantové teorii hovorit o Hilbertove prostoru daného systéemu (napfi-
klad Hilbertiiv prostor elektronu).

Zbyva rozlustit posledni hadanku — k ¢emu jsou prvky Hilbertova prostoru? Jiz
v uvodu jsme si fekli, ze v mikrosvété sdm akt méteni ovlivni stav systému. Pfed méte-
nim je systém v jiném stavu nez po méfeni. Akt méfeni dynamické proménné zastupuje
v kvantové teorii hermitovsky operator této proménné. Pisobenim tohoto operatoru na
prvek prostoru dostavame jiny prvek tohoto prostoru. A to je ptesné to, co hledame.
Prvky (vektory) prostoru tedy predstavuji stav systemu. Akt méfeni koresponduje s pa-
sobenim pfislusného operatoru na stav (prvek prostoru) a novy stav je prvek, ktery
vznikl plisobenim operatoru.

Vlastni ¢islo operatoru prezentuje naméfenou hodnotu a vypovida tak o stavu
systému. Vime uz, Ze nasobky kazdého vlastniho vektoru jsou opét vlastnim vektorem.
V H tedy existuje k danému vlastnimu ¢islu cely vlastni smér (paprsek). Stavu systému
proto musi odpovidat cely paprsek v 7, nikoli jen jeden jediny vektor. Pfichazime tak
ke ttem zakladnim axiomuim kvantové teorie, které fikaji, jak spolu koresponduji klasic-
ké a kvantové pojmy:

systém - Hilberttv prostor #H
stav systému - paprsek natazeny na |y >
dynamicka proménna 4 - hermitovsky operator A

Nejjednodussi priiazeni operatort

Vyjdeme z duality vina Castice
Elc wlc
=h (20)
p k

Tedy
EF=lho, 21
p =7k.
Pokud si vzpomeneme na pravidla pro Fourierovu reénsformaci
2 —>—-iw
ot ' (22)

V — -ik.
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Mizeme kombinaci poslednich dvou vyrazi ziskat pfirozené operatory pro kvantovou
teorii budovanou na prostoru L*:

~ 0
E—>E=ih—,
ot (23)
p > p=-ihV.
Hamiltonové funkci potom bude prisluset operator
p2 . h2
H="—+V(x) - H=——A+V(x) (24)
2m 2m
Rovnice pro vlastni ¢isla Hamiltonova operatoru je
h2
———A+V(X) |y =Ey, (25)
2m

coz je znama Schrddingerova rovnice pro vlastni Cisla operatoru energie. Jeji feSeni
existuje pro kazdou energii, ale my musime vybrat pouze feSeni integrovatelna
s kvadratem, jen takova feSeni zajisti existenci velikosti stavu, tj. prvku Hilbertova
prostoru. Reseni této rovnice se lisi pro riizné priibéhy potencialni energie. Energetické
spektrum ma vyznam hodnot, které miizeme na systému naméfit. Samotna vinova
funkce méa vyznam amplitudy pravdépodobnosti nalézt systém v daném stavu, samotna
pravdépodobnost je kvadratem amplitudy:

w=y . (26)
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