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PREDMLUVA, UVOD

Fyzika II je volnym pokra¢ovani Fyziky 1. Je v€novéana zejména nejriiznéj$Sim podobam vl-
néni. V prvni ¢asti prepiSeme Maxwellovy rovnice do diferencidlniho tvaru. Poté se budeme
vénovat elektromagnetickym vilnam ve vakuu a ve vodivém prostiedi. PovSimneme si také
zvukovych vin, Dopplerova jevu a paprskové optiky. K dalSim probiranym partiim patii spe-
cidlni relativita, kvantova fyzika, termodynamika a statistické fyzika. Z mnoZzstvi obora, kte-
rych se pfednaska dotyka, je jasné, Ze jde jen o zcela zdkladni seznameni s jednotlivymi par-
tiemi fyziky. Skripta budou postupné vznikat ,,za pochodu® v dobé koronavirové krize pod-
zimu roku 2020.

V Praze 23. zaii 2020,
Petr Kulhanek



Fyzika Il Gradient, divergence, rotace

1. GRADIENT, DIVERGENCE, ROTACE

Derivace je velmi u¢innym nastrojem ke zjiStovani vlastnosti funkci. Ve fyzice nejcastéji
derivujeme skalarni nebo vektorova pole. Skalarni pole ptitazuje poloze jednu hodnotu, na-
priklad hustotu, teplotu nebo tlak, vektorové pole pfifazuje trojici hodnot, napiiklad jde
o rychlostni pole, elektrické pole nebo magnetické pole:

f(x): R> >R,
)
K(x): R>>R’.

Pokud se pole méni s ¢asem, pfibude jesté Gasova soufadnice a jde o zobrazeni z R*. V rela-
tivité pouzivame &tyivektory, takZe nakonec miize jit o zobrazeni R* — R*. V teorii vInéni se
pouZivaji vét§inou komplexni funkce, pak jde o zobrazeni R* — C*. Jako zastupny symbol
pro jakakoli pole, at’ uz skalarni, vektorova ¢i jina casto pouzivame symbol w. Pfi derivovani
podle prostorovych soutadnic Ize ¢asto vyuzit nazna¢enou operaci

> v=(2 9 9} @)
dx dy dz
Existuje velké mnozstvi nejriznéjsich zapisu této operace, nejéastéji pouzivame symbol V :
d d 0 d
V=¢grad=—=| —,—,— |=(0,,0,,0.)=(9,0,,0;:)=0,. 3
g ax(axayazJ(xyz)(123)k 3)

Vsechny zapisy jsou jen zkratkou pro tutéz operaci, ktera se nazyva gradient. Znacime ji
symbolem obracené¢ho pismene delta V a fikame ,,nabla“. Nazev zavedl skotsky matema-
ticky fyzik Peter Guthrie Tait (1831-1901) podle trojuhelnikového tvaru asyrské harfy ze 7.
stoleti pf. n. 1. Asyrie byla v severni Mezopotamii. Slovo nabla (Nbl) je z aramejstiny, kterd
ho upravila z hebrejského Nev(b)el. Stejny néstroj uz ale znali Sumerové v obdobi 3 100 pred
nasim letopoctem. James Clerk Maxwell razil pro tento operator nazev ,,slope* z anglického
slova znamenajiciho spad ¢i sklon. Navrh Taita ale zvitézil. Na skaldrni funkci je mozné
pusobit jedinym zpisobem, pro vektorova pole je vice moZznosti:

Vrf: orf gradient
V-K: 2, K divergence
> Mk g @)
VxK: Erm9 1K, rotace
V®K: 2,K,; tenzorovy gradient

Gradient

Zabyvejme se nyni gradientem skalarni funkce. Ukazeme si, pti kterych ukonech muize byt
gradient uzite¢ny. Pljde o derivaci ve sméru, Tayloriiv rozvoj, konvektivni derivaci, kolmici
k izoploSe a vztah mezi silou a potencialni energii. Samoziejmé, Ze jsou i dalsi oblasti,
v nichz mé gradient nezastupitelné misto.

1. Derivace ve sméru
Pti vypoctu parcidlnich derivaci se k dané funkci blizime vzdy ve sméru os. Pfipustme nyni,
7e se k ni budeme blizit v obecném sméru a zaved'me derivaci ve sméru s vztahem

A _ o JGH)— (0

ds  h—0 hs||

()



Fyzika Il Gradient, divergence, rotace

Tuto limitu nyni snadno spo¢teme za pomoci Taylorova rozvoje:

of 1 9°f
hs, 4+ — hs hs, +-eo—
af _ lim f(x)+8xk Sk+2!axk8xl Sihsi +ee =S () _df s
ds  h—0 sl oy ||l

Prvni a posledni vyraz se odecte. Ve vSech ostatnich ¢lenech, s vyjimkou druhého, ziistane
veliGina &, ktera se limitné blizi k nule. Zavedeme-li jednotkovy vektor ¢ = s/||s||, mame pro
derivaci ve sméru uzite¢ny vztah

> a_f:
0s

(6-V)f; o= (6)

il
¢ Piiklad: Derivujte skalarni funkci ve sméru (1, 2). Postup feseni je pfimocary:
s=(L2);

53]

(L2 _9 0%
ov_( = 5}(ax,ay)_ﬁ+zﬁ,
A _(gy) o LS 23S
as_(c )/ 5 x+\/§ y

2. Taylortiv rozvoj

Za pomoci gradientu lze velmi snadno zapsat prvni netrividlni ¢len Taylorova rozvoje ska-
larniho ¢i vektorového pole ve tiech dimenzich:

W(x+h):w(x)+§—‘/’hk o=y, s

X g ox;,
Vztah nyni snadno zapiSeme s pomoci operace gradientu do finalniho tvaru:
> y(x+h)=y(x)+(h-V)y+-- (7)

Uvedeny vztah je elegantni a ve fyzice se velmi Casto pouziva.

3. Konvektivni derivace
Predpokladejme, Ze mame néjaké pole, které se meéni v Case i v prostoru a na$im ukolem je
nalézt jeho tplnou casovou derivaci:
dy(t,x) Jdy Jdw dx;, Jdy Jy
= + = + Ug,
dt ot dx, dt  odt Jdx;

kde jsme jako oznacili rychlostni pole proudéni u(z, x). Vyuzijeme-li gradient, méme:

dwv oJw d 9
> L =" 4 (u-Vy; . —=—+(u-V). 8
dt ot EEmAT)i7s dt ar+(“ ) ®

Prvni cast derivace je parcidlni derivace v Case, vyjadfuje lokalni zmény funkce. Druha ¢ast
se nazyva konvektivni derivace a popisuje zmény funkce zplisobené proudénim.
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Typickym vyuzitim je naptiklad pohybova rovnice elementu tekutiny:

Amd—u:AF.
ds

Rovnici vztahneme na jednotku objemu a rozepiSeme uplnou casovou derivaci podle (8):
> paa—l;+p(u-V)u:f, 9)
kde f je hustota sil plisobicich na tekutinu.

4. Kolmice k izoplose

Obecnou nadplochu v N dimenzich miizeme implicitné zapsat jako
@(x,--+,x)=const. (10)

Ptikladem miZe byt rovnice povrchu koule ve tiech dimenzich x* + y* + 2> = R%. Obecné v N
dimenzich ptedstavuje rovnice (10) N—1 rozmérnou mnozinu. Ve dvou dimenzich jde
o kiivku, ve tfech dimenzich o plochu. Stejnym zplisobem miiZzeme zapsat rovnici kon-
stantnich ploch né&jaké veliciny, tzv. izoploch — napftiklad izoterm pro teplotu, izobar pro tlak
nebo izofot pro intenzitu svétla. Za ¢ jen dosadime piislusnou veli¢inu. Diferencujme nyni
vztah (10):

a—¢dxk:0; = Vg-dl=0 = Vo Ldl. (11)
Xk

Gradient funkce ¢ je tedy kolmy na libovolny vektor plochy vedeny z dané¢ho bodu. Tedy
gradient je kolmy na izoplochu definovanou rovnici (10). Derivace je smérnici funkce, proto
gradient miii kolmo zdané izoplochy k dal§im izoplochdm s vys$§i hodnotou. Kolmici
k izoplose 1ze tedy nalézt velmi snadno:

n=Vg;
>
vo V9 (12)
Vol

Prvni varianta je obecna normala, druhd je normala normovana k jedné, tj. normalovy vektor
v mé velikost rovnou jedné. U uzaviené plochy vzdy volime normalovy vektor tak, aby z ni
mifil smérem ven.

€ Piiklad: Naleznéte kolmice k parabole y = x* v riznych bodech.

I
C

A
\ 4

Rovnici nejprve prepiseme do implicitniho tvaru
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P(x.y)=x>~y=0 (13)
Nyni uz snadno nalezneme gradient, ktery je kolmy na nadplochu (v tomto ptipad¢ parabolu):
n=V¢=_2x,-1). (14)
Pokud dosadime rtizné body z obrazku, dostaneme
n, =(0,-1);
ng=(2,-1); (15)
n-=(4,-1).

5. Sila a energie
Piedpokladejme, Ze médme potencidlni pole, v némz se prace kona na ukor potencialni energie

dA=—dw,. (16)

Vykonanou praci nyni vyjadiime jako silu ndsobenou drahou a kosinem seviené¢ho thlu
a poté rozepiseme diferencial na pravé stran¢:
ow,

Fdlcosa=——"dx, ,
ox )

F-dl:—VWp-dl.

Vzhledem k tomu, Ze uvedeny vztah plati pro jakykoli element drahy dl, musi platit

> F=-Vw,. (17)
Uvedeny vztah tikd, Ze sila mifi vzdy k minimu potencialni energie. U konzervativniho pole
tedy postaci k jeho popisu jedina skalarni veli¢ina — potencialni energie. Odpovidajici silu uz
vzdy dostaneme ze vztahu (17). Naptiklad pro gravitaéni pole télesa o hmotnosti M, které se
nachazi v po¢atku soufadnic a plisobi na téleso o hmotnosti m << M méame:

mM

W,=-G"—. (18)
r

Jednotlivé slozky sily uz snadno nalezneme:

Xy X r r\r)dx;
(19)
O x +x3 +x3
=GmM(—i2J ISR
r ox;, reor
Skute¢né jsme dostali spravnou hodnotu sloZek sil véetn€ smérového vektoru:
Fo_gMMr (20)
r2 r

Snadno nalezneme velikost sily:

2.2 2
F:\/F-F:,/Fx2+Fy2+F22:\/Gm—M(xz+y2+zz):Gm]¥. Q1)

1’6 r
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Divergence

Velmi dilezitou ulohou je zjisténi, zda v néjakém bodé¢ prostoru vektorové pole vyvéra
(ptikladem muze byt elektrické pole vyvérajici z kladného néaboje), nebo zda danym bodem
prochazi, ¢i v ném zanika (naptiklad elektrické pole v zdporném néaboji). K ivaham nad touto
ulohou bude uzitecné zavést element toku vektorového pole:

> dg=K-dS; dS=vds. (22)

Elementarni ploSka je charakterizovana vektorem, ktery ma velikost této plosky a smér
normaly k této plosce (kolmy vektor o velikosti rovné 1). Rozmér takto zavedené veliciny je
roven rozméru vektorového pole ndsobené¢ho metrem na druhou:

[dg]=[K]m”. (23)

Tedy rozmér elementu toku magnetického pole bude Tm?, elektrického pole Vm 'm? = Vm,

rychlostniho pole ms 'm? = m’s ™" atd.

Poznamka: Tok vektorového pole se tykd intenzivnich vektorovych veli¢in (nezédvisi na
mnozstvi latky), naptiklad elektrického, magnetického ¢i rychlostniho pole. Nezaménujte
tento tok s tokem aditivni (je imérnd mnozstvi latky) veliiny A4, ktery je definovan jako
mnozstvi veli¢iny proteklé jednotkovou plochou za jednotku Casu (tok hmoty, tok energie,
tok naboje, tok hybnosti, tok entropie atd.), tj. [j]=[4]/(m’s). Naptiklad tok naboje ma
jednotku Cm s ™.

Z definice (22) je jasné, ze tok pole ve sméru normdly je maximalni, kolmo na normalu nu-
lovy a pfi Sikmém toku se z vektoru pole uplatni jen jeho primét do sméru normaly:

K | KT L8 |
— L i
K v v % Y i
ds Ky
d¢ =K dS cos a d¢ =K dS cos a d¢ =K dS cos a
d¢ = KdS dg =0 d¢ =K, dS

Nyni ur¢ime celkovy tok pole v plochou kvédru, ktery vytvoiime kolem zvolen¢ho bodu.
Pozd¢ji pak limitnim ptechodem kvadr stihneme az do dané¢ho bodu. Tok pole bude mit cel-
kem Sest Clent (pies Sest plosek kvadru). Nejblizsi bod kvadru k pocatku soufadnic oznacime
(x, y, z), nejvzdalen&si (x+Ax, y+Ay, z+Az) a nas bod, tedy stfed kvadru (x,y,z). Celkovy
tok pole K plochou kvadru bude (vektor pole lokalizujeme vzdy uprostfed pravé pocitané
stény, vektor normaly mifi smérem ven):

zA (x+Ax, y+Ay, z+Az)
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Toky zapiSeme v poradi stén: prava, leva, zadni, pfedni, horni a dolni. Stény kvadru maji hra-
ny o velikosti Ax, Ay, Az, z toho snadno urcime jejich velikosti:
Ap=K (x+Ax,7,2) Ay Az =K (X, 7,2) Ay Az +
+Ky()~c,y+Ay,2)AzAx—Ky(i,y,Z)AzAx+
+K(3,7,2+ A2) AvAy— K (%, 7,2) Ax Ay.
Nyni vytkneme ze vSech ¢lenti objem kvadru:
[ K, (x+Ax,7,5)-K (x,7,%) N ]
Ax

Ky(;cay-l_AyaE)_Ky(iayaE)
+ +
Ay

Ag

AxAyAz.

+Kz(i,)7,z+Az)—Kz(fc,)7,z)
Az

Provedeme-li nyni limitni pfechod Ax, Ay, Az — 0, objevi se v hranaté zdvorce soucet parci-
alnich derivaci

oK
dg=| %K 2y K gy, (24)
ox dy Oz

Vyraz v kulaté zdvorce nazyvame divergenci pole. Jde o jedno jediné ¢islo, které znacime

0K, 0K, oK,
+ + :

> divK=V-K=0,K, = 25
T 9x T3y oz =
Tok pole infinitezimalnim kvadrem vedenym kolem naseho zvolené¢ho bodu tedy je
> dp=>K,-dS,=divK dV. (26)
a

Je jasné, ze hledanym testem je pravé operace divergence. Pokud je kladna, z bodu pole vy-
véra, pokud je zaporna, do bodu se pole noti a pokud je nulova bodem pole prochazi:

>0: pole vyvéra,
> divK<{=0: pole prochazi, 27)

<0: pole zanika.

Pokud bychom méli v prostoru konecnou mnozinu £, miiZeme tok pole pies jeji hranici 02
snadno spocitat. Oblast Q vyplnime beze zbytku mnoha kvadry. Na jejich sousedicich sté-
nach se tok vzdy vyrusi, protoze vnéjsi normaly sousednich kvadrii budou mifit na opa¢nou
stranu. Jediny nenulovy tok bude na hranici oblasti, kde uz zddné sousedici kvadry ¢i jiné
utvary nejsou. Proto bude platit

o= ¢ K-as= [[[ divk dr. (28)
S=002 V=0

Leva integrace je naSe s¢itani toku pfes jednotlivé ploSky, napravo je vysledek (26). Odvo-
zeny vztah se nazyva Gaussova véta a je uzitecny pii odvozovani riznych vztaht ve fyzice
a pii prevodu plosnych a objemovych integralti. Gaussovu vétu nejcasteji pisSeme ve tvaru

> #K-dS:.mdivK av. (29)
02 0
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UkaZme si nyni vypocet divergence na ¢tyfech dvojrozmérnych polich

A=(—y,+x,0);
B=(+x,+y,0);
‘v 60)
C=0|—.5.=5 |
r r r
D=(+y,+x,0)
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Zakreslime-li slozky prvniho pole v roviné (x, y) do obrazku, dostaneme typicky vir kolem
pocatku, zakreslime-li druhé pole, vzniknou radidlni, stile se zvétSujici vektory (Umeérné
vzdalenosti od pocatku). Takové pole je nefyzikalni a s rostouci vzdalenosti musi stale vzni-
kat. Kazdy bod prostoru je jeho zdrojem. Tieti pole je intenzita elektrického pole bodového
naboje, od pocatku soufadnic pole klesa, jeho zdroj je pouze v po&atku. Ctvrté pole nema
zjevné ani zdroje, ani netvoii viry. Spo¢téme nyni divergence téchto poli:

04
diVAzan+—y=O+0=O. (31)
ox 9y

10
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0B
divB=%+—y=1+1=2. (32)

ox dy

: oD, 9D,
divD=—"*+—2=0+0=0. (33)

dx Jdy

Prvni pole vytvati vir, ale nemé nikde zdroj, u druhého pole se v kazdém bod¢ prostoru vy-
tvari radidlni slozka pole. Ctvrté pole nema ani zdroje, ani viry. U tietiho pole je vypocet di-

vvvvvv

9,x, ) —x,9, (r°
diVC:aka=063k(x—’§j:a ()7 =0, () _
r

= = = (34)

Derivaci 0r/0x; jsme jiz pocitali ve vztahu (19), vysledek je x;/r. Hodnota divergence je po-
chopitelna v tom smyslu, Ze zdroj pole je pouze v pocatku (bodovy naboj), vSude jinde je
divergence nulova a pole témito body pouze prochazi. Nekone¢na hodnota divergence pole
souvisi s tim, Ze naboj povazujeme za bodovy, tudiZ je hustota naboje pq = AQ/AV v poatku
nekonecnd. Je to analogické jako u pojmu hmotného bodu. Mali byt nekone¢né¢ maly bod
nositelem konecné hmotnosti, musi v ném byt hustota hmoty py = AM/AV nekone¢na. S té-
mito problémy se formalné vypotada az teorie distribuci, se kterou se seznamime pozdé;i.

Gaussova véta magnetostatiky
Ve Fyzice | jsme se seznamili s Gaussovou vétou magnetostatiky:

p B-ds=o0. (35)
S=aV
Po aplikaci Gaussovy véty mame
” divB dV =0. (36)
.

Vzhledem k tomu, Ze relace plati pro jakykoli objem, musi byt integrand nulovy (matema-
ticky pfesné by bylo ,,nulovy az na mnoziny mens$i miry, resp. dimenze, nez je oblast inte-
grace®, témito ,,jemnostmi““ se ale nebudeme zabyvat a v dalSich piipadech uz na n¢ nebu-
deme upozoriovat):

> divB =0. (37)

Jde o prvni z Maxwellovych rovnic v diferencidlnim tvaru, ktera vyjadiuje nezdrojovost
magnetického pole. Magnetické pole kazdym bodem prostoru jen prochéazi, nikde nejsou jeho
zdroje. Magnetické monopoly neexistuji. Podle n€kterych teorii je ve vesmiru magnetickych
monopolli hodng, ale v prubéhu inflacni faze se vesmir natolik nafouknul, Ze v nami pozoro-
vatelné oblasti (nevidime cely vesmir) ziistalo jen nékolik magnetickych monopdla, a proto je
nevidime.

11
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Gaussova véta elektrostatiky

Ve fyzice I jsme odvodili Gaussovu vétu elektrostatiky v integralnim tvaru

ﬁm-ds:Q; D=¢E+P(E), (38)
S

kde E je intenzita elektrického pole, D je tzv. indukce elektrického pole, kterd v sob& zahr-
nuje i reakci latky na pfitomnost elektrického pole. Naboj na pravé stran¢€ je volny naboj pod
integracni plochou. Rovnice (38) je integralni podobou dalsi Maxwellovy rovnice. Pieved'me
vztah do diferencidlniho tvaru. Nalevo budeme aplikovat Gaussovu vétu (integral bude pies
objem ohrani¢eny integracni plochou), pravou stranu napiSeme jako objemovy integral
z hustoty elektrického naboje:

j!jdivn dV:jiij av. (39)

Uvedena relace musi platit pro jakykoli objem, integrandy musi proto byt totozné, t;.
> divD =p,. (40)

Jde o diferencialni podobu Gaussovy véty elektrostatiky (zobecnéného Coulombova zdkona),
ktera tika, Ze elektrickd indukce D vyvéra z oblasti kladnych nabojii a nofi se do oblasti za-
pornych naboji. Na pravé stran¢ vystupuje hustota volného néboje. Z diferencialni podoby
Gaussovy véty elektrostatiky snadno odvodime zpétné Coulombliv zédkon: zvolime soutad-
nice s pocatkem v naboji a kolem naboje opiseme kulovou plochu. Rovnici (39) preintegru-
jeme pies objem takto vzniklé koule:

_[.ydideV:_[;[J.pQ dr. (41)

Integral nalevo za pomoci Gaussovy véty prevedeme na ohranicujici plochu. Integral napravo
da celkovy ndboj uzavieny v ploSe, v tomto piipad¢ naboj nasi ¢astice:

{p p-ds=0. (42)

Vektor elektrické indukce 1 vektor elementu plochy maji stejny smér, thel mezi nimi je nu-
lovy a kosinus ve skalarnim soucinu roven jedné:

gﬂ'; DdS =0. (43)

S=dV

Na celém povrchu koule je velikost D stejnd, miZzeme ji tedy z integrace vytknout. Zbyvajici
integral da celkovou plochu ohranicujici koule:

Darnr?=0. (44)
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Fyzika Il Gradient, divergence, rotace

Ptrevedeme-li elektrickou indukci na intenzitu elektrického pole, mame vysledny integralni
vztah, ktery neni nic jiné¢ho nez Coulombiv zdkon:

p=—Y (45)

4”80}"2

Rotace

Ptejdéme nyni k jiné Gloze. Budeme testovat, zda naSe vektorové pole vytvari v okoli zvole-
ného bodu vir. Pokud si ptfedstavite vir nakresleny na papiru, tak ho uvidite pouze ze sméru
kolmého na papir. Butele-li se divat v rovin€ papiru, vir neodhalite. K detekci viru jsou zapo-
tiebi tfi nezavislé pohledy ze tfi riznych sméri. Proto bude mit test na viry vektorovy cha-
rakter. UziteCnym nastrojem pro nase testovani bude element cirkulace pole:

dy=K-dl, (46)
kde K je sledované pole a dl element kiivky. TecCe-li pole ve sméru ktivky, bude cirkulace

maximalni, a to K d/, te¢e-li pole proti sméru kiivky, bude cirkulace minimdlni, a to —K d/.
Tece-li pole kolmo na ktivku, bude cirkulace nulova.

K K K K
a
_> _»
dy =K d/ cos a dy=Kdlcos a _ _
dy = Kd/ dy = —KdI dy=0 dy =K d/cos a

Predstavme si nyni bod v prostoru, kolem néhoZ nakreslime obecné orientovany obdélnik
a provedeme projekce bodu i s obdélnikem do vSech tii soutadnicovych rovin. V roving (x, y)
bude situace vypadat takto:

y Y, gAY TAY)

[ BN

— (X, ))
(X, y) —>Kx

»

>
X

Nyni nalezneme cirkulaci pole kolem tohoto obdélniku po matematicky kladné orientované
kiivce y tvorené hranami obdélniku (znaceni bodu je stejné jako pti odvozeni divergence).
Ptispévky zapiSeme v potadi: dolni, prava, horni a leva hrana, hodnotu pole vezmeme vzdy
uprostfed hrany. Hrany maji velikosti Ax, Ay:

4
Ay =Y Ay, =K (%,y)Ax+ K (x+Ax, ) Ay—K (%, y+Ay) Ax— K, (x, 7) Ay=

a=l1

| Kyt A7) -K (6 5) K (R y+A) - K (R y
Ax Ay

}AxAy.

Nyni provedeme limitni pfechod Ax, Ay — 0 a dostaneme (element plochy s normalou ve
sméru osy z oznac¢ime jako dS; = dx dy):

0K, oK
dy=|—2L-—=x1dS.. 47
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Fyzika Il Gradient, divergence, rotace

Provedeme-li superpozici vSech tii projekei, vznikne obecny obdélnik a cirkulace kolem ného
bude mit hodnotu (ostatni ¢leny ziskdme cyklickou zdménou)

oK. 0K 0K . 0K oK, oK.
d 2148 ds J ds. . 48
V= [ay 82} x-{ 0z ax} Y [ax ay} “8)

Je jasné, Ze v hranatych zavorkach jsou sloZky vektorového soucinu gradientu a naSim vekto-
rovym polem, proto miizeme pro element cirkulace pole psat:

> dy =) K,-dl, =(VxK)-dS. (49)

O tom, zda je cirkulace pole kolem obdélniku nenulova (a pole tvofi vir) rozhoduje vektorovy
souc¢in gradientu s polem, kterému fikame rotace pole:

> rotK=VxK. (50)

Jednotlivé sloZky rotace koresponduji s nasim pohledem na vir ve sméru odpovidajicich si
soutfadnicovych os. Pokud jsou vSechny slozky rotace nulové, pole netvoii kolem bodu vir.
Pokud je libovolna slozka nenulova, pole kolem dan¢ho body vytvaii vir:

=(0,0,0): pole netvofti vir,
> rot K o (51)
#(0,0,0): pole tvoii vir.

Ur¢eme nyni rotaci poli A, B, C, D ze vztahu (30):
rotA=(0,0,2); rotB=rotC=rotD=(0,0,0). (52)

Jedin¢ prvni pole ma nenulovou rotaci, vir je patrny pouze pti pohledu ve sméru osy z. Jde
o nefyzikalni vir, jehoz intenzita roste se vzdalenosti od stfedu (v kazdém bod¢ prostoru je
jakési dmychadlo, které vir zesiluje). Proto je rotace nenulova ve v§ech bodech prostoru.

Uvazujme nyni kone¢nou plochu S ohranic¢enou uzavienou kiivkou y. Nasim tkolem bude
spocitat cirkulaci pole podél této kiivky. Plochu ohrani¢enou kiivkou vyplnime mnoha ma-
lymi obdélnicky, které spolu sousedi. Kazdy obdélnik ptfedstavuje matematicky kladné ori-
entovanou uzavienou kiivku. Na spolecnych hranach bude cirkulace pole vzdy nulova, nebot
jsou hrany opac¢né orientované. Jedind nenulova cirkulace bude na hranach pftiléhajicich
k hranici naSeho utvaru. Limitnim pfechodem z (49) mame

> ¢ K-di=[[(rotK)-ds, (53)

y=0aS S

cozZ je Stokesova véta integralniho poctu, ktera prevadi plosny integral na kiivkovy.

Faradayuv indukéni zakon

Ve Fyzice I jsme si odvodili integralni podobu Faradayova indukéniho zakona:

¢ Edl——”— ds. (54)

y=0S

Faradayuv indukcni zakon zapsany ve tvaru (54) je integralni podobou dalsi z Maxwellovych
rovnic. Nas bude opét zajimat diferencialni tvar této rovnice. Proto pfevedeme integral vlevo
za pomoci Stokesovy véty na plosny integral

H rotE- ds——jj— ds. (55)
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Fyzika Il Gradient, divergence, rotace

Oba integraly se musi rovnat pro jakoukoli zvolenou plochu, proto musi byt integrandy to-
tozné, coz nas privadi k diferencidlni podobé dalsi z Maxwellovych rovnic — Faradayova in-
dukéniho zékona:

oB

> rotE=——. (56)
ot

Ampéruv zakon
Ve Fyzice I jsme odvodili integralni tvar Ampérova zékona:

gS H-dl:]+ﬂa—D-ds; H="L_mm). (57)
y=0S 5 Of Ho

Druhy vztah je defini¢nim vztahem intenzity magnetického pole, ktera v sobé zahrnuje jak
puvodni pole B, tak reakci latky M. Proud na pravé stran¢ je vodivostni proud tekouci plo-
chou uvnité ohranicujici kiivky y. PovSimnéte si, ze uzavorkovani jednotlivych ¢leni je
z historickych divodi jiné nez v ptipadé elektrického pole (38). Rovnici opét prevedeme do
diferencialniho tvaru. Nalevo pouZzijeme Stokesovu vétu, napravo vyjadiime proud pomoci
toku volného naboje plochou, kterou ohranicuje zvolena kiivka:

oD
rotH-dS=||j,-dS+||—-dS. 58
] [Jio-as+[[=] (58)
S S S
Uvedené vztahy musi platit pro libovolnou plochu, proto jsou integrandy totozné:
oD
> rotH=j,+—. 59
lo™, (39)

Rovnice (59) tika, ze vir magnetického pole mize vzniknout jednak v okoli vodice s prou-
dem, a jednak ptisobenim proménného elektrického pole. Takova situace je naptiklad v okoli
deskového kondenzatoru (mezi deskami predpokladejme nezaplnénou mezeru). Pokud tece
vodi¢em stiidavy proud, generuje kolem vodice magnetické pole (smér virt se stiidd ve shodé
s momentalnim smérem elektrického proudu). Na desky kondenzatoru je ptivadén v nékte-
rych fazich kladny naboj, v jinych zaporny naboj. Diky tomu vznikne mezi deskami ¢asové
proménné elektrické pole, které je zdrojem magnetického pole v okoli desek. Vzdaleny pozo-
rovatel z magnetického pole nepozna, Ze je obvod prerusen deskami kondenzatoru.

Vysledna soustava Maxwellovych rovnic v diferencidlnim tvaru tedy je:

> divB =0, (60)
> diVD=pQ, (61)
> roth—a—B, (62)
ot
oD
> rotH=j,+—. 63
Jo 5 (63)

K této soustave rovnic se opét vratime, jakmile si probereme zakladni teorii k vinéni.

ooooooooooooooooooooooooooo
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Fyzika Il Vinéni

Ve Fyzice I jsme se setkali s kmity. Je to periodicky pohyb néjakého objektu, naptiklad
kulicky zavéSené na pruzin€ nebo zména vzdalenosti Zemé od Slunce. Predstavme si nyni, Ze
je rozpohybované celé prostiedi, naptiklad néjaky rosol. Kazdy jeho bod vykonava kmity.
Takovému souboru kmiti fikdme vInéni. VInit se mohou rtizné veli¢iny: hustota, tlak, vySka
hladiny, teplota, elektrické pole, magnetické pole atd. Vlnici se velic¢iny tedy mohou byt jak
skalarni, tak vektorové. Abychom nepouZzivali v kazdé rovnici pro vlnici se entitu rizny
symbol (p, p, h, T, E, B), zavedeme jednotny zastupny symbol (¢, x), kterému fikame vinova
funkce. V daném konkrétnim piipad¢ si pak za y dosadime, co potifebujeme.

Zakladni pojmy

Vinova funkce

Velic¢ina y(t, x) popisuje vinéni v ¢ase a v prostoru. Polozime-li # = const, pozorujeme ¢asovy
snimek vinéni. MiZete si predstavit, ze vyfotografujeme napiiklad vinici se motskou hladinu
a prohlizime si vzniklou fotografii. Polozime-li x = const, pozorujeme ¢asovy prubéh sledo-
vané veli¢iny v jednom uréitém misté. VIinéni vétSinou popisujeme komplexni vinovou fun-
kci, pouziti komplexnich ¢isel vyznamné zjednodusi nékteré vypocty. Fyzikalni vyznam (to,
co méfime) ma ale zpravidla jen redlna Cast vinové funkce. Tak jako kazdou komplexni
funkci, mizeme vinovou funkci zapsat pomoci dvou redlnych funkci, amplitudy 4 a faze ¢:

> w(t,x) = A(t,x)e 2N (64)

Vinoplocha a paprsek

Plocha spojujici mista s konstantni hodnotou faze ¢ vinové funkce se nazyvé vinoplocha. Na
vinoploSe je vInéni ve stejné fazi (napiiklad vinoplocha spojujici mista, v nichz ma tlak 75 %
maximalni hodnoty). Paprskem nazyvame kolmici na vinoplochu.

Uhlova frekvence
Uhlovou frekvenci chapeme zménu faze vinéni s ¢asem, budeme ji definovat vztahem

> __9% (65)

Minus v definici neni podstatné, zajistuje jen, aby se rovinna vina pohybovala ve sméru vl-
nového vektoru. Pozdéji bude toto znaménko uzitecné 1 ke spravnému relativistickému zapisu
vztahll. VéEtSinou postaci udavat jen absolutni hodnotu thlové frekvence, tedy kladné Cislo.
Uhlové frekvence se mize ménit jak s ¢asem, tak od mista k mistu. Je-li thlova frekvence
neproménnd, Ize jeji velikost zapsat pomoci celkové zmény faze 0p =27 a celkové zmény
Casoveého useku (jedné periody) ot = T jako w = 27/T.

Vinovy vektor
VInovym vektorem nazveme zménu faze vinéni se v§emi prostorovymi proménnymi,

kan—(p;

0x

a9
> k,=—; 66
y=3, (66)

kzza—¢.

0z

Tento zapis je sice jasny, ale zbyte¢né robustni. Na prvni pohled je jasné, Ze vinovy vektor
neni nic jiného nez gradient faze vinéni. Posledni vztah tedy miizeme zapsat kompaktnéji
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> = a—¢ =Vo. (67)
ox

Vlnovy vektor jakozto gradient mifi kolmo na vInoplochu, tj. ve sméru $ifeni vin. Jeho veli-

kost i smér se miize ménit s casem i od mista k mistu. Je-li vlnovy vektor neproménny, lze

jeho velikost zapsat pomoci vinové délky A jako celkovou zménu faze 2z ku celkové periodé

v prostoru k = 27/A.

Pficné a podélné vinéni

Pokud kmita dand entita podél sméru Sifeni (podél paprsku ¢i vinového vektoru), hovoiime
o vinéni podélném (longitudinalnim). Typickym podélnym vIinénim je zvukova vlna v plynu.
Hlasivky rozvibruji atomy a molekuly plynu v mistnosti podél sméru Sifeni. Zvukova vlna se
pak dostane k uSnimu bubinku, kde kmitajici atomy a molekuly rozkmitaji jeho membranu,
a vznikly nervovy impulz se §iti dale do mozku. Druhym typem vinéni je pricné (transver-
zalni) vinéni. Typickym piikladem pricného (transverzalniho) vinéni je elektromagneticka
vlna ve vakuu. Elektricky i magneticky vektor kmitd kolmo na smér Sifeni. Nejhor§im ptikla-
dem v tvodnim kurzu jsou viny vzniklé hozenim kamene do rybniku. Voda je nestlacitelna,
takze nemuze dojit jen k pohybu atomt a molekul ve svislém sméru. Ve skute¢nosti vznikne
smésice podélnych a piicnych vin a elementy kapaliny se u hladiny pohybuji piiblizné po

kruznici.
/I_{ Ny

Disperzni relace
VInéni je v kazdém misté popsano ¢tyimi Cisly (w, k), pozdé€ji uvidime, ze tvofi relativisticky
¢tytvektor. Tato Cisla jsou zavisla. Vztah mezi nimi Ize odvodit z rovnic popisujicich dany
typ vinéni. VétSinou mé zavislost obecny tvar

(. k)=0 (68)

a nazyva se disperzni relace. V nékterych piipadech je mozné z disperzni relace explicitné
vypocitat thlovou frekvenci v zavislosti na vlnovém vektoru nebo vlinovy vektor v zavislosti
na uhlové frekvenci:

w=w(k), (69)
k =k(w). (70)

Tam, kde to explicitné mozné neni, miZzeme pouzit vétu o implicitni funkci a disperzni relaci
ve tvaru w(Kk) urcit alespon lokalné.

Rovinna (monochromaticka) vina

Jde o nejjednodussi typ viny, kterd méa konstantni amplitudu a fazi, jez je linearni funkci Casu
a prostoru:

A(t,x) = A4;
P(t,x)=cpt +x+oy+az=—0t+kx+ky+k z=k-x-ot.

(71)

Vyznam koeficientd ¢ plyne z definice thlové frekvence a vinového vektoru. Termin mo-
nochromaticka v ndzvu viny znamena, ze ve viné je zastoupena jedina frekvence neboli barva
(chromos). Rovinna (monochromatickd) vina ma tedy tvar

w(t,x) = Ae'lkx - (72)
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Na prvni pohled je ziejmé, ze plochy konstantni faze ¢(z, X) = const piedstavuji rovnice pre-
souvajicich se rovin:
@(t,x) = const =

kx+k,y+k,z— @t =const =
ax+by+cz+d()=0.

Pfesun roviny budeme chapat jako kolmy k této rovin¢ (Sikmé presuny rovin lze tak jako tak
nahradit kolmym pfesunem s rychlosti rovnou projekci rychlosti do kolmého sméru). Smér
pfesunu ur¢ime jako gradient rovnice roviny:

ot X) =kx+k,y+k,z—wt = Vo=k.

Vlnovy vektor proto mifi ve sméru §ifeni vinéni.

Fazova rychlost

Fazova rychlost je rychlost pfesunu roviny konstantni faze. Zvolme soufadnicovy systém tak,
aby se roviny piesouvaly ve sméru prvni osy, tj. k = (k, 0, 0)

Diferencovanim rovnice plochy konstantni faze ziskdme rychlost pfesunu plochy (fazovou
rychlost)

kx — wt = const = kdx—wdt=0 = vfzgzg.
dt &k
Pro obecnou volbu soufadnicového systému plati
w w
> Up =—; Ve =—¢. 73
F= £ = (73)

Prvni vyraz urcuje jen velikost fazové rychlosti, druhy vyraz ukazuje, Ze vektor fdzové rych-
losti mifi ve sméru ex = k/k vinového vektoru. Pro nase ucely postaci prvni, skalarni, vztah.
Fazova rychlost souvisi jen s pfesunem mista, které ma stejnou fazi vinéni, nesouvisi se sku-
tecnym makroskopickym piesunem hmoty (kola $ifici se na vodni hladin€ maji jinou rychlost
nez voda samotnd). Fadzova rychlost mize byt, a v mnoha ptipadech je, nadsvételnd. Tvar
disperzni relace urcuje hodnotu fazové rychlosti pro rizné frekvence. Jev, kdy se viny riz-
nych frekvenci §ifi riiznou rychlosti, se nazyva disperze. Z odvozeni je patrné, ze pokud by
uhlova frekvence (65) byla definovana s opaénym znaménkem, vyslo by vs=—w/k a vlna by
se §ifila v opaéném sméru, nez mifi vlnovy vektor, coz by bylo zna¢né nelogické.

Obecna vina
S rovinnymi vlnami se velmi snadno pracuje a miZzeme z nich poskladat vinu obecného tvaru:

w(t,X) = j a(w,k)e!F¥ ¢ . (74)

Jde vlastné o Fourierovu transformaci y(¢, X) <> a(w, k). Amplitudy vin jsou Fourierovym
obrazem vlnové funkce. Integrace se provadi jen pies slozky vinového vektoru. Uhlova frek-
vence je na vinovém vektoru zavisla prostfednictvim disperzni relace (69), a proto se ptfes ni
neintegruje.
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Grupova rychlost

VY

Nasledujici odvozeni Ize pii prvnim ¢teni vynechat a pouze akceptovat vysledny vztah pro
grupovou rychlost (76). Zkoumejme nyni rychlost pfesunu vinového baliku — klubka vin
podobnych frekvenci a vinovych vektort. Pro jednoduchost budeme uvazovat balik Sifici se
ve sméru osy x (tak zvolime soufadnicovy systém):
ko +Ak
p(t.0)= | a(@k)e™ ) dk. (75)
ko—Ak

Amplituda vln je nenulova jen v intervalu (k, — Ak, ky + Ak) a nahradime ji konstantni ampli-

tudou:
ko+Ak

w(t,x) =~ a(@y, ko) | & dk.
ko—Ak

V dal$im kroku vytkneme z integralu prostfedni vinu

( ky+Ak .
W(t,x)za(a)o,ko)el( 0¥ = @o1) j Qllk=ko)x—(@-w0) 1] 4,

ko—Ak

Nesmime zapomenout, Ze @ = w(k) a integrace se ,,skryt¢* provadi i ptes w. Dalsi upravy
jsou ziejmé:

) k0+Ak k -
w(t,x) = a(wy, ky)e 0" [ exp|ith—ky) o P00
ko —Ak ke =k

Zlomek v argumentu exponencialy Ize nahradit derivaci (pro A k£ — 0)

o(k)-wy 9w
L0 99 (k).
k=ky  Ok|, o)

Veli¢ina v, ma zatim vyznam jen oznaceni pro vySe definovanou parcialni derivaci. Vlnovy
balik m4a nyni tvar:

] ko +Ak
w(t,x) = a(@g.ko)e [ exp [i (k—ko)(x — v, t)}dk .
ko—Ak
Je zfejmé, ze po integraci pies vlnovy vektor bude vysledek integralu funkci x — v,

i(kgx—w, i(kgx—wyt)

w(t,x) = a(wy, ko) e Y F(x—vgt)= A(x —vgt)e
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Vlnovy balik ma tedy obalku Sifici se rychlosti vg, které fikdme grupova rychlost. Vnitini ¢ast
baliku je vyplnéna nosnou vinou exp[i(kopx — wt)].
0w

> =—,
Ve T3k

(76)

Vypocet jsme pro jednoduchost provedli v jedné dimenzi. Pro obecné mitici vinovy vektor je

_aw_Law 0w an

> Vo =—"——= 5 9
® ok |0k, ok, Ok,

(77)

Rychlost $ifeni vlnového baliku jako celku se nazyva grupova rychlost. Je to rychlost Sifeni
informace o tvaru baliku a rychlost pfenosu energie baliku. Nutné musi byt podsvételna.

Graficky vyznam fazové a grupové rychlosti

Graficky vyznam fadzové a grupové rychlosti vidime na obrazku. Abychom mohli korektné
zavést thel tecny a seCny, potiebujeme mit na obou osach stejné méfitko. Proto na vodorovné
ose vyjime¢né neni pouze vlnovy vektor, ale kombinace ck, kde ¢ je n¢jaka typicka rychlost
Siteni vin. Fazova rychlost je dana tangentou tihlu, ktery svird spojnice bodu na kiivce dis-
perzni relace s pocatkem (vzhledem k vodorovné ose), grupova rychlost je dana smérnici
teCny (jde o derivaci):

Ur =Ctgyy; (78)
Vg =Ctgy,. (79)

Intenzita a hladina intenzity

V teorii vinéni se Casto vyuzivaji i nékteré dalsi pojmy: vykon vInéni, tok energie vinéni, in-
tenzita vinéni a hladina intenzity vinéni. Vykon vinéni je mnozstvi energie prenaSené vinénim
za jednotku Casu:

> AV p=d (80)
At S
Tok energie je mnozstvi energie pienaSené vinénim jednotkovou plochou za jednotku Casu:
. AW LW &
AtAS m°s m

S tokem energie aditivni veli¢iny jsme se jiZ setkali ve Fyzice 1. Jak vykon vInéni, tak tok
energie periodicky sleduji vlnici se entitu. Pro praktické vyuziti jsou pouzitelné jen stfedni
hodnoty vykonu a toku energie vinéni. Stfedni hodnota toku energie vinéni se nazyva inten-
zita vlnéni:
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T
Ty, [1)= EZ (82)

1
> I1={(J)=—
(J) ok -

Intenzita vIinéni se ¢asto méni o mnoho tada. Pro praktické vyuziti je proto vhodné&jsi deka-
dicky logaritmus intenzity. Tuto veli¢inu nazyvame hladina intenzity vinéni:

> L = logli; [L]=B. (83)
0

Hladinu intenzity méfime v belech (B). N¢kdy je vyhodnéjsi mensi jednotka, decibel:

L = IOIOgL; [L]=dB. (84)
1y
Uz vime, Ze matematické veli¢iny musi mit bezrozmérné argumenty. Proto je v argumentu
logaritmu intenzita délena referencni hodnotou, ktera se u rﬁznz}'/ch typt vinéni lisi. Naptiklad
u zvukovych vln volime referenéni hodnotu o =10"2 W/m”. Pokud se zabyvame pouze
zménami hladiny intenzity, referencni veli¢inu nepotiebujeme:

)

1
M=L2—L1=log§—2—log1—1= log[l—z-]—ojzlog— (85)

0 0 Iy I I

Ruzné druhy vin

Vidéli jsme, ze rovinné vinoplochy maji konstantni amplitudu. To ale neplati pro jiné tvary
vilnoploch. Napftiklad pfi explozi vznikd kulovéa vinoplocha §ifici se od exploze a jeji ampli-
tuda postupné klesa. Stejné tak klesa amplituda kruhovych vin, které vznikly po vhozeni ka-
mene do rybniku. Odvod’'me nyni vztahy pro tyto amplitudy.

Kulova vinoplocha

Intenzita vinéni je vztazend na jednotku plochy. VInoplochy jsou povrchy kouli s plochou
S = 7%, take intenzita klesa s druhou mocninou vzdalenosti od mista, kde vlna vznika:

1 1

[~—~— 86

o (86)
Na druhou stranu je energie oscilaci, a tedy 1 intenzita, vzdy imérna druhé mocniné jejich
amplitudy (vzpomerite si na harmonicky oscilator ve Fyzice I):

1~ 47 (87)

Porovndnim obou vztahti madme

> A(r) ~ 1 (88)
r

Amplituda kulové viny se tedy snizuje nepfimo imérné se vzdalenosti od mista vzniku vin.
Neméjte obavy ze vztahi, v nichZ je znaménko umérnosti. Vzdy je lze piepsat do vztahu
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vhodného pro vypocty (na zékladni Skole se tomu v dobach, kdy se takové véci ucily, fikalo
troj¢lenka). Z (88) plyne Ar = const, tj.

Ze ti1 zndmych hodnot snadno dopoc¢teme Ctvrtou.

Valcova a kruhova vina

Vypocet je obdobny jako u kulové vinoplochy. Intenzita se rozmélituje do stale vétSich vino-
ploch danych plochou valce S = 2zrL, tedy

1 1
[~—~=. 90
S (90)
Soucasné opét plati
I~ 42, O1)
Kombinaci obou vztahi mame
> A(r) ~ L (92)

Jr

U valcové a kruhové vinoplochy klesa intenzita se vzdalenosti pomaleji nez u kulové vino-

vewr

Afrs = Ary (93)

Kruhové viny na vodni hladiné maji stejnou zavislost, rozprostiraji se do obvodu kruhu, ktery
je umérny vzdalenosti stejné jako plocha valce.

Solitony

Podobné, jako lze skladanim kmiti blizkych frekvenci vytvofit rdzy, je mozné slozit z vin
blizkych frekvenci a vinovych vektor vlnovy balik. Pfirozenym projevem vlnového baliku je
jeho postupné rozplyvani. Viny raznych frekvenci se $iii riznou rychlosti a ty nejrychle;jsi
postupné vinovy balik opoustéji, ty nejpomalejsi se za nim opozd’uji, takze vinovy balik ne-
drzi svlij tvar a postupné se rozsifuje a sldbne. Hovotime o disperzi, tj. zavislosti fazové
rychlosti na vinové délce. V nekterych situacich muze byt ptirozena disperze vinového baliku
kompenzovana nelinearnimi jevy. V takovém ptipad¢ vznika tzv. osamocena vlna neboli so-
liton. Solitony se §iii beze zmény tvaru a velikosti i na velké vzdalenosti. Solitony pienaseji
energii z mista na misto a mohou skrz sebe prochéazet. Prvni soliton pozoroval skotsky védec
John Scott Russel na uzkém vodnim kandle Union pobliz Edinburghu v roce 1834. Existenci
solitonli poprvé teoreticky vysvétlili v roce 1895 holandsti matematici Diederik Korteweg
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a Gustav de Vries. Blizké solitoniim jsou 1 vilny tsunami. Solitony nevznikaji jen na vodni
hladinég, ale 1 v plazmatu, kde je nejznam¢;jsi Langmuirdv soliton — dutina vyplnéna elektric-
kym polem, kterd se §ifi beze zmény tvaru a velikosti. Dnes se solitony vyuzivaji zejména
v telekomunikacich. Solitonem je elektromagneticky impulz, ktery se §ifi svételnym vlaknem

v nezméneéné podobé na velké vzdalenosti.

LangmuirQv soliton: klubko elektrického pole Sifici se plazmatem

Zvuk

Clovék se nejéastéji setkava se zvukovymi a elektromagnetickymi vinami. Elektromagnetické
vilny si nechame na pozdéji a v rychlosti se sezndmime s nékterymi vlastnostmi zvukovych
vin. Uz jsme si tekli, ze v plynech jde o podélné vinéni. Chaotickd tlakova energie se perio-
dicky méni na kinetickou energii kmitani molekul. V nejhrub$im pfiblizeni proto miizeme
odhadnout rychlost §ifeni zvukovych vin z rovnosti tlaku a hustoty kinetické energie

pzlpv2 v~ 2. (94)
2 P

Jde o priblizny vztah, proto jsme koeficient 2 vynechali. Z uvedené¢ho vztahu mizeme od-
hadnout fadov¢ rychlost Siteni zvuku v daném prostiedi. Pfesny vztah v sobé zahrnuje pocet
stupniil volnosti atomt v daném plynu a neni pro nase ucely dulezity. Lidsky sluch je schopen
zaznamenat frekvence od cca 20 hertzi az do 20 kilohertzl. Viny s niz$imi frekvencemi na-
zyvame infrazvuk, viny s vy$simi frekvencemi ultrazvuk. Infrazvukové a ultrazvukové viny
Clovek neslysi.

vvvvvv

kové viny v pevnych latkach a kapalinach uz nejsou jen podélné, ale jde o smésici podélnych
a pricnych modui. K takovym vinam patii napiiklad zvukové viny Siticim se v krystalech nebo
seismické viny postupujici zemskym nitrem. Pokud je prostfedi nabité a vodivé, jsou viny
do Sifeni anizotropii a vlny se §ifi v riznych smérech riznou rychlosti. Zvuk v plazmatu se
dokonce $§ifi naraz ve tiech vinoplochéch, z nichZz pouze jedna ma ptiblizn¢ kulovy tvar, jak
jsme zvykli u zvuku v plynech. Zvukové viny dnes vyuzivame k ,,vySetfovani* nitra hvézd,
naptiklad naseho Slunce, kde se tomuto zkoumani vénuje tzv. helioseismologie. Helioseis-
mologii Ize detekovat toky plazmatu v nitru Slunce a mnoho dalSich procest. Slunce je roze-
chvélé v mnoha zvukovych méodech a chova se jako zvon, ktery neustdle rozechvivaji nara-
zejici proudy plazmatu. Slunce ma pies deset milionil vlastnich frekvenci, které se skladaji do
slunecni hudby. Helioseismologie vznikla jiz v roce 1960. Ameri¢ti astronomové Robert
Leighton, Robert Noyes a George Simon tenkrat objevili pétiminutové oscilace slune¢niho
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povrchu. Pozorovali je v 18 metri vysoké slunecni véZzi na observatoii Mt. Wilson v jizni
Kalifornii a poté je systematicky zkoumali nékolik nasledujicich let. V roce 1980 byly za
pomoci helioseismologie objeveny pod povrchem Slunce velmi zvlastni oscilace, fika se jim
torzni. Je to jako kdybyste kroutili gumovou hadici sem a tam. V roce 1997 byly nalezeny
hluboko v nitru Slunce plazmové tfeky a od roku 2001 je dokonce rutinné zobrazovéana za
pomoci zvukovych vin odvracend strana Slunce! Helioseismologie se stala i¢innym nastro-
jem pro vyzkum nasi nejblizsi hvézdy.

e
T
By

H 1
I T IITH

Rayleighova povrchova vina

s s s s 11 .10 e e 3 e
i i 1.0 0 51, .9 0 H 7T 11711111@
e e .1 i e i i i i
7 7 S
14

Loveho povrchova vina P vina hlubinna S vina hlubinna

Rlzné typy seismickych vin. Po povrchu se $iti bud Loveho vina (Cisté pfi¢na) nebo Rayleighova vina (smésice
podélnych a pficnych vin podobnd vinam na vodé). Nitrem zemského plasté se Sifi podélné P viny (mista zie-
déni a zhusténi latky, nékdy také hovotfime o kompresnich ¢i primarnich vinach, proto pismeno P) a Sviny
(pFicny maéd, tzv. sekundarni vina, proto S). S viny nejsou schopné projit jddrem Zemé, v ném jsou jen P viny.

Upa<Cq

VInoplochy magnetoakustickych vin v plazmatu jsou ovlivnéné pfitomnosti magnetického pole. OranZova vino-
plocha se oznacuje F (Fast, rychld), dalsi dvé vinoplochy S (Slow, pomald) a A (Alfvénova) se dokonce kolmo na
magnetické pole viibec nesifi. RlUzné tvary vinoploch jsou dany riznou velikosti indukce magnetického pole.
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Skladani vin

Viny miZeme riznymi dimyslnymi zatizenimi délit 1 skladat. Napiiklad na polopropustném
zrcadle je mozné rozdélit laserovy svazek na dva: jeden se odrazi a druhy zrcadlem projde.
Pokud se rozdélené svazky po urcité dobé v n¢jakém misté opét sejdou, slozi se do nové viny.
Podle zpiisobu skladani hovotfime o interferenci nebo o ohybu:

Interference

Skladani malého mnozstvi vin, typicky jednotek aZ stovek vin. Pokud se sejdou dvé viny ve
fazi, zesili se, a dojde k tzv. konstruktivni interferenci. Pokud se sejdou v protifazi a maji
stejnou amplitudu, dojde k zaniku vin, k tzv. destruktivni interferenci. Okamzité se naskyta
otazka, kam se podé€la energie dvou vin interferujicich v protifazi. Korektni odpovéd dava az
kvantova teorie. Svétlo miiZzeme popsat nejen jako vinéni, ale i1 jako soubor ¢astic, kterym
fikdme fotony. Pfi prichodu polopropustnym zrcadlem nedojde k tomu, Zze by se polovina
fotonti vydala jednou cestou a druhd polovina druhou. Naopak: kazdy foton se dostane do
superpozice dvou stavii a pohybuje se obéma cestami naraz. V makrosvété nic podobného
nezname. V mikrosvéteé jde o béznou véc a budeme se ji jeSté zabyvat v ¢asti vénované
kvantové teorii. Pravé superpozice je diivodem, Ze fotony nejsou lokalizované ¢éstice a ani
energie s nimi spojena nepatii do jednoho konkrétniho mista. Zakon zachovani energie proto
neni lokalni, tj. v jednom misté miiZe energie zmizet a objevit se na misté upln¢ jiném.

Ohyb
Skladani obrovského mnozstvi vin, typicky tisicti az miliont. K ohybu dochdzi naptiklad na
krystalické mfizi, kdy se kazdy zuv€znénych atomii po dopadu vlny stava sekundarnim
zdrojem vinéni a vSechny takto vzniklé¢ viny se poté skladaji do vysledné vinoplochy.
K nejcastéjSim pripadim ohybu patii

*  Fraunhoferiv ohyb: skladani rovinnych vinoploch,

= Fresneluv ohyb: sklddani kulovych vinoploch.

Fraunhofertv ohyb. Na krystalickou mfiz dopadaji rovinné vinoplochy. Kazdy atom se stava zdrojem kulovych
vinoploch, které se nasledné skladaji do vysledného ohybového obrazce. Ohybovy obrazec v sobé nese cenné
informace o usporadani atom v krystalické mtizi.

25



Fyzika Il Vinéni

Pistaly

Jednoduchou aplikaci skladani vin jsou pistaly. Kazdy asi n€kdy foukal do 1dhve a rozezvu-
¢el ji na urcité zakladni tonin€. Vyska tonu zavisi na vySce ladhve. Pfi siln¢jSim foukdni ton
obcas presko¢i do vyssi harmonické. V pistale vznikaji viny, které se skladaji do stojatého
vinéni. Tak nazyvadme vinéni, které nepostupuje, ma fixni uzle s nulovou amplitudou a kmit-
ny s maximalni amplitudou. Stojaté vinéni mlZze vzniknout napiiklad pfti skladani dvou vin
pohybujicich se opaénym smérem. V pistalach jsou na pevném konci vzdy uzle stojatého
vInéni a na otevieném konci kmitny.

Na obrazku jsou tii zakladni typy pistal: uzaviend, polouzaviend a oteviena (napiiklad
trubka). Cervené je zobrazen zékladni frekvencni mod stojatého vinéni v pistale, modrou
barvou prvni vybuzeny méd. Snadno odvodime ,,povolené* vinové délky jednotlivych modu:

uzaviena L = ni = A, =2_L
2 n
. 4L
> polouzaviena L=2n+]))= = A, = (95)
2n+1
oteviena L= ni A, :2_L
2 n

Fourierovo skladani

Francouzsky matematik Joseph Fourier (1768-1830) pfisel na to, ze jakykoli impuls kone¢né
délky muze byt slozen ze sinusovych a kosinusovych impulst. Polozil tak zaklady teorie
trigonometrickych tad. rigor6zni matematika klade na doty¢nou funkci urcité podminky
(existence integralu z absolutni hodnoty nebo kvadratu funkce, spojitost funkce a jeji prvni
derivace). V komplexni notaci lze tento poznatek jednoduse zapsat jako

fO=>c, e,
" 96
f)= Y, et o

Vysledna nahrada impulzu bude konvergovat na celém intervalu s vyjimkou hrani¢nich bodu.
Zde da rozvoj spravnou hodnotu jen tehdy, ma-li funkce v obou krajnich bodech stejnou
hodnotu (je periodicka). Prvni rozvoj se tykéd funkci zavislych na €ase, druhy prostorovych
funkci. V teorii Fourierovych fad se urcuji jednotlivé frekvence (vlnova ¢isla) a amplitudy.
Pokud je funkce definovana na celé realné ose, prechazeji Fourierovy fady v integraly
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w(t)= fc(w) e da
- 97)

“+oo

p(x) = [ c(k)e™ dk

—o0

a hovotime o Fourierové transformaci. Nyni skladame vysledné feSeni ze vSech frekvenci
(vlnovych ¢isel). V ptipadé rovinné vinoplochy je Fouriorova transformace dana vztahem

~+oo
> w(t,x)= j c(w) e g . (98)

—oo

Ve Fyzice Il uz nebudeme ndsobnost integralu znacit poctem integracnich mezi, ale indexem
nad zavéreCnym diferencialem. Integrace probihd i pies frekvence w, nebot’ z disperzni relace
vime, ze w = w(k). Znaménko u w je nepodstatné, stejné¢ se prochazeji vSechny frekvence
z intervalu (—oo, ). Je voleno tak, aby Fourierova transformace nebyla ni¢im jinym, nez
slozenim vysledné viny z rovinnych vlnoploch. Jednotlivé rovinné vinoplochy c(w)e'™™ =~
nazyvame parcialni mody vinéni. Jak uvidime pozd¢ji, parcialni médy maji velmi jednoduché
chovéni vzhledem k derivovani, ¢ehoz lze vyuzit pfi odvozovani disperznich relaci ze
slozitych soustav parcidlnich diferencidlnich rovnic.

Huygensuv a Fermatuv princip

Huygensuv princip

Holandsky fyzik Christiaan Huygens (1629-1695) byl zastancem nazoru, ze svétlo je vinové
povahy. Ve svém dile In Trait¢é de la Luminere (1690) vysvétlil pojem vinoplochy, ale
nedokézal vysvétlit barvu svétla. Huygens ptfedpokladal, Ze pokud elektromagnetické vinéni
zaséhne jakykoli hmotny element, rozkmita ho a tento element se stane dal§im, sekundarnim
zdrojem vin. VSechny sekundarni viny se pak skladaji do vysledné vinoplochy. Dobie patrné
to je na nasledujicim obrazku. VInoplochy dopadajici na rozhrani vytvoii sekundarni kulové
vlnoplochy a ty se slozi do rovinné vinoplochy postupujici prostiedim za rozhranim pod
jinym thlem.

Huygens tuto konstrukci v roce 1690 shrnul do jednoduché poucky:

Kazdy bod vinoplochy se stava zdrojem elementarniho vinéni.
Vyslednou vinoplochou je obalka elementarnich vinoploch.
Vysledna obalka se bere ve sméru sireni. V opacném sméru se viny vyrusi.
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Posledni fadek doplnil k Huygensovu principu Gustav Kirchhof aZ v devatenactém stoleti.
Z Huygensova principu je mozné odvodit jak zadkon lomu, tak zdkon odrazu. My ale oba tyto
zakony odvodime z Fermatova principu, jehoz pouziti je pii vypoctech jednodussi. Zakon
odrazu a lomu lze také odvodit pfimo z Maxwellovych rovnic.

Fermatuiv princip

Francouzsky pravnik Pierre de Fermat (1601-1665) studoval matematiku jen ve svych
volnych chvilich. Pfesto se stal svétové uznavanym matematikem. Zabyval se i optikou, v niz
objevil tzv. princip nejmensiho Casu, ktery dnes nese Fermatovo jméno:

Sveétlo mezi dvema body neprostupuje prostiedim nejkratsi moZnou cestou,
ale vybira si cestu, kterd je casové nejkratsi.

Fermat ve své dobé nemohl tusit, pro¢ tomu tak je. Opét jde o disledky kvantového chovéni
mikrosvéta. Ve skutecnosti se svétlo mezi dvéma body §iii po vSech moznych drahach sou-
¢asné€. Je v superpozici mnoha stavil, z nich kazdy odpovida jedné draze. Jednotlivé drahy
spolu kvantové¢ interferuji. Na vét§iné mist dojde k destruktivni interferenci, kterd extrémné
snizi pravdépodobnost nalézt foton v daném misté. Nekteré drahy se konstruktivni interfe-
renci zesili natolik, Ze je v makrosvété prohlasime za paprsek, po némz se svétlo pohybuje.
A pravé tyto drahy jsou ¢asové nejkratSsi mozné a odpovidaji Fermatovu principu. Aplikaci
Fermatova principu si ukdzeme na dvou piikladech. Prvnim z nich je jizda po horké silnici

A

N
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
ey

A B

Pfedstavme si, Ze se za horkeho letniho dne divame z kabiny automobilu. Svétlo se pohybuje
rychleji v horkém vzduchu, ktery se drzi u rozpalené silnice. Casové nejkratsi draha tedy
nebude spojnice bodli AB na obrazku, ale ¢ervena ktivka. Ridi¢ se diva pred sebe a pfitom

vvvvv

rozpalené silnici a tak je interpretuje jako mokré fleky ¢i louZe na silnici. AZ pojedete zase
v 1été autem po horké silnici, v§Simnéte si tohoto jevu podrobnéji.

Zakon lomu

Druhy ptiklad na Fermativ princip se bude tykat zakona lomu na rozhrani dvou prostiedi.
Podle Fermatova principu bude ze vSech moznych trajektorii realizovana trajektorie
s minimalni dobou chodu paprsku z bodu A do bodu B.
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Pro trajektorii na obrazku je celkova doba

2, 2 2 2
R L e by e
Uy Up Uy Up '

L4B

Obé vzdalenosti jsme vyjadfili z Pythagorovy véty (jde o pfepony trojuhelnikii). Tato doba je
funkci x, proto tuto zdvislost derivujeme podle proménné x a polozime rovnou nule (nutna
podminka minima ¢asu §ifeni). Ziskame tak podminku

X (d—x)
2, 2 2 2 0.
vA\/yA+x UB\/yB+(d—x)
Ptislusné odmocniny opét piepiSeme z Pythagorovy véty na prislusné vzdalenosti
x _ (d-x)

vyly vglp

Podily na obou strandch jsou siny tthlt a a S

sinag  sinf8

U4 Us
Jednoduchou upravou ziskdme nejcastéjsi zapis Snellova zdkona lomu
sin @ _ ny

> : .
sinff m

(99)

(a—thel dopadu, S— thel lomu, n,, n, jsou indexy lomu obou prostiedi)

Doppleruv jev

Piedstavte si, ze jednosmérmou ulici jezdi v pravidelnych intervalech autobusy. Clovék stojici
na zastavce zjisti, ze kazdé¢ tfi minuty pfijede autobus. Néco jiného bude ale vnimat cyklista
projizdéjici ulici. Pokud pojede proti autobustim, a autobusy ho nezajedou, bude je potkavat
Castéji — dejme tomu kazdé dvé minuty A kdyZ pojede ve sméru pohybu autobusti, budou ho
mijet v delSich ¢asovych intervalech, dejme tomu jednou za 4 minuty. Pozorovana frekvence
zavisi na pohybu pozorovatele a tento princip plati pro jakykoli periodicky d¢€j. To, Ze jsme si
pro vysvétleni vybrali pohybujici se autobusy, neni podstatné. Pokud se pozorovatel a zdroj
jakéhokoli periodického d€je vzajemné priblizuji, frekvence se zvySuje. Pokud se vzdaluji,
frekvence se snizuje. Mize jit o zvukové viny, elektromagnetické viny i dalsi periodické déje.

Tento jev poprvé popsal rakousky matematik a fyzik Christian Andreas Doppler v roce 1842.
Doppler v té dobé plisobil na Kralovském ¢eském stavovském ucilisti technickém v Praze,
coz je predchiidce dnesniho Ceského vysokého uéeni technického. A pravé za svého deseti-
letého prazského pobytu objevil princip, ktery se stal nepostradatelnym pomocnikem védct,
astrofyziki, inzenyrt i dopravnich policisti. Dopplerovo jméno je umisténo pod okny Néarod-
niho muzea v Praze a je po ném pojmenovano prazské Gymnéazium Christiana Dopplera.

vvvvvvvv

auto vydava zvuky s vyssi frekvenci neZ odjizdé€jici. Samoziejmée se to tyka vSech dopravnich
prostfedkil. Zaposlouchejte se do zvuku projizdé€jiciho vlaku, zména frekvence je také velmi
dobfe patrna.

V civilnich aplikacich se s Dopplerovym jevem nejCastéji setkdme u radart. Radar vyuziva
elektromagnetickych vin v mikrovinném a radiovém oboru. Kvalitni radar zjistuje z doby
pfichodu odrazeného signalu vzdélenost objektu, ze zmény frekvence pfijatého paprsku
rychlost objektu a ze zmény polarizace paprsku vlastnosti povrchu objektu. Pfipomenime si
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meteorologické radary, které s jistotou lokalizuji polohu oblaki s destém. Navic z Dopple-
rova jevu zjisti jejich rychlost a ze zmény polarizace urci, zda jsou v oblaku pfitomny des-
tové kapky, kroupy nebo jen vodni para. Jiné typy radart se vyuzivaji k fizeni letového pro-
vozu, k mapovani povrchu Zemé nebo dalSich planet. Bez radari bychom tézko spatfili po-
vrch planety VenuSe, které je zahalena hustou atmosférou a ve viditelném spektru na povrch
nevidime. K nejkvalitnéjsim radarim patii vojenské radary, které jsou schopné ze zmény po-
larizace paprsku detekovat i druh povrchu letadla ¢i stiely a urcit, zda jde o objekt nepratel-
sky ¢i nikoli. Naopak k tém nejjednodusS$im radarim patii ne zcela oblibené policejni radary
pro méieni rychlosti projizdéjiciho automobilu.

Doppleriiv jev je velmi dobrou pomiickou pro astronomy. Z posunu spektralnich ¢ar ve spek-
tru hvézdy nebo galaxie miiZzeme urcit jeji rychlost vzhledem k ndm. Pokud hvézda rotuje,
¢ast jejiho povrchu se od nas vzdaluje a opacna ¢ast priblizuje. Doppleruv jev zpusobi cha-
rakteristické rozsifeni spektralnich car, ze kterého muzeme urcit rychlost rotace hvézdy.
V posledni dobé¢ se velmi rychle rozviji asteroseismologie. Na povrchu hvézdy se z Dopple-
rova jevu naleznou pfiblizujici a vzdalujici se oblasti zptisobené zvukovymi vlnami, které se
§ifi nitrem hvézdy. Z jejich analyzy je mozné dokonce urcovat vlastnosti nitra hvézd. U Slun-
ce tuto techniku nazyvame helioseismologie. Obdobné metody vyuziva také medicina pro
ultrazvukové zobrazovani vnitinich organd.

K popisu Dopplerova jevu miizeme vyuzivat jak tthlovou frekvenci, tak normdlni frekvenci
(pocet maxim ¢i minim za sekundu). Mezi obéma frekvencemi je jednoduchy vztah

1 Y4
; 0=—-

f:_

= w=2rf. 100
T T S (100)

Zdroj i pozorovatel v klidu
<R> @

Rychlost Sifeni signdlu ozna¢ime ¢, periodu 7" a vlnovou délku A. Pokud jsou zdroj i pozo-
rovatel viici sobé v klidu, vinima pozorovatel skute¢nou frekvenci vysilanou zdrojem:

w2
a):wO:?”:% (101)

Pozorovatel se pohybuje

Piedpokladejme, Ze se pozorovatel pohybuje rychlosti v. Podle klasické mechaniky se jeho
rychlost bude skladat s rychlosti zdroje, takze vysledna frekvence bude

w:27z(civ) _ 2ﬁc(1i2) (102)

A A c
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Vzhledem k tomu, Ze koeficient pied zavorkou je ptivodni frekvenci, mame
> o=, (1+v/c) (103)

Znaménko plus plati pro pozorovatele pohybujiciho se smérem ke zdroji (frekvence se zvysi),
minus plati pro pozorovatele pohybujiciho se smérem od zdroje (frekvence se snizi).

Zdroj se pohybuje

t —— (((®)

Ptedpokladejme nyni, ze se pohybuje zdroj, a to rychlosti u. Pokud se zdroj pohybuje
k pozorovateli, bude tento pohyb vnimat jako zhustovéani vinoploch. Pokud se zdroj pohybuje
od pozorovatele, bude pozorovatel naopak vnimat zfed’ovani vlnoploch (na obrazku by byl
napravo). Za jednu periodu se vlnoplochy posunou o vzdalenost u7, proto bude platit

w:ﬁ”cT . e (104)
U /1(1 + “]
¢
Koeficient 2zzc/A je opét ptivodni frekvenci, takze miizeme psat
> o= (105)
1tu/c
Pokud chceme pracovat s béznou frekvenci, oba kli¢ové vztahy (103) a (105) maji tvar
f=rfQ1zxvlc);

> fo : (106)

/ 1+ulc

Na prvni pohled zaujme fakt, Ze oprava na pohyb pozorovatele je v Citateli, zatimco oprava
na pohyb zdroje je ve jmenovateli. Pohyb je relativni a nemélo by zaleZet na tom, zda se po-
hybuje zdroj ¢i pozorovatel. Tato nesymetrie vznikla pouzitim klasického sklddani rychlosti.
Pozdéji odvodime relativisticky Doppleriv jev, ktery je uz vzhledem k pohybu zdroje ¢i po-
zorovatele symetricky. Pro malé rychlosti tato nesymetrie nevadi, protoZe opravy jsou malé
a v linearni aproximaci plati

LI T
1+x (107)
LIS N

I-x
Pro malé hodnoty v/c, u/c mliZzeme opravy prevadét bez problémil mezi jmenovatelem a Cita-
telem a vztahy jsou pro malé rychlosti ve skute¢nosti symetrické.

Razové viny a Cerenkovovo zareni

Velmi zajimavé situace nastane, pohybuje-li se zdroj rychlosti vys$$i, nez jakou se Sifi
samotny signal. Piikladem muze byt nadzvukové letadlo. Hluk, ktery vydava, se nikdy
nemuze $ifit pred letadlo, protoze letadlo leti rychleji. Za letadlem tak vzniké charakteristicka
kuzelovita rdzova vlna, které fikame zvukova bariéra, a zvukové viny se nachazeji pouze
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uvnitf tohoto kuZzele. Pozorovatel stojici na zemi uvidi letici letadlo, ale zpocatku neuslysi
zadny zvuk. Ten se objevi az naraz, tedy v okamziku, kdy kuzel zvuku ,.tazeny* za letadlem
projde mistem, kde stoji pozorovatel.

Obdobn¢ je tomu u vSech zdroji: Pohybuje-li se zdroj vinéni rychleji nez vinéni samotné,
nemuize se vinéni §ifit do libovolného sméru. Je pro ného nemozné dostat se z kuzele za
pohybujicim se zdrojem. Z geometrie problému je snadné urcit vrcholovy thel kuzelu razové
viny sin a/2 = CB/CA = ct/ut = c/u, kde c¢ je rychlost Siteni zvuku a u je rychlost pohybu
zdroje. Vrcholovy thel tedy zavisi jen na poméru rychlosti Sifeni signalu a rychlosti zdroje:

> sinZ =< (108)
2 u

Cerenkovovo zareni

Castice se nemohou nikdy pohybovat rychlosti vyssi, nez je rychlost svétla ve vakuu, tj.
pfiblizné 300 000 km/s. V materidlnim prostfedi se ale svétlo §ifi niz8i rychlosti. Naptiklad
v diamantu, ktery ma index lomu 2.5, se svétlo §ifi rychlosti pouze 120 000 km/s (proto nam
piipadéa tak krasny), ve vod¢ s indexem lomu 1.33 se svétlo §iii rychlosti 226 000 km/s.
V takovém prostiedi se miiZze nabita ¢astice pohybovat rychleji nez svétlo v tomto prostiedi.
Naptiklad mion (t€z8i obdoba elektronu) se ve vodé miize pohybovat rychlosti 270 000 km/s,
coz je méné nez rychlost svétla ve vakuu, ale vice nez rychlost svétla ve vode¢.

Pti takovém pohybu dojde k zajimavému jevu. Obdobné jako za sebou tdhne letadlo letici
nadzvukovou rychlosti kuzel zvukovych vIn, objevi se za nabitou castici kuzel
elektromagnetickych vin. Elektromagnetické viny generované castici se pohybuji v daném
prostfedi pomaleji nez Castice, a proto se nikdy nedostanou pfed ni. Toto zafeni se nazyva
Cerenkovovo zafeni. Bylo pojmenovano po ruském fy21k0V1 Pavlu Cerenkovovi (1904—
1990), ktery ho jako prvni popsal. Teoretické vysvétleni jevu podali v roce 1937 sovétsti
védci Ilja Frank (1908-1990) a Igor Tamm (1895-1971). Cela trojice ziskala Nobelovu cenu
za fyziku pro rok 1958.

Cerenkovovo zafeni se dnes vyuziva v celé fadé aplikaci, pfedeviim v detektorech nabitych
¢astic. V kosmickych detektorech se jako médium zpravidla pouzivaji riizné gely nebo
aerogely. V pozemskych detektorech jde nejcastéji o obycejnou vodu. Nabita ¢astice, ktera do
média vnikla, za sebou vytvoii charakteristicky kuzel elektromagnetického zatfeni. Na hranici
oblasti byvaji fotondsobice, které toto zafeni detekuji. Ze sméru kuzele lze ur¢it, odkud
Castice prilétla a z vrcholového uhlu kuzele je mozné dopocitat rychlost a energii ¢astice
(pokud vime, o jakou cCastici jde a zname jeji klidovou hmotnost).

Uved'me dva piiklady takovych zatizeni. V roce 2011 byl namontovan pii ptedposlednim letu
raketoplanu na rameno Mezindrodni vesmirné stanice detektor AMS-02. Jde o obii zafizeni
pro detekci kosmického zafeni o hmotnosti 6 700 kg, které bylo navrzeno a vyrobeno v
Evropském stiedisku jaderného vyzkumu CERN. Jde vlastn€é o zmenSeninu detektorii
vyuzivanych na nejvétsim urychlovaéi svéta LHC. Souéasti piistroje je také Cerenkoviv
detektor pro detekci nabitych ¢astic, které k ndm ptilétaji z hlubin vesmiru.
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Jinym zatizenim je neutrinovy detektor— Super Kamiokande. Tato neutrinova observatof byla
oteviena v Japonsku v roce 1996. Lezi 1 700 metrd pod zemi, pod horou lkena Jama, ve
starém zinkovém dole v blizkosti méstecka Kamioka. Samotny detektor tvoii obii nadoba
o pruméru 40 metrti, v niz je 50 000 tun vody. Po sténdch nadoby je 13 000 fotonasobict.
Castice kosmického zafeni se srazi s atomy a molekulami v horni atmosféfe. Pfitom vznikaji
elektronovd a mionova neutrina, kterd projdou horninou do detektoru. V ném interaguji s
neutrony a protony obsazenymi ve vod¢. Pfitom vzniknou elektrony a miony s nadsvételnou
rychlosti, které za sebou tahnou kuZel Cerenkovova zafeni. V priméru je zachyceno jedno
atmosférické neutrino (vzniklé z kosmického zateni v atmosféte) za hodinu a ptl. Detektor je
schopen rozlisit elektronové a mionové neutrino. K nejveétSim uspéchiim tohoto detektoru
patii objev nenulové hmotnosti neutrin z roku 1998.

Signal fotondasobicl na sténach nadoby detektoru Super Kamiokance.

Vinova rovnice

Predstavme si vinu obecného tvaru, které se piesouva v ur€itém sméru, aniz by svij tvar
ménila:

—U +v
— ——

Volme pro jednoduchost osu x ve sméru ptesunu viny, potom bude platit
p(t,x)=f(xxur), (109)

kde fje libovolna funkce popisujici tvar viny. Naleznéme nyni prvni a druhé derivace vinové
funkce podle proménnych ¢ a x. Pijde o derivovani slozené funkce, jejiz jediny argument je
n=x=xut

0 df 9 d

e Ty (e, o
821/ 3 d2f 111
0 x? - d?]zj .
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dy _df o _ df (112)
ot dp ot dn’
2 2
Iy _ 24y (113)
dt dn

Z obou vztaht pro druhé parcidlni derivace miizeme vyjadiit druhou derivaci funkce f:
2 2 2 2
¢r Py & 1oy 19
dn® oJx dn® v dt
Porovnanim obou vyjadieni ziskdme rovnici, kterou splituje vinova funkce
2 2
oV ";=i2—a"2’ (115)
dx° v dt
Vétsinou ji zapisujeme ve tvaru
2 2
> IV 19V (116)
dx~ v° Jdt
Pokud budeme pracovat ve tfech dimenzich, dostaneme

1 9%y 9> 9% 0°
> Ay ———7"F=0; A= 4 4
V7 as? ox? 9y’ 9z’

(117)

Jde o nejjednodussi typ vlnové rovnice, kterd popisuje vinéni. Takovou rovnici spliluji nej-
jednodussi viny, naptiklad elektromagnetické viny ve vakuu nebo zvukové viny v plynném
nazyva Laplacetiv operator. Je souctem druhych derivaci podle prostorovych proménnych.
Tfi stény symbolu pro tento operator naznacuji, ze jde o soucet tii ¢lenti. N€kdy se vlnova
rovnice zapisuje za pomoci tzv. D’ Alembertova operatoru:

9> 9° 9 19°

> Oy =0; O + + — .
ox? 9?9zt v o

(118)

Ctvereéek v této rovnici neni tiskovou chybou, jak se néktefi studenti domnivaji u zkousky,
ale je to operator, jehoZ ¢tyfi stény symbolizuji soucet Ctyt clenli s druhymi derivacemi.

Vlastnosti parcialnich médu

Jiz jsme se n€kolikrat zminili, Ze obecnou vinu mizeme slozit s linearnich (rovinnych,
monochromatickych) vin. Vlna je superpozici parcialnich modu, z nichz ma kazdy tvar

v = A(w, k)ellkx @ (119)

Jednotlivé mody se 1i8i svou amplitudou, frekvenci a vinovym vektorem. Tyto mody maji
extrémné jednoduché vlastnosti vzhledem k derivovani. VyzkouSejme si naptiklad derivaci
podle Casové a prvni prostorové promeénné:

%‘/’:%Aei“"’“w” =—iwAe KX~ = gy,
J d gollbxx+hyy+hz—ot] o lkx-ot] _
PR e TR
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Prohlédneme-li si zac¢atek a konec obou vztahti, vidime, Ze derivovani nahrazujeme algeb-
raickymi vyrazy dle schématu:

%—)—ia) (120)
ie ik, (121)
X

Obdobn¢ tomu bude i u proménnych y a z. Vidime, Ze pro parcialni médy prechdzeji parcidlni
derivace na algebraické vyrazy. Obdobné, jako je mozné pirevést Laplaceovou transformaci
obycejné diferencialni rovnice na algebraické, 1ze Fourierovou transformaci pievést na algeb-
raicky tvar parcialni diferencialni rovnice. Jedinou podminkou je, aby platil princip superpo-
zice feSeni, coZ je splnéno u linearnich soustav, jakymi jsou napiiklad Maxwellovy rovnice.
Sestavme pravidla pro derivovani parcidlnich modi do piehledné tabulky

Vyraz Priklad
ie—ia) a—f:—ia)f
ot dt
d . g
V - +ik Vh = +ikh (122)
div—ik- divB = ik-B
rot =ik x rotE = ikxE
V2 5 —k? Vg = —k%¢

Pravidla na levé stran€ jsou jen naznacenymi vztahy, podobné, jako je d/dx naznacenou deri-
vaci a vyraz ziskd vyznam az po jeho aplikovani na néjakou funkei, naptiklad dF/dx. V levé
¢asti tabulky ma proto zasadni vyznam jak tecka, tak kiizek. Jde o naznacené skalarni a vek-
torové souciny (vzpomeiite si, Ze divergence je skalarnim soucinem gradientu s vektorovou
funkci a rotace je vektorovym soucinem gradientu s vektorovou funkci). Ptiklady pouZiti
téchto pravidel jsou v pravém sloupci. V pfisti kapitole tato pravidla vyuzijeme pfi hledani
feSeni Maxwellovych rovnic v diferencialnim tvaru.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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3. ELEKTROMAGNETICKE POLE

Viny ve vakuu

Jako jednoduchy ptiklad na uvedeny postup fesSme elektromagnetické viny ve vakuu, kde pla-
ti po =0, jo =0 a materidlové vztahy jsou pouze D = gE, B =y oH. V soustavé (60) az (63)
ponechame vektory E a B:

divE=0,

divB=0,
I‘OtB = goﬂo aE/at,
rotE=-0B/ot.

(123)

UkéaZeme dva postupy feSeni. V prvnim se pokusime eliminovat proménné jesté pied prove-
denim Fourierovy transformace, v druhém az po jejim provedeni.

Postup 1

Z Maxwellovych rovnic se pokusime vylouc¢it magnetickou indukci a ziskat rovnici pro elek-
trické pole. Na ¢tvrtou rovnici zapiisobime operaci rotace a na pravé stran€ za rot B dosadime
z tfeti rovnice:

orotB 0°F,
rotrotE=— = rotrotE:—gO,uO—2 =
dt ot
. 2 0°E
(graddlv—V )Ez—goﬂo—a >
t

Vzhledem k tomu, ze div E = 0, ziskdvame vyslednou rovnici

’E

VE oy~ = 0. (124)
t

Jde o znamou vlnovou rovnici pro elektrické pole. Obdobné bychom eliminaci elektrického
pole mohli z Maxwellovych rovnic ziskat stejnou rovnici pro magnetické pole. Nyni prove-
deme Fourierovu transformaci podle pravidel uvedenych na piedchozi stran¢:

(—k2 +80,L10a)2)E = 0.

Parcialni diferencialni rovnici jsme pievedli na algebraickou rovnici bez pravé strany. Nenu-
lové feseni bude existovat pouze tehdy, kdyz

—k* ¥ gl =0 =

1

Eollg

> w(k)=

k. (125)

Z podminky nenulovosti feSeni jsme odvodili disperzni relaci. Fazova rychlost $ifeni (rych-
lost svétla) je

| 2 C=Ug =Q: 1 . (126)
k- \ &t

Nalezena disperzni relace tvaru o = ck je nejjednodussi mozna, fazova i grupova rychlost je
stejna a vinéni nejevi disperzi, tj. rychlost neni zévisla na vinové délce.
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Postup 2

Budeme ptredpokladat, Ze se nam nepodafilo ze soustavy Maxwellovych rovnic eliminovat
rovnici pro elektrické ¢i magnetické pole. Proved'me proto Fourierovu transformaci jiz

v puvodni soustave rovnic (123):
k-E=0,

k-B=0,
kXB:—a)goﬂoE,
kxE=+wB.

(127)

Eliminaci proménnych Ize provést nyni. Dosadime B z posledni rovnice do ptedposledni:
ikx(kxE):—a)go,uoE =
k(k-E)-k’E=-a £, yE.
Prvni vyraz je podle prvni rovnice z (4.23) nulovy a rovnice pro elektrické pole proto je
(k2 — &gl a)z) E=0.
Podminkou nenulovosti elektrického pole je opét disperzni relace

1

Eollg

k = ck.

k? —80,1106()2 =0 = a(k) =

Z puvodni soustavy (127) snadno zjistime, Ze vektory E, B a k jsou navzdjem kolmé a elek-
tromagnetické vinéni je proto pficné.

B

Vektory E a B nejsou v elektromagnetické viné nezavislé, z rovnice rot E = —0B/0t plyne po
Fourierov¢ transformaci kE = wB a tedy
E w
> —=—=v 128
== (128)
Tento vztah ma hlubsi vyznam. Podil elektrické intenzity a magnetické indukce ma vzdy vy-
znam typické rychlosti v daném systému. Naptiklad pro plazma jde o driftovou rychlost ¢4s-
tic, pro elektromagnetickou vinu o fdzovou rychlost jejiho Sifeni. V ptipad¢ vakua je fazova
rychlost rovna c. V materidlovém prostedi zavadime index lomu
> =< (129)
Vg

a podil obou poli je v elektromagnetické vin¢ roven E/B = ve= c/n.

Polarizace

Polarizaci elektromagnetické viny rozumime rovinu kmiti elektrického pole. Tato polarizace
muze byt rovinna (zIlutd rovina na obrazku), pfi niz vektor elektrického pole kmita stale ve
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stejné roving. Rovina kmitli elektrick¢ého pole se ale milize i stacet (a sni i1 rovina kmith
magnetického pole). Polarizace mize byt naptiklad kruhova (koncovy bod elektrického pole
opisuje kruznici) nebo chaoticka (elektromagneticka vina se skladd z mnoha emisnich akti
ruznych polarizaci).

Poznamka 1: Vidime, Ze neni dilezité, v jaké fazi vypoctu provedeme Fourierovu transfor-
maci, oba postupy vedou ke stejnému vysledku. Pokud neumime zachazet s parcialnimi dife-
rencidlnimi rovnicemi, je vyhodné provést transformaci co nejdiive. Nepodaii-li se nam pro-
vést eliminaci proménnych ani pted, ani po transformaci, bude podminkou nenulovosti feseni
nulovost determinantu celé soustavy.

Poznamka 2: Rychlost svétla nam vysla zavisla pouze na permitivit¢ a permeabilité¢ vakua.
Je dana vlastnostmi vakua. Rychlost je ve vSech soufadnicovych soustavach stejna. To je du-
sledkem faktu, Ze Maxwellovy rovnice maji odlisné transformacni vlastnosti od klasické me-
chaniky, kde se rychlosti soustavy a zdroje scitaji. Nesoulad klasické mechaniky a elektro-
dynamiky vyustil v fadu experimentti, které ukazaly, ze chovani piirody odpovida Maxwello-
vé elektrodynamice. Proto bylo tfeba klasickou mechaniku upravit tak, aby byla v souladu
s elektrodynamikou. Tuto upravu provedl Albert Einstein v roce 1905 — nazyva se specialni
teorie relativity. Vede k dnes znamé kontrakci délek a dilataci Casu.

Poznamka 3: Z Maxwellovych rovnic plyne, Ze se elektromagnetické viny mohou S§ifit i ve
vakuu, daleko od zdrojti, z nichz vznikly.

Poznamka 4: Maxwell ze svych rovnic ukazal, Ze svétlo je elektromagnetickym vinénim a Ze
musi existovat i elektromagnetické vinéni kratSich i delSich vlnovych délek, nez ma svétlo.
Takova vInéni byla pozd¢ji objevena.

Viny v anizotropnim prostredi

Vlastnosti latky mohou vnést do §ifeni elektromagnetickych vin vyraznou anizotropii. Totéz
muze zpusobit vnéj$i elektrické a jesté Castéji magnetické pole. Vénujme se v této kapitole
velmi kratce anizotropnim materidlim. Pro jednoduchost ptfedpokladejme linearni odezvu
a pouze elektricky anizotropni prostiedi (naptiklad obycejnou stl), kde plati Dy = enEs:

D, 11 €12 €13 E,
Dy |=| €y Ex &x3||E| (130)

Ds E31 €3 E33) | £

Vektor D uz obecné nemiii ve sméru vektoru E, permitivita neni jediné ¢islo, ale devitice
¢isel tvoricich tenzor permitivity druhého fadu. Ze zakladnich fyzikalnich uvah, které jdou za
hranici tohoto kurzu, plyne, Ze tenzor permitivity musi byt symetrickou matici tj. ey = &x.
Symetrické matice ale maji realna vlastni Cisla a tfi navzajem kolmé vlastni vektory, které
mohou hrét roli pfirozené baze, jinymi slovy pfirozené soufadnicové soustavy. Napiiklad
v krystalické latce jde o osy, podél nichz se vinéni $ifi podstatné jednoduseji nez v ostatnich
smérech. Pokud budeme latku popisovat v takové soutadnicové soustavé, bude mit tenzor
permitivity jen diagondlni ¢leny, tedy tfi hodnoty permitivity liSici se ve tfech smérech.

&g 0 0
e=0 & O (131)
0 0 &

Riizna permitivita v riznych smérech znamena rizné rychlosti Sifeni a riizny index lomu:

1/./€
n =S = N5t _ &

= (132)
7 VN E - &
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Pokud jsou vSechny tii permitivity, a tim i1 indexy lomu, rizné (n; # ny # n3), hovotime
o dvouosém krystalu. U mnohych krystalii jsou ale dva ze tii indext lomu stejné, tj. napiiklad

ny=nj ¢n3 ) (133)

V tomto piipad¢ hovotfime o jednoosych krystalech, oba shodné indexy nazyvdme fadnym
indexem lomu (ordinary) a tteti, lisici se od ostatnich, nazyvdme mimotadnym (extraordi-
nary) indexem:

Ny =n;=n,,
> ° (134)

ne:n3

Priklady indexti lomu nékterych jednoosych krystali jsou v nasledujici tabulce:

krystal Mo Ne

kiemen 1,544 1,553
rutil 2,616 2,903
islandsky vépenec | 1,658 1,486
turmalin 1,669 1,638
beryl 1,598 1,590

U elektricky anizotropnich latek se setkavame s fadou novych vlastnosti. V krystalech se ob-
jevuji soucasné dvé vlnoplochy odpovidajici Sifeni fadné (O) a mimotadné viny (X). Tomu
odpovidaji i dva vlnové vektory a dvojity obraz véci zobrazenych dvojlomnym krystalem.
Vzdy ale existuje jedna osa, vniZz oba vlnové vektory splyvaji a vinoplochy tadné a
mimotadné viny se dotykaji. Takové ose fikame optickad osa.

opticka osa
I .
0 -

~ | opticka
X osa
| X
zaporny krystal (ng < no) kladny Il<rystal (ne> no)
naptiklad kalcit napfiklad kiemen

Sméry jednotlivych vektort ziskame z Maxwellovych rovnic, v nichz nebudeme uvazovat ani
prostorové naboje, ani tekouci proudy a ponechame oba elektrické i oba magnetické vektory
a provedeme Fourierovu transformaci:

divB=0; divD=0; rotE:—a—B; rotH:a_D =,
ot ot
k-B=0; k-D=0; kxE=wB; kxH=-wD. (135)

VInovy vektor k je kolmy na vektory D a B, tj. m& smér hustoty hybnosti DxB a tedy fazové
rychlosti vinéni. Naopak grupova rychlost mé smér Sifeni energie, tedy smér Poyntingova
vektoru (toku energie) ExXH. Za paprsek povazujeme smér Sifeni energie, tedy neni uz kolmy
na vinoplochy.
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hybnost k, v¢

H,B
Zapamatujte si:

e Fazova rychlost a vinovy vektor mifi ve sméru hustoty hybnosti DxB;
e Grupova rychlost a paprsek mifi ve sméru toku energie ExH;
e Opticka osa je smér s jedinym vinovym vektorem.

Pokud vstupuje paprsek do krystalu, rozdé€li se ptivodni vlna na dvé: fddnou a mimotadnou.
Réadna vilna se ldme podle indexu lomu 7,, mimotddna podle indexu lomu 7.. Ob& nové viny
jsou polarizované a jejich polarizace (roviny kmitd elektrického pole) jsou navzajem kolmé.

Dvojlomné prostiedi 1ze vyuzit v fadé zajimavych zatizeni. Jmenujme alesponi dv€. Prvnim je
¢tvrtvinna desticka. Krystal je vybrousen tak, Ze jednim z povrchli vstupuje kolmy paprsek
kolmo na optickou osu. Ob¢ vzniklé viny se §ifi ve stejném sméru. Rizné polarizace se ale $i-
i riznou rychlosti. Desticka ma takovou tloustku, aby doslo k posunu obou polarizaci o 90°.
Na vystupu se obé viny spoji. Kmity elektrického pole vin jsou navzajem kolmé a pfitom
posunuté o 90°. Tim vznikne kruhové polarizovany elektromagneticky signal. Jinym zajima-
vym zatizenim je polarizacni hranol (tzv. nikol). v jehoZ nitru je fezna plocha slepené kanad-
skym balzdmem. Do anizotropniho krystalu z islandského véapence vstupuje nepolarizovany
paprsek, ktery se rozdéli na dvé polarizace. Index lomu kanadského balzamu je takovy, ze
u fadného paprsku dojde k Gplnému odrazu a krystal opusti. Druhéd vlna kanadskym balza-
mem projde. Ob¢ polarizace se odd¢li, a hranol je proto zdrojem polarizovaného svétla.

kanadsky
balzam
—> > » C
68°
"o
CTVRTVLNNA DESTICKA POLARIZACNi HRANOL

Viny ve vodivém prostredi

Naleznéme vInovou rovnici pro elektromagnetickou vinu §ifici se v kovu. V Maxwellovych
rovnicich dosadime za proudovou hustotu jo = oE, kde o je diferencialni vodivost

diVszQ, divB=0, rotH=0'E+aa—]t), roth—g—t. (136)

Na tteti rovnici aplikujeme operaci divergence a za div D dosadime z prvni rovnice:

apQ o o
—= 4= =0 = = ——1 . 137
5 TePo Po = Po exp{ - } (137)
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Prostorova hustota naboje ve vodi¢i exponencidlné vymizi a nemusime ji proto uvazovat. Za
vychozi sadu Maxwellovych rovnic pro viny ve vodi¢i miizeme pouzit

divE=0, divB=0, rotB:ﬂO'E+gﬂaa—]f, rotE:—aa—]?. (138)

Aplikaci operace rotace na tfeti rovnici miizeme eliminovat elektrické pole

E
rotrotB:o',urotE+€,uar§t ,
t

oB 9°B
ddivB-V’B=-0u— —eu——,
grad div 1 5 U "
oB 9°B
VzB—G ——ceu——-=0
vt v

Obdobn¢ muzeme ziskat i rovnici pro pole elektrické. Ve vodici spliiuji elektromagnetické
viny tzv. telegrafni rovnici:

9 9 |(E
> V2 —ou——eu—v- =0.
[ H ot H o2 j(Bj
Po dosazeni rovinné viny (provedeni Fourierovy transformace) ziskdme disperzni relaci
* = 2k? —i020,tla). (139)

Je-li vodivost nulovad (o= 0), prejde tato disperzni relace ve znamou disperzni relaci vin
v nevodivém prostiedi. Ve vodiéi je disperzni relace komplexni, coz obecné znamena Gtlum.

Utlum v prostoru
Hledejme nejprve prostorovy utlum (feSeni v k):
k=’ +ic20',ua)z iczoxza).
Vzhledem k vysoké vodivosti kovi jsme prvni ¢len na pravé strané zanedbali. Tento vyraz jiz
snadno odmocnime. Nezapomeiite, ze "= (1+i)/21/ 2. Proto

k=k+iky; k=ky= % (140)
Realna 1 imaginarni ¢ast vinového vektoru je stejné velika (to je pro kovy typické). V prosto-
ru tedy bude mit vlna charakter

\V:Aexp[i\/o;ua)m x—+Jouw/2 x] (141)

Vlna je exponencialné tlumena. Snadno uréime charakteristickou vzdéalenost, na které se vina
utlumi faktorem e:

> 5= |2
oU®

Tuto vzdalenost (do které vina ve vodivém prostiedi pronikne) nazyvame skinova hloubka.

Utlum v éase

Hledejme nyni tlum v Case (feSeni v ). Disperzni relace je kvadraticka rovnice pro frekven-
ci w s feSenim

i 1
W), = —%czqu * E\/—c“azyz +4c’k?
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V diskriminantu je vodivostni ¢len dominantni, posledni ¢len zanedbame. V takovém ptipadé
zbyva jediné nenulové feseni
=—ic’ou. (142)
Reseni ve frekvenci je ryze imaginarni a ma charakter atlumu
2

y=Ae <M (143)
s charakteristickou dobou utlumu, na niz bude vina utlumena faktorem e
> r=1/(c*ou). (144)

PovSimnéte si, Ze pfi dodrzeni znaménkové konvence (+ prostor, — ¢as) v zapise rovinnych
vin typu exp[i (k-x — wt)] vySel pro elektromagnetickou vinu pronikajici do vodivého prostie-
di atlum v ¢ase i v prostoru, coZ je spravng.

Pole na rozhrani

Elektricka a magneticka pole neziidka prochdzeji rozhranimi, na nichZ méni sviij smér. Tato
zména sméru ma sva pravidla vyplyvajici z Maxwellovych rovnic v integralnim tvaru. Podle
nasledujiciho obrazku budeme rovnice s divergencemi integrovat v okoli rozhrani dvou pro-
stiedi I a II ptes valecek s objemem V a hranici S. Pokud chceme znéat podminky na rozhrani,
musime limitn€ snizovat vySku valecCku / k nule. Na tvaru podstavy valce nezélezi.

II

VyzkouSejme si to nejprve na Gaussoveé vété magnetostatiky:
dvB=0 = [[[divBdr=0 = {p B:mds=0.
V S=dV

Integrace probihé pifes plochu ohranicujici valec. Pokud zacneme jeho vysku sniZovat, zbude
jen integrace ptes horni a dolni podstavu. Vnéjsi normala bude na téchto podstavach mifit
opa¢nym smeérem:

Predpokladejme, Ze normala k rozhrani n mifi naptiklad nahoru, potom je nj = n, n; = —n:
> B, =B, =0, (145)

tedy normalova sloZzka magnetické indukce se na rozhrani vzdy zachovava (viz obrazek na-
levo). Proved’'me stejnou tivahu pro druhou divergentni rovnici:

divD=p, = jﬂdWDdV:MdeV =N %S(D-n)dszmpgdlf.
V 14 S=dV V

Na levé stran¢ budeme postupovat stejné, tj. budeme limitn¢ snizovat vysku valecku, az do-
staneme rozdil normalovych slozek indukce elektrického pole. Na pravé strané je nyni situace
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pon¢kud odlisna. Pokud je ve valecku jen prostorovy naboj, dostaneme pfi integraci napravo
nulu (objem vélce se limitné blizi k nule) a normalové slozky indukce elektrického pole bu-
dou spojité — stejné, jako je tomu u magnetického pole. Jiny vysledek obdrzime, pokud je na
rozhrani lokalizovany plo$ny nédboj:

A
(DnH DnI)SO = hm pQV = hrr%)S—%Soh AQ.
0

Po ptfevedeni plochy z levé na pravou stranu vidime, ze plati

V ptipadé, Ze rozhrani obsahuje ploSny naboj, bude se ménit normalova slozka indukce elek-
trického pole skokem. Pokud na rozhrani naboj neni, bude spojitd. Analyzujme nyni Fara-
daytv indukéni zdkon. Provedeme integraci ptes obdélnik dle obrazku napravo:
oB
tE=-2" = ”(rotE) ds_—jj— s = yf'gsE dl = —”— ds.

Pfi limitnim snizovani vysky obdélniku se bude integral napravo blizit nule (plocha, pies
kterou se integruje, vymizi). Nalevo z ohranicujici kiivky ziistanou po limitnim ptfechodu jen
¢asti rovnobezné s rozhranim:

Eg-tyly+E;-t/,=0,
kde t je te¢ny vektor k rozhrani mifici ve sméru integraéni kiivky. Vzhledem k tomu, Ze plati
tn = t, t; = —t, dostavame vztah
> Ey—-E;=0, (147)
tedy tecna slozka intenzity elektrického pole je na rozhrani vzdy spojita (viz prava cast ob-

razku). Zbyva ndm posledni z Maxwellovych rovnic — Ampériv zdkon. Opét provedeme in-
tegraci pfes obdélnik v pravé ¢asti obrazku:

rotH = j, +aa—D = ”(rotH) dS= ”JQ -dS+ I— ds

¢ H-dI= jjJQ .S+ j— ds.

y=0S

Integral nalevo pfi limitnim pfechodu pujde k rozdilu tecnych slozek nasobenych délkou
kiivky podél rozhrani. Oba integraly napravo budou v pfipadé¢ prostorovych proudti nulové
(integracni plocha se limitn€ blizi k nule. V takovém ptipad¢ budou te¢né slozky intenzity
magnetického pole spojité tak, jak tomu bylo u intenzity elektrického pole. Pokud ale v plose
rozhrani potece elektricky proud (plosny proud), bude situace jina:

Al
(Ho - tl)lo—hm]QS—}}l_rR)ﬁloh Al .

Po prevedeni délky kiivky z levé strany na pravou mame

V piipadé, ze rozhrani obsahuje tekouci proudy, bude se ménit tecnd slozka intenzity magne-
tického pole skokem. Velikost skoku bude rovna proudu tekoucimu rozhranim vztazenému na
jednotku délky. Pokud v rozhrani proudy neteCou, bude te¢na slozka intenzity magnetického
pole spojita. Uved’'me na zavér vSechny podminky na rozhrani v jednom jediném vztahu:
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BnII_BnI =0,
D H_D 1 :O-,
> - (149)
En—E;=0,
Hy—Hyp=i.

Bez plosnych proudi a naboji se zachovavaji normalové slozky indukci B, D a te¢né slozky
intenzit E, H. V pfipad¢ ploSnych nabojii a proudd v rozhrani se méni skokem indukce
elektrického pole a intenzita magnetického pole (ty veli¢iny, které v sobé zahrnuji reakci
latky na ptilozend pole.

Vina na rozhrani

Zakony odrazu a lomu poprvé odvodil arabsky ucenec Ibn Sahl (asi 940-1000) v roce 984.
V zapadnim svét€ znovuobjevil zékon lomu az holandsky astronom a matematik Willebrord
Snellius (1580-1626) v roce 1621. Jeho ptedchidci popisovali lom svétla pomoci experi-
mentalné sestavenych tabulek. Zakon lomu se také pokouSel nalézt francouzsky filozof, fyzik
a matematik René Descartes (1596—1650). Vychézel z analogie micka, které pfi letu pronik-
nou skrze tenkou ptekazku, ztrati energii a jejich draha zméni smér. Bohuzel dosel timto po-
stupem k vysledku, v némz sice spravné vystupuji siny thla dopadu a lomu, ale pomér rych-
losti svétla v obou prostfedich mu vySel obraceny. Spravnou formuli odvodil také francouz-
sky matematik a pravnik Pierre de Fermat (1601-1665) z principu minimalniho ¢asu.

Zptsobl odvozeni zdkonu lomu a odrazu je mnoho — od Huyghensova principu pfes Ferma-
tiv princip az po piimy vypocet z podminek na rozhrani, které okamzité¢ plynou z Max-
wellovych rovnic. Odvozeni provedeme dle nasledujiciho obrazku:

Ty kR/v
b‘ | S méd
a %
5
P mod
B e e o

Rovina rozhrani je (xz), tj. y =0. Rovina interakce je (xy), tj. z=0 (rovina papiru ¢i moni-
toru). Pokud elektricky vektor miii kolmo na rovinu interakce, hovotime o S polarizaci
(Stick, propichnout). Pokud elektricky vektor kmitd v rovin¢ interakce, hovoifime o P
polarizaci (Parallel, rovnobéznd). Z téchto polarizaci lze superpozici slozit libovolnou jinou
polarizaci. VInovy vektor paprsku dopadajiciho na rozhrani je oznacen k; (Incident),
odrazeného paprsku kg (Reflected) a paprsku proslého rozhranim ky (Transmitted). Rovina
kmith elektrického pole je naznacena Cervenymi body, elektrické pole mifi smérem k vam —
jde o S polarizaci, pro kterou provedeme vypocet. Elektrické pole ma v tomto mddu jen
te¢nou slozku k rozhrani, ktera bude spojita. Uhly jsou méfeny od kolmice k rozhrani, tihel
dopadu je oznacen a, tthel odrazu o' a tthel lomu f. VIinové vektory budou mit slozky

ky=(kysina, —kycose, 0);
kg = (kg sinc, kg cosa’, 0); (150)
kr =(kpsin B, —kycos 3,0).

44



Fyzika Il Elektromagnetické pole

Tecné slozky pole jsou spojité, tj.
EOI el[kIr—a)It]+E0R ei[kR-r—a)Rt] — EOT ei[kT'r—a}rt] . (151)
Do posledniho vztahu dosadime jednotlivé vinové vektory a rozhrani (y = 0):
Eq, ei[klxsina—a)lt]+E0R ei[kasina'—th] =Eyp ei[kasin,B—a}rt]. (152)
Tato podminka na rozhrani musi platit v libovolném c¢ase ¢ a v libovolné poloze x, coz bude
splnéno jen, pokud plati

WOy =Wp =Q , 153
I R T

kysina=kgsine’ =kpsinf. (154)

Pfi odrazu ani lomu se neméni frekvence elektromagnetického zateni. Z druhé podminky uz
snadno odvodime

Wy . wr ., O .
—sing=—-sina’'=—sinf =
U1 Ur Ut
(155)
. . 7 .
sino_sina’_sin 8
U, U, vg

Z posledniho vztahu okamzité plyne jak zakon odrazu, tak zakon lomu:
> a=ao, (156)
sin@ _ v _ Mg

> S0P _la
sinff vg  ng,

(157)

Index lomu je definovan jako podil rychlosti svétla ve vakuu ku rychlosti svétla v daném
prostiedi, tedy plati:

n=— (158)

Brewsteruv zakon

Kazda z polarizaci se pti odrazu chova ponckud jinak. Odrazené svétlo ma vzdy zastoupenou
S polarizaci, ale pro urcity thel dopadu zcela vymizi P polarizace. Pokud mélo dopadajici
svétlo smiSenou polarizaci, bude odraZzené svétlo zcela polarizované. Experimentalné tento
uhel poprvé urcil skotsky vynalezce sir David Brewster (1781-1868). Mimo jiné vynalezl
kaleidoskop a vylepsil opticky mikroskop. Pomoci dvouosych krystalti méfil v letech 1813 az
1814 uhel maximalni polarizace a zjistil, ze pokud je tangenta uhlu dopadu rovna indexu
lomu, je polarizace maximalni.

g
> tgag =n; n=s——. (159)
nO{
Svétlo odrazené od Mésice nebo vodni hladiny je vZdy ¢astecné polarizované. Dopada-li pod
Brewsterovym tthlem, obsahuje odrazené svétlo jen S polarizaci.

Uplny odraz (totalni reflexe)

Dal$im zajimavym jevem je Uplny odraz. Nastava pii dopadu paprsku na opticky tidsi pro-
stiedi (naptiklad z vody nebo ze skla do vzduchu). Pokud budeme zvétSovat tthel dopadu,
bude paprsek lomen stale vice od kolmice, az se nakonec bude §ifit podél rozhrani. V rozhra-
ni vznikne tzv. evanescentni vina, kterd je exponencidln¢ tlumend s rostouci vzdalenosti od
rozhrani (vlnovy vektor méa komplexni slozku). Pfi zkoumani evanescentnich vin se ukézalo,
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ze ze zatim neznamych diivodl maji fotony pohybujici se podél rozhrani atypickou sloZzku
spinu ve sméru pohybu. Pii jest¢ vétSich uhlech uz k lomu nedochézi. Svétlo ¢i elektromag-
neticka vlna se jen odrazi od rozhrani a ziistane v opticky hust$im prostfedi. Toho se vyuziva
naptiklad ve svételnych vlaknech.

vzduch

evanescentni vina

Uplny odraz

voda

Pro mezni thel je uhel lomu roven 90° a ze Snellova zdkona mame

. ng
> sinay, =n; n=—. (160)
nO{

Z tzv. Fresnelovych vztahii je mozné detailné zkoumat poméry v S a P polarizaci pii plném
odrazu, ale to uZ je za hranici moznosti tohoto tvodniho kurzu.

Zakony zachovani

Elektromagnetické pole, které zavedl anglicky fyzik Michael Faraday jako prostiedi pro pte-
nos interakce, neni jen matematickou pomtickou pro popis elektrickych a magnetickych jevi,
ale realnou entitou, kterd je schopna pfenaSet z jednoho mista na druhé energii, hybnost
a moment hybnosti. Zakony zachovani téchto veli¢in jsou zakédovany do Maxwellovych rov-
nic a my se s né€kterymi z nich v této kapitole postupné sezndmime. VypiSme zde proto jeste
jednou vsechny Maxwellovy rovnice, abychom se na né pii odvozovani mohli snadno
odkazovat:

divB=0, (161)
diVszQ, (162)
rotE:—a—B, (163)
ot
oD
rotH=j,+—. 164
Jo Y (164)

Ve fyzice 1 jsme si odvodili rovnici kontinuity, coz je zékladni podoba zédkona zachovani
aditivni (neboli extenzivni) veli€iny. Lokélné zformované zdkony zachovani plati v kazdém
bod¢ Casoprostoru. Postup z Fyziky I mizeme provést pro jakoukoli extenzivni veli¢inu,
vysledkem je rovnice kontinuity ve tvaru

94 | divi, =0. (165)

ot
Veli¢ina ps je objemovéa hustota veliGiny 4, jeji jednotkou je [A]/m’. Maze jit napiiklad
o hustotu hmoty (kg/m®), hustotu energie (J/m®), hustotu hybnosti (kg m s/m’), hustotu néboje
(C/m’) atd. Veli¢ina j, je tok veli¢iny 4, ma vyznam mnozstvi veli¢iny proteklé jednotkovou
plochou za jednotku ¢asu a mifi ve sméru toku veli¢iny, tedy rychlostniho pole. Jednotkou je
[A]/(m’s). Napiiklad tok energie ma rozmér J ‘m s
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Zakon zachovani naboje

Ve Fyzice | jsme do Maxwellovy soustavy ptidali Maxwelliiv proud, ktery zajiStuje platnost
zakona zachovani naboje. Ukazme si, Ze Maxwellovy rovnice implicitné spliuji tento klicovy
zakon. Z rovnice (162) ur¢ime casovou zménu hustoty naboje, za vzniklou ¢asovou zménu
elektrické indukce v dal$im kroku dosadime z rovnice (164):

Py 9 oD
—=—divD=div—=div(rotH—j, | =—divj,.
or o ot ( io) lo
Porovname-li zacatek a konec, okamzité mame zakon zachovani elektrického néboje:
ap,
o . .
> —=+divj, =0. 166
e Jo (166)

Zakon zachovani energie pole

Hustotu energie elektrického pole dobfe zndme — jde o polovinu skalarniho soucinu obou
elektrickych vektorii, tedy E-D/2. Jde naptiklad o hustotu energie v kondenzatoru. Obdobné
je hustota energie v magnetickém poli dana vztahem H-B/2, ptikladem miiZze byt hustota
energie obsazené v solenoidu. Z Maxwellovych rovnic (161) az (164) vypocteme ¢asovou
zménu hustoty energie a upravime ji do tvaru zdkona zachovani. Pro zjednoduseni vypocti
budeme uvazovat linedrni vztahy mezi obéma elektrickymi vektory a mezi obéma
magnetickymi vektory (D =¢E, B=u H):

B(E-D+H-Bj oD oB

=E-—+H —=
2 2 ot ot

=E~(rotH—jQ)+H-(—rotE)=
=E-rotH-H-rotE—j, -E=
=—div(ExH)-j, E.

ot

Pii odvozeni jsme vyuzili vektorovou identitu div AXB = BotA — A'rot B, kterou jsme
odvodili pomoci Leviho-Civitova tenzoru ve Fyzice I na pfednaSce. Vysledny zakon
zachovani energie pro pole méa tvar rovnice kontinuity, jejiz ¢leny snadno identifikujeme:

Ju

> —~4+V-S=-P; (167)
ot

> u=py ET+T, S=j,=ExH, P=jo-E. (168)
V cCasové derivaci je celkova hustota energie pole — skladad se z hustoty energie elektrické
a magnetické. V prostorové derivaci (za divergenci) musi byt tok energie. Vidime, Ze je roven
vektorovému soucinu intenzit obou poli ExXH. Tok energie elektromagnetického pole se
nazyvéa Poyntinguv vektor podle anglického fyzika Johna Henryho Poyntinga (1852-1914),
obvykle ho zna¢ime symbolem S. Vidime, Ze energie tece vZdy kolmo na intenzitu elektric-
kého pole a intenzitu magnetického pole. Na pravé strané neni nula, coz znamena, Ze se
energie elektromagnetického pole nezachovava. Jak je to mozné? Elektromagnetické pole
muze totiz svou energii predavat casticim. Naptiklad v mikrovinné troubé, do které jste stréili
obéd, dojde k jeho ohievu elektromagnetickym polem. Clen jo'E na pravé stran¢ je hustotou
Jouleova vykonu (W/m’):

jo- E=ppu-E=0nu-E=nu-F=

=nF-u=n dl:rzP:SD,
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Jouletiv vykon popisuje, jak pole pfedava energii ¢asticim. Pro pole jde o ztratu energie, proto
je na pravé strané znaménko minus. Teprve zakon zachovani energie pro celou soustavu, tj.
pole spolu s ¢asticemi, by na pravé strané mél nulu.

Zakon zachovani hybnosti pole (neni povinné)

U skalarnich veli€in, jakymi jsou naptiklad energie nebo néaboj, jsou pfislusnymi toky vek-
tory. U vektorovych veli¢in tomu ale bude jinak, toky budou tenzory druhého tadu. Elektro-
magnetické pole miizeme chéapat jako soustavu fotont s nulovou klidovou hmotnosti. Takové
¢astice maji energii rovnou

E=pc. (169)
UkéaZeme si to ve specialni relativité. Pro hustotu energie u a hustotu hybnosti pole y mame

u

u=yc = Y= (170)
Pro hustotu hybnosti y jako vektor mizeme psat
y=Le =25, (171)
c cc

V Ccitateli je soucin hustoty energie a rychlosti §ifeni, tj. tok energie, ktery je dan Poyn-
tingovym vektorem, proto
ExH

= ) (172)
2
Z kapitoly o elektromagnetickych vlnach vime, Ze ¢* = 1/eu, proto:
Y=DxB. (173)

Povsimnéte si, ze vektorovy soucin intenzit poli ma vyznam toku energie, zatimco vektorovy
soucin indukci poli ma vyznam hustoty hybnosti. Nasim cilem je nyni sestavit zakon zacho-
vani hybnosti elektromagnetického pole, tedy najit ¢asovou derivaci vztahu (173). Pfi upra-
vach vyuzijeme soustavu Maxwellovych rovnic (161) az (164):

ﬂ:i(an) _ D, pipx® - (rotH—jo)xB + Dx(-rotE) = -
ot ot ot ot
Nasleduji standardni upravy pro ,,katou* slozku ¢asové zméeny hustoty hybnosti, ve kterych
Cleny s prostorovymi derivacemi prevedeme do tvaru divergence. Lze to provést napiiklad
pfepisem vektorovych soucinli pomoci Leviho-Civitova tenzoru. Vysledkem elementarnich
uprav s vyuzitim Maxwellovych rovnic je

0 -
> 2 (DxB)+V-T=-p,E—j,xB: 174
at( xB) PoE—jo X (174)

V zakonu zachovani (174) vystupuje za ¢asovou derivaci hustota hybnosti elektromagnetic-
kého pole. Za prostorovou derivaci (divergenci) je tenzor toku hybnosti pole T™, ktery se
nazyva Maxwellitv tenzor pnuti nebo také nékdy tenzor tlaku. Sklada se z elektrické a mag-
netické Casti, kazda z nich ma dva c¢leny — skalarni (diagonalni) a tenzorovy. Vidime, Ze
hybnost elektromagnetického pole se nezachovava. Je to dano pfedavanim hybnosti pole
¢asticim. Teprve celkovy soucet hybnosti vSech ¢éstic a pole ma tvar zdkona zachovéani.
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Potencialy pole

Vyjdéme z nezdrojové ¢asti Maxwellovych rovnic:

divB=0; (176)
roth—a—B. (177)
ot
Z prvni rovnice stejné jako ve stacionarnim piipad¢ plyne existence takové funkce A(z, x), ze
> B=rotA. (178)

Pole A nazyvame vektorovy potencidl, jeho zavedenim je Maxwellova rovnice (176) automa-
ticky splnéna, nebot’ div rot A = 0. Nyni se vénujme druhé rovnici (177), do niZ za B dosa-
dime z definice vektorového potencialu (178):

Jdrot A
ot

rot(E+a—Aj =0.
ot

Predpokladame, ze jde o dvakrat spojit¢ diferencovatelné funkce, a mohli jsme proto zaménit
potadi druhych derivaci. Mé-li byt rotace néjakého pole nulova, tj. rot K= 0, potom Ize tuto
rovnici automaticky splnit volbou K = grad f, nebot’ rotace z gradientu je vzdy nulova. M-
zeme tedy psat

rotE =—

0A
E+—=-Vg.
+at /

Znaménko minus je, stejné jako ve stacionarnim piipade€, voleno proto, aby sily mifily do
minima potencialni energie. Vztah pro elektrické pole tedy bude mit tvar

oA
> E=-V¢p-—. 179
==, (179)

Jde o zobecnéni stacionarniho vztahu E =—V¢. V ptipad¢ proménnych poli je elektrické pole
generovano 1 Casovymi zménami potencidlu A. Potencidly nejsou urCeny jednoznacéné,
v jejich volbé je zna¢na libovile. Velké mnozstvi potenciali vede na stejnd elektricka
a magneticka pole. Tuto liboviili Ize pouzit k volbé potencialt, ktera zjednodusi vypocty.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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4. RELATIVITA

Lorentzova transformace

Rozpor mezi elektrodynamikou a klasickou mechanikou

Poznavani relativnosti pohybu nés zasahlo ve tfech vinach. Prvni spada do obdobi sedmnac-
tého stoleti, kdy Galileo Galilei a pozd¢ji Isaac Newton zalozili klasickou mechaniku, v niz
jsou cas a prostor neménnym jevistém pro pohyb téles. Druhou vinu z roku 1905 nazyvame
specialni relativita, ¢as a prostor jsou nadale absolutni, ale velikost Casového nebo prostoro-
vého intervalu uz zavisi na tom, z jaké souradnicové soustavy udalosti sledujeme. Posledni je
obecna relativita z roku 1916, kde se ¢as a prostor stava poprvé soucasti déni, spoluvytvare;ji
ho vSechny objekty ve vesmiru.

Galiletv princip relativity zavadi inercialni soustavu, jakousi idealni soufadnicovou soustavu,
v niz plati zdkon setrvacnosti (setrvacnost se latinsky fekne iners, odsud inercialni soustava),
tj. t€lesa jsou v klidu nebo se pohybuji rovnomérné piimocare, pokud na né€ nepisobi sila.
Razné inercialni souradnicové soustavy se vici sobé mohou pohybovat jen konstantni rych-
losti — pokud by vzdjemna rychlost nebyla konstantni, nemohly by ob¢ soustavy byt souc¢asné
inercidlni. Predpokladejme, Ze pro polohovy vektor Castice plati transformace (jednu ze sou-
stav oznaCujeme vinkou)

Fr=r—vt, (180)
kde v je vzajemna rychlost obou soustav a r je polohovy vektor ¢astice. Derivovanim podle
Casu ziskame transformaci rychlosti ¢astice u mezi obéma soustavami

ui=u-—v. (181)
Jde o klasické skladani rychlosti, na které jsme si v mechanice velmi zvykli. Dal§im derivo-
vanim podle ¢asu ziskdme vztah mezi zrychlenimi (v je konstantni):

a=a. (182)
V obou inercialnich soustavach piisobi stejnd zrychleni a tedy stejné sily. Proto mechanické

déje dopadnou ve vSech inercidlnich soustavach stejné a nelze nalézt néjakou preferovanou
soustavu, ktera by byla lepsi nez ostatni. To je podstatou tzv. Galileova principu relativity.
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V 18. a 19. stoleti lidé postupné poznavali zdkony elektiiny a magnetizmu a experimentalné
nachézeli souvislosti mezi obéma jevy. V roce 1873 sepsal veskeré dosazené vysledky James
Clerk Maxwell v monumentalnim dvousvazkovém dile 4 Treatise on Electricity and Magne-
tism. V tomto spise jsou publikovany slavné Maxwellovy rovnice, z nichz plyne, ze rychlosti
by se m¢ly skladat jinym zpiisobem, nez ptredpokladal Galileo Galilei a ze by rychlost svétla
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méla byt dokonce nezavisla na volbé soufadnicové soustavy a ve vSech soustavach mit stej-
nou hodnotu, jak ndm vyslo v kapitole 2.5.2. Tento zjevny rozpor mezi klasickou mechanikou
a Maxwellovou elektrodynamikou nelze vyftesit ,,na papife®, bylo tfeba experimentalné roz-
hodnout, kterd z teorii je spravné. Poprvé tak ucinili Albert Abraham Michelson (1852—-1931)
a Edward Morley (1838-1923) ve svém slavném experimentu z roku 1887, v némz interfe-
rometricky méfili rozdil rychlosti svétla na letici Zemi ve sméru jejiho pohybu kolem Slunce
a ve sméru kolmém na tento pohyb. Vysledek dal za pravdu Maxwellové elektrodynamice,
rychlost svétla nijak nezavisela na pohybu Zemé¢. Od té doby byla ucinéna tada dalSich

experimentd, které prokéazaly spravnost Maxwellovy elektrodynamiky.

Lorentzova transformace

Uprava klasické mechaniky do podoby, ve které je v souladu s elektrodynamikou se nazyva
specidlni relativita a pochazi z roku 1905. Jejim autorem je Albert Einstein, ktery rozsifil
princip relativity i na elektromagnetické déje a predpokladal, ze mechanické a elektromagne-
tické experimenty dopadnou ve vSech inercialnich soustavach stejn¢ a zadnym mechanickym
ani elektromagnetickym experimentem nelze najit preferovanou soufadnicovou soustavu. To
samoziejme ale znamena, Ze rychlost svétla musi byt ve vSech soustavach stejna. Piedpokla-
dejme pro jednoduchost, Ze se dvé inercidlni soufadnicové soustavy pohybuji vii¢i sob¢ jen
vose x a ,,opravme” Galileovu transformaci (180) za pomoci opravného koeficientu y(v),
ktery se pro malé rychlosti blizi k jedné:

F=y(x-vt), (183)

Ze symetrie obou soustav plyne, Ze inverzni transformace musi mit stejny tvar, ale opacny
smér rychlosti, tj.:
x=y(X+vi). (184)

Ptedstavme si nyni, ze v okamziku, kdy se ob¢ soustavy pravé mijeji, blikneme v pocatku
obou soustav baterkou. Pokud se v obou soustavach svétlo §ifi stejnou rychlosti ¢, jak vyza-
duji Maxwellovy rovnice, musi platit

x=ct; X=cf, (185)

proto z (183) a (184) méame
(186)

vyndsobenim obou rovnic ziskame relaci

cztfzj/z(c—v)(c+v)tf, (187)
v niz mizeme vykratit oba ¢asy a poté spocitat opravny koeficient gama:
1
> Y= (188)

V1-v?/c?
Nova transformace soutadnic proto bude

go_ X7V (189)

V1-v?/c?

Rychlost je vzdalenost délena ¢asovym intervalem. Pokud chceme, aby rychlost svétla byla
shodna v naSich obou soustavach, musi se transformovat jak prostorové soufadnice, tak Cas.
K nalezeni této transformace miizeme vyuzit soustavu rovnic (183) a (184), v niz uz znadme
koeficient y. Z prvni rovnice dosadime X do druhé rovnice a po snadném vypoctu vyjde
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_ 2
- t—vx/c (190)

V1-v2/c? .

Nalezena transformace se nazyva Lorentzova transformace a pro celou udalost (Casovou
1 prostorovou soutadnici) ji mizeme zapsat ve tvaru

2 t—vxlc?
\/1—1)2/c2
2o x—vt
> e S
y=y
Z=12z,

v

Elegantnéjsi je maticovy zapis Lorentzovy transformace

X0 Y —w 0 0 X0
X - 0 0 X
> 1| _ w oy 1 ’ (192)
Xy 0 0 1 0 Xy
X3 R 0 0 0 1 X3 S

kde jsme oznacili
> B=vlc; (193)

> y=1/N1-v%/c? (194)

a soufadnice jsou xp = ct, x; =X, X, =) a x3 = z. Koeficient f ma vyznam bezrozmérné rych-
losti, koeficient y se nazyva Lorentziiv kontrakéni faktor (uvidime, ze vyjadiuje pomérnou
kontrakci délek ve sméru pohybu). Casova soufadnice xo ma stejny rozmér jako prostorové
soufadnice. Lorentzova transformace je pojmenovéana po holandském fyzikovi Hendriku An-
toonovi Lorentzovi (1853-1928), ktery se zabyval transformacnimi vlastnostmi Maxwello-
vych rovnic. Transformaci k upravé rovnic klasické mechaniky pouzil Albert Einstein v roce
1905, kdy vytvortil specialni relativitu — mechaniku, ktera je v souladu s Maxwellovou elek-
trodynamikou.

Riizné formulace Galileova principu relativity:
* Pribéh mechanickych déji nezavisi na volb¢ inercidlni souradnicové soustavy.
= Ve vSech inercidlnich soustavach, vzajemné se pohybujicich rovnomérné
ptimocare, dopadnou mechanické experimenty stejne.
= Zadnym mechanickym experimentem nelze od sebe odlisit dvé inercialni
soufadnicové soustavy. Neexistuje preferovana inercialni soustava.

= Stav pohybu a klidu je relativni, neexistuje absolutni stav klidu, neexistuje jedina
klidova inercialni soustava.

Riizné formulace Einsteinova principu relativity:
= Prabéh mechanickych a elektromagnetickych déji nezavisi na volbé inercialni
soutfadnicové soustavy.

= Ve vSech inercidlnich soustavach, vzajemné se pohybujicich rovnomérné
pfimocare, dopadnou mechanické a elektromagnetické experimenty stejné.

» Zadnym mechanickym ani elektromagnetickym experimentem nelze od sebe odlisit
dvé inercialni souradnicové soustavy. Neexistuje preferovana inercialni soustava.
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Nové skladani rychlosti
Transformaci rychlosti ziskame diferencovanim vztahu (191):
dF  (dx—vd)/+..  dv-vde

i=—

di  (dt—vdv/c®) /... dt—vdx/c?

Po ,,vydéleni“ ¢Citatele i jmenovatele diferencidlem df méme
> i=—" (195)
l—uv/c

V piipadé, ze je vzajemny pohyb soustav opacny (v — —v ), mame

> =0 (196)
1+uv/c

Transformace (195) a (196) predstavuji nové skladani rychlosti. V ¢itateli je skladani shodné
s Galileovym, ale ve jmenovateli je relativistickd oprava, ktera se uplatni az pfi vysokych
rychlostech. Ani Galileo, ani Newton nemé¢li Sanci tuto opravu z tehdejSich experimentalnich
znalosti zjistit. Polozime-li ve vztahu (196) jednu z rychlosti, naptiklad rychlost u, rovnou
rychlosti svétla, mame

ct+v c+v

= :c
l+cv/c? (c+v)/c

u=

Vidime, Ze rychlost svétla se skutecné v nové transformaci s ni¢im neskldda a ziistane ve
vSech inercidlnich soustavach stejna. Pro malé rychlosti v porovnani s rychlosti svétla je
oprava ve jmenovateli zanedbatelna a rychlosti se skladaji galileovsky.

Dilatace €asu a kontrakce délek z Lorentzovy transformace

vvvvv

dé€lena Casovym intervalem. Pokud ma byt tento pomér ve vSech soutadnicovych soustavach
stejny, musi byt vzdalenosti a ¢asové intervaly zavislé na tom, z jaké soufadnicové soustavy
se divame. Predpokladejme, ze je pozorovatel v soufadnicové soustaveé S, v pohybujici se
soustave jsou hodiny a ty¢ mifici ve sméru pohybu.

A
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NapiSme nyni piimou i zpétnou (bude se liSit znaménkem rychlosti) Lorentzovu transformaci
pro ¢as a soufadnici x:

. t—vx/c? o [ +vi/c?
/ 2,2 / 2,2°

. x—vt X+vuf
X 5
1

V1-v2/c? xz\/l—vz/cz ’
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Pro konecné €asové intervaly a pro kone¢né prostorové vzdalenosti méme:

2 - ~ 2
Af:At Uix/z : At:At+U§x/;: :
Af— Ax—UAt : Ay = AX+v At ,
1-v?/c? 1-v?/c?

Jde o linearni zavislosti, a proto o pfesné vztahy. Hodiny se ve vlastni soustavé nepohybuyji,
AX=0, A7 = Ay, pro transformaci ¢asového intervalu bude proto vyhodné pouzit druhy

vztah (198), ze kterého plyne tzv. dilatace casu

Ar=—B (199)

V1-v?/c?
Casovy interval je ve vlastni soustavé nejkrat$i mozny. V jakékoli jiné soustaveé se bude jevit
casovy interval del$i. Na§ zivot tedy u nas, v nasi soustave, trvd nejkrat$si dobu. Nyni pte-
jdéme k délce tyce. Jeji konce musime méfit soucasné v souradnicové soustaveé pozorovatele,

vewr

tzv. kontrakce délek
Ax =\1-v?/c? Ax, . (200)

Délka leticich tyci se zkracuje ve sméru pohybu a nejdel$i mozna je ve vlastni soufadnicové
soustave. Oba vztahy miizeme piepsat s pomoci Lorentzova kontrakéniho faktoru:

> At =y Aty, (201)
> Ax=Axy/7. (202)

Odvozeni, které jsme provedli, bylo ryze formalni a jak dilataci ¢asu, tak kontrakci délek
jsme ziskali pouhym diferencovanim Lorentzovy transformace. Pojd'me nyni oba klicové
vztahy odvodit jesté jednou, ale na zakladé fyzikalniho ptistupu.

Dilatace ¢asu - fyzikalni pfistup

Zména chodu ¢asu nesmi zaviset na zplsobu realizace hodin. Proto si vymyslime co mozna
nejjednodussi hodiny. Pljde o dvé rovnobézna zrcadla, mezi nimiz se sem a tam odrazi pola-
peny foton. Jeho odrazy budeme povazovat za tikot nasich hodin. Tyto odrazy budou ale vy-
padat jinak v soustavé spojené s témito jednoduchymi hodinami a jinak v soustavé, vici niz
se hodiny pohybuji:

S _— S

A

L, At

Vzdélenost mezi zrcadly oznacime L, jedno tiknuti hodin (foton se vrati do ptivodniho mista
na zrcadle) oznacime v soustavé spojené s hodinami Af#, a v soustavé spojené s pozorova-
telem Az. Nyni napiSeme Pythagorovu vétu pro trojuhelnik vyznaceny v pravé ¢asti obrazku:
2042 24,2
c"At” VAt
= +1? (203)
4 4
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Z tohoto vztahu snadno vypocteme Casovy interval Af v soustavé pozorovatele
2L/ At
At = c - 0
\/1—02/02 \/1—02/02

(204)

a opét tedy mame
> At =y At,. (205)

Dilataci ¢asu mtizeme tedy odvodit ptimo z Lorentzovy transformace nebo neptimo z chodu
fotonl v jednoduchych fotonovych hodinach. Vysledek je stejny.

Kontrakce délek — fyzikalni pfistup

Z vesmiru pfilétaji k Zemi nejriznéjsi Castice s vysokymi energiemi, kterym fikdme kos-
mické zafeni. Pokud castice kosmického zafeni atakuje zemskou atmosféru, dojde k jeji
srazce s né€kterym atomem ¢i molekulou atmosféry a ve vySce pfiblizn€ 15 kilometrti nad
zemi vznikne rozsahla sprska sekundéarnich ¢éastic. Mezi nimi jsou i miony (tézké elektrony),
které objevil americky fyzik Carl Anderson v roce 1936. Stfedni doba Zivota mioni je pfi-
blizn¢ dvé mikrosekundy, a pokud by letély nejvyssi moznou rychlosti, tj. rychlosti svétla,
urazily by za 2 mikrosekundy cca 600 metri. Proto by na povrch Zemé miony nemé¢ly dopa-
dat. Pfesto jich dopad4d za kazdou minutu pfiblizn¢ 10 000 na metr Ctverecni. Jak je to
mozné?

Z pohledu pozorovatele na Zemi maji pfi svém vzniku miony velmi velkou rychlost, piiblizné
0,994 rychlosti svétla. Pro ty miony, které se vydaji smérem k pozorovateli na povrchu, do-
chazi k dilataci Casu a jejich primérna doba zivota se zvysi piiblizné desetinasobné (y =~ 10) a
alespoil nékteré z nich doleti az k povrchu.

Jaké je ale vysvétleni z hlediska souradnicové soustavy spojené s leticim mionem? Z hlediska
mionu je jeho stfedni doba Zivota pouhé 2 mikrosekundy. Povrch Zemé se ale piiblizuje, do-
chazi ke kontrakci vzdalenosti a mion nemusi uletét celych 15 kilometrti, ale méné.
Z hlediska pozorovatele na Zemi vysvétluje dopad mionit na povrch Zemé dilatace Casu,
z hlediska mionu kontrakce vzdalenosti. Vzhledem k tomu, Ze jde o stejny jev, musi se zkra-
covat vzdalenost k Zemi ve stejném poméru, v jakém dilatace prodluzuje zivot mionu, tedy

> Al =Aly/y. (206)

Kontrakci délek tedy opét miiZzeme odvodit piimo z Lorentzovy transformace nebo nepiimou
uvahou o stejné povaze dilatace ¢asu a kontrakce délek.

Dnes je dilatace Casu a kontrakce délek ovéfena mnoha experimenty, zejména na velkych
urychlovacich hraji tyto jevy primarni roli a bez jejich zapocteni by zadny urychlova¢ nefun-
goval. Ke kontrakci délek dochdzi jen ve sméru pohybu obou soustav, v nasi notaci jde
o smér osy x. Letici objekty proto vidime prostorové zdeformované.

Rapidita
Lorentzova transformace (192) ma velmi jednoduché vlastnosti. Inverzni transformaci
ziskame pouhou zdménou znaménka rychlosti:

y -y 0 0 y +y 0 0
_ 0 0 + 0 0
> A= TP T A (207)
0o 0 1 0 o 0 1 0
o 0 0 1 0 1

Determinant obou matic je roven jedné, naptiklad pro pfimou transformaci plati:
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detA:;/Z—;/Z,BZ:f(l—ﬁz):%-(l—vz/cz):l. (208)
1-v7/c
Z matematického hlediska jde proto o rota¢ni transformaci. Substituci
chu=y;
209
shu =8 (209)
muizeme Lorentzovu matici pfepsat do jednoduchého tvaru
+chu —shu 0 0
—shu +chu 0 0
> A= (210)
0 0 1 0
0 0 0 1

Determinant je stale roven jedné, transformacni matice je ale nyni formaln€¢ shodna s béznou
rotacni matici s obyCejnymi siny a kosiny. Ty jsou v Lorentzové transformaci nahrazeny
hyperbolickymi funkcemi, coZ znamena, Ze Gihel otoceni je imaginarni, tedy ¢ = iu. Je zjevné,
ze rotace probiha v rovin€ (#, x). Veli¢inu u# nazyvame rapiditou a jeji hodnotu ziskame
vydélenim rovnic (209):

> u:ath(gj. @11)
c
Pro infinitezimalni Lorentzovu transformaci mizeme Taylorovsky rozvinout (210):
I —u 0 O 1 0 0 O 0 1 0 O
-« 1 0 0 0O 1 0 0 1 0 O
0O 0 1 0 0 0 1 0 0 0 O
0O 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 O

Infinitezimalni Lorentzovu transformaci tak Ize rozlozit na dvé maticové transformace, prvni
je tvofena jednotkovou matici (udalost se neméni) a druhd matice jen zaméni ¢asovou a prvni
prostorovou komponentu udélosti. Infinitezimalni Lorentzova transformace je tak jednou
z nejjednodussich matematickych transformaci viibec. Kone¢nou Lorentzovu transformaci je
mozn¢é slozit mnohonasobnym opakovanim transformace (212) s malou hodnotou rapidity.

Ctyivektory, interval a kauzalita

Ukazali jsme si, ze se udalost (Casova a prostorové souradnice) transformuji mezi dvéma
inercidlnimi soufadnicovymi soustavami Lorentzovou matici. Existuji i dalsi Ctvefice, které
lze za pomoci Lorentzovy matice pievést z jedné soustavy do druhé — fikame jim ctyivektory.
Indexy ctyfvektorti piSeme feckymi pismeny, tedy udélost bude x,. Index a =0 odpovida
Casové Casti, indexy a =1, 2,3 odpovidaji prostorové casti, tedy indexy budou nabyvat
hodnot 0, 1, 2, 3. Protoze ¢as ddvame na nultou pozici, hovoifime o Casoprostoru. V nékteré
literatufe preferuji ¢as na ctvrté pozici, potom hovofii o prostorocase. V nasi notaci je udalost

ct
t
x, = Z(CJ (213)
y X
z

V relativité byva Casto zvykem rozliSovat horni a dolni polohu indexti. Horni poloha znamena
transformaci slozek vektorii, dolni transformaci bazovych vektort. Pro nase tcely (ivod do
specialni relativity) nebude tfeba polohu indexi rozliSovat.
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Ctyivektory

Jaké jsou dalsi Ctyfvektory, které transformujeme Lorentzovou matici? Pfi popisu ¢astice nas
zajima jeji energie a hybnost. Z teorému Noetherové uz vime, Ze energie souvisi se symetrii
vici casovému posunuti a hybnost se symetrii viici prostorovému posunuti. Energie a hybnost
tak opét tvofi prirozeny Ctyivektor, kterému fikame ctyrhybnost. U vIinéni jsme se setkali
s uhlovou frekvenci (zména faze s asem) a s vinovym vektorem (zména faze s prostorem).
I tato Ctvefice je Ctyfvektorem, hovofime o tzv. vinovém ctyrvektoru. V elektromagnetickém
poli jsme zavedli skalarni a vektorovy potencidl, které opét tvofi Ctyfvektor, tzv. ctyrpoten-
cial. V Maxwellovych rovnicich figuruji jako zdrojové Cleny hustota naboje a tok néaboje
(proudova hustota). I tato Ctvefice Cisel je Ctyfvektorem, jde o tzv. ctyrtok. U Ctyivektoru je
tieba, aby vSechny Ctyfi slozky mély stejny rozmér. Dosahneme toho vyndsobenim nebo vy-
délenim Casové Casti rychlosti svétla. Zakladni ¢tyivektory, které budeme pouzivat, tedy jsou:

> XE(CtJ; PE(E/CJ; KE(CU/CJ; AE(WCJ; JE[/{QC}. (214)
X p k A Jo

Skalarni soucin ¢tyrvektoru

Z podminky konstantni rychlosti svétla ve vSech inercidlnich soustavach postupnymi upra-
vami dostaneme

ﬂzc = di=cdt =

dr

\/dx2 +dy2 +dz? =cdt =
dx? +dy? +dz2 =% =
—c2dr* +dx? +dy2 +dz’=0 =
> —dx? +dx? +dxj +dx? =0. (215)

Posledni fadek je rovnici Sifeni svétla ve specialni relativité. Soucasné je pro nas navodem,

jak rozsifit definici skalarniho soucinu na Ctyivektory:

Znaménko minus v ¢asové Casti zajistuje platnost konstantni rychlosti Sifeni svétla. UZ jsme
se snim setkali napfiklad u vlnové rovnice, kde ma Casova ¢ast opacné znaménko nez
prostorova. U skaldrniho souc¢inu v zakiiveném Casoprostoru nejsou koeficienty u jednotli-
vych ¢leni jen (—, +, +, +), ale dokonce obecné funkce Casu a prostoru. Specidlni relativita
a skalarni soucin v N dimenzich jsou pak jen specidlnim ptipadem volby téchto funkci. Na-
leznéme skalarni soucin vinového ctytvektoru a udalosti:

K.X:—koxo+kxx+kyy+kzz=—a)t+k-x.

Ve vyrazu nepochybné poznévate fazi rovinné vinoplochy ¢ = k-x — wt.

Interval, kauzalita

Vztah (215) je diferencidlni rovnici pro Sifeni svétla, jeho leva strana ma ale i samostatny
smysl. Ozna¢me ji

> ds? =dX -dX =—c2df* +dx? +dy* +dz°. (217)

Této kombinaci se ve specialni relativité fiké interval. Ze své podstaty je interval skalarem,
tedy invariantem, ktery nezavisi na volbé souradnicové soustavy.
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Pfi pohledu z riznych soufadnicovych soustav se méni Casové intervaly dr (dilatace Casu)
i prostorové vzdalenosti dx; (kontrakce délek), ale jejich kombinace (217) je ve vSech
soufadnicovych soustavach stejna. Ukazme si to v nasledujicim piikladu:

4 Priklad: Neménnost intervalu

Vyjadreme interval ve vinkované soutfadnicové soustavé a postupné preved'me jednotlivé
diferencialy pomoci Lorentzovy transformace (191) ¢i (192)

ds? = —c*di? +d¥? + di? +dz% =
= —c? [ydt — B dx/c] *+ [ ydx — 8 det]*+ dy* +dz? =
=—c?P2de +2¢y? B didx — 2 BPdx? + P dx? =292 Be de de + 2 BP P +dy? +dz? =

[P -ppac [ -2 A et e,
Koeficienty v hranatych zavorkach jsou ale rovny jedné:

V=78 =7 -pH=0-p"1-57=1,
a proto plati
> ds? = ds?. ’

Ve specialni relativité se tedy vSe méni, jediny interval je jistotou, kterd da ve vSech soufad-
nicovych soustavach stejné Cislo. Interval ale miizeme pouZit i v ramci jedné jediné soutadni-
cové soustavy, a to pro vypocteni ,,Casoprostorové odlehlosti* dvou udalosti, jak si ukdzeme v
Zapeti.

Udalosti jsou reprezentovany body v ¢asoprostorovém diagramu. Na nasledujicim obrazku je
naptiklad udélost 4 se soutadnicemi (Za, xa, Va, za). MUzZe jit naptiklad o zrnko pisku polo-
zené na stul. Posloupnost udalosti souvisici s jednim objektem se nazyva svétoc¢ara objektu.
Pokud bude nase zrnko pisku nehybné leZet na stole, ptislusi mu svéto¢ara b. Cas plyne, ale
prostorové soutfadnice se neméni. Interval mezi pocatecni udalosti A a koncovou B bude

As? =—cz(tB —tA)2 +(xp —xA)2 +(yp —yA)2 +(zp _ZA)2 :—Cz(fB _tA)2 <0.

Spocteme-li interval mezi obéma udalostmi, bude prostorova ¢ast nulova (zrnko se nepohy-
buje) a Casova nenulova (¢as plyne). Vysledek bude proto zaporny. Pokud zafouka vitr, zrnko
se bude pohybovat a jeho osud bude naptiklad popsan svétocarou c. Interval mezi poc¢ateénim
a koncovym stavem bude

As* == (te — 1) +(xc =) + (e =) + (20 —24)°

Vysledek je opét zaporny, protoze je svétocara ,,primknuta® vice k Casové ose a Casova Cast
dava zaporny vklad. Pokud je interval mezi dvéma udalostmi zaporny, miize prvni udalost
ovlivnit druhou, nebot” se objekt mize do mista druhé udalosti premistit podsvételnou rych-
losti. O takové dvojici udélosti fikdme, Ze je kauzalné (pti¢inn¢) spojena. Udalosti B nebo C
mohou byt disledkem udalosti 4. Ob¢ se nachézeji v tzv. kuzelu budoucnosti udélosti 4.

Piedstavme si nyni, ze udalost A nesouvisi se zrnkem pisku, ale s leticim fotonem. Po urcité
dobé foton doleti do jiného mista a na naSem diagramu tomu bude odpovidat udélost D. Jeho
svétoCara d je na diagramu sklonénd pod tthlem 45°, coz odpovida nejvyssi mozné rychlosti.
Do intervalu pfisp&je stejnou mérou jak zdpornd Casova cast, tak kladna prostorova Cast
a interval mezi udéalostmi 4 a D bude nulovy, coz odpovida rovnici Sifeni svétla. Pocatecni
a koncova udalost pro svétlo leZi na kuZelové plose dané vztahem As” = 0.
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Na obrazku je jeste udalost £, kterd lezi mimo kuZzel budoucnosti uddlosti A. Pokud bychom
se do ni chtéli pfemistit z polohy odpovidajici 4, museli bychom letét nadsvételnou rychlosti.
Takové dvé udalosti nejsou kauzalné spojené a jedna nemiize byt pfi¢inou druhé. Interval
mezi nimi je kladny. Udalost £ se nenachazi v kuzelu budoucnosti udalosti 4. Obdobnymi
uvahami dospéjeme k zavéru, Ze udalost A mohly ovlivnit pouze udélosti lezici v jejim
kuzelu minulosti.

ct
wuiel budoucnostj g

kuzel minulosti A

Pri¢inna souvislost
Dvé& udalosti mohou byt kauzalng spojené, pokud plati As” < 0. Udalosti nejsou v pii¢inné
souvislosti, pokud je As* > 0.

Interval je invariantem Lorentzovy transformace, tedy at’ ho spocitdme v kterékoli souradni-
cové soustave, dostaneme vzdy stejny vysledek. Tento fakt zajiStuje, ze pfiCina a disledek
jsou udalosti, jejichZ pofadi nelze zaménit volbou jiné soufadnicové soustavy. Zadnym zpii-
sobem nemuzeme ovlivnit udélosti, které se uz staly.

Vlastni ¢as

Pokud spojime dvé udalosti sletici castici, mizeme interval vyjadiit jak v laboratorni
soustave, tak v soustave spojené s ¢astici (dx =0, £ = 7):

ds? = —c?d? + dx? + dy? +dz? = —c?d 72, (218)
kde 7 je tzv. vlastni Cas, tj. Cas plynouci u ¢astice samotné. Ziejmée plati
> ds? =—c?d7?, (219)

tedy vlastni Cas je také invariantem Lorentzovy transformace. Jaky je vztah mezi vlastnim
¢asem 7 a soufadnicovym ¢asem ¢? Abychom to zjistili, vyjadiime interval ve vlastni soustave
¢astice a v obecné soufadnicové soustave. Odsud dostaneme vztah mezi obéma casy:

—dr? ==Ad? +dt + P +d =
*dr? =dr? (02 — (dv/de)? —(dy/dr)> —(dz/dt)z) -
dr=+1-v?/c* dt.

Mezi obéma Casy plati tedy vztah

> dt =ydr; dr =7. (220)
dr
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Nejde o nic jiného neZ o vztah pro dilataci ¢asu. Ve vlastni soustavé plyne €as nejrychleji,
Casovy usek mezi dvéma udalostmi ve vlastni soustavé bude nejkrat§si mozny. Vlastni Cas se
vyuziva jako vhodny parametr pii parametrizaci svétocary ¢astice. Nelze ho ale pouzit pro
svétlo. U fotonii vlastni Cas neplyne (ds2=0) a pro parametrizaci je tfeba vyuzit jiny
parametr, naptiklad prolétnutou vzdéalenost (vlastni délku trajektorie).

Heavisideovo pole

Piedstavme si, Ze kolem nds proléta konstantni rychlosti nabita ¢astice. Jaké pole budeme,
jakoZzto pozorovatelé, vnimat?

\ 4

Vyuzijeme transformaci ctyfpotencidlu pole (d/c, A). V soustavé spojené s ndbojem je
vektorovy potencial nulovy (neni zde pfitomno magnetické pole) a skalarni potencial je dan
Coulombovym zdkonem:

§=—L (221)

dreyi

Provedeme inverzni Lorentzovu transformaci do soustavy S pozorovatele

glc y yB 0 0) (Q/(4reyci)
4 0 0 0
x| _|78 7y (222)
4, 0O 0 10 0
A, ) 0 0 01 0
Po vynésobeni matic dostdvame pro potencidly v soustavé pozorovatele
Y
dre i
4 = YBO .
T dmegcr (223)
Ay=0;
A.=0.

Ve vysledku jsme oznacili

Feil+ 72 +32 = P a-vn +yiez?. (224)

Je zfejmé, ze magnetické pole je jiz nenulové a elektrické pole je také modifikovano. Novy
tvar poli je
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g o 00 94 yQ (x —vi)
dx ot 47580[7/2(x—vt)2+y2+22]3/2
04
E,=-2 " oy s (225)
dy ot 47[80[72(x—vt)2+y2+22}
_ 99 94. yQz
: dz ot

471'80[72()6—01)2 +y2 +22T/2

Magnetické pole urc¢ime jako rotaci vektorového potencialu:

3 _E)AZ aAy B
oy 9z
04, 0JA4
By = ax_ az - L 3/2° (226)
z * 4%800[7/2(x—vt)2+y2+22}
04, 0J4
Bz: y X _ + yﬂQy
dx  dy

47Z'SOC|:7/2()C—UZ)2 +y2 +22T/2

Dulezita je kolma a rovnobézna slozka elektrického pole, ur¢ime ji v mistech danych na
obrazku polohou pozorovatele Pja P;:

E =JB2+E| =—,—2 (227)
+ Y x=vt 47[80(y2+22)
1 0
E=E| _=—— 2% (228)
1770 T 2 ame (x—v1)?

Vidime, Ze elektrické pole je napfi¢ pohybu nataZzeno faktorem ¥ a ve sméru pohybu je
stladeno faktorem 1/, Pole se pohybuje spolu s nidbojem. Magnetické pole tvoii kruznice
kolem osy pohybu naboje a slabne se vzdalenosti od naboje. Pro nekone¢nou fadu naboju
bychom ziskali pole kolem vodice. Pole je pojmenovano podle anglického fyzika a matema-
tika Olivera Heavisidea (1850-1925).

PJ_
B
E
v v
S ——

Odvod'me nyni relativisticky Dopplertiv jev pomoci transformace vinového ¢tytvektoru (w/c,
k). Pozorovatel je v soustavé S, zdroj periodického signalu je v soustavé oznacené vinkou.
Vlinéni se §ifi do vSech smérl, nas zajima jen vlnovy vektor k, ktery mifi pravé k pozoro-
vateli. Uhel mezi smérem pohybu zdroje vlnéni a smérem k pozorovateli je oznalen «
(musime rozliSovat ag v soustavé zdroje a a v soustaveé pozorovatele).

Dopplertv jev
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V soustavé S spojené se zdrojem zateni je feSeni velmi jednoduché:

a)/C a)() /C a)o/c

k kcoso, W /c-cos e,

kx _ . 0 _ 0 | 0 ' (229)
y ksino, w,/c-sinoy,

Nyni provedeme Lorentzovu transformaci do soustavy pozorovatele S (jde o inverzni Lorent-
zovu transformaci):

w/c y yB 0 0 wy/c
w,/c-coso 0 0| | wy/c-cose,
o _|Yh 7 |0 0 (230)
w,/c-sina 0 0 I 0| wyesing,
0 S 0 0 01 0 :

Vzhledem k tomu, Ze nas zajima frekvence v misté pozorovatele, postaci nalézt jen nulty ta-
dek maticového nésobeni:

w= 7(1+2cos0{0Ja)0.
> ¢ (231)
Tento vztah je zndmy jako relativisticky Doppleriv jev. V limité nizkych rychlosti (zane-
dbame cleny kvadratické a vyssi v v/c) je y— 1 a w= (1 + v/c cos ap) wy. Pti vzdalovéani
zdroje je thel o = 180° a frekvence @w= (1 — v/c) wy, pti priblizovani zdroje vinéni je op = 0°
a w=(1+v/c) wy. Jde o zndmé nerelativistické Dopplerovy vztahy. Pfi vysSich rychlostech
jsou tyto vztahy modifikovany Lorentzovym faktorem . Jestlize zdroj zafeni pozorovatele
miji (ap=+90°) je w= yw,. Kezméné frekvence tedy dochédzi i v piipadé, ze se zdroj
nevzdaluje ani nepfiblizuje. Tento jev se nazyva transverzalni Dopplertv jev a jde o Cisté
relativisticky jev, ktery nema v nerelativistické fyzice obdoby. Je zplsoben zménou chodu
Casu v pohybujici se soustavé (dilataci ¢asu). Prostorové relace maticové transformace daji
vztahy

wcos o = ywy ([ +cosoy), (232)

wsin o = @, sin &, . (233)
Pokud ob¢ rovnice vydélime, ziskdme vztah mezi obéma uhly, ktery je nezavisly na frekven-
cich a zavisi jen na vzajemné rychlosti soustav:
sin o,

% (234)
vy B+ ycose

> tgor =
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Ze vztahu je ziejmé, Ze vinoplocha zménila smér a Ze tato zména zavisi jen na vzajemné
rychlosti soustav v. Relativisticky Doppleriv jev jsme nasim postupem odvodili jen pro
svétlo (@ = ck) a nikoli pro obecné vinéni latky.

Relativisticka dynamika

Pohybova rovnice

Pokud chceme zavést spravné Ctyirychlost, nemlizeme derivovat udalost podle soufad-
nicového casu. Takto definovana Ctyirychlost by se netransformovala za pomoci Lorentzovy
matice. Ctyirychlost je nutné zavést za pomoci vlastniho ¢asu, ktery je invariantem, tedy

d,,
> U=—-. (235)
dr
Vlastni ¢as zde vystupuje jako parametr pohybu ¢astice, tj. X = x“(r). Vlastni ¢as nelze jako
parametr pouzit pro svétlo, nebot’ se nelze ,,odst¢hovat“ do soustavy spojené se svétlem
(v této soustaveé by se svétlo nepohybovalo, coz neni mozné). Drahu fotonu je nutné paramet-
rizovat jinak, napfiklad vlastni délkou 4 prolétlé drahy. Snadno nalezneme vztah Ctytrychlosti
k bézn¢ definované rychlosti ¢astice:

dx dx dx
R e (236)
dz dt dr dt v

Pro pomalé pohyby je &asova slozka &tyfrychlosti dominantni. Ctyfhybnost zavedeme za
pomoci Ctyirychlosti tak, Ze ji vynasobime klidovou hmotnosti Castice, tj.

> U

dx
> P= mo—“=[7m°cJ . (237)
dr ymyv

Transformacni vlastnosti budou opét zachovany, ctythybnost je ¢tyivektorem. Pokud zavede-
me ,,pohybovou‘ hmotnost vztahem

> m=ymo (238)
budeme pro ctythybnost mit jednoduchy vztah
mc
> P= ( j . (239)
mv

Musime mit ale na paméti, Ze oznaceni m neni skute¢na hmotnost, ale jen zkratka pro soucin
ymy. Sdm Einstein pohybovou hmotnost nezavadél. Porovndme-li vyjadieni ctythybnosti
(214) s vyjadienim (239), mame okamzité¢ znamé vztahy

> E=mc*; p=mv; m=ymy. (240)

Vztah pro energii je znamym Einsteinovym vztahem, ktery vyjadfuje ekvivalenci mezi hmot-
nosti a energii. K jeho vyznamu se jesté vratime. Druhy vztah kopiruje klasickou definici
hybnosti. V obou vztazich je tfeba mit na paméti, ze nejde o skutecnou hmotnost, ale sym-
bolem m je oznacen soucin Lorentzova kontrakéniho faktoru a klidové hmotnosti Castice ¢i
objektu.

Ctyfzrychlenim budeme rozumét étyivektor, ktery ziskame derivovanim &tyirychlosti podle
vlastniho casu, tj.

> A=—t (241)
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Pohybovou rovnici ve specialni relativité¢ piSeme v jednom z tvard, které kopiruji klasickou
mechaniku:

| 2 % =F, (242)
dr
| 2 mod—U:F. (243)
dr

Na levé stran¢ musi vystupovat vlastni ¢as a klidova hmotnost, jediné tak zlstane leva strana
ctyfvektorem transformujicim se pomoci Lorentzovy matice. Diky tomu je i Ctyfsila na pravé
stran¢ opét Ctyfvektorem. Spravné voleny vztah pro Ctyfsilu d4 pohyb objektu ve shodé
s pozorovanim. To je jediné kritérium volby Ctyisily.

VSsechny ctytvektory, které jsme dosud zavedli, maji také svou velikost, obdobné, jako je
tomu u béznych tfirozmérnych vektor, kde je velikost definovana jako odmocnina ze
skalarniho soucinu vektoru se sebou samym. Vzhledem k tomu, ze u ¢tyfvektori mize vyjit
skalarni soucin vektoru se sebou samym

VV=V,=—(V) +(h) +(1,) + (1)’ (244)

zédporny (dominuje Casova ¢ast), mohly by byt problémy pii odmocnovani. Proto chapeme
jako velikost ¢tyfvektoru pfimo vysledek skalarniho soucinu (244). Ve skuteCnosti tedy jde
o kvadrat velikosti vektoru v bézném slova smyslu. Tato velikost mlize byt zdporna (Ctyivek-
tor dominantné¢ mifi ve sméru Casové osy, je casupodobny), kladna (Ctyfvektor dominanté
mifi ve sméru prostorovych os, je prostorupodobny), nebo nulova (Ctytvektor mifi ve sméru
svételného kuzele). Naleznéme nyni velikost ¢tyirychlosti

dx. dx 2 _ 212
p S _ds _—cd” o (245)

> Uul=U,U, = =

Ctyirychlost je tedy asupodobnym vektorem. Obdobné nalezneme velikost &tythybnosti
pohybujiciho se ¢i stojiciho objektu:

2 2 2.2
> P*=P,p,=myU,U, =-mjc". (246)

Klidova hmotnost fotonii musi byt nulova, jinak by se nemohly pohybovat rychlosti svétla.
Proto je velikost jejich ¢tythybnosti nulova. Ctythybnost svétla je nulovy Ctyfvektor mifici ve
sméru svételného kuzele (povrchu kuzele budoucnosti).

Energie ve specialni relativité

Jak jsme uz vidéli, Ctythybnost Ize vyjadfit dvojim zpisobem. Prvni vychazi z teorému
Emmy Noetherové. Casoprostorové translace definuji zdkony zachovéani veli€in, kterym
fikdme energie a hybnost a které tvoii Ctyivektor, jemuz fikdme Ctythybnost. Druhé vyjadieni
vychazi z vynasobeni ¢tyfrychlosti klidovou hmotnosti, viz (237). Porovname-li oba vztahy,

mame
E/c MyC
( J:[Y 0 j (247)
P ymyv
Prostorové Casti davaji vztah pro relativistickou hybnost, ¢asova Cast dava jiz nalezené
vyjadieni pro energii

> E=mc?; m=ym. (248)

Tento vztah ma zajimavé disledky. Predevsim tik4, Ze energie a hmota jsou jen dva projevy
téze entity. Zména energie s sebou vzdy pfinasi zménu hmotnosti objektu:
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> Am =

% . (249)
C

Tento vztah je zédkladem veSkeré jaderné energetiky. Nejlépe jsou vazana jadra podobna
Stépenim hmotnéjSich jader na mensi (jaderné elektrarny), nebo slucovanim jader lehCich nez
zelezo na t&€z8i (fuze). Druha reakce probiha pfirozenym zplisobem naptiklad ve Slunci, kde
se protony slucuji na jadra hélia. Pfi jadernych reakcich vznik4 energie, coz podle vztahu
(249) znamena, ze soucet hmotnosti Castic po reakci je nizsi nez jejich soucet pied reakci.
Casto se hovoii o tzv. hmotnostnim schodku. Céast hmoty se pfeménila na energii. Pokud
ohfejeme litr vody napftiklad o 20 °C, dodali jsme mu energii a hmotnost litru vody vzroste
o AE/c*. Takova zmé&na hmotnosti neni ale béznymi piistroji méfitelna.

Vztah (248) pro energii ma jesté jeden zajimavy disledek. Dejme do poméru ,,pohybovou
a klidovou energii objektu:

mcz _ 7/m06’2
mocz mocz

(250)

Lorentziv kontrakéni faktor je roven poméru skute€né energie Castice ku klidové energii.
Hraje tak roli energie ¢astice vztazené k jeji klidové energii. Pokud je naptiklad y = 10, ma
Castice energii rovnou desetinasobku klidové energie.

Specialni relativita ndm poskytuje jesté jeden velmi dilezity vztah pro energii. Plyne
okamzité z velikosti ¢tythybnosti:

2
P?= —mgc2 = ——2+p2 = —mgc2 =
> E?= pzc2 +m§c4. (251)

Uvedenému vztahu nékdy fikame Pythagorova véta o energii. Energie se skladd ze dvou
¢asti: klidové (dané klidovou hmotnosti) a pohybové (dané hybnosti). Pro ¢astice s nulovou
klidovou hmotnosti (naptiklad foton) dostaneme mezi energii a hybnosti jednoduchy vztah:

> E = pc. (252)

Energie fotonli je ddna jejich hybnosti, nikoli jejich hmotnosti. Ve specialni relativité je
mozné zavést i kinetickou energii jakozto rozdil celkové energie a klidové energie:

> E = mc? —m002 =(y-1) mocz. (253)

Ud¢lame-li Tayloriiv rozvoj v rychlosti, da prvni nenulovy ¢len klasickou (nerelativistickou)
hodnotu kinetické energie:

Ey=(y-1)myc” =

= (;—IJ moc2 =
V1-v?/c?

2
2 2

1 5
= —mnD +-.--
) 0

65



Fyzika Il Relativita

Relativistické paradoxy

Prodluzujici se Casové intervaly a zkracujici se vzdalenosti jsou dodnes zdrojem nedavéry
¢asti populace ke specidlni relativité. Tito lidé uznavaji jen jevy, které vidi v kazdodennim
zivoté. Dilatace Casu a kontrakce délek jsou spojené s natolik vysokymi rychlostmi, ze se
s nimi bézné nesetkdvame. To ale neznamend, ze neexistuji. Bez jejich zapocteni by nefungo-
val Zadny urychlovag, laser nebo GPS navigace. Specialni relativita s sebou pfinasi 1 zdanlivé
podivné situace, kterym fikdme paradoxy. VétSinou jde o udiv nad tim, Ze jednim vypoctem
ziskame vysledek, ktery je odlisny od vysledku ziskaného jinym vypodtem. Resenim je vétsi-
nou pouhy fakt, ze kazdy z vypoctl plati pro jinou inercidlni soufadnicovou soustavu a ¢lo-
vek, jakoZto pozorovatel, nemize byt v obou soustavach naraz, aby doslo ke skutecné ne-
srovnalosti. Jiny druh paradoxt souvisi s predpoklady, které jsou v rozporu se specidlni rela-
tivitou. Bud’ dé&je zjevné neprobihaji v inerciadlni soufadnicové soustavé, nebo vyuzivame
naptiklad model idealn¢ tuhych ty¢i, které ve skutecnosti neexistuji. Cilem této ucebnice roz-
hodné neni feSeni jednotlivych paradoxt. To by vydalo na celou, ponékud monotématickou
knihu. Proto se na ukazku omezime jen na nékolik z nich.

Paradox vlaku a nadrazi

Piedstavme si vlak stojici ve stanici, ktery je piesné stejné dlouhy jako nadrazni budova.
Druhy den jede po kolejich stejny vlak, ale tentokrat na tomto nadrazi nestavi. Pozorovatel
v nadrazni budové uvidi diky kontrakci délek, ze projizdéjici vlak je krat$i nez budova. Pozo-
rovateli ve vlaku se ale bude zdat, Ze se nadrazni budova pohybuje kolem n¢ho, a protoze
dochazi ke kontrakci délek, bude nadrazni budova kratsi nez vlak.

Jak je tohle mozné? Vlak pfece nemiize byt soucasné kratsi, delsi i stejné¢ dlouhy jako na-
drazni budova! Reseni paradoxu je velmi jednoduché. Prvni chyba v Gvaze se tyka pocitu, Ze
jsme to stale my, ktefi métime délku vlaku ve vSech situacich. To ale neni pravda. Pokud vlak
jede, pozorovatel nemtize byt soucasné ve vlaku a soucasné na nadrazi, takze jde o dva rizné
pozorovatele, ktefi naméti dva rizné vysledky. Pojem délky je relativni a méfeni z riznych
soustav dopadnou rtzné. Divodem je pozadavek soucasného méteni polohy piedni i zadni
¢asti vlaku. Pozorovatel na nadrazi bude zaznamendvat a vyhodnocovat ptilet svétla (jinak by
takze je do méfeni tieba zahrnout dobu Sifeni signalu. Peclivym rozborem zjistime, ze uda-
losti, které jsou soucasné z hlediska nadrazi (zmétfeni polohy pocatku a konce vlaku) nejsou
soucasné z hlediska pozorovatele ve vlaku. Méfeni na nadrazi probihd pro pozorovatele ve
vlaku v riznych okamzicich a mezitim se vlak posune, proto vyjde délka vlaku jina. Vysle-
dek: paradox se nekond. Porovnavame neporovnatelné: mefeni provadéna rtiznymi pozoro-
vateli a navic méfeni, kterd jsou z hlediska jedné souradnicové soustavy soucasna a z hlediska
druhé¢ nikoli.

Existuje mnoho variant pravé popsané¢ho paradoxu, které jsou ponckud sofistikovanéji for-
mulované, nicméné jejich feSeni je obdobné.

Paradox tyce a kanalu

Predstavme si, Ze nad pouli¢nim kandlem (bez mftize, tu ukradli neptizptisobivi obcané) leti
vysokou rychlosti vodorovné dokonale tuha ty¢, jejiz vlastni délka je stejnd jako rozmér ka-
nalu. Z hlediska ty€e se otvor kandlu ve sméru letu zkrati a ty¢ do kandlu nepropadne.
Z hlediska kandlu se zkrati rozmér tyce, a ta do kandlu spadne. Paradox je tentokrat o néco
vazngjsi. Propadnuti tyCe do kanalu je objektivni skutecnosti, kterd by neméla zaviset na
volb¢ soutadnicové soustavy. Jaké je tedy feSeni tentokrat?

Reseni je tieba rozdélit do nékolika ¢asti. Aby se ty¢ pohybovala smérem dolii a mohla viibec
propadnout, je zapotiebi vyvinout n¢jakou, byt’ malou silu, ktera zptisobi pohyb tyce smérem
dolti. Miizeme pouzit pfirozenou gravitaci, ale to povede k okamzité namitce, Ze k feSeni gra-
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vitacnich problémii musime pouzit obecnou relativitu. Tomu se snadno vyhneme tak, Ze tuk-
neme soucasné do obou konct tyce tak, aby se pohybovala doli. Jak je tato uloha oSidna, uz
vime z pfedchoziho paradoxu. Co je soucasné z jedné soustavy, to neni soucasné z hlediska
druhé soustavy, takze tuknout souc¢asn¢ do obou koncti ty¢e v obou soustavach nelze. A po-
kud neni tuknuti do obou koncl soucasné, ty¢ se nakloni a jeji pad do kandlu prestane byt
paradoxni. Pojd’'me na to tedy jinak a tuknéme do tyCe jen jednou, a to piesné uprostied. I to
je neredlné. Stied tyce musime meéfit vzhledem k jejim konctim, ze kterych k pozorovateli
signal poleti ur¢itou dobu. Vysledek? Stied méfeny v jedné soustavé neni stftedem v druhé
soustavé. Tuknuti do tyée bude z hlediska jedné soustavy asymetrické a ty¢ se opét nakloni.

\ \ |

Nejvétsi problém je s predpokladem dokonale tuhé tyc¢e. Pokud bychom do jednoho jejiho
konce tukli kladivkem, musel by se druhy konec ihned posunout, coz znamena nekone¢nou
rychlost Sifeni informace z jednoho konce ty¢e na druhy. A nekonecna rychlost Sifeni in-
terakce neni slucitelna se specialni relativitou, tedy dokonale tuha ty¢ neexistuje. Kazda tyc¢ je
ve skutecnosti ,,mekka®, tukneme-li do kterékoli jeji ¢asti kladivkem, nepohne se v diisledku
uderu celd ty¢, ale nejprve jen misto, do kterého jsme t'ukli, a vznikne elasticka vina, kterou
se informace zacne §ifit do dalSich ¢asti tyce. Vysledkem je, Ze pii dostatecné velké rychlosti
ty¢ do kanalu vzdy spadne, bud’ se nakloni, nebo se vlivem pulisobicich sil zdeformuje natolik,
ze do kanalu propadne.

Paradox dvojcat

K tém nejznaméjSim a nejcastéji diskutovanym paradoxtim patii paradox dvojcat. Pfedstavme
si, ze se na Zemi narodila dvojcata. Jedno z nich prozije cely sviij zivot na Zemi. Druhy
z bratrii se stane kosmonautem a v raketé odleti na dlouhou pout’. Poleti v raketé, kterd je
vybavena Spickovou technologii a dosdhne téméf rychlosti svétla. Cestovatel doleti k cili,
provede vyzkum na vzdalené planeté a poté odleti zpét k Zemi. Po pfistani se setkd se svym
bratrem. Kdo z nich bude starsi? Z hlediska pozorovatele na Zemi letél bratr v raketé vysokou
rychlosti a dochéazelo k dilataci ¢asu a pfi setkani bude mladsi cestovatel v raketé. Ten bude
ale uvazovat stejné: bratr na Zemi se od ného z pocatku vzdaloval vysokou rychlosti a
v druhé¢ c¢asti cesty se k nému naopak pfiblizoval. TudiZ dochdzelo k dilataci ¢asu pro bratra
na Zemi a pfi setkani bude mladsi ten, ktery neopustil rodnou hroudu. Jaké je feSeni nyni?
Situace obou bratrl je symetrickd jen zdanlivé. Ten z bratri, ktery zije na Zemi, bude mit na
poli¢ce nad posteli ptipraveny kufr s vécmi. Co kdyby se nékdy vydal také do vesmiru? Jeho
kufr zGstane po celou dobu experimentu na policce. Bratr na raketé bude mit nad posteli po-
dobny kufr. Poprvé mu spadne na hlavu pfi startu, kdy bude v raketé citelné extrémni zrych-
leni, podruhé pii brzdéni u cilové planety, potteti pii startu zni a poctvrté pii piistani na
Zemi. Otlucend hlava cestovatele nepochybné dojde k zavéru, Ze soustava, v niZ se nachézi,
maé do inercialni soustavy velmi daleko. Problém tedy neni mozné feSit z hlediska specialni
relativity. V ramci specidlni relativity by se dvoj¢ata uz nikdy znovu nesetkala. Dv¢ inercialni
soustavy se mohou ve specidlni relativité setkat jen jednou. Paradox dvojcat se tyka neinerci-
alni soustavy, v niz skutecné dochéazi ke zméné chodu €asu a vSech biologickych procest (je
to dano pfitomnosti zrychleni). Cestujici dvojce ve skutecnosti zestarne méné nez to na Zemi.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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5. KVANTOVA TEORIE

Teoreticka mechanika vychazi ze zobecnénych zkuSenosti ¢lovéka, z toho, jak vnimame svét
kolem sebe v naSich métitkach — v tzv. makrosvete. Snazime-li se zdkony teoretické mecha-
niky aplikovat na télesa malych rozmért (atomy, ¢astice) — tzv. mikrosvet, nebudou jiz pied-
povédi ve shod¢ s experimentem. V mikrosvété plati jiné zakony. Naptiklad samotny akt mé-
feni muze ovlivnit objekty mikrosvéta. Chceme-li urcit polohu fotbalového mice, zachytime
okem fotony odrazené od mice a informaci zpracujeme. Chceme-li urcit polohu elektronu,
odrazeny foton, z kterého na polohu usuzujeme, ud¢li elektronu nezanedbatelny impuls
a zméni jeho stav. Asi nejvetsi rozdil mezi jevy v makrosvété a mikrosvete souvisi s komuta-
tivnosti. V makrosvété jsme si zvykli na to, ze jevy, které pozorujeme, jsou komutativni —
nezalezi na potradi. Je jedno, zda nejprve provedeme méteni 4 a poté méfeni B nebo naopak.
Zkratka AB = BA. V mikrosvéte tomu tak ale neni. Akt méfeni ovliviiuje stav objektl a zalezi
na tom, které méteni provedeme jako prvni. To je také hlavnim divodem selhani teoretické
mechaniky pfi popisu mikrosvéta. Teoreticka mechanika je zalozena na komutujicich mate-
matickych objektech.

Prvni jevy v mikrosvéte, které byly v piikrém rozporu s teoretickou mechanikou, byly obje-
veny na poc¢atku 20. stoleti. Jejich analyza vedla ke zrodu kvantové teorie — jedné ze dvou
rovnice a vztahy ziistavaji shodné s teoretickou mechanikou, plati vSak pro zcela jiné objekty.
Ptedpovédi dnesni kvantové teorie se shoduji s experimentem na mnoho platnych cifer.

Uved’'me nyni zdkladni rozdily svéta malych rozmérti — mikrosvéta — oproti situacim, na které
jsme zvykli z naseho okoli — makrosveta:

1) diskrétni hladiny nékterych dynamickych proménnych (naptiklad energie, mo-
ment hybnosti...) — v dané situaci miizeme naméfit jen urCité hodnoty u sledované
veliCiny a zadné jiné. V makrosvété jsou méené hodnoty spojité.

2) dualismus vIn a ¢astic — objekty mikrosvéta se mohou chovat jako viny i jako ¢as-
tice.

3) nekomutativnost aktu méreni — pii méfeni hodnot dvou dynamickych proménnych
(naptiklad polohy a rychlosti) miize vysledek zalezet na potadi provedeni méteni.
Akt méfeni totiz ovliviiuje stav systému, po métfeni se systém obecné nachézi v ji-
ném stavu nez pred métenim.

4) relace neurcitosti — zvyseni piesnosti méieni jedné dynamické proménné v nékte-
rych ptipadech sniZi presnost méfeni jiné dynamické proménné. Tato méfeni se nav-
zajem ovlivilyji a jsou nekomutativni.

5) nedeterminismus kvantové teorie — dva experimenty pfipravené za stejnych
podminek mohou dopadnout rizné. Pti provedeni mnoha pokust zjistime, ze vys-
ledky maji pravdépodobnostni charakter. Jsme tedy schopni piedpoveédét jen to,
s jakou pravdépodobnosti naméfime ten ¢i onen mozny jev, nikoli ktery jev konkrét-
né nastane.

6) akt méreni vyrazné ovlivni samotny systém — pii provadéni méfeni na objektech
mikrosvéta vétSinou dojde k tomu, Ze tyto objekty méfenim znic¢ime. Pokud je
nezni¢ime, vyrazné ovlivnime jejich stav.

7) superpozice — objekty mikrosvéta mohou byt v nékolika stavech nardz, vyhozeny
micek mize mit naptiklad dvé energie a doletét do dvou vysek soucasné.

Fyzika se tak dostala pfed ulohu vytvofit takovou teorii, kterd by souhlasila s experimenty
v mikrosvété a v makrosvéte prechazela v klasickou teoretickou mechaniku. V této kapitole
se budeme zabyvat zdklady konstrukce kvantové teorie.

68



Fyzika Il Kvantova teorie

Vznik a vyvoj kvantové teorie

Shriime nyni zékladni experimentalni fakta, ktera vedla ke zrodu kvantové teorie:

Zareni absolutné ¢erného télesa

d//dw

IR uv w

V absolutné cerném télese (Ize za né povazovat napiiklad kazdou hvézdu) je v rovnovaze
latka a zatfeni pi1 néjaké konkrétni teploté 7. Sledujeme-li vyzatovani absolutné ¢erného téle-
sa, zjistime, Ze na riiznych frekvencich vyzatuje s riznou intenzitou. Experimentalné pozoro-
vany prubéh energie vyzarené na jednotkovou frekvenci je na obrazku. Teoretické vypocty
ktivky zareni absolutné ¢erného télesa, které provadéli Rayleigh, Jeans a Wien, vedly k odlis-
nym zavislostem. Bud’ divergovaly v infraervené (IR) nebo v ultrafialové (UV) oblasti
spektra. Spravnou formuli uhodl az Max Planck v srpnu 1900 tim, Ze zkouSel porovnavat
rizné funkce s naméfenymi adaji. Jeho vysledek znél: dI/dw ~ w3 exp [ const w /T ]. Za dalsi
dva mésice odvodil Planck tuto zavislost 1 teoreticky za pfedpokladu, ze energie svétla o urci-
té frekvenci w se neméni spojité, ale je celistvym ndsobkem zékladniho energetického kvanta

E = hw; h=105x10"%Js . (254)

Velic¢ina % se nazyva redukovana Planckova konstanta. Planck ptivodné pouzil predpoklad
o kvantovani energie pro zjednoduSeni matematickych vypocti. Pozdéji se ukazalo, Ze ener-
gie elektromagnetického zatfeni urcité frekvence je skuteéné kvantovana, tj. jeji pozorované
hodnoty nejsou spojité, ale méni se skokem o zdkladni energetické kvantum 7@ .

Fotoelektricky jev (fotoefekt)

zareni elektron

kov

Pii dopadu svétla (elektromagnetického zareni) na povrch kovu muize byt z kovu vytrzen
elektron, ktery opusti povrch kovu. K uvoliovani elektronti z kovu dochazi pii frekvencich
svétla vysSich nez prahova frekvence wy, kterd je pro dany kov charakteristickd. Mame-li
k dispozici svétlo s frekvenci niz§i nez prahovou, emise elektronii nenastane, byt bychom
pouzili svétlo se sebevétsi intenzitou. Tento experiment je v rozporu s predstavou o svétle
jako elektromagnetickém vinéni. K fotoefektu by mélo dochazet pti kazd¢ frekvenci a dos-
tateCnou energii k emisi by mélo jit ziskat zvySenim intenzity dopadajiciho svétla.

Reseni podal Albert Einstein v roce 1905. Elektromagnetické vinéni se chova pfi fotoefektu
jako &astice. Tyto €astice nazval fotony. Energie jednoho fotonu zafeni o frekvenci w je prave
energie jednoho energetického kvanta (254). Vysvétleni fotoelektrického jevu je nyni velice
jednoduché. Na povrchu kovu dochéazi ke srazce fotonu s elektronem. Aby foton vyrazil
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elektron, musi mit vyssi energii nez je vazbova energie elektronu v kovu: iw > E;. Prahova
frekvence zfejmée je wo = Ei/h. Celkova energeticka bilance

ho = E; + %mevz (255)

se nazyva Einsteinova rovnice pro fotoefekt. Energie dopadlého fotonu se spotiebuje na
vytrzeni elektronu z kovu a na kinetickou energii vylétavajiciho elektronu.

Elektromagnetické vinéni tedy miizeme povazovat za soubor fotond. Proto i pfi zafeni abso-
lutné Cerného télesa se méni energie zareni o dané frekvenci skokem — tento skok predstavuje
prirastek nebo ubytek jednoho fotonu.

Comptonuv jev

Arthur Compton v roce 1923 zjistil, Ze rentgenové paprsky odrazené od povrchu grafitu méni
svoji vlnovou délku. Podle klasickych pfedstav by viny mély rozkmitat povrchové elektrony
aty generovat vinu se stejnou frekvenci. Vysvétleni: Fotony se opét chovaji jako castice,
srazeji se s elektrony a pii sradzce ztraci ¢ast energie, a proto méni svou vilnovou délku.

Ohyb elektronti

Fotoelektricky jev ukazal, ze vinéni se miize chovat v urcitych situacich jako ¢astice. Naopak,
nekdy se castice chovaji jako viny. Napiiklad svazek elektront prochazejici Stérbinou nebo
dvoustérbinou po dopadu na stinitko vytvofi typicky ohybovy obrazec. Nemizeme piredem
tici, kam ktery elektron dopadne, ale pii velkém mnozstvi elektronit miZzeme urcit pravdépo-
dobnosti dopadu do konkrétniho mista na stinitku. Vznikly ohybovy obrazec je tedy typickym
statistickym jevem.

pocet
elektron(
b
elektrony
—_—
Stérbina stinitko

Dnes jsou vlnové vlastnosti elektronli vyuzivany naptiklad v elektronovych mikroskopech.
Elektrony maji vyrazn¢ krat$i vlnovou délku nez viditelné svétlo, a proto je rozliSovaci
schopnost elektronového mikroskopu podstatné vyssi nez optického. Poprvé byly vinové
vlastnosti elektronu pozorovany Clintonem Davissonem a Lesterem Germerem v roce 1927.
Zkoumali odraz elektront od povrchu niklu. Po vyZihani niklu doslo k rekrystalizaci a odra-
zené elektrony zacaly vykazovat na presnych velkych krystalech ohybovy obrazec.

Poznamka: Castice popisujeme &tvefici veli¢in (E, p). Definice energie E a hybnosti p sou-
visi se symetriemi pii posunuti v ¢ase a v prostoru (teorém Noetherové). VInéni popisujeme
Stvefici veligin (o, k). Uhlova frekvence o je definovana jako zména fize vlnéni s Gasem
® =0 ¢/d t a vinovy vektor Kk je zména faze vinéni s prostorovymi soufadnicemi k =9 ¢/0 x.
Pti periodickém dé&ji s konstantni periodou 7 v Case a A v prostoru (vinova délka) lze psat
w=2x/T,k=2mr/A Louis de Broglie vyslovil hypotézu, Ze objekty mikrosvéta se chovaji
jako vlny i jako ¢astice (dualismus vin a ¢astic). Pfevodni vztah ma tvar:

E = ho, p=hk (256)
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Casto nas zajima vlnova délka vinéni odpovidajiciho konkrétni &astici, napiiklad elektronu
v elektronovém mikroskopu. Ze vztahu (256) mame mv = 2z/i/A a tedy

4= (257)

muvu

Existence atomu

Podle klasického planetarniho modelu atomu obihaji zdporné nabité elektrony kolem kladné
nabitého jadra tak, jako ve Slune¢ni soustavé obihaji planety kolem Slunce. Odstiediva sila je
vyrovnana pfitazlivou Coulombovou silou.

Mezi gravitatnimi a elektromagnetickymi jevy je ale podstatny rozdil. Z Maxwellovy teorie
elektromagnetického pole plyne, ze kazda nabita Castice, kterd se pohybuje se zrychlenim,
vyzatuje elektromagnetické vinéni a ztraci tak energii. Pfi kruhovém pohybu elektronu kolem
jadra se méni smér rychlosti, zrychleni dv/dt je nenulové (miii do centra atomu, jde o dostie-
divé zrychleni) a elektron ztraci energii zafenim. Pohybuje se po spirale, az dopadne na jadro
atomu. Tento proces trva napiiklad pro vodik 101! s. Podle klasické teorie by tedy za velice
kratkou dobu nemély zadné atomy existovat!! Na tento paradox upozornil poprvé dansky
fyzik Niels Bohr.

Niels Bohr vytvotil tzv. Bohriiv model atomu na zékladé tii umélych postulatt, které ptidal
ke klasické teorii:

1) elektrony se pohybuji jen po tzv. staciondrnich drahdach — tj. po takovych drahach, ve
kterych je odpovidajici de Broglieho vinova délka ze vztahu (257) ,,namotana‘ na obéznou
dréhu tj. obvod drahy je n-ndsobkem vinové délky.

_2zh

mu

Tato draha neni mozna Tato draha je mozna

Index n ¢isluje mozné stavy elektronu v atomu (7, mozny polomér drahy, v, rychlost na
n-t¢ draze, E, odpovidajici energie) podle poctu vinovych délek elektronu na jeho obézné
draze.

2) na staciondrni draze elektron nezari.

3) pti preskoku elektronu mezi dvéma staciondrnimi hladinami dojde k vyzareni fotonu
o energii odpovidajici rozdilu energii téchto hladin.

Tento jednoduchy Bohrliv model atomu neni feSenim vySe uvedeného paradoxu, jde spiSe
o postulovani nebo konstatovani experimentalné znamych skutecnosti. Navic je tento model
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aplikovatelny jen na nejjednodussi atomy s jedinym elektronem v obalu (H, He*). Tento
model ale poprvé spravné urcil hladiny energie elektronu v atomu vodiku a vysvétlil spekt-
rum atomu vodiku.

Heisenbergovy relace neurcitosti

Pii méteni polohy a hybnosti objektu mikrosvéta budou nepiesnosti méfeni Ax, Ap spliiovat
relaci (ptes k se nescCitd)

> Ax, Ap, > g; k=1,2,3. (258)

Cim pfesngji uréime polohu objektu, tim mén& presné uréime jeho hybnost a naopak.
Samotny akt méteni ovliviiuje nas objekt, ale relace (258) je splnéna i tehdy, neprovedeme-li
méteni viibec. Jde o principidlni hranici danou pfirodou, za kterou nelze nahlédnout.

Naptiklad obyc¢ejny ohyb svétla na Stérbiné lze chapat jako dusledek relaci neurcitosti pro
fotony. Priichod fotont $térbinou neni nic jiného nez pokus o urceni jejich polohy y s pies-
nosti Ay (velikost $térbiny). Fotony, které prosly $térbinou, ur¢it€¢ mély v okamziku prichodu
soufadnici y rovnou soufadnici y Stérbiny. Zmensime-li Sitku $térbiny Ay, zvySime piesnost
méfeni y; podle relaci (258) se ale zvySi nepfesnost Apy, urceni odpovidajici komponenty
hybnosti. Vysledkem je znamy ohybovy jev — fotony za Stérbinou vyletuji s danou pravdépo-
dobnosti do riznych smért se stfedni kvadratickou fluktuaci hybnosti Ap), danou Heisen-
bergovymi relacemi neurcitosti.

| | -
AARRRRRRR —
I | ~a.

Vycet experimentalnich faktt, které jsme uvedli vySe, neni zdaleka Uplny. VSechny ale
ptispély ke zrodu kvantové teorie, popisujici pro nas nezvykly svét atomll a elementarnich
Castic. Podejme nyni stru¢ny piehled jejiho vyvoje. V roce 1925 formuloval Werner
Heisenberg ve svych 25 letech maticovou mechaniku — kazdé dynamické proménné ptitradil
¢tvercovou matici (zpravidla nekonecnou), jejiz vlastni ¢isla byly méfitelné hodnoty piislusné
veli¢iny. Slo o teorii pramenici z vynikajici intuice, na zakladé které bylo mozné uréit
naptiklad energetickd spektra riiznych atomu (nejen vodiku).

V roce 1926 Erwin Schrodinger formuloval vinovou kvantovou mechaniku. Resenim rovnice
_ 52
—A+V |y = Ey (259)

2m

pro vinovou funkci 1 bylo opét mozné ur€it hodnoty energie £ pro objekt v potencialnim poli
V(x, y, z). Ob¢ konstrukce — Heisenbergova i Schrodingerova — poskytovaly shodné vysledky.
SpiSe nez o ucelenou teorii §lo v té dobé o navod, jak urcit energetické spektrum.

Obecnou konstrukci kvantové teorie na Hilbertovych prostorech provedl P. A. M. Dirac.
Ukazalo se, ze Heisenbergova a Schrodingerova mechanika se 1isi jen jinou volbou piislus-
ného Hilbertova prostoru.

Az doposud byla budovana nerelativisticka kvantovad teorie. Zobecnéni na relativisticky
pfipad provedli Klein a Gordon pro spin ¢astice s =0 a Dirac pro spin Castice s=1/2
(Kleinova-Gordonova rovnice, Diracova rovnice). S relativistickou kvantovou teorii byla
objasnéna podstata spinu, Dirac predpoveédél existenci pozitronu, ale predevsim byl postaven
zéklad pro vybudovani kvantové elektrodynamiky (Dirac — 1949). Odsud byl jiz jen kracek ke
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vzniku kvantové teorie elektromagnetického pole (Dirac, Feynman), ve které dochézi i ke
kvantovani samotného elektromagnetického pole (tzv. druhé kvantovani). Vysledky kvantové
teorie pole lze prehledné zapisovat pomoci tzv. Feynmanovych diagramt.

Na zdklad¢ rtznych symetrii v prirodé se od 60. let bouflivé vyviji kalibracni teorie,
naptiklad Weinbergova-Salamova teorie elektroslabé interakce, kterd sjednocuje teoreticky
pohled na interakci elektromagnetickou a slabou, rozviji se kvantovd chromodynamika —
teorie silné interakce, teorie GUT sjednocujici elektroslabou a silnou interakci a probihaji
intenzivni pokusy o formulaci Einsteinovych-Diracovych rovnic supersymetrickych teorii
SUSY pokousejicich se o jednotny popis vSech Ctyt interakei. Lidstvo stale vice poznava svét
elementarnich ¢astic a jeho zékonitosti.

vvvvvv

Veskeré tvahy jsou z diivodu jednoduchosti provedeny pro piipad, kdy vlastni ¢isla operatort
jsou navzajem rizna a tvoii spoetnou mnozinu.

Operatory v kvantové teorii
Prostory se skalarnim soucinem

Jiz diive jsme se sezndmili s linedrnimi vektorovymi prostory jakoZzto zobecnénim N-tic
s definovanym natahovanim a sklddanim. Nyni analogicky rozsifime pojem skalarniho sou-
¢inu pro ruzné linedrni vektorové prostory. Budeme diisledné pouzivat Diracovu symboliku,
ve které jsou prvky linearnich vektorovych prostorti znaceny symboly | f), | x),|a) a ska-
larni souciny (f| g ), (x|y),(a|b) atd.

®3  prostor realnych trojic

1) = (. /2. /3), 1g8) = (£1-82.83)>
(flg) = fi;it L&+ /385 = [fi& skalarni soucin.
Norma vektoru (velikost) se definuje vztahem

pro®’
FHIENTE = A+ (260)

Pro redlné trojice znazornéné jako useCky opatfené Sipkami je norma vektoru rovna délce
usecky a plati (f|g) || f||| gl cos @, kde a je thel sevieny obéma vektory. Z tohoto vztahu
plyne okamZité Schwartzovo lemma:

[(Fle)| < IIfIl-[gll (261)

Vysledkem operace skalarniho sou¢inu je &islo, v ptipadé linearniho vektorového prostoru ®3
realné Cislo, v obecném piipadé¢ bude vyhodné uvaZovat i o cCisle komplexnim. Norma
vektoru (velikost) musi ale vzdy byt nezdporné redlné ¢islo.

® N prostor realnych N-tic
|f>:(fia"'afN) ’ |g>:(gl"--agN); ﬁagleﬁi

(flg)

N
fg + o+ fygy = kagk = Ji&k-
k=1

V platnosti zlstavaji definice normy i Schwartzovo lemma.

¢N  prostor komplexnich N-tic
|f> :(fia"'afN)a |g> :(gla---agN); flaglec1

N
(flg) = hag++/ven = D fe& = fi&-
k=1
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Skalarni soucin definujeme v jednom z argumenti komplexné sdruzeny (dohodou v levém).
Pro komplexni ¢islo z = a + i b je velikost (norma) ¢isla déna vztahem

*
|=l=V="=

Pravé proto, aby pro komplexni Cisla ziistalo v platnosti, ze norma vektoru je odmocnina
skalarniho soucinu vektoru se sebou samym, je v definici skalarniho sou¢inu komplexni sdru-
Zeni v jednom z argumentl. Pfi vySe uvedené definici skalarniho soucinu bude vysledkem
sice komplexni ¢islo, ale norma vektoru zlistane redlna nezdporna:

A= =R fe ft = |2 ++]53] = 0.

Opét plati Schwartzovo lemma.

12 prostor komplexnich posloupnosti (N-tice s N — o)

’f>:{fl’ cees fn’ '--}:{fl}lolla‘g>:{gl}lw=l;fl » 8 €C,
(Flg)=fig + =+ fug + = 2 fig =i -
k=1

Takto definovany skalarni sou¢in ma smysl jen pro konvergentni posloupnosti. Do prostoru
[2 miizeme zahrnout jen takové prvky | f), pro které je ,|| f|| < o, tj. pozadujeme

Zf,:fk<oo pro V |f>elz.
k=1
Potom je

KEle) = 1D frgl S Ifllllgll < pro ¥ [f),|g)e 2,
k=1

nebot’ Schwartzovo lemma plati 1 v pfipad¢ nekonecnych posloupnosti.

[2 (— oo, ) prostor komplexnich funkci realné proménné

P#i dal$im zobecnéni prostoru /2 si miizeme index k piedstavit spojity. Misto k budeme psat
X : fx. Vyraz f; neni ale nic jiného nez komplexni funkce realné proménné (spojitého indexu),
kterou je zvykem zapisovat ve tvaru f'(x) , tj.

f)=f=fx), [g)=g,=g(), ; xeR, [f,geC,
+oo
(flg) = [ /" ®e)dr
Analogicky jako v [ 2 je tieba do prostoru £2 zahrnout jen prvky s || f || < oo, tj.
+oo
j F () f(x)dx < o pro V f(x)el’.
Potom je
+ oo
IKflg)] =] I f®g@dx| < [If]||lgll < pro V [f),]g)e L

a skalarni sou¢in ma smysl. Schwartzovo lemma plati i pro integraly. £2 se nékdy nazyva
prostor funkci integrovatelnych s kvadratem. Lze ho definovat i pro jiny defini¢ni obor nez
(= oo, ), potom piSeme £2 (M), kde M je defini¢ni obor funkci £ (x) € £2 (M).
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Nyni mizeme pfistoupit k obecné definici prostorti se skalarnim souc¢inem.

Unitarni prostor

Unitarnim prostorem neboli prostorem se skaldrnim soucCinem nazveme linearni vektorovy
prostor 1 (s operaci skladani dvou vektort +: % X ¥— 9/ a operaci natahovani vektord - :
C X ¥— 1), na kterém je definovana dalSi operace

¢y o VXV —> C
(tzv. skalarni soucin) s vlastnostmi
) (flg+h) = (f[g)+(f[h),
2) (flag) = alf|g),
3) (glf) = (flg) (=(aflg)=a (flg)),
4) (f|f)y =0 ; (f|f) =0 = |f)=0.

Poznamky:
1) Ptfidanim operace ( | ) k linedrnimu vektorové prostoru ziskame unitarni prostor.

2) Prvni dvé operace v definici znamenaji linearitu v pravém argumentu. Z tfeti operace
plyne antilinearita v levém argumentu (aditivnost + vytknuti komplexné sdruzené
konstanty).

3) Symbolika zapisu pochdzi od Paula Adriena Maurice Diraca. Nazyva se také brake-
tova symbolika nebo brakety (z anglického bracket = zavorka).

¢y ., bracket

a ,bra* (lze matematicky definovat, tzv. dual, naznacend operace skalarniho
soucinu)
| ) ., ket (vektor z 1)

4) Pro komplexni N-tice lze interpretovat | f) jako sloupcovou matici, ( f| jako transpo-
novanou komplexné sdruzenou matici:

h
=] i = (A - Sy,
I
Potom je skalarni soucin
&1
(flgy = (A~ )| | |[=fie
&N

definovan za pomoci maticového ndsobeni. Pro jiné prostory nez n-tice neni pro naSe
ucely nutné jednotlivé ¢asti skalarniho soucinu ( f | g ) néjak interpretovat.

5) Pro £’ lze chapat (f|=]/f"(x) - dx jako naznatenou operaci skalarniho souinu. Je
jen tfeba doplnit patfi¢nou funkci, na kterou operace pusobi. Podobna situace je
u derivovani, napiSeme-li jen d /dx.

Paprsek

Necht' 9/je unitarni prostor, | f) jeho nenulovy prvek. Paprskem natazenym na | f ) nazveme
mnozinu prvki {|g); [g)=a|f); ae C\{0}, |f)[g)e?}.
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>

Hilbertliv prostor
Uplny unitarni prostor (hranice prostoru je jeho sougasti).

Operatory
Operatorem rozumime zobrazeni
A: v ,
které prvku | f ) prostoru ¥/ ptifazuje prvek | g ) tohoto prostoru:
Alf)=|g).

V platnosti zistdva bézné nazvoslovi pouzivané pro zobrazeni (vzor, obraz, definicni obor,
obor hodnot, ...).

Priklad: ®° Operatorem na & miize byt libovolna matice 3x3, naptiklad

100 1
A=(00 1] [f)=]2 =N

01 1 1
1 0 0)(1 1

Afy=1]0 0 1||2|=|1|=]|g), obecne
01 1)1 3
1 0 0 fi

Afy=1]0 0 1| [ £
01 1 +f3

Priklad: £° (- oo, o)
f)Ei; Ify=xe ™~ =
dx

£)=2(xe)=(-ne =),
)= (ve)=

Jednotkovy operator: 'i| f) = |f). Pro n-tice je jednotkovym operatorem diagonalni matice s
jednotkami na diagonale (jednotkova matice) — ovéite!

Kvadrat operatoru: Druhou mocninu operatoru mizeme definovat, je-li obor funk¢nich
hodnot operatoru podmnozinou jeho defini¢niho oboru, potom
A’|f> = A(A|f>)

Piiklad: Operator derivace

D = i; |f>=e_"2 =
dx
D?|f) = i(ie—f} - i(—zxe—x2) = (2 +4xY)e
dr \ dx dx

76



Fyzika Il Kvantova teorie

Mocnina operatoru: Analogicky definujeme indukci obecnou mocninu operatoru

A"[f)y = A(A"E)).

Inverzni operdtor: Inversnim operatorem k A nazveme takovy operator Al e
AA'=ATA=1

K danému operatoru A muze byt nalezeni inversniho operatoru zna¢né obtizné, nékdy
inversni operator neexistuje viibec.

Sdruzeny operdtor: Sdruzenym operatorem k A nazveme takovy operator AT, 7e

(f1Ag)=(ATf|g).

Plsobeni operatoru A v pravé strané skalarniho soucinu dopadne stejné jako puisobeni

k nému sdruzeného operatoru v levé ¢asti skalarniho soudinu. Sdruzeny operator k A nemusi
vzdy existovat.

Komutdtor operdtorii: Pro operatory je obecné AB = BA . Rikame, Ze operatory nekomu-
tuji. Miru nekomutativnosti miizeme posoudit za pomoci tzv. komutatoru

[AB|]=AB-BA. (262)
Je-li komutator operatort A, B nulovy, operatory komutuji, je-1i rizny od nuly nekomutuji.
Vysledkem komutétoru je opét operator.

A A

Piiklad: Mé&jme na £2 dva operatory: D=d/dx a X=x, napiiklad na prvek |x5 ) pusobi
takto

6\x5>=ix5=5x4, )A(\x5>=xx5=x6
dx
Urc¢eme jejich komutator
[B.X]f)=(BX-XD) |f>=(ix—xi]f(x)=i(xf(x>)—xif(x>=
dx dx dx dx

=f)+xf () -xf()=f(x)=|f) =
[D,X]|f)=[f)= proV |f)e? =
[D,X] = 1.
Podobné miizeme urcovat i dalsi komutaéni relace.
Budeme se zabyvat jen linedrnimi operdtory, tj. operatory s linearni odezvou:

A(a|t)+plg)=aA|f)+BAlg).

Vsechny dosud uvedené operatory byly linearni.

V kvantové teorii se setkdme piedevSim Hermitovymi operatory, jejichz vlastni €isla jsou
redlna a mizeme je interpretovat jako mozné vysledky provadénych méteni.
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Hermitovy operatory
Definice: Hermitiiv operator ptisobi v obou ¢astech skalarniho soucinu stejné, tj.

(Af|g)=(f|Ag). (263)
Véta: Pro Hermitv operator je sdruzeny operator roven pivodnimu, je samosdruzeny:
AT=A. (264)

Diikaz: Plyne okamzité z definice sdruzeného operatoru.

Poznamka: V pfesné matematice se definice samosdruzeného a Hermitova operatoru nepatr-
n¢ 1i8i pozadavky na defini¢ni obor, pro nasSe tcely nebudeme samosdruzené¢ a Hermitovy
operatory rozliSovat. Vzhledem k tomu, Ze Hermitiiv operdtor pisobi v obou castech
skalarniho soucinu stejné, casto se pise

(Af|g)=(f|Ag)=(f|A|g).

Centralni pozice A naznacuje, ze podle vlastniho uvazeni mizeme operatorem zapuisobit
vlevo ¢i vpravo. Tato struktura se nékdy nazyva sendvic.

Priklad: operator B= idi na prostoru £ 2 (— oo, o) je hermitovsky
X

2 partes

; ) R ETRCIR:
(Bf|g)= j{laf@oj gydr=—i [ ==gde =

=—i[f*(x)g(x)}:+i_fmf*(x)%dx=if*(x)(i%}bﬁ(ﬂég%

Vyraz v hranaté zavorce je nulovy, nebot’ funkce z £ 2 (- o0, o) jsou integrovatelné s kvadra-
tem na (— oo, o0) a proto musi byt

lim f(x)= lim g(x)=0 proV f,ge [’

x—too x—=t
Samotny operator derivace D= d/dx hermitovsky neni, pfi provedeni integrace per partes by
se zaménilo znaménko a (ISf lg)=—(f]| 6g> .
k ok sk
V teorii operatort patii k zakladnim tlohdm nalézt sméry, ve kterych se plisobeni daného
operatoru projevuje jako komplexni natahovani:

Alfy=Afy ; JdeC . (265)

Vektor |f > se nazyva viastnim vektorem (charakteristickym vektorem) operatoru A a koefi-

cient natahovani A viastnim cislem (charakteristickym ¢islem). Naptiklad u tenzoru setrvac-
nosti lezi vlastni vektory ve sméru os, ve kterych téleso pfi rotaci nehazi. U linearnich
operatorti je i kazdy néasobek vlastniho vektoru vlastnim vektorem se stejnym vlastnim
¢islem. Jde tedy o cely paprsek v Hilbertové prostoru, neboli viastni smer. Takovych vlast-
nich smérii a ¢isel mize existovat u linearnich operatort celd fada, jejich maximalni pocet je
roven dimenzi prostoru (po¢tu prvkl baze). U separabilnich prostorti (se spocetnou bazi)
miizeme tedy ulohu nalezeni vlastnich ¢isel a vektorii formulovat rovnicemi:

At )=A,f); k=12,..; A,eC. (266)
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Mnozina vSech vlastnich Cisel {41, ..., 4, ...} se nazyva spektrum operatoru A . Nalezneme-li
spektrum operétoru a jeho vlastni vektory, mizeme relativné snadno fesit rovnice obsahujici
tento operator. Pomoci vlastnich Cisel a vektorti Ize naptiklad feSit soustavy obycejnych
linearnich diferencidlnich rovnic.

Véta: Hermitovsky operator ma realna vlastni ¢isla.
Diikaz: Pfi vypoctu skalarniho soucinu vyuzijeme hermitovosti a ponechdme operator nejpr-
ve pusobit v pravé ¢asti skalarniho soucinu a poté v levé. Vysledek musi byt stejny:

(B [ Ag B ) =4 (B [ £ )

. \ A=k = A,eR.

Vlastni ¢isla jsou tedy redlna.

Piiklad: Urceme vlastni Cisla a vektory matice:

~ 0 -1
A=| . ;
o

) -
e

Rovnice mé netrivialni feSeni jen pokud je determinant roven nule. Z této podminky plynou
dvé mozné hodnoty vlastniho ¢isla A. Pro kazdou z nich potom jiz snadno uc¢ime pfislusny
vlastni vektor. Pozor! Podminka pro determinant ¢ini rovnice pro slozky vlastniho vektoru
zavislé. To je ale vpotfadku, feSeni rovnic musi mit jeden volny parametr, tak aby
predstavovalo cely paprsek v prostoru. K vlastnim vektoriim miizeme najit normované vlastni
vektory a ptislusné projekéni operatory. Vysledek je:

+1 1 (+i1
A =-1, |f1>—0(+1], |1>—$(+J,

-1 1 (-1
A =+1, |f2>—c{+lj, |2>—$(+J,

Vektory oznacené pouhymi Cisly jsou normovany k jedné. Matice A byla hermitovska
(postaci, aby matice pteklopena kolem diagonaly a komplexné sdruzena byla shodna s ptivod-
ni matici). Proto ma realna vlastni ¢isla.

Zakladni principy a postulaty

Jak uz vime, klasicka mechanika selhala pii popisu déji mikrosvéta zejména proto, Ze je po-
stavena na komutujicich objektech. V mikrosvété déje ale nekomutuji. Zakladnim cilem bude
tedy misto dynamickych proménnych pouzivat nekomutujici objekty (operatory) a nalézt
vztah mez operatory a redlnymi méfitelnymi veli¢inami.

Redefinice stavu

V klasické mechanice je stav ¢astice uren polohou a hybnosti. Vzhledem k tomu, ze v mik-
rosvéte nelze soucasné tyto veliCiny méfit a méfeni jedné ovlivni méteni druhé, je nutné
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pojem stavu definovat novym zplUsobem. Fazové trajektorie jiz nelze v mikrosvété popsat
kiivkami. Vniméame je s presnosti danou relacemi neurcitosti AxAp > 7/2 . Mlzeme si pred-
stavit, ze fazovou trajektorii vidime jako rozmazanou ¢aru s rozliSenim danym ctvereckem
o plose 7/2 (sledujeme-li jednu soutadnici a ji odpovidajici zobecnénou hybnost).

p

Ap

X

Kompatibilita: Rekneme, Ze dvé dynamické proménné jsou kompatibilni, jestlize méreni jedné
veliciny neovlivni méreni veliciny druhé. Ptikladem kompatibilnich proménnych jsou (x, y),
ptikladem nekompatibilnich proménnych jsou (x, py).

Uplné mnozina pozorovatelnych: Maximalni nezavisla mnoZzina vzajemné kompatibilnich
dynamickych proménnych. Jakakoli dal§i dynamickd proménnd uz s nimi neni kompatibilni.
Napiiklad v nerelativistické teorii jsou nejzndméjsi plné mnoziny pozorovatelnych (x, y, z),
(px> Py» P-) @ pro centralni pole jeSté energie, kvadrat momentu hybnosti a jeho jedna kompo-
nenta (E, L*, Ls). Soudasné lze tedy zméfit viechny t¥i soufadnice nebo viechny tii slozky

hybnosti. Nelze jiz ale soucasné zméfit vSechny tii slozky momentu hybnosti.

Stav systému: Rekneme, ze znadme stav systému, zname-li vysledek méteni nékteré Uplné
mnoziny pozorovatelnych. Stavem tedy nazveme jen to, co lze soucasné zméfit.

* % %

Zékladnim rysem nov¢ teorie musi byt nekomutujici objekty — operatory. Misto dynamickych
proménnych z klasické mechaniky (soufadnice, hybnost, energie, moment hybnosti,...) bu-
deme pouzivat operatory (operator soufadnice, hybnosti...). Nekomutativnost téchto opera-
torli bude vyjadfovat nekomutativnost aktu méfeni dynamickych proménnych v mikrosvété.
VeliCiny namétené pristrojem v mikrosvéteé jsou redlna cisla, nékdy spojita (poloha ¢astice),
nekdy diskrétni (naptiklad jednotlivé hladiny energie elektronu vdzaného v atomu). Jak ziskat
z operatoru dynamické proménné sadu redlnych cisel spojitého nebo diskrétniho charakteru?
Takovou sadou je pravé spektrum hermitovskych operatort. Dynamickym proménnym bu-
deme tedy prirazovat hermitovské operdatory.

Kazdy operator plisobi na prvky néjakého Hilbertova prostoru #H. Musime se tedy ptat, jaky
vyznam bude v nasi teorii mit sam Hilbertliv prostor a také prvky, na které operatory ptsobi.
Ve skutecnosti ptili§ nezalezi na volbé Hilbertova prostoru. Podstatné jsou spise vztahy mezi
dynamickymi proménnymi, nyni operatory. Kvantovd mechanika zaloZena na prostoru £°
funkci integrovatelnych s kvadratem je zndma Schrodingerova vinovd mechanika vedouci na
Schrédingerovu rovnici a vlnové funkce. Kvantova teorie zaloZena na prostoru /* posloup-
nosti s€itatelnych s kvadratem je Heisenbergova maticova mechanika. Obé& teorie se na prvni
pohled zdaji naprosto odlisné. Ptesto vlastni ¢isla operatori v obou teoriich jsou stejna a obé
teorie tak davaji stejné predpovédi. Hilbertliv prostor se vSemi svymi prvky a s operatory,
které na prvky ptisobi, koresponduje s vlastnostmi celého systému z klasické mechaniky.
Misto systemu budeme proto v kvantové teorii hovorit o Hilbertove prostoru daného systému
(naptiklad Hilbertiv prostor elektronu).

Zbyva rozlustit posledni hadanku — k ¢emu jsou prvky Hilbertova prostoru? Jiz v uvodu jsme
si fekli, ze v mikrosvét¢ sam akt méfeni ovlivni stav systému. Pfed méfenim je systém
v jiném stavu nez po méfeni. Akt méfeni dynamické proménné zastupuje v kvantové teorii
hermitovsky operator této promeénné. Piisobenim tohoto operdtoru na prvek prostoru
dostavame jiny prvek tohoto prostoru. A to je ptesn¢ to, co hledame. Prvky (vektory) prostoru
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tedy predstavuji stav systému. Akt méfeni je plsobeni ptislusného operatoru na stav (prvek
prostoru) a novy stav je prvek, ktery vznikl ptisobenim operatoru.

Vlastni ¢islo operatoru prezentuje naméienou hodnotu a vypovida tak o stavu systému. Vime
uz, ze nasobky kazdého vlastniho vektoru jsou opét vlastnim vektorem. V # tedy existuje
k danému vlastnimu ¢islu cely vlastni smér (paprsek). Stavu systému proto musi odpovidat
cely paprsek v #, nikoli jen jeden jediny vektor. Pfichdzime tak ke tfem zékladnim axiomiim
kvantové teorie:

m systému prifadime Hilbertiv prostor # systtm — ¥
m stavu systému priradime paprsek |y ) v H stav - |y)
= dynamické proménné p¥ifadime hermitovsky operator A na %/ A - A

Princip superpozice
S linearitou budované teorie se poji velmi dulezity princip: Necht |¢)e H a |y)e H
reprezentuji dva razné stavy systému. Potom je kazdy vektor c¢; | ¢ )+ c2 | w) je také fyzi-

kalné realizovatelny stav. Bez tohoto pozadavku by nebylo mozné vybudovat linearni teorii.
Navic je superpozice stavil v mikrosvété zcela pfirozenym prvkem.

Méreni v kvantové teorii

Akt méfeni dynamické proménné 4 v n&jakém stavu znamena aplikaci operatoru A této
dynamické proménné na dany stav |y ). Operatorem A a stavem |y ) musi tedy byt zcela
jednoznacné déano, co je a co neni mozné na systému naméfit. Odpovéd’ na tuto otazku
poskytuji tzv. interpretacni postulaty:

m Postulat A. Méfime-li dynamickou proménnou 4, mohu na systému naméfit jen nékterou
z vlastnich hodnot {a;} operatoru A této dynamické proménné: A |/ ) = ajlj).

m Postulat B. Pozorovani dynamické proménné A na systému, ktery byl pfipraven ve
vlastnim stavu | j ) operatoru A, vede zcela jisté k nam&feni vlastni hodnoty a;.

m Postulat C. Je-1i systém pfipraven v obecném stavu |y ) € #, vede opakované méfeni
veli€iny A kriznym vysledkiim a;. Stfedni hodnota téchto opakovanych métfeni bude
rovna (w | A | y).

Poznamky:

1) Opakovand meéfeni si nemusime predstavovat tak, Ze bychom na stejném systému
opakovali neustale tatdz méfeni. V praxi by to nebylo proveditelné. T¢zko miizeme na
jednom jediném elektronu zopakovat né&jaké meétfeni. Musime mit ptfipraveno velké
mnozstvi systémull ve stejném stavu (napiiklad svazek elektronll) a opakovat méfeni na
ruznych elektronech (systémech).

2) Vyraz pro stfedni hodnotu je nejjednodus$im moznym vyrazem sloZenym z operatoru A
a stavu | y ), ktery da jako vysledek redlné Cislo. Stiedni hodnotu byva zvykem oznacdovat
(A )nebo A.

3) Automaticky pfedpoklddame, Ze stavové vektory jsou normovany k jedné. Neni-li
stavovy vektor normovan, musime vyraz pro stfedni hodnotu vydélit jesté kvadratem
normy stavového vektoru:

_(vlAy)

(4)
(wlw)
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4) Vyraz pro stiedni hodnotu rozepsany v prostoru L*(R*) da:
iy [v" 0 Ay d’x
[v" ® px &

5) Jsou-li viechny systémy piipraveny ve vlastnim stavu | j ) operatoru A, dé stfedni hodnota
dand postulditem C samoziejmé piisluSnou vlastni hodnotu podle postuldtu B a vSechna
méteni daji v tomto vyjimecném piipadé stejny vysledek (pfes j se nescita):

_GIALD a4l
VAN WAWY,

(4)

J

Princip korespondence

Poslednim ze zakladnich principti kvantové teorie je princip korespondence. Vymezuje, které
Casti z teoretické mechaniky je mozné pievzit v kvantové teorii. Zakladni relace mezi
dynamickymi proménnymi v teoretické mechanice a pfisluSnymi operatory v kvantové
mechanice se mohou liSit jen pofadim operatort. Plati-li vztah AB = C, bude v kvantpové
teorii platit stejny vztah mezi operatory, jen nebudeme védét, jaké potredi maji operatory na
levé strané rovnosti. To mizeme zjistit jediné experimentem. Naptiklad vztah pro
Hamiltonovu funkci bude mit v kvantové teorii tvar

2 2 2 p2 , p2 , p2
+ ps + . +P; +P
gl oy 50 A= L pRYL2). (267)

2m
Princip korespondence pro vztahy s derivacemi je dilezity k urceni toho, jak maji operatory
v kvantové teorii vypadat. Tato ¢ast principu korespondence ale pfesahuje moznosti tohoto
skripta. Spravny tvar operatori na prostoru funkci £* zde uréime jinym postupem. Z odvo-

zovani disperzni relace vime, ze parcialni diferencialni rovnice piejdou v algebraické vztahy
podle schématu

0 )

— Y -iw,

ot

ai &~ k.,

* (268)
0

— “ k.,

dy Y

9 <« k.

0z

Jde o pfirozeny vztah mezi operatory (nalevo) a algebraickymi veliCinami. Navic vime, Ze
Casticové a vlnové charakteristiky jsou spojeny relacemi E = Aw, p =/ k. Pfendsobime-li
posledni relace redukovanou Planckovou konstantou, mame

hi & —1F,
ot
hai < 1p,,
é” (269)
h@ — ipy,
0 .
h— .
oz <
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Z pravych stran pak snadno dopocteme ptirozeny tvar operatorti v kvantové teorii:

E=in—; (270)
> p,=—ih—; p,=—ih—; Pp,=—ih—. (271)

Prvni operator, ktery ztotoziuje energii s Casovou derivaci, se vyuziva pii feSeni ¢asového
vyvoje v kvantové teorii a pfi odvozeni tzv. casové Schrédingerovy rovnice, ktera je ale za

vvvvvv

operatory hybnosti. Ty l1ze napsat i jako jeden jediny vztah
> p =—in V. (272)

Viastni stavy energie, Schrodingerova rovnice

Vénujme se nyni nalezeni spektra operatoru energie — hodnot energie, které je mozné na
systému naméfit. Ulohu miZeme zformulovat naptiklad takto:

> Hin)=E,|n), (273)
. p2 s PXiP24P2 . ..
> H=z —+1rX) = —2 - 417(X)Y,2) , (274)
2m 2m

Budeme hledat vlastni hodnoty operatoru energie (Hamiltonova operatoru) ze vztahu (273).
Tato rovnice pro vlastni hodnoty Hamiltonova operatoru se nazyva Schrodingerova rovnice.
Operator energie (Hamiltoniv operator) je dan vztahem (274). Zékladni operatory, ze kterych
je sloZzen Hamiltonliv operator, jsme pro prostor funkci integrovatelnych s kvadratem
odvodili ve vztahu (270).

v . , v . v g . 2 ;. ’
Ukazme si nyni piepis Schrodingerovy rovnice v prostoru £(®) funkei integrovatelnych
s kvadratem na celém prostoru ®”. Nejjednodussim operatorem na tomto prostoru je operator
nasobeni soufadnici. Tento operator ztotoznime s operatorem soufadnice:

Ly Y A

> X=x; Y=y; Z==z. (275)

Schrodingerova rovnice (273) s operatorem energie (274), volbou prostoru #H= LA(RY)
a operatory (271) a (275) vede potom na slavnou Schrédingerovu rovnici v x reprezentaci:

2
> {—h—mnx)} Va0 = E,p,(x). (276)
2m

Reseni této rovnice pro konkrétni potencial V poskytne spektrum operatoru energie {E,}
jakozto mnozinu moznych méfitelnych hodnot energie. Reseni rovnice (276) Ize nalézt pro
kazdou hodnotu energie. Ne vzdy je vak toto feSeni z prostoru £(®). Je proto vzdy tieba
vybrat z moznych feSeni jen ta, ktera jsou integrovatelnd s kvadratem, tj. donekonec¢na
ubyvaji dostatecné rychle, aby zajistila integrovatelnost. Jen tato feSeni daji kvantovani
energie a jeji spravné hodnoty. Existuje jednoduchy zptisob, jak odhadnout typ spektra pro
dany potencial. Muze-li se v klasické mechanice Castice vzdalit do nekonecna, je spektrum
operatoru energie spojité. Nemuze-li se ani v jednom sméru vzdalit do nekonecna je spektrum
operatoru energie diskrétni. V dalSim textu si ukdZeme feSeni Schrodingerovy rovnice pro
nékolik velmi jednoduchych jednorozmérnych piikladi — harmonicky oscilator, nekonecnou
jamu a kone¢nou bariéru.
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Harmonicky oscilator
Hamiltonova funkce jednodimenzionalniho harmonického oscilatoru je dana souctem kine-
tické a potencialni energie

2
Hex,p) =2+ Lma?s?. Q77)
2m 2

Hamiltontiv operator je v prostoru £*(—ee, +eo) potom dan jednoduchou relaci

2 2
I SR S e (278)
2m dx* 2
Odpovidajici Schrédingerova rovnice pro vlastni funkei w/(x) z prostoru £7(—eo, +e0) mé tvar
d: 1 5,
> ————+—mw'x x)=Ewy(x). 279
(Zmdx22 w(x) = Ey(x) (279)

Jde o obycejnou linedrni diferencialni rovnici druhého fadu s nelinearnim koeficientem
u nulté derivace. Standardni tvar této rovnice (s jednotkovym koeficientem u nejvyssi deri-
vace) je:

2 2 2
C;xl/;+(2;:12E—mh§) xZJQ//:O. (280)

Rovnici budeme fesit ve ¢tyfech krocich:

1. substituce ve vnitini (nezavislé¢) proménné

V nezavislé proménné budeme volit takovou substituci, ktera ,,zbezrozmérni rovnici. Pte-
sunme koeficienty tak, aby byly symetrické u proménné x

2
dy moo,  2E, o (281)
mo 4.2 h ho
h
a proved’'me substituci
E= |19, (282)
h
po které Schrodingerova rovnice ziska bezrozmérny tvar
dyv 2F
—— +Ay =0, AME)=—. 283
T Sy+iy (B)=—— (283)

wewrs

2. substituce ve vnéjsi (zavislé) proménné
V zéavislé proménné budeme volit takovou substituci, které zohledni chovani vinové funkce
pro & — teo. Pro velka & miizeme zanedbat posledni ¢len v rovnici (283) a piiblizné plati

2
ot = d—y/—fzwzo = l//zeiéz/z.
d¢&?
(FeSeni staci dosadit do pivodni rovnice a zanedbat ¢leny s niz§imi mocninami §). Kladné
z nalezenych feseni evidentné neni z prostoru £*, integral z kvadratu pies cely prostor by byl
nekoneény. Vlnové funkce se tedy pro velka & musi chovat jako exp[—&?/2]. To nés piivadi
k substituci pro zavislou proménnou
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2
v =e u@), (284)

po jejimz provedeni dostaneme rovnici
u =2&u' +(A-Du=0 . (285)

Derivace se automaticky rozumi podle nové proménné &. V principu by z matematického
hlediska bylo v pofadku fici ,,v rovnici (280) provedeme substituce (282) a (284), vysledna
rovnice je (285)“. V bodech 1 a 2 jsme si jen ukézali, jaké pohnutky nés k t€émto substitucim
vedou, protoze postup je obdobny i u jinych pribéht potencialu.

3. rozvoj reSeni do mocninné rady

Reseni rovnice (285) budeme hledat ve tvaru mocninné fady

u@)=7 "
k=0
Snadno nalezneme prvni a druhou derivaci
’ _ - k-1 . ” _ - k=2
W)= ke & 5 W(§)= Y k-1 &
k=0 k=0

Vyrazy pro u a jeji derivace dosadime do rovnice (285):

S k(k=1Dc, £ =D 2k EF+(A-D D ¢ EF =0.

k=0 k=0 k=0

Jednotlivé ¢leny upravime tak, aby mocniny & byly stejné (v prvnim ¢lenu polozime k-2 = [):

[}

S I+ +2) e & - iZlc, & +(/1—1)ic, = o.
[=0 =0

1=—2

Prvni dva ¢leny prvniho souctu jsou nulové, a proto mizeme spodni hranici posunout na
[=0:

[0+ +2)cryy - QLH1-2)g € =0,
=0

Ma-li byt polynomialni vyraz identicky nulovy pro kazdou hodnotu &, musi byt nulové
vSechny koeficienty, tj. vyrazy v hranaté zavorce. Ziskavame tak rekurentni relaci pro koefi-
cienty ¢; nasi fady:

2I+1-1) .
A+ +2) "
Budeme-li znét koeficienty ¢y a c¢;, budeme znat celé feSeni, protoze z rekurentni relace mi-
Zeme spocitat

Clp = (286)

o = CyyCyyCos e

¢ = C3,Cs5,Cqs ...
Koeficienty cj a c; tak hraji roli dvou integrac¢nich konstant feSeni diferencidlni rovnice (285)
druhého fadu. Suda cast fady se pocita z ¢y a licha z ¢;.
4. ofiznuti Fady
Nalezené feSeni je ve tvaru nekonecné mocninné fady. Resi sice plivodni rovnici, ale neni

2 voow 2 /- 7 . 1S ¥ v s

z prostoru £°. Aby bylo feseni z £ (integrovatelné s kvadratem), musi byt fada konecna, tedy
polynomidlni. Prakticky to znamena, ze koeficienty fady musi byt od urcitého / =n nulové.

V rekurentni relaci (286) bude Citatel pro toto / = n nulovy a veSkeré odvozené koeficienty c¢;
s /> n nulové. Vidime, Ze nebude mozné takto ,,ofiznout* soucasn¢ sudé i liché ¢leny tady.
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Proto jsou mozna jen suda (co # 0, ¢; = 0) nebo jen licha feSeni (co = 0, ¢; # 0) predstavujici
sudy nebo lichy polynom stupné n. Podminka ofiznuti (nulovost Citatele) v (286) je
2n +1—A =0 a plyne z ni po vyjadieni A spektrum energie harmonického oscilatoru:

> E,=(n+1/2)ho. (287)
Poznamky:

1) Nezapominejte, Ze energie E (vlastni hodnota operatoru H) je po celou dobu vypoctu
schovana v bezrozmérné konstanté (vlastnim cCislu) 4.

E4\ d L. 9hw/2
E;5 --- Thw/2
Ez\ /———— 5hw/2
El\ 7/"-" 3hw/2
Ey 1= hw/2

x

2) Sama Schrodingerova rovnice ma feSeni pro kazdou hodnotu energie. Tato feSeni ale
nejsou integrovatelna s kvadratem, az vybér integrovatelnych funkei (ofiznuti fady) vede
k diskrétnimu spektru operatoru energie (jen pro nékteré vybrané hodnoty energie ubyva
feSeni v oo dostatecné rychle, aby bylo integrovatelné s kvadratem). Tato situace je ty-
picka pro spojité pribehy potencidlni energie s minimem.

3) Zékladni hladina energie Ey =%ha@/ 2 je nenulova! Ani pfi nulové absolutni teploté neni
harmonicky oscilator v klidu a vykonava tzv. nulové kmity (napiiklad oscilace krystalové

cw v

vSak v klidu.

4) Spektrum operatoru energie je ekvidistantni, rozdil dvou libovolnych sousednich energe-
tickych hladin je AE=E, —E, = hw: To je prav€ znamy Planckiiv vztah z pocatku sto-
leti. Energie jakychkoli kmitl se nemiize ménit spojité, ale po skocich (energetickych
kvantech)

AE = ho. (288)

Nekoneéna jama
Predpokladejme pohyb castice v potencidlu nekonecné pravouhlé jamy

> vey=1> *€OD, (289)
oo; x¢(0,L1).

Jde samoziejmé o fyzikalni idealizaci, kterou ve skute¢né ptirod¢ nenajdeme. Potencial roz-
dé€lime na tfi oblasti podle obrazku:

V,E A A

I II II
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V oblastech I a III je potencial nekonec¢ny a jedinym moznym feSenim bez¢asové Schrodinge-
rovy rovnice je y = 0. Z fyzikalniho hlediska to znamena, ze pravdépodobnost vyskytu ¢as-
tice mimo jamu je nulovéa. Kdyby byla jama konec¢na (tj. kone¢ny potencial vné jamy), byla
by vInova funkce y v t&sné blizkosti hranice jamy nenulova. Castice by méla sice malou, ale
nenulovou pravdépodobnost existence i za hranici jamy. V oblasti II ma Schrodingerova rov-
nice (276) tvar

&y

_Ey, 290
=B (290)

ktery lze upravit na standardni rovnici kmiti v proménné x

2
((11—”2’+k2w:0; g2 =2mE (291)
X

jejiz fesenti je
W =Acoskx+ Bsinkx. (292)

VInova funkce musi byt spojitd na obou hranicich jamy, jinak by prvni derivace vinové
funkce byla derivaci skoku, tj. distribuci, a druha derivace by se dokonce chovala jako deri-
vace distribuce, coz odporuje pivodni rovnici (290). Proto musi platit okrajové podminky
w(0) =0, w(L) =0, ze kterych plyne

4=0; k=n%; n=1,2,3... (293)

Kvantovani je pravé dusledkem aplikace okrajové podminky. Hodnota %, ve které je podle
vztahu (291) ,,zakuklena* energie, nemtze nabyvat libovolnych hodnot. Podminka (293) tedy
neni nic jiného nez kvantovaci podminka pro energii:

222
:”2 n?: n=123... (294)
2mlL

Zakladni hladina energie je, podobné jako u harmonického oscilatoru, nenulovéd. Divodem
jsou opét Heisenbergovy relace neurcitosti — Castice pohybujici se v jamé je lokalizovana
v konec¢né oblasti a nemlize proto mit nulovou hybnost nebo energii. Pro n = 0 by bylo feSeni
nulové, tedy ve sporu s tim, ze v jamé je pfitomna Castice. Na rozdil od harmonického osci-
latoru neni spektrum energie ekvidistantni a s rostoucim ¢islem # rozdil dvou sousednich hla-
din energie roste.

>

n

Priklad: Elektron v polovodici se nachazi v elektrickém poli, jehoZ potencial ma tvar vysoké
jamy o $ifce 1 nm. Uréete prvni tfi hladiny energie. Poté feSte pro jamu s Sitkou 1 mm.
Naleznéte energeticky rozdil mezi tieti a druhou energetickou hladinou.

Reseni: Hodnoty uréime ze vztahu (294):

Sirka E1 ) E3 AED3

1nm 6x1072°)=0,38 eV 1,5eV 3,4 eV 1,9 eV

1 mm 6x107?J = 0,38 peV 1,5peV | 3,4peV | 1,9 peV

Pro jamu o Sifce 1 nm je kvantovani podstatné a hodnoty energetickych hladin jsou srovna-
telné s energii elektronu v atomarnim obalu. Pro jamu Sirokou 1 mm jsou energie o mnoho
fadl nizsi a rozdily mezi energetickymi hladinami béznymi prostfedky nepozorovatelné.
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Bariéra, tunelovy jev

Predpokladejme, Ze ¢astice o hmotnosti m a energii £ dopada zleva na potencidlovou bariéru
o vySce Vy. Energie cCastice je mensi nez vySka potencidlové bariéry, takze by c¢astice
v klasickém ptipadé bariérou nemohla prolétnout, protoze nema dosti velkou energii na to,
aby se ,,ptehoupla® pfes bariéru. V kvantové mechanice to mozné je.

I II III

0 L X

Priibéh potencialu ma jednoduchy tvar

Vo x€(0,L),
> V(x)= (295)
0; xe(0,L).
Reseni Schrodingerovy rovnice
n? dy
— = + V(x)y=E 296
4 (x)y =Ey (296)

rozdélime do tii oblasti, ve kterych ma potencial jednu konkrétni konstantni hodnotu. Na ba-
riéte se pro letici Castici jiz feSeni nerozdé€li na sadu sudych a lichych feSeni (tak jak tomu
bylo v symetrické jame¢), a tak ztraci smysl psat feSeni jako superpozici lichého sinu a sudého
kosinu a udrzovat pocatek soufadnic uprostied bariéry. Namisto toho vyuzijeme superpozici
kmitavych exponencidlnich funkci, se kterymi se v obecném ptipad¢ 1épe zachazi (naptiklad
je jednodussi jejich derivace). ReSeni Schrodingerovy rovnice v jednotlivych oblastech bude
mit tvar:

ikx ikx

l//l(x):Ale +Ble_ , )CEI’ h2=2m(V0_E)
=—20
Wi (x)= Ay e+ Bye ™ ; xell, i (297)
. _ 2= 2mE
Wi (x)= Ay e+ By e xe I, o2

Vzhledem k pravdépodobnostnimu charakteru kvantové mechaniky musime pokus mnoho-
krat opakovat, coZ znamena, Ze mame piipraveno velké mnozstvi ¢astic ve stejném stavu (se
stejnou energii a hybnosti), které opakované posildme zleva na bariéru. Vlnova funkce y(x)
ma vyznam amplitudy pravdépodobnosti vyskytu ¢astic a jeji kvadrat w(x) = w*y ma vyznam
hustoty pravdépodobnosti vyskytu ¢astic. V klasické teorii vinéni (maji rovinné viny S§ifici se
ve sméru (+) a proti sméru (—) osy x tvar

¢+(t,x) — Ael[]OC—C()t]

@_(t,x) = Aot

2

(298)

Odsud snadno nahlédneme, ze feseni v oblastech I a III je superpozici vin Sificich se doprava
a doleva. Vzhledem k tomu, ze zprava na bariéru Zadné ¢astice nepiichazeji, musi platit
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Vlevé casti (pfed bariérou) superpozice zlstane. Vlna Sifici se doprava koresponduje
s Casticemi, které posildme na bariéru, vlna Sifici se doleva je zplsobena Casticemi odraze-
nymi od bariéry. Podminky spojitosti vinové funkce a jeji prvni derivace na levé a pravé
stran¢ bariéry vedou na rovnice

y1(0) =y (0); w1(0) =y (0);
, , (300)
yulL)=ym(l); (L) =ymL).
Po dosazeni dostaneme vztahy mezi konstantami A4, B:
hL ~hL ikL
Age" +Bye™ = Ay e (301)

Vzhledem k tomu, Ze mame 4 podminky pro pét konstant, je vSe v pofadku a jedna konstanta

zUstava volna pro normovani nalezené vinové funkce. Jinou moznosti je vzit nenormovanou
vlnovou funkci a amplitudu dopadajicich vin volit rovnou

4, =1. (302)
V tomto piipadé budeme mit mimofadné jednoduchy vypocet koeficientu propustnosti barié-

rou. Ten je definovan jako podil poctu proslych castic ku podilu poctu dopadlych castic
a vypoc¢teme ho jako podil hustot pravdépodobnosti proslé a dopadajici viny:

> r= = Ay Ay - (303)

Obdobn¢ miizeme zavést koeficient odrazu

BB _ .

A Ay
Soustavu (301) ptepiseme do maticové podoby, volba 4;=1 da vzniknout pravé stran¢ sou-
stavy:

1 -1 1 0 Ay 1
R _oikL By 0
. : =1, (305)
h lk —]’l 0 BH lk
et 0 —he™ —ike*t )| 4y ) |0

Vzhledem k tomu, ze chceme urcit koeficienty propustnosti bariéry, sta¢i urcit jen konstantu
Anr a ostatni eliminovat. Matici mtizeme pievést na trojuhelnikovou matici nebo pouzit me-
todu subdeterminantli, metodu inverzni matice atd. Vypocet je jiz pfimocary. Vysledek je:

1

> T= . (306)
. V¢ sh?(hL)
4E(V,—E)

Koeficient odrazivosti R mtizeme snadno urcit ze zdkona zachovani poctu céstic:

> R+T =1, (307)
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Fyzika Il Kvantova teorie

Kvantové teorie ptipousti priichod ¢astice bariérou i v ptipadé€, Ze Castice ma nizsi energii,
nez je hodnota potencialu na vrcholu bariéry. Je to dano nekomutativnosti potencialni a kine-
tické energie. Z Heisenbergovych relaci neurcitosti potom plyne, Ze obé hodnoty nemtizeme
soucasn¢ presn¢ metit. Neurcitost kinetické a potencialni energie umozni tu a tam pruchod
¢astice bariérou. Tomuto jevu fikdme tunelovy jev. Pravdépodobnost jevu exponencialné
klesa s tloustkou bariéry. Typickym ptikladem mohou byt dvé oblasti kovu oddélené tenkym
1zolantem, pies ktery mohou tunelovat elektrony. Dal§im ptikladem jsou alfa ¢astice tunelu-
jici z atomového jadra pies Coulombovu bariéru pii radioaktivnim alfa rozpadu. Na tunelo-
vém jevu jsou zaloZeny tunelova dioda, rastrovaci tunelovy mikroskop a dalsi zafizeni.

Kvantova cisla

V mikrosvété nekteré veli¢iny nejsou spojité a nabyvaji jen ur€itych hodnot. Tomuto jevu
fikame kvantovani. Jednotlivé hodnoty kvantovanych dynamickych proménnych oznacujeme
Cisly, kterym tikdme kvantova cisla. V této posledni kapitole se budeme okrajové zabyvat
situaci, v niZ je potencidlni energie sféricky symetricka, tj. "= V(r). Vypocty vedou na slo-
zit¢ parcialni diferencidlni rovnice, jejichz feSeni je za hranicemi mozZnosti tohoto kurzu.
Proto v této posledni kapitole budeme néktera tvrzeni uvadét bez odvozeni — berte ji jen jako
lehky uvod do problematiky. Pokud nékoho kvantova teorie zajima vice, miize si pustit pied-
nasky a stahnout studijni materialy k tomuto tématu na serveru aldebaran.cz. Sféricky symet-
ricky je napftiklad vodikovy atom s potencidlem V(r)= a/r, sféricky oscilator s potencidlem
V(r) = ar” nebo sféricka potencialova jama.

Ve sféricky symetrické situaci lze soucasné méfit jednu z komponent momentu hybnosti, ve-
likost momentu hybnosti a energii. Zakladem popisu jsou tedy tii kvantova Cisla popisujici
kvantovani téchto tii veli¢in. K orbitadlnimu momentu hybnosti se v mikrosvété pridava spin,
takze se zékladni trojice veli¢in rozroste o projekci a velikost spinu popisovaného objektu.

Projekce momentu hybnosti

Nenulovy moment hybnosti u objektu mikrosvéta nemusi znamenat, Ze objekt kolem néceho
obiha, naptiklad elektron kolem jadra atomu. Stale plati pravdépodobnostni charakter vyskytu
Castice, ktery Ize opakovanymi méfenimi ovéfit experimentalné. Nenulovy moment hybnosti
samoziejmé piispiva k celkové energii objektu. Pii méfeni vzdy urcujeme jen jednu z kompo-
nent momentu hybnosti, tedy projekci momentu hybnosti do urcitého sméru. Tato projekce je
kvantovana a Cisluje ji tzv. magnetické kvantové cislo. Nazev je historicky a vzniklo proto, Ze
kvantovani momentu hybnosti vede také ke kvantovani magnetického momentu objektu.
Jedno cislo tedy ¢isluje kvantovani dvou fyzikdlnich veli€in. Ozna¢me moment hybnosti
objektu L. Tak to byva zvykem v kvantové teorii, na rozdil od mechaniky, kde jsme pouZzivali
symbol b. Slozky momentu hybnosti L;, L, a L3 nejsou souc¢asné¢ méfitelné, takze mizeme
zméfit jen jednu z nich. VéEtSinou volime ve sméru méfteni tieti osu, takZze métime hodnotu L;.
Jde po zobecnénou hybnost k polarnimu thlu ¢ méfenému v roviné (xy). Uz vime, Ze opera-
tor hybnosti ma tvar

U momentu hybnosti nahradi kartézskou soutfadnici thlova proménnd, takze operator pro-
jekce momentu hybnosti do tieti osy bude mit tvar

L;=—i%0/0¢. (309)
Nasim tkolem bude tedy fesit rovnici pro vlastni ¢isla tohoto operatoru
Lyly)=L|y). (310)

Vlastni ¢islo L bude méfitelnou hodnotou projekce momentu hybnosti. Ulohu budeme fesit
na prostoru funkci integrovatelnych s kvadratem:
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SindY - Ly G11)

Stéricky symetricky problém je vhodné fesit ve sférickych soutadnicich r, ¢, 6. Po separaci
proménnych ndm v posledni rovnici ziistane jen zévislost na polarnim Uhlu a parcidlni
derivace piejde v obycejnou derivaci:

S = L), (312)

Jde o obycejnou linedrni rovnici prvniho fadu, kterd vede na exponencialni feSeni
Ly
V(p)=yyexp|i—"g (313)

Uhel ¢ je azimut méfeny v roviné (xy), ktery se vzdy po 2 bude opakovat, tedy musi platit

y(p+27) =y (9) (314)

Po dosazeni podminky do feSeni (313) méame

exp {ig((p+ 27[)} = exp[iﬁ(p} =
h h
exp |:i%27l} =1 =

%27r:m27t; m=0,%1,,£2...

Ziskanou kvantovaci podminku snadno upravime do finalniho tvaru
> Ly=mh; m=0,%t1,,+2... (315)

Projekce momentu hybnosti tedy mize nabyvat jen nasobky redukované Planckovy kon-
stanty. To je skute¢ny vyznam Planckovy konstanty, nejde o nic jiného nez o hodnotu za-
kladniho kvanta momentu hybnosti. Toto kvantum je velmi malé, takZe v makrosvété nam
prechody mezi jednotlivymi rotaénimi stavy piipadaji spojité. Cislo m &isluje projekei mo-
mentu hybnosti do libovolné osy. Vzhledem k tomu, Ze nabita rotujici ¢astice ma nenulovy
magneticky moment, a toto ¢islo bylo poprvé zavedeno pro elektron v atomarnim obalu vo-
diku, nazyva se magnetické kvantové cislo.

Kvantovani momentu hybnosti vlastné objevil uz Niels Bohr se svou piedstavou vodikového
atomu, v némz je elektron rozprostieny po obvodu klasické drahy céstice a na obvod této
drahy se musi ,,namotat™ celistvy pocet vinovych délek (viz strana 71)

2wy, = mA (316)

Tato Bohrova kvantovaci podminka spolu s Broglieho vztahem pro dualitu (257) dava (hmot-
nost ¢astice jsme oznacili M, aby symbol nekolidoval s kvantovym c¢islem m)

2h
2y, = n
Muv,
dava
Mv,r, = mh (317)

Nalevo je moment hybnosti klasické ¢astice a napravo celistvy nasobek redukované Planc-
kovy konstanty. Bohrova kvantovaci podminka tedy neni ni¢im jinym, nez kvantovanim
projekce momentu hybnosti dle vztahu (315).
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Zajimava je souvislost s kvantovanim magnetického momentu. UvaZujme pro urcitost elek-
tron, jehoz magneticky moment je dan vztahem (viz Fyzika 1)

1
pmzzerxv (318)
Vyraz pfipomind moment hybnosti a 1ze ho skutecné za pomoci této veliiny piepsat:
1 e e
=—erxXv=——mJrxv=——-I>L. 319
Pm =3 2m, 0 2m, G19)

Stejné jako u momentu hybnosti, méfime u magnetického momentu jen urcitou projekci, na-
ptiklad treti:

= Li=—"mh=m——; m=0,%1,,+2.... (320)

Vztah Ize jednoduseji zapsat za pomoci tzv. Bohrova magnetonu (zékladniho kvanta magne-
tického momentu) ug:

> Pm3=m Ug; m=0,t1,,+2.... (321)
> py = (322)
2m

€

Vidime tedy, ze kvantovani momentu hybnosti a kvantovani magnetického momentu je pro
elektron jeden a ten samy jev.

Velikost momentu hybnosti

Projekce momentu hybnosti tedy mize byt celociselnym nasobkem redukované Planckovy
konstanty. Pokud chceme znat velikost momentu hybnosti, musime z mnoha opakovanych
méfeni projekci monetu hybnosti do jednotlivych os sestavit nejprve druhou mocninu
velikosti momentu hybnosti:

(Ly=(Ly)+(L)y+(L2) (323)

Samotnd velikost momentu hybnosti je potom odmocninou ztohoto vyrazu a je také
kvantovana. Uved’'me tuto kvantovaci podminku bez odvozeni:

> IL|=yI(+D) r;  1=0,1,2,3... (324)

Neptekvapi nas, ze rozmér velikosti momentu hybnosti je opét roven rozméru Planckovy
konstanty (zdkladniho kvanta momentu hybnosti) a Ze 1 velikost momentu hybnosti je urcitym
nasobkem redukované Planckovy konstanty. Cislo / popisujici kvantovani velikosti momentu
hybnosti se nazyva vedlejsi kvantové cislo. Historicky byly oznaovany kvantové stavy
velikosti momentu hybnosti elektronu v obalu atomu vodiku pismeny s, p, d, f podle
nasledujici tabulky:

s stav m=0

0
1 p stav m=-1,0,+1

2 d stav m=-2,—-1,0,+1,+2

3 f stav m=-3,-2,-1,0,+1,+2,+3

~OSN SN Y~
Il

Predstavme si, ze mdme objekt mikrosvéta s urCitou velikosti momentu hybnosti. Je jasné, ze
projekce momentu hybnosti uzZ nemutze byt libovolna, naptiklad nemize byt vétsi nez je
veliksot momentu hybnosti. Pfi fixnim vedlejSim kvantovém c¢isle / mohou magneticka
kvantova ¢isla nabyvat pouze hodnot uvedenych v tabulce. Obecné plati
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> m=—1,—1+1,...0,...1-1,1. (325)

Ke kazdému cislu / tedy existuje 2/+ 1 riiznych projekci momentu hybnosti ¢islovanych
¢islem m. Na nasledujicim obrazku je znidzornéna situace pro velikost momentu s vedlejSim
kvantovym ¢islem / = 2:

IL| =6 7

Pojd’me si nyni pro vedlejsi kvantové ¢islo / = 2 ovéfit platnost na prvni pohled ,,podivného*
vztahu (324) pro velikost momentu hybnosti. Vypocet provedeme prostym sttedovanim vsech
moznosti:

|L|:\/<L§>+<Li>+<L§>=\/3<L§>:

2 2 2 2 2
_ \/3 (=2h) +(~h) +(50) W)

Vidime tedy, ze vztah (324) pro / = 2 plati. Podobné bychom ho mohli ovéfit pro jakékoli /.

Spin

Spin ma velmi podobné vlastnosti jako moment hybnosti, 1ze si ho vSak jen velmi t€Zko pied-
stavit. Znacn¢ neptesné, ale presto ilustrativni, je predstavit si ¢astici obihajici kolem centra a
soucasné rotujici kolem vlastni osy. V této klasické predstavé odpovidd momentu hybnosti
orbitalni rotace a spinu vlastni rotace. Skute¢né ¢astice ani neobihaji kolem centra, ani nero-
tuji kolem vlastni osy. Jejich celkovy rotacni stav je ddn dvéma veli¢inami — momentem hyb-
nosti (orbitdlnim momentem) a spinem (vnitinim momentem). Orbitdoni moment hybnosti
souvisi se symetrii vzhledem k otoceni pfistroje v néjaké roving, naptiklad (xy). Spin souvisi
s Lorentzovou symetrii, tedy odstéhovanim pfistroje z jedné inercialni soustavy do jiné, po-
hybujici se naptiklad ve sméru osy x. Uz vime, Ze takova transformace je matematicky ekvi-
valentni rotaci v roving (£x) o thel, ktery nazyvame rapiditou. Obé veli¢iny se mohou skladat,
potom hovoiime o spinorbitalni interakci, neboli LS interakci ¢i LS vazbé.

Stejné tak jako u momentu hybnosti zavadime dvé kvantova ¢isla popisujici spin: spinové
¢islo neboli spin s urcujici velikost a magnetické spinové Cislo m; ur€ujici projekei spinu do
tieti osy. I vztahy pro tato ¢isla jsou obdobné jako u momentu hybnosti s tim rozdilem, Ze
spin miize nabyvat i polo¢iselnych hodnot:

IS|=sGs+D) A , s =0,1/2,1,3/2,..;

(326)
Sy=mgh , mg= —s,—s+1...,8
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Castice s nenulovym spinem vykazuji magneticky moment, aniz by mély orbitdlni moment
hybnosti. Magnetické vlastnosti ¢astic proto nemusi souviset jen se skutecnym rotaénim po-
hybem ¢astic, ale i s ,,vlastnim momentem* — spinem. V pfitomnosti nehomogenniho magne-
tického pole reaguji Castice na toto pole. Stavy, které¢ piivodné odpovidaly jediné energii, se
Stépi na multiplety blizkych energetickych podhladin.

Pec

@ s

Kolimator Magnet Stinitko

Pamétni plaketa u vstupu do Fyzikalniho Ustavu Frankfurtské univerzity, kde byl v roce 1922 uskutecnén
Sternlv-Gerlachiv experiment. Po rekonstrukci budovy dokonéené v roce 2020 tato plaketa zmizela.
Treba ji nékdy vrati zpét. Foto: Horst Schmidt-Bocking.

Spin byl poprvé pozorovan v experimentu, ktery v roce 1922 uskutecnili Otto Stern a Walter
Gerlach ve Franfurktu nad Mohanem. Atomy stfibra odpatujici se z picky byly kolimovany
do svazku prochazejiciho nehomogennim magnetickym polem. Na tyto elementarni magne-
tické momenty v nehomogennim poli piisobi nenulova sila. Magneticky moment jednotlivych
stavll je rlizny a proto je rizna ivysledna plsobici sila a energie dan¢ho stavu. Kdyby
neexistoval spin, nebude se stav /=0 Stépit vliibec (m =0), stav /=1 se bude Stépit na tfi
ruzné podstavy (m = 0, £1) a na stinitku se vytvoii jedna nebo tii stiibrné skvrny (i ve vysSich
stavech / plijde vzdy o lichy pocet skvrn). Na stinitku vSak byly pozorovany dvé¢ stiibrné
skvrny, coz svéd¢i o elektronu s orbitdlnim stavem /=0 a spinovym stavem s = 1/2 (magne-
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tické vlastnosti jsou uréeny dvéma projekcemi m,=+£1/2). Hypotézu o existenci vlastniho
momentu elektronu, ktery ma podobné vlastnosti jako orbitalni moment, podali jest¢ pred
teoretickym objasnénim spinu Uhlenbeck a Goudsmit v roce 1925. Elektrony, neutrina a
kvarky maji spin 2. Polni ¢éstice, jako jsou fotony a dal$i maji spin rovny 1.

Energie

Kvantovani energie popisujeme tzv. hlavnim kvantovym Cislem n. Energeticky piedpis je
zavisly na konkrétnim pribchu potencidlni energie a je jiny pro vodikovy atom, jiny pro
sféricky oscilator a jiny pro sférickou potencidlovou jamu. Uved'me bez odvozeni vztah pro
vodikovy atom, ktery plyne zieSené¢ Schrodingerovy rovnice pro Coulombiiv potencial
elektronu v poli protonu tvoficiho jadro vodiku:

2
ry=9L 1@ o p__“ e, (327)
drey v r 2h°n

Stejny vztah vyplynul z Bohrova modelu atomu. Bohrtiv postup ale neni pouzitelny pro
jakykoli jiny atom, zatimco Schrodingerova rovnice fesi problematiku zcela obecné. Energie
v sobé zahrnuje jak energii Coulombovy vazby, tak energii spojenou s nenulovym momentem
hybnosti, proto pii daném hlavnim kvantovém c¢isle n nemtze byt uz vedlejsi kvantové Cislo /
jakékoli. NapiSme na zaver vSechny tfi kvantovaci vztahy pro vodik i1 s vazbami jednotlivych
kvantovych ¢isel mezi sebou:

2
o m
En:—ﬁ; n=0,1,2,...
> IL| =il +1) 7 1=0,1,2,...n—1 (328)
Ly =mh; m=0,%1,,£2...&£/

Magicka cisla

Pii dané energetické hladiné » mlze existovat n — 1 vedlejSich kvantovych cisel /. Ke kaz-
dému z nich je jesté 2/ + 1 magnetickych kvantovych &isel. Castice s pologiselnym spinem,
jako jsou elektrony, mohou obsazovat kvantové stavy maximalné po jednom jedinci. Tomuto
faktu se tika Pauliho vylucovaci princip: Dva elektrony se nemohou nachazet ve stejném
kvantovém stavu. Kolik elektronil se tedy miize nachazet v jedné energetické hlading, tj. na
jedné energetické slupce? Je to jednoduché — pocet magnetickych Cisel 2/ + 1 seCteme pro
vSechna vedlejsi kvantova Cisla:

n—1
Ne= Y 20+1. (329)
=0

Jde o aritmetickou fadu, jejiz soucet je roven aritmetickému priméru prvniho a posledniho
¢lenu vynasobenému poctem ¢lend:

Ne:a0+an_1n:1+2(n—l)+ln nz.

2 2
Nas vysledek ale neni spravné. Kazdy elektron miize mit dvé projekce spinu £1/2, skute¢nych
stavll je tedy dvojnédsobek, v kazdém ze stavli mohou byt dva elektrony liSici se projekci

spinu. Spravny vysledek je tedy dvojnasobny
> N, =2n". (330)

Pocty elektronii obsazujicich jednotlivé hladiny ve vodiku tedy jsou: 2, 8, 18, 32... Témto
¢islim se v dobé, kdy nebyl zndm divod, pro¢ v daném energetickém stavu je tolik a tolik
elektrontl, fikalo magicka cisla.
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