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1 ROZMEROVA ANALYZA

Zadani: Jsou zadany nasledujici parametry vlny na Sirém mofi: hustota p, ¢asova perioda
nardzeni vlny na boji 7, tthové zrychleni g. Zjistéte z rozmérové analyzy, jaky tvar by mohla
mit zavislost vinové délky na téchto parametrech.

Reseni: Predpokladejme mocninnou zavislost

A=const pTPg? (1)

Provedeme nyni rozmérovou analyzu

_(ke\* p(m)
me( 2] (5] =

m! :m—3a+7/kgasﬂ—27 -

1=-3a+y
0=c
0=p4-2y
Nyni jiz snadno nalezneme feseni:
a=0,
r=1,
p=2.
Hledany vztah ma tedy tvar
A =constgT?. 2

2. Planckovy skaly

Zadani: Naleznéte takové kombinace konstant ¢, G, % (rychlosti svétla, gravitani konstanty
a Planckovy konstanty), které daji ptirozenou jednotku pro délku, ¢as, hmotnost a energii.

c=3x10% ms™!,

G =6.67x10""! kg™ 'm*s7?, (3)
7 =1.05x10"*kgm?s™ ! .

Reseni: Hledejme typicky ¢as jako kombinaci zadanych fundamentalnich konstant s nezné-
mymi exponenty a, f3, y:

to=c*GPn’. (4)



Tato rovnice ve skutecnosti pfedstavuje Ctyindsobnou rovnost: rovnost Ciselnou a rovnost
rozmérovou v metrech, kilogramech a sekundach. NapiSeme nyni rozmérové casti vytvore-
ného vyrazu:

m%%g’' = m%s %kg Pm>*Fs 2 Pkg"m? s 7. (5)

Nyni zapiSeme soustavu rovnic pro exponenty u metru, kilogramu a sekundy:

O=a+30+2y,
-B+7, (6)
l=—a-2p-7.
Resenim této soustavy ziskame jednozna¢né feseni pro exponenty
o=-5/2; p£=1/2; y=172. (7

Tyto exponenty jednoznacné€ aZ na ndsobici Ciselny faktor urcuji velikost Planckova Casu.
Zcela analogickym zplsobem miizeme odvodit vztahy pro ostatni Planckovy veli¢iny. Vy-
sledky jsou:

hG

Iy = ~10° m
0 C3
to = M;IW“m
C
®)
hic -8
mO: 6210 kg,
5
Ey= %;zm”Gaf

3. Kytarova struna

Zadani: Jsou zadany nasledujici parametry napjaté struny: délka /, hmotnost m a sila
napjatosti F. Zjistéte zrozmérové analyzy, jaky tvar by mohl mit vzorec pro uhlovou
frekvenci kmith struny. Pokud vzorec obsahuje také néjaky parametr, ktery nelze z rozmérové
analyzy urcit, vyznacte ho rovnéz ve vzorci.

ReSeni: Hledame vzorec ve tvaru m = & [* m’ F' , kde a, f, y jsou neznamé realné koeficienty, &
je bezrozmérny koeficient. Pokud uvedeny vzorec existuje, musi byt splnén jak pro Ciselné
¢asti veli¢in, tak pro jejich rozméry. V rozmérech proto bude mit vzorec tvar (volime SI

soustavu)
s =m“kg’kg’m’s 7 . )

Levé a prava strana se musi rovnat, kazdé jednotka tedy musi mit na pravé a levé strané tutéz
mocninu. Rovnosti mocnin pro jednotlivé jednotky daji soustavu rovnic

—1=-2y
O=a+y,; (10)
0=p4+7,

jejimz feSenim jsou koeficienty



a=12, B=-12, y=-172, (11)

dosazenim dostaneme vysledny vztah
w=¢,|—. (12)

Bezrozmérny koeficient ¢ nelze z rozmérové analyzy urcit.

4. Kratké viny v misce naplnéné kapalinou

Zadani: Kratké viny jsou dominantné¢ ovlivnény povrchovym napétim o, naopak zanedba-
telny je vliv tthového pole (to ovlivituje predevsim velké viny). Zkuste odhadnout tvar zavis-
losti pro rychlost téchto vin. Predpokladejte, ze rychlost vin bude zavist na povrchovém na-
péti, jejich vinové délce a hustoté kapaliny

Reseni: Provedeme standardni rozmérovou analyzu. Nezapomente, ze povrchové napéti ma
rozmér [o] = N/m. Vysledek je

U~ (13)

2 ZAKLADNI OPERACE S VEKTORY

1. Uhly, kolmice a priméty 1

Zadani: Jsou zadany vektory A=(1, 0, —1) a B=(1, -2, 3).

1. Najdéte uhel mezi vektory 2A a A+3B;
2. Lezi vektory A+B a A—B. v jedné roviné¢? Odtuvodnéte.
3. Najdéte kterykoliv jednotkovy vektor mifici ve sméru kolmém k vektoriim A a B.

4. Najdéte velikost prumétu vektoru A do sméru ur¢ené¢ho vektorem A — B. Nakreslete
schematicky obrazek, v némz vyznacte vektory A, A — B a hledany primét.

Reseni:
Ad1
U=2A=(2,0,-2),
V=A+3B=(1,0,-1)+(3,-6,9)= (4,6, 8) .
cosq=Y Y-8 =-0,2626,

Uv 84116

a=105,°.
Ad 2.

U=A+B=(2,-2,2),
V=A-B=(0,2,4).
Oba vektory nejsou vzadjemnymi nasobky, tedy tvoti rovinu, jejiz jsou soucasti.

Ad 3.
N=AxB=(-2,4,2),



N_(24-2)_(2,4-2) -1
N J24 N

Druhy z normélovych vektori ma opa¢né znaménko.

1,2,1).

Ad 4.
Nejprve ur¢ime jednotkovy vektor, do kterého budeme délat priimét

C=A-B=(0,2,-4),
_C_(0.2,-4)_(0.2,-4) _ 1

¢ Y20 NG

Hledana projekce bude rovna velikosti projekce ndsobené smérem, tj.

(0,1,-2).

2 4
AC:(A-T)T:(AxTx+AyTy+AyTy)’t—\/_\/_(01 -2)= ( 5,?).

2. Uhly, kolmice a priiméty 2

Zadani: Jsou zadany vektory A=(5, -3, —4) a B=(3, -4, -5).

1. Najdéte uhel mezi vektory A+B a A—B.; lezi vektory A, B, A+B a A-B. v jedné roving?
Odtvodnéte.
2. Najdéte kterykoliv jednotkovy vektor mifici ve sméru kolmém k vektorim A a B.

3. Najdéte velikost primétu vektoru A do sméru ur¢eného vektorem A+B. Nakreslete
schematicky obrazek, v némz vyznacte vektory A, B, A+B a hledany primét.

Nepouzivejte kalkulacky, ve vysledcich mohou byt zlomky, odmocniny i goniometrické
funkce.
ReSeni:
Ad 1. Postupujeme dle zadani
A+B=®8, -7, -9),
A-B=(2, -1, 1),

(A+B)-(A-B) _ 16-7-9
Cosx =
[A+B[[A-B]  Jo4ra0+81a+1+1
V3
o=—.
2

A, B, A+B a A-B leZi v jedné roving, nebot’ dvéma rtiznobéZznymi vektory lze proloZit
jedinou rovinu a jejich linedrni kombinace rovnéz lezi v jedné roving.

Ad 2. Jedna z moznosti je:
C=AxB=((-3)(-5)—(-4)(—4), (-4).3-5(-5), 5(-4)—(-3).3) = (-1, 13, 11),
C_ (L1311 (=113, 11)

C'=—
] Visiz e V291

=1, tedy 3 rovnice pro

3 neznamé.



Ad 3.
A+B )8 =T, =9) _40+21+36 _ 97

AFD 5 3 = .
|A+B| ( \/ +72+92 Jioa  Jioa

3. Trojuhelnik dany vektory

Zadani: Jsou zadany 3 vektory, A=(1, 1, 2), B=(-1, 2, 1), C=(3, 4, -5).

1. Najdéte velikost pramétu vektoru C do kolmého sméru k vektorim A a B. Mohou lezet
vektory A, B a C v jedné rovin€? Odivodnéte.

2. Necht’ vektory A a B tvofi dvé strany trojuhelnika. Najdéte vSechny tfi uhly v tomto
trojuhelniku.

Nepouzivejte kalkulacky, ve vysledcich mohou byt zlomky, odmocniny i goniometrické
funkce.

ReSeni
Ad 1.
AxB (1, 1, 2)x(=1, 2, D (3, -3,3)| 36 4
C- =3, 4, -95)- (3, 4, -5): = =—.
[AxB| [AxB| | V3432437 V27
Ad 2. Ghel mezi vektory A a B:
A-B —1+2+2 3 1
cos o = = ==_,
A|B| V1+1+44/1+4+1 6 2
T
o=—;
3
tfeti stranu trojuhelnika tvofi rozdil vektorti A a B, na znaménku rozdilu nezélezi, uhel
mezi vektory A a A+B bude:
A-B .
cos i = A(A-B) (1122 -LD_3_1
AlA-B]  Vi+1+4a+1+1 6 27

T
ﬁ_39

tieti thel spocitdme jako dopln€k souctu obou thli do 7z, vyjde opét 7/3, tedy jedna se
o rovnostranny trojuhelnik.



3 RYCHLOST A ZRYCHLENI

Zadani: Naleznéte tecné zrychleni vodorovné vrzeného télesa.

Reseni: Nejprve uréime slozky rychlosti a zrychleni:

x(t)=vt , v.()=%=0,, a,(t)=0,

. 14
y(t)=H—-gt?/2 - v,()=y=—gt, - a,(=-g. (14

V dal8im kroku nalezneme velikost rychlosti:

v(t)=\/v-v=\/v§+v§ =\/v§+g2t2. (15)

Velikost te¢ného zrychleni bude

dv gzt
a=—=——=2r-—. (16)
a2+ g

Po dosazeni konkrétniho ¢asu nalezneme snadno velikost te€né¢ho zrychleni v tomto Case. Je
zfejmé, Ze se velikost te€né¢ho zrychleni s Casem méni. Alternativnim postupem, jak ziskat
te¢né zrychleni, je projekce celkového zrychleni do sméru rychlosti

v au.+a,v
at=a-1=a-—=M. (17)
v v

Presvédcte se, ze vysledek vyjde stejny. Pokud bychom potiebovali znat 1 jednotlivé slozky
te¢ného zrychleni (vodorovnou a svislou, pouZzijeme jeho definici:

a,=at=a,~ = (18)
t =ady S
a _%U_x_ gzt UO _ Uogzt .
te ™ - T2 2.2°
de v \/v§+g2t2 \/v§+g2t2 o tgt 19)
_dvvy, g% gt gt

W =T 2.0
dr v \/v§+g2t2 \/vg+g212 Vo T8t

2. Pohyb po Sroubovici

Zadani: Téleso se pohybuje po trajektorii x(¢) =v,t+x,, y(t)=Rcoswt, z(t)=R—Rsinwt .
1. Najdéte velikost rychlosti.
2. Najdéte jednotkovy teny vektor k draze.
3. Najdéte velikost tecného a normalového zrychleni.
4. Naleznéte celkové, te¢né a normalové zrychleni.

5. Uréete viechny piedchozi veli¢iny v ¢ase t; =2 s, je-li vo=3m/s,R=5maw=10s".



Reseni: Nejprve derivovanim nalezneme obecné formule pro rychlost a zrychleni

Ux :U(),

v, = —R wsin wt,

v, =—Rwcos wx,

o, 0)

ax
a,= —~Rw? cos wt,

a,=R w* sin @t

Ad1
v=yvi+ R0 . (21)
Ad2
v 1 .
T=—=——(vy,—Rwsinwt,—Rwcos o). (22)
v Jug+ R 0’
Ad3

Velikost tecného zrychleni miizeme najit dvojim zptisobem: bud’ jako ¢asovou zménu velikosti
rychlosti, nebo jako primét zrychleni do sméru rychlosti

_dv_
dr

a;

0. (23)

a,=a-t=a,7,.+a,r,+a.7,=0. (24)

Normalové zrychleni bude a,= a — a, = a. Jeho velikost proto je

an=1/a§+a§+a22 = R’ (25)
Ad4

Vysledky poskladame z predchozich vypocti:

a=(0,—-R @° cos wt, R @’ sin wt),
at = (07 07 O) ) (26)

a,=a—a =a.

3. Mocninna kfivka

Zadani: Téleso se pohybuje po kiivce dané vztahem

x=at, y0=p1*,  O=y; 27)
Urcete rozméry konstant a, f, y, je-li ¢ Cas. Naleznéte te¢né a normalové zrychleni v Case

¢t =10 sekund od zac¢atku pohybu pro ¢iselné hodnoty konstant v SI

2y, Py, L1300, (28)
[o] (4] [7]



Reseni: Nejprve uréime ze vztahu (27) rozméry konstant:

[e]=m/s;
[Bl=m/s;
[y]=m/s’.

Nyni jiz snadno ur¢im velikosti konstant v zadani kiivky:

—=1 = a=1[a]=1m/s;

B _1 —0,05[3]=0,05 m/s> :
[ﬂ] = ﬂ ) [ﬁ] ) S5
1

717300 = y=——misd,
[7] 300

Ze vztahu (27) nalezneme derivovanim obecné formule pro rychlost a zrychleni
v=(0.281,3y%);
a=(0,24,06y1).

Tec¢né zrychleni nalezneme jako projekci do sméru rychlosti

Vv a-v
a=(@T1)T=|a— —=—"V.
U/)U v

Do obecného vztahu nyni dosadime

auv. +a,v,+av 45% +187°%8°
= - xz yzy 2Z Z(ux,vy,vz)z 2 / 2,2 72 4 (@, 2'81’37/12) ’
vy +U5 +07 o +4B°1% +9y%
Normalové zrychleni bude
a,=a—a,.

Do vyrazl (33) a (34) nyni dosadime hodnoty konstant a ¢as =10 s.

(29)

(30)

(1)

(32)

(33)

(34



4 POHYBOVA ROVNICE

Zadani: Sestavte pohybovou rovnici a navrhnéte diferen¢ni schéma pro jeji feSeni.

Reseni: Numerické feseni provedeme ve ¢tyfech krocich:

1. Sestavime pohybovou rovnici,

2. pohybovou rovnici pfevedeme na soustavu rovnic prvniho fadu,
3. derivace nahradime diferencemi,

4. vypoc¢teme nové hodnoty za pomoci starych.

Pohybova rovnice pro volny pad vyplyva z druhého Newtonova pohybového zékona
my =—-mg . (35)

Vysledna diferencialni rovnice y =—g je mimofadné jednoduchd ajeji feSeni bychom
snadno mohli najit analyticky. Tvorbu diferencniho schématu si proto ukdzeme prave na takto
analytické feSeni. Nejprve pfevedeme diferencialni rovnici druhého fadu na soustavu rovnic
prvniho tadu (ve fyzice k tomu vyuzijeme definice rychlosti jako prvni derivace hledané pro-
ménné podle Casu):

36
aw (36)
a s

Nebudeme nyni hledat feSeni v kazdém cCase (diferencialni rovnice), ale jen v nékterych cCa-
sech (diferen¢ni rovnice). V praxi to znamena nahrazeni skutecného feseni lomenou carou.
Budou nés tedy zajimat jen hodnoty

Vo =(,),

v, =v(t,). @7

VA AV

(®) ey

) A 5) 13 4

Skute¢né derivace nahradime konecnymi rozdily:

Yntl — Va =v
At "
(38)
Untl ~Up -~ _
A E



Nyni vypocteme hodnoty n + 1 pomoci hodnot n:

Vurl =V, tU, At

(39)
Uyp1 =V, —gAL.
Ziskali jsme tak diferen¢ni schéma, podle kterého pocitame jednotlivé hodnoty
Yo,Uo = ViU = YV2,Up = -+ . (40)

Je ziejmé, ze k numerické konstrukci feSeni postaci znat pocatecni vysku a rychlost (poca-
te¢ni podminky), naptiklad yy = H, vy = 0.

2. Téleso padajici v kapaliné

Zadani: Navrhnéte diferencni schéma pro téleso padajici v kapaliné.
Reseni: Na t&leso bude puisobit sila a odpor prostiedi tmérny rychlosti:
my =—-mg—ov 41)

Pohybovou rovnici prevedeme na soustavu rovnic prvniho fadu:

d
dv o “42)
—=—-—U-g.
dr m £
Nyni nahradime derivace diferencemi
Yntl —Vn =v,,
At
(43)
Upel “Up . &
=——v,—-g,
At m " g
a vypoc¢teme nové hodnoty za pomoci starych:
Ynt1 EVn +UnAt ’
(44)

o
Uyt =0, —;vnAt— gAt.

3. Téleso padajici z dalky na Slunce

Zadani: Navrhnéte diferencni schéma pro volny radidlni pad télesa o hmotnosti m = 1 kg do
Slunce, jehoz hmotnost je M=2x10"kg. Téleso zatind padat zob&né dréhy Zems
(ro=150x10° km) s nulovou po&ate¢ni rychlosti (thové zrychleni na Zemi je g =10 m/s’,
gravitaéni konstanta je G =6,7x10""" N kg m?). Uréete pohyb za prvni tfi minuty s krokem
60 s.

ResSeni: Nejprve sestavime pohybovou rovnici
mM

r2

mi =—G (45)

10



Pohybovou rovnici pfevedeme na soustavu rovnic prvniho fadu:
dr
dt

dv
~Z-_G
de

b

Nyni nahradime derivace diferencemi

a vypoc¢teme nové hodnoty za pomoci starych:
Ty =1, TU,AL,

Vpy1 =0, —G— AL,

n

Nyni do pravé strany dosadime pocate¢ni hodnoty a spocteme 7/,

7, U, a tak dale.

11

(46)

(47)

(48)

v;. Z téchto hodnot uréime



5 DIFERENCIAL, PRIRUSTEK, GRADIENT

1. Jedna proménna

Zadani: Urcete zménu objemu koule pfi infinitezimalni zméné jejiho poloméru

ResSeni: Vyjdeme z obecného vztahu pro diferencial funkce jedné proménné uréeného z jeji
derivace

f’=£ = df =f"dx (49)
dx
a budeme ho aplikovat na objem koule
V(R)= %mﬁ . (50)
Nyni ur¢ime prvni diferencial
dV =V’dR = 47R*dR. (51)

Interpretace vysledku je jasna. Jde o plochu koule piendsobenou pfirtistkem poloméru.
Takovy vztah muize fungovat jen pro nekone¢né¢ maly pfirtstek poloméru. Pro konecny

vvvvvv

nekde uvnitt slupky. Proto mizeme pro kone¢ny prirtstek pouze psat ptiblizny vztah:

AV =V'AR = 47R*AR. (52)

2. Méreni odporu

Zadani: Predstavte si, ze méfite odpor néjakého prvku z Ohmova zakona, tj. budete méfit
ampérmetrem proud protékany prvkem a voltmetrem napéti na svorkdch prvku. Vysledek
méteni je

I=(10xD)A;

U=(5£01) V. 53)

Odhadnéte maximalni moznou chybu méfeni odporu.
Zadani: Pti vypoctu odporu vyjdeme z Ohmova zakona

U
R(U,I):T. (54)
Pro funkci vice proménnych nalezneme jeji zménu obdobné jako v minulém piikladu, opét
pujde o derivaci funkce nasobenou piirtistkem. Jen proménnych je nyni vice, a tak pfirtstky
od vsech argumentt secteme:

f:f(xla-"axN);
dfzaidx1+~-~+aide; (55)
axl axN

X1 axN

12



Pro nas odpor bude platit

AR=R A+ R ar—Lav Y ar (56)
oU ol I &

Prvni ¢len je zplisobeny chybami méfeni napéti, druhy chybami méfeni proudu. Oba cleny
mohou byt kladné 1 zaporné, protoze chyby AU, Al jsou kladné 1 zdporné. Miize se stat, ze se
ndhodné chyba meétfeni napéti vyrusi s chybou meéfeni proudu. Maximdlni chybu méfeni
odhadneme jakou soucet absolutnich hodnot obou ¢lend, tj.

+£AI: LO,1+i1 Q=
r 10 10°
=(0,01+0,05)Q=0,06 Q

1

AR — AU

max N‘

(57)

Na prvni pohled je jasné, ze k chybé vice pfispéje ampérmetr. Vysledek méfeni odporu
s maximalni chybou lze tedy odhadnout jako

R=%=(0,50i0,06)9 (58)

3. Kolmice k izoplose

Zadani: Naleznéte za pomoci diferencovani kolmici k izoplose.

Reseni: Izoplochou nazyvame plochu konstantnich hodnot n&jaké skalarni veli¢iny f (x, v, z).
Pokud jde o teplotu, hovotfime o izotermé&, pokud jde o tlak, hovofime o izobaie a pokud o
hustotu o izodenzitale. Obecna definice izoplochy je

fx,y,2)=C, (59)
kde C je n¢jaka konstanta. Diferencovanim ziskdme vztah
df=0;
(60)
aldx+aldy+aldy=0.
ox dy ady

Posledni vyraz miizeme zapsat jako skalarni soucin dvou vektora

al,al,al -(dx,dy,dy)=0. (61)
ox dy dy
Druhy vektor je obecny infinitezimalni pfirostek splitujici rovnici (59), tedy nekone¢né maly
vektor lezici v izoploSe. Vzhledem k tomu, Ze skalarni soucin je nulovy, musi byt prvni
vektor kolmy na izoplochu. Tento vektor nazyvame gradient a zna¢ime ho

o of o
df=|=>,—,—|. 62
o = L.LY | ®)
K alternativnim oznacenim také patii
gradf:a—fzvj’. (63)
or
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Vsechny zapisy jsou jen zkratkou zapisu (62). Symbolu obraceného pismene delta V fikame
,habla“. Nazev zavedl skotsky matematicky fyzik Peter Guthrie Tait (1831-1901) podle
trojuhelnikového tvaru asyrské harfy ze 7. stoleti pf. n. 1. Asyrie byla v severni Mezopotamii.
Slovo nabla (Nbl) je z aramejstiny, kterd ho upravila z hebrejského Nev(b)el. Stejny nastroj
uz ale znali Sumerové v obdobi 3 100 pf. n. 1. James Clerk Maxwell razil pro tento operator
nazev ,,slope‘ z anglického slova znamenajiciho spad ¢i sklon. Navrh Taita ale zvitézil.

4. Kolmice na vrstevnice

Zadani: Predstavte si, ze nadmotska vyska kopce je dana formuli: A(x, y) =5 exp[—x2 -9 yz].
Naleznéte kolmé vektory k vrstevnicim v bodech o soutadnicich A = [3,0]; B =[-3,1].

ResSeni: Rovnice vrstevnic jsou A(x, y) = const. Jde o analogii izoploch z minulého piikladu,
mame ale jen dvé proménné, takZe namisto izoploch budeme mi jen izo€ary, tedy vrstevnice.
Tento vztah je snadné upravit na rovnici elipsy

(x/3)* + y* = const. (64)
Kolmice k vrstevnicim v libovolném bod¢€ jsou
n = grad & = (6h/dx, Oh/dy) = 5 exp[—x*— 9 »*] (—2x, —18y) ~ (—x, —9y). (65)

Nepodstatné konstanty méni jen délku vektoru a nic neméni na tom, Ze vektor je kolmy

k vrstevnici, proto jsme tyto konstanty vynechali. Nyni dopocteme kolmice v zadanych
bodech:

na ~ (=3, 0) ~ (=1, 0); ng ~ (+3, =9) ~ (+1, =3). (66)
y
B —
I e \

P

<
N — 1

5. Kolmice na kfivku

Zadani: Naleznéte kolmici k parabole y = x* v jejim vrcholu a v bodé [1,1].

S NA N
7 /

Reseni: Postup je stejny jako u izoploch nebo izo¢ar. Nagi parabolu miizeme chapat jako
izoCaru

f,y)=y-x*=0 (67)

Volbou jiné konstanty na pravé stran¢ bychom dostali posunutou parabolu (jinou izocaru).
Kolmici snadno nalezneme jako gradient:

n=grad f =(-2x,1) (68)

V bodech A =[0,0] aB =1, 1] budou kolmice
ny=0.0); ng=(-21). (69)

Nakreslete si parabolu, oba body a obé kolmice.
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6. SILA, PRACE, ENERGIE

1. Mechanicka prace

Zadani: Castice se pohybuje v silovém poli F =(—kx,~mg,—kz) po kiivce, ktera je prisecikem
ploch y =x, z=ay”. Naleznéte mechanickou praci, kterou silové pole vykond pfi premisténi
télesa z V)’;éky H do pocatku soufadnic. Pouzijte hodnoty m =1 kg, g=10 ms %, k=2 N/m,
a=05m".

Reseni 1: Rovnice obou ploch jsou
2 (70)
Z téchto rovnic urc¢ime soutfadnice pocate¢niho bodu, koncovy bod je v pocatku soufadnic:

A=[H,H,aH"];
B=[0,0,0]

(71)

Nyni budeme kiivku y danou priisecikem obou ploch parametrizovat, za parametr ¢ zvolime
soufadnici x:

(72)

<= =
Il

-

z=at".

Snadno nahlédneme, Ze se parametr  méni od hodnoty H do nuly. Element kiivky bude dan
diferencialy

dx=dz,
dy=dt, (73)
dz =2atdt.
Silové pole ma v misté kiivky tvar
F = (—kx,—mg,—kz) = (—kt,—mg,—kat”) . (74)

Snadno jiz nalezneme préci vykonanou pfi pfemisténi téles po kiivce y dané vztahy (72)

Ad=[F-dI=[F dx+F,dy+F, dz:T(—ktdt—mgdt—2ka2t3 dr). (75)
Y /4 L,

Nyni provedeme integraci

2 2.4
A=l kg =R V2 e+ L ka2 1 (76)
2 2 |, 2 2

ReSeni 2: Zkusime, zda neni silové pole

F = (=kx,~mg,—kz). (77)
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konzervativni, tedy zda by k nému neSlo najit potencialni energii tak, aby silové pole bylo
minus gradientem potencialni energie. V naSem piipad¢ to jde, takova potencidlni energie je

1, - 1. 5
Wy=—kx"+mgy+_kz". (78)
2 2
Vyzkousejte si, ze plati F = —VW,. V konzervativnim poli nezalezi vysledek na volbé kiivky

a vykonana prace je

Ad=—-AW, =W,(4)-W,(B). (79)
Po dosazeni pocatecniho a koncového bodu (71) mame
AAd= %kHz +mgH +%ka2H4, (80)

coz je vztah (76), ktery jsme také ziskali pfimou integraci.

2. Sila v centralnim poli

Zadani: Naleznéte vSechny tii slozky sily v centralnim poli daném vztahem W, (r) = alr’, kde
r je vzdalenost od poc¢atku souradnicové soustavy.

ReSeni: Radialni vzdalenost vyjadiime v kartézskych soufadnicich, tj. » = (x*+*+z%)"%:
a

772
X2 +y? +Zz)

:a(x2+y2+z2

(81)

=7/2
W,(x,y,z)= )

Nyni jiz snadno ziskame jednotlivé slozky sily derivovanim slozené funkce, tj. derivujeme
nejprve vnitini funkci a poté vnéjsi funkei:

ow, -9/2
Fx=——p=—a2x(—7/2)(x2+y2+22) :7—C;x. (82)
X r
Obdobné pro ostatni slozky mame
ow.
Fy=——2P= 7% . (83)
ay r
W, Taz
F=-P=""" 84
z aZ 7‘9 ( )
Vysledné silové pole tedy je
Ta Ta Tar
F=—(x,y,z)=—7r=——. (85)
9 ( ) 9 e

3. Diferencni schéma z potencialni energie

Zadani: T¢leso se pohybuje v potencidlni energii Wy(x) = Vo(l—cos ax), Vo=0.8J,a=1 m ',
m =1 kg. Sestavte pohybovou rovnici (v jedné dimenzi), navrhnéte pro ni diferencni schéma
afeSte pohyb za prvni polovinu sekundu v péti ¢asovych krocich (Az=0.1s). Pocate¢ni
vychylka je nulova, pocatecni rychlost je 1 m/s.

16



ReSeni: Pohybova rovnice bude mit tvar

mx = — =—alsinax

(86)

Derivace je obycejna, jelikoz se v potencidlni energii vyskytuje jedind proménna. Standard-

nim postupem pievedeme tuto diferencidlni rovnici na soustavu dvou rovnic prvniho fadu

dr
e~
dU aVO .
—=———3inax.
ds m

Nyni nahradime derivace konecnymi diferencemi

X —-X, .
n+l no=y

At &

9

v, —v . al, .
mtl_“n = = Oin(ax,).
At m

Poslednim krokem je vypocet novych hodnot z hodnot starych:

X, =X, tVU,At,

. aVy .
Uyi] =0, —7051n(axn)At.

(87)

(88)

(89)

Z pohybové rovnice jsme ziskali jednoduché diferencni schéma. Do pravé strany dosadime
pocatecni podminky a spocitame nové hodnoty v Case ) + Az. Postup opakujeme tak dlouho,

jak je tfeba.
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7 HMOTNY STRED, ROTACNi POHYBY

Zadani: Naleznéte hmotny stfed soustavy bodii podle obrazku. Malé body maji hmotnost 1 g,
velké body 5 g. Zakreslete do obrazku polohu vypoc¢teného hmotného stiedu.

A

\ 4

L4

ReSeni: Vyjdeme z definice hmotného stiedu
4
Z m.r,
=1

a

rg=——". (90)
2. M
a=1
Gramy se v Citateli a ve jmenovateli zkrati, vysledek bude tedy ve stejnych jednotkach,

v jakych jsou zadany polohy jednotlivych bodi (v nasem piipadé bezrozmérné). T¢lesa
ocislujeme od jedné do Ctyt zleva doprava. Potom méame:

_ (3,4 +5(-2,2)+1(0,-2)+1(3,2) _ (‘1;” % _(£1.25,0.75). O1)

1+5+1+1

2. Moment sily a moment hybnosti

Zadani: Naleznéte moment sily ptisobici vzhledem k pocatku na téleso o hmotnosti m, které
bylo vodorovné vrzeno rychlosti vy (tthové zrychleni je g) zvysky H. UrCete moment
hybnosti pohybujiciho se télesa. Nakreslete.

I's

Reseni: Nejprve si napisme kli¢ové vektory, tj. polohovy vektor, hybnost a silu:
r = (vyt, H—gt2/2, 0);
p =mv=mr =(mv,,—gt,0); (92)
F =(0,-mg,0).
Nyni jiz snadno nalezneme ptislu§né momenty:

M=rxF=(0,0,-yymgt);

2 2 2 (93)
b=rxp= (0 ,0,—muygt’ — (H — gt /2)va) = (0,0, —muyH — mvygt*/2).
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Oba momenty mifi kolmo na rovinu pohybu a maji velikosti
M =mguyt;
0, (94)
b=muvy(H +gt"/2).
3. Zdimacka

Zadani: Zdimacka rotuje s frekvenci f=1500 ot/min. Polomér bubnu je R=30cm. Pii
otevieni se motor vypne a zdimacka se piisobenim brzdy zastavi za 4 s. Po kolika otackach se
zastavi buben? Jaky je prubéh odstfedivého zrychleni kapesniku na obvodu bubnu?

ReSeni: Nejprve si zapidme pocate¢ni podminky tlohy, tj. poateéni thlovou frekvenci (je
dana otackami zdimacky) a thel otoceni v ¢ase ¢ = 0:

¥, =0.
Nyni sestavime pohybovou rovnici
Jop=Mrp (96)

Moment sily na pravé strané¢ bude dan brzdnym momentem M, bude pisobit proti pohybu,
proto napiSeme My = —M a provedeme prvni integraci (rovnice je linearni s konstantni pravou
stranou)

Jé=—M N M -
¢ @ 7

M 5
t)=——t"+cit+c,.
(1) 27 ittey
Integracni konstanty ur¢ime z poc¢atecnich podminek w(0)= wy, ¢(0) = 0:

M
(l)(t)=6()0—7t;
7
M,
)= t——1t".
p(t) =, 27

Zajima nas situace na konci pohybu, tj. v koncovém Case # = 4 s, kdy bude tihlova frekvence
jiz nulova a hel bude roven koncovému thlu ¢y:

M
0= ==l
(93)
_ gt —~ M2
Pk 0% =5t

Z prvni rovnice miiZeme spocitat neznamy podil M/J a poté z druhé koncovy thel g:
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J ot
copy M2y 1P 1,
Py 0k =5tk 0lk ZtkaOk-
Hledany pocet otacek a pribéh odstiedivého zrychleni jsou:
1 oot 1
N=¢o 2r=— =—ft, =50.
Pk > ox 2fk
99
v? (Ra))2 2 M\ w, ’ 2 t ’ o
a,=—= =Ro"=R|wy——t| =R|®wy———t| =Raoy|1-——]| .
R R J 1 f

Buben zdimacky vykond jesté 50 otacek. Odstiedivé zrychleni bude postupné sldbnout z hod-
noty Ry’ na nulu, které dosahne v koncovém ase #.

4. Moment setrvacnosti parabolické vysece

Zadani: Urcete moment setrvacnosti Uitvaru na obrazku pfi otaceni kolem osy y, pokud je
hmotnost utvaru m a horni hrana a:

A
g (a, Ca?)

\ 4

Reseni: Nejprve ur¢ime plosnou hustotu utvaru. Plocha mezi soufadnici x a objektem bude
déana integralem

a 3 a i
S,=|Cx?dx=|C=—| =C=. (100)
0 3 3
0 0

Plocha Sedého ttvaru bude rovna ploSe ohranicujiciho obdélnika minus So:

3
S=aCa® - =2¢ca, (101)
3 3
Hledana plos$na hustota je
m 3 m
CREYE (102)

Nyni uréime moment setrvacnosti. Utvar roziezeme do svislych prouzki s tloustkou dx
a vyskou Ca® — Cx*. Moment setrvagnosti seéteme pres viechny takové prouzky, tj. budeme
integrovat od 0 do a:
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(a, Ca?)

(x, Cx2)

»
>

0 a X

J=[Pdm= 1 ods = sz oC(a® - x?)dx =
0

a 3 5 a
=GCI(a2x2—xﬁdxz%%C{az%—%} = (103)
0 Ca

_ 3m @ @ _3m2a5_1 2
3 5

=— =—F——=—ma".
24° 20315 5

Povsimnéte si, ze vysledny moment méa rozmér hmotnosti nasobené druhou mocninou vzda-
lenosti a ze nezavisi na strmosti paraboly C.

5. Moment setrvacnosti dvou ¢tvercu

Zadani: Urcete moment setrvacnosti dvou ¢tvercll z obrazku vzhledem k vyznacené ose.

Reeni: [Moment setrvaénosti zjistime jako soudet momentdl setrvatnosti obou &tverci.
Ctverec dotykajici se osy otadeni bude mit moment setrvacnosti stejny jako ty¢ uchycena na
okraji, tj. ma“/3. Moment setrvacnosti druhého ctverce spocteme ze Steinerovy veéty.
Vzhledem k ose prochézejici hmotnym stfedem bude jeho moment ma?/12, tento moment
posuneme o vzdalenost mezi osou otaceni a hmotnym stfedem, tj. o0 3/2 a:

2 2 2
J=J1+J2=J1+(Js+md2)=%+%+m(%aj =§ma2. (104)

Vysledny moment setrvacnosti tedy bude

J=§ma2. (105)
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6. Téleso valici se po naklonéné roviné

Zadani: Spoctéte rychlost kulicky a poté valce (kola), které se skutalely po naklonéné roviné
z vysky H.

B
v
—_—
Reseni: Rychlost uréime ze zédkona zachovani energie. V bodé A ma téleso jen potencialni

energii, v bod¢ B je jeho energie slozena z kinetické energie translacniho pohybu hmotného
stiedu a rotacniho pohybu vzhledem k hmotnému stiedu:

1 1
mgH:Emvz+§Ja)2 =

mgH=%mv2+%J(v/R)2 =

mgH=% (1+%).
m

Nyni jiz snadno uré¢ime rychlost kuli¢ky nebo valce

1+

mR2

Pro kouli mame J =2 mR 2, provalec J =~ mR2 a pro téleso, které klouze bez valeni J = 0:

f 10 H f 4 H
Ukoule = g Uvilec = g Ukluzak = 2gH ( 1 07)
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8 KEPLEROVY ZAKONY, PROBLEM DVOU TELES

Zadani: Dokazte, ze ob¢h télesa po kruhové draze 1ze chapat jako sloZeni pohybu
rovnomérné piimocaré¢ho a volného padu.

Reseni: Kdyby na ob&zné draze piestalo pisobit centralni téleso, pohyboval by se predmét
nadale rovnomérné piimocaie ve sméru te¢ny k ptivodni draze. Soucasné s timto pohybem se
sklada volny pad k centralnimu télesu. (Jina formulace: Rychlost ob&hu se neméni, méni se
vSak smér rychlosti. Zména sméru rychlosti miii do centra, je zplisobena centralnim télesem
a jde o volny pad.)

0 A
B
cC "

S

Z obrazku je ztejma podobnost trojuhelnikl (predpoklddame maly posun télesa po ob&zné
draze) OAC a SOB. Proto muZzeme psat:

AC OB

BO XS
(108)
2Ah _ AL

Al

Dosadme nyni za volny pad Ah= gAt2/2 a za urazenou vzdalenost A/=vA¢. Snadno
nalezneme obéznou rychlost

GM

v=,/gr= (109)

Za tihové zrychleni jsme dosadili zrychleni v misté ob¢hu télesa.

Poznamky:

e Jde o stejny vysledek, jaky bychom ziskali porovnanim odstfedivé a gravitacni sily.

e  Pii povrchu Zemé €ini gravitacni pad teles pfiblizn€ 5 m za prvni vtefinu, na kruhové draze tésné se
pfimykajici povrchu 5 m za kazdou vtefinu.

e Po dosazeni za g Ize vyraz upravit na tvar GmM/r* = mv*/r a ziskat tak vztah pro ,,odstiedivou silu.
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2. Treti Keplertiv zakon

Zadani: Odvod'te vztah mezi periodou obéhu télesa a polomérem drahy pro kruhovou

trajektorii.

Reseni: Ozna¢me polomér trajektorie a, hmotnost télesa m, hmotnost centra M. Z rovnosti

odstredivé a gravitaéni sily plyne

M
m” _ - m &
a a
Pouzijeme-li pro rychlost vztah
_2ra
T 9

dostaneme treti Kepleriiv zékon ve tvaru

(110)

(111)

(112)

3. Gravitacni plisobeni Slunce a Zemé na Mésic

Zadani: Naleznéte pomér gravitacnich sil, kterymi plisobi na Mésic Zemé¢ a Slunce. Ktera sila

je VEi?

ReSeni:

M

2
Fsu _ G MyMg/ Riys :(RMZJ M
Rys

Fpy GMyM,/IR},

S —6.55%x107°.0.33x10™ =2.18 .

(113)

Sila, kterou na M¢sic pasobi Slunce je priblizné dvakrat vétsi nez sila plisobici od nasi Zem¢.
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4. Priliva odliv

Zadani: Pokuste se vysvétlit, pro¢ dochazi k prilivu a odlivu dvakrat za den.

Reseni: Piiliv a odliv vznika diky slapovym sildm. Jde o to, Ze gravitace na vSechny c¢asti

télesa neplisobi stejnou silou, na blizsi piisobi vétsi silou. Nohy ¢loveka stojiciho na Zemi
jsou pfitahovany Zemi vice neZ hlava. Pro ¢lov€ka na povrchu Zemé je tento rozdil maly.

Meésic pusobi na Zemi pokrytou oceany a jeho pritazliva sila je také pro rizné oblasti rizna.
Vysledek si mizeme piedstavit jako slozeni dvou situaci:

a) Na hornim obrdzku voda tazend M¢ésicem od Zemé¢ (protoze je voda na piivracené strané
vice pfitahovana).

b) Na prostfednim obrazku je Zem¢ tazend Mésicem pry¢ od vod (protoze je Zemé¢, ktera je
blize M¢sici vice ptitahovana).

¢) Na poslednim obrazku je skutecné situace. V misté X je voda méné ptitahovana nez Zemé,
v misté Y je ptitahovana vice. Diky rotaci pak nastava pfiliv 1 odliv dvakrat denné.

5. Hmotnost Zemé

Zadani: Pokuste se urcit hmotnost Zemé z parametrii obézné drahy M¢ésice (tj. obézné doby
a vzdalenosti).

Reseni: Budeme postupovat obdobn& jako pii odvozovani tfetiho Keplerova zakona pro
kruhovou orbitu — z rovnovahy odstiedivé a dostiedivé sily pro Mésic:

2
Myv :GMMZMZ; v:27zRZM. (114)
Rom Rom Ty
Po dosazeni rychlosti do vyrazu pro rovnovéhu sil snadno ziskame vysledny vztah:
3
My = @ _ (115)
GTy

Poznamka: Parametry drahy M¢sice lze relativné snadno ziskat experimentalné (obéznou dobu a vzdalenost).
K vypoctu je vSak tfeba znat jest¢ gravitacni konstantu. Proto se prvni snahy o jeji zjisténi (L. V. Edtvésovy
experimenty s pfitahovanim kouli zavéSenych na torznim vldknu) nazyvaly ,,Vazenim Zemé*. Po dosazeni za
znamé hodnoty Rz, Ty, G dostaneme My = 6% 10* kg.
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9 HARMONICKE OSCILACE

1. Zkumavka ve vodeé

Zadani: Zkumavka zatizena broky se pohupuje na vodni hladiné. Urcete frekvenci a periodu
kmitd. Prifez zkumavky je S=1 cm’, hmotnost zkumavky s broky m =40 g, hustota vody 1
g/lem® a tihové zrychleni predpokladejte 10 m/s>. Predpokladejte, Ze kmity zkumavky
neovlivni vysku hladiny v kédince.

Reseni: Predpokladejme, Ze na zadatku je zkumavka v klidu, tj. tihova sila je pravé kompen-
zovana vztlakovou silou. Na zkumavce si udéldme rysku nebo nakreslime znacku, ktera je
pfesné v pocatku soufadnic spojenych s kadinkou. Poté do zkumavky stré¢ime. NaSe ryska se
zacne spolu se zkumavkou vychylovat tu na jednu a tu na druhou stranu od pocatku soutadni-
cového systému (v rovnovazné poloze je ryska v pocatku soufadnic pevnych vzhledem k oko-
li). PoruSime-li rovnovahu, objevi se vratna vztlakova sila a kmity zkumavky mizeme popsat
pohybovou rovnici:

my=pS =
rop (116)
my=-pgys.
Tuto rovnici uvedeme na standardni tvar
54285 . (117)
m

Jde o rovnici harmonickych kmitl, koeficient u nulté derivace je druhou mocninou thlové
frekvence, tj.

w=|P8 (118)
m

Periodu nyni snadno ur¢ime ze vztahu v = 27/T:

r=27 |2 (119)
pgs

Po dosazeni ¢iselnych hodnot (nezapomente je pievést do soustavy jednotek SI!) dostaneme
uhlovou frekvenci kmitd zkumavky @ =5 s'a periodu 7= 1,26 s.
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2. Tunel skrze Zemi

Zadani: Predstavte si, Ze napfi¢ Zemi je vystavén tunel, do kterého vhodime néjaky predmét.
Jaky pohyb bude vykonavat? Vrati se nékdy zpét? Jestlize ano, kdy? Predpokladejte, Ze Zemi
pujde provrtat a vnitini teplo a tlak tunel nezni¢i. Téleso se pii priletu neroztavi. Hustota
Zemgé je konstantni. Polomér Zems je R = 6 400 km a hmotnost M = 6x10** kg.

Reseni: Lze ukazat (matematiku k tomu zatim neznéte), Ze na predmét o hmotnosti m piisobi
gravitacné jen ¢ast Zemée uvnitt poloméru 7(¢), na kterém se praveé téleso nachazi. Vliv vnéj-
Sich casti se presn¢ vyrusi. Podil hmotnosti vnitini ¢asti ku hmotnosti celé Zemé bude roven
podilu ptislusnych objemd, t;.

3 3
%:% = ,/M(r):M%. (120)

Nyni jiz snadno sestavime pohybovou rovnici leticiho télesa

m A (r)

r2

mii = -G (121)

Po dosazeni za . #/ a Gprave rovnice na standardni tvar (tj. pfevedeme vSechny ¢leny na jednu
stranu a upravime tak, aby koeficient u nejvyssi derivace byl roven jedné) dostaneme rovnici
harmonickych kmiti

F+G£3r:0. (122)
R

Koeficient u nulté derivace je opét druhou mocninou uhlové frekvence, tj.

0= /GR—Af:o. (123)
3
Tzz;z,/g—M. (124)

Po dosazeni zjistime, Ze pfedmét hozeny do tunelu se vrati za 1,4 hodiny.

Periodu uréime ze vztahu w = 27/T:
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3. Vibrujici molekula

Zadani: Predpokladejte, Ze dvojatomova molekula mé& potencidlni energii danou jed-
noduchym potencidlem

W, :WO(I—exp[—a(r—ro)z}). (125)

Proménna » oznaCuje vzdalenost atomt v molekule. Nakreslete pribéh potencidlni energie,
diskutujte oblast ptitazlivych a odpudivych sil. Naleznéte tthlovou frekvenci oscilaci.

Reseni: Z fyzikalniho hlediska je vzdalenost » nezapornd, pro vysetieni prabéhu miiZzeme ale
vyuzit cely defini¢ni obor, tj. realnou osu. V krajnich bodech defini¢niho oboru plati

lim W, (r)=W,. (126)

r—>too

Pro urceni priibéhu nalezneme prvni a druhou derivaci zadané funkce:

daw.
_ P =2Wyo(r —ry)exp [—0{(7” - ro)z} :
dr
(127)

dw
1 2p =ZWanxp[—a(r—ro)z]—4W00(2(r—r0)2exp[—a(r—ro)z}.
p

Polozime-li prvni derivaci rovnou nule, ziskdme body podezielé z extrému. Jedinym feSenim

je hodnota
r=ry, (128)

ve které ma samotna funkce nulovou hodnotu (tedy musi jit 0 minimum:

'

W, 4
0

>—

A
\ 4

»
>

Jde o priibéh potencialni energie s minimem v ry. Pro » <ry je sila odpudiva a pro » > ry je sila
ptitazliva (mifi vzdy k minimu potencidlni energie). Vyslednym pohybem proto budou kmity.
Potencial nahradime pomoci Taylorova rozvoje parabolickou zavislosti

1 ,
Wp(r)zgk(r—ro)z; k=W;(ry) =2aW,,. (129)

Nezapomente, Ze pro urceni tuhosti oscilaci musime do druhé derivace dosadit minimum, te-
dy r¢. Standardnim zptsobem nyni ur¢ime tthlovou frekvenci kmitii molekuly:

a):\/E: 12 (130)
m m
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4. Zemé jako harmonicky oscilator

Zadani: Zemé& obiha kolem Slunce po elipse s malou excentricitou. Vzdalenost od Slunce
proto periodicky kolisd. Urcete frekvenci a periodu téchto oscilaci ze znalosti pribchu
efektivni potencialni energie (souc¢tu potencialni a rotacni energie). Predpokladejte, Ze mo-
ment hybnosti Zemé je b= 2,7x10*° kgm?s™', hmotnost Zem& m = 6x10** kg, hmotnost Slun-
ce M =2x10" kg a gravitaéni konstanta G = 6,7x10'' Nkg *m”’,

Reseni: Energie planety na eliptické draze je dana radialni, thlovou a potencialni energii:

2
E:%mff2+ b _gmM (131)

2mr? r

Druhy ¢len je zavisly pouze na poloze a mizeme ho proto prifadit k potencidlni energii. In-
terpretace Clenu jako kinetického nebo potenciadlniho je relativni a zavisi na thlu naSeho po-
hledu. Zaved’'me tzv. efektivni potencialni energii:

E:%mf2+Weff(r);

(132)
b? mM
W (r)= -G .
eff Imr 2
Z prvni rovnice snadno ur¢ime radialni rychlost télesa
, 2
P2 (E=Werr (1) (133)

Je zjevné, Ze pohyb se mize konat jedin¢ v takovych oblastech efektivni potencialni energie,
kde je argument odmocniny nezaporny, tj. plati

E>W 0 (r). (134)

Prabéh efektivni potencidlni energie je zndzornén na obrazku. Z ného je patrné, ze pro £ >0
je pohyb neomezeny, » € <rmi, o), pohyb se kona po hyperbole. Naopak pro E < 0 je pohyb
omezeny, ¥ € <Fmin, "max> @ pohyb se kond po elipse. Limitnimi ptipady jsou £ = 0 (pohyb po
parabole) a E = Epi, (pohyb po kruznici 7 = ry). Bilou oblasti je oznacen vazany pohyb.

E<0

min

Pohyb Zemé& kolem Slunce lze tedy chéapat jako pohyb v efektivni potencidlni energii v okoli
minima. Takovy pohyb je ptiblizné harmonicky — radidlni vzdélenost Zemé od Slunce
nepatrné periodicky kolisa, v pfisluni je Zemé blize ke Slunci, v odsluni déle. Potenciélni
energii 1ze v okoli minima nahradit parabolickou zavislosti. Standardnim postupem uréime
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minimum efektivni potencidlni energie a tuhost oscilaci. Z tuhosti pak jiz snadno nalezneme
periodu pohybu:

b2

rp =———=150x10° km ;
Gm~M
” G Mm*?
k:Weff(Vo):b—6; (135)
27 27 27 27h>

e Jiim \/G4m6M4/b6 CGimPM?
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10 DALSI KMITY

1. Tlumeny pohyb

Zadani: Reste analyticky pohybovou rovnici pro tlumené kmity a naleznéte jejich ttlum
a frekvenci kmitt

¥=—24x-24%x. (136)
ReSeni: Rovnici napiseme v zikladnim tvaru
$+24%+24°x=0. (137)
Reseni budeme hledat ve tvaru exp(Af). Toto fedeni dosadime do rovnice a dostaneme
A2t r24reM+24% M =0. (138)
Po zkraceni exponencidl dostaneme charakteristickou rovnici pro A:
A2 +244+24% =0, (139)
ktera ma feSent

DA+\44* —84>

: =—A+\-A> =—Atid. (140)

11,2

Obecné feseni tedy bude
x(t)=cy e M 4 o) AT — oA (G cos A1 + bsin At). (141)

Koeficient tlumu i frekvence kmiti maji hodnotu 4.

Jiné FeSeni: Piimo z koeficientli rovnice (137) odeéteme utlum a vlastni frekvenci netlumené-
ho oscilatoru:

S=4; w,=V24>. (142)

Frekvenci tlumenych oscilaci potom uré¢ime ze vztahu

w=\af -8 =N242— 4> = 4. (143)

2. Dekrement Utlumu a zbyvajici draha

Zadani: Bod kmita tlumenym harmonickym pohg/bem s pocatecni amplitudou 4; =1 mm
a s logaritmickym dekrementem utlumu 4 =2x10"". Urcete celkovou drahu, kterou bod ve
svém pohybu jesté urazi.

Reseni: Celkova draha je rovna souétu viech amplitud vychylek na obé strany od rovnovazné
polohy, ndsobenému dvéma (bod piislusnou drahu vykona vzdy dvakrat — tam a zp¢t):

1:2(A1+A2+A3+---). (144)
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Pomeér dvou po sobé& nasledujicich vychylek (tj. na opacné strany od rovnovazné polohy) je

A, A
i B S (145)
Ay A

a soucasng¢ plati

_ —kA/2
Ak+1 = Al € .

Bude se tedy jednat o soucet geometrické fady

Al+A2+A3+---=A1(1+e_A/2+e_A+---)=Al (146)

a celkova draha bude podle vztahu (144) rovna

24, 24,
I=—— * 5= 20004,=2m

3. Skladani kmitu

Zadani: Dv¢ stejnd kyvadla jsou spojena napti¢ pruzinou s malou tuhosti k. Naleznéte vlastni
frekvence a vlastni kmity systému. Jak bude vypadat obecny kmit soustavy? Predpoklade;jte,
ze kazdé z kyvadel by samo o sobé& kyvalo harmonicky s frekvenci w,.

Reseni: Zakladni rovnice pro pohyb obou kyvadel doplnime o daldi harmonickou silu
odpovidajici pruzing:

.. k
iy=—wpx,——(x,—xp),
" (147)

. 2 k
Xp =—WpXp _;(xB —X4).

Vlastnim kmitem rozumime takovy kmit systému, pii kterém vSechny Casti systému kmitaji
(zde kyvaji) se stejnou frekvenci. Do soustavy proto dosadime hledané feseni

X, = Aexpliot]; xp = Bexpliwt]. (148)

Ziskame tak algebraickou soustavu rovnic pro amplitudy 4 a B:

A
oai -k £ 0
" " 1=l (149)
12 -tk
m’ O m)\B) \0
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Netrividlni (nenulové) feSeni bude existovat pouze, pokud bude determinant soustavy nulovy,
coz vede na dv€ moznosti:

wzz‘/a)%+%; A=-B. (150)
m

Vysledek: Soustava ma dvé vlastni frekvence a dva vlastni kmity. Prvni vlastni kmit odpo-
vida synchronnimu pohybu obou kyvadel (4 = B) a ma ptivodni frekvenci kyvadel. Frekvence
tohoto modu tedy neni ovlivnéna pruzinou.

Druhy vlastni kmit odpovidd pohybu kyvadel proti sobé (4 = — B). Soustava kona kyvy na
frekvenci w; pon¢kud vyssi nez w (pruzina prispiva k tuhosti systému).

Libovolny jiny kyv systému je z ditvodu linearity superpozici ptredchozich feSeni. Typické je
vychyleni jednoho kyvadla, které za¢ne predavat energii druhému kyvadlu a postupné se
utlumi. Potom bude druhé kyvadlo predavat energii zpét prvnimu, atd. Mizeme hovotit bud’
o predavani energie a o rezonanci nebo o superpozici dvou vlastnich kmiti s blizkou frek-
venci, kterd vede na razy.
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11 ANALYTICKA MECHAMIKA

1. Kartézsky svét

Zadani: Ukazte, ze v konzervativnim poli s potencialni energii V(x, y, z) vedou Lagrangeovy
rovnice pro hmotny bod v kartézské souradnicové soustavé na Newtonovy rovnice.

Reseni: Hmotny bod ma tfi stupné volnosti, za zobecnéné soutradnice zvolime

q,=x; qr,=y; g3 =z. (151)

potom

T(J'c,y,z'):%m(ic2+y2+z'2);

| (152)
L(x,X)zT—V:Em(J'cz+j/2+z'2)—V(x,y,z).
Ptislusné Lagrangeovy rovnice maji tvar
ia_l.’_a_l’:() = i(mX)+a_V:0 = mjc':_a_V;
dt 0x ox dt ox ox
dJdL JL d av av
—— =0 = —(my)+—=0 = my=——;
ddy oy "% -
d oL JdL d, .. dr . aV
—_— = = —(mz2)+—=0 = mz=——.
dt 0z oz dt 0z 0z
Vsechny tfi pohybové rovnice miizeme pirepsat do bézného tvaru
mx=F; F=-V/V. (153)

2. Rovinné kyvadlo

Zadani: Naleznéte pohybové rovnice kyvadla zavéSeného na nehmotném zavésu v Lagran-
geove 1 v Hamiltonové formalizmu.

ReSeni: Rovinné kyvadlo popiseme jedinym parametrem, za ktery zvolime thel ¢.

Piejdéme nyni z kartézskych soufadnic k tomuto thlu (v teoretické ¢asti skripta je kineticka
energie odvozena jinak, bez zavedeni kartézskych soufadnic):

x(t)=Isin@(t);

Wt =l cos (1), (1>9)
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Nyni uré¢ime rychlosti a vycislime kinetickou a potencialni energii a Lagrangeovu funkci:
x=Ipcos@;
y=I@sing,
_ 1 20 2\ 1 2.2,
T—Em(x +y )—Eml ; (155)
V =mgy =—-mgl cos @;
_ 1o
L—T—V—Eml @ +mglcos .
Odpovidajici Lagrangeova rovnice je

) BN ¢+§sm¢=o. (156)

Pro malé uhly je sin ¢ = ¢ a rovnice pfechdzi v béznou rovnici pro matematické kyvadlo.
Nyni nalezneme zobecnénou hybnost a energii:

p=Lomp;
09
oL { (157)
=—¢ —L=—m12(2)2 —mglcosg.
oL 2

Zobecnénou thlovou rychlost dosadime z prvniho vztahu do druhého, a tim prevedeme ener-
gii na Hamiltonovu funkci
»?
H = —mglcosg. (158)
2mi?

Jako posledni krok nalezneme Hamiltonovy rovnice popisujici pohyb kyvadla

. _0H p
=—=-"t
o ml (159)

. oH .
p=———=—mglsin@.
99

3. Naklonéna rovina

Zadani: Naleznéte pohybové rovnice télesa klouzajiciho bez tfeni po naklonéné roviné v La-
grangeov¢ formalizmu.

X

Reseni: Pohyb po naklonéné roviné mé dva stupné volnosti. Za zobecnéné soufadnice bude-
me volit vzdalenosti od hran naklonéné roviny x(¢) a s(¢). Standardnim postupem méme:
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x(1) = x(1);
y(t)=s(t) cos;
z(t)=s(t)sine;

1 2, .2, .2\ 1 2 .2\, 160
T—Em(x +y +z )—Em(x +s ), (160)
V =mgz =mgssina;
L(S,X,S)=T—V=%m(5c2+52)—mgs sinr,

a pohybové rovnice jsou

doL oL _ ., _ =0,

dt ox ox (161)
ia—L—a—L—O = §=-gsina
dr 05 s Eeme

Proménna x je cyklickd, proto se bude zachovavat hybnost p,. Hybnost p, se nezachova.

4. Plocha kuzele

Zadani: sestavte pohybové rovnice hmotného bodu pohybujiciho se bez tfeni v tthovém poli
po plose kuzele. Vyuzijte Lagrangetiv formalizmus.

ReSeni: Pohyb ma dva stupné volnosti. Za zobecnéné soutadnice budeme volit vzdalenost
¢astice od vrcholu kuzele r a polarni uhel ¢. Vyuzijeme tedy dvé ze sférickych soutadnic, tieti
—odklon 6y od osy z je na kuzelové ploSe konstantni.

Kinetickou energii miizeme urcit z transformace mezi kartézskymi a sférickymi souradnicem
x(t)=r(t)cosp(t)sinb, ,
y(t)=r(t)sing(t)sinb, , (162)
z(t)=r(t)cosb ;

Je ale mozné postupovat i piimo. Pokud se z daného mista pohneme infinitezimaln¢ v radiélni
soufadnici, pijde o vzdalenost dr. Pohneme-li se v azimutu, bude vzdalenost » sin 8 dp. Snad-
no sestavime konetickou energii, potencialni energii a Lagrangeovu funkci:

T(r,i\ @) = %m(ﬂ +r7sin” 6,97 );
V(r) = mgz = mgrcos 6, ; (163)
L(r,7,@) = %m(ﬁz + 1% sin? 6y (pz)—mgrcosé?o ,
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a proto

ia_L__a_L: = mi = mrsin’ Go(pz—mgcosﬁo,

dt 97 or

d oL JL d (e
———-=—==0 = —(mrz(psin2 6’0)=0.

dtdgp J¢ dt

Pov§imnéte si, Ze v rovnici pro » na pravé strané vystupuje soucet sily odstredivé a ptislusné
komponenty sily gravitacni. Rovnice pro thel ¢ neni nic jiného nez zakon zachovani momen-
tu hybnosti, proménna ¢ je cyklicka. Plati symetrie vzhledem k otoceni ve sméru uhlu ¢.

5. LCobvod

Zadani: Reste kmity klasického LC obvodu v Lagrangeové formalizmu.

ReSeni: Za zobecnénou soufadnici budeme volit ndboj Q(f) odtekly z kondenzatorové bate-
rie. PfisluSnou zobecnénou rychlosti je elektricky proud 7 = dQ/dt.

Y
I

Oznacime-li induk¢nost 7 a kapacitu # potom Lagrangeova funkce bude kombinaci energie
vazané na civce a energie vazané na kondenzatoru. Vzhledem k tomu, ze energie civky obsa-
huje ¢asovou derivaci naboje, bude odpovidat kinetické energii v mechanice. Energie na kon-
denzatoru obsahuje pouze naboj O, proto bude odpovidat potencialni energii. Snadno se pre-
svédcime, ze Lagrangeova funkce

1. 2
10.0)=570* -2
’ (165)
poskytne spravnou rovnici ¥¢ obvodu:
doL _d_, O+ ! 0=0. (166)
dt 00 00 ye

Povsimnéte si, ze prvni ¢len v Lagrangeové funkci je energie vdzana v magnetickém poli civ-
ky a druhy ¢len energie kondenzatorové baterie.

6. Landauuv vozicek

Zadani: Naleznéte Lagrangeovu funkci pro kyvadlo zavésené na vodorovné pohyblivém vo-
zicku (viz obrazek).
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Reseni: Systém mé dva stupné volnosti. Za zobecnéné soutadnice zvolime vodorovnou polo-
hu x(¢) vozicku a uhel ¢(¢) kyvadla. Kartézské soutadnice vozicku budeme znacit indexem a
a kartézské souradnice kyvadla indexem b. Dalsi postup je jiz standardni:

X (O=x(0;  x,(0)=x(0) +Isin (o),

(167)
Yq(t)=0; yp(t)=—Ilcosp(1);
o1 2 .2\, 1 2, .2\ _ —
L(p,x,p) = Ma(xa+ya)+ Mb(xb+yb) M,gya—Mpgyy =
2 2 (168)

1 1
:EMa %2 +5Mb(5c2 +12¢2 +2lx¢cos¢))+Mbglcos¢.

7. Brachystochrona

Zadani: Naleznéte takovy profil naklonéné roviny, aby téleso dopadlo na podlozku v co moz-
na nejkratSim Case. Kiivka definujici profil se nazyva brachystochrona.

Reseni: Tentokrat nejde o ulohu z analytické mechaniky, ale o klasickou tlohu variaéniho
poctu. Té€leso ma klouzat po naklonéné rovin€ obecného tvaru mezi dvéma body A a B, které
jsou v riizné vysce. Ukolem je nalézt rovnici tvaru naklonéné roviny tak, aby se téleso do
bodu B dostalo za nejkratsi Cas.

y

Nejprve uréime obecny vztah pro celkovy cCas:

d/ d/
= =

dt =— =
dt
(169)
J‘ J«de +dy J‘ \[1+y,2d
X.
v(y) v(y) . O
Rychlost ur¢ime ze zakona zachovam energie
mgy+%m02=mgH (170)
Vysledna doba pohybu je
= (171)
j 2g(H y)

Nyni je nutné nalézt kiivku y(x), pro kterou nabyvé integral (171) svého minima — jde opé&t
o typickou ulohu varia¢niho poc¢tu. Nezavislou proménnou v této tloze neni ¢as, ale prosto-
rova soufadnice x. Nehleddme zobecnénou souradnici ¢(7), ale funkci y(x). Nutné¢ podminky
pro extremalnost integralu (Eulerovy-Lagrangeovy rovnice) proto budou mit tvar:

’2
dOF IF o, po | AT (172)
dx dy” 9y 2g(H-y)
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Piimé fesSeni by bylo zna¢n¢ nevyhodné. Pokud si povSimneme, Ze nezavisla proménna x neni
ve funkciondlu zastoupena, musi se zachovavat ,,energie*

’ ’2
<y F S J Ly 7 g amy
oy V2e(H =y) 14y \2g(H =)

Jde o prvni integral Eulerovych-Lagrangeovych rovnic a tedy o diferencialni rovnici prvniho
fadu. PovSimnéte si, Ze ,.energie” neni v tomto ptipad¢ rozdélitelnd na ,kinetickou* cast
s derivacemi hledané funkce a ,,potencialni* bez derivaci. Po jednoduché upravé mame

Eg2g(H —y)\J1+ ' =—1. (174)

Vyraz umocnime na druhou

2EZg(H-y)(1+y)=1 =
1 (175)

H-y= ; .
l+y'2 2E§g

Nejjednodussi integrace je parametrickd, tj. substituce y'=tg ¢. Parametrické feSeni pro y
potom je
K

= = y=H-Kcos¢. (176)
I+tg“ o

H-y

Zbyva nalézt feseni pro x z defini¢niho vztahu pro substituci, dy/dg vyjadiime z (176):

y=tgp = dydg _sing = 2Ksin¢cos¢d—(p=w. (177)
dep dx cos¢ dx cosg
Separaci mame
dx=2K cos’ pdg , (178)

po integraci mame parametrické zadani hledané kiivky (brachystochrony)

x=Ko+K(sin2¢)/2+L (179)

y=H-Kcos?g. (180)

Integracni konstanty K a L lze urcit z toho, ze feSeni musi prochazet body (0, H) a (/, 0). Pro
nase ucely postaci jen obecné feseni, které je ¢asti cykloidy:
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12. MALE DEFORMACE

1. Drat prodlouzeny vlastni vahou

Zadani: Zelezny drat ma hustotu p = 7,8 g/em’, Youngiv modul pruznosti E =200 GPa
a délku /o = 200 m. O kolik se tento drat prodlouzi vlastni vahou?

Reseni: Drat bude zavé&en (jinak by spadl). Nejvétsi tah na ngho bude v misté zavésu, nej-
niz$i na dolnim konci. Drat myslenkové rozdélime na infinitezimalni useky. Na kazdy z nich
bude pusobit tah ¢asti dratu, ktera je pod nim:

dx

11

Na nami zvoleny element dx bude piisobit tah

_m)g _pSg

S S =pgx. (181)
ProdlouZeni tohoto elementu bude z Hookova zakona
dl=i0'dx=lpgxdx. (182)
E E
Celkové prodlouzeni dratu ziskdme integraci
!
Al=[di= O%pgxdx=p2i5)z8mm. (183)

2. Drat pretrzeny vlastni vahou

Zadani: Zelezny drat méa hustotu p = 7,8 g/cm’® a mez pevnosti o, = 320 MPa. Jakou by musel
mit délku, aby se ptetrhl vlastni vahou?

ReSeni: Nejvétsi tah bude na drat puisobit v misté zavésu a bude dan celkovou tizi dratu.
V okamziku pietrzeni bude tento tah roven mezi pevnosti:

mg _pSlg
Odsud snadno ur¢ime
o,
I=— =~4km. (185)
Pg

3. Valecv krutu

Zadani: Vilec je postaven svisle, dolni podstava je pfiSroubovéana k podloZzce. Na horni
podstavu pusobi sila, kterd zkrouti valec tak, Ze je horni podstava pootocena oproti dolni
o uhel o =0,001°. Valec ma vysku # =1 m, pramér R = 0,2 m. Modul pruznosti ve smyku je
80 GPa. Urcete tecné napéti 7 na okraji horni podstavy.
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ReSeni: Nejprve si popsanou situaci podrobné zakresleme

A
KAIR

V
h
Tecné napéti 7 plisobici na horni podstavu je rovno sile plsobici na okraji vztazené na plochu

horni podstavy. Toto napéti vyvolava smykovou deformaci

1
4 G (186)

Pro uhly y a a plati (za predpokladu malych deformaci):

Al
~—, 187
r=- (187)
Al
o=—. 188
2 (188)
Z téchto vztahli vylou¢ime posunuti okraje A/ a uhel krutu y a vypocteme tecné napéti z:
TzG%zO,SMPa. (189)

Nezapomente, ze pted dosazenim do vysledného vztahu musite prevést stupné na radiany.
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13. TEKUTINY

1. Barel

Zadani: Valcovy sud ma primér 80 cm a vysku 150 cm. Jak dlouho bude voda vytékat
otvorem o plose 2 cm*? Sud je naplnény aZ po okraj.

S1

_dy

A3

Refeni: Pii vytékani sudu musi platit predeviim rovnice kontinuity v jeji nejjednodussi
podobé pro nestlacitelnou kapalinu a alespon kratkodobé ustalené proudéni

Slvl =S202 = Sl (_i—fj:S2U2. (190)

Rychlost v; je rychlost poklesu vodni hladiny (soufadnice y se zmensuje, derivace podle ¢asu
bude zapornd, proto minus). Rychlost vytékani v, bude zavisld na aktudlni vySce hladiny
a bude dana Bernoulliho rovnici:

1 1 2
pA+5pvf+pgy=pA+5pvz (191)

Atmosférické tlaky pa se na obou stranach rovnosti odectou (jejich rozdil u horni a dolni ¢asti
sudu je neméfitelny). Vytokova rychlost je mnohem vyssi nez rychlost poklesu hladiny, proto
zanedbame i druhou mocninu rychlosti v;. Snadno ur¢ime vytokovou rychlost v, a dosadime

ji do rovnice kontinuity:
—S 15" =8,2gy (192)

V této diferencidlni rovnici budeme separovat proménné a poté provedeme integraci:

T
2h
dt——— — |— =90 minut. (193)
o g =l
2. Venturiho trubice

Zadani: Do Venturiho trubice vstupuje vzduch o hustoté 1,3 kg/m’. Trubice se zuZuje z pri-
méru 2 cm na pramér 1 cm. Spojovaci trubika je naplnéna rtuti o hustotd 13 600 kg/m’.
Rozdil vySek rtuti je 1,6 cm. Jakou rychlost mé vtékajici vzduch? (zdroj: reseneulohy.cz)

S
1 S2
vzduch — U —» U

rtut
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Reseni: P¥i feSeni zkombinujeme rovnici kontinuity a Bernoulliho rovnici pro ob& dvé &asti
trubice. Tretim vztahem bude dorovnani rozdilu tlakli v obou ¢astech trubice hydrostatickym
tlakem rtut'ového sloupce:

Sy =850, (194)
1 - |
D1+ PV =Pprt 5 PU, (195)
2 2
P1— P2 = Pug& Ah (196)

Do Bernoulliho rovnice dosadime za v, zrovnice kontinuity, za rozdil tlakli z posledni
rovnice a vypocteme hledanou rychlost vzduchu v;:

v, = zzgzh Prg _ 2gNj PHe 15 mys. (197)
(s2rs3-1) » dd,) -1 p

3. Pitotova trubice

Zadani: Urcete rychlost proudéni kapaliny v Pitotové trubici, je-li rozdil vysek obou méticich
stanovist' 20 cm? (zdroj: reseneulohy.cz)

hy

v—> A E»v

ReSeni: V jedné &asti Pitotovy trubice je zahnuta méma trubice, ktera zbrzdi rychlost kapa-
liny na nulu, druhd mérna trubice rychlost proudici kapaliny neovlivni. Pro obé méfici mista
zapiSeme Bernoulliho rovnici

1 1
510012+P1 ZEPU§+P2 (198)

Prvni rychlost je nulova, druhd je rovna rychlosti proudéni. Tlaky jsou kompenzovany hyd-
rostatickymi tlaky vodnich sloupcti:

1
hpg == P +hypg. (199)

Nyni snadno ur¢ime rychlost proudéni

v=\[2(h;—hy)g =2 m/s, (200)
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14 ELEKTRICKE POLE

1. Pole jednoduchych nabitych utvart

Zadani: Urcete z Gaussovy véty elektrostatiky elektrické pole v okoli bodového néboje,
dlouhého nabitého vldkna a nekone¢né nabité roviny.

vvvvvv

se ji poskladat z ploch, které jsou bud’ rovnobézné s polem, nebo kolmé na pole (v tom pii-
padé je idealni, pokud jsou vSechny body plochy ve stejné vzdalenosti od zdroje). V obou
ptipadech je integrace trividlni. U ploch, podél nichz pole jen klouze, je ptispévek k toku nu-
lovy a neni co integrovat. U ploch, skrze které prochazi pole kolmo je integrace také jednodu-
cha. Pokud je plocha ve stejné vzdalenosti od zdroje, bude mit na celé ploSe pole konstantni
hodnotu a vytkneme ho z integrace. Zbyly integral je pouhou velikosti plochy. V zadanych
ptipadech budeme volit integra¢ni plochy podle obrazku:

Ve vsech tech ptipadech vyjdeme z Gaussovy véty ve tvaru
@E-dszg. (201)
S €o

Nalevo integrujeme tok elektrického pole pies uzavienou plochu, napravo je celkovy ndboj
uzavieny v této plose. Predpokladame, Ze kolem objektu neni dielektrikum. V opa¢ném pii-
padé bychom jen konstantu gy zaménili za ¢. V ptipad¢ bodového naboje budeme za integrac-
ni plochu volit povrch koule ve vzdalenosti » od naboje. Na celém povrchu miii pole radialné
(4. ve sméru vnéjsi normaly) a velikost pole je na celé ploSe stejné. Leva strana tedy bude

qﬁﬁE-dS:cf;SEdS:quSdS:Emﬂ.
S S S

Porovnanim s pravou stranou mame ihned

Earrr=2 o p=_¢ =, (202)
80 471'807'

coz neni nic jiného nez Coulombiiv zdkon. V piipad¢€ linearniho nabitého objektu s linearni
hustotou néaboje 7 (jednotkou je C/m) budeme za integra¢nim plochu volit povrch valce dle
obrazku. Uvnitt této plochy bude uzavien naboj Q = 7 [. Podstavami valce zadny tok nepotece
(pole je s nimi rovnobézné), u plasté bude podobna situace jako v ptipad¢ bodového naboje:

@E.ds:@EdS:E@dszEzmz.
S S S
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Porovnénim s pravou stranou, kde vyjadifime naboj uvnitt valce, mame ihned

& 2reyr

(203)

V poslednim piipadé nabité roviny s plosnou hustotou naboje o (C/m”) vedeme integracni
plochu jako obecny valec protinajici kolmo nabitou plochu. Uvnitt valce bude uzavien naboj
0 = 08). Tentokrat nepotece tok plastém, ale potece naopak podstavami. U obou podstav bude
prispevek kladny, protoZe je elektrické pole rovnobézné s vnéj$i normalou plochy:

fpE-ds =§p Eds = Efpds = ES,+ES, = 2ES,.
S S S

Porovnéanim s pravou stranou, kde vyjadiime naboj uvnitt valce, mame ihned

285, =20 o p-2 (204)
& 2¢,

Vysledek je zajimavy. V okoli bodového objektu ubyvéa pole jako 1//, v okoli linearniho
utvaru ubyva pole jako 1/r a v okolni plosného objektu neubyva pole vibec, tj. je homogenni
a nezavisi na vzdalenosti od roviny.

bodovy naboj

nabita primka

nabita rovina

elektrické pole

Q

dreyr

2

T
2rEyr

o

2¢,

2. Pole homogenné nabité koule

Zadani: Urcete elektrické pole generované kouli, kterd je homogenné nabita, ma polomér R
a naboj Q.

ReSeni: Opét pouzijeme Gaussovu vétu a za integraéni plochu budeme volit plochu koule o
poloméru . Pokud je » > R, bude uvnitt integracni plochy uzavien cely naboj a vysledek se
nebude lisit od vztahu pro bodovy naboj

E= Qz; r>2R. (205)
drer

Pokud ale budeme uvnitt koule, bude k poli pfispivat jen ta ¢ast celkového naboje, kterd je
uzaviena v integracni plose a Gaussova véta bude mit tvar:
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fpp-ds=0, .
N

V(r)
V(R)
3
r
€E 4mr? = QF.

D4rmr* =0

Odsud jiz snadno ur¢ime pole uvnitt koule. Vnitini 1 vnéj$i feSeni tedy bude:

Qz; r>R,
E= 4rer (206)
4&%; r<R.
7€ R

Elektrické pole nejprve linedrné roste od nuly v centru koule do maximalni hodnoty na jejim
povrchu. Vné koule pole klesa se druhou mocninou vzdalenosti a plati Coulombtiv zakon. Na
povrchu koule da vnitini 1 vnéjsi feSeni stejnou hodnotu.

E

R r

3. Kapacita deskového kondenzatoru

Zadani: Urcete kapacitu deskového kondenzatoru vyplnéného dielektrikem o permitivité e.
Predpokladejte, Ze desky jsou natolik veliké, Zze mizete zanedbat okrajové efekty.

Refeni: Pole mezi deskami miZeme slozit zpoli od kazdé zdesek (viz ptiklad 1 této
kapitoly). Pokud zanedbame okrajové efekty, bude pole mezi deskami dvojnasobné a vné
desek nulové.

+ —
<« —> Ef —>
—> — -«
-« —> —>
—> —> -«
-« —> —>
—> —> <«
-« —> —>
—> B E —> «—
=92 (207)
£

Napéti mezi deskami, bychom méli pocitat jako kiivkovy integral od jedné desky ke druhé
z elektrického pole. Pole je ale homogenni, takze napéti bude pouhym soucinem elektrického
pole a vzdalenosti desek d:

Q4
U=gd=99-5_ o =27 (208)
& £ eS

kde Q jsme oznacili ndboj na deskach. Nyni jiz snadno ur¢ime kapacitu
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_9_.5
C=F=e=. (209)

Cim vétsi desky, tim vice se na n¢€ vejde naboje, a tim vétsi je kapacita kondenzatoru C.

4. Kapacita valcového kondenzatoru

Zadani: Uvazujte valcovy vodi¢ o poloméru a obklopeny souosou valcovou obalkou o polo-
meéru b. Délka obou valct je L a predpokladejte, Ze L je mnohem vétSi nez vzdalenost obou
valci b — a, takZe budete moci zanedbat okrajové jevy. Kondenzator je nabity tak, Ze vnitini
valec ma naboj +Q a vnéjsi obalka naboj —Q. Jakd je kapacita kondenzatoru? Priklad je
prevzat z kurzu MIT 8.02T.

Reseni: Pro nalezeni kapacity C je nejprve potieba znat elektrické pole. Vzhledem k vélcové
symetrii problému zvolime za Gaussovu plochu souosy valec délky / <L o poloméru r, pro
ktery plati a <r < b. Z Gaussova zakonu poté ziskame

cﬁgE-dS:ES:EQﬂrl):T—l - E=—"_
S 2N 27'!'807"

(210)

kde 7= Q/L je délkova hustota naboje. PovSimnéte si, Ze elektrické pole je nenulové jen
v oblasti a <r <b. Pro r <a je ndboj uzavieny v ploSe nulovy, protoze ndboje jsou lokalizo-
vané na povrchu valcovych kovovych ploch. Pro » > b je celkovy naboj uzavieny v integracni
plose g =1t/ — 1/ =0, protoze Gaussova plocha obklopuje oba vodice, jejichZ ndboje jsou
stejné, ale maji opané znaménko. Rozdil potenciali valcovych ploch je

U=¢b—¢a:—ijdr:— ¢ jb(@j:— 4 ln(éj, 211)

2mEy A\ r 2rey  \a

kde jsme integracni kiivku mezi povrchy volili podél silocar elektrického pole. Podle oceka-
vani ma vnéjsi vodi¢ se zdpornym ndbojem nizsi potencidl. Pro kapacitu dostdvame vztah
c 0 7L 2meyL
Ul rin(bla)/2mey  In(bla)’

(212)

Kapacita opét zavisi jen na geometrickych faktorech, tj. na L, a, b.
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15 MAGNETICKE POLE

1. Pole v okoli vodice a plochy protékané proudem

Zadani: UrcCete magnetické pole v okoli dlouhého pfimého vodice protékaného elektrickym
proudem. Urcete také magnetické pole v okoli plochy protékané proudem.

Reseni: U obou vypoétl vyjdeme z Ampérova zakona

gSB-dl:uol, (213)
V4

v némz se pokusime volit integra¢ni kiivku co nejvyhodnéji. Na pravé stran¢ je celkovy proud
protékajici plochou, jejiz hranice tvofi integracni cestu. U dlouhého vodice budeme za integ-
racni cestu volit kruZnici o poloméru ». Magnetické pole mé na celé kruZnici konstantni veli-
kost a jeho smér je vzdy shodny s te€nym smérem ke kruznici, a skaldrni soucin proto piejde
na obycejné nasobeni:

$Bdl=p1ol ;

/4

B @dl:ﬂol;
v

B27r = 1yl .

Vysledné magnetické pole bude ubyvat s prvni mocninou vzdalenosti (je to typické pro jedno-
dimenzionalni zdroje poli):

Mol
2rr

B (214)

V ptipad¢ rovny protékané proudem bude mit pole (podle Ampérova pravidla pravé ruky)
smér rovnobézny s plochou a kolmy na tekouci proud. Za integracni cestu zvolime obdélnik
dle obrazku. Ke kiivkovému integralu na levé strané Ampérova zakona piispéji jen horni
a dolni hrany obdélniku. Proud protékany obdélnikem uré¢ime z délkové hustoty 1 jako / =i I

Bl+ Bl = pil .
Z tohoto vyrazu jiz snadno ur¢ime magnetické pole

i
2

B (215)

PovSimnéte si, Ze pole nezavisi na vzdalenosti od proudové vrstvy, a je tedy homogenni, coz
je pro dvourozmérné zdroje poli typické.
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2. Pole uvnitf vodice

Zadani: Urcete pole uvnitt i vn¢ vodice, jehoz prafezem protéka konstantni proudova husto-
ta. Vodic je natolik dlouhy, Ze miizete zanedbat okrajové efekty.

=7

L

B

ReSeni: Jako integratni kiivku budeme volit kruznici o poloméru r. Pokud je »> R, bude
integracni kiivkou protékat veSkery proud a pro magnetické pole bude platit vypocet (216).
Pokud povede integracni cesta uvnitt vodice, tj. » <R, bude uvniti ni protékat jen pomérna
¢ast elektrického proudu a z Ampérova zékona budeme mit:

@Bdl:ﬂolr >
Y
B Zﬂr:,uOIM;
S(R)

}"2
BZm’=,uolp.

Odsud jiz snadno zjistime, Ze pole uvnitt vodice roste linearn¢ se vzdalenosti od jeho osy az
do maximalni hodnoty na povrchu vodice a dale klesa linearné se vzdalenosti:

—’UOI ; >R,
B= 2”; 217)
IUO r . <R
R>

R F

3. Indukcnost solenoidu

Zadani: Urcete induk¢nost solenoidu (civky), jejiz délka je / a ma N zavith o prifezu S. Civ-
ku povazujte za natolik dlouhou, Ze mlzete zanedbat okrajové efekty.
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Reseni: Za integraéni kiivku budeme volit obdélnik dle obrazku. Kiivkovy integral bude
nenulovy jen na hrané prochdzejici osou civky. Na boc¢nicich je pole na hrany kolmé a vné
dlouhé civky je pole nulové. Uvnitt civky z Ampérova zadkona dostaneme:

Bl=u,NI = B=ﬂ°ZN]. (218)
Magneticky indukéni tok prifezem S civky bude
l//B=BNS='uTMNS=%2SI. (219)
Nyni jiz snadno ur¢ime indukénost nasi civky:
_¥s _HN'S (220)

/ /

4. Magneticky tlak

Zadani: Odhadnéte teplotu ve slunec¢ni skvrné ze znalosti magnetického tlaku ve skvrné,
koncentrace Castic a teploty okoli.

Reseni: Celkovy tlak vné i uvnitf skvrny musi byt stejny. Ve skvrné je tlak soudtem tlaku
latky a magnetického tlaku:

pin+pmag:p0utﬂ (221)

Magneticky tlak je roven hustoté magnetické energie, tj.

pM=%H~B=§. (222)

Tlak latky je dan stavovou rovnici:
p=nkT. (223)

Celkova bilance tlaku tedy bude
B2
nkTm+%=nkTom, (224)
2

T =Tou =, (23)

Je zfeymé, ze diky pfitomnosti magnetického pole musi byt teplota ve skvrné nizsi nez teplota
okoli. Ve skutecnosti je rozdil teplot cca 1 500 K. Teplota okolniho povrchu je cca 6 000 K,
teplota uvnitt skvrny cca 4 500 K. Skvrna pfi této teploté také zari, ale méné nez okoli, proto
se nam jevi jako tmavé misto.
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