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F4 SiLA, PRACE, ENERGIE A HYBNOST

Prvnimi velmi dilezitymi pojmy jsou mechanicka prace a potencialni energie. Pojd'me si nyni
tyto pojmy zavést, nejde o nic slozitého.

Mechanicka prace

Na zékladni Skole jste mechanickou praci chapali jako soucin sily piisobici na téleso
a urazené drahy:

A=Fl; [4]=J=Nm (4.1)

Takto jednoduchy vztah plati, pokud je sila konstantni a mifi ve sméru pohybu télesa. Mecha-
nickou praci métime v joulech, jde o soucin newtonu a metru. Na stfedni skole jste jiz ptipus-
tili, ze sila nemusi mifit ve sméru pohybu télesa, vysledny vztah vypadal takto:

A=Flcosa. (4.2)
Sila je opét konstantni, ale smér jejich plisobeni svird se smérem pohybu tihel a. Pokud je thel

nulovy, ziskdme ptfedchozi vztah, pokud je 90°, tedy sila piisobi kolmo na drahu, prace se
nekona.
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Pokud budeme silu a drahu chépat jako vektory, je vyraz (4.2) souCinem velikosti jednoho
vektoru, velikosti druhého vektoru a kosinem sevieného uhlu, tedy nejde o nic jiného nez
o skalarni soucin:

A=F1=Fl +Fl, +F]I. (4.3)

Uvazujme nyni nejobecnéjsi priklad, kdy se téleso pohybuje po obecné kiivce a sila méni jak
svlyj smeér, tak svou velikost. Na malém useku drahy, ktery je mozny povazovat za rovny, se
vykond mechanicka prace

Ad=FAlcosa =F-Al=F Ax+ F Ay+F Az. (4.4)

Takovy vztah je samoziejmé jen pfiblizny. Piesny bude, pokud element zvolené drahy bude
infinitezimalné maly, tedy

d4=Fdlcosa=F-dl=F,dx+F dy+F.dz. 4.5)
Celkovou vykonanou mechanickou praci ziskdme integraci podél celé kiivky y:

A=[F-dl=[Fdc+F,dy+F,dz. (4.6)
Ve e
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Takovy integral se v matematice nazyva kiivkovy integral druhého druhu. Nelekejte se, ze
obsahuje tfi diferencidly. Vypocet neni nijak slozity, pokud mate kiivku zadanu parametricky.
V mechanice mize byt parametrem napiiklad ¢as. Ukazme si vypocet na jednoduchém, pii-
kladu vodorovného vrhu (postupné se na tomto prikladu u¢ime vSechny nové véci, takze si
pravdépodobné rovnice pro vodorovny vrh uz pamatujete:

x:U()t,

4.7
y:H—%gtz. (%7

Tyto rovnice jsou parametrickym zadanim paraboly, po které se téleso pohybuje. Jde o nasi

kiivku y, na které budeme pocitat mechanickou praci.

y
A Yo

B x

PovSimnéte si, Zze uhel mezi pisobici silou (tizi) a smérem pohybu se misto od mista méni.
Diferencialy kiivky potfebné do integrace (4.6) snadno ziskame ze vztahu (4.7):

dl = (dx,dy) = (v, dt, — gt dt) (4.8)
Piisobici silou je tize
F=(F,,F,)=(0,—-mg) (4.9)

Nyni jiz snadno sestavime potfebny integral pro vypocet mechanické prace vykonané mezi
body A a B:

Ip Ip
A= .[F-dl = J.dex+Fydy = j 0-vo dt +(—mg)(—gt)dr = j mg >t dt (4.10)

7 e L4 4
V obecnéjsim ptipadé by byl nenulovy i prvni sCitanec a integral by mohl obsahovat i ptispé-
vek v ose z. Pov§imnéte si, Ze z plivodnich tii diferencialii zlistane po dosazeni kiivky jeden

jediny, a to diferencial Casu. Integral se tak stane béznym urCitym integralem. Integrace je
nyni snadna (z5 = 0)

t
A=[mg2t2/2}03 =mgt3/2 4.11)

Cas dopadu snadno zjistime z rovnice (4.7), dosadime-li y = 0:
—e 4.12)
g

A=mg*t3/2=mgH . (4.13)

Pro vykonanou praci mame
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Zapamatujte si:

—  Mechanicka prace je integralem A = IF -dl = Idex +F,dy+F.dz.
y Y
— Integral se pocita po kiivce, po niz se pohybuje téleso. Kfivku zadame paramet-
ricky, vypocteme diferencialy dx, dy, dz, a tim pfevedeme integraci na standardni
integral s ur¢itymi mezemi.

Potencialni energie a sila

Mechanicka prace se zpravidla kona na tkor potencidlni energie télesa, kterou proto miizeme
definovat takto

AW, =—dd =~F dx~ F,dy-F,dz (4.14)

Sama potencialni energie je funkci polohy, a tak jeji diferencidl mtizeme vyjadfit jako

ow, ow, ow,
daw, = dx+ dy+ dz (4.15)
ox oy oz

Porovnénim obou poslednich vyrazl ziskdme dulezity vztah mezi silou a potencidlni energii:

_
x ox
on,
Fy :—W, (416)
oWy
z 0z

Silu ziskame jako zaporn¢ vzaté parcialni derivace potencialni energie. Tento zapis se Casto
zkracuje, moznosti zapisu je nekolik:

ow,
F=- o =—gradW, =-VW, . (4.17)

Vsechny zapisy jsou jen zkratkou piivodnich tii rovnic (4.16). Operace V se nazyva gradient,
symbolu obracené¢ho pismene delta fikame ,,nabla‘“. Nazev zavedl skotsky matematicky fyzik
Peter Guthrie Tait (1831-1901) podle trojuhelnikového tvaru asyrské harfy ze 7. stoleti
pt. n. 1. Asyrie byla v severni Mezopotamii. Slovo nabla (Nbl) je z aramejstiny, kterd ho upra-
vila z hebrejského Nev(b)el. Stejny nastroj uz ale znali Sumerové v obdobi 3 100 pft. n. L. Ja-
mes Clerk Maxwell razil pro tento operator nazev ,,slope z anglického slova znamenajiciho
spad ¢i sklon. Navrh Taita ale zvitézil.

Operace piisobi na skalarni funkci a jejim vysledkem je vektor

_[of of of
Vf_(ax’ oy’ 82) (4.18)

Takovy vektor mifi k maximu funkce f. Vztah (4.17) je tedy jen matematickym vyjadienim
faktu, Ze sila vzdy mifi k minimu potencialni energie.
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Poznamky:

—  To, ze sila mifi do minima potencialni energie, ndm umozni urcit spravné znaménko potencialni ener-
gie, pokud vahame. Naptiklad, je-li osa y orientovana svisle vzhiru, z moznych znamének potencialni
energie £mgy musime vybrat znaménko +, jinak by sila pasobila smérem vzhiru.

—  V okoli minima potencialni energie miizeme ocekéavat kmitavy pohyb, nebot’ sila vzdy mifi do minima,
téleso setrvacnosti minimum prolétne a zacne na n¢ho plsobit vratna sila. Pokud ma minimum para-
bolicky prubeh, hovotime o harmonickych oscilacich.

—  Potencialni energie nemusi k danému silovému poli vzdy existovat. Jinymi slovy nemusi se ndm podafit
nalézt takovou funkci, aby sila byla jejim zaporné vzatym gradientem. Silové pole, pro které existuje
potencialni energie, nazyvame konzervativni silové pole (patii sem naptiklad tize, gravitace, elektrosta-
tické pole). Naopak tfeni neni konzervativni silou.

—  Pro konzervativni pole je integral ze sily po urcité kiivce roven

oW, ow, ow
[Fdi=[-vw, di=-[| —L.de+—L-dy+—Ldz |=
ox oy oz
g g r (4.19)

B
=—j&ﬁfﬂn@@—WMBy
A

a je tedy zavisly jen na jejim koncovém a pocatecnim bodg. Integral po uzaviené kiivce je nulovy.

w7

—  Vzdy je vyhodnéjsi si pamatovat jednu veli¢inu (potencidlni energii) nez vSechny tfi slozky sily. Z po-
tencialni energie je snadno mizeme zrekonstruovat jako zaporné vzaty gradient potencialni energie.

Zapamatujte si:

— Konzervativnim silovym polem nazyvame takové pole, pro které existuje potenci-
alni energie a silu lze vyjadfit jako zaporné vzaty gradient potencidlni energie.

— Sila mifi vzdy do minima potencialni energie, tj. F=-VW,.
— V okoli minima potencialni energie vykonava soustava kmitavy pohyb.

— Mechanicka prace v konzervativnim poli zavisi jen na koncovém a pocatecnim
bodé¢, nikoli na tvaru kiivky.

¢ Piiklad 4.1

Zadani: Naleznéte silu k potencialni tthové potencialni energii dané pfedpisem W, = mgy.

Reseni: Sila je minus gradientem, tedy

ow, ~ ow, _ ow,
Ox dy = oz

2

F=—VW;:(— j:«x—mgoy (4.20)

KFivkové integraly

Predstavme si, ze mame parametricky zadanu néjakou kiivku y:

x:x(t)a
7: y=xy() (4.21)
z=12z(1).

Parametrem muze byt ¢as nebo néjaka jind proménna. Vektorovym elementem kiivky na-
zveme jeji diferencidly
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di = (dv,dy,dz) =| L, Yar, L || &P Ly, (4.22)
dr dt d¢ dr dr dr

Skalarnim elementem nazveme vyraz

2 2 2
dl = JdI-dI=\/dx? +dy? +dz? —J(%j +[d—yj +(%J dr . (4.23)

dt dt dt

Kiivkovym integralem prvniho druhu potom nazveme integraci skalarni funkce pies skalarni
element:

I, = j fdl. (4.24)
V4

Tento typ integralu mizeme vyuzit k vypoctu hmotnosti dratu (f je pak délkovou hustotou)
nebo k vypoctu délky kiivky (f'=1). Kfivkovym integralem druhého druhu nazveme integral
z vektorové funkce ptes vektorovy element:

I, = jF .dl. (4.25)
e

Ptikladem mtize byt vypocet mechanické prace, ktery jsme se pied chvili naucili.

¢ Priklad 4.2

Zadani: Naleznéte obvod kruznice.
ReSeni: Kruznici zadame parametricky

x=Rcosp, y=Rsing; pe<0,2r).
Nyni nalezneme vektorovy a skalarni element:

dl =(dx,dy) =(—Rsin¢, Rcosp) d¢;

dl = \/dx2 +dy2 = \/R2 sin? (p+R2 cos? pdp=Rdep.
Obvod kruznice spocteme jako kiivkovy integral prvniho druhu:

2z 2z

0= jdl:de(szngo:zﬂR.
0 0 0

Zapamatujte si:

—  Pokud chceme pocitat kiivkové integraly, musime mit kiivku zadanou paramet-
ricky.

—  Pro kiivku najdeme vektorovy element dl = (dx, dy, dz) a skalarni element

— Integral prvniho druhu je integral ze skalarni funkce a skalarniho elementu.

— Integral druhého druhu je integral ze skalarniho soucinu vektorové funkce
a vektorového elementu.
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Zakon zachovani hybnosti

V roce 1916 piisla némecko-americkd matematicka Emmy Noether (1882—-1935) na zcela
novou myslenku. Matematicky dokézala, ze kazd4d zachovavajici se veli¢ina souvisi se
symetriemi v prirodé. Zakon zachovani energie, hybnosti a momentu hybnosti jsou jen
disledky urcitych symetrii. Jak si pfedstavit symetrii v pfirodé? V matematice je to snadné.
Pokud oto¢ime c¢tverec kolem kolmé osy o 90°, prejde sam v sebe. V pfirodé¢ nadm jde
o symetrie pfi konani experimentd. Pfedstavme si, Ze mame v n¢jaké skiinice sadu fyzikalnich
experimentt, které budou testovat rtizné situace. Budou tam kyvadélka zastupujici gravitacni
interakci, lasery a zrcadla testujici elektromagnetickou interakci, beta zafic¢ testujici slabou
interakci a tfeba miniaturni atomovy reaktor testujici jaderné sily. A stimto pfistrojem
budeme konat nase experimenty. Symetrii nazveme takovou operaci, po které¢ bude celéd
aparatura i1 nadale fungovat stejn¢. Napiiklad miizeme pftistroj odsunout vodorovné o jeden
metr a na jeho funk¢nost by to nemélo mit vliv. Stejnd symetrie ale neplati vic¢i svislému
posunuti. Pfistroj se dostane vyse, tedy do jiné gravitace a bude fungovat jinak.

Co bude délat tady?

I?

A nebo tady?

?

\ 4

mUj pekelny stroj
Zkusme nejprve predpokladat, Ze pii posunuti ve vodorovném sméru x bude piistroj nadale
fungovat stejné jako predtim. Potencidlni energie mize byt obecné funkci ¢asu a polohy:
W,=Wy(t,x,,2). (4.26)

Pokud se ptistroj po posunuti v ose x ma chovat stejné, nesmi se ve sméru x menit potencialni
energie, tedy I, nebude zaviset na proménné x. Matematickym vyjadienim je

ow,
W, =W,(ty,z) = o - 0. (4.27)
Pohybova rovnice pro x-ovou slozku bude mit nulovou pravou stranu:
Lo, iy :
mx =— 3 = mx =0 = mx = const
X

Na pocatku byla symetrie vzhledem k posunuti, na konci vypoctu je zachovavajici se veli¢ina.
Nazyvame ji hybnost. Obdobnou tvahou mizeme zavést hybnost ve vSech tfech osach:

px Emvx N
py=mu,, (4.28)
p-=mu. .
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Jednotlivé slozky se zachovévaji jen, plati-li symetrie vzhledem k posunuti v daném sméru.
Uz jsme se zminili, Ze ve svislém sméru symetrie vzhledem k posunuti neplati. Neplati proto
ani zakon zachovani svislé slozky hybnosti. Pokud budete drzet v ruce kdmen, bude mit
nulovou hybnost. Pak ho pust'te. Pii dopadu na zem ma zjevné hybnost nenulovou. Svisla
sloZka hybnosti se nezachovava. Relaci (4.28) mizeme zapsat také vektorove:

p =mv. (4.29)

4 Piiklad 4.3

Zadani: Elektrickym vodicem protéka konstantni elektricky proud a soufadnicova soustava je
definovéna dle obrazku. V okoli vodice se nachazi elektron. Rozhodnéte, které slozky jeho
hybnosti se zachovavaji a které nikoli.

y

[=const —>»

ReSeni: Nasim , piistrojem™ je elektron, ktery se nachazi v magnetickém poli vodi¢e. Pokud
elektron pfesuneme ve sméru osy x, nezméni se jeho vzdalenost od vodi¢e a nezméni se ani
magnetické pole (pokud je vodi¢ nekonecny). Pro elektron bude situace stejnd, at’ se pohne ve
sméru osy x jakkoli. Proto se zachovéava slozka hybnosti p,. SloZzky p, a p. se nezachovavaji,
nebot’ se elektron pii pohybu ve sméru osy y nebo z dostava do rizné vzdalenosti od vodice
a tedy do rtizné silného magnetického pole.

J
Pokud neni hmotnost konstantni, je otazkou, kde se v pohybové rovnici ma nachazet:
d d
mE —F; nebo domv) _ g (4.30)
dt dt

Pro konstantni hmotnost jsou obé vyjadieni ekvivalentni. Pokud se hmotnost méni (naptiklad
jde o kropici vliz nebo raketu, ktera spotfebovava palivo), je spravné (v souladu s ptirodou)
vyjadieni druhé. Pro proménnou hmotnost ma pohybova rovnice tvar

dp
9P _g 431
1 (4.31)

Zapamatujte si:

— Hybnost souvisi se symetrii vzhledem k prostorovému posunuti. Hybnost je za
pomoci této symetrie definovana jako p = mv. Dand slozka hybnosti se zachovava
jen tehdy, pokud plati symetrie vzhledem k posunuti v tomto sméru.

— Jednoduchym vztahem p = mv je hybnost definovana v klasické mechanice kon-

vvvvvv

— Pokud neni hmotnost télesa konstantni, je na levé strané pohybové rovnice asova
zména hybnosti télesa, tj. plati dp/ds = F.
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Zakon zachovani energie

Piedpokladejme nyni, Ze nas ,,pekelny stroj* nebudeme nikam posouvat, nechame ho na
misté, ale zapneme ho nejprve v ¢ase 7y a poté o néco pozdéji, naptiklad v Case t;+Atz. Otazka
je stejna. Bude pfistroj fungovat stejné nebo nikoli? Omezme se v naSem odvozeni pro
jednoduchost na jednu jedinou prostorovou dimenzi, tj. W, = Wy(¢, x).

muj pekelny stroj spustim v tg

Co udéla, kdyz ho spustim v ty+At ?

Pohybova rovnice pro sledované mechanické déje bude

ow,
md_ T (4.32)

Pokud plati vychozi symetrie, tj. experiment spustény o néco pozdéji dopadne stejné, nemtize
potencidlni energie zaviset na case explicitné, tj. v naSem piipadé¢ bude funkeci jediné
proménné x a parcialni derivace se zméni v Gplnou:
dv de
m—=— .
dt dx

(4.33)

Ptesuiime nyni diferencidl dx z pravé strany rovnosti na levou (zachdzime s nim jako s malym
ptiristkem):

madx=—de . (4.34)

Na levé strané si povSimnéme diferencidlu dx v Citateli a df ve jmenovateli. Spolu daji
rychlost, tj. budeme mit

mvudv=—dW, . (4.35)
Ob¢ strany snadno integrujeme:
muv?
- =—W, +const. (4.36)

Po prevedeni potencidlni energie na levou stranu dostavame zakon zachovani energie

I’I’lU2

+W,, =const. (4.37)

Situace se opakuje, predpokladali jsme existenci néjaké symetrie (v tomto piipadé symetrie
vzhledem k c¢asovému posunuti) a ziskali jsem zdkon zachovani, tentokrat energie. Energie je
touto symetrii definovana. Ma kinetickou (% mv?) a potencialni (W,) cast. Zakon zachovani
energie plati, pokud plati symetrie vzhledem k posunuti v ¢ase.
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4 Piiklad 4.4: Zachovava se energie kyvadla zavéSeného na zavésu?

ReSeni: Spustime-li kyvadlo nyni, bude se n&jak pohybovat. Pokud experiment zopakujeme
po péti minutach, dopadne stejné. Situace je symetricka vzhledem k posunuti v ¢ase, a proto
se energie kyvadla zachovava.

4 Piiklad 4.5: Zachovava se energie baliku zavéSeného na jetabu, ktery pomalu naviji lano?

Reseni: Rozkyveme-li balik nyni, bude se n&jak pohybovat. Pokud experiment zopakujeme
po péti minutach, bude mit lano jinou délku a balik se bude kyvat jinak. Situace neni symet-
rickd vzhledem k posunuti v ¢ase, a proto se energie baliku nezachovava. Pfi¢ina je zjevna, je
zde pfitomen motor, ktery zptisobuje naruseni zdkona zachovani energie baliku.

¢ Piiklad 4.6: Zachovava se energie elektronu v okoli vodice protékaného konstantnim
elektrickym proudem?

Reseni: Nastielime-li elektron do magnetického pole vodiée nyni, bude se pohybovat uréitym
zptisobem. U€inime-li experiment o néco pozd&ji, dopadne stejné, nebot’ se magnetické pole
nezméni. Energie elektronu se bude zachovavat.

€ Piiklad 4.7: Zachovava se energie elektronu v okoli vodi¢e protékaného proménnym elek-
trickym proudem?

Reseni: Nastielime-li elektron do magnetického pole vodi¢e nyni, bude se pohybovat uréitym
zpusobem. Ucinime-li experiment o néco pozd¢ji, dopadne jinak, nebot’ se magnetické pole
zménilo. Situace neni symetrickd vzhledem k posunuti v ¢ase a energie elektronu se nebude
zachovavat.

4 Piiklad 4.8: Zachovava se celkova energie ve vesmiru?

ReSeni: Vesmir expanduje zrychlenou expanzi a situace zjevné neni symetrickd viici posunuti
v Case. Celkova energie ve vesmiru se proto nezachovava.

Zapamatujte si:

—  Energie je v jednoduchych mechanickych systémech souctem kinetické
a potencialni energie.

— Ve tfech dimenzich je kinetické energie dana vztahem Wy =" m(vx2+vy2+vz2).

— Energie se zachovava jen tehdy, plati-li symetrie vzhledem k posunuti v Case.
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