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1 ROZMEROVA ANALYZA

Zadani: Jsou zadany nasledujici parametry vlny na $irém mofi: hustota p, ¢asova perioda
nardzeni vlny na boji 7, tthové zrychleni g. Zjistéte z rozmérové analyzy, jaky tvar by mohla
mit zavislost vinové délky na téchto parametrech.

Reseni: Predpokladejme mocninnou zavislost

A =const p®TPg” (1)

Provedeme nyni rozmérovou analyzu

a 7
(3 -
m S

ml =m—3a+ykgasﬁ—2y —

1=-3a+y
O=«a
0=4-2y
Nyni jiz snadno nalezneme feseni:
a=0,
y=1,
p=2
Hledany vztah ma tedy tvar
A =constgT 2, ()

2. Planckovy skaly

Zadani: Naleznéte takové kombinace konstant ¢, G, % (rychlosti svétla, gravitani konstanty
a Planckovy konstanty), které daji ptirozenou jednotku pro délku, ¢as, hmotnost a energii.

c=3x10% ms™!,

G =6.67x10"" kg™ 'm*s7?, (3)
h=1.05x107* kg m?s7! .

ReSeni: Hledejme typicky ¢as jako kombinaci zadanych fundamentélnich konstant s nezné-
mymi exponenty a, f3, y:

to=c*GPn’. (4)



Tato rovnice ve skutecnosti pfedstavuje Ctyindsobnou rovnost: rovnost Ciselnou a rovnost
rozmérovou v metrech, kilogramech a sekunddch. NapiSeme nyni rozmérové casti vytvore-
ného vyrazu:

m%kg%! = m%s kg Pm3Fs kg’ m?7s 7. (35)
Nyni zapiSeme soustavu rovnic pro exponenty u metru, kilogramu a sekundy:
O=a+38+2y,
0=-p+y, (6)
l=—a-2p-y.
Resenim této soustavy ziskame jednozna¢né feseni pro exponenty
a=-5/2; p=1/2; y=1/2. (7

Tyto exponenty jednoznacné aZ na ndsobici ¢iselny faktor urcuji velikost Planckova Casu.
Zcela analogickym zplsobem miizeme odvodit vztahy pro ostatni Planckovy veli¢iny. Vy-
sledky jsou:

hG

ly= —3le_35 m,
C
to = hG ~10* s,
C
- ®)
mgy = JE ~10~ kg ,
5
Ey= e 10" Gev.
G

3. Kytarova struna

Zadani: Jsou zadany nésledujici parametry napjaté struny: délka /, hmotnost m a sila
napjatosti F. Zjistéte zrozmérové analyzy, jaky tvar by mohl mit vzorec pro uhlovou
frekvenci kmith struny. Pokud vzorec obsahuje také néjaky parametr, ktery nelze z rozmérové
analyzy urcit, vyznacte ho rovnéz ve vzorci.

ReSeni: Hledame vzorec ve tvaru m = & [* m’ F' , kde a, f, y jsou neznamé realné koeficienty, &
je bezrozmérny koeficient. Pokud uvedeny vzorec existuje, musi byt splnén jak pro ¢iselné
¢asti veli¢in, tak pro jejich rozméry. V rozmérech proto bude mit vzorec tvar (volime SI
soustavu)

s =m“kg’kg’m’s ™ . ©)

Levé a prava strana se musi rovnat, kazdé jednotka tedy musi mit na pravé a levé strané tutéz
mocninu. Rovnosti mocnin pro jednotlivé jednotky daji soustavu rovnic

—1==2y;
O=a+y; (10)
0=p4+y,

jejimz feSenim jsou koeficienty



a=1/2; p=-1/2; y=-1/2, (11)

dosazenim dostaneme vysledny vztah
=& |—. (12)

Bezrozmérny koeficient ¢ nelze z rozmérové analyzy urcit.

4. Kratké viny v misce naplnéné kapalinou

Zadani: Kratké viny jsou dominantn¢ ovlivnény povrchovym napétim o, naopak zanedba-
telny je vliv tthového pole (to ovliviiuje predevsim velké viny). Zkuste odhadnout tvar zavis-
losti pro rychlost téchto vin. Predpokladejte, ze rychlost vin bude zavist na povrchovém na-
péti, jejich vinové délce a hustoté kapaliny

ResSeni: Provedeme standardni rozmérovou analyzu. Nezapomenite, Ze povrchové napéti ma
rozmér [o] = N/m. Vysledek je

v~ 2 (13)

2 ZAKLADNI OPERACE S VEKTORY

1. Uhly, kolmice a priméty 1

Zadani: Jsou zadany vektory A=(1, 0, —1) a B=(1, -2, 3).

1. Najdéte uhel mezi vektory 2A a A+3B;
2. Lezi vektory A+B a A—B. v jedné roviné¢? Oduvodnéte.
3. Najdéte kterykoliv jednotkovy vektor mifici ve sméru kolmém k vektoriim A a B.

4. Najdéte velikost prumétu vektoru A do sméru ur¢ené¢ho vektorem A — B. Nakreslete
schematicky obrazek, v némz vyznacte vektory A, A — B a hledany primét.

Reseni:
Ad1
U=2A=(2,0,-2),
V=A+3B=(1,0,-1)+(3,-6,9)= (4,6, 8) .
cosq=0 Y8 =-0,2626,
Uv 84116
a=105,°.
Ad 2.

U=A+B=(2,-2,2),
V=A-B=(0,2,4).
Oba vektory nejsou vzajemnymi nasobky, tedy tvofi rovinu, jejiZ jsou soucasti.

Ad 3.
N=AxB=(-2,4,2),



N_(24-2)_(2,4-2) -1
N J24 N

Druhy z normélovych vektori ma opa¢né znaménko.

1,2,1).

Ad 4.
Nejprve ur¢ime jednotkovy vektor, do kterého budeme dé¢lat primét

C=A-B=(0,2,-4),
_C_(0.2-4) _(0.2,-4) 1

“Cc Y20 5 5

Hledana projekce bude rovna velikosti projekce nasobené smérem, tj.

(0,1,-2).

2 4
Ac=(A1t = (4,7, +4,7,+4,7,)1 \/_\/_(01 -2)= ( 5,?)

2. Uhly, kolmice a priiméty 2

Zadani: Jsou zadany vektory A=(5, -3, —4) a B=(3, -4, -5).

1. Najdéte uhel mezi vektory A+B a A—B.; lezi vektory A, B, A+B a A-B. v jedné roving?
Odtvodnéte.
2. Najdéte kterykoliv jednotkovy vektor mifici ve sméru kolmém k vektoriim A a B.

3. Najdéte velikost primétu vektoru A do sméru ur¢ené¢ho vektorem A+B. Nakreslete
schematicky obrazek, v némz vyznacte vektory A, B, A+B a hledany prumét.

Nepouzivejte kalkulacky, ve vysledcich mohou byt zlomky, odmocniny i goniometrické
funkce.
ReSeni:
Ad 1. Postupujeme dle zadani
A+B=(8, -7, -9),
A-B=(2, -1, 1),

(A+B)-(A-B) 16-7-9
Cosax =
[A+B[[A-B]  Jod+49+81a+1+1
T
oa=—.
2

A, B, A+B a A-B lezZi v jedné roving¢, nebot’ dvéma rliznobéZnymi vektory lze proloZit
jedinou rovinu a jejich linedrni kombinace rovnéz lezi v jedné roving.

Ad 2. Jedna z moznosti je:
C=AxB=((-3)(-5)—(-4)(-4), (-4).3-5(-5), 5(-4)—(-3).3) = (-1, 13, 11),
C_ (L1311 (=113 11)

C'=—
] is13 <12 201

=1, tedy 3 rovnice pro

3 neznamé.



Ad 3.
A+B (-8, -7, -9) 40+21+36 97

T2 (5, -3, —4)- = -
|A+B] ( N s V194 194

3. Trojuhelnik dany vektory

Zadani: Jsou zadany 3 vektory, A=(1, 1, 2), B=(-1, 2, 1), C=(3, 4, -5).

1. Najdéte velikost pramétu vektoru C do kolmého sméru k vektorim A a B. Mohou lezet
vektory A, B a C v jedné rovin€? Odivodnéte.

2. Necht’ vektory A a B tvofi dvé strany trojuhelnika. Najdéte vSechny tfi uhly v tomto
trojuhelniku.

Nepouzivejte kalkulacky, ve vysledcich mohou byt zlomky, odmocniny i goniometrické
funkce.

Reseni:
Ad 1.
AxB (1, 1, 2)x(1, 2, 1)| (3, -3,3)| 36 4
C=l=(G, 4, -5)- =|3, 4, -5)- ===
[AxB| [AxB] | VE+3 43| V27 3
Ad 2. Ghel mezi vektory A a B:
A-B —1+2+2 1
cosa = = ==,
A|B] Vi+1+4V1+4+1 6 2
T
oa=—;
3
tfeti stranu trojuhelnika tvofi rozdil vektorti A a B, na znaménku rozdilu nezélezi, uhel
mezi vektory A a A+B bude:
A-(A-B (2, -
cos fi = (A-B) (1L12:2 -LD_3_1
A|[A-B|  V1+1+4V4+1+1 2
T
ﬂ_ 3 9

tieti thel spocitdme jako dopln€k souctu obou thli do 7z, vyjde opét 7/3, tedy jedna se
o rovnostranny trojuhelnik.



3 RYCHLOST A ZRYCHLENI

Zadani: Naleznéte tecné zrychleni vodorovné vrzeného télesa.

Reseni: Nejprve uréime slozky rychlosti a zrychleni:

x(t)=vt , v.()=%=0,, a,()=0,

: 14
y(t)=H -gt*/2 - v, () =y=-gt, - a,(=-g. (14

V dal8im kroku nalezneme velikost rychlosti:
v(t):\/v-v:\/viﬂ)i :\/v§+g2t2. (15)

Velikost tecného zrychleni bude

dv gzt
af=—=—F—=2—. (16)
a2+ g

Po dosazeni konkrétniho Casu nalezneme snadno velikost te¢ného zrychleni v tomto Case. Je
zfejmé, Ze se velikost te€né¢ho zrychleni s Casem méni. Alternativnim postupem, jak ziskat
te¢né zrychleni, je projekce celkového zrychleni do sméru rychlosti

v abl,.+a,u
at:a.t:a._:M' (17)
U U

Presvédcte se, ze vysledek vyjde stejny. Pokud bychom potiebovali znat i1 jednotlivé slozky
te¢ného zrychleni (vodorovnou a svislou, pouzijeme jeho definici:

a=at=a,~ = (18)
t t tU
o dvv, g b __veg’t
tr ™ N ) 2,27
de v \/v§+g2t2 \/v§+g2t2 Vo tgt 19)
_dvvy, g% gt gt

W =T 3. 2.2
dr v \/v§+g2t2 \/vg+g212 vy +8°t

2. Pohyb po Sroubovici

Zadani: Téleso se pohybuje po trajektorii x(¢) =v,t+x,, y(t)=Rcoswt, z(t)=R—Rsinwt .

1. Najdéte velikost rychlosti.

2. Najdéte jednotkovy teny vektor k draze.

3. Najdéte velikost tecného a normalového zrychleni.
4. Naleznéte celkové, te¢né a normalové zrychleni.

5. Uréete viechny piedchozi veli¢iny v ¢ase t; =2 s, je-li vo=3m/s,R=5maw=10s".



Reseni: Nejprve derivovanim nalezneme obecné formule pro rychlost a zrychleni

Ux :Uo,
v, =—Rwsin wt,
v, =—Rwcoswt,
(20)
a, =0,
a,=-Rw* cos wt,

y

a, = Ro*sinot.

Ad1
v=yvi+ R0’ . (21)
Ad2
v 1 .
T=—= (vg,—R wsin wt,—~Rwcos wt). (22)
v 2, p2 2
Vot R @
Ad3

Velikost tecného zrychleni mizeme najit dvojim zptisobem: bud’ jako ¢asovou zménu velikosti
rychlosti, nebo jako primét zrychleni do sméru rychlosti

_dv_
dr

a;

0. (23)

a,=a-t=a,7,+a,r,+a.7,=0. (24)

Normalové zrychleni bude a,= a — a, = a. Jeho velikost proto je

an=1/a§+a§+a22 = Row?. (25)

Ad 4

Vysledky poskladame z predchozich vypocti:

a=(0,—R w” cos ot, R w” sin wt) ,
at = (07 07 O) ) (26)

a,=a—a =a.

3. Mocninna kfivka

Zadani: Téleso se pohybuje po kiivce dané vztahem

xO=at,  yO=p1*,  2)=y’; 27
Urcete rozméry konstant a, f, y, je-li ¢ Cas. Naleznéte te¢né a normalové zrychleni v Case

¢t =10 sekund od zacatku pohybu pro ¢iselné hodnoty konstant v SI

R VT N A VE T} (28)
[£] [7]



Reseni: Nejprve uréime ze vztahu (27) rozméry konstant:

[a]=ms;
[B]=m/s*;
[y]=ms’ .

Nyni jiz snadno ur¢im velikosti konstant v zadani kiivky:

—=1 = a=1[a]l=1m/s;
L 120 = a=0.05[8]=0,05m/s>:
(5]
1

T 17300 =  y=——m/sd.
[7] 300

Ze vztahu (27) nalezneme derivovanim obecné formule pro rychlost a zrychleni
v=(a,251,371%);
a=(0,24,6y1).

Tec¢né zrychleni nalezneme jako projekci do sméru rychlosti

viv a-v
a, =(a-r)r=(a~—j—=—zv.
v

v v

Do obecného vztahu nyni dosadime

auv. +a,v,+av 48% +187%8
a =— xz yzy 2Z Z(ux,vy,vz): 2 £ 2.2 . g (@ 251,371 -
Uy +U;, +U; a”+4p°t" +9y°t

Normalové zrychleni bude
a,=a—a,.

Do vyrazli (33) a (34) nyni dosadime hodnoty konstant a ¢as = 10 s.

(29)

(30)

(1)

(32)

(33)

(34



4 POHYBOVA ROVNICE

Zadani: Sestavte pohybovou rovnici a navrhnéte diferen¢ni schéma pro jeji feSeni.

Reseni: Numerické feseni provedeme ve ¢tyfech krocich:

1. Sestavime pohybovou rovnici,

2. pohybovou rovnici pfevedeme na soustavu rovnic prvniho fadu,
3. derivace nahradime diferencemi,

4. vypoc¢teme nové hodnoty za pomoci starych.

Pohybova rovnice pro volny pad vyplyva z druhého Newtonova pohybového zédkona
my =—-mg . (35)

Vysledna diferencialni rovnice y =—g je mimofadné jednoduchd ajeji feSeni bychom
snadno mohli najit analyticky. Tvorbu diferencniho schématu si proto ukdzeme prave na takto
analytické feSeni. Nejprve pfevedeme diferencialni rovnici druhého fadu na soustavu rovnic
prvniho fadu (ve fyzice k tomu vyuzijeme definice rychlosti jako prvni derivace hledané pro-
ménné podle Casu):

36
aw (36)
a s

Nebudeme nyni hledat feSeni v kazdém cCase (diferencidlni rovnice), ale jen v nékterych cCa-
sech (diferen¢ni rovnice). V praxi to znamena nahrazeni skutecného feseni lomenou cCarou.
Budou nés tedy zajimat jen hodnoty

= t R
Y =Y(,) 37)
v, =v(t,).
VA AU
(®) . (4)
) A 5) 13 4 -
Skute¢né derivace nahradime konecnymi rozdily:
Y+l — Vn v, ,
At
(38)
Untl ~Up ~_
ar



Nyni vypocteme hodnoty n + 1 pomoci hodnot n:

Vps1 =¥, tU, At,

(39)
UV, SV, —gAL.
Ziskali jsme tak diferen¢ni schéma, podle kterého poc¢itame jednotlivé hodnoty
Yo,Uo = ViU = YV2,Up = -+ . (40)

Je ziejmé, ze k numerické konstrukci feSeni postaci znat pocatecni vysku a rychlost (poca-
te¢ni podminky), naptiklad yy = H, vy = 0.

2. Téleso padajici v kapaliné

Zadani: Navrhnéte diferencni schéma pro téleso padajici v kapaliné.
Reseni: Na t&leso bude puisobit sila a odpor prostiedi tmérny rychlosti:
my =-mg—av 41)

Pohybovou rovnici pievedeme na soustavu rovnic prvniho fadu:

d
dv a 42)
—=—-—U-g.
dt m &
Nyni nahradime derivace diferencemi
Yntl = Vn ~
At "
(43)
Up1 =V, . &
=——v,-g,
At m " &
a vypocteme nové hodnoty za pomoci starych:
Y+l = Vn +UnAt ’
(44)

a
V4 =0, —;vnAt— gAt.

3. Téleso padajici z dalky na Slunce

Zadani: Navrhnéte diferencni schéma pro volny radidlni pad télesa o hmotnosti m = 1 kg do
Slunce, jehoz hmotnost je M=2x10"kg. Téleso zatind padat zob&né dréhy Zems
(ro=150x10° km) s nulovou po&ate¢ni rychlosti (thové zrychleni na Zemi je g =10 m/s’,
gravitaéni konstanta je G =6,7x10"" N kg *m?). Uréete pohyb za prvni tfi minuty s krokem
60 s.

ResSeni: Nejprve sestavime pohybovou rovnici
mM

r2

mi =—G (45)

10



Pohybovou rovnici pfevedeme na soustavu rovnic prvniho fadu:

dr
e
dv
-

b

M
-G—.
r

Nyni nahradime derivace diferencemi

Tnel =T ~v

At "’

In

Upsl — Uy —GM
At r2 ’

n

a vypoc¢teme nové hodnoty za pomoci starych:

Tpyl =1, +U,AL,

M
Upy1 20, —G— AL,

n

Nyni do pravé strany dosadime pocate¢ni hodnoty a spocteme 7/,

7, U, a tak dale.

11

(46)

(47)

(48)

v;. Z téchto hodnot ur¢ime



5 DIFERENCIAL, PRIRUSTEK, GRADIENT

1. Jedna proménna

Zadani: Urcete zménu objemu koule pfi infinitezimalni zméné jejiho poloméru

Reseni: Vyjdeme z obecného vztahu pro diferencial funkce jedné proménné uréeného z jeji
derivace

f’zﬂ = df =f"dx (49)
dx
a budeme ho aplikovat na objem koule
V(R)= %mﬁ . (50)
Nyni ur¢ime prvni diferencial
dV =V'dR =47R*dR . (51)

Interpretace vysledku je jasna. Jde o plochu koule piendsobenou pfirtistkem poloméru.
Takovy vztah mize fungovat jen pro nekone¢né maly pfirtistek poloméru. Pro konecny

vvvvvv

nékde uvnitt slupky. Proto mizeme pro konecny prirtstek pouze psat ptiblizny vztah:

AV =V'AR=47R*AR. (52)

2. Méreni odporu

Zadani: Predstavte si, ze méfite odpor néjakého prvku z Ohmova zakona, tj. budete méfit
ampérmetrem proud protékany prvkem a voltmetrem napéti na svorkach prvku. Vysledek
méteni je

I=(10t)A;

U=(5201)V. (53)

Odhadnéte maximalni moznou chybu méfeni odporu.
Zadani: Pti vypoctu odporu vyjdeme z Ohmova zdkona

U
R(U,I):T. (54)
Pro funkci vice proménnych nalezneme jeji zménu obdobné jako v minulém piikladu, opét
pujde o derivaci funkce nasobenou piirtistkem. Jen proménnych je nyni vice, a tak pfirtstky
od vsech argumentti seteme:

S=(xg, )

df:aidx1+~-~+ide; (55)
ox; X

Af—iAx1+ +'af AxNa
axl axN

12



Pro nas odpor bude platit

ARia_RAU+a—RAI:lAU—£AI; (56)
oU ol 1 I?

Prvni ¢len je zplisobeny chybami méfeni napéti, druhy chybami méfeni proudu. Oba cleny
mohou byt kladné 1 zaporné, protoze chyby AU, Al jsou kladné 1 zdporné. MiiZe se stat, ze se
ndhodné chyba méteni napéti vyrusi s chybou meéfeni proudu. Maximdlni chybu méfeni
odhadneme jakou soucet absolutnich hodnot obou ¢lend, tj.

U all= io,1+i1j9:
& 10 102
=(0,01+0,05)Q = 0,06 Q

AR lAU‘+
1

max ~

(57)

Na prvni pohled je jasné, ze k chybé vice pfispéje ampérmetr. Vysledek méfeni odporu
s maximalni chybou lze tedy odhadnout jako

Rz%z(O,SOiO,%)Q (58)

3. Kolmice k izoplose

Zadani: Naleznéte za pomoci diferencovani kolmici k izoplose.

Reseni: Izoplochou nazyvame plochu konstantnich hodnot n&jaké skalarni veli¢iny f (x, v, z).
Pokud jde o teplotu, hovofime o izotermé&, pokud jde o tlak, hovofime o izobaie a pokud o
hustotu o izodenzitale. Obecna definice izoplochy je

flx,y,2)=C, (59)
kde C je n¢jaka konstanta. Diferencovanim ziskame vztah
df=0;
(60)
gdx+%dy+gdy=0.

ox oy oy

Posledni vyraz miizeme zapsat jako skalarni soucin dvou vektora

of of @
l,l,l '(dx,dy,dy)=0. (61)
Ox Oy Oy
Druhy vektor je obecny infinitezimalni pfirostek spliujici rovnici (59), tedy nekonecné maly
vektor lezici v izoploSe. Vzhledem k tomu, Ze skaladrni soucin je nulovy, musi byt prvni
vektor kolmy na izoplochu. Tento vektor nazyvame gradient a zna¢ime ho

grad r=| LY I (©2)
Ox Oy Oy
K alternativnim oznacenim také patii
grad f = (Z—f =Vf. (63)
r
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Vsechny zapisy jsou jen zkratkou zapisu (62). Symbolu obraceného pismene delta V tfikame
,habla“. Nazev zavedl skotsky matematicky fyzik Peter Guthrie Tait (1831-1901) podle
trojuhelnikového tvaru asyrské harfy ze 7. stoleti pf. n. 1. Asyrie byla v severni Mezopotamii.
Slovo nabla (Nbl) je z aramejstiny, kterd ho upravila z hebrejského Nev(b)el. Stejny nastroj
uz ale znali Sumerové v obdobi 3 100 pf. n. 1. James Clerk Maxwell razil pro tento operator
nazev ,,slope‘ z anglického slova znamenajiciho spad ¢i sklon. Navrh Taita ale zvitézil.

4. Kolmice na vrstevnice

Zadani: Predstavte si, ze nadmotska vyska kopce je dadna formuli: A(x, y) =5 exp[—x2 -9 yz].
Naleznéte kolmé vektory k vrstevnicim v bodech o soutadnicich A = [3,0]; B =[-3,1].

Reseni: Rovnice vrstevnic jsou %(x, y) = const. Jde o analogii izoploch z minulého piikladu,
mame ale jen dvé proménné, takZe namisto izoploch budeme mi jen izo€ary, tedy vrstevnice.
Tento vztah je snadné upravit na rovnici elipsy

(x/3)* + y* = const. (64)
Kolmice k vrstevnicim v libovolném bod¢ jsou
n = grad & = (8h/dx, Oh/dy) = 5 exp[—x*— 9 y*] (—2x, —18y) ~ (—x, —9y). (65)

Nepodstatné konstanty méni jen délku vektoru a nic neméni na tom, Ze vektor je kolmy

k vrstevnici, proto jsme tyto konstanty vynechali. Nyni dopocteme kolmice v zadanych
bodech:

na ~ (=3, 0) ~ (=1, 0); ng ~ (+3, =9) ~ (+1, =3). (66)
y
B —
I e \

P

<
N — 1

5. Kolmice na kfivku

Zadani: Naleznéte kolmici k parabole y = x* v jejim vrcholu a v bodg [1,1].

S NA N
7 /

Reseni: Postup je stejny jako u izoploch nebo izo¢ar. Nagi parabolu miizeme chapat jako
izoCaru

f,y)=y-x*=0 (67)

Volbou jiné konstanty na pravé stran¢ bychom dostali posunutou parabolu (jinou izocaru).
Kolmici snadno nalezneme jako gradient:

n=grad f =(-2x,1) (68)

V bodech A =[0, 0] aB =1, 1] budou kolmice
ny=(0.0); ng=(-21). (69)

Nakreslete si parabolu, oba body a obé kolmice.
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6. SILA, PRACE, ENERGIE

1. Mechanicka prace

Zadani: Castice se pohybuje v silovém poli F =(—kx,~mg,—kz) po kiivce, ktera je prisecikem
ploch y =x, z=ay”. Nalezn&te mechanickou praci, kterou silové pole vykona pfi premisténi
télesa z V}'{éky H do pocatku soufadnic. Pouzijte hodnoty m =1 kg, g=10 ms %, k=2 N/m,
a=05m".

Reseni 1: Rovnice obou ploch jsou
2 (70)
Z téchto rovnic urc¢ime soutfadnice pocatecniho bodu, koncovy bod je v pocatku soufadnic:

A=[H,H,aH"];
B=[0,0,0]

(71)

Nyni budeme kiivku y danou priisecikem obou ploch parametrizovat, za parametr ¢ zvolime
soufadnici x:

y=t, (72)

Zzatz.

Snadno nahlédneme, Ze se parametr  méni od hodnoty H do nuly. Element kiivky bude dan
diferencialy

dx=dz,
dy=dt, (73)
dz =2atdt.
Silové pole ma v misté kiivky tvar
F = (—kx,—mg,—kz) = (~kt,—mg,—kat”) . (74)

Snadno jiz nalezneme préci vykonanou pfi pfemisténi téles po kiivce y dané vztahy (72)

Iy

M= [F-di=[F, dx+F,dy+F,dz = | (~ktdi—mgdi-2kat’ dr). (75)
e Y l,

Nyni provedeme integraci

0
2 4
A=l kg R L2 e+ Lk (76)
2 2 |72 2

ReSeni 2: Zkusime, zda neni silové pole

F = (=kx,—mg,—kz). (77)
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konzervativni, tedy zda by k nému neslo najit potencialni energii tak, aby silové pole bylo
minus gradientem potencialni energie. V naSem piipad¢ to jde, takova potencidlni energie je

1, » 1, »
W.=—kx*+mgy+—kz*. 78
b3 g+ (78)

Vyzkousejte si, ze plati F = -VW,,. V konzervativnim poli nezaleZi vysledek na volbé kiivky
a vykonana prace je

A4 =—-AW, =W, (4)-W,(B). (79)
Po dosazeni pocatecniho a koncového bodu (71) mame
Ad= %kHz +mgH +%ka2H4, (80)

coz je vztah (76), ktery jsme také ziskali pfimou integraci.

2. Sila v centralnim poli

Zadani: Naleznéte vSechny tfi slozky sily v centralnim poli daném vztahem W,(r) = alr’, kde
r je vzdalenost od poc¢atku soutradnicové soustavy.

ReSeni: Radialni vzdalenost vyjadiime v kartézskych soutadnicich, tj. » = (x*+*+z%)"%:

a

-7/2
W,(x,y,z)= =7 :a(x2+y2+zz) . (81)

(x2+y2+zz)

Nyni jiz snadno ziskame jednotlivé slozky sily derivovanim slozené funkce, tj. derivujeme
nejprve vnitini funkci a poté vnéjsi funkei:

92 Tax
__ 9 _ _ 2,.2, .2 _
F,. = . a2x( 7/2)(x +y°+z ) 5 (82)
Obdobné pro ostatni slozky mame
= _% = 7ﬂ . (83)
y ay r9
W, Taz
F=—-"L="7 84
= (84)
Vysledné silové pole tedy je
Ta Ta Tar
F=—(xy,z)=—Fr=—1—. (85)
r9( ) 9 S

3. Diferencni schéma z potencialni energie

Zadani: T¢leso se pohybuje v potencidlni energii Wy(x) = Vo(l—cos ax), Vo=0.8J,a=1 m’,
m =1 kg. Sestavte pohybovou rovnici (v jedné dimenzi), navrhnéte pro ni diferencni schéma
afeSte pohyb za prvni polovinu sekundu v péti ¢asovych krocich (Az=0.1s). Pocatecni
vychylka je nulova, pocate¢ni rychlost je 1 m/s.
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ReSeni: Pohybova rovnice bude mit tvar

dw
dx

mx =— =-alsinax

(86)

Derivace je obycejna, jelikoz se v potencidlni energii vyskytuje jedind proménna. Standard-

nim postupem pievedeme tuto diferencidlni rovnici na soustavu dvou rovnic prvniho fadu

dx _
e~
dU aVO .
—=———3inax.
ds m

Nyni nahradime derivace kone¢nymi diferencemi

X —-X, .
n+1A n =v,,
t

. aVO .
=— sin(ax,, ).
~ - (ax,)

Poslednim krokem je vypocet novych hodnot z hodnot starych:

X, =X, tVU,At,

. aVy .
Ui =0, —7051n(axn)At.

(87)

(88)

(89)

Z pohybové rovnice jsme ziskali jednoduché diferencni schéma. Do pravé strany dosadime
pocatecni podminky a spocitame nové hodnoty v €ase £ + Az. Postup opakujeme tak dlouho,

jak je tfeba.
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7 HMOTNY STRED, ROTACNi POHYBY

Zadani: Naleznéte hmotny stfed soustavy bodii podle obrazku. Malé body maji hmotnost 1 g,
velké body 5 g. Zakreslete do obrazku polohu vypoc¢teného hmotného stiedu.

A

\ 4

L4

ReSeni: Vyjdeme z definice hmotného stiedu
4
S mr,
=1

a

rg=——". (90)
2. M
a=1
Gramy se v Citateli a ve jmenovateli zkrati, vysledek bude tedy ve stejnych jednotkach,

v jakych jsou zadany polohy jednotlivych bodil (v nasem piipadé¢ bezrozmérné). T¢lesa
ocislujeme od jedné do Ctyt zleva doprava. Potom méame:

=(-1.25;0.75). (G2

LB +5(2D41(0,-2)+1(3,2) _ (-10,6)
- -
8

1+5+1+1

2. Moment sily a moment hybnosti

Zadani: Naleznéte moment sily plisobici vzhledem k pocatku na téleso o hmotnosti m, které
bylo vodorovné vrzeno rychlosti vy (tthové zrychleni je g) zvysky H. UrCete moment
hybnosti pohybujiciho se télesa. Nakreslete.

Reseni: Nejprve si napidme kli¢ové vektory, tj. polohovy vektor, hybnost a silu:
r = (Uyt, H—gt2/2, 0);
p =mv =mr =(mv,,—gt,0); (92)
F =(0,-mg,0).
Nyni jiz snadno nalezneme piislusné momenty:
M=rxF=(0,0,-yymgt);
2 2 2 (93)
b=rxp= (0 0, —muygt® —(H — gt /2)va) = (0,0,—mvy H — muygt*/2).
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Oba momenty mifi kolmo na rovinu pohybu a maji velikosti
M =mguyt;
0, (94)
b=muvy(H +gt"/2).
3. Zdimacka

Zadani: Zdimacka rotuje s frekvenci f=1500 ot/min. Polomér bubnu je R=30cm. Pii
otevieni se motor vypne a zdimacka se piisobenim brzdy zastavi za 4 s. Po kolika otackach se
zastavi buben? Jaky je prubéh odstiedivého zrychleni kapesniku na obvodu bubnu?

ReSeni: Nejprve si zapidme pocate¢ni podminky tlohy, tj. poate¢ni uhlovou frekvenci (je
dana otackami zdimacky) a thel otoceni v ¢ase ¢ = 0:

©y=0.
Nyni sestavime pohybovou rovnici
Jp=Mp (96)

Moment sily na pravé stran¢ bude dan brzdnym momentem M, bude pisobit proti pohybu,
proto napiSeme Mp = —M a provedeme prvni integraci (rovnice je linearni s konstantni pravou
stranou)

T =M N .M N
» » 7

M
o(t)y=——=1+cC =
() 7 1

M 5
t)=——t"+cit+cy.
@(1) 27 it+ey
Integracni konstanty ur¢ime z poc¢atecnich podminek w(0)= wy, ¢(0) = 0:

M
w(f)zwo—7f;
o7
M 5
H=wg——1".
pt) =, 27

Zajima nas situace na konci pohybu, tj. v koncovém Case # = 4 s, kdy bude thlova frekvence
jiz nulova a thel bude roven koncovému thlu ¢y:

M
O=a)0_7tk;
(98)
— oot —~ M2
Px 0fk 2 k-

Z prvni rovnice miiZeme spocitat neznamy podil M/J a poté z druhé koncovy thel g:
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J ot
cogy M2y L2 1
Py o'k =5k o'k ZtkaOk-
Hledany pocet otacek a priubéh odstiedivého zrychleni jsou:
1 a)Otk 1
Pk > 2n 2fk
99)
2 2 2 2 2
R M
Cln:v_:( @) =R0)2=R(0)0—_l‘j =R G)O—Et =RCO§ l—i .
R R J 1 f

Buben zdimacky vykonad jesté 50 otacek. Odstiedivé zrychleni bude postupné sldbnout z hod-
noty Ry’ na nulu, které dosahne v koncovém &ase #.

4. Moment setrvacnosti parabolické vysece

Zadani: UrCete moment setrvacnosti Gitvaru na obrazku pfi otaceni kolem osy y, pokud je
hmotnost utvaru m a horni hrana a:

A
g (a, Ca?)

\ 4

Reseni: Nejprve ur¢ime plosnou hustotu utvaru. Plocha mezi soufadnici x a objektem bude
déana integralem

a 3
Sy :J.szdx:[C%} =c“?. (100)
0 0

Plocha Sedého utvaru bude rovna ploSe ohranicujiciho obdélnika minus Sp:

3
S=aCa® - =2¢ca, (101)
3 3
Hledana plosna hustota je
m 3 m
oc=—="_"_ 102
CREYE (102)

Nyni uré¢ime moment setrvacnosti. Utvar roziezeme do svislych prouzki s tloustkou dx
a vyskou Ca’® — Cx*. Moment setrvagnosti seéteme pres viechny takové prouzky, tj. budeme
integrovat od 0 do a:
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(a, Ca?)

(x, Cx2)

»
>

0 a X

J=[Pdm=[1*ods= sz oC(a® —x?)dx =
0

a 3 5 a
=acj(azxz—x“)dx:%%c{az%—%} - (103)
0 Ca

_3m @ @ _3m2a5_1 2
3 5

=— =—F——=—ma".
24° 20315 5

Povsimnéte si, ze vysledny moment mé rozmér hmotnosti nasobené druhou mocninou vzda-
lenosti a ze nezavisi na strmosti paraboly C.

5. Moment setrvacnosti dvou ¢tvercu

Zadani: Urcete moment setrvacnosti dvou ¢tvercl z obrazku vzhledem k vyznacené ose.

Reseni: [Moment setrvaénosti zjistime jako soudet momentdl setrvatnosti obou &tvercil.
Ctverec dotykajici se osy ota¢eni bude mit moment setrva¢nosti stejny jako ty¢ uchycena na
okraji, tj. ma“/3. Moment setrvacnosti druhého Ctverce spocteme ze Steinerovy veéty.
Vzhledem k ose prochazejici hmotnym stiedem bude jeho moment ma®/12, tento moment
posuneme o vzdalenost mezi osou otaceni a hmotnym sttedem, tj. o0 3/2 a:

2 2 2
T R ) R ()

Vysledny moment setrvacnosti tedy bude

J=§ma2. (105)
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6. Téleso valici se po naklonéné roviné

Zadani: Spoctéte rychlost kulicky a poté valce (kola), které se skutalely po naklonéné roviné
z vysky H.

B
v
—_—
ReSeni: Rychlost uré¢ime ze zdkona zachovani energie. V bodé A ma téleso jen potencialni

energii, v bod¢ B je jeho energie slozena z kinetické energie translacniho pohybu hmotného
stiedu a rotacniho pohybu vzhledem k hmotnému stiedu:

1 1
mgH:5m02+§Ja)2 =

mgH:%mv2+%J(v/R)2 =

mgH=% (1+%).
m

Nyni jiz snadno uré¢ime rychlost kuli¢ky nebo vélce

1+

mR2

Pro kouli mame J == mR 2, provalec J =~ mR2 a pro téleso, které klouze bez valeni J = 0:

f 10 H f 4 H
Ukoule = g Uvilec = g Ukluzak = 2gH ( 1 07)
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8 KEPLEROVY ZAKONY, PROBLEM DVOU TELES

Zadani: Dokazte, ze ob¢h télesa po kruhové draze Ize chapat jako sloZzeni pohybu
rovnomérné piimocarého a volného padu.

Reseni: Kdyby na ob&zné draze prestalo pisobit centralni téleso, pohyboval by se piedmét
nadale rovnomérné piimocare ve sméru tecny k piivodni draze. Soucasné s timto pohybem se
sklada volny pad k centralnimu télesu. (Jina formulace: Rychlost ob&hu se neméni, méni se

vSak smér rychlosti. Zména sméru rychlosti miii do centra, je zplisobena centralnim télesem
a jde o volny pad.)

0 A
B
cC "

S

Z obrazku je ztejma podobnost trojuhelnikli (pfedpoklddame maly posun télesa po ob&zné
draze) OAC a SOB. Proto miiZzeme psat:

AC_0B
BO XS

(108)
2Ah _ AL

N
Dosadme nyni za volny pad Ah= gAt2/2 a za urazenou vzdalenost A/=vA¢. Snadno
nalezneme obéznou rychlost

V=4/gr = G—M (109)

Za tihové zrychleni jsme dosadili zrychleni v misté ob¢hu télesa.

Poznamky:

e Jde o stejny vysledek, jaky bychom ziskali porovnanim odstfedivé a gravitacni sily.

e  Pii povrchu Zemé €ini gravitacni pad téles pfiblizn€ 5 m za prvni vtefinu, na kruhové draze tésné se
pfimykajici povrchu 5 m za kazdou vtefinu.

e Po dosazeni za g Ize vyraz upravit na tvar GmM/r* = mv*/r a ziskat tak vztah pro ,,odstiedivou silu.
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2. Treti Keplertiv zakon

Zadani: Odvod'te vztah mezi periodou obéhu télesa a polomérem drahy pro kruhovou
trajektorii.

Reseni: Ozna¢me polomér trajektorie a, hmotnost télesa m, hmotnost centra M. Z rovnosti
odstredivé a gravitaéni sily plyne

2
m__ % : (110)
a a
Pouzijeme-li pro rychlost vztah
2rwa
V= , 111
- (111)

dostaneme tteti Kepleriiv zékon ve tvaru

3. Gravitacni plisobeni Slunce a Zemé na Mésic

Zadani: Naleznéte pomér gravitacnich sil, kterymi plisobi na Mésic Zemé¢ a Slunce. Ktera sila
je vetsi?

ReSeni:

2 2
Py  GMyMs/Rigs [ Ruz | Ms _¢55,10°.033x10% =218 . (113)
Fpy GMyMyIRy, \Rys) My

Sila, kterou na M¢sic pasobi Slunce je piiblizné dvakrat vétsi nez sila plisobici od nasi Zem¢.
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4. Priliva odliv

Zadani: Pokuste se vysvétlit, pro¢ dochazi k prilivu a odlivu dvakrat za den.

ReSeni: Priliv a odliv vznika diky slapovym sildm. Jde o to, Ze gravitace na vSechny c¢asti

télesa neplisobi stejnou silou, na blizsi pisobi vétsi silou. Nohy ¢lovéka stojiciho na Zemi
jsou pritahovany Zemi vice nez hlava. Pro ¢lovéka na povrchu Zemé je tento rozdil maly.

Mg¢sic piisobi na Zemi pokrytou ocedny a jeho pfitazliva sila je také pro rizné oblasti riizna.
Vysledek si mizeme piedstavit jako slozeni dvou situaci:

a) Na hornim obrazku voda tazena Mésicem od Zemé (protoze je voda na piivracené strané
vice pfitahovana).

b) Na prostfednim obrazku je Zemé tazend Mésicem pry¢ od vod (protoZe je Zemé, ktera je
blize Mésici vice ptitahovana).

¢) Na poslednim obrazku je skutec¢na situace. V misté X je voda méné ptitahovéna nez Zemé,
v misté Y je ptitahovana vice. Diky rotaci pak nastava ptiliv i odliv dvakrat denn¢.

5. Hmotnost Zemé

Zadani: Pokuste se urcit hmotnost Zemé z parametri obézné drahy M¢ésice (tj. obézné doby
a vzdalenosti).

Reseni: Budeme postupovat obdobnd jako pii odvozovani tfetiho Keplerova zakona pro
kruhovou orbitu — z rovnovahy odstiedivé a dostiedivé sily pro Mésic:

2
Myv =GMMZMZ; v:27rRZM. (114)
Rom Rom Ty
Po dosazeni rychlosti do vyrazu pro rovnovahu sil snadno ziskdme vysledny vztah:
3
My = @ _ (115)
GTy

Poznamka: Parametry drahy M¢sice lze relativné snadno ziskat experimentalné (obéznou dobu a vzdalenost).
K vypoctu je vSak tfeba znat jeSté gravitacni konstantu. Proto se prvni snahy o jeji zjisténi (L. V. Edtvésovy
experimenty s pfitahovanim kouli zavéSenych na torznim vladknu) nazyvaly ,,Vazenim Zemé®. Po dosazeni za
znamé hodnoty Rz, Ty, G dostaneme Mz = 6x 10* kg.

25



9 HARMONICKE OSCILACE

1. Zkumavka ve vodé

Zadani: Zkumavka zatizena broky se pohupuje na vodni hladin¢. Urcete frekvenci a periodu
kmitd. Prifez zkumavky je S=1 cm’, hmotnost zkumavky s broky m =40 g, hustota vody 1
g/lem® a tihové zrychleni predpokladejte 10 m/s>. Predpokladejte, Ze kmity zkumavky
neovlivni vysku hladiny v kédince.

Reseni: Predpokladejme, Ze na zacatku je zkumavka v klidu, tj. tihov4 sila je pravé kompen-
zovana vztlakovou silou. Na zkumavce si udéldme rysku nebo nakreslime znacku, ktera je
pfesné v pocatku soufadnic spojenych s kadinkou. Poté do zkumavky stré¢ime. NaSe ryska se
zacne spolu se zkumavkou vychylovat tu na jednu a tu na druhou stranu od pocatku soutadni-
cového systému (v rovnovazné poloze je ryska v pocatku soufadnic pevnych vzhledem k oko-
11). Porusime-li rovnovahu, objevi se vratna vztlakova sila a kmity zkumavky mazeme popsat
pohybovou rovnici:

my=pS =
rop (116)
my=—pgys.
Tuto rovnici uvedeme na standardni tvar
51285 . (117)

m

Jde o rovnici harmonickych kmitli, koeficient u nulté derivace je druhou mocninou thlové
frekvence, tj.

pss. (118)
m

Periodu nyni snadno ur¢ime ze vztahu v = 27/T:

T=2z |2 (119)
pgs

Po dosazeni ¢iselnych hodnot (nezapomente je pievést do soustavy jednotek SI!) dostaneme
uhlovou frekvenci kmitd zkumavky o =5 s'a periodu 7= 1,26 s.
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2. Tunel skrze Zemi

Zadani: Predstavte si, Ze napfi¢ Zemi je vystavén tunel, do kterého vhodime né&jaky predmét.
Jaky pohyb bude vykonavat? Vrati se nékdy zpét? Jestlize ano, kdy? Predpokladejte, ze Zemi
pujde provrtat a vnitini teplo a tlak tunel neznic¢i. Téleso se pfi pruletu neroztavi. Hustota
Zemé je konstantni. Polom&r Zemé je R = 6 400 km a hmotnost M = 6x10** k.

Reseni: Lze ukazat (matematiku k tomu zatim neznate), Ze na pfedmét o hmotnosti m piisobi
gravitacné jen ¢ast Zemée uvnitt poloméru r(¢), na kterém se praveé téleso nachazi. Vliv vnéj-
Sich casti se presn¢ vyrusi. Podil hmotnosti vnitini ¢asti ku hmotnosti celé Zemé bude roven
podilu ptislusnych objemd, t;.

3 3
f%9=£§ - JﬂﬂzMﬁg. (120)

Nyni jiz snadno sestavime pohybovou rovnici leticiho télesa

m A (r)

r2

mit = -G (121)

Po dosazeni za . #/ a Gprave rovnice na standardni tvar (tj. pfevedeme vSechny ¢leny na jednu
stranu a upravime tak, aby koeficient u nejvyssi derivace byl roven jedné¢) dostaneme rovnici
harmonickych kmiti

f+G£%r:0. (122)
R

Koeficient u nulté derivace je opét druhou mocninou thlové frekvence, tj.

w=lcM o (123)
R

R3

Po dosazeni zjistime, Ze pfedmét hozeny do tunelu se vrati za 1,4 hodiny.

Periodu uréime ze vztahu w = 27/T:
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3. Vibrujici molekula

Zadani: Predpokladejte, Ze dvojatomova molekula mé& potencidlni energii danou jed-
noduchym potencidlem

W, =W, (l—exp[—a(r—ro)z}). (125)

Proménna » oznacuje vzdalenost atomt v molekule. Nakreslete priibéh potencidlni energie,
diskutujte oblast ptitazlivych a odpudivych sil. Naleznéte tthlovou frekvenci oscilaci.

Reseni: Z fyzikalniho hlediska je vzdalenost » nezapornd, pro vysetieni pribéhu mizeme ale
vyuzit cely defini¢ni obor, tj. realnou osu. V krajnich bodech defini¢niho oboru plati

lim W,(r)=W,. (126)

r—>too
Pro urceni priibéhu nalezneme prvni a druhou derivaci zadané funkce:

dw.
—P =2Wya(r —ro)exp[—a(r —ro)z} ;
dr

(127)
dZWP 2 2 2 2
o2 =2W0aexp[—a(r—r0) ]—4W0a (r—ry) exp[—a(r—ro) }

Polozime-li prvni derivaci rovnou nule, ziskdme body podezielé z extrému. Jedinym feSenim

je hodnota
r=ry, (128)

ve které ma samotna funkce nulovou hodnotu (tedy musi jit 0 minimum:

'

W, 4
Wo

>—

A
\ 4

»
' o8

Jde o priibéh potencialni energie s minimem v ry. Pro r <ry je sila odpudiva a pro » > ry je sila
ptitazliva (mifi vzdy k minimu potencidlni energie). Vyslednym pohybem proto budou kmity.
Potencial nahradime pomoci Taylorova rozvoje parabolickou zavislosti

1 14
Wp(r)zgk(r—ro)z; k=W (ry) =2aW,,. (129)

Nezapomente, Ze pro urceni tuhosti oscilaci musime do druhé derivace dosadit minimum, te-
dy r¢. Standardnim zptisobem nyni ur¢ime tthlovou frekvenci kmitii molekuly:

w=\/E= 12 (130)
m m
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4. Zemé jako harmonicky oscilator

Zadani: Zemé& obiha kolem Slunce po elipse s malou excentricitou. Vzdalenost od Slunce
proto periodicky kolisd. Urcete frekvenci a periodu téchto oscilaci ze znalosti prubéhu
efektivni potencialni energie (souctu potencialni a rotacni energie). Predpokladejte, Ze mo-
ment hybnosti Zemé je b= 2,7x10*° kgm?s™', hmotnost Zem& m = 6x10** kg, hmotnost Slun-
ce M =2x10" kg a gravitaéni konstanta G = 6,7x10""' Nkg *m”’,

Reseni: Energie planety na eliptické draze je dana radialni, thlovou a potencialni energii:

2
E:%mff2+ b _gmM (131)

2mr? r

Druhy ¢len je zavisly pouze na poloze a mizeme ho proto prifadit k potencidlni energii. In-
terpretace Clenu jako kinetického nebo potencialniho je relativni a zavisi na thlu naSeho po-
hledu. Zaved’'me tzv. efektivni potencialni energii:

E=%mf2+Weff(r);

(132)
b? mM
W (r)= -G .
eff Imr 2
Z prvni rovnice snadno ur¢ime radialni rychlost télesa
, 2
P2 (E=Werr () (133)

Je zjevné, Ze pohyb se mize konat jedin¢ v takovych oblastech efektivni potencialni energie,
kde je argument odmocniny nezaporny, tj. plati

E>W 0 (r). (134)

Prabéeh efektivni potencidlni energie je zndzornén na obrazku. Z ného je patrné, ze pro £ >0
je pohyb neomezeny, r € <rmin, ), pohyb se kona po hyperbole. Naopak pro £ < 0 je pohyb
omezeny, 7 € <Fmin, "max> @ pohyb se kond po elipse. Limitnimi ptipady jsou £ = 0 (pohyb po
parabole) a E = Ep, (pohyb po kruznici 7 = ry). Bilou oblasti je oznacen vazany pohyb.

E<0

min

Pohyb Zemé kolem Slunce lze tedy chéapat jako pohyb v efektivni potencialni energii v okoli
minima. Takovy pohyb je piiblizné harmonicky — radidlni vzdéalenost Zemé od Slunce
nepatrné periodicky kolisa, v pfisluni je Zemé¢ blize ke Slunci, v odsluni déle. Potencialni
energii Ize v okoli minima nahradit parabolickou zavislosti. Standardnim postupem uréime

29



minimum efektivni potencidlni energie a tuhost oscilaci. Z tuhosti pak jiz snadno nalezneme
periodu pohybu:

b2
rp=——5—~150x10° km;
Gm“M
) G*m M
k:Weff(Vo):b—6; (135)
2_7r 27 27 27b>

o Jkim \/G4m6M4/b6 CGimPM?
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10 DALSI KMITY

1. Tlumeny pohyb

Zadani: Reste analyticky pohybovou rovnici pro tlumené kmity a naleznéte jejich tGtlum
a frekvenci kmitt

¥=-24%-24%x. (136)
Reseni: Rovnici napiseme v zakladnim tvaru
$424%+24%x=0. (137)
Reseni budeme hledat ve tvaru exp(Af). Toto fedeni dosadime do rovnice a dostaneme
2242t 1247 eM =0, (138)
Po zkraceni exponencidl dostaneme charakteristickou rovnici pro A:
A2 4244+24% =0, (139)
ktera ma feSent

DA+\44* —84>

: =—A+\-A> =—A+id. (140)

11,2

Obecné feseni tedy bude
x(t)=cy e M o) A — oA (G cos A1 + bsin At). (141)

Koeficient tlumu i frekvence kmiti maji hodnotu 4.

Jiné FeSeni: Piimo z koeficientli rovnice (137) odecteme utlum a vlastni frekvenci netlumené-
ho oscilatoru:

S=A4; w,=\24>. (142)

Frekvenci tlumenych oscilaci potom ur¢ime ze vztahu

=A@} -8 =N242— 47 = 4. (143)

2. Dekrement utlumu a zbyvajici draha

Zadani: Bod kmita tlumenym harmonickym pohybem s pocate¢ni amplitudou 4; =1 mm
a s logaritmickym dekrementem atlumu 4 =2x10". Uréete celkovou dréhu, kterou bod ve
svém pohybu jesté urazi.

Reseni: Celkova draha je rovna souétu viech amplitud vychylek na obé strany od rovnovazné
polohy, ndsobenému dvéma (bod piislusnou drahu vykona vzdy dvakrat — tam a zpét):

l=2(A1+A2+A3+---). (144)
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Pomér dvou po sobé& nésledujicich vychylek (tj. na opacné strany od rovnovazné polohy) je

A, A
i B R (145)
Ay A
a soucasng¢ plati
—kA/2
Ak+1 = Al (S .

Bude se tedy jednat o soucet geometrické fady

Al+A2+A3+---:A1(1+e_A/2+e_A+---):Al (146)

a celkova dréha bude podle vztahu (144) rovna

24, 24,
I=—— * 5= 20004,=2m

3. Skladani kmitu

Zadani: Dv¢ stejnd kyvadla jsou spojena napti¢ pruzinou s malou tuhosti k. Naleznéte vlastni
frekvence a vlastni kmity systému. Jak bude vypadat obecny kmit soustavy? Predpoklade;jte,
ze kazdé z kyvadel by samo o sobé& kyvalo harmonicky s frekvenci w,.

ReSeni: Zikladni rovnice pro pohyb obou kyvadel doplnime o dali harmonickou silu
odpovidajici pruzing:

.. k
iy =—opx, ——(x,—xp),
" (147)

. 2 k
Xp = ~WoXp _;(xB —X4).

Vlastnim kmitem rozumime takovy kmit systému, pii kterém vSechny ¢asti systému kmitaji
(zde kyvaji) se stejnou frekvenci. Do soustavy proto dosadime hledané feseni

x,=Aexpliot]; xp = Bexpliot]. (148)

Ziskame tak algebraickou soustavu rovnic pro amplitudy 4 a B:

A
L Ly 0
" " 1= . (149)
k 2_ 2k
. , w a)O . B 0
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Netrividlni (nenulové) feSeni bude existovat pouze, pokud bude determinant soustavy nulovy,
coz vede na dvé moznosti:

W =0 ; A=B,

a)2=‘fa)%+%; A=-B. (150)
m

Vysledek: Soustava ma dv¢ vlastni frekvence a dva vlastni kmity. Prvni vlastni kmit odpo-
vida synchronnimu pohybu obou kyvadel (4 = B) a ma ptivodni frekvenci kyvadel. Frekvence
tohoto modu tedy neni ovlivnéna pruzinou.

Druhy vlastni kmit odpovida pohybu kyvadel proti sobé (4 = — B). Soustava kona kyvy na
frekvenci w; pon¢kud vyssi nez w (pruzina piispiva k tuhosti systému).

Libovolny jiny kyv systému je z ditvodu linearity superpozici ptredchozich feSeni. Typické je
vychyleni jednoho kyvadla, které za¢ne predavat energii druhému kyvadlu a postupné se
utlumi. Potom bude druhé kyvadlo predéavat energii zpét prvnimu, atd. Mizeme hovotit bud’
o pfedavani energie a o rezonanci nebo o superpozici dvou vlastnich kmit s blizkou frek-
venci, kterd vede na razy.
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11 ELEKTRICKE POLE

1. Pole jednoduchych nabitych utvart

Zadani: Urcete z Gaussovy véty elektrostatiky elektrické pole v okoli bodového naboje,
dlouhého nabitého vldkna a nekonecné nabité roviny.

vvvvvv

se ji poskladat z ploch, které jsou bud’ rovnobézné s polem, nebo kolmé na pole (v tom pii-
pad¢ je idealni, pokud jsou vSechny body plochy ve stejné vzdalenosti od zdroje). V obou
ptipadech je integrace trividlni. U ploch, podél nichZ pole jen klouze, je ptispévek k toku nu-
lovy a neni co integrovat. U ploch, skrze které prochazi pole kolmo je integrace také jednodu-
cha. Pokud je plocha ve stejné vzdalenosti od zdroje, bude mit na celé ploSe pole konstantni
hodnotu a vytkneme ho z integrace. Zbyly integral je pouhou velikosti plochy. V zadanych
ptipadech budeme volit integra¢ni plochy podle obrazku:

Ve vsech tiech ptipadech vyjdeme z Gaussovy véty ve tvaru
@E-dszg. (151)
S €0

Nalevo integrujeme tok elektrického pole pies uzavienou plochu, napravo je celkovy ndboj
uzavieny v této plose. Predpokladame, Ze kolem objektu neni dielektrikum. V opa¢ném pii-
padé bychom jen konstantu gy zaménili za ¢. V ptipad¢ bodového naboje budeme za integrac-
ni plochu volit povrch koule ve vzdalenosti » od naboje. Na celém povrchu mifi pole radialné
(4. ve sméru vnéjsi normaly) a velikost pole je na celé ploSe stejnd. Leva strana tedy bude

qﬁﬁE-dszcﬁEdszE@dszEwr?
S S S

Porovnanim s pravou stranou mame ihned

Earr?=2 o E- QZ, (152)
& drgyr

coz neni nic jiné¢ho nez Coulombiiv zdkon. V piipadé€ linearniho nabitého objektu s linedrni
hustotou néaboje 7 (jednotkou je C/m) budeme za integraénim plochu volit povrch valce dle
obrazku. Uvnitf této plochy bude uzavien naboj Q = r [. Podstavami valce zadny tok nepotece
(pole je s nimi rovnobézné), u plasté bude podobna situace jako v ptipadé bodového naboje:

@E-dS:@SEdS:E@dS:Ezm.
S S S
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Porovnénim s pravou stranou, kde vyjadiime néboj uvnitt valce, mame ihned

E27Z'I’I=T—Z j— E = T .
& 2rgyr

(153)

V poslednim piipadé nabité roviny s plognou hustotou naboje o (C/m”) vedeme integraéni
plochu jako obecny valec protinajici kolmo nabitou plochu. Uvnitf valce bude uzavien naboj
0 = 08). Tentokrat nepotece tok plastém, ale potece naopak podstavami. U obou podstav bude
prispévek kladny, protoZe je elektrické pole rovnobézné s vnéj$i normalou plochy:

fpE-ds =§p Eds = Efpds = ES, +ES, = 2ES,.
S S S

Porovnéanim s pravou stranou, kde vyjadiime naboj uvnitt valce, mame ihned

285, =2% o p-9 (154)
& 2&y

Vysledek je zajimavy. V okoli bodového objektu ubyva pole jako 1//, v okoli linearniho
utvaru ubyva pole jako 1/r a v okolni plosného objektu neubyva pole vibec, tj. je homogenni
a nezavisi na vzdalenosti od roviny.

bodovy naboj nabita primka nabita rovina
0 T o
elektrické pole 3 P
dregr 2megr 2¢,

2. Pole homogenné nabité koule

Zadani: Urcete elektrické pole generované kouli, kterd je homogenné nabita, ma polomér R
a naboj Q.

ReSeni: Opét pouzijeme Gaussovu vétu a za integraéni plochu budeme volit plochu koule o
poloméru . Pokud je » > R, bude uvnitt integracni plochy uzavien cely naboj a vysledek se
nebude lisit od vztahu pro bodovy naboj

E= Qz; r>R. (155)
der

Pokud ale budeme uvnitt koule, bude k poli pfispivat jen ta ¢ast celkového naboje, ktera je
uzaviena v integracni plose a Gaussova véta bude mit tvar:

35



pp-ds=0,
N

V(r)
V(R)’
3
r
€E 4nr’ = QF.

D4rr? =0

Odsud jiz snadno ur¢ime pole uvnitt koule. Vnitini 1 vn€j$i feSeni tedy bude:

Qz; r>R,
E= 4rer (156)
4&%; r<R.
e R

Elektrické pole nejprve linedrné roste od nuly v centru koule do maximalni hodnoty na jejim
povrchu. Vné koule pole klesa se druhou mocninou vzdalenosti a plati Coulombtiv zdkon. Na
povrchu koule da vnitini 1 vnéjsi feSeni stejnou hodnotu.

E

R r

3. Kapacita deskového kondenzatoru

Zadani: Urcete kapacitu deskového kondenzatoru vyplnéného dielektrikem o permitivité e.
Predpokladejte, ze desky jsou natolik veliké, ze mizete zanedbat okrajové efekty.

Refeni: Pole mezi deskami miZeme slozit zpoli od kazdé zdesek (viz ptiklad 1 této
kapitoly). Pokud zanedbame okrajové efekty, bude pole mezi deskami dvojnasobné a vné
desek nulové.

+ —
<« —> Ef —>
—> —> <«
-« —> —
—> —> -«
-« —> —>
—> — <«
-« —> —>
—> B E —> «—
-2, (157)
&

Napéti mezi deskami, bychom méli pocitat jako kiivkovy integral od jedné desky ke druhé
z elektrického pole. Pole je ale homogenni, takze napéti bude pouhym soucinem elektrického
pole a vzdalenosti desek d:

9y
U:Ed=U_d=S_ = U=Q_d. (158)
& & &S

kde Q jsme oznacili ndboj na deskach. Nyni jiz snadno ur¢ime kapacitu
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_9_. S
C=F=e". (159)

Cim vétsi desky, tim vice se na n€ vejde naboje, a tim vétsi je kapacita kondenzatoru C.

4. Kapacita valcového kondenzatoru

Zadani: Uvazujte valcovy vodi¢ o poloméru a obklopeny souosou valcovou obalkou o polo-
méru b. Délka obou valct je L a predpokladejte, Ze L je mnohem vétsi nez vzdalenost obou
valcl b — a, takze budete moci zanedbat okrajové jevy. Kondenzator je nabity tak, ze vnitini
valec ma naboj +Q a vnéjsi obalka naboj —Q. Jakd je kapacita kondenzatoru? Piiklad je
prevzat z kurzu MIT 8.02T.

Reseni: Pro nalezeni kapacity C je nejprve potieba znat elektrické pole. Vzhledem k vélcové
symetrii problému zvolime za Gaussovu plochu souosy valec délky / <L o poloméru r, pro
ktery plati a <r < b. Z Gaussova zakonu poté ziskame

gf}SE-dS:ES:E(2ﬂrl):T—l - E=—t
S 80 272'807"

(160)

kde 7= Q/L je délkova hustota naboje. PovSimnéte si, Ze elektrické pole je nenulové jen
v oblasti a <r<b. Pro r <a je ndboj uzavieny v plose nulovy, protoze naboje jsou lokalizo-
vané na povrchu valcovych kovovych ploch. Pro » > b je celkovy naboj uzavieny v integracni
ploSe g =1t/ — 1/ =0, protoze Gaussova plocha obklopuje oba vodice, jejichZ ndboje jsou
stejné, ale maji opacné znaménko. Rozdil potenciélii valcovych ploch je

U=y~ =] Edr=—’ jb(@j? . ln(é], (161)

2meg A\ r 2rey \a

kde jsme integracni kiivku mezi povrchy volili podél silocar elektrického pole. Podle oceka-
vani ma vnéjsi vodi¢ se zapornym nabojem nizsi potencidl. Pro kapacitu dostdvame vztah
c 0 L 2oL
Ul rinbla)/27ey  In(bla)’

(162)

Kapacita opét zavisi jen na geometrickych faktorech, tj. na L, a, b.
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12 MAGNETICKE POLE

1. Pole v okoli vodice a plochy protékané proudem

Zadani: UrcCete magnetické pole v okoli dlouhého pfimého vodice protékaného elektrickym
proudem. Urcete také magnetické pole v okoli plochy protékané proudem.

ReSeni: U obou vypoctl vyjdeme z Ampérova zakona

@B«ﬂ:Mﬂ, (163)
'

v némz se pokusime volit integra¢ni kiivku co nejvyhodnéji. Na pravé stran¢ je celkovy proud
protékajici plochou, jejiz hranice tvofi integracni cestu. U dlouhého vodice budeme za integ-
racni cestu volit kruznici o poloméru . Magnetické pole mé na celé kruznici konstantni veli-
kost a jeho smér je vzdy shodny s tenym smérem ke kruznici, a skaldrni soucin proto piejde
na obycejné nasobeni:

$Bdl =yl ;

Y

B @dl:,uol;
Y

B2rr =yl .

Vysledné magnetické pole bude ubyvat s prvni mocninou vzdalenosti (je to typické pro jedno-
dimenzionalni zdroje poli):

Mol
2xr

B (164)

V ptipad¢ rovny protékané proudem bude mit pole (podle Ampérova pravidla pravé ruky)
smér rovnobézny s plochou a kolmy na tekouci proud. Za integracni cestu zvolime obdélnik
dle obrazku. Ke kiivkovému integralu na levé strané Ampérova zakona piispéji jen horni
a dolni hrany obdélniku. Proud protékany obdélnikem uré¢ime z délkové hustoty i1 jako 7 =i [:

Bl+ Bl = pyil .
Z tohoto vyrazu jiz snadno ur¢ime magnetické pole

i
2

B (165)

PovS§imnéte si, Ze pole nezdvisi na vzdalenosti od proudové vrstvy, a je tedy homogenni, coz
je pro dvourozmérné zdroje poli typické.
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2. Pole uvnitf vodice

Zadani: Urcete pole uvniti i vn€ vodice, jehoz priifezem protéka konstantni proudova husto-
ta. Vodic¢ je natolik dlouhy, Ze miiZete zanedbat okrajové efekty.

=

L

B

ReSeni: Jako integracni kiivku budeme volit kruznici o poloméru r. Pokud je »> R, bude
integracni kiivkou protékat veSkery proud a pro magnetické pole bude platit vypocet (166).
Pokud povede integracni cesta uvnitf vodice, tj. » <R, bude uvnitf ni protékat jen pomérna
¢ast elektrického proudu a z Ampérova zdkona budeme mit:

@Bdlzﬂolr >
v
B 27rr=,u01&;
S(R)

7‘2
B2rr= :“OIF-

Odsud jiZ snadno zjistime, Ze pole uvnitt vodice roste linearné se vzdalenosti od jeho osy az
do maximalni hodnoty na povrchu vodice a dale klesa linearné se vzdalenosti:

Mol SR

B= 2”; (167)
Ho r. <R
R*

R F

3. Indukcnost solenoidu

Zadani: Urcete induk¢nost solenoidu (civky), jejiz délka je / a ma N zavith o prifezu S. Civ-
ku povazujte za natolik dlouhou, Ze mlzete zanedbat okrajové efekty.
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Reseni: Za integraéni kiivku budeme volit obdélnik dle obrazku. Kiivkovy integral bude
nenulovy jen na hrané¢ prochdzejici osou civky. Na bocnicich je pole na hrany kolmé a vné
dlouhé civky je pole nulové. Uvnitt civky z Ampérova zadkona dostaneme:

Bl=pgNI = B:”OZNI. (168)
Magneticky indukéni tok prifezem S civky bude
WB:BNS:’UTNINSz%ZSI. (169)
Nyni jiz snadno ur¢ime indukénost nasi civky:
[ Vs _HN’S (170)

4. Magneticky tlak

Zadani: Odhadnéte teplotu ve slunecni skvrné ze znalosti magnetického tlaku ve skvrné,
koncentrace Castic a teploty okoli.

ReSeni: Celkovy tlak vné i uvnitf skvrny musi byt stejny. Ve skviné je tlak soudtem tlaku
latky a magnetického tlaku:

pin+pmag=p0ut9 (171)

Magneticky tlak je roven hustoté magnetické energie, t].

pM:%H-Bzg. (172)

Tlak latky je dan stavovou rovnici:
p=nkT. (173)

Celkova bilance tlaku tedy bude
B2
nkTm+%=nkTom, (174)
2

T =Tou = (173)

Je zfejmé, ze diky pfitomnosti magnetického pole musi byt teplota ve skvrné nizsi nez teplota
okoli. Ve skutecnosti je rozdil teplot cca 1 500 K. Teplota okolniho povrchu je cca 6 000 K,
teplota uvnitt skvrny cca 4 500 K. Skvrna pii této teploté také zari, ale méné nez okoli, proto
se ndm jevi jako tmavé misto.
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