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1 UVOD

Fyzika je v&dni disciplina, ktera se pokousi popsat d¢je v ptirodé. Musime si ale uvédomit, ze
kazdy popis pfirody, at’ jde o prostou formulku nebo slozitou teorii, je pouhym zjednoduse-
nim skute¢nosti. Svétu za naSimi okny odpovidaji nase predstavy o jeho fungovani jen do
urcité miry. Dany jev mtizeme dokonce Casto popsat nékolika vérohodnymi zptisoby. Jedinym
kritériem opravnénosti naSeho modelu ptirody je jeho souhlas s pozorovanim.

Fyzikalni veli¢iny

Pti popisu déju pouzivame fyzikalni veliiny (elektricky proud, hustota, délka). Kazda fyzi-
kalni veliCina se skldda z ¢iselné hodnoty a rozméru. Vzdalenost 3 centimetry je jina nez
vzdalenost 3 stopy. Rozméry fyzikalnich veli¢in jsou nesmirné dilezité a nesmime na né ni-
kdy zapominat. Rozmér veli¢iny zna¢ime hranatymi zdvorkami. Napiiklad zapis

[I]=A (1.1)

znamena, ze rozmérem elektrického proudu (/) je ampér (A). PovSimnéte si, ze proménné
znac¢ime Sikmym fezem pisma a jednotky svislym fezem pisma. Ke spravnému zapisu vztaha
se jeste vratime.

¢ Priklad 1.1

Pokud v zapise rozmér zapomenete, mize dojit k zajimavym absurditadm:

U=£=§=2ms_1
3

(1.2)

Zdanlivé nevinny vypocet rychlosti jako podilu drahy a ¢asu je nesmyslny. U Cervené ozna-
¢enych hodnot chybi rozméry. Pokud bychom vzali v ivahu posledni rovnost, mame

g=2ms_1 =
2=2m/s = (1.3)
I=m/s =
s=m.

Dochézime tak ke zcela jisté nepravdivému tvrzeni, ze sekunda je totéz co metr. Dejte si proto
pozor a nezapomeiite psat vSude jednotky.

¢ Priklad 1.2

Zadani: Odhadnéte na zakladé rozmérové analyzy tvar vztahu pro thlovou frekvenci kmitt
matematického kyvadla.

Reseni: Predpokladejme, Ze frekvence kmittl bude zaviset na délce zavésu /, na hmotnosti
zaveSené kulicky m a na tthovém zrychleni g, tj.

w=w(,m,g). (1.4)



Dale ptedpokladejme, Ze vztah pro uhlovou frekvenci je jednoduchy a lze ho zapsat jako vét-
Sinu fyzikalnich vztahti za pomoci mocninnych zavislosti:

w=1"mPg’ . (1.5)

Na prvni pohled se zda uloha nefesitelna. Mame totiz jedinou rovnici pro tfi neznamé a, f, 7.
Ve fyzice je kazda rovnice nejen rovnosti ¢iselnych hodnot, ale i rovnosti rozméri. Pokud
zapiSeme rozméry vSech veli€in na levé a pravé strané rovnosti, dostaneme

s~ =m%g”? (m/s?). (1.6)
V poslednich dvou vztazich si opét povSimnéte, Ze promeénné jsou sdzeny Sikmym a jednotky

svislym fezem pisma. Nyni porovnejme mocninné koeficienty u sekundy, kilogramu a metru
na obou stranach rovnosti:

m: O=a+y,
kg: 0=2, (1.7)
S: -1=-2y.

Rovnice (1.6) je skute¢né fesitelnd. Snadno zjistime, ze f=0, y =, a =—". Uhlova frek-
vence kyvadla tedy je:

w= 2. (1.8)

Pozniamky:

— K odvozeni vztahu (1.8) jsme nepotfebovali znat zadné fyzikalni mechanizmy. Pouhd rozmérova ana-
Iyza urcila jediny mozny tvar fyzikalniho zakona.

—  Odvodili jsme pouze tvar zakona, nikoli ¢iselny koeficient pfed nim. Pfed odmocninou by mohla byt
jakakoli bezrozmérna konstanta, napfiklad 2, 3, z. V naSem pfipad¢ je koeficient pfed odmocninou
skute¢né roven jedné. K ur¢eni koeficientu by postacil jeden jediny experiment. Kdybychom ale chtéli
experimentalné odvodit cely vztah, museli bychom provadét sady méfeni s riznymi délkami zavésa,
riznymi hmotnostmi téles a v riznych tihovych zrychlenich.

—  Vysledny vztah nezavisi na hmotnosti télesa. Té€lesa vSech hmotnosti kyvaji na konkrétnim zavésu se
stejnou frekvenci. To neni ndhoda. Jde o velmi dulezitou vlastnost gravitace. VSechna télesa se v gra-
vitaci pohybuji stejnym zptsobem. Napiiklad malé kuli¢ka a cihla dopadnou na zem pfi volném padu
za stejny ¢as. K této vlastnosti gravitaéniho pole se jesté vratime.

¢ Priklad 1.3

Zadani: Naleznéte takové kombinace konstant ¢, G, % (rychlosti svétla, gravitacni konstanty
a Planckovy konstanty), které daji prirozenou jednotku pro délku, ¢as, hmotnost a energii.

c=3%x10% ms™!,
G =6.67x10"" kg7 'm3s2, (1.9)
n=105x10kgm?s™! .

ReSeni: Pokusime se vytvofit vyraz pro délku /y, ¢as ¢y, hmotnost m( a energii Ey. Zatneme
délkou tak, ze napiSeme soucin vySe uvedenych tfi konstant, s nezndmymi exponenty a, f3, y:

Iy =c*GPn” . (1.10)
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Tato rovnice ve skutecnosti pfedstavuje Ctyfndsobnou rovnost: rovnost ¢iselnou a rovnost
rozmerovou v metrech, kilogramech a sekundach. NapiSeme nyni rozmérové Casti vytvore-
ného vyrazu:

m'kg’s" = m%s kg Pm3FsHPkg"m? s . (1.11)
Nyni zapiSeme soustavu rovnic pro exponenty u metru, kilogramu a sekundy:

l=a+3p+2y,
0=-6+vy, (1.12)
O=—a-2p3-y.
Resenim této soustavy ziskdme jednoznacné feseni pro exponenty
oa=-3/2; B=1/2; y=1/2.

Tyto exponenty jednoznacné aZz na nasobici ¢iselny faktor urcuji velikost Planckovy délky.
Zcela analogickym zplGsobem mtizeme odvodit vztahy pro ostatni Planckovy veli¢iny. Vy-
sledky jsou:

ly = h—leo—” ,
C
to = gzlo—“ ,
¢ (1.13)
hc -8
my = Ele kg,
5
By =" 210" Gev
G
D

Poznamka: Planckovy $kaly jsou ptirozené jednotky pro nas§ Vesmir. V Planckové ¢ase se oddélovala gravi-
taéni interakce od ostatnich interakci a vesmir poprvé ziskal vlastnosti podobné dnesnim vlastnostem. V tomto
¢ase mél vesmir komplikovanou prostorovou strukturu, jejimz zakladnim elementem byla vldkna o rozmérech
Planckovy délky. Primérna pohybova hmotnost (energie) ¢astic v té dobé byla rovna Planckové hmotnosti
(energii).

Zapamatujte si:

— Kazda fyzikalni veli¢ina se sklada z hodnoty a rozméru. Rozméry nikdy nesmime
vynechdvat, jsou stejn¢ diilezité jako Cislo samotné.

— Rozméry fyzikalnich veli¢in v sobé nesou dilezit¢ informace a mnohdy urcuji
mozny tvar fyzikalnich zékont.

—  Veskeré matematické funkce musi mit bezrozmérné argumenty, napiiklad sin(w?),
log(1/1y) atd.




Typografie

Pti psani vyrazi je nutné dodrzovat néktera pravidla, ktera zajist'uji, aby vztahy byly Citelné
a jednoznacné pro kazdého.

Zapamatujte si:

— Proménné (Ize do nich dosadit) piSeme vzdy Sikmym fezem pisma, a to i pro-
ménné oznacené feckymi pismeny (polomér r, plocha S, frekvence Q, slozka
vektoru xy).

—  Vse ostatni piseme zakladnim fezem pisma. Jde o jednotky (S=14m* R=2Q,
T'=14 °C, T=2K), zkratky (xmax, teplota elektront T, ¢isla (120 mz, x1, ale xy),
matematické funkce (sin x, exp ¢, mod a), operace (d/dx), oznaceni ¢astic a prvkl
(He, Hy, p, n, € ) a pomocné symboly (<,>, [, 1, {, }, /).

vvvvvv

pfipadech (naptiklad na tabuli) je moZzné pouzit Sipku nad objektem (C = AxB,
C=A'B, rot H, div B).

Nezaménujte matematické symboly s ,,béznymi* znaky: krat (x) s pismenem ,,x“, znak pro
uhlové vtefiny s uvozovkami (14", nikoli 14” nebo 14*), znak pro thlové minuty s apostro-
fem (14', nikoli 14 nebo 14’ nebo 14°), teCku ve skalarnim soucinu s teckou za vétou (A-B,
nikoli A.B) atd. Znak minus musi byt stejné dlouhy a ve stejné vysi jako znak plus (+—,
nikoli +—- ).

¢ Piiklad 1.4
Zadani: Naleznéte pocty chyb v typografii téchto vyraz

1: 2 Kg

2: 2 kg

3: X = Amax cosh [%}

4: X =44 cosh™ {%}

3: R=20

6: R=2Q

7: w=y/*w

8: w=\|I*\|!

9: Wwi=—pE=—poEcos@=14]
10: Wi,=—p-E=—pyEcos@=14J

Reseni: Poéty chyb jsou uvedeny v zavorkach — 1(2), 2(0), 3(0), 4(2), 5(2), 6(0), 7(0), 8(2),
9(0), 10(4).



Vektor a jeho vlastnosti

Vektor si miizeme predstavit jako orientovanou tycku (rozliSujeme pocatek a konec). Rovno-
bézné posunuté tyCky povazujeme za stale stejny vektor. Pokud vektor posuneme do pocatku,
muzeme z polohy koncového bodu ,,odecist™ tzv. soufadnice neboli slozky vektoru. Na ob-
razku nalevo dostaneme hodnotu V = (3,1,0). V jiné soufadnicové soustavé v pravé ¢asti ob-
razku bude mit tentyz vektor soutfadnice V = (101/2,0,0). Vidime, ze soufadnice zavisi na
volb¢ soustavy.

y 4
/
/

Soufadnice vektoru mizeme psat rdznym zpisobem, napiiklad V = (V;, V2, V3) nebo také
V =(V,, V), V2). S vektory umime provadét dveé operace:

1. natahovani realnym koeficientem:

oV =(aV,oV,,0l3), (1.14)

2. skladani:

Jak natahovani, tak skladani provadime se vSemi slozkami. Vysledkem natahovani je vektor

stejného (a > 0) nebo opacného (a < 0) sméru, ktery je a krat delsi. Vysledkem skladani dvou
vektort je vektor, ktery vznikne jako uhlopticka rovnobé&zniku natazeného na oba vektory:

7 U+V

¢ Priklad 1.5

Zadani: Vyzkousejte si natahovani a sklddani vektort na konkrétnich vektorech U =(1, 2),
V =(4,0). Zkuste je natdhnout dvakrat a minus dvakrat. Také zkuste oba vektory slozit
a zakreslete vSechny vektory U, V, 2U, 2V, -2U, -2V, U +V.

J
¢ Piiklad 1.6
Zadani: Ov¢ite, Ze plati jednoducha pravidla
1) U+V=V+1, U+(V+W)=U+V)+W,
2) a(U+V)=aU+aV, (a+p)U=aU+pU,
3) a(PU)=w@p) U, 1U=1,
4) U+V=U+W = V=W,
[



¢ Priklad 1.7

Zadani: Promyslete si, co znamena rozdil dvou vektori.

ReSeni: Rozdil dvou vektorii zapiseme takto: U—V = U +(-V). Tedy k vektoru U piiéteme
vektor V mifici na opa¢nou stranu. Vysledny vektor posuneme tak, ze spojuje koncové body

vektoru U a V. Hovofime o tzv. relativnim vektoru.

U-V
A%
_V :.::..: ................. U ...:....

Zapamatujte si:

— Vektorem rozumime uspotadanou trojici Cisel, jejiz hodnoty zavisi na volbé sou-
fadnicové soustavy, tj. v riznych soustavach jsou hodnoty rtizné.

— Vektor si mizeme predstavit jako orientovanou usecku, kterou lze libovolné po-
souvat.

— Vektory umime natahovat a skladat. Obé operace provadime po slozkach. Vysled-
kem obou operaci je opét vektor.

— Rozdil dvou vektort je vektor spojujici jejich koncové body.

Stupné abstrakce

V pribéhu svého vyvoje proslo lidstvo tfemi stupni abstrakce:

1. oddéleni ¢isla od predméti. Malé dit€ pocitd rizné predméty: tfi hrusky, dva domy, pét
lidi. Cislo je vzdy spojeno s n&jakym predmétem a ¢tyfi domy jsou néco jiného nez étyfi
limonady. V urcitém véku zacne ale dité¢ chapat Cislo 4 samostatn€. Ukéaze ho na prstech a
vi, ze jde o Ctyfi vyskyty jakéhokoli pfedmétu a netrva jiz na tom, aby byl doty¢ny
pfedmét jmenovan. V tuto chvili si kazdy z nas prod¢lal prvni stupent abstrakce — oddé-

leni &isla od pojmu. Cislo nahradilo predméty.

2. zavedeni zastupnych symbolii. Tento stupenn abstrakce jste pravdépodobné zazili na
zakladni Skole pfi pocitani obsahu obdélnika. Nejprve pani ucitelka kreslila rizné veliké
obdélniky na Ctvercové siti a pocitali jste jejich obsah podle poctu ¢tvereckl. Po urcité
dobé jste se dopracovali ke vztahu S = ab. Cisla zmizela. Zistaly zastupné symboly a, b
pro velikost stran obdéInika a pismenko S oznadujici jeho plochu. Cisla byla nahrazena

proménnymi.

3. oddéleni vlastnosti od matematickych objekti. Pied malou chvili jsme se zabyvali
vektory. Predstavili jsme si je jako tyCe, které jsme se naucili natahovat a skladat. Ve
skuteCnosti jde ale o jednoduché operace s trojicemi ¢isel. Tyto operace maji zajimaveé
vlastnosti, kter¢ jste si mohli vyzkouset v ptikladu 1.6. Napftiklad slozit dvé tyce a poté je
natdhnout je totéz jako natdhnout kazdou z nich zvIast’ a poté je slozit. Ve tfetim stupni
abstrakce se prestaneme zabyvat konkrétnimi matematickymi objekty, jako byly nase
pokusné ty€e. Zajimat nas budou jen vlastnosti téchto objektii. Bude nam jedno, zda jde o
tyCe, jablka, matice, funkce ¢i cokoli jiného. At je objektem cokoli, nau¢ime se ho nata-
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hovat a skladat s jinym podobnym objektem tak, aby tyto operace mély stejné vlastnosti
jako u ty¢i, na kterych jsme si to vyzkouseli.

Pti tetim stupni abstrakce mizi matematické objekty a zlstdvaji jen vlastnosti. Hovotfime
o zavedeni tzv. linearniho vektorového prostoru. Takovym prostorem rozumime jakékoli
matematické objekty (vektory, matice, funkce, feSeni diferencialnich rovnic), které umime
natahovat a skladat tak, jako jsme to délali s ptivodnimi tyCemi. Projit si timto stupném
velmi bolestny, co se pfemysleni tyce. N&kterym se to podafi, jinym nikoli. Tém prvnim se
otevie zcela novy svét, ve kterém budou schopni do hloubky porozumét Fourierové frekven-
¢ni analyze, pochopi jak hledat feSeni soustav diferencialnich rovnic, jak zjednoduSovat
slozité ulohy za pomoci linearizace a nauci se mnoho dalSich dovednosti. Ti druzi budou
pasivné pocitat rizné ulohy, aniz by n¢kdy porozuméli jejich podstaté. Pevné vétim, Ze
u vétSiny z vas zvitézi touha po poznédni nad pasivitou a probojujete se do prvni skupiny.

Zapamatujte si:
— V prvnim stupni abstrakce oddélujeme ¢isla od skutecnych predméti.

—  V druhém stupni abstrakce nahrazujeme Cisla zastupnymi symboly — matematic-
kymi objekty, kterym fikdme proménné.

— Ve tfetim stupni abstrakce nas prestanou zajimat 1 matematické objekty samotné
a zaméfime se jen na vlastnosti operaci, které s nimi provadime.

Inercialni souradnicova soustava

Soufadnicova soustava, to neni n€kolik neumélych car na tabuli. Pokud chceme opravdu
méfit polohu téles, musime zkonstruovat skutecnou soutradnicovou soustavu. Vezmeme si
dostatecn¢ tuhé tyCe opatfené méticimi ryskami a svafime z nich tfi navzdjem kolmé métici
osy. Uz toto je nadlidsky ukol. Tyce by se nemély prohybat, nemély by vibrovat ani podléhat
jinym deformacim. Zkratka mély by to byt idealné tuhé tyce. Takové tyCe ale neexistuji.
Pokud bychom udetili do jednoho konce idedlné tuhé tycCe, druhy konec by se okamzité
posunul. Informace zjednoho konce na druhy by se Sifila nekonecnou rychlosti. A to
samoziejm¢ neni mozné. Idealn¢ tuhé tyce tedy neexistuji a musime se smifit s tycemi konec-
né tuhosti. Samoziejmé vybereme to nejlepsi, co mame k dispozici, a svatime k sob¢ zékladni

trojici méficich tyci.

Kam ji ale umistime? Na stiil v poslucharné. Ziskame tak soufadnicovou soustavu, kterd bude
sice fungovat, ale k dokonalosti bude mit daleko. Vrzeny pfedmét se v ni bude pohybovat
nerovnomerné a po kiivce. Pri¢inou je nase Zemé, jeji pfitazlivost a rotace. Abychom ziskali
idedlni soustavu, museli bychom ji umistit velmi daleko od vSech téles. Tak bychom ziskali
idealni soustavu, tzv. inercidlni soustavu, ve které¢ se télesa budou pohybovat konstantni

rychlosti po ptimkach.

Takovy idedl ale neexistuje. Nikdy nemizeme byt dostatecné daleko od vSech téles, nebot’
vSude ve vesmiru né&jakd télesa jsou. Pokud se s vami v mrakodrapu utrhne vytah a poletite
volnym padem k zemi, nezoufejte. Na malou chvili zaZijete skute¢ny inercialni systém. Pokud
vam v udivu vypadne zruky cokoli, dany predmét bud’ zlstane nehybné stat vedle vas
(samoziejmé, ze bude spolu s vami vzhledem k Zemi padat volnym padem) nebo se bude viici
vam pohybovat konstantni rychlosti po pfimce. Voln€ padajici klec je tedy onim idealnim
inercidlnim soufadnicovym systémem. Hovoiime o tzv. voln¢ gravitujici kleci neboli LIS
(lokaln¢ inercidlni soustaveé). Muze to byt naptiklad vesmirna sonda, které doslo palivo. Nase
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soufadnicovd soustava musi byt ale lokalni (,,mala*) v prostoru i v ¢ase. Pokud by na§
padajici vytah byl veliky miliony kilometra, vesla by se do ného Zemé i s Mésicem a kouzlo
inercialni soustavy by pominulo.

Nejlépe snad lze zavedeni LIS pochopit v experimentu Harolda Waaga. Piedstavme si tfi
propojené rovnobézné desky s otvory na ptimce. K prvni desce je pfipojeno zatizeni vrhajici
kulicku, k posledni pytel, ktery ji zachyti. Je-li zatizeni v klidu vzhledem k povrchu Zemég
(stoji na Zemi, visi na lan€), kuli¢ka diky tthovému poli neproleti do pytle na pravé strané. Je
to tim, ze systém neni inercidlni a télesa se nepohybuji rovnomérné piimocare. Prestiihneme-
li zaves a zatizeni bude padat volnym padem, stava se lokdlnim inercidlnim systémem (LIS),
télesa se pohybuji po piimkach a kulicka dopadne do zachytného pytle vpravo.

Zapamatujte si:

— Inercialni soufadnicova soustava je takova soustava, ve které se volny hmotny bod
(malé téleso) pohybuje po pifimce konstantni rychlosti. Nazev soustavy pochazi
z latinského slova inertia (setrvavat) — téleso setrvavad v rovnomérném piimoca-
rém pohybu.

— Idedlni inercidlni soustava neexistuje. Musela by byt dostate¢n¢ daleko od vsech
téles. Takové misto ale ve vesmiru nenajdeme.

— Snadno muzeme realizovat lokalni inercialni soustavu. Je ji po kratkou dobu volné
gravitujici mald klec — kabina bez jakéhokoli pohonu, kterd blouma vesmirem.
V ni se malé télesa budou skutecné pohybovat konstantni rychlosti po pfimkach.

oo000000000000000000000000o
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2 POLOHA, RYCHLOST, ZRYCHLENI

Vektory umime nejen natahovat a skladat, ale provadime s nimi 1 dal$i uzitecné operace. Ve
fyzice se velmi Casto budeme setkdvat se skalarnim a vektorovym soucinem. Pojd'me si je
proto nyni definovat a podivat se na jejich vlastnosti.

Skalarni soucin

Skalarni soucin dvou vektorti U a V je definovan jednoduchym vztahem:

Prosté jen secteme souciny obou prvnich slozek, obou druhych slozek a obou tfetich slozek.
Tti ¢arky namisto rovnitka znamenaji defini¢ni vztah. Tecka uprostfed mezi proménnymi
znamena skalarni soucin. Ukazme si to na jednoduchém piikladu:

¢ Priklad 2.1
Zadani: Naleznéte skalarni soucin vektora U = (1, 2, 3), V=(4, 5, 6).
Reseni: Vyjdeme piimo z definice:

b

Povsimnéte si, ze vysledkem skalarniho soucinu je obycejné Cislo. Takové Cislo nezavisi na
volb¢ soutfadnicové soustavy a vysledek skaldrniho soucinu bude vzdy stejny, at’ ho pocitame
v kterékoli soustavé. Vezméme si dva libovolné vektory U, V a zvolme soufadnicovou sou-
stavu co nejjednoduseji. Osu x nechame mifit ve sméru prvniho vektoru, osu y v roviné obou
vektord a osu z kolmo na né (volba soustavy vzdy zavisi na nds a nikdo ndm do ni nebude
kecat!): o

\%

Oznacime-li velikosti vektort #, v a uhel mezi nimi a, budou jejich souradnice

U=(U,,U,,U3)=(u,0,0);

, (2.2)
V=>0V,V,,V3)=(vcoser, vsine, 0).
Snadno nyni nalezneme skaldrni souc¢in obou vektort podle definice:

Skalarni souc¢in dvou vektort je tedy roven soucinu jejich velikosti a kosinu sevieného thlu.

vvvvv

volbu soutfadnicové soustavy.

A k ¢emu je skalarni soucin dobry? Pozd¢ji budeme za jeho pomoci pocitat naptiklad mecha-
nickou praci vykonanou pohybujicim se télesem. Nyni ho vyuZijeme k ureni thlu mezi
dvéma vektory:
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U-v
uw

coso = 2.4)

Snadné je také urcit velikost vektoru. Postaci oba vektory ve vztahu (2.3) polozit stejné
a dostaneme U-U =u*. Odsud snadno ur¢ime velikost (je dina odmocninou ze skalarniho
soucinu vektoru se sebou samym)

u=+U-U. (2.5)

4 Piiklad 2.2
Zadani: Naleznéte velikost a vzajemny uhel vektora U = (1, 3, 0), V=(2, 2, 0).

Reseni: Nejprve nalezneme velikosti obou vektorii:
=JUU= U2 +U2+U2 =12 432402 =10
=WV =2 +r2er2 =422 +22 407 = B.

Nyni jiz snadno nalezneme thel mezi obéma vektory:

uv UV +UJV, +UV, 1.243.2+3-0 _
cosa = = = ,89.

w NN E

Odpovidajici thel je pfiblizn¢ 27°. Nakreslete si oba vektory a zkontrolujte vypocet graficky.
[

Zapamatujte si:
— Skalarni sou€in je dan vztahem U-V =U V| +U,V, +U5V5.
—  Skalarni soucin lze také zapsat jako U-V =uvcosc.

—  Skalarni soucin je ¢islo, které nezavisi na volbé soufadnicové soustavy.

—  Ze skalarniho sou¢inu mtizeme spocitat thel mezi dvéma vektory.

—  Velikost vektoru je vzdy rovna u =+/U-U .

Vektorovy soucin

Vektorovy soucin dvou vektorti U a V je definovéan vztahem:
C=UxV;
C=U,r;-Ush,,
C, =UN-U, 13,
C3 :UIVZ —U2V1 .

(2.6)

Na prvni pohled vypada tato definice mozna ponékud désive, ale ve skutecnosti je jednodu-
cha. Staci si zapamatovat vztah pro prvni slozku. Po jedni¢ce na levé stran€ jdou indexy dva a
tf1 na pravé strané (minus obracen¢). Pokud si zapamatujete tento vztah, mate vyhrdno. Vse
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ostatni dostanete cyklickou zdménou: po jedni¢ce jde dvojka, po dvojce trojka a po trojce
zase jednicka. Nebo po x jde y, poté z a po ném zase x:

Vektorovy soucin znac¢ime kiizkem, jeho vysledkem je opét trojice ¢isel, ktera méa velmi po-

dobné vlastnosti vektorim. Nékdy tomuto utvaru tikdme pseudovektor.

¢ Priklad 2.3
Zadani: Naleznéte vektorovy soucin vektora U= (1, 2, 3), V=(4, 5, 6).
ReSeni: Vyjdeme piimo z definice:

UxV =U,V;-U3V,, UV, =UV5,U [V, =U,V,|)=

=(2-6-3-5,3-4-1-6,1-5-2-4) = (-3, 6,-3)
D

Naleznéme nyni vyznam vektorového soucinu. K tomu pouzijeme stejnou souradnicovou sou-
stavu, jako tomu bylo u skaldrniho soucinu, tj. vektory budou mit slozky (2.2). Pro vektorovy
soucin potom podle definice vyjde

UxV =(0,0,uvsina) 2.7)

Vektorovy sou€in ma slozku jen v ose z, tedy mifi kolmo na oba plivodni vektory. Jeho veli-
kost je rovna uv sin a, tj. ploSe rovnobézniku ,,natazeného* na oba vektory.

\%

S S=uvsina
“ U

Pravidlo vyvrtky: PriloZime-li vyvrtku na vino hrotem do pruseciku vektoru a otocime s ni
od prvniho k druhému, bude se vyvrtka pohybovat ve smeru vektorového soucinu. Pomoci
tohoto pravidla miizeme snadno urcit, ktery ze dvou moznych kolmych smerii je ten spravny.

A k ¢emu je vektorovy soucin dobry? Pomoci vektorového soucinu snadno nalezneme kol-
mici ke dvéma vektorim. Vektorovy soucin je také uzitecny k vypoctu plochy rovnobézniku.
Pozdé&ji pouzijeme vektorovy soucin k popisu momentu hybnosti télesa nebo pii pohybu
elektricky nabité Castice v magnetickém poli.

4 Piiklad 2.4
Zadani: Naleznéte plochu rovnobézniku natazeného na vektory U = (1, 2, 3), V= (4, 5, 6).

Reseni: Z ptedchoziho piikladu vime, Ze Vektorovg'/ soucin téchto vektort je (-3, 6, —3). Veli-
kost tohoto vektoru (hledana plocha) je (9+36+9)"”, tj. piiblizng 7,35.
[
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Zapamatujte si:

— Vektorovy soucin je dan vztahem
UXV =(U,V;-U3V,, UV, =U V3,U [V, =U,V,).
— Vektorovy soucin je kolmy na oba vektory U, V.
—  Velikost vektorového soucinu je plocha ¢tyuhelniku se stranami U, V.

— Pomoci vektorového soucinu miizeme snadno vytvaret kolmice.

Casova zména

Chceme-li urcit rychlost télesa, mizeme zjistit, kde se téleso nachéazi v ¢ase ¢ a poté zjisti jeho
polohu o At pozdéji. Symbolem A budeme vzdy oznacovat konecny pririistek. Rychlost télesa
potom je rovna rozdilu obou drah délenému rozdilem obou ¢asi:

s(t+At)—s(t)
At '

U= (2.8)

Takto urcend rychlost je jen jakousi primérnou rychlosti na méfeném useku. Pokud chceme
zm¢éfit rychlost prednéji, musime zmensit méfeny usek, tj. zmensit ¢asovy interval Az mezi
obéma méfenimi. OkamzZitou rychlost dostaneme, pokud bude tento ¢asovy interval velmi,
velmi maly, tj. v idedlnim piipad¢ nekonecné (infinitezimaln¢) maly:

v= lim SUFA)=sO)

2.9
At—0 At 29

Tuto operaci nazyvame casovou derivaci a jeji zapis lze vyhodné zkratit. Misto Citatele mu-
zeme napsat zménu drahy jako As:

v= lim & (2.10)
At— 0 At

Vypada to 1épe, ale jeSté to neni ono. Namisto kone¢nych rozdili A mizeme zavést neko-
necné malé rozdily (tedy i s limitou), které oznacujeme pismenkem d:

ds

v=—. 2.11
3 (2.11)

Kdykoli narazite na malé pismeno d (sdzené svisle, neni to proménnd), jde o nekone¢n¢ maly
priristek. Rychlosti tedy chapeme ¢asovou zménu drahy za nekonecné maly Casovy usek.
Zapis (2.11) je uz velmi jednoduchy, ale fyzikové jsou pohodlni, a tak pro Casovou derivaci
zavedli jesté krat§i oznaceni — zapisuji ji teCkou nad pismenem, tedy pro rychlost mame:

v=5. (2.12)
Kdykoli nad pismenem naleznete teCku, znamena to ¢asovou zménu dané veli¢iny, tedy néja-
kou rychlost. Casova zména polohy ( §) je rychlost, asova zména plochy (S) je plo§na rych-

lost, ¢asova zména uhlu (¢ ) je uhlova rychlost, asova zména naboje ( Q) proteklého ampér-
metrem je elektricky proud (rychlost teCeni naboje).

Zapamatujte si:

Casovou zménu oznacujeme teckou nad pismenem. Jde o ¢asovou derivaci dané veli€iny.
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Polohovy vektor, rychlost, zrychleni

Télesa se pii pohybu pfemistuji z mista na misto. Jejich okamZitou polohu popisujeme tzv.
polohovym vektorem, ktery spojuje pocatek souradnicové soustavy s aktualni polohou télesa:

yA
r(t3)

r(%)
r(t,)

»
>

X

Polohovy vektor je funkei ¢asu. Pokud tuto funkci zndme, miiZzeme snadno zjistit, kde se té-
leso v daném okamziku nachazi:

r=r(t); neboli
x=x(1),

2.13
y=y(1), 19
z=2z(1).

4 Piiklad 2.5
Zadani: Zapiste trajektorii télesa pti vodorovném vrhu rychlosti vy z vysky H.

ReSeni: Situace je zakreslena na nasledujicim obrazku. Pohyb rozlozime na vodorovny pohyb
s rychlosti vy a volny pad ve svislém sméru:

ylk
H UO
'x
D
X(t) = Uot ,
y(t)=H-gt*/2, (2.14)
z(t)=0.

V kazdém ¢ase mizeme nyni zjistit polohu leticiho télesa. Napiiklad v ¢ase 0 ma soutadnice

(0, H, 0). Také neni problémem urcit vzdéalenost leticiho télesa od pocatku — je to velikost

polohového vektoru » = (r-r)".

Rychlost pohybu mtiizeme nyni pocitat pro kazdou slozku zvlast’:

17



v —%—x
Tode
dy .
v, =—=y, 2.15
v Y (2.15)
dz .
v,=— =72%.
dr

Souhrnné muzeme vSechny tii vztahy zapsat za pomoci vektorového formalizmu

V= ar _ r (2.16)
dt

Tucné pismena znamenaji vektory, tedy trojice Cisel. Jak vypada rychlost jako vektor? Pred-
stavte si, ze jste na hokejovém stadionu a hra¢ prave udefil do puku. Na stadionu jsou tfi €i-
dla. Jedno je na dlouhé strané stadionu a méfi rychlost v, ve sméru mantinelu. Druhé je na
kratké strané€ stadionu a méti rychlost v,. Tteti €idlo méti rychlost ve svislém sméru, tedy v..
V kazdém okamziku lze puku pfifadit trojici rychlosti v = (vy, v,, v;). Pokud budete chtit urcit
velikost rychlosti puku, jednoduse naleznete velikost vektoru rychlosti:

U:\/V'V:1/U§+U§+U§. (2.17)

Rychlost télesa se mlze pti pohybu ménit. Zménu rychlosti télesa s Casem nazyvame zrych-
leni:

d ,
a,= ;)txzvx:x,
LU s (2.18)
dv, .
a,= =0,=%
z dt z

Zrychleni je prvni ¢asovou derivaci rychlosti neboli druhou ¢asovou derivaci polohy. Uve-
dené vztahy miizeme opét zapsat kompaktnéji za pomoci vektorového formalizmu:

dv .
=—=F

a=—= 2.19
& (2.19)

Velikost zrychleni télesa nalezneme opét jako velikost vektoru:
a=\/a-a=,/a£+a§+azz . (2.20)

¢ Piiklad 2.6
Zadani: Naleznéte velikost rychlosti a velikost zrychleni vodorovné vrzeného télesa.

ReSeni: Vyuzijeme znalost polohy z minulého piikladu:

X(t) = Uot ,
y(t)=H-gt*/2,
z(t)=0.
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Rychlosti urc¢ime jako prvni ¢asové derivace:
v, (t)=x=v,,
Uy(t) :j;:—g[ >
v,(t)=2=0.
Vidime, Ze ve vodorovném sméru se téleso pohybuje s konstantni rychlosti vy, ve svislém

sméru rychlost nartsta linearn¢ s ¢asem a je rovna —gt. Velikost rychlost v libovolném oka-
mziku se méni s Casem a je rovna

v:\/v-v:\/v§+v§+v§ :\/v§+g2t2 .

Obdobné¢ urcime zrychleni jako druhou €asovou derivaci drahy podle ¢asu nebo prvni ¢aso-
vou derivaci rychlosti:

a (t)=x=0,
ay(t):j}:_ga
a,(f)=%=0.

Na téleso pusobi zrychleni jedin€ ve svislém sméru, a to smérem dolii (znaménko minus).
Snadno zjistime, ze velikost zrychleni je g.

Zapamatujte si:
— Rychlost je ¢asovou derivaci polohy, tj. v=r.
—  Zrychleni je ¢asovou derivaci rychlosti, tj. a=v=F.

— Velikost rychlosti a zrychleni uré¢ime jako velikosti ptislusnych vektora.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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3 TECNE A NORMALOVE ZRYCHLENI

Nejprve se budeme zabyvat nejjednodussimi pohyby — pohybem rovnomérnym piimocarym
a rovnomérnym pohybem po kruznici. Na téchto pohybech se sezndmime s te¢nym a nor-
malovym zrychlenim.

Rovnomeérny primocary pohyb

Rovnomérny piimocary je pohyb télesa po piimce s konstantni (neménnou) rychlosti. Takovy
pohyb mizeme snadno popsat v jediné dimenzi a pro drahu urazenou télesem mizeme psat

s(t)=s(tg)+vo(t—1y), (3.1

kde s(¢) je draha v Case ¢, s(#) je pocatecni draha v Case fy. Ve tiech dimenzich miizeme psat
obdobny vektorovy vztah

r(t)=r(ty)+vot—ty), (3.2)
ktery také mizeme rozloZit na jednotlivé slozky

X(f) = x(t0)+00x(t_t0) >
Y(O)=p(tg) +vg,(1=1), (3.3)

z() = z(ty) + vy, (F—1p) .

ylk

r(tp)

r(?)

Prvni Casova derivace vztahu (3.3) da rychlost télesa, druha derivace jeho zrychleni:

U, =X=Upy , a,=x=0,
Uy, =Y =V, , a,=y=0, 3.4)
vV, =Z2=0,, a,=%2=0

Pohyb se déje s konstantni rychlosti a s nulovym zrychlenim.

Nerovnomérny pfimocary pohyb

I u pfimocarého pohybu je mozné, aby se meénila rychlost. V tomto ptipadé se bude menit
velikost rychlosti, nikoli jeji smér. Pohyb bude mit nenulové zrychleni. Jeho velikost bude
rovna zméng velikosti rychlosti a mifit bude ve sméru pohybu, tedy ve sméru rychlosti:

\%

a, = velikost X smér = %1; T= (3.5

U

20



Tomuto zrychleni fikdme tecné zrychleni, nebot’ miii te¢n¢ ke sméru drahy. Stejny vztah lze
pouzit i pfi vypoctu tecného zrychleni po kiivocaré draze. Tecné zrychleni je mozné urcit
i alternativnim zpiisobem, a to jako projekci zrychleni do sméru rychlosti:

a,=(@177 (3.6)

Zapamatujte si:

— Rovnomérny piimocary pohyb se déje po pfimce s konstantni rychlosti. Jeho
zrychleni je nulové.

— Nerovnomérny ptimocary pohyb se déje po piimce s proménnou rychlosti. Zrych-
leni je nenulové, mifi ve sméru pohybu a jeho velikost je rovna casové zméné ve-
likosti rychlosti, tj. a; = dv/dt.

— V obecném ptipadé ur¢ime tecné zrychleni bud’ ze vztahu a; = (dv/dr) T, nebo
z projekce a; = (a'T) T.

¢ Piiklad 3.1

Zadani: Naleznéte tecné zrychleni vodorovné vrzeného télesa.

Reseni: Budeme postupovat jako v piikladé 2.6. Nejprve uréime slozky rychlosti a potom
velikost rychlosti:

x(t)=vyt, v .(H)=x=v,,
‘ 5 = * ) 0 = v(t):\/v§+v§ :\/v§+g2t2.
y(t)=H —gt*/2 v,()=y=—gt,

Velikost tecného zrychleni tedy bude

4 _dv gzt
t___—-
TN

Po dosazeni konkrétniho ¢asu nalezneme snadno velikost te¢ného zrychleni v tomto Case. Je
ziejmé, ze se velikost te¢ného zrychleni s ¢asem méni. Pokud bychom chtéli znat 1 jednotlivé
slozky te¢ného zrychleni (vodorovnou a svislou, pouzijeme jeho definici (3.5):

_dvv, g Vo veg’t

a, = = - 4
Ty 2, 2,2
t v vé+gzz‘2 \/v§+g2t2 Uy +gt

_dvvy, g% gt gt

at _ I _ .
Ly 2 2.2
dr v \/Ug+g2t2 \/vg+g2t2 Vo t+8t

Rovnomeérny pohyb po kruznici

Pfedpokladejme nyni, Ze se t€leso pohybuje konstantni rychlosti po kruznici. Nejprve si zo-
pakujme, co to je thel. Uhlem chdpeme prostor mezi dvéma poloptimkami. Zakladni vlast-
nosti thlu je, Ze podil oblouku a ptislusného poloméru je neménny:

S1_S2_S3_ . (3.7)
no n n
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Velikost uhlu miazeme definovat tiemi zplisoby — ve stupnich, gradech a radianech. Ve stup-
nich je pravému uhlu pfifazena hodnota 90°. Z hlediska desitkové soustavy je toto ¢islo ,,ne-
hezké“, proto vznikla stupnice v gradech, ktera pravému twhlu ptifazuje hodnotu 100%.
K definici uhlu mizeme vyuzit i jeho zékladni vlastnost (3.7) a tihel definovat jako podil ob-
louku a poloméru:

(3.8)

5
(DR'

Této jednotce fikdme radiany a pravému uhlu piislusi hodnota n/2 radianu. Ze vztahu (3.8) se
vétSinou vypocitava velikost oblouku, a tak je vyhodné si ho pamatovat i ve tvaru

s=Ro. (3.9)

Pti pohybu po kruZnici je polomér R konstantni a Gthel ¢(¢) 1 draha s(¢) narlstaji s casem. De-
rivovanim (3.9) podle ¢asu ziskame jednoduchy vztah mezi drdhovou a thlovou rychlosti:

v=Rw,; UEE; a)Ed—(p (3.10)

de dr

\ 4

Uhel ¢ bude u rovnomémého pohybu nartistat linearné s ¢asem, konstantou umérnosti bude

uhlova rychlost:
p=wt. (3.11)

Pokud tento vztah derivujete podle ¢asu, opét vam vyjde, Zze thlova rychlost je ¢asovd zména
uhlu. Polohovy vektor obihajiciho télesa bude podle obrazku mit soutadnice:

x(t)=Rcos¢(t)= Rcos wt

y(t)=Rsing(t) = Rsinwrt . (3.12)

Slozky rychlosti budou mit hodnotu
v, =x=—Rwsinwt,

3.13
v, =y=+Rwcoswt. ( )
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Urc¢eme nyni velikost rychlosti:

u(t) = Jvs +03 =\/R2a)2(cos2a)t+sin2wt)=Ra). (3.14)

Jinym zpisobem jsme opétovné ukazali, Ze drdhova rychlost je rovna soucinu poloméru
a thlové rychlosti. Pii rovnomérném kruhovém pohybu se neméni velikost rychlosti, ale do-
chazi ke zmén¢ jejiho sméru. Proto bude zména rychlosti nenulova a pohyb bude mit nenu-
lové zrychleni:

¥ =—Rw? cos wt s

Ay

(3.15)

a,=y= —R&’*sinwr .

Toto zrychleni mifi kolmo na drahu pohybujiciho se télesa, smérem do stiedu kruznice. Kol-
most dokaZzeme snadno. Staci nalézt skalarni soucin vektoru rychlosti (3.13) a vektoru zrych-
leni (3.15). Thned je patrné, Ze je nulovy a vektor zrychleni je vzdy kolmy na okamzity smér
rychlosti. Naleznéme nyni velikost tohoto zrychleni — fikdme mu normalové, ptisobi ve sméru
normdly (kolmice) k draze:

244 =Ro?. (3.16)

a, =Rw* =—. (3.17)

Pokud bychom chtéli vyjadiit normélové zrychleni jako vektor, zapiSeme ho jako soucin veli-
kosti a sméru:

2
a, = velikostxsmér = U—(—Rj =——— (3.18)
R\ R

Zapamatujte si:
— Rovnomérny pohyb po kruznici ma neménnou velikost rychlosti, jeji smér se ale
meéni.
—  Uhlovou rychlosti nazyvame zménu thlu s Gasem, o = dg/dt.
— Mezi drahovou a thlovou rychlosti plati jednoduchy vztah: v = Rw.

— Na téleso ptsobi nenulové normalové zrychleni, které mifi kolmo na drahu télesa
a ma velikost a, = v*/R.

Obecny pohyb

Predpokladejme nyni, ze se téleso pohybuje po zcela obecné draze. Muze jit o automobil je-
douci po ktivolaké silnici. Kdykoli seSlapneme plynovy pedal, zvysSime rychlost automobilu a
udélime mu te¢né zrychleni (ve sméru drahy) jehoz velikost je a; = dv/d¢. Jakmile se automo-
bil dostane do zatacky, piisobi na ného normélové zrychleni s velikosti a, = v*/R. V tomto
vztahu je R polomér zatacky, v daném okamziku bychom museli najit kruznici, kterd se nej-
1épe pfimyka draze (fikdme ji oskulacni kruznice). Pro obecny pohyb mizeme vzdy psat

V=0T, (3.19)
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tedy rychlost zapiSeme jako velikost rychlost a jeji smér. Casova zména rychlosti proto bude

dv dv dt
a=—=—1T+v—=a, +a_. 3.20
dr dt g v (3:20)

Interpretace obou ¢lent je zjevnd. Prvni ¢len souvisi se zménou velikosti rychlosti a jde tedy
o tené zrychleni. Druhy ¢len naopak souvisi se zménou sméru rychlosti a jde o normélové
zrychleni. Pii vypoctu normélového zrychleni podle vztahu (3.17) si vzdy musime dat pozor
na vyznam veli¢iny R. Nejde totiz o velikost polohového vektoru, ale o polomér oskulacni
kruznice. Ten u vétSiny pohybl nezndme, a tak je jednodussi normalové zrychleni dopocitat
jako rozdil celkového a te€ného zrychleni:

a_—a-—a.. 3.21
n t

Zapamatujte si:

— U obecného pohybu na téleso ptisobi jak te¢né, tak normalové zrychleni.
— Tecné zrychleni souvisi se zménou velikosti rychlosti, a; = dv/dz.

’ 7 ’ <y v » . 2
— Normalové zrychleni souvisi se zménou sméru rychlosti, a, = v7/R.

— Normadlové zrychleni mizeme urcit z vektorového vztahu a = a, + a,,

¢ Piiklad 3.2

Zadani: Naleznéte normalové zrychleni vodorovné vrzeného télesa.

Reseni: Vyuzijeme piikladu 3.1, ve kterém jsme uré¢ili te¢né zrychleni

_ Uong )
qx="72, 2.2°
Uy +g7t
o 2%
t —_— A A A -
YT TR g

Celkové zrychleni pfi volném padu je (bud’ ho ur¢ime jako druhou derivaci polohy podle Casu
nebo vime, ze jde o tihové zrychleni:

a,=0;
a,=-g.

Nyni jiz snadno uréime obé slozky normalového zrychleni:

2
Vo8t .
Apy =y =4ty =75 2.0
Uy t+g7t
. g3t2
a,,=a,—d,, =—g+——5.
y y ty 2 2.2
Uo+gt

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo

24



4 POHYBOVE ZAKONY

V dosavadnich ptikladech jsme méli zaddn pohyb télesa a zného pocitali jeho rychlost
a zrychleni. V praxi nas bude zajimat pfesné¢ opacny postup — ze znalosti sil pisobicich na
téleso zjistit, po jaké trajektorii se bude pohybovat v budoucnosti (predikce) nebo kde se na-
chazelo v minulosti (retrodikce).

Stav télesa

Staven télesa rozumime veskeré udaje o télese, za pomoci kterych miizeme piedpovédéet jeho
budouci pohyb. Pokud je na stole polozena kiida a budeme znat jeji polohu, k uréeni stavu to
jesté nestaci. Kiida mize na stole nehybné lezet, nebo mize danym mistem pravé prolétat
s n¢jakou rychlosti. V teoretické mechanice jednoducha télesa nahrazujeme hmotnymi body —
malymi télisky, ktera nemaji Zadné vlastni rozméry. Stav takového télesa je urcen jeho polo-
hou a rychlosti v néjakém case:

rg=r(t);

4.1
vo=V(ty). @D

K ur€eni stavu hmotného bodu tedy postaci Sestice Cisel: tfi polohy a tfi rychlosti. Témto
udajiim také nékdy tikdme pocdtecni podminky. Pokud téleso nelze nahradit hmotnym bodem,
mohou byt podstatné i dal$i udaje. Naptiklad u nasi Zemékoule nas mize zajimat nejenom
kudy leti kolem Slunce, ale 1 jak se vyviji jeji rotace a tvar. Stav skute¢nych téles miize byt
popsan vétsi skupinou parametra a jejich ¢asovych derivaci. V mikrosvété, kde objekty pod-
1€haji kvantovym zdkonlim, je urceni jejich stavu jest¢ komplikovanéjsi. Neni zde napiiklad
mozné urcit souc¢asné polohu a rychlost takového objektu a kvantova mechanika musi postu-
povat jinymi cestami. Pro ucely Vasich prvnich kruckt s ptedpovédi pohybu téles si vysta-
¢ime s uréenim stavu za pomoci polohy a rychlost v ur¢itém case.

Zapamatujte si:

Stavem télesa rozumime znalost jeho polohy a rychlosti v né¢jakém case. Nekdy se
k urceni stavu télesa pouziva poloha a hybnost (s tou se sezndmime pozdéji).

Hmotnost télesa

Dalsim klicovym pojmem, se kterym se musite seznamit, je hmotnost télesa. Hmotnosti téles
nejcastéji zjistujete vazenim. Aniz byste si to uvédomovali, pfi vaZeni vyuzivate vzajemnou
pritazlivost Zemékoule a vazeného télesa. ZjiSténou hmotnost proto nazyvame gravitacni
hmotnost.

Gravitacni hmotnost je mirou schopnosti télesa se vzajemn¢ ptitahovat s jinymi télesy. Etalon
(téleso, kterému prisuzujeme jednotkovou schopnost se pfitahovat, tj. hmotnost 1 kg) je ulo-
zen v Mezinarodnim Gfadu mér a vah v Sevres u Patize a do roku 2019 na ném byla zaloZena
definice kilogramu. Od roku 2019 je kilogram definovan za pomoci Planckovy konstanty.
Pomoci tohoto etalonu posuzujeme ptitazlivé schopnosti vSech ostatnich téles.

Nase Zem¢ ma vetsi schoPnost se pritahovat s jinymi télesy nez kilogramovy etalon, jeji gra-
vitaéni hmotnost je 5x10°* kg. Slunce ma tuto schopnost jesté vétsi, 2x10°° kg. PH pohybu
téles nas ale zajima jesté jind hmotnost, fikdme ji setrvacna hmotnost.
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Setrvacna hmotnost vyjadiuje schopnost téles setrvavat v daném pohybovém stavu. Fotbalovy
mic¢ snadno uvedeme do pohybu a také ho snadno chytime, tj. zastavime v letu. Pohybovy
stav mice (let, klid) snadno zménime. Zkuste ale roztlacit stojici vlak. Nebo naopak zastavit
jedouci vlak. Schopnost vlaku setrvdvat v daném pohybovém stavu je podstatné vétsi nez
u mice a nasimi lidskymi silami se ndm pohybovy stav vlaku téZko podaii zménit.

Jak lze méfit schopnost téles setrvavat v daném pohybovém stavu? Opét si musime vybrat
néjaké téleso, o kterém budeme piedpokladat, Ze ma tuto schopnost jednotkovou. A klidné to
mize byt ten samy etalon, kterym métfime gravitacni hmotnost. Zkratka si zvolime, Ze jeden
kilogram gravita¢ni hmotnosti bude roven jednomu kilogramu setrva¢né hmotnosti. Ale bude
totéz tvrzeni platit 1 o dvou kilogramech? Na to musime zacit experimentovat. Zjistit, jakou
silu musime vynalozit k zastaveni dvou etalont z urCité rychlosti nebo naopak k jejich uve-
deni do pohybu. Takova méfeni vedla na poznatek, Ze ob&é hmotnosti jsou si umérné a pokud
pro jejich méteni zvolime stejny etalon, budou dokonce stejné. Tomuto tvrzeni se fika princip
ekvivalence a je na ném postavena soucasna teorie gravitace — obecna relativita.

Zapamatujte si:

—  Gravitacni hmotnost je schopnost téles se vzajemné ptitahovat. Tuto schopnost
méfime vaZzenim.

—  Setrvacna hmotnost je schopnost télesa neménit sviij pohybovy stav. Tuto schop-
nost zjiStujeme za pomoci sily, kterou je nutné vynaloZit ke zméné pohybového
stavu télesa.

—  Princip ekvivalence: Z experimentil plyne, zZe gravitacni a setrvaéné schopnosti té-
les jsou si vzajemné timérné. Pokud pro obé hmotnosti zvolime stejny etalon, bu-
dou vychazet ¢iseln¢ shodné.

Zakon setrvacnosti

Zakony, kterymi se fidi pohyby téles, zkoumali v 17. stoleti Galileo Galilei a pozdé&ji je pies-
n¢ specifikoval Isaac Newton ve svém slavném dile Principia (Philosophice Naturalis Prin-
cipia Mathematica). Toto dilo vyslo jedin¢ diky soustavnému usili Edmonda Halleye, ktery
Newtona k publikaci nakonec donutil a vydani financoval. Newton sdm pry publikoval vys-
ledky své prace velmi nerad a postacilo mu, Ze jevy pochopil a korektn¢ popsal. Zakon setr-
vacnosti 1ze vyjadiit velmi jednoduse:

Zapamatujte si:

Téleso setrvava v klidu nebo v rovhomérném piimocarém pohybu, dokud na n¢ho
nepusobi sila.

V této jednoduché véte je skryta velmi hlubokd myslenka. Pohybovy stav téles mohou ménit
jen silové ucinky jinych téles. Samo od sebe téleso vzhledem k inercialni soufadnicové sou-
stavé bud’ stoji, nebo se pohybuje po pfimce s konstantni rychlosti. Ze zkuSenosti vime, Ze se
rozjety automobil po urcité dobé sam zastavi. To je ale zplisobeno tfenim mezi automobilem a
okolnim vzduchem a valivym tfenim mezi automobilem a podlozkou. Pokud ptijde o raketu,
bude se dale fitit prazdnym prostorem rychlosti, kterou jsme ji udélili. I Mésic obihajici ko-
lem Zemé by se sdim o sob¢ pohyboval po pfimce s konstantni rychlosti. Pisobeni Zem¢ ale
jeho pohyb zakiivuje a nuti Mésic obihat kolem Zemé po elipse.

Pohyb je télesim vlastni a télesa zistavaji v pohybovém stavu, jaky ziskali predtim. Jejich
pohybovy stav mliizeme zménit jen pisobenim sily, tedy za pomoci jinych téles.
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Newtonlv pohybovy zakon

Plisobi-li na téleso sila, mize zménit jeho pohybovy stav, tj. zménit jeho rychlost, tedy udélit
mu zrychleni:

ac<F. (4.2)

Ud¢lené zrychleni je pfimo umérné pusobici sile. Cim vétsi sila ptisobi, tim vétsi zménu
rychlosti (zrychleni) mé za néasledek. Symbolem o< vyjadfujeme v matematice pfimou umér-
nost. Této zméné pohybového stavu, jak uz vime, brani setrvacna hmotnost télesa, tj.

acc— . (4.3)

my

Setrva¢na hmotnost neni nic jiného nez konstanta imérnosti ve vztahu (4.2). Obé dvé umér-
nosti miizeme zapsat do jediné rovnosti:

a=— (4.4)

Zrychleni, které ziska téleso je umérné plsobici sile a nepifimo imérné jeho hmotnosti. Tento
zékon je soucasn¢ nastrojem pro predpoveéd’ pohybu téles. Uvédomime-li si, Ze zrychleni je
druhou ¢asovou derivaci polohového vektoru, mizeme psat

mi=F. (4.5)

Takovému zapisu tikdme pohybové rovnice (jsou tii, v kazdé ose jedna). Z matematického
hlediska jde o soustavu tii obycejnych diferencialnich rovnic druhého tadu, ze které je mozné
urcit trajektorii télesa r(f), pokud zname jeho pohybovy stav v poc¢ate¢nim case, tj. pocatecni
podminky ry a vo. a vime, jaké sily na téleso pisobi (tedy zndme pravé strany pohybovych
rovnic).

¢ Priklad 4.1

Zadani: Naleznéte trajektorii vodorovné vrzeného télesa z jeho pohybové rovnice.

Reseni: Na t&leso bude pasobit jedina sila, a to tize v ose y, tedy F = (0, —mgg, 0). Pohybova
rovnice proto bude

mx=0,
msj}:_mgga
myz=0.

Pokud plati princip ekvivalence a obé hmotnosti jsou si rovné, miizeme je na obou stranach
rovnosti zkratit a pohybové rovnice se zjednodusi na tvar

x=0,
j}:_g>
z=0.

Po prvni integraci mtizeme urcit rychlosti télesa

X=C,
y=—gt+c,,
Z—C3



Integra¢ni konstanty ur¢ime tak, aby pro ¢ = 0 byla rychlost rovna vy = (v, 0, 0), tedy:
Co=VUg,» 01:0, 02:0.

Dalsi integraci urc¢ime trajektorii télesa:

x:U()t+C4 ,
g’
y=—7+05,
Z:C6 .

Konstanty ur¢ime tak, aby pohyb v €ase ¢ = 0 zacinal v soufadnicich ry = (0, H, 0), t;.
cy =0, cs=H, ceg=0.
Vysledkem feseni pohybovych rovnic pro vodorovny vrh je vztah
X =0y,

s’

ktery jiz delsi dobu pouzivame.

Zapamatujte si:

- Pohybové rovnice m,d*r/d#* = F nam umoziuji ze znamych sil spoéitat trajektorii
télesa a predpovédet tak jeho budouci pohyb nebo dopocist pohyb minuly.

— Integracni konstanty vzniklé pti feSeni pohybové rovnice urc¢ime z pocatecnich
podminek, tj. z polohy a rychlosti télesa v pocatecnim Case.

—  Pfi pohybu v tthovém nebo v gravitacnim poli se setrvacna hmotnost zkratila
s gravitacni hmotnosti. Vysledny pohyb tedy nezavisi na hmotnosti télesa. Planeta
se bude kolem Slunce pohybovat po stejné draze jako matka upusténa kosmonau-
tem na Mezinarodni kosmické stanici. Cihla pusténa z okna domu dopadne na
chodnik za stejnou dobu jako mala kulicka.

— V dalsim textu budeme setrvacnou i gravitacni hmotnost znacit jen symbolem m.

¢ Priklad 4.2

Zadani: Kulicka spadla do kadinky s vodou s rychlosti vy. Na kulicku bude pisobit tize
a odpor vody, ktery je imérny rychlosti kuli¢ky, ale ma opacny smér. Naleznéte rychlost, se
kterou bude kuli¢ka padat kapalinou.

Reseni: Na t&leso budou pisobit dvé sily: tize F; = (0,~mg, 0) a odpor vody F, = (0, —av, 0).
Pocatecni podminky jsou: ro = (0, H, 0), vo = (0, —vo, 0). Ve svislém sméru y mame:

my=—-mg—ay.
Opét jde o obycejnou diferencialni rovnici, kterou miizeme piepsat do tvaru
. .
J+—y=-g.
m
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Nalevo jsme soustfedili nezndmou y(#), koeficient u nejvyssi derivace upravili tak, aby byl
roven jedné. Jde o linedrni diferencialni rovnici s pravou stranou, kterou se pozdéji naucime

vvvvvv

vypoctu ale snadno ur¢ime rovnovaznou rychlost, se kterou se po dosti dlouhé dob¢ bude
kulicka snaset kapalinou. Tehdy uz bude totiz mit nulové zrychleni a bude platit

o
Cyeig = p= T

m o
]
Zakon akce a reakce

Zapamatujte si:

Zakon akce a reakce: V uzaviené soustavé dvou téles jsou vzdy sily, kterymi na sebe té-
lesa vzajemné pusobi stejné veliké, ale opacné orientované.

Pokud budete na lod’ce odstrkovat druhou lod’ku, budete sice na ni piisobit urcitou silou, ale
stejna (opacné orientovana) sila bude plsobit i na vas. Pokud budete stfilet z pistole, bude jeji
mechanizmus pusobit silou na stielu. Stejnou silu pociti vase télo jako zpétny raz. Na principu
akce a reakce jsou zalozené i raketové motory. Plyny unikajici tryskou vytvéieji reakci, ktera
pohani raketu.

Problém sily

Velice zajimava je sila vystupujici na pravé stran¢ pohybovych rovnic. Mize jit o tizi, odpor
prostiedi, silu pruziny, silu, kterou ptsobi elektrické nebo magnetické pole na nabitou ¢astici,
silu zpiisobenou tfenim atd. Tuto silu chapeme jako matematicky predpis, ktery nam po vyfte-
Seni pohybovych rovnic umoZzni nalézt trajektorii télesa. Silu méfime v newtonech, to je jed-
notka, jejiZ rozmér snadno uréime z levé strany pohybové rovnice:

N= kgms_2 . (4.6)

Pokud se ale pokusime silu néjak logicky definovat, narazime na nepickonatelné problémy.
VétSina pokusti o definici sily kon¢i v kruhu. Silu miizeme naptiklad chapat jako soucin
hmotnosti a zrychleni. Zrychleni je zména rychlosti s casem, rychlost je zména drahy s Casem.
Drahu budeme méfit ve vhodné soufadnicové soustavé, napiiklad inercialni. Ta je definovana
tak, ze volny hmotny bod se pohybuje rovnomérné ptimocate. A co je to volny? Takovy, na
ktery neptisobi sila.

Klasické definice kruhem, kdy definujeme silu za pomoci sily. Fyzika popisujici déje na za-
kladni urovni se bez sily obejde. Soucasnou teorii gravitace je obecna relativita, kterd misto
sily pouziva zaktiveny prostor a ¢as. Kazdé téleso zaktivuje €as a prostor kolem sebe a v tom-
to pokiiveném svété se té€lesa pohybuji po nejrovnéjSich moznych drahéch, tzv. geodetikach.
Zemé obihé kolem Slunce po elipse nikoli proto, ze by na ni Slunce piisobilo gravita¢ni silou,
ale proto, Ze Slunce takto pokiivilo svét kolem sebe. Ostatni pfirodni interakce (elektro-
magnetickou, slabou a silnou) popisujeme pomoci kvantové teorie pole. Ani ta pojem sily
nepouziva, ale vzdjemnou interakci téles chape jako vyménovani polnich (meziptsobicich)
castic. Interakce elektronu s elektronem je naptiklad zplisobena vyménou fotond.

V béznych vypoctech je ale pojem sily velmi uzite¢ny. Pokud budete pocitat pohyb automo-
bilu, rakety nebo nabité Castice mezi nabitymi deskami, bude popis za pomoci sil velmi
jednoduchy, kazdy jiny by byl zbytecné slozity.
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Diferencni schéma, ukazka

Po sestaveni pohybové rovnice je tfeba nalézt jeji feSeni. Jen v jednoduchych situacich se
vam podaii najit feSeni analyticky. Ve vétsin€ ptipadii se hleda feSeni numericky na pocitaci.
Pro pochopeni principu sestavime jednoduché diferencni schéma pro volny pad. Numerické
feSeni provedeme ve Ctyfech krocich:

1. Sestavime pohybovou rovnici,

2 pohybovou rovnici pievedeme na soustavu rovnic prvniho tadu,
3. derivace nahradime diferencemi,

4 vypocteme nové hodnoty za pomoci starych.

Pohybova rovnice pro volny pad vyplyva z 2. Newtonova pohybového zédkona
my =—-mg . 4.7)

Vysledna diferencialni rovnice y=-—g je mimofadné jednoduchd ajeji feSeni bychom
snadno mohli najit analyticky. Tvorbu diferen¢niho schématu si proto ukédzeme praveé na takto
analytické feseni. Nejprve pfevedeme diferencialni rovnici druhého fadu na soustavu rovnic
prvniho fadu (ve fyzice k tomu vyuzijeme definice rychlosti jako prvni derivace hledané pro-
meénné podle Casu):

4.8
aw (4.8)
a s

Nebudeme nyni hledat feSeni v kazdém case (diferencialni rovnice), ale jen v nékterych ca-
sech (diferen¢ni rovnice). V praxi to znamena nahrazeni skute¢ného feSeni lomenou carou.
Budou nés tedy zajimat jen hodnoty

= t s
Y =(1,) 4.9)
v,=u(t,).
YA AU
() . (a)
) 1 &) 13 14 g

Skute¢né derivace nahradime kone¢nymi rozdily:

Y+l —Vn =v
=zv,,
At
Untl ~Un =—g.
At
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Nyni vypocteme hodnoty # + 1 pomoci hodnot 7:

Vur =V, tU, At

(4.10)
U,4] =V, —gAtL.
Ziskali jsme tak diferen¢ni schéma, podle kterého pocitame jednotlivé hodnoty
yo,vo = yl,vl = y2,02 = e (411)

Je zieymé, ze k numerické konstrukci feSeni postaci znat pocatecni vysku a rychlost (poca-
te¢ni podminky), naptiklad yy = H, vy = 0.

¢ Priklad 4.3

Zadani: Navrhnéte diferencni schéma pro kulicku padajici v kapaliné z ptikladu 4.2.

IR L. a. . . s

ReSeni: Pohybovou rovnici y+— y =—g pfevedeme na soustavu rovnic prvniho fadu:
m

Y_
dt
dv  «

—=——v-g.
dt m &

v,

Nyni nahradime derivace diferencemi

a vypocteme nové hodnoty za pomoci starych:
Yyl EV, TU,AL,

o
Uy =0, —;vnAt— gAt.

Zapamatujte si:

—  Pohybovou rovnici mizeme feSit numericky za pomoci diferen¢niho schématu.

—  Numerické feseni je jen priblizné feSeni a uvedené Newtonovo schéma je velmi
jednoduché¢ a vysledek bude zatiZzen numerickou chybou, kterou mtlizete zmensit
volbou mensiho ¢asového kroku.

24

mata, zakladni princip je ale stejny.
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5 ZAKLADNI MECHANICKE VELICINY

Prvnimi velmi dalezitymi pojmy jsou mechanické prace a potencialni energie. Pojd'me si nyni
tyto pojmy zavést, nejde o nic slozitého.

Mechanicka prace

Na zékladni Skole jste mechanickou praci chiapali jako soucin sily ptlisobici na téleso
a urazené dréhy:

A=FIl; [A]=J=Nm (5.1)

Takto jednoduchy vztah plati, pokud je sila konstantni a mifi ve sméru pohybu télesa. Mecha-
nickou praci métime v joulech, jde o soucin newtonu a metru. Na stfedni Skole jste jiz pfipus-
tili, Ze sila nemusi mifit ve sméru pohybu télesa, vysledny vztah vypadal takto:

A=Flcosa. (5.2)

Sila je opét konstantni, ale smér jejich pisobeni svird se smérem pohybu tihel a. Pokud je tthel
nulovy, ziskdme ptedchozi vztah, pokud je 90°, tedy sila plisobi kolmo na drédhu, prace se
nekona.

F
'/z' - /

Pokud budeme silu a drahu chépat jako vektory, je vyraz (5.2) soucinem velikosti jednoho
vektoru, velikosti druhého vektoru a kosinem sevieného Uhlu, tedy nejde o nic jiného nez
o skalédrni soucin:

A=FI1=F Il +Fl,+F.]I, . (5.3)
Uvazujme nyni nejobecnéjsi ptiklad, kdy se téleso pohybuje po obecné kiivce a sila méni jak
svlyj smér, tak svou velikost. Na malém useku drahy, ktery je mozny povazovat za rovny, se

vykona mechanicka prace

Ad=FAlcosar=F Al =F,Av+F Ay +F.Az . (5.4)

Takovy vztah je samoziejmé jen pfiblizny. Pfesny bude, pokud element zvolené drahy bude
infinitezimaln€ maly, tedy

d4=Fdlcosa=F-dl=Fdx+F ,dy+F.dz. (5.5)
Celkovou vykonanou mechanickou praci ziskdme integraci podél celé kiivky y:

A=[F-dl=[F.dv+F,dy+F.dz. (5.6)
/4 4
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Takovy integral se v matematice nazyva kiivkovy integral druhého druhu. Nelekejte se, ze
obsahuje tfi diferencidly. Vypocet neni nijak slozity, pokud mate kiivku zaddnu parametricky.
V mechanice mize byt parametrem napiiklad ¢as. Ukazme si vypocet na jednoduchém, pii-
kladu vodorovného vrhu (postupné se na tomto prikladu u¢ime vsechny nové véci, takze si
pravdépodobné rovnice pro vodorovny vrh uz pamatujete:

x:U()t,

1 5 (5.7)
=H-—gt*.
y 2g

Tyto rovnice jsou parametrickym zadanim paraboly, po které se téleso pohybuje. Jde o nasi

kiivku y, na které budeme pocitat mechanickou praci.

y
A Yo

B x

PovSimnéte si, Ze uhel mezi plsobici silou (tizi) a smérem pohybu se misto od mista méni.
Diferencialy kiivky potfebné do integrace (5.6) snadno ziskdme ze vztahu (5.7):

dl = (dx,dy) = (v, dt, — gt dt) (5.8)
Piisobici silou je tize
F=(F,,F,)=(0,-mg) (5.9

Nyni jiz snadno sestavime potfebny integral pro vypocet mechanické prace vykonané mezi
body A a B:

Ip Ip
A:IFmﬂszﬂx+Eﬂy=IOvom+0mgX<gkh:I mg >t dt (5.10)

/4 4 4 4
V obecnéjsim ptipadé by byl nenulovy i prvni sCitanec a integral by mohl obsahovat i ptispé-
vek v ose z. Pov§imnéte si, Ze z ptivodnich tii diferencialti zlistane po dosazeni kiivky jeden

jediny, a to diferencial Casu. Integral se tak stane béznym uritym integralem. Integrace je
nyni snadna (z5 = 0)

t
A=|ma2212 | =ma®2/2 5.11
g 0 g Ip

Cas dopadu snadno zjistime z rovnice (5.7), dosadime-li y = 0:
tp= /2—H (5.12)
g

A=mg*t3/2=mgH . (5.13)
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Zapamatujte si:

—  Mechanicka préce je integralem A4 = IF -dl = IF wdx+F dy+F.dz.
/4 /4
— Integral se pocitd po kiivce, po niZ se pohybuje téleso. Kiivku zaddme paramet-
ricky, vypocteme diferencialy dx, dy, dz, a tim pfevedeme integraci na standardni
integral s ur¢itymi mezemi.

Potencialni energie a sila

Mechanicka prace se zpravidla kona na tkor potencidlni energie télesa, kterou proto miizeme
definovat takto

AW, =—dd=~F dx~ F,dy—F,dz (5.14)

Sama potencialni energie je funkci polohy, a tak jeji diferencidl mizeme vyjadrit jako

o, o, o,
AW, == Pdxsy Pgy PG, (5.15)
P ox dy 0z

Porovnanim obou poslednich vyrazl ziskame diileZity vztah mezi silou a potencialni energii:

aWp
*oox
51,4
Fy - p 9 (5'16)
dy
F, __ :
Jz

Silu ziskame jako zaporn¢ vzaté parcialni derivace potencialni energie. Tento zapis se Casto
zkracuje, moznosti zapisu je nékolik:

aw,
Fz—?:—gradez—VWp. (5.17)

Vsechny zapisy jsou jen zkratkou ptivodnich tii rovnic (5.16). Operace V se nazyva gradient,
symbolu obraceného pismene delta fikame ,,nabla“. Nazev zavedl skotsky matematicky fyzik
Peter Guthrie Tait (1831-1901) podle trojuihelnikového tvaru asyrské harfy ze 7. stoleti
pt. n. l. Asyrie byla v severni Mezopotamii. Slovo nabla (Nbl) je z aramejstiny, kterd ho upra-
vila z hebrejského Nev(b)el. Stejny nastroj uz ale znali Sumerové v obdobi 3 100 pft. n. 1. Ja-
mes Clerk Maxwell razil pro tento operator nazev ,,slope* z anglického slova znamenajiciho
spad ¢i sklon. Navrh Taita ale zvitézil.

Operace piisobi na skalarni funkci a jejim vysledkem je vektor

_[9f of of
Vf_(ax’ dy’ 82]' (5-18)

Takovy vektor mifi k maximu funkce f. Vztah (5.17) je tedy jen matematickym vyjadfenim
faktu, zZe sila vzdy mifi k minimu potencialni energie.
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Poznamky:

—  To, ze sila mifi do minima potencialni energie, ndm umozni urcit spravné znaménko potencidlni ener-
gie, pokud vahame. Naptiklad, je-li osa y orientovana svisle vzhliru, z moznych znamének potencialni
energie £mgy musime vybrat znaménko +, jinak by sila pisobila smérem vzhiru.

—  V okoli minima potencidlni energie mizeme ocekavat kmitavy pohyb, nebot’ sila vzdy mifi do minima,
téleso setrvacnosti minimum prolétne a zacne na n¢ho plsobit vratna sila. Pokud mé minimum para-
bolicky prubéeh, hovotime o harmonickych oscilacich.

—  Potencialni energie nemusi k danému silovému poli vzdy existovat. Jinymi slovy nemusi se nam
podarit nalézt takovou funkci, aby sila byla jejim zaporn¢ vzatym gradientem. Silové pole, pro které
existuje potencidlni energie, nazyvame konzervativni silové pole (patfi sem naptiklad tize, gravitace,
elektrostatické pole). Naopak tfeni neni konzervativni silou.

—  Pro konzervativni pole je integral ze sily po urcité kiivce roven

w, oW, w,
- — p p p -
!/F-dl—J;—VWp-dl——;[ gy Gr iy ghde =

., (5.19)
=—[dw, =W, (4)-W,(B).
A

a je tedy zavisly jen na jejim koncovém a pocatecnim bodg. Integral po uzaviené kiivce je nulovy.

—  Vzdy je vyhodnéjsi si pamatovat jednu veli¢inu (potencialni energii) nez vSechny tfi slozky sily. Z po-
tencialni energie je snadno muzeme zrekonstruovat jako zaporné vzaty gradient potencialni energie.

Zapamatujte si:
— Konzervativnim silovym polem nazyvame takové pole, pro které existuje potenci-
alni energie a silu lze vyjadtit jako zaporné vzaty gradient potencidlni energie.
— Sila mifi vZdy do minima potencialni energie.
— V okoli minima potencialni energie vykonava soustava kmitavy pohyb.

—  Mechanicka prace v konzervativnim poli zavisi jen na koncovém a pocatecnim
bodé¢, nikoli na tvaru kiivky.

¢ Piiklad 5.1
Zadani: Naleznéte silu k potencialni tthové potencidlni energii dané pfedpisem W, = mgy.
Reseni: Sila je minus gradientem, tedy

oW, oW, oW,
L P P1_(0,-mg,0). (5.20)

F=-VW =| - , ,
P ox dy dz

K¥ivkové integraly

Ptedstavme si, Ze mame parametricky zaddnu néjakou kiivku y:

x=x(1),
7 y=y() (5.21)
z=1z(1).

Parametrem muize byt ¢as nebo néjaka jind proménnd. Vektorovym elementem kiivky na-
zveme jeji diferencialy
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di = (dv,dy,dz) =| e, Yar, L |=| & & E g, (5.22)
dr ds d¢ dr dr dr

Skalarnim elementem nazveme vyraz

2 2 2
dl = JdI-di=\Jdx? +dy? +dz° :\/[ﬁj +(d—yJ +[%j dr . (5.23)

dt dt dt

Kiivkovym integralem prvniho druhu potom nazveme integraci skalarni funkce ptes skalarni
element:

L=[rd. (5.24)
/4

Tento typ integralu mizeme vyuzit k vypoctu hmotnosti dratu (f je pak délkovou hustotou)
nebo k vypoctu délky kiivky (f'=1). Kfivkovym integralem druhého druhu nazveme integral
z vektorové funkce ptes vektorovy element:

I, :.[F-dl. (5.25)
'

Ptikladem mutize byt vypocet mechanické prace, ktery jsme se pied chvili naucili.

¢ Priklad 5.2

Zadani: Naleznéte obvod kruznice.
ReSeni: Kruznici zadame parametricky

x=Rcoso, y=Rsing; pe<0,2r).
Nyni nalezneme vektorovy a skalarni element:

dl = (dx,dy) =(—Rsin¢@, Rcos@) de;

dl =+Jdv? +dy? =|R2sin? p+ R cos? ¢ dp= Rdo.
Obvod kruznice spocteme jako kiivkovy integral prvniho druhu:

2r 2r

0= jdlszd([)zRTd([)zM’R.
0 0 0

Zapamatujte si:

— Pokud chceme pocitat kiivkové integraly, musime mit kiivku zadanou paramet-
ricky.

—  Pro kiivku najdeme vektorovy element dl = (dx, dy, dz) a skalarni element

— Integrél prvniho druhu je integral ze skalarni funkce a skalarniho elementu.

— Integral druhého druhu je integral ze skalarniho soucinu vektorové funkce
a vektorového elementu.
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6 KONZERVATIVNI POLE A ZAKONY ZACHOVANI

Asi nejznaméjsim konzervativnim polem je gravitacni silové pole. Ke gravitacni sile existuje
potencialni energie takova, ze gravitacni sila je minus gradientem této energie.

Gravitacni zakon

Dvé télesa se vzdy vzajemné ptitahuji silou, ktera je piimo Umérnd soucinu jejich gravi-
ta¢nich hmotnosti. Tento fakt plyne pfimo z definice gravitacni hmotnosti jakozto schopnosti
téles se vzajemn¢ piitahovat:

F o< myms,. (61)

Gravitacéni sila je , jak objevil Isaac Newton v 17. stoleti, nepfimo imérna druhé mocniné
vzdalenosti mezi télesy, tedy

Fol . (6.2)

2
B
Oba dva vztahy miizeme sloucit do jednoho jediného zakona

mymy

s
7’2

F=G (6.3)
kde G je koeficient imérnosti, ktery nazyvame gravitani konstanta. Jeji prvni méfeni pochazi
od Henryho Cavendishe z roku 1798. Na vodorovném rameni zavéSeném na vldkné m¢l dvé
olovéné koule o hmotnostech ptiblizné 0,75 kg. K tém sttidave ptiblizoval velké olovéné kou-
le o hmotnosti 158 kilogramii a za pomoci zrcatka umisténého na svislém zavésu pozoroval
zkrouceni tohoto zavésu vlivem ptitahovani. Soucasna hodnota gravitacni konstanty je

G =(6,6742 +0,0010)x10"" m’-s *-kg .

Gravitaéni konstanta je nejméné piesné¢ zméienou fundamentélni konstantou. Z komunistické
éry pretrvalo v nékterych textech znaceni gravitacni konstanty feckym pismenem kapa (x).
Casto je uspotadani takové, ze jedno z téles ma vyrazné vétsi hmotnost nez ostatni (napiiklad
umistime do stfedu soufadnicové soustavy a piedpokladdme, Ze mensi téleso jeho pohyb
ovlivni minimalng¢:

YA A
(A

V silovém predpisu je nyni » vzdalenost testovaciho télesa do pocatku soufadnic. Vzhledem
k tomu, Ze sila ma byt derivaci potencidlni energie, musi byt potencialni energie imérna £1/r.
Znaménko ur¢ime tak, aby sila plisobila ve sméru mensich r, tj. bude platit modra kiivka

Feg™ . po__g™M
7"2 P r

(6.4)
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Povsimnéte si, Ze gravitacni energie je zdporna a se vzdalovanim téles roste. To je na prvni
pohled divné, oc¢ekavali bychom, Ze gravitacni energie bude se vzdalovanim slabnout. Pokud
si ale povSimneme, Ze W, sice roste, ale knule, je vSe v porddku. V absolutni hodnot¢
skutecné gravitacni potencialni energie slabne. Pokud budeme chtit opravdu fesit pohyb téles,
nesta¢i ndm jen znalost velikosti gravitacni sily, ale musime znat jeji jednotlivé slozky.
Vypoctéme z potencialni energie naptiklad x-ovou slozku sily:

ow -1/2
== p:_i —GL :GmMi(x2+y2+zz) =
ox ox /x2+y2+22 ox
-3/2
= GmM(2x)(—1/2)(x2 +y2 +z2) :—G’”T x.
r
Analogicky ur¢ime ostatni slozky:
M

F.=-G m3 X,
r
mM

F,=-G—y, (6.5)
r

F,=-G mJ;I z.
r

mi=—-G X,
3
. mM
my:—G—3y, (6.6)
r
m2=—Gm];42.
r

Y v 2 2, 2\1/2 . - I 7 . Vv s . r
Nezapomefime, Ze r = (x*+*+z%)"2, soustava je tedy nelinearni a nejvhodné&jsi je numerické

feSeni. PovSimnéte si, Ze hmotnost testovaciho télesa se na obou stranach pohybové rovnice
vykrati (pokud je jeho setrvacna hmotnost rovna gravitacni) a vysledny pohyb nebude na
hmotnosti télesa zaviset. Matka uvolnéna z kosmické lodi se kolem Slunce bude pohybovat
po stejné draze jako cela planeta. Naleznéme velikost sily odpovidajici slozkam (6.5):

2 23r2 2 2ar2
F=+F. :,/Fx2+Fy2+FZ2:\/M(x%y%zz):\/G m4M :Gmﬁl.

7"6 r r

Velikost sily tedy vyjde tak, jak ji zndme z gravitaéniho zdkona. Vztah pro silu (6.5) miZeme
zapsat také ve tvaru

F=- m]gﬁ. (6.7)
7 r

Sila ma velikost GmM/r* a miii ve sméru jednotkového vektoru —r/r, tedy smérem ke stiedu
soufadnic.

y

M
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Zapamatujte si:
— Gravitacni sila je v poli centralniho télesa dédna predpisem

M M
F=-— m_2£; F:Gm—z.
r r r

— Potenciélni energie ma tvar (je zapornd a s rostouci vzdalenosti roste k nule)

W, =—g22
r

—  Silu mizete vzdy ziskat jako zaporn¢ vzaty gradient potencidlni energie.

Tize

Pokud probiha pohyb v té€sné blizkosti povrchu Zemé, nevyuzijeme z gravitatniho zakona
celou kiivku. Pohybujeme se maximalné n¢kolik kilometri nad zemi nebo pod zemi. Pro
takovéto pohyby postaci nahradit skutecnou zavislost pouhou te¢nou.

"o

K tomu vyuzijeme Lagrangeovu vétu o piirtistku zapsanou pro potencialni energii:
AW, = Wr: (R) h =

' ) mM (6.8)
Wo(R+h)=Wy+W,(R)h=W, +G?h.

Konstanta W, je nepodstatna, potencidlni energii miZzeme posunout o jakoukoli konstantu
a sila pasobici na téleso se nezméni (je derivaci potencialni energie). Rozdil »—~R ma vyznam
vysky nad povrchem. Pro linearni zavislost mame finalni vztah
. . M
W, =Wy+mgh; g=G—. (6.9)
R

Jde o tizi, tihové zrychleni na povrchu mizeme urcit z hmotnosti a rozméru télesa. Jiné nam
vyjde na Zemi, jiné na M¢sici a jiné pii povrchu Slunce.

Zapamatujte si:
— Tize je linearni aproximaci gravitace u povrchu télesa.

— Tize roste linearn¢ se vzdalenosti. V nekone¢nu by tihova energie méla
nekonecnou hodnotu, ale tam jiZ tato aproximace neplati.

— U rotujiciho télesa se do tthového zrychleni zahrnuji i odstfedivé jevy.
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Coulombtiv zakon

Vzéajemné pusobeni dvou naboji je velmi podobné gravitaci. Sila je imérnd nabojim obou
téles a nepfimo umerna druhé mocning jejich vzdalenosti. Potencidlni energie je opét nepiimo
umérna vzdalenosti obou téles:

F:LZ; W, = 99 (6.10)
4reqgr 4reyr
Pro rizné znaménko nédboji vyjde potencidlni energie zdpornda, tedy pfitazliva, jako tomu
bylo u gravitace. Pro shodna znaménka néabojii vyjde potencialni energie kladna a naboje se
budou odpuzovat. Z historickych diivodil je konstanta imérnosti oznacena v soustavé SI jako
1/47ey, kde &) se nazyva permitivita vakua

£0=8,854x10"12 C*N"'m ™ (6.11)
A
(A
1 qQ>0
@ F/q‘\_> >
£ 90<0 "

Pokud je jeden naboj vyrazné vétsi nez druhy, mizeme ho opét umistit do pocatku soutadni-
cové soustavy, » potom bude mit vyznam vzdalenosti testovaciho nédboje ¢ od pocatku sou-
fadnic, kde je naboj Q. Vztah (6.10) prejde na

e qu; F=£25; Wfﬂ- (6.12)
47e o dregr® T 4zer

Zkontrolujte si, ze sila ma pro dva souhlasné naboje spravny smér (tedy od pocatku sourad-
nicové soustavy).

Zapamatujte si:
Coulombova sila je odpudiva pro shodné naboje a ptitazliva pro naboje opacnych
znamének. Tomu odpovida vyjadieni potencidlni energie a sily pro centralni naboj:
Fe qQZ; Fe qug; W = 990
dre o’ 4re o r e o”

Zakon zachovani hybnosti

V roce 1915 pftisla némecko-americkd matematicka Emmy Noether (1882—-1935) na zcela
novou myslenku. Matematicky dokézala, Ze kazda zachovévajici se veli¢ina souvisi se symet-
riemi v pfirod¢. Zakon zachovani energie, hybnosti a momentu hybnosti jsou jen dasledky
urcitych symetrii. Jak si pfedstavit symetrii v pfirodé? V matematice je to snadné. Pokud oto-
¢ime Ctverec kolem kolmé osy o 90°, pfejde sdm v sebe. V pfirodé ndm jde o symetrie pii
konani experimentii. Pfedstavme si, Ze mame v n¢jaké skiince sadu fyzikalnich experimentt,
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které budou testovat rizné situace. Budou tam kyvadélka zastupujici gravitacni interakei,
lasery a zrcadla testujici elektromagnetickou interakci, beta zafi¢ testujici slabou interakci a
tteba miniaturni atomovy reaktor testujici jaderné sily. A s timto pfistrojem budeme konat
naSe experimenty. Symetrii nazveme takovou operaci, po které bude celd aparatura i nadale
fungovat stejné. Naptiklad mizeme pfistroj odsunout vodorovné o jeden metr a na jeho
funk¢nost by to nemélo mit vliv. Stejna symetrie ale neplati vici svislému posunuti. Pfistroj
se dostane vyse, tedy do jiné gravitace a bude fungovat jinak.

Co bude délat tady?

?

A nebo tady?

?

\ 4

maj pekelny stroj

Zkusme nejprve predpokladat, ze pti posunuti ve vodorovném sméru x bude piistroj nadale
fungovat stejné jako predtim. Potencialni energie mize byt obecné funkci ¢asu a polohy:

Wy =W,(t,x,,2). (6.13)

Pokud se pfistroj po posunuti v ose x ma chovat stejn€, nesmi se ve sméru x menit potencialni
energie, tedy W, nebude zaviset na proménné x. Matematickym vyjadienim je

I,
0x

Pohybovéa rovnice pro x-ovou slozku bude mit nulovou pravou stranu:

Wy=W,(t.y,2) = =0. (6.14)

LA .
mx=—— = mx=0 =

ox

mx = const

Na pocatku byla symetrie vzhledem k posunuti, na konci vypoctu je zachovavajici se veli¢ina.
Nazyvame ji hybnost. Obdobnou tvahou mizeme zavést hybnost ve viech tfech osach:

Py =MU,,
py=mu,, (6.15)
p;=Emu,.

Jednotlivé slozky se zachovavaji jen, plati-li symetrie vzhledem k posunuti v daném sméru.
Uz jsme se zminili, Ze ve svislém sméru symetrie vzhledem k posunuti neplati. Neplati proto
ani zédkon zachovani svislé slozky hybnosti. Pokud budete drzet v ruce kdmen, bude mit nulo-
vou hybnost. Pak ho pust'te. Pfi dopadu na zem ma zjevné hybnost nenulovou. Svisla slozka
hybnosti se nezachovava. Relaci (6.15) miizeme zapsat také vektorove:

p=my (6.16)
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¢ Priklad 6.1

Zadani: Elektrickym vodicem protéka konstantni elektricky proud a soufadnicova soustava je
definovéna dle obrazku. V okoli vodice se nachéazi elektron. Rozhodnéte, které slozky jeho
hybnosti se zachovavaji a které nikoli.

y

[=const ——»

Reseni: Nagim ,,piistrojem® je elektron, ktery se nachazi v magnetickém poli vodi¢e. Pokud
elektron pfesuneme ve sméru osy x, nezméni se jeho vzdalenost od vodice a nezméni se ani
magnetické pole (pokud je vodi¢ nekone¢ny). Pro elektron bude situace stejnd, at’ se pohne ve
sméru osy x jakkoli. Proto se zachovava slozka hybnosti p,. SloZky p, a p. se nezachovavaji,
nebot’ se elektron pfi pohybu ve sméru osy y nebo z dostava do rizné vzdalenosti od vodice
a tedy do rtizné silného magnetického pole.

[
Pokud neni hmotnost konstantni, je otazkou, kde se v pohybové rovnici ma nachazet:
m d—V =F;
dt
(6.17)
d(mv) _F.
dr

Pro konstantni hmotnost jsou ob¢& vyjadreni ekvivalentni. Pokud se hmotnost méni (napiiklad
jde o kropici vz nebo raketu, kterd spotfebovava palivo), je spravné (v souladu s ptirodou)
vyjadieni druhé. Pro proménnou hmotnost méa pohybova rovnice tvar

dp
L -F. 6.18
4 (6.18)

Zapamatujte si:

— Hybnost souvisi se symetrii vzhledem k prostorovému posunuti. Hybnost je za
pomoci této symetrie definovana jako p = mv. Dana slozka hybnosti se zachovava
jen tehdy, pokud plati symetrie vzhledem k posunuti v tomto sméru.

— Jednoduchym vztahem p = mv je hybnost definovana v klasické mechanice

vvvvvv

jednoduse.

— Pokud neni hmotnost télesa konstantni, je na levé stran¢ pohybové rovnice ¢asova
zména hybnosti télesa, tj. plati dp/dt = F.
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Zakon zachovani energie

Predpokladejme nyni, Ze nas ,,pekelny stroj* nebudeme nikam posouvat, nechdme ho na mis-
té, ale zapneme ho nejprve v Case fy a poté¢ o néco pozd¢ji, napiiklad v Case #y+Ar. Otazka je
stejnd. Bude pfistroj fungovat stejné nebo nikoli? Omezme se v naSem odvozeni pro jednodu-
chost na jednu jedinou prostorovou dimenzi, tj. W, = Wy(t, x).

mUj pekelny stroj spustim v t;

Co udéla, kdyz ho spustim v tg+At ?

Pohybova rovnice pro sledované mechanické déje bude

oW,
m - (6.19)
dt ox

Pokud plati vychozi symetrie, tj. experiment spustény o néco pozdéji dopadne stejné, nemiize
potencidlni energie zaviset na case explicitné, tj. v naSem piipadé¢ bude funkci jediné
proménné x a parcialni derivace se zméni v Uiplnou:

dw.
m e (6.20)

Ptesunime nyni diferencial dx z pravé strany rovnosti na levou (zachazime s nim jako s malym
ptirtstkem):

m—dx=—-dWw, . (6.21)

Na levé strané si povSimnéme diferencidlu dx v Citateli a d¢ ve jmenovateli. Spolu daji
rychlost, tj. budeme mit

mvdv=—-dW, . (6.22)
Ob¢ strany snadno integrujeme:
muv?
- =—W, +const. (6.23)

Po pfevedeni potencidlni energie na levou stranu dostavame zédkon zachovani energie

I’}’lU2

+W, = const. (6.24)

Situace se opakuje, pfedpokladali jsme existenci néjaké symetrie (v tomto piipadé symetrie
vzhledem k asovému posunuti) a ziskali jsme zdkon zachovani, tentokrat energie. Energie je
touto symetrii definovana. Ma kinetickou (% mv?) a potencialni (W,) cast. Zakon zachovani
energie plati, pokud plati symetrie vzhledem k posunuti v ¢ase.
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¢ Piiklad 6.2: Zachovava se energie kyvadla zavéSeného na zavésu?

ReSeni: Spustime-li kyvadlo nyni, bude se n&jak pohybovat. Pokud experiment zopakujeme
po péti minutach, dopadne stejné€. Situace je symetrickd vzhledem k posunuti v Case, a proto
se energie kyvadla zachovava.

¢ Piiklad 6.3: Zachovava se energie baliku zavéSeného na jetabu, ktery pomalu naviji lano?

Reseni: Rozkyveme-li balik nyni, bude se n&ak pohybovat. Pokud experiment zopakujeme
po pé€ti minutach, bude mit lano jinou délku a balik se bude kyvat jinak. Situace neni symet-
ricka vzhledem k posunuti v Case, a proto se energie baliku nezachovava. PtiCina je zjevna, je
zde pfitomen motor, ktery zpiisobuje naruseni zdkona zachovani energie baliku.

¢ Piiklad 6.4: Zachovava se energie elektronu v okoli vodie protékaného konstantnim
elektrickym proudem?

Reseni: Nastfelime-li elektron do magnetického pole vodice nyni, bude se pohybovat uréitym
zpisobem. Ucinime-li experiment o néco pozdé&ji, dopadne stejné, nebot’ se magnetické pole
nezméni. Energie elektronu se bude zachovavat.

¢ Priklad 6.5: Zachovava se energie elektronu v okoli vodic¢e protékaného proménnym elek-
trickym proudem?

Reseni: Nastielime-li elektron do magnetického pole vodige nyni, bude se pohybovat uréitym
zpusobem. Uc¢inime-li experiment o néco pozd¢ji, dopadne jinak, nebot’ se magnetické pole
zmeénilo. Situace neni symetricka vzhledem k posunuti v ¢ase a energie elektronu se nebude
zachovavat.

¢ Piiklad 6.6: Zachovava se celkova energie ve vesmiru?

ReSeni: Vesmir expanduje zrychlenou expanzi a situace zjevné€ neni symetrickd vici posunuti
v Case. Celkova energie ve vesmiru se proto nezachovava.

Zapamatujte si:

— Energie je v jednoduchych mechanickych systémech souctem kinetické
a potencialni energie.

— Ve tfech dimenzich je kineticka energie dana vztahem Wy = m(vx2+vy2+vzz).

— Energie se zachovava jen tehdy, plati-li symetrie vzhledem k posunuti v ase.

ooooooooooooooooooooooooooo

44



7 ROTACNi POHYBY

V této casti se budeme zabyvat jednoduchymi rotaénimi pohyby a jejich popisem. Nejprve se
seznamime s pojmem momentu vektoru.

Moment sily a moment hybnosti

Predstavte si, Ze chcete pootocit se starou zarezlou pakou. Jak to udélat, abyste se co nejméné

nadfeli? Sila Fi: nic moc, blizko osy ota€eni, mald a ve Spatném sméru. Sila F>: jakz takz,

kdyby mifila kolmo, bylo by to lepsi. Sila F3: upIn€ nanic, ma Spatny smér.

3 pUsobisté
sily

Fl 0Ssa ‘

Vase usili bude zaviset na tfech faktorech: 1) na velikost sily, kterou budete za paku tahat;
2) na vzdalenosti od osy, ve které budete silou pasobit (¢im dale, tim 1épe); 3) na sméru, ve
kterém budete za paku tahat (nejlépe kolmo na ni, nejhiife podél paky, to ji neotocite nikdy).
Ze vsech téchto faktor mizeme sestavit jednoduchou veliCinu, kterd charakterizuje vSechny
tt1 faktory soucasné

0sa

Mp=rFsinea, (7.1)

ve které je r vzdalenost mezi osou otaceni a pusobistém sily, F je velikost ptisobici sily a a je
uhel mezi silou a spojnici osy a pusobisté. Je-1i uhel a nulovy, pdkou neotocite. Je-1i 90°,
bude Vase snaha nejucinnégj$i. Nové zavedenad velicina je velikosti vektorového soucinu

M, =rxF, (7.2)

ktery nazyvame moment sily. Moment sily mifi kolmo na oba dva vektory a jeho velikost je
rovna plose vyznacené vpravo na obrazku. Cim vétsi je tato plocha, tim snadnéji pakou oto-
¢ime. Obdobnym vztahem mizeme zavést moment pro jakykoli vektor A:

M, =rxA, (7.3)

Vektor r mifi bud’ od osy otaceni, nebo z pocatku soufadnic do ptsobisté vektoru A. Velmi
uzite¢ny bude moment hybnosti definovany vztahem

b=rxmv. (7.4)

Jak uvidime za chvili, moment hybnosti se bude v centralnich polich zachovévat.

Zapamatujte si:
— Momentem vektoru nazyvame vektorovy soucin My = rxA.
— Pro rota¢ni pohyby jsou dilezité momenty sily Mz = rxF a hybnosti b = rxmv.

— Moment vektoru zavisi na volb¢ pocatku soutadnic. Zpravidla ho klademe do osy,
kolem kter¢ se téleso otaci.
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Zakon zachovani momentu hybnosti aneb zakon ploch

Ptepokladejme, ze v prostoru plisobi centralni silové pole. Tak nazyvame sily, které miii sy-
metricky z jediného (nebo do jediného) mista, do n¢hoz umistime pocatek soutradnic. Piikla-
dem miize byt prostor kolem Slunce nebo kolem kulové symetrického kladného ¢i zaporného
naboje. Potencialni energie zavisi jen na vzdalenosti od centra, tj.

Opét jde o jistou symetrii v prirod¢€, které¢ bude odpovidat né¢jaky zakon zachovani. Jak si tuto

symetrii predstavit? Nas ,,pekelny stroj muzeme otocit kolem centra v libovolné roviné
a stroj se bude chovat 1 nadéle stejn¢:

Co bude délat tady?

\/

centrdlni pole .. 3 .
m{Uj pekelny stroj

Pojd'me nyni ukazat, ze za predpokladu centralni symetrie se zachovdva moment hybnosti.
Najdéme jeho ¢asovou zménu (moment hybnosti derivujeme jako soucin):

i—?=a(r><mv)=v><mv+r><ma=mv><v+r><F=O. (7.6)

Prvni ¢len je nulovy, protoze jde o vektorovy souc¢in dvou stejnych vektori, druhy vektorovy
soucin je nulovy, protoze v centralnim poli je sila rovnobézna s polohovym vektorem (stted
soutfadnic je v centru). Se symetrii centralniho pole tedy souvisi zakon zachovani momentu
hybnosti. Ukazme si nyni, Ze tento zdkon zachovani neni nic jiného neZ tzv. zdkon ploch:
privodic pohybujiciho se télesa opise za stejnou casovou jednotku vzdy stejnou plochu.

centralni pole

At
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Spoctéme plosnou rychlost pohybujiciho se télesa, tedy zménu plochy za urcity ¢as. Plochu
vyjadiime za pomoci vektorového soucinu. Miizeme ji ponechat jako vektor, jehoz velikost je
rovna velikosti plochy a smér je kolmy na plochu (plochu charakterizujeme normalou). Uz
vime, ze vektorovy soucin dvou vektorit ma velikost rovnou plose rovnobézniku natazené¢ho
na tyto vektory. Plocha vyznacena na obrazku bude polovinou tohoto rovnobézniku:

1
WZdEZMIlFXQ:lI’XVzierV:Lb. (7.7)
dt dr 2 dr 2 2m 2m

Plos$na rychlost je tedy imérnd velikosti momentu hybnosti! Pokud plati zakon zachovani
momentu hybnosti, ploSna rychlost se neméni, tedy plocha opsana privodi¢em za jednotku
Casu je stale stejna. Ve Slunecni soustaveé se tomuto zakonu tika druhy Keplertiv zakon neboli
zakon ploch. Z n¢ho plyne, Ze se planeta v pfisluni (blizko u Slunce) pohybuje rychleji nez
v odsluni (daleko od Slunce).

Pokud neni v systému pfitomna zadna sila, télesa se pohybuji rovnomérné piimocate. Zakon
zachovani momentu hybnosti, resp. zdkon ploch potom plati vzhledem ke kterémukoli bodu
prostoru, nebot’ je situace symetrickd vzhledem k otoceni pfistroje kolem jakéhokoli bodu. Na
obrazku dole se téleso pohybuje po Cervené trajektorii. Bod A byl zvolen zcela ndhodné.
VSechny modré trojiihelniky zaujimaji stejné plochy, nebot’ maji stejné zakladny (leZi na tra-
jektorii télesa) a stejné vysky. Zakon ploch (a tedy 1 zdkon zachovani momentu hybnosti) opét
plati, a to vzhledem k jakémukoli pocatku.

Co kdyZ neni pole zcela symetrické a nas ,,pekelny stroj* ptjde beze zmény situace otocit jen
v jedné jediné rovin€? Takova situace nastane naptiklad u vodice protékaného konstantnim
elektrickym proudem. Situace je symetricka vzhledem k otocCeni kolem vodice, tedy v roviné
na ného kolmé, jinak nikoli. Jen v této rovin€ je pole centralni. Pohybujeme-li se v této ro-
viné, miii rxp kolmo na tuto rovinu (ve sméru vodice), proto se bude zachovavat jen slozka
momentu hybnosti ve sméru vodice, tedy kolma na rovinu symetrie.

Zapamatujte si:
— V centralnim poli se moment hybnosti vzhledem k poc¢atku zachovava.

— Ze zékona zachovani momentu hybnosti plyne zakon ploch: pruvodi¢ télesa opise za
stejné Casove useky stejné plochy.

— Je-li situace symetricka vzhledem k otoceni systému v urcité roving, zachova se slozka
momentu hybnosti, kterd je kolma na tuto rovinu (mifi ve sméru osy otacent).
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Poincarého skupina symetrii

Objevili jsme uz nékteré symetrie a s nimi souvisici zdkony zachovani. Predstavme si
Ctyfrozmérny svét, ktery popiSeme jednou ¢asovou osou a tiemi prostorovymi osami. Takovy
nas sveét skutecné je, k popisu udalosti musime fici, kdy a kde udalost nastala, potiebujeme
k tomu tedy ctyfi udaje. V Ctyfrozmérném svét€ mizeme provést 4 translace (posuny) podél
os. Tyto symetrie jsme uz zkoumali a vime, Ze pokud plati symetrie vzhledem k ¢asovému
posunuti, zachovava se energie, pokud plati symetrie vzhledem k posunutim ve sméru prosto-
rovych os, zachovavaji se jednotlivé slozky hybnosti. Ke ¢tyfem translacim tedy mame Ctyfi
zakony zachovani.

4

Nyni jsme piidali jeste rotace. Pokud je situace symetrickd vzhledem k oto¢eni v roviné (x, y),
zachova se sloZzka momentu hybnosti b,, pokud v roviné (y, z), zachova se slozka b, a pokud
v roviné (z, x), zachova se slozka b,. JenZe ve Ctyfrozmérném svété existuje Sest nezavislych
rotaci. Jesté bychom se mohli pootocit v rovinach (¢, x), (¢, y) a (¢, z). Tyto symetrie budete
zkoumat ve fyzice II, jde o tzv. Lorentzovu symetrii a jejim dusledkem je existence
a zachovéni spinu (vlastnosti ¢astic velmi podobné momentu hybnosti). Existuje tedy deset
zakladnich symetrii a deset zdkladnich zékond zachovani. Zatim jsme probrali sedm z nich.
Dohromady se této skupiné symetrii fikd Poincarého skupina symetrii podle vyznamného
francouzského matematika a teoretického fyzika Henriho Poincarého (1854—1912).

Zapamatujte si zakladni symetrie a zakony zachovani:

symetrie zakon zachovani skupina symetrii
posunuti v Case o At energie £
posunuti v prostoru o Ax hybnost p,

translace
posunuti v prostoru o Ay hybnost p,
posunuti v prostoru o Az hybnost p.

rotace v roviné (x,y) o Ag,, moment hybnosti b,

T . prostorové
rotace v roviné (y,z) 0 Ag,. moment hybnosti b, CrEEE
rotace v roving (z,x) 0 Ag., moment hybnosti b,
rotace v roving (z,x) 0 Agy spin sy casoprostorove

. . rotace
rotace v roviné (,y) o0 Agy, spin s, (Lorentzova

0 o . symetrie
rotace v roving (£,z) 0 Ay, spin s, y )

Posledni skupinu budeme probirat pozdéji.

48



Kulicka na provazku

Vénujme se nyni nejjednoduss$imu rotacnimu pohybu. Piedstavme si kulicku otacejici se ko-
lem pevné osy na nehmotném zavésu délky /.

¢
’
(] 0sa
1
L}

.

Urceme nejprve velikost momentu hybnosti a kinetickou energii kulicky. Vypocet je jedno-
duchy, protoze rychlost pohybu je kolma na privodic:

b=|rxmv|=Imv=Imlo=ml’w;
(7.8)

Wy =lmv2 =lm12a)2 .
2 2

V obou vyrazech se objevila stejna kombinace ml*, ktera charakterizuje vlastnosti rotujiciho
sytému. Této veli¢in€ budeme fikat moment setrvacnosti vzhledem k ose a oznacovat ho bu-
deme J:

J=mi*; [J]=kgm?. (7.9)

S pomoci momentu setrvac¢nosti miiZzeme velikost momentu hybnosti a kinetickou energii
kuli¢ky na provazku napsat jako

b=Jw;
(7.10)
Wy :%Ja)z .

Prohlédnéte si dobfe oba vyrazy a porovnejte je s hybnosti a energii translacniho pohybu.
Vyrazy jsou shodné, pokud nahradime normalni rychlost thlovou rychlosti a hmotnost mo-
mentem setrvacnosti! Moment setrvacnosti ma pro rotace stejny vyznam jako setrvacna
hmotnost pro translace, je mirou schopnosti télesa setrvavat v daném rota¢nim stavu. Cim je
moment setrvacnosti vétsi, tim hife se ndm bude téleso roztacet, a pokud uz se toci, tim hire
se nam bude brzdit jeho pohyb.

Zapamatujte si:

— Moment setrvacnosti vzhledem k ose je mirou schopnosti télesa setrvavat v daném
rotaénim stavu. Pro kuli¢ku na provazku je roven J = m/°.

— Moment hybnosti je pro kuli¢ku na provazku b = Jo.

— Kinetické energie kuli¢ky rotujici na provazku je Wy = J w?/2.
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Paralely mezi translacnimi a rotac¢nimi pohyby

U translacnich pohybt stdla na levé strané pohybové rovnice ¢asova zména hybnosti. Nyni se
pokusime odvodit obdobnou pohybovou rovnici pro rotacni pohyby. Za tim ucelem nalezne-
me ¢asovou zménu momentu hybnosti

%:%(erv):V><mv+r><ma:mv><v+r><F =M, .

Postup je stejny jako u odvozeni zédkona zachovani momentu hybnosti u centralniho pole.
Prvni Clen je zjevné nulovy (vektorovy soucin dvou vektort). Druhy ¢len da v centralnim poli
nulu (zdkon zachovani momentu hybnosti), v obecném poli jde o moment sily:

db
—=Ms. 7.11
& F (7.11)

Pokud zapiSeme tuto rovnici jen ve velikostech, dostaneme jednoduchou pohybovou rovnici
pro otaeni v jediném thlu

J$=My (7.12)

Mezi vztahy u rotacnich a transla¢nich pohybt je fada analogii. Na nékteré z nich jsme jiz
pfisli. Prohlédnéte si peclivé nasledujici tabulku.

translace rotace

poloha x(1) uhel o(?)
hl = thlova rychl w—d—(p—¢
rychlost Y uhlova rychlost dr
hlent a=L; ihlové zrychleni e=2-p
zrychleni y uhlové zrychleni a7
hmotnost m moment setrvacnosti J
sila F moment sily Mr
hybnost p =mv moment hybnosti b=Jo
o . 1 2 o : 1. 5
kineticka energie W, = 5 muv kineticka energie Wy, = 5 Jw
. dp _ db
pohybové rovnice m = pohybova rovnice m =Mpg
pohybova rovnice 1D mx=F pohybova rovnice 1D Jop=Mp

oo000000000000000000000000o
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8 JEDNODUCHE PRIKLADY

V této casti si spocteme nekteré jednoduché piiklady na rotaéni pohyby a seznamime se
s né€kolika uziteCnymi triky.

Kyvadlo na nehmotném zavésu

0sa

€ Piiklad 8.1: Reste pomoci diferenéniho schématu pohyb kyvadla s obecnymi po¢ateénimi
podminkami. Zanedbejte hmotnost zavesu, téleso na konci povazujeme za malou kulicku.

ReSeni: Vyjdéme z pohybové rovnice rotujiciho télesa:
J$=Mpg (8.1)
Za moment setrvacnosti dosadime ze vztahu (7.9) a za moment sily ze vztahu (7.1)
mi*p=—mglsing. (8.2)

Znaménko minus na pravé strané vyjadiuje, ze moment sily je vratnou silou, tedy pii vzdalo-
vani z rovnovazné polohy pusobi proti pohybu. Rovnici mizeme upravit do standardniho
tvaru s klesajicim stupném derivaci a s koeficientem 1 u nejvyssi derivace:

¢+§gn¢=0. (8.3)

Povsimnéte si, ze hmotnost zmizela — uz diive jsme se zminili o tom, Ze jde o diilezitou vlast-
nost gravita¢niho (tihového) pole. Odvozena rovnice pro kyvadlo je obycejna diferencidlni
rovnice druhého tadu, kterd je nelinearni, a proto velmi obtizné fesitelnd. Pro malé rozkmity
(ptiblizné¢ do 5°) lze funkci sinus nahradit argumentem (sinx =<x) a rovnice piejde
v jednoduchou linedrni rovnici

¢+§¢z0, (8.4)
kterou se naucime fesit pozd¢ji. Této aproximaci fikdme matematické kyvadlo, uvidime, ze

vede na harmonické oscilace. Nyni feSme numericky plvodni nelinedrni rovnici (8.3) pro
libovolné rozkmity. Nejprve rovnici pfevedeme na soustavu dvou rovnic prvniho fadu:
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p=w,

8.5
w= —% sing. ®-5)
Derivace nahradime kone¢nymi diferencemi
Pns1 — Pn
At "
(8.6)
Wy — Oy 8 ..
——1 =—2=5in
At g S n
a vypocteme nové hodnoty pomoci starych:
Ppr1 =@, T a)nAt >
(8.7)

Wy 41 = O _§(Sin¢n)At-

Z odvozeného diferen¢niho schématu vypocitame z hodnoty thlu a uhlové rychlosti v case ¢,
nové hodnoty v ¢ase ¢, =¢, + At. D

Trik prvni

Slozité nelinearni vyrazy mizeme Casto nahradit s malou ztratou piesnosti linearnimi vy-
razy. Pro malé argumenty funkci (x << 1) Ize psat

sinx < x, cosx=~1, e=1+x,

sinhx~x, coshx~=1, In(1 +x)=x,
(1+xy = 1+px , (1+ x)’= 1+ 2x , (1+ x)’= 1+ 3x,
(1+ x)"*= 14x/2 , V/(1-x) = 1+ x, V(1+x)~1-x.

Poslednich pét vyrazi je jen aplikaci formulky (1+x)? = 1+px. Zkuste si nakreslit grafy
né€kolika prvnich funkei. Jejich linearni ndhrazky jsou rovnice teCen v pocatku soutadnic.
Urc¢eme napiiklad sin 3°. Argument musime pfevést na radiany:

o

sin3°=3°=

27 =0,0523598...

o

Ptesnéa hodnota sin 3° = 0,052335956... a 1i8i se od aproximace az ve Ctvrté platné Cislici.

' N

y
y=x

y=sinx

=V
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€ Piiklad 8.2: Zdimacka rotuje s frekvenci /=1 500 ot/min. Polomér bubnu je R= 30 cm. Pfi
otevieni se motor vypne a zdimacka se piisobenim brzdy zastavi za 4 s. Po kolika otackach se
zastavi buben? Jaky je prub¢h dostiedivého zrychleni kapesniku na obvodu bubnu?

ReSeni: Nejprve si zapidme pocate¢ni podminky tlohy, tj. poate¢ni uhlovou frekvenci (je
dana ota¢kami zdimacky) a thel otoceni v ¢ase ¢ = 0:

oz 1500 1500

w0_7=27[f; lemin 60s =25Hz; (8.8)
®y=0.
Nyni sestavime pohybovou rovnici
J$=M (8.9)

Moment sily na pravé strané bude dan brzdnym momentem M, bude pisobit proti pohybu,
proto napiseme My = —M a provedeme prvni integraci (rovnice je linearni s konstantni pravou
stranou)

Jé=—M N M -
¢ @ 7

M
o(t)=——1t+c =
J
M
t)=——t"+cit+c,.
(1) 27 ittey
Integra¢ni konstanty ur¢ime z pocate¢nich podminek w(0)= wo, ¢(0) = 0:

a)(t)za)o—%t;

J (8.10)
(t)=a)t—£t2
2 of Tt

Zajima nas situace na konci pohybu, tj. v koncovém Case # = 4 s, kdy bude thlova frekvence
jiz nulova a thel bude roven koncovému thlu ¢y:

M
O=a)0—7tk 5

_ gt —~ M2
Pk 0% =5t

(8.11)

Z prvni rovnice miiZeme spocitat neznamy podil M/J a poté z druhé koncovy thel g:

M_a.

J ot
@, = 0t AM ey 1P 1,
k= @0l =57 e = Bl =57 T = Bl

Hledany pocet otacek a priib&h dosttedivého zrychleni jsou:
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](()Otk 1
N=g 2r=-2% =" 1 =50,
Pk > 3 2fk
2 2 2 2 2
R M
anz%:%:szzR(wo—th =R(w0—%tj :ng(l—tij .
k k

Buben zdimacky vykona jesté 50 otacek. Dostiedivé zrychleni bude postupné slabnout z hod-
noty Rw” na nulu, které dosahne v koncovém &ase #.

Moment setrvacnosti obecného télesa

Moment setrvacnosti vzhledem k ose jsme zatim zavedli jen pro kulicku na provazku. Uva-
zujme nyni rotaci obecného télesa kolem osy. Predstavme si, Ze toto téleso slozime z malych
elementl o hmotnosti dm (objemu dV) a vzdalenosti od osy otaceni r, které prisp&ji k celko-
vému momentu setrvacnosti hodnotou d.J = r*dm.

Celkovy moment setrva¢nosti bude souétem (integralem) vSech prispévki:
J:Irzdm. (8.12)

Jak zvolime hmotné elementy v praxi? Nejjednodussi je téleso roziezat na kousky, jejichz
vSechny body budou vSechny stejné vzdalené od osy otdCeni. Poté hmotnost téchto elementa
vyjadiime jako hustotu ndsobenou objemem a objem zapiSeme za pomoci vhodného diferen-
cidlu. Ukazme si tento postup na jednoduchém piikladu rotujici tyce uchycené na konci.

¢ Piiklad 8.3: Rotujici ty¢
osa

dm

/
I e
X /

0

Ty¢ rozfezeme na svislé fezy (elementy), jak je naznaceno na obrazku. Jeden z fezil jsme vy-
znacili odlisnou barvou, jeho poloha je x. Pokud budou tyto svislé fezy infinitezimaln¢ tenké
(dx), maji vSechny objem dV'=Sdx (S je prifez tyce). Pfes tyto fezy budeme integrovat od
nuly (levy konec tyc¢e) do / (celkova délka tyce):
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szxzdm=jx2pdV=jx2dex=ijx2dx=pS§.
0 0 0 0

Nyni vyjadiime hustotu za pomoci celkové hmotnosti ty¢e m a celkového objemu V.

3 3
gl _mel” 1
y°3 siT3 3

Ziskali jsme znamy vztah pro moment setrvacnosti tyce otacejici se kolem konce:

J%mlz. (8.13)

Pozniamky:

—  Pokud by ty¢ byla kovova a roztavili bychom ji, pak z ni odlili kouli, a s touto kouli tocili na velmi
malo hmotném lanku, byl by moment setrvaénosti roven m/l’, tedy tiikrat vétsi. Dobry setrvaénik ma
hmotnost rozlozenou co mozné nejdale od osy otaceni. Tim se zvysi jeho moment setrvacnosti (schop-
nost setrvavat v rotaénim stavu pohybu).

— Moment setrvacnosti ma vzdy rozmér hmotnost nasobené druhou mocninou délky. Je dobré si to
u vysledku pokazdé zkontrolovat.

Trik druhy

Pfi vypoctu muzete téleso rozlozit na libovolny pocet ¢asti a moment setrvac¢nosti pocitat
jako soucet momentil jednotlivych ¢asti. T€leso také mizeme rozd¢€lit na infinitezimalni
elementy, celkovy moment setrvacnosti je pak integralem (7 je vzdalenost k ose otacenti)

J=X i J=[ridm.
k

¢ Piiklad 8.4: Naleznéte moment setrvacnosti kyvadla, jehoz zaves 1ze povazovat za ty¢ se
stejnou hmotnosti m, jako ma zavésené téleso. Rozméry télesa zanedbejte.

ReSeni: Vysledny moment setrvacnosti bude sou¢tem momentl zavésu a zavéseného télesa

) 2 4
J=JZéVéS+JtéleSO=§ml +ml =§ml.

Tento moment setrvacnosti bude vystupovat v pohybové rovnici (8.1) pro kyvadlo. b

¢ Piiklad 8.5: Spoctéte moment setrvacnosti rovnoramenného pravouhlého trojuhelniku,
ktery rotuje kolem jedné ze svych odvésen (maji délku a).

ReSeni: Trojuhelnik bude mit plognou hustotu

m m 2m

S a2/2_ a’’

Roziezeme ho na elementy rovnobé&zné s osou otaceni podle obrazku (hmotny element vyjad-
fime pomoci polohy elementu x)

dmn=0cdS=0cydx=0(a—x)dx.
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a a a 3 474
J=Ixzdm='[x20'(a—x)dx=0'j(ax2—x3)dx=0'[ax——x—} =

0 0 0 3 4 0
4 4
A U LI )
3 4 3 4) 12 12 42 6
Moment setrvacnosti zadaného trojithelniku vzhledem k odvésng je ma?/6. b

¢ Priklad 8.6: Spoctéte moment setrva¢nosti homogenniho valce (kola, kruhu) o poloméru R
vzhledem k ose prochazejici sttedem.

ReSeni: Kruh rozfezeme na soustfedna mezikruzi dle obrazku

2D

dm

R R R R* m R* 1
J=Ir2dm=J-rQO'dS=O'J-r22m’dr=27[0'—=27z'—2—:—mR2. D
0 0 0 4 7R- 4 2

Moment setrvacnosti koule

¢ Priklad 8.7: Spoc¢téte moment setrvacnosti homogenni koule hmotnosti m a poloméru R
vzhledem k ose prochazejici stfedem.

ReSeni: Pocitejme napiiklad moment setrva¢nosti vzhledem k ose z. Kouli bychom potiebo-
vali rozfezat na soustavu valeckli soustiednych s osou z (tak, aby body fezli mély stejnou
vzdalenost od osy otaceni). Takovy postup je sice mozny, ale zbytecné slozity. Vypocet pro-
vedeme za pomoci jednoduchého triku. Vyberme si libovolny element uvnitt koule se soutad-
nicemi (x, y, z). Vzdalenost elementu od osy rotace z bude r,, vzdalenost od pocatku 7:
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(8.14)

Pro moment setrvacnosti vzhledem k ose z bude platit
JZ:Irfdmzj(x2+y2)dm. (8.15)
Obdobn¢é mizeme vyjadrit i momenty setrvacnosti vzhledem ke zbyvajicim osam:
J, :j(y2+zz)dm;
(8.16)
Jy =J‘(z2 +x2)dm.

Vysledek vsech tii integraci musi byt stejny (setrva¢né vlastnosti jsou shodné), tj. musi platit
Jy=J,=J,. (8.17)

Vypocet kazdého z téchto integrali je slozity, ale snadno dokaZeme spocitat jejich soucet. Na
kazdy z integrali pak zbude pravé jedna tietina vysledku. Naleznéme tedy soucet vSech tii
momentl setrvacnosti:

J=J o+ J, 40, =[(2x7 +2y% 4227 )dm=2[r* dm.

V tomto integralu ma »* vyznam kvadratu vzdalenosti od stiedu koule. P¥i integraci by tedy
byly vhodné mnoziny, jejichz vzdalenost od stiedu je konstantni. Proto postaci roziezat celou
kouli na mnoho mezikuli o objemech dV =S dr = 47 dr-

3D

dm
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Nasledna integrace je jiZ snadna:

R R 5
J = 2Ir2 dm = 2_[r2 pdV = 2jr2p4ﬂr2dr :8szr4dr :875pR?.
0 0

Za hustotu nyni dosadime hustotu celé koule:

J =8

mR?. (8.18)

Moment setrva¢nosti homogenni koule vzhledem k ose prochazejici sttedem je %mR 2, b

Trik treti

Pfi vypoctu momentu setrvacnosti koule vzhledem k ose se vyplati spocist soucet mo-
mentd kolem vsech tfi os. Vzhledem k tomu, Ze jsou tyto momenty stejné, piipadne na
kazdy z nich tfetina vysledku.

Hmotny stred

Pro soustavu hmotnych bodt bude mit celkova hybnost hodnotu:

N
p=kaVk. (819)
k=1

Pokusme se soustavu nahradit jedinym télesem se hmotnosti M a rychlosti v:

N
Mv=Y myv,. (8.20)

k=1
Integraci ziskame polohu mista, které nahrazuje celou soustavu. Toto misto nazyvame hmot-
nym stiedem. Lze ho chéapat i jako pisobisté souctu vSech sil plsobicich na soustavu.

vvvvv

N
N zmkrk
Mrg=>Ymr, = rg=H_—— (8.21)
k=1 M

Definici hmotného stfedu pro soustavu hmotnych bodii a pro spojité téleso tedy je:
N
Z Tk I rdm
k=1 . rg=
ul .[ dm
2 M
k=1

Jde vlastné o vahovany priamér pies hmotnost, ve jmenovateli je celkova hmotnost vSech téles
nebo télesa.

rg (8.22)
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¢ Priklad 8.8: Spoctéte polohu hmotného stiedu pro soustavu téles dle obrazku (malé kulicky
maji hmotnost 1 kg, velké kulicky 2 kg).

ylk

3 2

1 Qo
— =

2 3 4 X

Reseni: Pocitejme polohu hmotného stiedu podle vztahu (8.22):

rs 3

r;=00,0); r,=(Im,2m); r;=CBm,Im); r,=(4milm); r;=(4m3m).
Soutadnice hmotného sttedu tedy budou:

0-1+1-1+3-2+4-1+4-2 19
Xg = m=—m,
1+1+2+1+2 7

0-1+2-1+1-2+1-14+3-2 11

m
1+1+2+1+2 7

s

Steinerova véta

Urc¢eme moment setrvacnosti télesa kolem obecné osy za pomoci momentu setrvacnosti ko-
lem osy vedené hmotnym stiedem, kterd je s ndmi zvolenou osou rovnobézna. Hmotny stied
bude v pocatku soutadnicové soustavy, tj. rs = (0, 0, 0). Situace je zndzornénd na obrazku:

osa jdouci
hmotnym stiedem(Js)

osa
otaceni (J,=?)
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Moment setrvacnosti vzhledem k obecné ose miizeme zapsat takto:

Jo=[d=r)?dm = [@-1)* dm =

=J.d2dm—.|.2d-rdm+J‘r2dm=d2J.dm—2d-'[r dm+jr2dm.

Prvni ¢len je snadno integrovatelny, druhy je nulovy (integral v ném vyjadfuje soufadnice
hmotného stfedu, a ty jsou nulové) a tieti clen je momentem setrvacnosti vzhledem k hmot-
nému stiedu. Mame tedy jednoduchy vztah

Jy=md*+Jg, (8.23)

ktery se nazyva Steinerova véta podle Svycarského matematika Jakoba Steinera (1796—-1863).
Ze Steinerovy véty je patrné, Ze moment setrvacnosti je nejmensi vzhledem k ose prochazejici
hmotnym stfedem, vSechny ostatni momenty jsou v&tsi.

Trik étvrty

Pii vypoctu momentu setrvacnosti vzhledem k ose postaci znat moment setrvacnosti
vzhledem k ose prochazejici hmotnym stfedem. VSechny ostatni momenty vzhledem
k dal$im rovnobéznym osam ziskdme pfictenim Clenu md~, kde d je vzdalenost aktudlni
osy otaceni od osy prochazejici hmotnym stfedem.

¢ Priklad 8.9: Spoctéte moment setrvacnosti tyCe vzhledem k ose prochazejici hmotnym
sttedem a z n¢ho urcete moment vzhledem k ose prochazejici koncem tyce.

Reseni: Budeme postupovat stejné jako v piikladu 8.3, jen meze budou jiné:

osa
dm
/
i e
12 X 12
Jg= Hj/zxz dm = pS+lI/2x2 dx= ps[ﬁ/ﬂjz = %S% = émlz . (8.24)

-1/2 -1/2

Nyni za pomoci Steinerovy véty ur¢ime moment kolem kterékoli rovnob&zné osy, pro konec
tyCe dostaneme

5 IV 1 o, (1 1) 5, 1 o,
Jo=md " +Jg=m| - | +—ml"=|—+— |ml"=—ml~. (8.25)
2 12 4 12 3
Vysledek je stejny jako pti pfimém vypoctu v piikladu 8.3. b

¢ Piiklad 8.10: Spoctéte rychlost kulicky a valce, které se skutalely po naklonéné roving.
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ReSeni: Rychlost uréime ze zdkona zachovani energie. V bodé A ma téleso jen potencialni

energii, v bod¢ B je jeho energie sloZzena z kinetické energie translacniho pohybu hmotného
stiedu a rotacniho pohybu vzhledem k hmotnému stiedu:

mgH:%mvz+%Ja)2 = mgHzémvz+%J(v/R)2 =

J
mgH=;m02(1+—2j.
mR

Nyni jiz snadno uré¢ime rychlost kulicky nebo vélce

v= |———. (8.26)
1+L2
mR

Pro kouli mame J = %mR2 , pro valec J = %mR2 a pro téleso, které klouze bez valeni J = 0:

/IOgH [4gH
Ukoule = T ) Uvdlec = T 5 Ukiuzak =~28H .

Zména momentu setrvacnosti

Pokud na rotujici t€leso neptisobi moment sily, jeho moment hybnosti se zachovava. Plyne to
okamzité z pohybové rovnice

d_b:Mon = d—b:O = b = const.
dr ds

Velikost momentu mizeme vyjadfit jako.

b=Jw=const.

)

‘W

J1

Pokud rotujici soustava né¢jakym zptisobem zmeéni své vnitini rozlozeni hmoty, a tim zméni
svilj) moment setrvacnosti, uhlova rychlost se automaticky nastavi tak, aby soucin Jew zistal
konstantni. Piikladem mize byt krasobruslarka, kterd pii pirueté pfipazi ruce. Jeji moment
setrvacnosti se zmensi a hlova rychlost odpovidajicim zptisobem zvetsi.

oo000000000000000000000000o
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9 KEPLEROVY ZAKONY

Keplerovy zakony pro planetarni pohyb zformuloval Johannes Kepler (1571-1630) na za-
kladé méteni Tychona Braheho (1546-1601). Jde tedy o zdkony objevené experimentalné.
Dnes je umime odvodit z pohybovych rovnic a gravitacniho zakona.

Keplerovy zakony
1. Planety se pohybuji po elipsach, v jejichZ jednom ohnisku je Slunce.
2. Spojnice planety se Sluncem opiSe za stejnou dobu vzdy stejnou plochu.

3. Podil tieti mocniny velké poloosy a druhé mocniny obézné doby je pro vSechny
planety stejny.

Druhy Kepleriiv zakon neni nic jiného nez zédkon ploch, ktery jsme jiz diive odvodili ze za-
kona zachovani momentu hybnosti. Prvni a tfeti Keplertv zakon si nyni odvodime.

Rovnice elipsy

Nejprve se musime seznamit s rovnici elipsy v polarnich soutradnicich, jejichz stied je v jed-
nom z ohnisek (F2):

A

A

4

A
\fooc

a : a : : a

Elipsa je definovdna jako mnozina bodt, pro které je soucet vzdalenosti od dvou pevné da-
nych bodi (ohnisek F1 a F2) konstantni, tj.

XF; + XF, = const . 9.1)
Hodnotu konstanty snadno ur¢ime pro bod X = Xy, ktery je situovany podle pravého obrazku:
XoFi +XoFy =(a—e)+(a+e)=2a.
Rovnice elipsy tedy bude mit tvar:
XF, +XF, =2a, (9.2)

kde X je libovolny bod na elipse. Jednotlivé body maji podle obrazku soufadnice:

X=(rcos@,rsin@);
F1=(-2e,0); 9.3)
F, =(0,0).
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Soutadnice bodii nyni dosadime do rovnice elipsy, vzdalenost dvou bodl vyjadiime jako od-
mocninu ze souctu kvadrati rozdili souradnic:

\/(rcosq0+ 2e)2 +(rsinqo)2 +\/(rcosqo)2 +(7sin (p)2 =2a =

r? +4recosg0+4e2 + r=2a.

To, Ze druhd vzdalenost musela vyjit », je na prvni pohled patrné z obrazku. Ve vysledném
vztahu ponechame na levé strané jen odmocninu (¢len » pfevedeme doprava) a ob¢ strany
umocnime na druhou:

r2+4recos¢+4e2 =2a-r =

rz+4recos¢+4ez=4az—4ar+r2 =

recos¢+62:a2—ar =

az—ez _ 1—(6/61)2

= =da .
at+ecosp  1+(ela)cose

Rovnice elipsy se vétSinou piSe ve tvaru:

=P ;
I+&cosg

p =a(l-¢€?), 9.4)
E=ela.

VeliCiny p, € se nazyvaji parametr elipsy a numericka (bezrozmérna, Ciselnd) excentricita.

Prvni Keplertv zakon (planety se pohybuiji po elipsach)

Pfi odvozeni tvaru trajektorie planety bychom mohli vyjit z pohybovych rovnic a fesit dife-
rencialni rovnice druhého tadu. Vyhodnéjsi ale bude vyjit ze zakoni zachovani energie
a momentu hybnosti. Z nich dostaneme soustavu dvou diferencidlnich rovnic prvniho fadu.
Energie planety se skldda z translaéni energie v radialnim sméru (pfiblizovani a vzdalovéani
od Slunce ve sméru r), z rotacni energie (v uhlovém sméru ¢) a z potencialni energie pohybu
v poli Slunce:

lmf2+ng'oz—G
2 2 r

=E. (9.5)

Druhym vztahem bude zakon zachovani momentu hybnosti Jo:
Jo=>. (9.6)

Obé¢ veli¢iny se zachovavaji, pravé strany jsou proto konstanty pohybu. Moment setrvacnosti
planety vzhledem ke Slunci je dan jednoduchym vztahem (stejnym jako pro kulicku na pro-
vazku), tj.

J =mr (9.7)
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Po dosazeni za J ma soustava rovnic, kterou budeme fesit, tvar:

r (9.8)
mr2¢ =b.

Nevyhodou je, Ze v prvni rovnici jsou ¢asové derivace obou proménnych, tj. 7 1 ¢. Proto
vyjadiime ¢asovou derivaci ¢ z druhé rovnice a dosadime do prvni:

2
L2y b Z—GMM:E,
2 2mr r (9.9
mr2¢=b.

V dalsim kroku vypocteme z obou rovnic ¢asové derivace hledanych proménnych:

2
ﬂ: EE— b +GmM ,
dl m 2mr2 r
%_ b
dt  mr?

(9.10)

Nyni bychom mohli fesit pohyb planety za pomoci diferenéniho schématu. My ale potiebu-
jeme znat jen celkovy tvar trajektorie, nikoli asovou zavislost (v kterém cCase je planeta na
kterém miste). Proto vydélime druhou rovnici prvni (tim se diferencidly df vyrusi):
de _ bimr?
dr 2 .
JzE_(bj oM
m \mr r

Rovnici budeme separovat (diferencial dr prevedeme na pravou stranu a integrovat:

(9.11)

bimr?

jd(p:j\/ dr. (9.12)

2
M_(bj +2G%

m mr r

Integral na levé stran¢ je jednoduchy, integracni konstanta ovlivni jen pocatecni odecet thlu,
muzeme ji proto zvolit nulovou. Na pravé stran¢ zavedeme substituci

b b

=—; dé=- dr. 9.13
s A= ©9.13)
Po provedeni substituce mame:
-1
o= dé. (9.14)
\/2E g2 OmM
m b

Vyraz pod odmocninou doplnime na ¢tverec
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Q= dé. (9.15)
2F GmM \’  (GmM )’
o= 5 — 4+ ===
m b b
Vzhledem k tomu, Ze se pouze snazime dokazat, ze jde o rovnici elipsy, nebudeme vypisovat
hodnoty jednotlivych konstant a vyraz napravo napiSeme ve tvaru

dé

o=- j . (9.16)
2
)
Konstantou C* jsme oznagili soutet obou konstantnich &lenti. Z integralu vytkneme C
1 d
(,,:_Ej 3 —. (9.17)
=
C
a zavedeme posledni substituci
) dé
= ; dn=—72. 9.18
=G =" (9.18)
Integrace piejde na jednoduchy tvar
d
p=-[ ’72, (9.19)
1-n
coz je tabulkovy integral vedouci na feseni
@ = arccos71] . (9.20)
Zavislost otocime a vratime se k ptivodnim proménnym:
nN=cosg =
§=%0
=——2==cos =
C @
b
—-¢y=Ccosgp = (9.21)
mr

i:é‘O+Ccosqo =
mr

e b/m o blméy) p
Ey+Ccosp  1+(C/E))cosp 1+ecosp

Vysledna rovnice mé tvar rovnice elipsy (9.4) s pocatkem soutadnic (Sluncem) v ohnisku. Pti
vypoctu jsme mlcky predpokladali, Zze vliv planety na Slunce je zanedbatelny a Slunce zl-
stane v pocatku soufadnic po celou dobu ob¢hu planety. Prvni Kepleriiv zakon je tedy disled-
kem gravitacniho zdkona a pfislusnych pohybovych rovnic (respektive zdkonl zachovani
z nich plynoucich). Druhy Keplertiv zakon (zédkon ploch) plyne ze zdkona zachovani mo-
mentu hybnosti a jiz jsme ho odvodili diive. Zbyva tedy alesponi naznacit odvozeni tietiho
Keplerova zakona.
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Treti Keplertv zakon

Platnost tfetiho Keplerova zakona si ukdzeme jen pro kruhovou orbitu planety. Predpokla-
dejme, Ze planeta obihd Slunce po kruznici (specialni ptipad elipsy s nulovou excentricitou)
o poloméru R. Z rovnosti odstiedivé a gravitacni sily mame
v? mM
m—=G—-—. (9.22)
R R?

Na levé stran¢ je hmotnost planety nasobend normélovym zrychlenim (3.17) pii kruhovém
pohybu, na pravé strané je velikost gravitacni sily. JiZ nas neptekvapi, Ze hmotnost planety se
na obou stranach rovnosti zkrati a pohyb planety v gravitaénim pole nezavisi na jeji hmot-
nosti. Rychlost vyjadiime jako obvod drahy 2zR déleny periodou obéhu 7*

2
QRIT) _ M

. 9.23
- 3 9.23)
Jednoduchym pireskupenim mame treti Kepleriiv zdkon
R® GM
T° Ar

ktery plati pro vSechny planety. Konstanta na pravé stran¢ je dana hmotnostni Slunce. Pokud
bychom pii odvozeni uvazovali eliptickou drdhu planety a fakt, ze velké planety ponékud
ovlivni polohu Slunce, dostali bychom vysledny vztah (ktery v tomto kurzu nebudeme odvo-

zovat)
3
g GWMim) (9.25)
T 4r

Tedy misto poloméru kruhové dréhy zde vystupuje velka poloosa elipsy a misto hmotnosti
Slunce soucet hmotnosti obou téles. Pro planety je ale m << M a jejich hmotnost je mozné
zanedbat. Treti Keplertv zakon 1ze aplikovat 1 na dvojhvézdy, potom na pravé strané skute¢né
zlstane soucet hmotnosti obou téles.

Zapamatujte si

Keplerovy zdkony byly nalezeny na zékladé sledovani poloh planet na obloze. Dnes je
umime snadno odvodit z gravitatniho zdkona a pohybovych rovnic nebo ze zakoni
zachovani energie a momentu hybnosti.
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10 HARMONICKY OSCILATOR

V okoli minima potencidlni energie mizeme vzdy ocekdvat kmity. Sila plisobi do minima
potencialni energie, takze po vychyleni ¢astice bude mit vzdy vratny charakter. Nejednodus-
Sim tvarem minima je parabolickd zavislost, ktera vede na tzv. harmonické oscilace. Pokud
ma minimum energie obecnéjsi tvar, mizeme ho alespoil v prvnim pfiblizeni nahradit para-
bolickou zavislosti, kterd je snadno fesitelnd. Harmonické oscilace piiblizné vykonéava téleso
upevnéné na pruzing, t€leso ¢astecné ponotrené do kapaliny nebo radialni vzdalenost Zemé od
Slunce (osciluje mezi 147 a 151 miliony kilometry). Za harmonické oscilatory 1ze také pova-
zovat fotony — kvanta elektromagnetického pole.

Energie, sila a pohybova rovnice

Predstavme si Castici v poli potencidlni energie s minimem v bod¢ xy a hodnotou minima
Wo = W;(x0). Proved'me Tayloriv rozvoj funkce W, (x) v okoli minima do druhého fadu:

W, (x)= Wp(x0)+WI;(x0)-(x—x0)+%W{,’(xo)-(x—xo)z el (10.1)

Prvni ¢len je nepodstatnou konstantou — jde jen o posunuti potencialni energie, které se ne-
projevi na prubehu sily, nebot’ derivace konstanty je nulova. Druhy ¢len je nulovy, protoze
prvni derivace v minimu je nulova. Jediny podstatny ¢len je tfeti ¢len, ktery je zodpovédny za
parabolicky prab¢h.

VVPA
Wy + 1/2 k(x — x,)°
Wo (x)
7 — g

Pokud pocatek souradnicové soustavy posuneme do minima potencialni energie, dostaneme
1, » ”
Wp(x)zgkx ; k=W;5(xg). (10.2)

Konstanta £ urCuje strmost paraboly, u mechanickych soustav se ji fika tuhost oscilaci. Je
rovna druhé derivaci potencialni energie v minimu. Sila plisobici na téleso je rovna

dw,
F=——F=—/x. (10.3)
dx
Sila je tedy pfimo umérnd vychylce a ma opacny smér (znaménko minus). Sestavme nyni
pohybovou rovnici ma = F:

i = k. (10.4)

U diferencialnich rovnic byva zvykem sefadit proménné podle jejich klesajici derivace a koe-
ficient u nejvyssi derivace zvolit rovny jedné:
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i+ x=0. (10.5)
m

Jde o jednoduchou diferencialni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty.

Exponencidla a jeji pribuzni, komplexni ¢islo

Pted teSenim rovnice (10.5) se musime seznamit s exponencialni funkci. Ze zapisu (10.4) je
jasné, ze tfeSenim rovnice musi byt funkce, jejiz druha derivace je imérnd samotné funkci.
Hledejme proto funkci, jejiz derivace je rovna funkci samotné. Pak i druhd, tfeti a libovolna
derivace bude rovna ptuvodni funkci. Zkratka tato funkce bude imunni vzhledem k derivovani.
Hledejme takovou zvlastni funkei jako nekonecnou fadu

2 3 4 5
J(X)=cotex+ceyx” +o3x” +egx” Hosx” e (10.6)

Jeji derivaci provedeme €len po Clenu:
Fi(x)=c¢; +2¢,x+3¢3x% +deyx® +5esxt +o (10.7)

Pokud maji byt obé posledni funkce stejné (funkce je rovna své prvni derivaci), musi platit:
CI=Cp, 202261, 303202, 404203, 565204, (108)
Pokud zvolime konstantu ¢y, mizeme dopocitat vSechny koeficienty rozvoje. Volba ¢y = 0 po-

vede na nulovou funkci, jakékoli nenulové ¢islo ndm vygeneruje nami hledanou funkei.
Hodnota ¢y je nepodstatna a bude jen nasobicim faktorem této funkce. Proto zvolime ¢y = 1:

1 1 1 1

co=1, c =1, czzg, c3=3'—2, c4=m, cszm. (10.9)
Celkem snadno odhadneme obecnou formulku:
c, = % (10.10)
Nalezena funkce se nazyva exponenciala a jeji rozvoj tedy je
exp(x)=1+x+ﬁ+—3+ﬁ+£+---. (10.11)

20 31 41 5l

Z teSeni rovnice f* = f plyne, Ze exponencidlu je mozné zapsat také jako mocninnou funkci, tj.

2 x3 x4 xS

—_ x: x_ — — — LAY
exp(x)=e" =1+x+ 2!+3!+4!+5!+ . (10.12)

Zaklad této funkce (Eulerovo ¢islo) snadno urcime, pokud polozime x = 1:

e:1+1+i+l+l+l+--~:2,71828183... (10.13)
21 31 41 5!

V matematice je velmi ¢asté, ze funkce jsou definovany za pomoci nekone¢nych fad a vétsi-
nou se z téchto fad 1 pocitaji jejich funk¢ni hodnoty (naptiklad i1 ve vasi kalkulacce). Pokud
z rozvoje exponencidly vybereme jen sudé mocniny, dostaneme hyperbolicky kosinus (vzpo-
meiite si, Zze v nule ma hodnotu 1 a je otocen vzhiiru, podobné jako parabola). Pokud vybe-
reme jen sudé mocniny a budeme u nich stfidat znaménka, dostaneme obycejny kosinus. Stii-
dajici se znaménka budou polynomy tvofici fadu otacet stfidavé doli a nahoru, tim ziskdme
periodickou funkci. Pokud vybereme lich¢ mocniny, funkce se nazyvé sinus hyperbolicky
a pokud vybereme lich¢ mocniny a budeme u nich stfidat znaménka, ziskdme normalni sinus.
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Zapamatujte si:
2 3 4 5
expx=l+x+—+—+—+—+:--,
21 31 41 5l

2 x4 x6 x8

coshxsl+7+—+—+_+...,

4! 6! 8!
2 4 6 8
cosx=l-T—+ T 4t (10.14)
2! 41 6! 8!
305 79
sinhx=x+—+ x_+ x_+x_im,
3t 517t 9l
305 79
sinx=x—1—+ 2 X _* 4.

3 5t 71 91

Mezi takto definovanymi funkcemi je fada zajimavych vztaht, k nejzndméjSim patii Eulerav
vztah. Zkusme nalézt exponencialu s ryze imaginarnim argumentem (za pomoci jeji fady):

N N . \4 . \5
(0’ (0’ (' (°,
2! 3! 4! 5!

2 x3 x4 xS

=l+ix———1—+—+i—+=
20 31 41 5!

2 4 3 5
:[l_x_+x_i... J+i(x_x_+x_¢... J
2! 41 3! 5!

V prvni zévorce je fada pro kosinus, ve druhé fada pro sinus. Celkové tedy plati:

exp (ix) =1+ (ix) +

e =cosx+isinx;  resp e =cosy +isiny . (10.15)
Eulertv vztah je nesmirné uziteny pii vyjadiovani komplexnich cisel, kterd mizeme chapat
jako uspotadanou dvojici ¢isel v kartézské (Gaussove) roving, ale miizeme je také piepsat za
pomoci amplitudy a faze do goniometrického tvaru:

z=(x,y)=x+iy=Acosy +idsiny = A(cosy +isiny) = eV . (10.16)
Im (z) 4 A cos y z
y 2 =
Y -~
X Re (z)

Obdobnych uzite¢nych vztahi mezi goniometrickymi a hypergeometrickymi funkcemi je cela
fada a lze je dokézat pfimo z definice téchto funkci za pomoci fad nebo z jiz dokazaného Eu-

lerova vztahu.
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Zapamatujte si:

e'* =cosx+isinx

X —X X —X
e’'+e . e —e
coshy=———, sinhx=———,
2 (10.17)

el)C_i_e—lx ) elx_e—lx

cosSx=———, sinx=———,
2i
cos(—x)=cosx, sin(—x) = —sinx

U komplexnich ¢isel je casto dilezity pfevod mezi dvojici x, y (redlnou a imaginarni Casti)
a dvojici 4, y (amplitudou a fazi). Vztahy snadno nalezneme z posledniho obrazku:

Zapamatujte si uZiteCné prevody:
x=Acosy,

y=Asiny ;

A=\/x2+y2 =\/zz_*,

v =arctg(y/x).

(10.18)

eSeni pohybové rovnice pro harmonicky oscilator

Z tvaru rovnice (10.4) uz vime, Ze feSenim musi byt funkce, jejiz vSechny derivace jsou
umérné pivodni funkci. Také vime, Ze takovou funkci je exponencidla, proto hledejme feSeni
ve tvaru:

x(t)= eM ;
x(t)= Ae
ity =A% e

Po dosazeni vyrazii do rovnice (10.5) dostaneme rovnici pro 4 (exponencialy se samoziejmé
zkrati, nebot’ vSechny derivace exponenidly jsou si vzdjemné Umérné):

m m m

Nalezli jsme tedy dvé feSeni nasi pohybové rovnice:
xlzel k/mt’ Xzze_l k/mt (1019)
Snadno zjistime, ze nasobek kazdého z feSeni je opét feSenim, stejné tak jejich soucet, rozdil

nebo jakakoli linearni kombinace (feSeni tvofi tzv. linearni vektorovy prostor, tj. chovaji se
stejné jako vektory a muzeme je také tak skladat). Obecné feseni proto bude mit tvar:

x(t)=c e VKMl 4 ¢, g VRImE (10.20)

Faze pohybu bude nartstat linedrn¢ s Casem:
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o(t)=~Jkim t. (10.21)

Zavedeme-li uhlovou frekvenci pohybu

QE%:\/E, (10.22)
dt m

x(t)=c e + ¢,e !, (10.23)

mizeme feSeni napsat jako

Snadno ukédzeme, Ze toto feSeni lze také zapsat jako linearni kombinaci sinti a kosinli nebo
jako posunuty kosinus ¢i jako posunuty sinus.

Zapamatujte si:
—  Reseni rovnice pro harmonicky oscilator lze zapsat v libovolném z tchto tvart:

x()=c, e + c,e 1?0,

x(t)=acos(wt)+bsin(wt),

(10.24)
x(t) = Acos(wt+¢y),
x(¢) = Bsin(wt+ @) .
—  Frekvence pohybu je svazana s tuhosti oscilaci jednoduchym vztahem
o= % & k=ma? (10.25)

Vsechny zapisy (10.24) jsou ekvivalentni — pokud u poslednich dvou vyjadieni pouzijeme
souctové vzorce, dostaneme okamzité linearni kombinaci kosinu a sinu. Pokud u prvniho
vyjadieni pouzijeme Euleriv vztah, dostaneme opé&t linedrni kombinaci kosinu a sinu:

x(t)=c, e + ¢,e =
¢, [cos(wr) +isin(@r)]+ ¢, [cos(wr) —isin(wr) | =

=(c| +cy)cos(wt)+(icy—ic,)sin(@r) =

=acos(wt)+bsin(wt) .

Harmonické oscilace

1. Mayji parabolicky priibéh potencialni energie W, = kx*/2.

2. Sila je imérna vychylce a ma opacny smér F = —kx.

3. Pohybovéa rovnice ma tvar X+ @’x=0,kde » je uhlova frekvence oscilaci.
4. Resenim jsou kosinové a sinové kmity x(f) = a cos wt + b sin wt .

Kdykoli narazime na rovnici ve tvaru X+ @*x=0,uz ji nebudeme muset fesit.
Budeme védet, ze feSenim je linearni kombinace kosinu a sinu frekvence w!
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¢ Priklad 10.1: Naleznéte integracni konstanty pro piipad, Ze je oscilator spustén s pocate¢ni
vychylkou 4y (x(0) = 4y, v(0) = 0) a poté pro situaci, ze je spustén s pocatecni rychlosti v
(x(0) =0, v(0) = vy.

Reseni: Poloha a rychlost jsou dany vztahy:
x(t) =acos(wt)+bsin(wt),
(10.26)
U(t) = x =—awsin (wt)+bwcos(wt) .
Do obou rovnic dosadime nulovy €as a pocate¢ni podminky. Pro prvni ptipad (nenulova vy-
chylka) vyjde kosinové feSeni a pro druhy ptipad (nenulova rychlost) sinové feseni:
x(0) = dgcos(@t),  x,(t) = Lsin(wr). (10.27)
w

Pro jednoduchost budeme v celé této kapitole pouzivat jen kosinové feSeni (s nenulovou po-
¢atecni vychylkou). Neni to na Gjmu obecnosti, nebot’ vime, ze obecnd kombinace sinu a ko-
sinu je jen fazové posunuty kosinus, viz (10.24).

Zakon zachovani energie

Predpokladejme harmonické oscilace ve tvaru

x(t) = Ay cos(wt),

. (10.28)
u(t) =—Aywsin(wt).
Sestavme nyni vyraz pro celkovou energii
1 ) 1 2 1 2 2 2 1 2 -2
E :Emv +Ekx =5ma) Ay cos (a)t)+5kA0 sin“(wt) (10.29)
V prvnim vyrazu je mew’= k, tedy mame
E=%kA§ cosz(a)t)+%kA§ sinz(a)t)=%kA§. (10.30)

Celkova energie se zachovava, preléva se mezi kinetickou a potencialni slozkou. V krajni

’ . v r . crq1r v 2 S . v r
vychylce je veskerd energie v potencialni slozce (1/2 k4y”), v rovnovazné poloze je veskera
energie v kinetické slozce.

Zapamatujte si

—  Celkové energie harmonického oscilatoru se zachovava (E = Wit W, = 172 kdo®)
a preléva se mezi kinetickou a potencialni slozkou.

— Hybnost oscilatoru se nezachovava (v krajni poloze je nulova, v rovnovazné
poloze je nenulova).

Fazovy portrét

Fézovym portrétem nazyvame graf trajektorie systému, v némz je na vodorovné ose poloha
a na svislé ose hybnost. Pro polohu a hybnost mame:

x(t) = A, cos(wt),

. (10.31)
p(t)=mv=-Aymasin(wt).
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Na pravé strané rovnic ponechame jen casové zavislosti, ostatni vyrazy pfevedeme nalevo:

A cos(wt),
4y
(10.32)
p )
=-—Simn(wt).

Obé¢ rovnice nyni umocnime na druhou a secteme:

2 2
(ij +( P J =1. (10.33)
AO Aoma)

Jde o rovnici elipsy s poloosami Ay a Apmw. Oscilator si miizeme piedstavit jako malou ku-
licku pohybujici se po obvodu elipsy. Vodorovny prumét pohybu kulicky odpovida jeji po-
loze a svisly pramét jeji hybnosti.

Funguje ale 1 opa¢né konstrukce. Piedstavte si, Ze pohyb oscilatoru snimaji dv¢ ¢idla. Jedno
méti polohu a druhé rychlost a tim 1 hybnost. Signal z prvniho ¢idla pfivedeme na vodorov-
nou osu osciloskopu (kosinovy priibéh) a signal z druhého ¢idla na svislou osu osciloskopu
(sinovy prubeh). Vysledny obraz bude samoziejmé nami odvozena elipsa. Z hlediska mate-
matiky skladdme dva kolmé kmity stejnych frekvenci posunuté ve fazi o 90°.

Pravdépodobnost vyskytu oscilatoru

Na zavér uréeme klasickou hustotu pravdépodobnosti w (x ) vyskytu ¢astice mezi krajnimi
polohami —4 , 4. Pro pravdépodobnost, Ze se ¢astice nachazi v okoli Ax bodu x plati:

Ax

<+—>
< : —y—
-4 0 X +4

_2At 2Ax/u(x) @
T 2/ 7wu(x)
kde T je perioda pohybu a 2At je doba, po kterou Castice pobyva v okoli bodu x. Okolim pro-

1ét4 za periodu T Céstice dvakrat (tam a zpét), proto je v Citateli 2A¢. Hustota pravdépodob-
nosti je

Ax, (10.34)

_dP_ o
P(x)=——= e (10.35)

Zavislost v (x) uréime ze zdkona zachovani energie
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%mvz+%m(02x2 = %ma)zAz = vx)=wy4>-x*. (10.36)
Konecny vztah ma tvar
P(x) = ; (10.37)
A A? = x*

L4

minima potencidlni energie. Nelekejte se nekonecné hodnoty hustoty pravdépodobnosti
v krajnich bodech. Skute¢ny smysl mé jen pravdépodobnost vyskytu télesa v intervalu <a, b>
dana vztahem:

b
P(a,b)= jq»(x) dx. (10.38)

Celkova pravdépodobnost vyskytu ¢astice v oblasti (-4, 4) je rovna jedné:

+4 +4 1 1 X +4
jw(x)dx: I—dx:—{arcsin(—ﬂ =1. (10.39)
4 CamN AP —x? 7 4)]_,
w
3__
2__
11
1 - 05 0.5 1 x/A

Zapamatujte si

— Pravdépodobnost vyskytu oscilatoru je nejvyssi v mistech krajni vychylky.
Hustota pravdépodobnosti je zde nekonecna, nicméné pravdépodobnost v kazdém
kone¢ném intervalu je konecna.

— Nejnizsi pravdépodobnost vyskytu je v rovnovazné poloze, kde ma oscilator
nejvyssi rychlost

—  Soucet (integral) vSech pravdépodobnosti je roven 1.

ooooooooooooo°o°ooooooooooo
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11 TLUMENE A VYNUCENE KMITY

Tlumené kmity

Ptedpokladejme, Ze na oscilator nyni piisobi jesté tlumeni. Téleso zavéSené na pruziné kmité
napiiklad v kadince s vodou. Tlumici sila je imérna rychlosti a ma opac¢ny smér, na pravé
stran¢ rovnice tedy budou dve¢ sily, harmonicka a tlumici:

mi =—kx—ax. (11.40)

V rovnici nyni uspofadame Cleny podle klesajicich derivaci a koeficient u nejvyssi derivace
upravime tak, aby byl roven jedné:

i+ Zie ko, (11.41)
m m

Koeficient u prvni derivace popisuje velikost tlumeni, ozna¢ime ho 26 (jde jen o oznaceni,
ukaze se, ze s faktorem 2 bude vysledny vztah jednodussi). Koeficient u druhé derivace je
druhou mocninou frekvence netlumeného oscilatoru, oznacime ji wo. Mame tedy fesit jedno-
duchou rovnici

$+205+ @ x=0. (11.42)
Jde o linearni diferencialni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Ma-li rovnice

platit, musi byt hledana funkce umérna své prvni i druhé derivaci. Jedina funkce s takovou
vlastnosti je exponenciala, proto predpokladejme, zZe feSeni ma tvar:

x(t)=eM,
x(t)=AeM (11.43)
i(t)y=A1%eM .

Po dosazeni do pohybové rovnice (11.42) a nasledném zkraceni exponencial mame rovnici
AP 4200+ @5 =0, (11.44)

ktera ma feSeni

Ay =—0+48%-ay . (11.45)

Pro velka 0 > wy méme dvé redlna feSeni a zadné oscilace se nekonaji. Hovofime o tzv. pte-
tlumeném (aperiodickém) kmitu. Tlumeni je natolik veliké, ze se oscildtor bez kmith vrati do
rovnovazné polohy. Naopak pro slabé tlumeni 6 < wy méme dvé komplexni feSeni

My =—0%i\o}-52 . (11.46)

Poloha oscilatoru bude dana linearni kombinaci obou nalezenych feSeni, tj.
At Aot _ . 2 $2 . 2 ¢2
x(t)=cie +e,e = (clel‘/w‘) Ty V@0 ’]. (11.47)

Superpozici kmitajicich exponencidl miizeme opét napsat jako superpozici kosinu a sinu

x(t)=e™* [acos(\/a)g -5 t)+bsin(\/a)02 ~6° t” (11.48)

Predpokladejme kmit s pocatecni nulovou rychlosti a nenulovou vychylkou Ay:
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() = Age™ cos(\/a)g —5%). (11.49)

Amplituda, faze kmitt a thlova frekvence budou
Ay = Age™ ,

p()=\w; -5 t, (11.50)

w:i—f:\/wg—y :

Amplituda kmiti klesd exponencialné s casem. Koeficientem u ¢asu je parametr J zavedeny
vyse. Faze kmitl roste linearn€ s ¢asem. Uhlova frekvence je nizsi nez u netlumenych kmita.
Casovy vyvoj bude dat exponencialné tlumenym kosinem. Fazovy portrét bude spirala:

Casto pouzivanou veli¢inou je logaritmicky dekrement ttlumu. Jde o pfirozeny logaritmus
podilu amplitudy v néjakém case a amplitudy v €ase o periodu pozdéj$im:

A0y Ape™
- —6(t+T)
A(t-I-T) Aoe

Energie oscilaci je tmérna druhé mocniné amplitudy, proto ma tvar

=Ine’” =6T. (11.51)

E(t)=Ey 2% . (11.52)

Zapamatujte si
— Tlumené oscilace maji tvar: x(¢) = A(f) cos (w?).
—  Frekvence je déna vztahem: o = (wo” — 6°)"% Tlumeni sniZi frekvenci.
— Amplituda exponencialng klesa: A(¢¥)=A4o exp(—ot).
— Energie klesé s kvadratem amplitudy: E(¢f)=E, exp(—201).
— Logaritmus podilu amplitud po jedné periodé¢ (dekrement utlumu) je 4 =57 .

—  Féazovym portrétem tlumenych oscilaci je spirala.
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Vynucené kmity, amplitudova rezonance

Na kmitajicim systém muze pusobit n¢jaka vnéjsi sila. Takovou obecnou silu mizeme slozit
z mnoha harmonickych sil nejriiznéjsich frekvenci. Zamé&fme se proto na vnéjsi silu, kterd ma
jedinou frekvenci Q. Budeme tedy feSit rovnici tlumenych oscilaci doplnénou o vnéjsi perio-
dickou silu o frekvenci Q:

mx=—kx—ax + Fye'*' . (11.53)

V principu mtize byt vnéjsi sila jakékoli. Vzhledem k tomu, Ze problém je linedrni, mizeme
libovolnou silu slozit z harmonickych sil typu exp(i€2¢). Rovnici uvedeme na standardni ma-

v

derivace a na pravé stran¢ ponechame vyrazy, které na hledané funkci nezavisi:

x+25x+w§x:ﬂei”’. (11.54)
m

Obecné teseni linearni diferencialni rovnice s pravou stranou je souctem obecného feseni bez
pravé strany (tzv. homogenniho feSeni) a libovolného feseni s pravou stranou (tzv. partikular-
niho feSeni). Homogenni feSeni zname, zapiSeme ho ve tvaru (10.24) fazové posunutého ko-
sinu. Partikuldrni feSeni Ize hledat ve tvaru podobném pravé strané, tj. jako A exp(iQ¢). Cel-
kové feSeni bude

x(1) = Ay e % cos(wrt + @)+ Ae' | (11.55)

Prvni ¢len je feSeni homogenni rovnice, predstavuje tlumeny kmit, ktery postupné ustane. Jde
tedy jen o prechodovy jev. Druhy Clen je partikularni feSeni, které bude jedinym nenulovym
feSenim po dosti dlouhé dobé€. Jde o vynuceny kmit s frekvenci vngjsi sily. Amplituda je
obecné¢ komplexni ¢islo, které zptsobuje fazovy posun vynucené¢ho kmitu oproti vné&jsi sile
i pitvodnimu kmitu. Naleznéme nyni tuto amplitudu 4. Za tim Gcelem dosadime ndmi nale-
zené feseni do pivodni rovnice (11.54). Prvni ¢ast feSeni da po dosazeni do levé strany nulu
(jde o homogenni feSeni s nulovou pravou stranou), postaci tedy dosadit jen partikuldrni
feSeni (vynuceny kmit):

—AQ? 425104+ wi A _fogiar (11.56)
m

Po zkraceni periodické ¢asti mame rovnici pro amplitudu A4:

A(-27+251 2+ w5 )= il

-0, (11.57)
m

Nyni jiz snadno dopocteme

Fy/m
(0f - 27 +25102)

A(RQ) = (11.58)

Vyslednad amplituda je komplexni ¢islo, které zavisi na frekvenci vynucujici sily. Velikost
tohoto komplexniho ¢isla | 4 | udava skutecnou velikost amplitudy kmith a faze y tohoto
komplexniho ¢isla udava posun faze kmitli oproti vynucujici sile. Spo¢téme nyni velikost
amplitudy. Obecné je velikost komplexniho ¢isla z rovna (z z*)l/ 2 tedy

(0§ - 2% +2612) (w0 - 27 -25i0)
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Jmenovatele upravime dle vztahu (a + ib)(a — 1b) = a* + b* a ziskame vysledny vztah
FO /m

\/(wg_92)2+452g2 |

|4(2)| = (11.59)

Z nasledujiciho grafu je patrné, Ze amplituda je pro urcitou frekvenci vngjsi sily maximalni
(hovotime o tzv. amplitudové rezonanci). Poloha maxima amplitudy zévisi jak na frekvenci
vynucujici sily, tak na utlumu systému.

4]

0 1 Qlw,

Urceme nyni rezonan¢ni frekvenci. Nemusime hledat extrém celé funkce (11.59), staci najit
extrém vyrazu pod odmocninou:

d ((wg—92)2+45292]:0 =

dQ
Q, =0 267 . (11.60)

Snadné je i urCeni fazového posunuti, pro komplexni Cislo je tangenta faze rovna podilu
imaginarni a redlné ¢asti, tj. tg w =Im(z)/Re(z), viz (10.18), proto staci nalézt imaginarni
a redlnou ¢ast vyrazu (11.58) a ud¢lat jejich podil. K oddé€leni redlné a imaginarni ¢asti pomu-
ze nasledujici trik:

1 1 a-ib_a-ib  a i b
a+ib a+iba-ib o +b* a2 +b>  a+b*

Pomoci tohoto triku snadno nalezneme redlnou i imaginarni ¢ast a tangentu fazového posu-
nuti vynuceného kmitu oproti piisobici sile:

2 2

Re(4) =10 % Z‘Q , (11.61)
m (wg_.oz) +48202°

Im(4) = fo 2002 ; (11.62)

m (0)3_92)2+45292 ’
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2002

tgylzgz—_wg. (11.63)
Meéritelna (realnd) cast feseni (11.55) tedy je
x(t) = Ay e cos(t + @) +| 4| cos(2t +y) ; (11.64)
Shriime vysledky, které jsme odvodili pro vynucené kmity, do piehledné tabulky:
Vynucené kmity — pirehled vztahii
x(t) = Ay e cos(wt + @) +| 4| cos(2t +y) ; (11.65)
tgl//:%. (11.66)
27 -y
|4(£2)|= FO/;" : (11.67)
\/(wg —.(22) +48202°
Dy, = |0 —267 (11.68)

Vykonova rezonance

v

Urceme jesté vykon pfenaseny v ustadleném stavu vnéjsi silou na kmitajici téleso

d4 Fdx dx d
=—=——=F—=F,cos(£2¢%)-—|A|lcos(2¢+ =
dt  dt e ( )dt| | ( V)

P(2)
P(t) =—Fy|4| 2cos(21)sin(2t +y).
Nas bude zajimat stfedni hodnota vykonu pfedaného za jednu periodu, tedy
(P)=—F, |4 2{cos(21)sin(21+y)).
Funkci sinus rozepiSeme pomoci souctového vzorce sin(a+f)=sin a cos f + sin S cos a:

<P> =-F |A| Q <cos(.(2 t)sin(£2t)cosy + cos? (£L21)sin y/> .

Stfedni hodnota prvni ¢asti je nulova (v poloviné periody mé funkce kladnou hodnotu a v po
loving zapornou. To Ize snadno dokézat pomoci vztahu sin x cos x = sin(2x)/2. Stfedni hodno-
tu druhé ¢asti budeme muset urcit:

<P> =-F, |A| £2sin l//<C0$2 (2 t)>.
Jaka je stfedni hodnota druhé mocniny kosinu za celou periodu? Vyuzijeme vztah

2

cos® x+sin’x=1, (11.69)
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ze kterého plyne
cos? x)+(sin® x)=1. (11.70)
(cos” 1)+ {sin’ )

Ob¢ stiedni hodnoty jsou stejné (sinus je jen posunuty kosinus), proto musi pro kazdou z nich
platit jednoduchy vztah

<0052 x>:<sin2 x>:%. (11.71)
Pro hledanou stfedni hodnotu vykonu tedy vyjde:

(7)-

Za imaginarni ¢ast amplitudy dosadime ze vztahu (11.62) a ziskame vysledny vztah:

_FO|A|QSIHWZ_%Q|A|51nl//=—%glm(1‘1)

2 2

: . (11.72)
" (- 27) +4572

(P)

0 1 Qs

Pfeneseny vykon ma maximum vzdy na vlastni frekvenci netlumenych oscilaci. Mizeme to
snadno ovéfit najitim extrému pro vyraz (11.72):

d *
3 =0 =
12| (0} -2%) +46°2°
Q. =a,. (11.73)

Poznamenejme, ze ze vztahu (11.72) rezonan¢ni kiivky je mozné urcit Sitku rezonancni
kiivky v polovin€ vysky. Po del§sim vypoctu vyjde (vztah se nemusite ucit, ale je uzite¢ny)

_28

A (11.74)
)
Ptevracena hodnota se nazyva jakost rezonance
1 @
=_=——), 11.75
Q A 20 ( )
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Shriime dosazené vysledky opét do tabulky

Vykonova rezonance

2 2

(P(£2)) = fo 5‘(22 , (11.76)

" (- Q%) +45°2
Q. =w,, (11.77)
A:E, (11.78)

20}

_ % 11.79
U= (11.79)

Skladani kmita

Kmity riiznych frekvenci, smérii, amplitud a fazi Ize skladat. Vysledkem slozeni nékolika
jednoduchych kmitd jsou casto velmi bizarni a komplikované kmity. Sklddanim harmonic-
kych kmit se zabyva Fourierova analyza, se kterou se seznamite pozdéji. V tomto textu se
omezime jen na nékolik jednoduchych piikladi. Nejprve napiSme vztah pro sloZeni dvou jed-
noduchych harmonickych kmitd, které probihaji ve stejném sméru. Vysledkem bude

Velmi zajimava situace nastane, pokud budou amplitudy a faze stejné a frekvence obou skla-
danych kmitt blizké. K vypoctu vyuzijeme souctovy vzorec

cosa+c0sﬂ:2cos(a;2’3jcos(&2’3j. (11.81)

Vysledkem slozeni kmit 4y cos w1t + Ay cos wat bude

2

x(t)=A(t) cos[a)2 i t] ; At)=24 cos[a)2 @ tj . (11.82)

Ve vysledném kmitu jsou zastoupeny dvé frekvence: 1) aritmeticky pramér obou blizkych
frekvenci, ktery se od nich pfili§ nelisi; 2) polovina rozdilu obou blizkych frekvenci — jde
o natolik nizkou frekvenci, ze se funkce kosinus, ktera ji obsahuje, méni jen velmi zvolna,
a tak moduluje amplitudu (tvar obalky kmitl). Vznikaji charakteristické zdznéje neboli razy.
Réazy se opakuji od uzlu k uzlu, jejich frekvence je dvojndsobna nez frekvence modulace
obalky, tj.

a)rézy =

W, — . (11.83)
Na nasledujicim obrazku jsou typické razy pro dvé blizké frekvence (vodorovné plyne cas).
Pokud nejsou amplitudy skladanych kmiti stejné a frekvence zlstanou blizké, zmizi uzly, jak
je patrné na druhém ze série obrazki. Budeme-li sklddat kmity zcela odlisnych frekvenci,
muze byt vysledek podobny tomu na tetim obrdzku. A pii slozeni dvou obecnych kmith
mizete obdrzet néco podobného jako na poslednim obrazku. Zkuste si v néjakém softwaru
(naptiklad MATHEMATICA, MATLAB) skladat rizné kmity ve shodném sméru.
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Kmity mizeme také skladat ve dvou kolmych smérech. Je to podobné, jako kdyz na vodorov-
nou osu osciloskopu pfivedeme jeden signal a na svislou osu druhy signal:

X = Al COS(a)lt‘*‘l/fl) ,
(11.84)
y= A2 COS(a)zt + l//z) .

Pokud budou kmity ve fazi a se stejnou frekvenci, dostaneme jako vysledek periodicky pohyb
po usecce:

x = Acos(wt), y B B xe<—A4,+4>,
= —=— = y=—X; (11.85)
y = Bcos(wr). x A A yeE<—-B,+B>.

Situace je znazornéna na prvnim obrazku nasledujici série. Pfi slozeni dvou kmith stejnych
frekvenci a fdzové posunutych o 90° (jeden z kosintl se stane sinem), dostaneme elipsu:

x=Acos(at), (sz (yf xXe<—A,+4>,
= +

_ =1; (11.86)
y=Bsin(wr). ye<-B,+B>.

A

B

Vysledek je znazornén na druhém obrazku. Pokud bude fazovy posun jiny nez 90°, bude
elipsa pootoc€ena. Pfi skladani kmitli ve dvou navzdjem kolmych smérech vznikaji pro frek-
vence v poméru malych celych ¢isel tzv. Lissajousseovy obrazce. Pojmenovany jsou podle
francouzského fyzika, jehoz celé jméno je Jules Antoine Lissajous (1822—1880). Pomér poctu
dotykt kiivek na opsaném obdélniku je roven poméru frekvenci. Je-li pomér frekvenci iracio-
nalni, vyplni kmity po dosti dlouhé dobé cely obdélnik <—A4, A>x<-B, B>.
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12 SOUSTAVA HMOTNYCH BODU

Nyni se nau¢ime popisovat soustavu hmotnych bodii. Piedpokladejme, Ze mame N hmotnych
bodul 1, 2, ..., N. Na nasledujicim obrazku jsou pro piehlednost vykresleny pouze ¢tyfi z nich.

yA v
I \D)
Iy
L)
r3 x'
V3 r,
V4

Kazdy z téchto hmotnych bodl (v dal$im textu budeme pro jednoduchost hovofit o ¢asticich)
je popsan polohovym vektorem r,, rychlosti v,, ma hmotnost m, a naboj ¢,. Index a probiha
pres vSechny body soustavy, tj. a =1 ... N. Ozna¢me

Y, =r,—T, (12.1)

rozdil polohovych vektorti ¢astic a a b. Vyznam rozdilu dvou vektora jsme tesili v piikladu
1.7. Na obrazku je znazornén tento rozdil pro druhou a prvni ¢astici, tj. vektor r;;. Vidime, Ze
mifi od prvni ¢astice k druhé, proto se mu fika vzajemny (relativni) vektor obou ¢astic. Ve
sméru tohoto vektoru budou také mitit konzervativni sily, kterymi na sebe ¢astice mohou pii-
sobit. Velikost vzajemného vektoru dvou ¢astic je vzdalenost obou Castic, t.

Fap = =10 =0 1) (0 1) = (x5 2+ (= 1)+ (2, —2)7 . (122)

Prvni véta impulzova

Pohybovou rovnici a-té ¢astice miizeme zapsat ve tvaru

d N
— Mava) =F+>F,. (12.3)
b=l

Prvni ¢len na pravé stran¢ reprezentuje vnéjsi (externi) silu. Druhy Clen je souctem vSech sil,
kterymi piisobi na Castici a ostatni castice b. Castice nepisobi sama na sebe, proto predpokla-
dame, ze F,, je nulové. Sectéme nyni pohybové rovnice pro vSechny ¢astice nasi soustavy:

N
Z‘;d—(m V)= ZF(e’“) +2§Fab (12.4)

Na levé stran¢ vytkneme ¢asovou derivaci pied sumu. V ni pak zlstane soucet vSech hybnosti
¢astic, ¢ili jejich celkova hybnost. Prvni ¢len na pravé strané je souctem vSech externich sil na
nasi soustavu, tedy celkova plsobici externi sila. Druhy ¢len na pravé strané je nulovy, ves-
keré vnitini sily se totiz vzajemné vyru$i, protoze ze zékona akce a reakce plyne, ze
F.» = —F,, takze polovina sil je se znaménkem kladnym a druha polovina se znaménkem za-
pornym, coz da v souctu nulu. Celkem tedy mame
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dp =F© (12.5)
dt

kde
P=>m,v,; FEO=3F, (12.6)
a

a

Odvozeny zakon se nazyva prvni véta impulzovd. Riké, Ze ¢asova zména celkové hybnosti
soustavy je rovna celkové externi sile piisobici na soustavu. Veskeré vnitini sily se vzajemné
vyru$i. Pokud je celkova externi sila nulova, je dP/d¢ =0 a celkova hybnost soustavy se za-
chovava. V souctech pro piehlednost jiz nepiSeme horni meze. Prvni vétu impulzovou lze
prepsat za pomoci definice hmotného stfedu (8.22) jesté do jiného pouzitelného tvaru:

d2
d—22mara =F© .
1" a
d? .

Zmara zmara - dt_z(MrS):F(e t)' (12'7)

a a
Fs = Zm - M

a
a

Vysledek je velmi jednoduchy:

(12.8)

Jde o pohybovou rovnici celé soustavy, kde jako hmotnost vystupuje celkovd hmotnost sou-
stavy a jako polohovy vektor je zde polohovy vektor hmotného stiedu soustavy.

Zapamatujte si:

Pro soustavu hmotnych bodi mizeme pohybovou rovnici psat ve dvou jednoduchych tva-
rech:
d

Zp=F© nebo Mig = Fex0
d¢

Velicina P je celkova hybnost soustavy, M je celkova hmotnost soustavy, rs je polohovy
vektor hmotného stiedu a F© je vyslednice viech vngjsich sil. Vyslednice viech vniti-
nich sil je nulova. Pokud je celkova externi sila nulova (naptiklad pro izolovanou sou-
stavu), zachovava se celkova hybnost soustavy a hmotny stfed se pohybuje konstantni
rychlosti po pfimce.

Druha véta impulzova

Obdobné budeme postupovat pro rotaéni pohyby. NapiSme nejprve pohybovou rovnici pro
jednu jedinou céstici:

d
a(raxmava):raxFéeXt) +> (1, xF,). (12.9)
b
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Nalevo je ¢asova zména momentu hybnosti ¢astice a. Prvni ¢len napravo je moment externi
sily plisobici na ¢astici a, druhy €len je souctem momenti sil od ostatnich ¢astic soustavy.
Opét predpokladame, ze Castice nepisobi sama na sebe, tj. plati F,, = 0. Sectéme nyni tyto
rovnice pro celou soustavu

Z{%(ra Xmava)} = 2 (ra XFEY )+ X Y (1, xFyp ). (12.10)
a a b

a

Vytkneme-li na levé stran¢ ¢asovou derivaci pied soucet, ziskame ¢asovou zménu celkového
momentu hybnosti vSech ¢astic. Prvni €len na pravé strané je celkovy moment externi sily
pusobici na ¢astice. V poslednim ¢lenu na pravé strané se vzdy vzajemné vyrusi ¢leny

ra XFab +rb XFba :ra XFab —rb XFab == (ra —rb)XFab ,

nebot’ vzajemny polohovy vektor r,— r, mifi ve stejném sméru jako sila F,;, a vektorovy sou-
¢in rovnobéznych vektort je nulovy. Pohybovou rovnici pro celou soustavu tedy miizeme

zapsat ve tvaru

i13=M(‘“"“>, (12.11)
dt
kde jsme oznacili
B=Y (r,xm,v,);  M®0=Y(r,xF) . (12.12)
a a

Odvozeny zékon se nazyva druha véta impulzova. Casova zména celkového momentu hyb-
nosti soustavy je rovna celkovému momentu piisobicich externich sil. Momenty vnitinich sil
pusobicich na soustavu se vzajemné vyrusi. Pokud neptisobi externi sily, moment hybnosti
celé soustavy se zachovava.

Zapamatujte si:

Pro soustavu hmotnych bodi mtizeme pohybovou rovnici pro rotaéni pohyb psat ve tvaru:

iB — M(ext) .
dr

Veli¢ina B je celkovy moment hybnosti soustavy, M je celkovy moment vngjsich sil
pusobicich na soustavu. Celkovy moment vSech vnitinich sil je nulovy. Pokud je celkovy
moment externich sil nulovy, zachovava se celkovy moment hybnosti soustavy.

Konigova véta

Odvod'me na zavér jesté vztah pro kinetickou energii soustavy castic. Polohovy vektor ¢astice
zapiSeme jako soucet polohového vektoru hmotného stfedu soustavy a polohového vektoru
¢astice vzhledem k hmotnému stiedu:

\
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r,=rq+r,g. (12.13)
Nyni jiz snadno odvodime formulku pro kinetickou energii soustavy:

=33t =X 3mavs v |-

a a

1 1
(Lt Zlovs w1+ [
a a a

1 d 1
E(Zmajvg +Vvg 'ag(maraS)—i—;(EmaViSj .

a

V prvnim ¢lenu vystupuje soucet vSech hmotnosti, tedy celkova hmotnost celé¢ soustavy.
Druhy ¢len je nulovy (plyne z definice hmotného sttedu) a posledni ¢len je kinetickou energii
vSech ¢astic vzhledem k hmotnému sttedu. Vysledek je

w, :%M v3 +Z(%mavgsj. (12.14)
a

Zapamatujte si (Konigova véta):

Pro soustavu hmotnych bodu (¢astic) miizeme kinetickou energii rozlozit na soucet kine-
tické energie hmotného stfedu a kinetické energie vSech ¢astic vzhledem k hmotnému
sttedu. Tomuto rozkladu fikdme Konigova véta. Je pojmenovéana podle némeckého ma-
tematika Samuela Koniga (1712-1757).

Potencial a intenzita

Ptidejme nyni do nasi soustavy testovaci Castici, kterd bude v n¢jakém misté testovat vliv
ostatnich ¢astic. Na obrazku je znazornéna cervené (od ostatnich Castic se nijak nelisi)

A
y o 0,
M, M,
I
r
q
03 r "
MQ‘} —
&
M4 Q4

Spoc¢téme nyni potencidlni energii testovaci Castice v gravitatnim a elektrostatickém poli
vSech ostatnich Castic:
mM 1

L mM, G mM y
r—r|

G - 27N
‘r—rz‘ ‘r—rN

Wg =-G : (12.15)
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W, = q 0 4 q0,

q9
_4”€o‘r—r1‘ 47Z€0‘r—r2‘+m+ . (12.16)

4re ‘r—rN‘

Celkova potencialni energie testovaci Castice bude souctem obou cClent (tedy potencialni
energie gravitacni a elektrostatické). Pojd'me nyni oba vyrazy prozkoumat. Ve vSech clenech
gravitani potencidlni energie se vyskytuje hmotnost m testovaci Castice. Je proto vyhodné
celou rovnici touto hmotnosti vydélit a zavést pro zkoumané misto prostoru tzv. gravitacni
potencial vztahem

My

e G
r—ry|

0o =9 =-G (12.17)

m r—r)| -1y

Takovy vyraz nezavisi na hmotnosti testovaci ¢astice, ale jen na jeji poloze, je tedy charakte-
ristikou dané¢ho mista a v riiznych mistech bude mit riznou velikost. Rozmér gravita¢niho
potencialu snadno ur¢ime z jeho definice:

0o =25 0 [gg]=L. (12.18)
m kg

Zcela obdobnym zplisobem muzeme zavést potencial elektrického pole. PovSimnéme si, ze
potencialni energie (12.16) testovaci Castice ma ve vSech Clenech naboj této Castice. Bude
proto vyhodné pro testovaci Castici s ndbojem g zavést tzv. potencial elektrického pole, ktery
métime ve voltech (V)

¢EE%; [¢EJ:%:V. (12.19)

Tento potencidl nezavisi na ndboji testovaci Castice, je ale samoziejmé funkcei jeji polohy.
Obdobng, jako jsme postupovali u energie, miizeme postupovat u sily. Vysledné veli¢iny (sila
délend hmotnosti nebo nadbojem) jsou tzv. intenzity gravitaéniho a elektrického pole:
F N
E;=-5%; [Eg]=—. (12.20)
m kg

(12.21)

Zapamatujte si (gravita¢ni pole):

Chceme-li popsat gravitacni plsobeni soustavy ¢astic v uritém misté, vlozime do tohoto
mista testovaci ¢astici o0 hmotnosti m a naboji g. Pro popis gravita¢niho pole je vyhodné
zavést potencidl a intenzitu vztahy

Jak je patrné z druhého tadku, vztahy funguji i naopak. Zname-li priitbéh potencidlu a in-
tenzity, snadno urcime pro ¢astici v urcitém misté jeji potencialni energii a silu, ktera na
ni pusobi. Z posledniho vztahu je patrné, Ze intenzita gravitacniho pole pti povrchu Zemé
je tihové zrychleni.
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Zapamatujte si (elektrostatické pole):

Obdobn¢ Ize postupovat i v elektrostatickém poli, veliciny jsou ale vztazené na naboj:

F
Pp=—; EEE—Ea
q

Weg=qdg; Fg=qgEg.

Povsimnéte si, ze potencial elektrického pole nema stejny rozmér jako potencial gravitac-
niho pole. Ani intenzity obou poli nemaji stejny rozmér. Pokud v dal§im textu vynechame
index oznacujici, zda jede o gravitacni nebo elektricky potencial, automaticky budeme
predpokladat, Ze jde o potencial elektrického pole.

Sila je minus gradientem potencialni energie, proto bude obdobny vztah platit i pro intenzitu
a potencial (tyto veli¢iny jsou jen vydéleny ndbojem nebo hmotnosti testovaci Castice):

F=-VW, = E=-Vgp. (12.22)

Vztah plati jak pro gravitacni, tak pro elektricky potencial. Pokud v dal§im textu nebudeme
psat indexy, ptjde vzdy o elektrické veliCiny. Intenzitu elektrického pole mizeme méfit ze
silového plisobeni na testovaci ¢astici, tj. ze vztahu

F=gE. (12.23)

Elektrické pole 1 V/m je takové pole, které pusobi na bodovy objekt s nabojem 1 C silou 1 N.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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13 ANALYTICKA MECHANIKA

Newtonovy pohybové rovnice jsou koncipovany pro pouziti v kartézské souradnicové sou-
stavé, coz nemusi byt vyhodné naptiklad pfi popisu pohybu planety krouzici kolem Slunce
nebo elektronu pohybujiciho se v magnetickém poli. Proto najdeme pohybové rovnice, které
jsou pouZitelné pro jakoukoli soustavu parametrii g, g2 aZ g, které systém popisuji. Budeme
pozadovat, aby tyto parametry byly nezavislé a zcela popisovaly dany pohyb. Potom je nazy-
vame zobecnéné souiadnice pohybu. Pro rovinné kyvadlo mtze jit o tthel a(¢) popisujici vy-
chylku, pro planetu pohybujici se v roviné kolem Slunce pijde o vzdalenost ke Slunci ()
a azimutalni thel ¢(7) odecitany od pruletu perihéliem, pro jednoduchy elektricky obvod mu-
ze jit o nédboj O(r) protekly urcitym mistem obvodu. Za zobecnéné rychlosti budeme chéapat
casoveé zmeény téchto parametri:

qu
= 13.1
U = 1t ( )

Casové zmény uhli jsou (thlové rychlosti, ¢asové zmény ploch jsou plo$né rychlosti, ¢asova
zména proteklého naboje je elektricky proud atd. V dal§im textu odvodime pohybové rovnice
pro zobecnéné soufadnice, nazyvaji se Lagrangeovy rovnice druhého druhu. Prvnim druhem
rovnic se zabyvat nebudeme, jde o rovnice popisujici rizné vazby v systému, coz je uzitecné
naptiklad ve stavebnictvi. Pro nase tcely postaci rovnice druhého druhu, které budeme zkra-
cen¢ nazyvat Lagrangeovy rovnice.

Integralni principy a variacni pocet

Ptedstavme si, ze se v rybniku topi ¢lovek. Mezi zachrdncem a rybnikem je baZinaty pds, ve
kterém se velmi t€Zko pohybuje, pas oranisté a pole. Zachrance musi volit optimalni cestu,
aby se k tonoucimu dostal co nejrychleji (takovou cestou nemusi byt nejkrats$i spojnice mezi
tonoucim a zachrancem):

oraniste

bazina

Celkovy ¢as, po ktery se bude pohybovat zachrance, uréime takto:

=ﬂ = dt=ﬂ
dt v
I J- \/dx +dy J~ \/1+y MY s (13.2)
u(x, ) u(x, )
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Predpokladame, ze zndme prostorovou zavislost rychlosti v (x, y). Ta je dana typem terénu
(pole, oranisté, bazina). Nyni hledame takovou kiivku y (x), aby ptedchozi integral mél mi-
nimalni hodnotu. Resenim tloh tohoto typu se zabyva variaéni podet. V diferencialnim poétu
hledame extrémy kitivek, vysledkem jsou jednotlivé body. Ve variatnim poctu hleddme celé
funkce, pro néz ma né&jaky integral extremalni hodnotu.

Hamiltonav princip nejmensi akce

Ptiklad topiciho se ¢loveka vedl na optimalizaci integralu typu

XB
T(xgxp)= | F(x3(x),5(x))dx. (13.3)
X4

Integrand je funkci nezavislé proménné x, hledané funkce y(x) a jeji prvni derivace y'(x). Vy-
sledkem optimalizace by méla byt hledana trajektorie ¢i kiivka y(x). V tivodnim ptikladu za-
chrance volil trajektorii tak, aby celkovy ¢as byl nejkratsi. VSechny ostatni trajektorie (tzv.
virtualni — nerealizované) jsou sice v principu mozné, ale zachrance se po nich bude pohybo-
vat del$i dobu. Integral vyse uvedeného typu se nazyva funkciondl. Funkciondl je zobrazeni,
pti kterém funkci ptitadime ¢islo (v naSem ptipad¢ celkovy cas).

Zakladni myslenka integralnich principi mechaniky je velmi podobna. Ze vSech moznych
trajektorii systému se realizovala jen ta, ktera je né¢jakym zpisobem vyhodnéjsi nez ostatni.
Hledisko vyhodnosti se uvazuje obdobné vodnimu piikladu, nezdvislou proménnou je ale
¢as, protoze hledame kiivku q(¢), kde q je mnoZina vSech zobecnénych soutfadnic

q4=(91,92----9y) (13.4)

Budeme ptedpokladat, ze existuje funkce Casu #, zobecnénych soufadnic a jejich prvnich deri-
vaci (tj. stavu)

L(t’q17""qf’q15"‘5qN)

takova, ze ze vSech moznych zavislosti g (¢) = f () se v ptirod¢ realizuje ta, pro kterou ma
integral
Ip
SUartp)= [ Ltgrse @y s ndy) dt (13.5)
14

extrém (minimum). Funkci L(¢, q, dq/df) nazyvame Lagrangeova funkce (lagranzidn) a inte-
gral S(t4, tp) integral akce. DilleZitou soucasti teoretické fyziky je hledani lagranziani. Pokud
mame pro dany problém Lagrangeovu funkci, z niz plynou zavislosti zobecnénych soufadnic,
které pozorujeme v ptfirodé, mizeme byt spokojeni a problém jsme spravné popsali. Pokud
z nasi Lagrangeovy funkce plynou ¢asové vyvoje zobecnénych soutfadnic, které se v ptirode
nevyskytuji, je nasSe Lagrangeova funkce Spatna a musime hledat dal. Dnes zndme dobte Lag-
rangovy funkce pro jednoduché mechanické problémy, pro pohyby ¢&éstic v elektromagne-
tickych polich, pro silnou interakci, pro slabou interakci a mnoho dalsich jevi. Pro mnoho
problémt ale dosud Lagrangeovu funkci nezname.

Zapamatujte si

Hamiltonitv princip nejmensi akce je predstava, ze existuje funkce L(¢, q, dq/d?) takova,
e trajektorie t&les minimalizuji integral S = |Lds. V&Fime, Ze takovou funkci je mozné
vzdy nalézt. Funkci L nazyvadme Lagrangeova funkce, integral S nazyvame integral akce.
V dal$im textu nalezneme Lagrangeovu funkci pro jednoduché mechanické problémy.
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Lagrangeovy rovnice

Zaved'me virtuadlni posunuti

qu =Yk, virt (t) _Qk,real(t) , TESp.
(13.6)
6q = qvirt(t)_qreal(t)

jako infinitezimalni rozdil virtualni (myslené) trajektorie a realné (uskutecnéné) trajektorie.
Body na obou trajektoriich si odpovidaji ve stejném cCase (tzv. isochronni variace). Uved'me
dv¢ zékladni vlastnosti virtualnich posunuti (isochronnéich variaci):

5q(r,) =dq(t3) =0, (13.7)
. d
o0q = P —90q. (13.8)

Prvni vlastnost vyjadfuje, Ze virtudlni 1 redlné trajektorie za€inaji a konc¢i ve stejném bodé
prostoru zobecnénych soutadnic. Druhd vlastnost vyjadiuje zaménnost operaci derivace d/d¢
a variace 9. (to je mozné jen proto, ze virtudlni posunuti za¢ina a kon¢i ve stejném case)

U

VMU ( neusk\j‘eo

Odvod’'me nyni nutné podminky extremalnosti integralu akce:

B
5 [Litq@di=0 =

t4
'p
[3L@tq@dt=0 =
14
oL
2 8q, +——5¢, |dt=0,
J.z(a% T34 qk]

kde jsme z diivodu isochronnosti vynechali diferenciaci podle ¢asu. Ve druhém ¢lenu zamé-
nime potradi variace a ¢asové derivace (8dg/dt = d/df dgx) a poté integrujeme per partes:

tg 'p
L ( L j J { L }
9y ——| =— qu dr + qu =0.
l:[ ;(aqk dt aqk Za qdri ”
Posledni ¢len je vzhledem k (13.7) nulovy, a proto

I‘Ak

Tato rovnost musi platit pro kazdé dva Casy 24, t5 a kazdé¢ virtualni posunuti d¢y. Protoze jsou
0qj nezavisla, musi byt zavorka v ptfedchozim vztahu pro kazdé £ nutné nulova, tj.
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Qor % _o,  k=l..,N. (13.9)

Tyto rovnice ptedstavuji nutné podminky extremalnosti integralu akce a nazyvaji se Lagran-
geovy rovnice. Z matematického hlediska jde o obycejné diferencidlni rovnice druhého fadu
pro extremalni trajektorii g (¢); k=1 ... N, ktera je realizovana v ptirod¢. Vidime, Zze Ha-
miltontiv princip nejmensi akce vede opét k popisu pohybu pomoci obycejnych diferencial-
nich rovnic druhého tadu, jako tomu bylo v ptipadé Newtonova pohybového zakona.

Poznamka 1. Lagrangeovy rovnice jsou pohybovymi rovnicemi naseho systému v zobec-
nénych souradnicich. Jejich tvar nezavisi na volbé soufadnicové soustavy. Newtonovy
rovnice musi byt specialnim ptipadem v kartézském souradnicovém systému.

Poznamka 2. Rovnice je tfeba doplnit o poc¢ateéni podminky
45 (t)) =40 >
45 (t0) =40 >

tj. zadat stav v néjakém pocatecnim case t.

(13.10)

Poznamka 3. Lagrangeova funkce neni jednoznacné urcitelnd, riizné Lagrangeovy funkce
mohou vést ke stejnym Lagrangeovym rovnicim.

Poznamka 4. Hamiltontv princip v uvedené podob¢ plati jen pro nedisipativni systémy, tj.
systémy ve kterych nedochazi k tepelnym ztratam.

Poznamka 5. Lagrangeovy rovnice jsou jen nutnymi podminkami extremalnosti integralu
akce, nikoli postacujicimi.

Poznamka 5. V matematice se nutné podminky minima funkcionalu nazyvaji Eulerovy
rovnice, ve fyzice nutné podminky extremalnosti integralu akce Lagrangeovy rovnice.
Nékdy se témto rovnicim jednoduse fika Eulerovy-Lagrangeovy rovnice.

Nejdulezitéjsi ulohou dané¢ho védniho oboru je volba spravné Lagrangeovy funkce. Zvolime-
li urcity tvar Lagrangeovy funkce, mizeme fesit piislusné Lagrangeovy rovnice a tato feSeni
porovnat s experimentalnim prabéhem trajektorii. Nesouhlasi-li, je vybrana Lagrangeova
funkce Spatnd. Volba Lagrangeovy funkce patii mezi zakladni axiomy budované teorie. Zpra-
vidla se za L vybird vhodna skalarni funkce (jeji hodnota nezavisi na volbé soufadnic). Pro
jednoduché mechanické problémy znadme dvé dilezité skalarni funkce: kinetickou a poten-
cialni energii. V analytické mechanice je z historickych divodi zvykem znacit kinetickou
energii symbolem 7 a potencidlni energii symbolem V. V nejjednodussim ptipad€ by Lagran-
geova funkce mohla byt jejich linedrni kombinaci L = a7 + V. Uréeme koeficienty a, S
v jednoduchém ptipad¢ konzervativniho jednorozmérného pole v kartézské souradnicové
soustave, kdy vysledek musi splynout s Newtonovou pohybovou rovnici:

L=aT+ﬁV:a%mx2+,BV(x). (13.11)
Tohoto kandidata na Lagrangeovu funkci dosadime do Lagrangeovych rovnic (13.9):
doL_aL_
dt ox ox
d o | oL I .,
—| a— + BV -—| a— + 4V =0,
dt 0% ( g rh (x)] o ( ymErh (X)J
iOtm)'c—ﬂa—Vzo = mxzﬁa—V m)'c'z—éF.
dt ox o ox o
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Je zfejmé, Ze napiiklad pro volbu a = 1, f = —1 dostdvame spravnou pohybovou rovnici. Proto
L(t,q,q) = T(q,9) - V(.q) . (13.12)

Tato volba umozZni fesit jednoduché tlohy pro nejriiznéjsi konzervativni pole. Kineticka ener-
gie je funkci rychlosti, mlize ale zaviset i na soufadnicich. Potencialni energie zavisi na polo-
ze, mize zaviset i na Case. Pro komplikovanéjsi systémy je rozdéleni Lagrangeovy funkce na
kinetickou a potencialni energii znan¢ obtizné a navic zbytecné. Jedinou ulohou mechaniky
je volba spravné Lagrangeovy funkce pro dany systém tak, aby feSeni piisluSnych Lagrangeo-
vych rovnic odpovidalo pozorovanym trajektoriim.

Vhodnou Lagrangeovu funkci lze nalézt i pro relativistickou mechaniku, pohyby nabitych
castic v elektrickych a magnetickych polich, pro teorii elektromagnetického pole, pro obec-
nou teorii relativity i pro dalsi fyzikdlni obory. Vzdy z ni potom plynou rovnice popisujici
dany problém — naptiklad v teorii elektromagnetického pole jsou to Maxwellovy rovnice.
V celém tomto textu se omezujeme na nedisipativni systémy, v nichz nedochézi k preméné
nekteré z forem energie na teplo.

Zapamatujte si

Pohybové rovnice maji v zobecnénych soutradnicich tvar

Za lagranzian lze pro konzervativni pole zvolit rozdil kinetické a potencidlni energie

L=T-V.

Nezapomente si propocitat jednoduché piiklady uvedené ve skriptu pro seminare z Fyziky 1!
Zde uvedeme jediny piiklad pro pohyb kuli¢ky na zavésu (kyvadlo):

¢ Priklad 13.1: Kulicka na zavésu
Zadani: Naleznéte pohybové rovnice kuli¢ky na zavésu

0sa

ReSeni: Za jedinou zobecnénou soutfadnici budeme povazovat thel ¢. Pohne-li se zavés kyva-
dla o infinitezimalni tihel dg, opise té¢leso drahu

ds=Ilde (13.13)
Kineticka energie télesa proto bude
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2 2
T:lm(gj :1m12(d—‘/’j :1m12¢2. (13.14)
27 \dt) 2 ) 2

Potencialni energie (vySku 4 budeme méfit od zavésu smérem vzhiru) bude

V =mgh=-mglcos@. (13.15)
Nyni jiz snadno sestavime Lagrangeovu funkci
L=T—V:%mlng2+mglcosgo (13.16)
a napiSeme Lagrangeovu rovnici pro zobecnénou promeénnou ¢
ia—lf—a—L:O. (13.17)
dtdp Jdo
Po dosazeni a derivovani dostaneme rovnici
mli*G+mglsing=0, (13.18)
kterou velmi snadno ptevedeme na standardni tvar
(p+§sm(p=o. (13.19)

Jde o pohybovou rovnici kyvadla (8.3). PovSimnéte si, Zze jsme k tomu nepotiebovali ani
zavést kartézskou soufadnicovou soustavu, ani védét, co je to moment hybnosti a znat pohy-
bovou rovnici otacejiciho se télesa. Z Lagrangeovych rovnic dostaneme pfirozenym zpuso-
bem a elegantné Casovy vyvoj jakéhokoli parametru ¢i zobecnéné soufadnice.

Zakony zachovani

Predstavme si, ze Lagrangeova funkce nezavisi na nékteré zobecnéné soutadnici, tieba gy:
oL
9q;,

Zobecnénou soufadnici, kterd se nevyskytuje v Lagrangeové funkci, nazyvame cyklickou. Na
gy potom nezavisi ani pohybové rovnice, a tim ani vysledek experimentu. Situace je symet-

ricka viici prostorovému posunuti v zobecnéné souradnici qy. Z pohybové rovnice pro tuto
soufadnici gy mame

doL_oL_o _ di_g O _ const. (13.21)
dt 9, g, dr dgy, 9

L:L(taqla""qk—lﬂqk+la"'anan""’QN) = 0. (1320)

Nalezli jsme tedy pfislusnou zachovavajici se veli¢inu. V kartézskych soutadnicich §lo o hyb-
nost, nyni budeme hovofit o zobecnéné hybnosti odpovidajici zobecnéné soutadnici gy:

Py = —, k=1,...,N. (13.22)
94y,
Tato veli¢ina se zachovava, je-li zobecnéna soutradnice g, cyklickd (nevyskytuje se v L), tj.
fyzikalni situace je symetricka vzhledem k prostorovému posunuti v zobecnéné soufadnici g .
Pro nas ukézkovy piiklad s kyvadlem je zobecnéna hybnost rovna



Fyzikalni situace neni symetrick4 vzhledem k pootoceni o tithel d¢ (zméni se gravitacni pole),
proto se soutfadnice ¢ vyskytuje v L a tato zobecnénd hybnost se nezachovava. Zobecnéna
hybnost k thlové proménné hraje roli momentu hybnosti ze svéta kartézskych soutadnic.
V Lagrangeov¢ formalizmu neni nutné rozliSovat mezi hybnosti a momentem hybnosti.

Prvni ¢len Lagrangeovych rovnic neni ni¢im jinym nez ¢asovou zménou hybnosti. Proto mu-
zeme Lagrangeovy rovnice napsat v formalné stejném tvaru jako Newtonovy rovnice, jen
namisto hybnosti a sil zde budou figurovat zobecnéné hybnosti a zobecnéné sily:

d oL oL
— F; =—; F,=—. 13.23
3 P T Dy %, =3 ( )

Nyni se vénujme ¢asové symetrii, tedy zdkonu zachovani energie. Necht' Lagrangeova funkce
nezavisi explicitné na cCase, tj.

oL

L:L(qls"-sqqulv-"q'N) = EZO (1324)

To odpovida situaci symetrické viici casovému posunuti. Najdéme tplnou ¢asovou derivaci
Lagrangeovy funkce:

dL oL ) oL d
5—5@[ j 20w

Vzhledem k piedpokladu je prvni ¢len na pravé strané nulovy, ve druhém clenu vyjadiime
OL/0qj z Lagrangeovy rovnice (13.9) a mame

aL d

Cleny napravo upravime za pomoci vztahu pro derivaci sou¢inu dvou funkci

a-Zthaqk ) é[%

a po prevedeni na jednu stranu rovnosti zjistime, ze

E(Z(a_'quj_Lj=o = Z(a—_quj—L=const.
dt A aqk k aqk
Opét jsme tedy nasli zachovavajici se Veliéinu kterd je jedinou korektni definici energie:
E= Z — qk (13.25)

Veli¢ina E se zachovava, nezavisi-li Lagrangeova funkce explicitné na case, tj. je-1i fyzikalni
situace symetricka vzhledem k ¢asovému posunuti. Pro nas ptiklad s kyvadlem energie vyjde

E—a—qu L—1m12¢2—mglcos¢).
o 2
V takto jednoduchych ptikladech energie dle ocekavani vychazi

E=T+V.

Tato relace ale plati jen pro specidlni tvary Lagrangeovy funkce. V obecném ptipad¢ nelze
Lagrangeovu funkci ani energii rozdélit na kinetickou a potencialni ¢ast. Je tomu tak napii-
klad pii pohybu castice v magnetickém poli. Energie je vSak i nadale vzdy definovana vzta-
hem (13.25).
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Zapamatujte si

V Lagrangeové formalizmu jsou hybnosti a energie definovany vztahy

pe=2L, (13.26)
gy,
oL . .
E:Z[a_-qu_L:Zkak_L' (13.27)
k \ 99k k

Vztahy plati pro libovolné zobecnéné proménné a takto definované veliciny se zachova-
vaji jen tehdy, pokud plati ptislusné symetrie.

Hamiltonovy kanonické rovnice

V této kapitole se seznamime s jinym tvarem pohybovych rovnic — Hamiltonovymi rovni-
cemi. Na rozdil od Lagrangeovych rovnic jsou Hamiltonovy rovnice diferencidlnimi rovni-
cemi prvniho fadu, ale je jich dvojnasobné mnozstvi. Pro feSeni diferencidlnich rovnic prv-
niho fadu je vypracovano velké mnozstvi numerickych metod a tak Hamiltonovy rovnice by-
vaji vétSinou pro numerické feseni vhodnéjsi nez rovnice Lagrangeovy. S pomoci definice
zobecnéné hybnosti (13.26) miizeme Lagrangeovy rovnice prepsat do tvaru

ipk _ o (13.28)

Vyraz napravo hraje roli zobecnéné sily, jak jsme vidéli v zapise (13.23), ktery siln¢ piipo-
mina Newtonovy rovnice v kartézskych soufadnicich. Najdéme nyni diferencial energie za
pomoci jejiho defini¢niho vztahu (13.27)

E:Zka}k_L(taq:q‘) =
k

: . oL oL oL .
dE = qu dpk +Zpk qu —a—dt—za—qu —Za—qu
k k 4 k 99k k 99k

V predposlednim ¢lenu vyjadiime OL/Ogi z pohybové rovnice(13.28), v poslednim ¢lenu
vyuzijeme definici zobecnéné hybnosti:

) . oL ) .
dE:Z‘]k dpy +Zpk dgy _Edt_zpk dgy _Zpk dgy .
k k k k

Cleny s diferencialy zobecnénych rychlosti se odeétou a zbyva
oL . .
dE:—a—dt—Zpk dg; + D d dpy - (13.29)
! k k
Funkci, jejiz diferencidl jsme pravé nalezli, oznacime
E = H(t,q,p). (13.30)

Jde o energii, v niZ jsou rychlosti nahrazeny hybnostmi. Koeficienty v diferencialu (13.29)
musi byt pfislusné parcialni derivace funkce H:

IL OH . . oH . _9H

oL_oH.  _, _9H - 1331
=" 3 Pk 24 dk P (13.31)
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Funkce H se nazyva Hamiltonova funkce. Hamiltonova funkce je energie piepsand do pro-
ménnych ¢, g, pr. V (13.29) se odecetly diferencialy rychlosti, proto l1ze vzdy nalézt takovou
transformaci

t,q,q - t,q,p, (13.32)

aby energie byla funkci zobecnénych soufadnic a zobecnénych hybnosti. Tato transformace
se nazyva Legendreova dualni transformace. Posledni dvé rovnice z relace (13.31) jsou
Hamiltonovy kanonické rovnice (kanos — zakon, souhrn pravidel):

. _OH
Clk—apk,
o
Pk = 9

Postup reSeni

1) Nalezneme Lagrangeovu funkci.

2) Z Lagrangeovy funkce ur¢ime zobecnéné hybnosti a zobecnénou energii.

3) Ze zobecnéné energie vyloucime zobecnéné rychlosti — vyjadiime je za pomoci
zobecnénych hybnosti, tj. provedeme Legendreovu dualni transformaci.

4) NapiSeme Hamiltonovy kanonické rovnice

e = oH
k—5
9P
(13.33)
s oH
k== -
9
5) Resime je s pocate¢nimi podminkami
9k (1) = 4o s
07 ko (13.34)
Pr(ty) = Pro-

V nasem ukazkovém ptiklad¢ s kyvadlem maji jednotlivé kroky vysledky:

Lz%mlqu2 +mglcos;

pzizmlz¢;
L,
E£¢_L:lm12¢2 —mglcosg;
A9 2
»?

H= —mglcos;
2ml?
y—OH _ P .

op ml*’
, oH .
p=———=—mglsing.
09

Posledni dva fadky jsou pfislusné Hamiltonovy rovnice, pro které lze snadno najit diferen¢ni
schéma a fesit je numericky. Pokud bychom prvni z rovnic derivovali podle ¢asu a dosadili do
ni za dp/dt z druhé rovnice, vratili bychom se ke standardni rovnici kyvadla.
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Pohyb v rotujici soustavé

V Lagrangeové formalizmu se velmi dobie vypoifadame s popisem sil pisobicich na télesa na
povrchu rotujici Zemé a obecné v rotujicich soufadnicovych soustavach. Uhlovou rychlost
rotace budeme povazovat za vektor, jehoz smér je totozny s osou rotace.

(O]

Vo

K nalezeni pohybové rovnice v neinercialni rotujici soustavé potiebujeme znat nékteré vekto-
rové identity, které byste méli znat ze zdkladniho kurzu matematiky:

a-b=>b-a, (13.35)
axb=-bxa, (13.36)
(axb)-c=(bxc)-a=(cxa)-b, (13.37)
axX(bxc)=b(a-c)—c(a-b), (13.38)
(axb)-(exd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c). (13.39)

Pro urcitost prfedpokladejme, Zze budeme sledovat pohyby na rotujici Zemi. Jedna soutadni-
cova soustava je pevna v prostoru (inercialni) a druha rotuje spolu se Zemi (rotujici, neinerci-
alni). Ob¢ soustavy maji pocatek ve stiedu Zemé a polohovy vektor sledovaného télesa je
v obou soustavach shodny (spojnice télesa a stitedu Zem¢), t;.

Iy, =T =TI. (13.40)

Jde o vektor, ktery si miizeme piedstavit jako objekt — ty¢ mifici ze stiedu Zemé k télesu. Jde
o jeden objekt, ale soutadnice v inercialni soustaveé budou jiné nez v rotujici. Rychlosti télesa
0 hmotnosti m budou v obou soustavach rizné, budou se lisit o rychlost vy zplisobenou rotaci
Zem¢. Ta je umérnd velikosti tthlové rychlosti, vzdalenosti od stiedu Zem¢ a sinu polarniho
thlu 6 (na pdlu je rychlost nulova, na rovniku maximalni), tj.

Uy =wrsiné . (13.41)
Smér této rychlosti je kolmy na vektory @ i r, tedy plati (u Zemé& miii na vychod)
Vo = OXr. (13.42)
Mezi rychlosti télesa v inercialni a rotujici soustaveé proto existuje jednoduchy vztah
Vip = Vot TOXT, (13.43)

To je vSe, co potfebujeme védét k sestaveni Lagrangeovy funkce. V inercidlni soustavé bude
Lagrangeova funkce rovna

L:%mvﬁn—V(rin). (13.44)
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Do vztahu dosadime za rychlost z (13.43) a za polohovy vektor z (13.40)

L=%m(v +oxr)’ =V(r). (13.45)

rot

Rychlost v rotujici soustavé, kterd nds zajimd, pfezna¢ime na v. Vyslednd Lagrangeova
funkce pro pohyb v neinercidlni rotujici soustave je

> L =%m(v+mxr)2 —V(r) . (13.46)

K nalezeni hybnosti, energie a k sestaveni pohybové rovnice budeme potfebovat parcidlni
derivace 0L/0v, OL/Or. Za tim uc¢elem roznasobime prvni ¢len v lagranzianu:

L=%m(v+m><r)-(v+m><r)—V(r) =

L:%mv2+m(mxr)-v+%m(mxr)2—V(r) (15.47)
Z této podoby Lagrangeovy funkce snadno ur¢ime derivaci podle rychlostnich proménnych:

a—L=mV+mo)><r. (15.48)
ov

Pro zjisténi derivace podle prostorovych proménnych musime Lagrangeovu funkci (15.47)
ponékud upravit. Ve druhém ¢lenu na pravé strané posuneme jednotlivé ¢leny podle vztahu
(13.37) tak, aby r, podle kterého chceme derivovat, bylo vné vektorového soucinu. Ve tietim
¢lenu upravime skalarni soucin (@*r) (®xr) podle Crammerova vztahu (13.39):

L :%mvz +m(V><(o)-r+%ma)2r2 —%m(m-r)z —V(r) (15.49)
Nyni jiz snadno nalezneme i1 derivaci Lagrangeovy funkce podle proménné r:
L
a—=m(v><0))+ma)2r—m0)(0)-r)—a—V (15.50)
or or

Druhy a tfeti ¢len na pravé strané€ upravime podle identity (13.38) do findlniho tvaru:

a—L:m(vxm)+mm><(r><m)—a—V (15.51)
or or

Vztahy (15.48) a (15.51) jsou hledané derivace Lagrangeovy funkce podle rychlosti a poloho-
vého vektoru. Nyni jiz snadno ur¢ime hybnost a energii pohybujiciho se objektu.

pEa—L:mV+m((o><r) , (13.52)
v

Ea—L-v—Lzémv2

A 2
>y 2m(03><r) +V(r) . (13.53)

Hybnost se sklada jednak z klasické mechanické hybnosti mv a jednak z neinercidlniho rotac-
niho ¢lenu moxr. Energie je soutem kinetické energie, rotacni energie a potencialni energie.
Rotacni energie je z hlediska pozorovatele v inercidlni soustaveé zapornd. Pro predikci pohybu
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%(mv+m(m><r))—[m(vxw)+mmx(rxw)—g—z] =0

dmv
dr

>

=F+2m(vY)+moX(rxw). (13.54)

Rovnice (13.54) je hledana pohybova rovnice télesa pohybujiciho se v rotujici neinercialni
soustave. Nalevo je ¢asova zména mechanické hybnosti, prvni ¢len napravo je sila plisobici
na castici v potencialnim poli (F =—0V/or), druhy ¢len je Coriolisova sila a tieti odstfediva
sila. Coriolisova sila je zodpov€dna za smér roztaCeni viru ve vylevce (na kazdé polokouli je
jiny), za staceni roviny kyvadla i za dalsi jevy. Coriolisova sila neptisobi na télesa pohybujici
se rovnobézné se zemskou rotacni osou. Odstiediva sila je nulova na polech a maximalni na
rovniku, kde dosdhne hodnoty mrw?2. Sila je pojmenovana po francouzském matematikovi
Gustavu Gaspardu de Coriolisovi (1792—-1844), ktery se proslavil vypoctem sil piisobicich
v rotujicich soustavach.

Zapamatujte si

Na téleso na povrchu rotujici Zemé piisobi odstfediva a Coriolisova sila. Odstiediva sila
mifi ve sméru od osy rotace. Coriolisova sila miii kolmo na rychlost télesa a kolmo na osu
rotace, nepusobi na télesa pohybujici se ve sméru osy rotace.

F, =mox(rxm). (13.55)
F- =2m(vxm). (13.56)

Odstiedivou silu v rotujici soustavé zapocitdvame do tihového zrychleni. Métime ho
u stojicich téles a na konkrétnim misté na Zemi se nam k tizi automaticky ptidava
odstiediva sila, ktera je pro danou rovnobéZzku vzdy stejna. U Coriolisovy sily to udélat
nemuzeme, protoze zavisi na rychlosti télesa.

¢ Piiklad 13.2: Padajici kamen

Zadani: Predstavte si, ze pustite kdmen z vysky 65 m (odpovida Pettinské rozhledng). Jakou
odchylku od kolmice bude mit kdmen po dopadu vlivem Coriolisovy sily? Jakym smérem se
kamen odchyli od kolmice pti padu? Pocitejte pro Prahu (zemépisna Sitka 4 = 50°).

Reseni: Budeme fesit pohybovou rovnici s tihovou a Coriolisovou silou (odstiediva sila je
zahrnuta to tihového zrychleni)

%zmg+2m(vxm). (13.57)

Druhy ¢len na pravé strané je podstatné mensi nez prvni a miiZeme ho chépat jako malou po-
ruchu. Reseni je mozné hledat itera¢ni metodou, t;.

(k+1)

Ay g+ 2m(v® x ) (13.58)

dt

Zvolime n&jaké feseni v\, které dosadime do pravé strany a vypodteme v". Poté dosadime
v\ do pravé strany a vypocteme v\ atd. Pro po&atetni nulové feSeni mame posloupnost

v =0;
v =got; (13.59)

v? :gt+(g><03)t2 .
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Prvni iteraéni fedeni v\ je volny pad neovlivnény Coriolisovou silou. Druhé iteradni feseni
v@ jiz v sob& zahrnuje vliv Coriolisovy sily. Vzhledem k tomu, Ze povazujeme Coriolisovu
silu za malou poruchu, mizeme iteraci po druhém ¢lenu ukon¢it. Pii integraci jsme pouzili
nulovou pocatecni rychlost, tedy jednoduchy volny pad. V ptipad¢ nenulové pocatecni rych-
losti v by bylo v" = vyt+gz. Pro volny pad postadi nalezené feseni bez pocatedni rychlosti.
Integrace iteracniho feSeni ndm da polohu kamene:

2 3
r(t)ir(Z)(t):rO+g%+(g><0))%, (13.60)

Zvolme nyni konkrétni soufadnicovy systém na povrchu Zemé (feSeni posuneme ze stiedu
Zem¢ k povrchu, poloha vystupuje jen v prvnim clenu na pravé strané). Osa z bude mifit
svisle, osu x orientujeme na vychod a osu y na sever. Jde o pravoto€ivy soufadnicovy systém,
coz ve vysledku zajiStuje spravna znaménka vektorovych soucind. Polarni tthel 6 a zemé&pis-
nou Sitku 4 =90°-0 zavedeme standardnim zpisobem jako na tvodnim obrazku. Jednotlivé
vektory v feseni (13.60) budou:

r'? =(0,0,H);
g=(0,0,-g); (13.61)
®=(0, wcos A, wsin ).

Volny pad kamene je tedy po rozepsani vektorového soucinu popsan vztahy

3
_ 80! cosA;
y=0; (13.62)
8
o

Kémen se bude pfi padu odchylovat vlivem Coriolisovy sily ve sméru osy x, tedy na vychod.
Nyni zbyva urcit velikost odklonu. Polozime-li v tfeti rovnici (13.62) z = 0, zjistime dobu, za
kterou kamen dopadl. Tu dosadime do vztahu pro x a mame vyslednou vzdalenost

w (20
Ax=xﬁn—x0=g7(—] cos A =7 mm. (13.63)
g

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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14 TRENi A DEFORMACE

S pfiblizenim hmotného bodu ¢asto nevysta¢ime. Mnohdy potifebujeme popsat slozité pohyby
celych téles, kterd se mohou dotykat a deformovat. Dokonce nemusi jit o pevna télesa, ale
o pohyb né&jaké tekutiny (tak nazyvame spole¢né nestlacitelné kapaliny i stlacitelné plyny).
Ve vsech téchto pripadech se hodi zavadét objemové, plosné a linedrni sily. V tekutinach nas
nejcastéji zajimad objemova hustota sil definovana vztahem

f_All}n—}oAV’ [f] 3 (14.1)
Obdobné, jako mame hustotu hmoty, hustotu naboje, hustotu energie, mizeme také zavést
hustotu sily. Takova veli¢ina je dilezita napiiklad v proudicich tekutinach. Typickym ptikla-
dem je hustota Lorentzovy sily, kterou pasobi elektrickd a magnetickéd pole na pohybujici se
vodivou tekutinu. Na styku dvou téles ¢i na rozhrani dvou prostiedi ptisobi plosné sily. Pti-
kladem muze byt povrchové napéti na povrchu kapaliny: Hluboko pod povrchem se vSechny
sily navzajem kompenzuji a na jednotlivé atomy a molekuly v priméru zadna sila od ostat-
nich neptisobi. Na povrchu kapaliny nejsou ale sily kompenzované a vznika plosna sila, které
tikdme povrchové napéti. Na povrchu vznika pruzna blanka, k jejimuz proniknuti je zapotiebi
urcité sily. Diky tomuto napéti mize vodovazka udrZet na vodni hladin€ a mohou tam plavat
1 lehké pfedméty, napiiklad kancelatskd sponka. Dal§im ptikladem plosnych sil je plisobeni
vody na trup lodi ponofeny pod hladinou. Samotna plocha je vektorem, ma smér své normaly
a sila je také vektorem. Tlakové poméry pfi plisobeni sily na plochu vyjadiuje tenzor napéti

Ty = lim ﬂ; [T]Zi. (14.2)
AS,;—0 AS, m?

Jde o veli¢inu se dvéma indexy, kterd popisuje pisobeni k-té slozky sily na plosky s norma-
lami ve sméru os x, y a z. Pokud takova tabulka ¢isel (matice) ma predem dana transformacni
pravidla pii piechodu od jedné soufadnicové soustavy k jiné, hovofime o tenzoru druhého
fadu. D4 se ukdazat, Ze tenzor napéti musi byt symetrickou matici, tj. 7y = 7, jinak by neplatil
zakon zachovani momentu hybnosti a télesa by se sama od sebe roztacela. Limitnim pfipadem
je napéti ptisobici kolmo na plochu (ve sméru jeji normaly), pak hovotfime o tahu ¢i tlaku o.
Druhym extrémem je te¢né napéti ptsobici podél plochy, hovofime o stfizném napéti neboli
o stfithu ¢1 smyku. Na styku dvou téles jsou stfizné sily bézné, v tekutinach nikoli, tam by
jakakoli tecna sila zplisobila proudéni tekutiny, které by vedlo k rychlému zaniku této sily.

.
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Na obrazku je zndzornéna plocha jako vektor. Jeji smér je totozny se smérem normaly n
k plose. Lze ji slozit ze tfi ploch tvofenych projekcemi do soufadnicovych rovin. Na plochu
plisobi obecna sila F. PovSimnéme si jeji slozky F). (na obrazku by mifila ve sméru osy x).
Tato slozka zpusobi tah na projekci do roviny (yz) a te€na napéti (stiihy) ve dvou zbyvajicich
projekcich. Kazda slozka sily piisobi na tfi projekce roviny, tim dostaneme dohromady devét
¢isel 7y popisujicich plisobeni obecné sily na obecnou plochu.

Sily plisobi i na rGzné linearni utvary, naptiklad elektrické pole mize ovliviiovat nabité
vladkno z umélé hmoty. K popisu takového déje 1ze zavést silu vztazenou na jednotku délky.
V nasem uvodnim kurzu ale nebudeme takovou veli¢inu potiebovat.
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Smykové treni a valivy odpor

V prirod¢ existuje fada procest, pii nichz se pohyb méni na odpadni teplo — kmity jednotli-
vych atoml a molekul. Hovofime o tzv. disipaci (rozptyleni, nevratné zmén¢) energie na
teplo. Disipativni procesy nejsou konzervativni, tj. ptisobici sily nelze popsat za pomoci po-
tencialni energie. Patii sem visk6zni procesy v kapalinach, interni tfeni, odpor vzduchu a dal-
§i. My se v kratkosti seznamime se silami ptisobicimi pfi dotyku dvou pevnych téles, kdy se o
sebe dva povrchy tfou nasucho, tj. bez jakékoli kluzné kapalinové vrstvy. Prvnim piikladem
je smykové tieni, pii némz vznika tieci sila pfi tazeni télesa po podlozce (napi. dfevéné bedny
vleCené po betonové podlaze). Na vzniku treci sily, kterd brani pohybu, se podileji dva
mechanizmy: 1) nerovnosti obou povrchill; 2) nevykompenzované sily na rozhrani télesa a
podlozky. Proto k tfeni dochézi i u velmi hladkych povrchi. Na prvni pohled by se mohlo
zdat, ze veétsi stycna plocha povede k vétsi tieci sile. VEtsi plocha ale znamena mensi tlak pu-
sobici na rozhrani, proto tfeci sila na velikosti sty¢né plochy nezéavisi. Experimentalné se uka-
zalo, Ze pro suché tfeni (bez lubrikantu) nezavisi pfili§ ani na rychlosti télesa. Tteci sila je
umérnd kolmé slozce sily piisobici na podlozku (nemusi jit jen o tizi, miZeme napiiklad
Soupat svisle vzhtiru cihlu pfimacknutou ke sténé). Koeficient umérnosti mezi treci silou F;
a kolmou slozkou sily N pusobici na podlozku se nazyva koeficient (Cinitel) smykového treni:

F=/N;  [f]=L (14.3)

Koeficient smykového tfeni je jiny pro pohybujici se télesa a jiny pro téleso, které se snazime
z klidu uvést do pohybu. V tomto piipadé je vyssi o 20 az 25 % a nazyvame ho klidovy koefi-
cient smykového treni (koeficient statického tieni) fy.

F, = fyN. (14.4)

Oba koeficienty lze pro rizné povrchy nalézt v literatufe. Zdkon smykového treni jako prvni
zevrubné popsal italsky malif a konstruktér Leonardo da Vinci (1452—-1519). V roce 1699 je
precizné zformuloval francouzsky fyzik a vynalezce Guillaume Amontons (1663—1705). Ex-
perimentalné ho ovéfil v roce 1781 francouzsky fyzik Charles-Augustin de Coulomb (1736—
1806). Proto hovotime o Coulombové tieni, ptipadné o Amontonsové zakonu.

Pokud se po povrchu vali téleso kruhového prutfezu, vznika v podlozce prohlubenina. Diky
paméti materialu je jeji vznik rychlejsi nez jeji zénik pii odlehéeni. Tim vznikd nenulova sila
pusobici proti sméru pohybu, které fikdme valivy odpor. Velmi zjednodusené (bez prokluzo-
vani, s konstantni rychlosti pohybu, se zanedbanim ptisobici dvojice sil atd.) je valivy odpor
umérny tlakové sile piisobici na podlozku a dale je nepfimo umérny poloméru valiciho se
télesa. Koeficient imérnosti se nazyva rameno valivého odporu a oznacuje se &:

Fo =§%; [£]=m. (14.5)

Zapamatujte si

Smykové treni je imérné kolmé tlakové sile ptisobici na podlozku, nezavisi na plose ani na
rychlosti télesa. Koeficient umérnosti se nazyva soucinitel smykového tieni f. V klidu je
tento soucinitel vyssi, nazyva se klidovy soucinitel smykového tienti f.

Valivy odpor je imérny kolmé tlakové sile ptisobici na podlozku a neptimo iimérny polo-
m¢éru valiciho se télesa. Koeficient imérnosti se nazyva rameno valivého odporu ¢.

F=fN,
F = foN,

N
Fvo zfﬁ
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povrch f fo ¢ (mm)
ocel na oceli 0,10 0,15 0,5
dfevo na oceli 0,35 0,55 1,2
dievo na drevé 0,3 0,65 1,5
guma na betonu - 0,7 az 0,8 15 az 35
pneu na asfaltu — — 2az4

4 Priklad 14.1:

Zadani: Jakou silou musim dlani pfitlacit ke zdi knihu o hmotnosti 1 kg, aby nespadla, je-li
koeficient smykového tfeni mezi knihou a sténou 0,5?

Reseni: Ve svislém sméru musi tieci sila kompenzovat tizi knihy, tj.
mg = fN :N:%zzoN (14.6)

Tenzor malych deformaci

Téleso, na které plisobi sily, je rizné deformovano. Prodluzuje se, krouti, zeSikmuje atd. My
se v tomto ivodnim textu budeme zabyvat jen malymi deformacemi v okoli néjakého mista.
Predstavme si, ze se vlivem pusobicich sil bod x télesa piresunul do mista y. Rozdilu polohy
nového a starého mista fikame vektor posunuti a budeme ho znacit feckym pismenem & (ksi):

y=x+&(x). (14.7)

Vektor x je poloha n&jakého mista pfed deformaci, vektor y po deformaci. Pfi popisu defor-
mace nas bude zajimat, kam se piesunou body z objemového okoli pivodniho mista. Pokud
by se vSechny body posunuly stejn€, doslo by totiz jen k pfesunuti télesa bez jakékoli defor-
mace. Proto nalezneme diferencial vztahu (14.7):

vektor
posunuti § okoli'y

okoli x
y
X
0
dykzdxk+zﬁdxl. (14.8)
/ axl

Nez se pustime do dalSiho odvozeni, seznamime se s jednim trikem, ktery ndm usnadni zapisy
dalich vztahti. Rik4 se mu Einsteinova sumaéni konvence. Albert Einstein si pov§iml, Ze se
ve vyrazech se soucty Casto vyskytuje urcity index dvakrat. V poslednim vyrazu je to index /,
pres ktery se s¢itd. Zavedl proto nasledujici konvenci: Pokud je v matematickém zapise nejaky
index dvakrat, automaticky se pres ného sc¢ita a nemusime explicitné vypisovat sumaci. Na vas
jako na Ctendfe to ale znamena urcité naroky. Kazdy vyraz si prohlédnéte, a zjistéte, zda se
tam néktery z indexti nevyskytuje dvakrat. Pokud ano, jde o s¢itaci index, ptes ktery se auto-
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maticky provadi soucet. Napiiklad skalarni souc¢in miizeme nyni zapsat jednoduse bez znaku
sumace jako a'b = ayby = a1b) + axb; + asbs. Index £k je scitaci index.

Einsteinova sumacni konvence

e Pokud se index ve vyrazu objevi dvakrat, automaticky ptes n¢ho s¢itdme a fikdme mu
scitact index.

e Pokud je ve vyrazu index jen jednou, nesCitame pies n¢ho, fikdme mu volny index.
Volny index musi byt na pravé i1 levé stran€ rovnosti.

Prohlédnéte si nasledujici Ctyti ptiklady. S¢itaci index je vSude oznacen k (miZeme ho ale

oznacit libovolnym pismenkem: skaldrni soucin, rozvoj funkce, diferencial funkce a mati-

cové nasobeni — vSe zapsané za pomoci Einsteinovy sumacni konvence.

a‘b:akbk,
S=cpfi
df ==L Y gy, |
oxy
Cot = Ay By -

Posledni vyraz (14.8) popisujici lokalni deformace v okoli bodli x a y miZeme s pomoci
sumacni konvence zapsat jednoduse;ji:

ISk
dyk =dxk +—dxl. (149)
8xl

Index k£ je volny, index [/ s¢itaci. Spoctéme nyni rozdily druhych mocnin vzdalenosti v okoli
mistx ay:

di? —diy =dy,dy;, —dx,dx;, =

o o

k k

dx, +—dx; || dx; +=——dx, |—-dx;dx;.
X Xn

V druhé kulaté zavorce jsme museli sCitaci index oznacit pismenem n namisto pismenka /,

aby po rozndsobeni nevznikly nejednoznacné vyrazy se ¢tyfmi indexy /. Nyni rozndsobime

obé kulaté zavorky. Budeme predpokladat, ze jsou deformace malé, tj. zmény dalé derivacemi

jsou malé. Potom budou druhé mocniny ¢lenti s derivacemi jesté mensi a zanedbame je:

d
di? -dig = dxkdxk+ai dx,dx;, +—— S dxgdx, +--- |-dx.dx, .

/ n

Prvni a posledni vyraz na pravé strané se odecte:

P)

dr?—di? =idxdx + 2k i dx,dx, +---.
0 axl Jhuddd e ax kY'n

n

Ve druhém vyrazu na pravé strané preznacime scitaci index k na / a poté n na k:

ar? — a2 =| 2% %0 | g, (14.10)
0 2 {Aasdd's
xl axk

Vyraz v kulaté zavorce néjak popisuje malé¢ deformace télesa, ale pied findlnim oznacenim
jeste upravime levou stranu rovnosti a vyuzijeme, Ze se deformace piilis nelisi, tj. d/ = dl:
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di? —di§ =(di-dly ) (dl+dly) = (di-dly ) 2d1, (14.11)

Kombinaci obou poslednich vyrazl ziskdme findlni vztah pro malou relativni deformaci:

d/—dl/ 8 0
5= 0 1[5k, dor | dy dx (14.12)
Zavedeme-li tenzor malych deformaci g, je relativni deformace snadno zapsatelna:
0 0
g, A &= (96 , 961 (14.13)
dlo dlo axl axk

Tenzor malych derivaci je symetricky, coz ma vyznamné disledky. Symetrie zajist'uje splnéni
zakona zachovani momentu hybnosti, symetrické matice maji realnd vlastni Cisla a jejich
vlastni vektory tvoii ortogonalni bézi, ve které je doty¢na matice jen diagondlni. Prvky na
diagonale popisuji relativni prodlouzeni Al/ly v jednotlivych osach: €1 v ose x, € vose y
a €33 v ose z. Nediagonalni prvky popisuji ostatni deformace, tj. smykové a torzni deformace
télesa. Zajimavy je také vyznam stopy tenzoru malych deformaci (souctu diagonalnich ¢lentt)

Tr(e) =6y, + 69y + £33 = o8 4 Y B2 _ VoZAXT D020y T Xo)oAz AV gy 4y

X0 Jo Zo X0Y0Z0 Yo

Stopa tenzoru malych deformaci ma vyznam relativni zmény objemu télesa.

Tenzor malych deformaci

£y __[ﬁJraglJ (14.15)

ax / ax &
e Tenzor malych deformaci je definovan pomoci vektoru posunuti &.
e Tenzor malych deformaci je symetricky.
e Diagonalni ¢leny vyjadtuji relativni deformace délky ve sméru os.

e Nediagonalni ¢leny popisuji smykové a torzni deformace.

e Soucet diagondlnich ¢lent (stopa) popisuje relativni objemovou deformaci.

Hookuv zakon

Na téleso pusobi sily, které popisujeme tenzorem napéti 7; (14.2). Odezvou jsou deformace
télesa popsané tenzorem malych deformaci g (14.15). Pokud jde o malé sily a malé reakce
télesa na tyto sily, plati mezi obéma veli¢inami linedrni vztah, tedy relativni deformace je
umérna napéti pisobicimu na téleso:

€ =CikiTri (14.16)
Indexy £, [ jsou scitaci, indexy i, j volné. Linearni vztah mezi napétim a deformaci objevil
anglicky filosof a védec mnoha oborG Robert Hooke (1635-1703), ktery mj. nezavisle na
Newtonovi zformuloval gravitaéni zakon (dokonce Newtona obvinil, Ze jeho zakon opsal, ten
ale vztah pro gravitacni silu pravdépodobné znal dfive, aniz by ho publikoval). Hooke si
zakona elasticity objeveného v roce 1676 velmi cenil, a proto jeho latinskou formulaci ,,Ut
tensio, sic vis* (jaka deformace, takova sila) zakodoval do pfesmycky, kterou zvetejnil:

ceiiinosssttuv (14.17)
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Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze koeficientl v linearni kombinaci (14.16) je neskutecné
mnozstvi. Jde o ¢tyfrozmérnou matici 3x3x3x3, tj. ma 81 prvkid. Mezi indexy ale plati rizné
symetrie, napiiklad tenzor deformace nalevo je symetricky, tj. i napravo bude matice koefici-
entll symetrickd v indexech i a j. Podrobnym rozborem symetrii se da ukazat, ze pro izotropni
téleso zlstanou jen dva nezdvislé koeficienty (tzv. Lamého koeficienty). Prvni popisuje
smykové (stfizné) deformace, druhy souvisi s tahovymi deformacemi. Pojmenovéany jsou
podle francouzského matematika Gabriela Lamého (1795-1870).

Podélna deformace a smyk

Uved'me na zavér dva specidlni pfipady obecného Hookova zédkona. Prvni se tyka relativni
podélné deformace ¢ vzniklé napétim v tahu o (naptiklad natahované tyce):

f=to: e (14.18)
E X0

Koeficient umérnosti se z historickych divodi oznacuje 1/E, konstanta E se nazyva Younguv
modul pruznosti podle anglického ucence Thomase Younga (1773-1829). Relativni defor-
mace je samoziejmé bezrozmérna, napéti v tahu je v pascalech. Druhym specialnim piipadem
je pti¢na deformace télesa (napéti 7 piisobi podél n€které z ploch).

X0 Ax Ax _
\" T =
_O'> yo y
/V
;/zlr; yztgy:ﬂ. (14.19)
G Yo

Koeficient umérnosti je oznacen 1/G, samotné G se nazyva modul pruznosti ve smyku. Po-
déIné pisobici sila na jednotku plochy (stfih, smyk) se nazyva podélné (stfizné) napéti, jed-
notkou jsou pascaly. Ptiklady naleznete v u¢ebnim textu F1 — semindfe.

Zapamatujte si

— Malé relativni deformace jsou umérné ptilozenému napéti.
— Obecny Hooklv zdkon ma tvar ¢; = Cy ti.

— Hookiv zékon v tahu m4 tvar ¢ = o/E.

— Hooktiv zdkon ve smyku ma tvar y = 7/G.

oo000000000000000000000000o
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15 MECHANIKA TEKUTIN

Tekutinami nazyvame souhrnné kapaliny a plyny. Kapaliny jsou nestlacitelné, tj. plisobenim
vnéjSich sil se neméni jejich objem, zatimco plyny jsou stlacitelné, jejich objem Ize zménit.

Tlak v tekutiné

Na plochu uvniti tekutiny, at’ skutecnou (napt. trup lodi) ¢i myslenou), vzdy ptisobi tlak zpti-
sobeny narazy jednotlivych ¢astic. Tlak je silou vztazenou na jednotkovou plochu, piisobenim
tlaku se muze takova plocha posunout, ¢imz se vykona prace

AA
AA =FAl = pASAl = pAV = p:F. (15.1)
Vykonana prace samoziejme souvisi se zménou energie, po limitnim pfechodu lze uzaviit, ze
tlak je hustotou energie
. AE J
= lim —; =——=Pa. 15.2
P= wioar L] m’ (1>2)
Prikladem mutze byt hydrostaticky tlak zplisobeny tizi sloupce tekutiny. Energie v tthovém
poli je mgh, v hustotach mame

p=pgh. (15.3)

Jde o tzv. hydrostaticky tlak. Specialnim piipadem je tlak atmosféry pifi povrchu Zemé zpiso-
beny tizi vzdusnych mas nad ndmi. Normalni tlak pfi povrchu Zemé je ptiblizné

Pt = 101325 Pa. (15.4)

Tento tlak oznacujeme jako jednu atmosféru. Jinym ptikladem je tlak pasobici na télo pota-
péce pod vodni hladinou. V hloubce deseti metrii vychazi tlak urceny ze vztahu (15.3) pro
vodu piiblizné stejny jako atmosféricky tlak. Potapé¢ by tedy celkem pocitil dvojnasobny tlak
oproti atmosférickému. Tlak ale nemusi byt spojen jen s pohybujicimi se atomy a molekulami
tekutiny, které nardzeji na myslenou plochu. Existuje naptiklad magneticky tlak, ktery je
hustotou energie magnetického pole.

Zapamatujte si

— Kapaliny jsou nestlacitelné.

— Plyny jsou stlacitelné.

— Tekutiny jsou souhrnnym oznacenim pro kapaliny a plyny.
— Tlak je hustotou energie.

— Hydrostaticky tlak v tekutiné je pgh.

Tlak je v tekutindch pfendSen jejimi atomy a molekulami rovnomérné€. Pokud na urcity objem
tekutiny ptisobi vnéjsi sila, vzroste tlak tekutiny ve vSech mistech o stejnou hodnotu. Tento
poznatek se nazyva Pascaluv zdakon. Objevil ho francouzsky matematik, fyzik a vynalezce
Blaise Pascal (1623—-1662). Po ném je také pojmenovana jednotka tlaku pascal. Vzhledem
k tomu, Ze tlak je hustotou energie, je pascal roven joulu na metr krychlovy.

Pokud je téleso ponofené do kapaliny, vyrovnaji se tlakové sily plisobici na bo¢ni stény. Na
spodni cast ale plisobi vétsi tlakova sila nez na horni ¢ast. Predstavme si naptiklad kvadr po-
nofeny do kapaliny, spodni Cast je v hloubce 4, horni v hloubce /4;. Na kvadr ptsobi vztla-
kova sila

F=p,S—piS=hpgS—hpgS=pg(h,—h)S=pgV=m,g. (15.5)
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Odvodili jsme Archimédiiv zakon: téleso ponofené do kapaliny je nadlehovano silou, ktera se
rovnd tize kapaliny télesem vytlacené.

Pascaliiv zakon: Tlak zpisobeny vnéjsimi silami se v tekutin€ rozlozi rovnomeérné.

Archimédiv zakon: Téleso ponofené do kapaliny je nadnaseno silou, kterd je rovna
tize kapaliny télesem vytlacené.

Diferencidlni operace a Gaussova véta

Nez se pustime do odvozeni rovnice kontinuity, pohybové rovnice tekutiny a Bernoulliho
rovnice, musime se seznamit s nékterymi matematickymi operacemi. Vime, co je gradient
skalarni funkce a k cemu se pouziva (muze tieba poslouzit k vypoctu normaly k izoplose).
Operator nabla V = (0/0, 0/0,, 0/0:) lze ale aplikovat i na vektorové pole. Skaldrni soucin
nabla a vektorového pole nazyvame divergenci a vektorovy soucin rotaci pole:

oK, + Ky + oK, : (15.6)
ox dy oz

oK. 9K, 9K oK. oK, oK,
dy dz 9z ox ox 9y )

divK=V K=

rotKEVxK=[ (15.7)

Prvni veli¢ina je skalarni — jde o jedno jediné cislo, které lze elegantné zapsat pomoci su-
macni konvence:
divK =0,K,. (15.8)

Ve fyzice II si ukdZeme, Ze tato operace souvisi se zdroji poli. Tam kde pole vyvéraji (napii-
klad elektrické pole z kladného naboje) je divergence kladna, tam kde mizi (naptiklad elek-
trické pole se noti do zdporného naboje), je divergence zaporna a tam, kde pole jen prochazi
je divergence nulova. Druhd operace, rotace, je vektorova. Jde o trojici Cisel, kterd popisuje,
souvislosti objasnime az ve Fyzice II, nyni budeme operace divergence a rotace potiebovat
jen okrajové. V dalSim textu bude jesté uzitecné zobecnéni vztahu pro integraci per partes na
tfidimenzionalni prostor. Pro derivaci sou¢inu dvou funkci plati

fleg+reg'=(fg). (15.9)

Integraci tohoto vztahu okamzit€ madme zndmy vztah pro integraci per partes

b b

[rgdx+[rg dx=[re].. (15.10)
b ’ b ’
[ 1 gdx==[rg dx+f(b)gb)-f(a)g(a). (15.11)

Znaménka na pravé strané mizeme chapat jako vnéj$i normaly k intervalu <a, b>, tedy
b b
[/ gdx==] g dx+n,f(B)g®)+n,f(a)g(a). (15.12)
a a

Oba vyrazy napravo jsou vlastné integraci pies hranici mnoziny Q = <a, b>, kterou tvofii
pouh¢ dva body. Ve tfech dimenzich plati obdobny vztah:

m;Tfkng:‘mfa%id” b rgnm.ds. (15.13)
Vv v

S=dV
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Tento vyraz je vétou o integraci per partes ve tfech dimenzich. Umoziiuje pfesouvat derivaci
z jedné funkce na druhou. Pro g = 1 d4 vztah dtlezitou relaci

ma)% dv = 9‘35 fnds. (15.14)

S=9V

Nyni za funkci f vezmeme slozku vektorového pole, tj. f= Kj a prescitame pies index k:

maKk dv = @S K,n, dS. (15.15)
S=dV

Na levé strané¢ se objevila divergence, na pravé stran¢ zapiSeme plochu jako vektor dS =n dS
a vztah pfepiSeme do tvaru

m(dwK)dV qfﬁ K-dS. (15.16)

S=oV

Obdobné¢ jako jsme délili kfivkove integraly na integraly prvniho a druhého druhu, mizeme
i plosné integraly pocitat ze skalarniho ¢i vektorového elementu plochy. Integral napravo je
plosnym integralem druhého druhu. Odvozeny vztah se nazyva Gaussova véta integralniho
poctu. Umoznuje pievadét plosné integraly z vektorového pole na objemové a vyuZijeme ji
nejen k odvozeni rovnice kontinuity, ale v pfiStim semestru i k odvozeni Maxwellovych rov-
nic v diferencidlnim tvaru. V pfistim semestru se sezndmime s vyznamem divergence mno-
hem podrobnéji a zavedeme 1 dalsi uzitecné diferencialni operace s vektorovymi poli.

Zapamatujte si

Divergence je skalarni souc¢in nabla s vektorovym polem, jde o jedno ¢islo popisujici
zdroje poli. Rotace je vektorovy soucin nabla s vektorovym polem. Jde o trojici ¢isel
popisujici, zda pole ma viry.

divK=V K; rotK=VxK.
Integrace per partes ma ve ttech dimenzich tvar
of
[[FS ng——Jﬂf e
4 S=av

Specialnim piipadem je Gaussova véta integralniho poctu

_m(divK)dV: 3EJ'> K-dS.
V

S=oV

Rovnice kontinuity

Rovnice kontinuity vyjadiuje zdkon zachovani latky v tekutin€. Ta se nikam nemtize ztratit.
Pokud z daného objemu zmizela, musela protéct ptes plochu ohranicujici tento objem. Uva-
zujme proudéni tekutiny s ohledem na piesuny latky popsané jeji hmotnosti. Proudéni popi-
Seme Ctverici veliCin — hustotou a hmotnostnim tokem:

AM kg
= lim — =—. 15.17
P= S 0 AV’ ] m’ ( )
. 1k
j=pu;  [f]=— (15.18)
m S
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Vyznam hustoty hmoty je ziejmy. Vénujme se proto hmotnostnimu toku. Symbol u(z, x)
oznacuje rychlostni pole, které se méni v ase 1 v prostoru. Kazd4 vektorova veli¢ina ma
velikost a smér. Hmotnostni tok ma smér rychlostniho pole. Velikost toku snadno zjistime,
pokud budeme sledovat teceni latky kolmou plochou. Za ¢as dt se jednotlivé atomy a mole-
kuly dostanou o d/ = udr déle k jiné¢ myslené ploSe:

J ds

dl = udt

Pro velikost toku plati:
_dMdl dM dI _ dM

T dv dr dSdldr dSdr

J=pu (15.19)

Tok veli€iny ma tedy vyznam mnozstvi veliiny proteklé kolmou jednotkovou plochou za
jednotku Casu a jeho rozmér je

: (15.20)

m-s
V obecném piipadé mulze jit 1 o jiny nez hmotnostni tok, naptiklad tok naboje, tok energie,
tok hybnosti atd. Jestlize latka pfi proudéni nemizi, musi byt €asovy ubytek hmotnosti
z libovolného objemu roven hmotnostnimu toku pies plochu obklopujici tento objem:

~9 MM par = ¢hj-ds. (15.21)
dr 5 Py

Hranice objemu V je oznacena 0V. Na pravé strané je tok integrovan pies ohranicujici plochu,
tim dostaneme mnozstvi veli¢iny proteklé touto plochou za jednotku ¢asu. Skalarni soucin je
zde dilezity: pokud je plocha kolmé na tok, prote¢e plochou maximalni mnozstvi, pokud lt-
ka teCe podél plochy, je skalarni soucin nulovy a plochou neprotece nic. Na levé strané presu-
neme ¢asovou derivaci do integrace, p je ale funkci ¢asu 1 prostoru, proto se derivace zméni
na parcidlni. Pokud mame ustdleny homogenni tok tekutiny néjakou trubkou, je leva strana
nulova, plosny integral na pravé stran€ bude nulovy na plasti trubky a nenulovy na obou otev-
fenych koncich trubky. Vektor normaly bude mit opa¢né znaménko, proto dostaneme

PuySy = PauSy, (15.22)

coz je velmi zjednodusena sttedoskolska podoba rovnice kontinuity. Na pravou stranu (15.21)
budeme nyni aplikovat Gaussovu vétu a plosny integral pfevedeme na objemovy:

—”Jg—/t)dV:_mdivjdV. (15.23)
V V
Oba integraly spojime:
_m[%—/t)+divjjdV=0. (15.24)
V

Uvedeny vztah musi pii proudéni platit v libovolném objemu, a to je mozné jen tehdy, je-li
argument integralu roven nule (mohl by v principu byt nenulovy jen v n¢kterych bodech nebo
plochéch, obecné na mnoziné mensi dimenze, nez pies kterou integrujeme):
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%) -

9P 4 divj=0. (15.25)
ot

Odvozeny vztah se nazyva rovnice kontinuity a na pravé stran¢ je nula, pokud se hmotnost
latky pti proudéni zachovava. Rovnici kontinuity mizeme upravit jesté¢ do jiného uzite¢ného
tvaru. V poslednim kroku vyuzijeme, ze hustota je funkci ¢asu a polohy, tj. p = p(z, X):

ap
— + di(pu,) =0 =
Py x (puy)
a_p + a_puk + P aﬂ =0 =
at axk axk
d—’0+pdivu:0. (15.26)
dr
Z posledniho vyrazu je zfejmé, ze nestlacitelna tekutina (kapalina) spliuje
p = const = i—’?zo = divua=0. (15.27)

Divergence rychlostniho pole kapalin je vzdy nulova, u plynil toto ale neplati.

Zapamatujte si
Zakon zachovani hmoty v proudici tekutiné vyjadfuje rovnice kontinuity

Qo ..
—+divj=0.
at 1V ]

Pro nestlacitelné tekutiny (kapaliny) plati

divu=0.

Eulerova pohybova rovnice

Pro objekt o hmotnosti m plati Newtonova pohybova rovnice

mY—F. (15.28)
dt

V nasem pfipad¢ ale nejde o jednu jedinou c¢astici, ale hmotny element proudici tekutiny, na
ktery pusobi sila dF. Rychlost jedné ¢astice v nahradime rychlostnim polem u(#, r):

dm=2 =dF. (15.29)

Nyni piejdeme k hustotdm, tj. obé strany rovnice vydélime objemovym elementem dV:
du

—=f. 15.30
P (15.30)

Symbol p reprezentuje hustotu hmoty proudici tekutiny, symbol f hustotu piisobici sily. Uvé-
domime-li si, Ze rychlostni pole je funkci ¢asu a prostoru, tj. u = u(z, r), budeme mit
du  odu dx;,
—+p———==f 15.31
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Derivace dx;/df nejsou ni¢im jinym nez slozkami rychlostniho pole u;. Rovnici pfepiSeme do
vysledného tvaru

p%—l;+p(u-V)u=f. (15.32)

Prvni ¢ast na levé stran¢ vyjadifuje explicitni zménu rychlostniho pole, druhy ¢len zménu
rychlostniho pole zptisobenou proudénim (pfi jarnim tani pfinese feka mnozstvi rychle tekou-
ci vody z hor). Hustota sily na pravé strané se 1isi podle procesii, které popisujeme. Miize jit
o tlakovou silu, viskézni procesy nebo Lorentzovu silu plsobici na nabité ¢astice ve vodivé
tekutiné. VypiSme explicitné jen tlakovou silu. Sila je zdporné€ vzatym gradientem potencialni
energie. Hustota tlakové sily proto bude zdporn¢ vzatym gradientem hustoty potencialni ener-
gie, tedy tlaku (v tomto pfipad¢ tlaku danym chaotickym pohybem atomt ¢i molekul):

p?)—l;+p(u~V)u:—Vp+fVis+fext. (15.33)

Uvedeny vztah nazyvame Eulerova pohybova rovnice proudici tekutiny. Napravo jsou hus-
toty vSech pisobicich sil: tlakové, viskdznich procesit a dalSich externich sil. Rovnice je
pojmenovana po Svycarském matematikovi a astronomovi Lheonardu Eulerovi (1707-1783).

Viskézni procesy v tekutiné 1ze popsat n¢kolika zplisoby. Nejjednodussi je cesta, kterou zvo-
lili francouzsky inZenyr Claude-Louis Navier (1785-1836) a anglo-irsky matematik a fyzik
George Gabriel Stokes (1819-1903), kteti popsali viskdzni silu vztahem

92 9 9°

f,, =7nAu; A + + .
e ox? 9’ 9zt

(15.34)

Soucet druhych derivaci oznaceny jako A se nazyva Laplaceliv operator a koeficient # je
prvni vazkost. Pohybova rovnice s timto ¢lenem se nazyva Naviere-Stokesova rovnice. Je zde
uvedena jen pro uplnost, jeji feseni jsou za hranicemi moznosti tvodniho kurzu fyziky.

Bernoulliho rovnice

Zaméime se nyni na nejjednodussi moznou situaci. Ustalené proudéni kapaliny bez viskdz-

nich procest a vir. Vnéjsi sila pisobici na tekutinu bude konzervativni, tj. hustotu sily bude
mozné zapsat jako zaporn€ vzaty gradient hustoty potencidlni energie wy. Z Eulerovy pohy-
bové rovnice zbude

pu-Vyju=-Vp-Vw,. (15.35)
Prvni ¢len pohybové rovnice je nulovy, nebot’ hleddme ustdlené feSeni nezéavislé na Case.

K upravé zbyvajiciho €lenu na levé strané vyuzijeme vektorovou identitu (lze ji dokazat bud’
rozepsanim do slozek, nebo sofistikovangjSimi postupy, které se naucite v matematice)

(u-V)qu(

2

u?]—uxrotu. (15.36)

Ptedpokladali jsme, ze proudéni je bez virQ, jeho rotace bude proto nulova a my mame
42

Pro stacionarni proudéni bez virti tedy z pohybové rovnice zbude

u2
pvf3-=4@—v%. (15.38)
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Vzhledem k tomu, Ze jde o kapalinu, ktera je nestlacCitelnd, je jeji hustota konstantni a mtize-
me ji odsunout do gradientu. Vysledkem je

2
u
V[p7+p+wp}=0. (15.39)
Je-li gradient nulovy, musi byt funkce samotné konstantni, t;.
2
pu?+p+wp — const. (15.40)

Jde o slavnou Bernoulliho rovnici, ktera tikd, Ze soucet hustot kinetické, tlakové a potencidlni
energie je v proudici kapalin€ konstantni. Rovnice je pojmenovana po Svycarském matema-
tikovi a fyzikovi Danielu Bernoullim (1700-1782), ktery byl ¢lenem velmi rozsahlé rodiny,
ve které se vSichni zabyvali matematikou a fyzikou po mnoho generaci. Daniel Bernoulli byl
blizkym pftitelem Leonharda Eulera, otce pohybové rovnice pro proudici tekutinu.

Zapamatujte si

Eulerova pohybova rovnice proudici tekutiny ma tvar
Jdu
p§+p(u Vu=-Vp+f, +f,.

Predpokladame-li

— ustalené proudéni,

— proudéni bez virt,

— nestlacitelnou tekutinu (kapalinu),

— konzervativni externi sily s hustotou potencidlni energie wy,
— nulovou viskozitu,

redukuje se Eulerova rovnice proudici tekutiny na Bernoulliho rovnici

2

u
,1)7+p+wp = const.

Z rovnice je patrné, ze s rostouci rychlosti kapaliny klesé jeji tlak. Pti proudéni v tthovém
pole je hustota potencidlni energie w, = pgh.

ooooooooooooooooooooooooooo
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16 ELEKTROSTATICKE POLE

Ptedstavme si, ze je n¢kde v prostoru lokalizovana ndbojova struktura, tedy soustava nabitych
¢astic riiznych naboji a hmotnosti (dobrym piikladem je atom slozeny z protont a elektrond,
jinym piikladem je molekula). Pocatek soufadnicové soustavy umistime tak, aby byla nabo-
jové struktura rozprostiend kolem pocatku, miize jit o hmotny stfed soustavy nebo jiné
vhodné misto. Testovaci ¢astici umistime do vétsi vzdalenosti od struktury a budeme sledovat
pole generované v tomto misté. Z opravdu velké vzdalenosti se struktura bude jevit jako bo-
dovy néaboj, jehoz velikost bude dana souctem vSech naboju ve struktufe. V mensi vzdalenosti
uz ve struktufe rozli§ime nckteré kladné a zaporné oblasti a dobrym pfiblizenim pro jeji popis
bude elektricky dipol. V jesté vétsi blizkosti budeme vnimat 1 vyraznéj$i nesymetrie v rozlo-
zeni naboje a vhodnym popisem struktury bude tzv. kvadrupol. Obecné lze pole struktury
rozlozit do tzv. multipélového rozvoje, jehoz jednotlivé ¢leny budou popisovat projevy
struktury v riznych vzdalenostech od struktury (monop6l, dipdl, kvadrupo6l, oktupdl...).

yA q

0,
O3
0

\ 4

04 Os

Multipdlovy rozvoj

Potencial soustavy castic, ktera tvofi nami sledovanou nabojovou strukturu, miizeme vyjadiit
ve tvaru

N
p=> o . (16.1)

a14regr—r,

Velikost vektoru ve jmenovateli vyjadiime jako odmocninu skaladrniho soucinu vektoru se
sebou samym a vyraz upravime:
N N N
O, o Ou

a=l 47[50\/(1'—1'(1)'(1'—1'(;) a=1 471'80\/r2—2r~ra+r3 a=1 47r80\/r2—2r~ra+ra2

Ve vyrazu pod odmocninou je nejvetsi prvni ¢len (7 >> r,), nasleduje druhy ¢len a nejmensi je
posledni ¢len. Prvni ¢len z odmocniny vytkneme:

N N rer, 2 -2
=3 = =ZQ”[—2+:%J ~

a=1 2r . ra 7 2 a=1 47[807" ad

Potadi vyznamnosti ¢lenii pod odmocninou se obratilo, prvni je nejvétsi, druhy je mensi
(chova se jako 1/r) a posledni nejmensi (1//°). Vyraz je nyni pfipraven pro provedeni Taylo-
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rova rozvoje. Pokud nas budou zajimat jen prvni dva ¢leny, posta¢i aproximace (1+x)" = 1+nx
ror v v o s v ’ 2
a zanedbani vSech ¢lentt umérnych 1/7°:

N .
5= O, [1+r2a+"'J' (16.2)
r

ot 4reqr

Soucet rozd€lime na dva scitance a ze sum vytkneme vSechny ¢leny, kterych se sumace
netykd (nemaji index a):

N N
zQa LZQara]'r
a=1 a=1

- 4+ 4= 3 + ...
a=1 47[807" a=1 4”807 b 4”807‘ 47[{;‘0]/
Cely vysledek lze piehledné zapsat takto:
H(r) = o . PE"’3 oo
472:80}" 47[gor
N
O= Z 0,; (16.3)
a=1
N
Py = Z Qara :
a=1

Prvni €len pfedstavuje tzv. monopdl, nabojova struktura je prezentovana celkovym nabojem.
Monopdlovy ¢len klesa se vzdalenosti jako 1/r. Cely vyraz je ddn Coulombovym potencidlem
pro celkovy ndboj. Druhy ¢len predstavuje elektricky dip6l, veli¢ina pg se nazyva elektricky
dip6lovy moment. Tento &len ubyva se vzdalenosti jako 1/ (nezapomeiite, Ze jedno r je
v itateli a ve jmenovateli je 7°). Dale by nasledoval kvadrupol (1/7°), oktupél (1/+) atd. Té-
mito Cleny se ale v ivodnim kurzu fyziky nebudeme zabyvat. Sily jsou derivacemi potencialni
energie, proto ubyvaji s mocninou o jednotku vyssi nez piislusny potencial: pro monopol jako
1/ 7, pro dipdl jako 1/ atd. Cim rychleji ubyvaji potencial a sila se vzdalenosti, tim v kratsi
vzdalenosti se takovy ptispévek dostane pod prah citlivosti nasich piistrojt.

monopol dipol kvadrupdl oktupdl
potencial 1/r 1/ 1/ 1/
sila /7 1/ 1/r /7

Elektricky dipdl

Uvazujme nyni co moznd nejjednodussi nabojovou strukturu s elektrickym dipoélovym mo-
mentem. Pfedstavme si, ze nase struktura obsahuje jen dvé Castice, jedna z nich mé kladny
naboj a druha stejné veliky, ale zdporny naboj. Elektricky dipélovy moment potom bude

N

P =20, =01, +0r =0r, -0 r =0(r, -r)=0d. (164

a=l1

Elektricky dip6lovy moment je tedy roven soucinu naboje a vzdalenosti kladného a zaporné-
ho naboje. Rozmér dipdlového momentu je
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[pr]=[0d]=Cm. (16.5)

»
>

X

Predstavme si, ze nas dipdl vnotime do homogenniho elektrického pole. Jak se bude chovat?
Abychom odpovédéli na tuto otazku, spocteme moment sil piisobici na dip6l a jeho energii.
Nejprve se vénujme momentu sil:

N N N
M=>r,xF, = ZraanE=[ZQaraij.

a=l1 a=l a=l1
Vyraz v kulaté zavorce je elektricky dipélovy moment, pro moment sil tedy plati vztah
M=p:XE. (16.6)

Na dipdl ptisobi moment sil, ktery je tim vétsi, ¢im vétsi je rozdil sméru dipolu a elektrického
pole. Pokud dip6l miii ve sméru pole, z&dny moment sil na ného nepisobi. Nyni pfistupme
k vypoctu energie dipdlu ve vnéjsim elektrickém poli, které popiSeme potencialem ¢@ey. Ener-
gie bude

N
Wp = z Qa ¢ext (ra)

a=l1

Vyuzijeme toho, Ze je nabojova struktura lokalizovana v blizkosti pocatku soutradnic a poten-
cial rozvineme v okoli pocatku:

_ u a¢ext a¢ext a¢ext _ ul ) _ N )
WP—EQLI[ =~ X, + % Vot >, za}—Z(Qara V¢ext)—[Z(Qara)J V-

a=1 a=l1

Derivace jsou pocitany v pocatku soufadnic. Pro homogenni pole jsou derivace potencidlu
dokonce stejné ve vSech mistech. V kulaté zavorce je elektricky dipdlovy moment, gradient

potencialu vyjadiime ze vztahu (12.22) (E = —V@e). Vysledna energie bude
W,=-pg E (16.7)

Na prvni pohled je patrné, Ze energie bude minimalni, pokud bude dipol orientovany shodné
s elektrickym polem (kladny ndboj bude mifit ve sméru pole, kosinus vzédjemného thlu bude
roven 1 a energie dipolu zdpornd), a maximalni, bude-li dip6l mifit proti sméru pole (kosinus
vzajemného thlu bude roven —1 a energie bude kladna). Elektrické dipoly budou obecné
Budou-li splnény podminky pro zédkon zachovani energie, bude elektricky dipdl nucen svirat
s polem stale stejny tihel a bude se pohybovat po plose kuzele s timto vrcholovym uhlem.
Hovotime o tzv. precesi elektrického dipdlu. Pokud na list papiru vysypete travni semeno
a budete na n¢ pusobit silnym elektrickym polem, zorientuji se seminka ve sméru silocar,
protoze se kazdé seminko chova jako maly elektricky dipdl.
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Zapamatujte si
Elektricky dipolovy moment soustavy nabitych ¢astic je definovan vztahem
N
PE = z Qara .
a=1

Pro dvé castice s opaénymi ndboji a vzdjemnym vektorem d (mifi od zdporné ke kladné
castici) je elektricky dipolovy moment roven

pg =0d.

Potencial elektrického dipdlu je (16.3)

_Pgr
47[€0r3

V elektrickém poli mé elektricky dipol potencialni energii

Wp = _pE ‘E
a ptisobi na ného moment sil

¢ Priklad 16.1

Zadani: Naleznéte elektrické pole v okoli elektrického dip6lu, jenz miii v ose z soufadnicové
soustavy.

Reseni: Predpokladejme potenciél elektrického pole dip6lu ve tvaru

Pg-r PgZ
o= = . (16.8)
47rgor3 47[80(x2+y2+22)3/2

Intenzitu elektrického pole snadno ur¢ime ze vztahu

2 2
E=—V¢=—[a—¢ %’a_qjj:;i (3zx 3zy 322 -7 J (16.9)
0

) )
l"s 7'5 7'5

Silocary mizeme vykreslit jakymkoli standardnim softwarem:




Pole mlizeme snadno rozd¢lit na rovnobéZznou a kolmou slozku (vzhledem k ose dipdlu). Pro
testovaci ¢astici umisténou v rovin€ (y, z), jak tomu je na obrazku, plati:

Z:cosé?; Y —sing. (16.10)

r r
Nyni jiz snadno odecteme kolmou a rovnobéznou slozku:

Pe 3zy  3pg

E =F = cos@sinf; 16.11
T amey S Amey? (e-1h
Pe 3z° —r? PE 2
E=E, = ——=———(3cos’6-1). (16.12)
drey,  r 4reyr
[

Vektor polarizace

Velmi uzite¢nou veli¢inou je hustota elektrického dipélového momentu:

(16.13)

Hustotu elektrického dipdlového momentu nazyvame vektor polarizace. Rozmér této veli¢iny
snadno uré¢ime z definice dipélového momentu:

[P]:C_r;lziz. (16.14)

m’ m

V dals$im uvidime, ze vektor polarizace je roven plosné hustoté naboje na povrchu dielektrika
ponofen¢ho do elektrického pole. Predstavme si, ze na dielektrikum, v némz se nachdzi
kladné 1 zdporné naboje, zaplsobi elektrické pole (pro jednoduchost kolmo na jeho povrch).
Kladné naboje se posunou ve sméru pole a zaporné naboje proti sméru pole, oznacme
vzdalenost posunuti kladnych a zapornych naboji d. Uréeme vektor polarizace ve vrstvé
ptiléhajici k povrchu dielektrika, jejiz tloustka je pravé d. Ke kazdému posunutému kladnému
naboji mizeme najit néjaky zaporny naboj, ktery s nim bude tvofit elektricky dipol (viz
obrazek). Velikost hustoty elektrického dipdlového momentu tedy bude

P_NQd_NQd_NQ
AV Sd S

(16.15)

Velikost vektoru polarizace je tedy pro pole kolmé k povrchu rovna plo$né hustoté naboje
indukovaného na povrchu dielektrika:

(16.16)

Vektor polarizace v tomto ptipadé miii ve sméru elektrického pole, kterym piisobime na
dielektrikum. Pokud by elektrické pole neptisobilo kolmo na povrch dielektrika, ale Sikmo,
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nato¢i se dip6ly ve sméru pole a ptihrani¢ni vrstva bude mit tloustku d cos a, kde a je odklon
elektrického pole, a tim i dipoll, od normaly k povrchu. Vysledkem bude vztah P cos a = o,
tedy z vektoru polarizace se uplatni jen normalova slozka P, = P-n = P cos a:

Pn=o. (16.17)

Vektor polarizace popisuje vytvaieni dipolového momentu, které zpusobuje elektrické pole.
Cim je pole siln¢jsi, tim je obvykle indukovany dip6lovy moment vétsi. Obecné je vektor
polarizace funkci elektrického pole a nemusi ani mifit v jeho sméru:

P =P(E) (16.18)

Gaussova véta elektrostatiky

Predstavme si opét, ze kolem pocatku soufadnic je rozprostiena n€jaka nabojova struktura.
Tuto strukturu obepneme myslenou plochou a spocteme tok elektrického pole struktury touto
plochou:

y/EzgﬁﬁE-ds. (16.19)
S

Matematickymi prostfedky l1ze ukazat, Ze tok pole na vzdalenosti ani tvaru plochy nezavisi.
Zalezi pouze na tom, kolik ndbojl je uvnit plochy uzavieno. Pokud plochu libovolného tvaru
zvétSime (vzdalime od struktury), poroste velikost plochy s druhou mocninou vzdalenosti.
Elektrické pole ale naopak bude s druhou mocninou vzdalenosti klesat, obé zavislosti se
vykompenzuji a vysledny tok nebude zaviset na vzdalenosti integracni plochy od struktury.
Jednoduchou uvahou ukazeme, Ze tok nebude zaviset ani na tvaru plochy. Zkusme plochu
zdeformovat v né¢jakém sméru (v malém prostorovém thlu), jak je tomu na obrazku:

Normala plochy bude se smérem elektrického pole svirat thel a. Samotny tok bude umérny
kosinu tohoto uhlu (pokud je normala rovnobézna s polem, bude tok maximalni, pokud je
kolma na pole, bude tok nulovy). Velikost elementu plochy na obrazku je nepfimo umérna
kosinu sklonu (mifi-li normala ve sméru pole, je plocha nejmensi, je-li normala kolmé na
pole, je plocha nekonecnd). Ob¢ zavislosti se v integralu opét vykompenzuji:

1
cosa

E-dS=EdS cosa; ds ~

Nezavisi-li vysledek integrace (16.19) ani na tvaru plochy, ani na jeji vzdalenosti, mizeme
plochu nahradit povrchem koule a integral snadno spocitat (na celém povrchu koule bude
velikost elektrického pole stale stejné a pole kolmé na plochu)

vy =pE-dS = Epds = E47r°. (16.20)
N N

Pokud je plocha dostate¢né vzdalend, je pole ur¢enou pouze monopo6lovym ¢lenem, tedy

yp=—2 am?=-2 (16.21)
Ame,r €9
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Zaver je jednoduchy: Tok elektrického pole plochou obepinajici ndbojovou strukturu je roven
naboji déleném permitivitou:
CJ;EE-dS:Q. (16.22)
S o
Pokud jde o dielektrikum, naboj dip6la se v objemu dielektrika vyrusi. Plisobeni pole se ale

¢ast naboje vysune nad ohraniCujici plochu a pod ni vznikne tzv. vazany néboj, ktery
oznacime Qy.(index b je z anglického ,,bound*). Na pravé strané ho musime piidat:

<ﬂ>E-dS=%. (16.23)
S

&

Permitivitu pifevedeme na levou stranu rovnosti a vazany naboj ur¢ime z plosné hustoty
vysunutého naboje (o ni bude v objemu naboje méng), tj.

fpeE-ds=0-fpods=0-fpP-nds=0-fpP-ds. (16.24)
s s s s
Integral z pravé strany pievedeme nalevo a mame
g’;ﬁ(gomp)-ds:Q. (16.25)
s

Velic¢in¢ v integraci fikdme elektrickd indukce, oznacujeme ji pismenem D:

#D-dS:Q; (16.26)
s

D=gE+P. (16.27)

Odvozeny vztah se nazyva Gaussova véta elektrostatiky a patii k zakladnim zakonlim elekt-
finy a magnetizmu. Vektor elektrické indukce je slozen z elektrického pole E a reakce dielek-
trika prezentované vektorem polarizace P(E). Je-li pole velmi slabé, plati linearni zavislost

P-E. (16.28)

vvvvvv

pfipadé¢ homogenniho izotropniho prostiedi a slabého pole jsou sméry vektoru polarizace
a elektrického pole totozné a jejich umérnost miizeme psat v jednoduchém tvaru

P =g,kE. (16.29)

Permitivita vakua je ve vztahu jen z historickych divodt. V prvnim ¢lenu (16.27) totiz ¢ je,
zatimco v druhém nikoli. Proto ho do P pfiddme uméle, aby to druhému ¢lenu nebylo lito.
Koeficient umérnosti x se nazyva elektricka susceptibilita nebo koeficient polarizovatelnosti.
Pro homogenni izotropni prostredi plati

D=¢)E+P=
=g E+&ykE = (16.30)
=¢&y(1+Kx)E.

Cely koeficient umérnosti € nazyvame permitivitou (dielektrickou konstantou), tedy plati
D=¢E; E=E)E,, g =l+xk. (16.31)
kde & je tzv. relativni permitivita. Ve slozitéjsich prostfedich takto jednoduchy vztah neplati.
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Zapamatujte si

= Vektor polarizace je definovan jako hustota elektrického dipélového momentu.

= Normalova slozka vektoru polarizace je v dielektriku rovna plosné hustoté elektric-
kého naboje, ktery je indukovan na povrchu dielektrika elektrickym polem.

= Gaussova véta elektrostatiky ukazuje, Ze tok elektrické indukce libovolnou plochou
je roven volnému néboji, ktery je v této plose uzavien:

fpp-ds=0; D=gE+P.
S

= Elektrickd indukce zahrnuje jak vliv elektrického pole, tak vliv polarizace dielektri-
ka, ktery je v ni zastoupen vektorem polarizace.

* Pro linedrni homogenni izotropni prostiedi plati vztahy
P=gyxE;
D=¢E,
E=¢g)E =&y(1+K).

¢ Piiklad 16.2
Zadani: Naleznéte elektrické pole v okoli nekonecné veliké nabité tenké desky.

Reseni: Piedpokladejme, Ze plosna hustota naboje desky je o. Z divodu symetrie bude vznik-
1¢ elektrické pole kolmé na desku. K vypoctu pole vyuzijeme Gaussovu vétu elektrostatiky, za
integracni plochu zvolime povrch vélce dle nasledujiciho obrazku:

E

Tok elektrického pole plastém valce bude nulovy (normadla plochy je kolma k poli), horni
a dolni podstavou bude nenulovy. Oba piispévky budou kladné, nebot’ vnéj$i normala na
obou podstavach miii ve sméru pole. Gaussova véta elektrostatiky ndm da:

EES+E)ES=0.
Naboj uzavieny v integracni plose je
O=o0S
Kombinaci obou vztahii dostaneme hledané pole

=2 (16.32)
2¢g,
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¢ Priklad 16.3

Zadani: Urcete elektrické pole mezi dvéma velkymi rovnobéznymi deskami, z nichZ jedna je
nabité kladn¢ a druha zéporné.

Reseni: Z piedchoziho piikladu zname pole od jedné desky. Pole obou desek se budou séitat.
Pokud zanedbame okrajové efekty, bude pole mezi deskami dvojnasobné a vné desek nulové.

+ —
<« —> EN§ —>
— — <«
<« — —
— — <«
<« —_— o
— — <«
<« —> —>
— E —» <«

E= (16.33)

SO

Kapacita, energie elektrického pole

Predstavme si, Ze z mista s potencidlem ¢; st¢hujeme elektricky nédboj na néjaké téleso do
mista s potencidlem ¢,. St€hovanim néboje vynikne rozdil potenciald, kterému fikdme napéti
U = ¢, — ¢,. Pfestehovany naboj bude umérny tomuto napéti

0~U=Ag. (16.34)

Konstantu imérnosti znac¢ime C, nazyva se kapacita a zavisi jen na geometrickych vlastnos-
tech télesa. Métime ji ve faradech:

0=CU; CE%. (16.35)

=F. (16.36)

Jaka bude energie potiebna k pfemisténi ndboje? Staci si vzpomenout na definici potencialu
a snadno ur¢ime energii potfebnou na premisténi naboje dQ:

Y

AW =(,-4)dQ=U dQ =7 d0. (16.37)

124



Pfi posledni Gpravé jsme napéti vyjadfili za pomoci kapacity télesa. Energii nyni snadno
zintegrujeme:

0,0-2
W=|=d0==—. 16.38

I C 0 2C ( )
Vyuzijeme-li defini¢ni vztah (16.35) pro kapacitu, dostaneme rizna vyjadieni energie po-

ttebné k pfemisténi naboje na téleso s kapacitou C:

10° 1, , 1
W=—=-=—_CU*==QU. 16.39
2C 2 29 (1639)

¢ Piiklad 16.4

Zadani: Urcete kapacitu deskového kondenzatoru vyplnéného dielektrikem o permitivité e.

Reseni: Z vysledku piedchoziho piikladu je zjevné, Ze pole mezi deskami bude pfiblizné
homogenni (okrajové efekty zanedbame a rovno)
o}

E=2Z, (16.40)
E

Napéti mezi deskami, jejichz vzdalenost je d, bude rovno

0
4
U=jE-d1:Ed=0—d=S— - oy (16.41)
£ £ eS

Y
kde Q jsme oznacili ndboj na deskach. Nyni jiz snadno ur¢ime kapacitu

c=2_.5% (16.42)
U “d

Cim vétsi desky, tim vice se na né€ vejde néboje, a tim vétsi je kapacita kondenzatoru C. Ve

vvvvvv

integraci elektrického pole mezi dvéma misty 4 a B po n¢jaké kiivce:

B
U:_[E-dl (16.43)
A

Urc¢eme nyni hustotu energie elektrického pole v kondenzatoru:

Lo leg)er
Wy =2 = =—¢E*>=—ED. (16.44)
% Sd 2 2

V obecném piipadé je hustota energie elektrického pole rovna
Wg :EE-D, (16.45)

tedy poloving skalarniho soucinu obou vektort popisujicich elektrické pole.
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17 MAGNETOSTATICKE POLE

V této kapitole se budeme zabyvat nabitymi ¢asticemi v magnetickém poli, které je v Case
neproménné, tj. ve staciondrnim poli B(x).

Lorentzova pohybova rovnice

Uvazujme Castici s nabojem ¢, kterd se ocitne v magnetickém poli B. Toto pole nazyvame
magnetickd indukce. Z experimentll je zndmo, Ze na Castici zacne pusobit sila, kterd je imérna
naboji ¢astice, velikosti pole, velikosti rychlosti a sinu thlu mezi polem a rychlosti. Pokud se
¢astice pohybuje ve sméru silocar (sinus je nulovy), neptisobi na ni zadna sila a ¢astice volné
klouze podél silocar. Pokud se ¢astice pohybuje kolmo na silocary, plisobi na ni maximalni
sila. Smér sily je kolmy jak na magnetické pole, tak na rychlost ¢astice. Kolma sila zplisobuje
zménu sméru rychlosti a zakfivuje pohyb castice. V homogennim poli bude castice krouzit
kolem silocar, pokud ma slozku rychlosti rovnob&znou se silo¢arami, bude se pohybovat po
Sroubovici.

v
q>0

B

Sila, kterou ptisobi magnetické pole na nabitou castici, se nazyvd Lorentzova sila podle ho-
landského teoretika Hendrika Antoona Lorentze. Matematicky je dana vektorovym soucinem

F=g vxB. (17.1)

Tato formule v sobé zahrnuje veSkeré experimentalné objevené zavislosti popsané vyse
(zkontrolujte si). Na castici s nulovou rychlosti sila nepiisobi, stejn¢ tak neptsobi na Castici
pohybujici se podél silocar. Sila je kolmé na rychlost a magnetické pole a jeji velikost je
umérna sinu uhlu, ktery svird rychlost ¢astice s magnetickym polem. Vztah (17.1) lze
povazovat za definici magnetického pole, rozmér uréime z (17.1), pole métime v teslach:

Ns
B|=——=T. 17.2
(8= (72)
Magnetické pole jeden tesla je takové pole, které na castici s nabojem jeden coulomb pohybu-
jici se kolmo na magnetické silocary rychlosti jeden metr za sekundu piisobi silou jeden

newton. Stejnym zpuisobem muizeme definovat na zaklad¢ silového piisobeni elektrické pole:

F=¢E. (17.3)
_N_V
[E]= e (17.4)

Elektrické pole jeden volt na metr je takové pole, které na castici s nabojem jeden coulomb
ptuisobi silou jeden newton. Je-li Castice v elektrickém 1 magnetickém poli, plisobi na ni sila

F=gE + gvxB. (17.5)
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Polomér kruZznice, po které se ¢astice bude pohybovat v magnetickém poli, a frekvenci obéhu
1ze nalézt bud’ pfimo integraci pohybové rovnice, nebo z rovnovahy sil plisobicich na ¢astici.
Nejprve zvolime jednodussi zpiisob — rovnovahu Lorentzovy a odstedivé sily:

F

0

Z tohoto vztahu snadno urc¢ime polomér pohybu a tthlovou frekvenci:

muv
R=—4L, 17.6
” (17.6)
b _98 (17.7)
R m

Tyto veli¢iny se nazyvaji Larmoruv polomér a cyklotronni frekvence. Joseph Larmor byl irsky
pohybem nabité Castice v magnetickém poli a n€kdy mu tikdme gyracni pohyb nebo jen
gyrace. Zkusme nyni z pohybové rovnice nabité ¢astice dokazat, ze pohyb opravdu probiha
po kruznici. Soutadnicovou soustavu zvolime tak, aby magnetické pole mitilo pouze v ose z:

B=(0,0,B). (17.8)

Castici vypustime rychlosti vy ve sméru osy y, tedy kolmo na pole. Vzhledem k tomu, Ze sila
pusobi kolmo na rychlost i na pole, bude se pohyb konat v roving (xy).

q<0 g q>0
Yo
| |
1 1 o
—[Ry| IR
Pohybovou rovnici mdv/dt = g vxB rozepiSeme do slozek:
mx=qBy,
my=—qBXx, (17.9)
mz=0.
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Reseni tieti rovnice je jednoduché, v piipadé nasich pocate¢nich podminek nulové, tj. pohyb
se bude dit jen v roviné (xy). Soustavu prvnich dvou rovnic budeme fesit v komplexnim
oboru. Prvni rovnici budeme chépat jako realnou ¢ast, druhou jako imaginarni:

mi+imy=qBy—igBx. (17.10)

Tato operace je vratnd, kdykoli miizeme odd¢lit redlnou a imaginarni ¢ast a dostat zpét pu-
vodni rovnice. Po jednoduché tpravé a oznaceni kombinace OB/m jako w¢ (pozdéji zjistime

vyznam této veliiny) dostaneme

i+iy=—iw, (x+1y); @, =—. (17.11)

Nyni zavedeme komplexni polohu ¢ = x + 1y, pro kterou ma rovnice jednoduchy tvar
Etim, E=0; E=x+iy. (17.12)
Samoziejmé bude kdykoli mozné se vratit k ptivodnim proménnym x a y. ReSeni této linearni

rovnice bez pravé strany budeme hledat v exponencialnim tvaru exp(Az). Po dosazeni ziskame
charakteristickou rovnici

P +inl=0; = 4=0; L=-iw,. (17.13)

Obecné feseni je linearni kombinaci obou nalezenych modu:

§y=citere ™
. : (17.14)
E(t)=—icym, e .
Integracni konstanty nalezneme snadno z pocate¢nich podminek
$(0)=x(0)+iy(0)=0; (17.15)
E0)=x(0)+ip(0)=1v, .
Dosadime-li tyto pocatec¢ni podminky do rovnic(17.14), dostaneme
O0=ci+c,; ¢ =4vy/@, ;
o - (17.16)
100:—102600, C2:—Uo/a)c.
Vysledné feSeni ma proto tvar
E)=R; —R e ', Ry =uvy/a,=mvy/qB. (17.17)
Po oddéleni redlné a imaginarni ¢asti ziskame ob¢ soutadnice pohybujici se astice
x(t)=R; —R| cosa,t,
¢ (17.18)

Y(@t)=Rysinat.

Rovnici trajektorie nalezneme po vylou€eni Casu z (17.18). Na pravé stran€ ponechdme jen
¢leny s trigonometrickymi funkcemi, ob€ rovnice umocnime na druhou a sec¢teme:

(x—-R ) +y* = R} . (17.19)

Vidime, ze pohyb se déje po kruznici s polomérem |R[ |, se sttedem S =[R], 0] a s thlovou
frekvenci obéhu w¢. Podle znaménka naboje ¢astice mize mit Larmortv polomér kladnou
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1 zapornou hodnotu, stejné tak miZze mit obé znaménka cyklotronni frekvence (zaporna hod-
nota znamena ob¢h proti sméru chodu hodinovych rucicek).

Magnetické pole nepiisobi na pohyb castice ve sméru podél pole. Kolmo na smér pole plisobi
Lorentzova sila, kterd zaktivuje trajektorii ¢astice na kruZznici, pfipadné Sroubovici. Samotné
elektrické pole naopak neptlisobi na pohyb castice napfti¢ pole (v nerelativistickém piipad¢)
nebo jen velmi mélo (v relativistickém piipad¢€). Ve sméru pole dochazi k urychlovani.

Magneticky dipdl

Obdobng, jako jsme délali multipélovy rozvoj potencidlu elektrického pole, mizeme ud¢lat
totiz 1 pro pole magnetické. Prvni (monopoélovy ¢len) vyjde nulovy. To znamena, ze neexistuji
magnetické monopoly, cCastice, které by byly zdrojem magnetického pole a magnetické
silocary kazdym mistem prostoru jen prochdzi. Druhy (dipolovy ¢len) je nenulovy a objevi se
v ném charakteristicka veli¢ina

N
1
PMEZEQaraXVa’ (17.20)

a=l

kterou nazyvame magneticky dipolovy moment. U elektrického dipolu byla nejjednodussim
zastupcem dvojice opacné orientovanych naboji v t€sné blizkosti. U magnetického pole je ty-
pickym reprezentantem magnetického dip6lu jedina Castice pohybujici se po kruznici o polo-
méru R s rychlosti v. Pro velikost dip6lového momentu budeme mit (fada ma jediny ¢len):

2R Q

1
—_ Rv=— RN
M2Q 0 T

ZR?. (17.21)
Podil Q/T neni nic jiného nez naboj protekly kruznici za periodu obé&hu, tedy elektricky

proud. Vyraz 7R je plocha kruznice, po jejimZ obvodu nabita &astice krouzi. Pro magneticky
moment tedy mame jednoduchy vyraz

pm=IS. (17.22)

[pm]=Am?. (17.23)

Elektricky dipol tedy realizujeme dvojici blizkych opacénych néaboji, magneticky dipol
nabojem krouzicim po malé (nejlépe infinitezimalni) kruznici. Pro soustavu stejnych ¢astic
(vSechny castice budou mit stejnou hmotnost a stejny naboj) je magneticky dipélovy moment
umérny momentu hybnosti soustavy:

L Q 0
pMEZEQraXVa:—QZr XV, Zr xmy, ==L, (17.24)
a=l

Celkovy moment hybnosti soustavy jsme oznacili pismenem L (B by kolidovalo s magnetic-
kou indukci). Moment hybnosti je v mikrosvété kvantovan (mize nabyvat jen urcitych hod-
not), proto bude kvantovan i magneticky dipélovy moment soustavy ¢astic. Pokud vnotfime
magneticky dip6l do vnéjsitho magnetického pole, bude se chovat podobné jako elektricky
dipol v elektrickém poli, tedy bude na né¢ho pisobit moment sil py x B a bude mit energii —
pm-B. Stejné, jako tomu bylo v elektrostatice, bude magneticky dip6l precedovat, tj. jeho osa
se bude pohybovat po plasti kuzele. Kvantovani magnetického momentu se projevi tak, ze
kuzele mohou mit jen nékteré vrcholové uhly. Pfi nedisipativnich procesech se bude magne-
ticky dip6l snazit zorientovat ve sméru pole. Proto se rozsypané zelezné piliny na papiru, pod
kterym je magnet, zorientuji ve sméru silocar.
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Magneticky dipdl, dipdlové pole tycového magnetu a slunecni skvrny.

Porovnejme nyni vlastnosti elektrického a magnetického dipélu v jednoduché tabulce:

velicina

elektricky dipdl

magneticky dipdl

dipélovy moment
soustavy

N
Pg = zQara

a=l

U
PMm= ZEQara XV,
a=l

nejjednodussi realizace

dva opacné naboje:

krouzici naboj:

pe=0d pu=18
moment sily M=pgxE M=pu xB
energie ve vnéjsim poli W=—-pgE W=-puB
. Pg | 3zx 3zy 3222 HoPws | 3zx 3zy 32252
pole dipdlu E= S S B= S5 5
dreg\ 7 1 r dr ¥ r r
3p . 3
E = E3cost9s1n9, BL:'uO—psMcosesine,
rozklad pole
p
E = £ 3 (30052 9—1). E, :_ﬂopzq (3cos2 «9—1).

Vyrazy pro elektrické pole jsme odvozovali a méli byste je znat. Vyrazy pro magnetické pole
jsou obdobné, nebudeme je odvozovat a nemusite se je ucit nazpamét'. Zdrojem magnetického
dipolového pole mohou byt jak elektrické proudy (Zemé, Slunce, elektromagnety...), tak spin
elementarnich Castic (vétsina komerénich magnett).

oo000000000000000000000000o
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Stejné, jako jsme diive zavedli hustotu elektrického dipdlového momentu (vektor polarizace),
zavedeme i nyni hustotu magnetického dipdlového momentu (vektor magnetizace):

M= lim —. (17.25)
Hustotu elektrického dipdlového momentu nazyvame vektor magnetizace. Rozmér této

veli¢iny snadno ur¢ime z definice dipélového momentu:

2
=Ar‘;1 _A (17.26)
m m

[M]

Uz rozmér ndm napovidd, ze magnetizace bude néjak souviset s proudem na jednotku délky.
Predstavme si povrch magneticky aktivniho materidlu, ke kterému ptilozime magnetické pole
mifici podél povrchu. Nabité ¢astice zacnou v magnetickém poli vykonavat krouzivy pohyb
dle obrazku. Uvnitt materidlu se elektricky proud vznikly timto krouZivym pohybem vyrusi,
na povrchu ale zlistane nenulovy povrchovy proud (magnetiza¢ni proud). Jednotlivé krouzici
¢astice budeme povazovat za elementarni dipoly s magnetickym momentem IS. U povrchu
magnetika vybereme jeden vélec krouzicich ¢éstic s objemem S/ a ur¢ime velikost magneti-
zace v tomto povrchovém valci:

NIS NIS NI

M

AV Sl /

Magnetizace je tedy u povrchu magnetika rovna celkovému povrchovému magnetiza¢nimu
proudu vztazenému na jednotku pticné délky. Takovou veli¢inu budeme oznacovat i:

M=i. (17.27)

V objemovych télesech je zajimavou veli¢inou proud tekouci na jednotku plochy, na povrchu
téles je dulezity proud tekouci na jednotku pficné délky. Uvazime-li sméry vektort (magne-
ticky dipdlovy moment je kolmy na tekouci proud i na normalu k povrchu), pak v nasem
ptipad¢ plati vektorové vztahy

M =nxi; i=MXn. (17.28)

Takové vztahy plati i pfi obecném sméru magnetického pole a magnetizace materialu. Pokud
mifi magnetizace Sikmo k povrchu, bude se na genezi proudu podilet jen te¢na slozka magne-
tizace, jejiz velikost je rovna M sin a (a je thel mezi magnetizaci a normélou k povrchu).
Proto je ve vztahu (17.28) vektorovy soucin, ktery s sebou piinasi sinus obou vektoru.
V nasem pripad¢ volné krouzicich Castic je smér magnetizace opacny nez smér magnetického
pole (to plati naptiklad v plazmatu). Hovotime o tzv. diamagnetickém chovani latky.

Elektrické pole popisujeme dvéma vektory — elektrickou intenzitou a elektrickou indukci.
Obdobné je tomu i v magnetickém poli, kde v pfisti kapitole zavedeme intenzitu magnetic-
kého pole vztahem H = B/yy — M. ZapiSme a porovnejme oba vztahy:
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D=¢,E+P; (17.29)
B =, (H+M). (17.30)

PrestoZe oba vztahy vypadaji podobné, jsou mezi nimi podstatné rozdily. U elektrického pole
je z historickych divodl permitivita vakua jen u prvniho ¢lenu, u magnetického pole je per-
meabilita vakua u obou ¢lentl. V prvnim vztahu je za pomoci prvniho ¢lenu pohybové rovnice
(17.5) definovana intenzita elektrického pole E, proto je vztah (17.29) defini¢nim vztahem
pro indukei elektrického pole. U magnetického pole je tomu praveé naopak. Za pomoci Lorent-
zovy pohybové rovnice, tedy druhého ¢lenu v (17.5), je definovdna indukce magnetického
pole. Vztah (17.30) musime tedy povazovat za definici intenzity magnetického pole H. Pii-
pustime-li, ze magnetizace je funkci nékterého z magnetickych vektori, tedy naptiklad

M = M(H), (17.31)

muizeme opé&t zavést susceptibilitu, tentokrat magnetickou. Je-li pole velmi slabé, plati lineér-
ni zavislost

M-~H. (17.32)

vvvvvv

ptipadé homogenniho izotropniho prostfedi a slabého pole jsou sméry vektoru magnetizace
a magnetické intenzity totozné a jejich umérnost miizeme psat v jednoduchém tvaru

M=yH. (17.33)

Koeficient umérnosti y se nazyva magneticka susceptibilita. Pro homogenni a izotropni pros-
tredi plati

B=,(H+M)=
=Uy(H+ yH)= (17.34)
= Hy(1+ )H.

Cely koeficient imérnosti £ nazyvame permeabilitou, tedy plati

B=uH:  u=illy, l=1+7. (17.35)

vvvvvv

veli¢ina elektfina magnetismus
hustota dipoélového P= lim Apy M= lim Apy
momentu TAVSO AV CAV—=0 AV
povrchové déje P-n=0c Mxn=i
vztahy mezi

D=¢,E+P B= H+M
polnimi vektory 0 Ho( )
susceptibilita P= _

=£,KE M=yH

(linedrni prostredi) 0 z
PETIHYI, D=¢cE; &e=¢,(1+K) B=uH; u=u,(1+y)
permeabilita
hustota energie w=%E'D w=%H-B
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Gaussova véta magnetostatiky

Tok magnetického pole néjakou plochou definujeme jako

wp=[[B-dS. (17.36)
S

a nazyvame ho magneticky indukcni tok. Métime ho ve weberech:
[wg]=Tm? =Wb. (17.37)

Magnetické pole nema zadné zdroje, ze kterych by vyvéralo. Neexistuji tzv. magnetické
monopdly. Pokud nékdy existovaly, tak se v prib¢hu infla¢ni faze naseho vesmiru rozlétly od
sebe natolik, Zze v dnes pozorovatelném vesmiru (to je mala ¢ast skute¢ného vesmiru) nachazi
jen nékolik monopoll, které nemame Sanci pozorovat. Magnetické pole proto kazdym bodem
prostoru jen prochazi. Pokud bude plocha uzaviena, bude celkovy tok plochou nulovy. Cokoli
do ni vtece, zase n€kudy vytece. Uvnitf plochy magnetické pole ani nevznika, ani nemizi.

B

=

Gaussova véta magnetostatiky ma proto velmi jednoduchy a snadno zapamatovatelny tvar

{pB-ds=o. (17.38)
S
elektrostatika magnetostatika
Gaussova véta #D'dSZQ CﬁDB'dS=0
S S
I __ . 117
:~>: 7
S > > N
7 e —
» l "

Magnetické pole vSsemi misty prostoru jen prochazi.
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18 ELEKTRICKY PROUD A MAGNETICKE POLE

Budeme-li na vodivé prosttedi pasobit elektrickym polem, dojde k transportu naboje. Kladné
naboje se budou pohybovat ve sméru pole a zaporné proti sméru pole. Elektrické pole bude
naboje urychlovat, srazky s okolim je budou naopak brzdit. Velmi ¢asto dojde k rovnovaze
mezi urychlovacimi a brzdnymi procesy a ustavi se tzv. ohmicky rezim — tfikame, Ze latka
vede elektricky proud. Ten je dan ndbojem proteklym danym mistem za jednotku Casu:

do
I=—=. 18.1
1 (18.1)
Jednotkou elektrick¢ho proudu je ampér. Ampér byl ptivodné definovan pomoci silovych
ucinkdt magnetického pole generovaného vodi¢em, ale od roku 2018 je ampér definovan za
pomoci elektrického naboje elektronu.

[1]===A. (18.2)

o

V kandlech blesk( tece elektricky proud kolem 30 000 A.
V ohmickém reZzimu se naboje pohybuji velmi pomalu, jejich pohyb je slozen z neustalého
urychlovani a nasledné ztraty rychlosti pfi srazce. Pro rizné tfirozmérné oblasti, jimiz tece

elektricky proud, je vyhodné zavést tzv. proudovou hustotu — elektricky proud vztazeny na
jednotku plochy, kterou protéka (miize jit naptiklad o pii¢ny prafez vodice):

Al

= lim 2L 18.3

J AS—0AS ( )
. A

[j]==- (18.4)
m

Proudovou hustotu miizeme zavést i jako vektor j, ktery ma smér pohybu kladnych nabojt.
V béznych situacich je proudova hustota imérna elektrickému poli, které ji vyvolalo:
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i~E (18.5)
Konstanta umérnosti se nazyva diferencialni vodivost, zpravidla ji znac¢ime y:
ji=7E (18.6)

Pro jednoduchy vodi¢ konstantniho prufezu, jehoz diferencidlni vodivost je vSude stejna,
snadno uré¢ime celkovy elektricky proud:
i—yg = I—;/EU (18.7)
s T 1 '
V ptipad€ vodice s ménicim se prifezem a ménici se vodivosti by bylo nutné provést integ-
raci pres cely objem vodice. V obou ptipadech je vysledkem Ohmiiv zdkon

I~U. (18.8)

Protékajici proud je umerny prilozenému napéti. Pievracenou hodnotu konstanty umeérnosti
nazyvame elektricky odpor

1

1=—U;. (18.9)
%

[H—X—Q. (18.10)

Elektricky odpor méfime v Ohmech a pro na$ jednoduchy vodi¢ s konstantnim prafezem
a konstantni diferencialni vodivosti je

[

R=—.
)

(18.11)

Odpor je tedy piimo umérny délce vodice a nepifimo umérny priiiezu vodice (vodiCe s vétSim
prifezem snaze vedou elektricky proud).

Ampérav zakon

Letici nabita ¢astice kolem sebe vytvari magnetické pole. Pohybujici se ¢astice jsou proto
zdrojem magnetického pole. Toto pole se d4 snadno pozorovat i kolem vodict protékanych
proudem a zabyvala se jim celd fada fyzika (Oersted, Ampér a dalsi). Pfedstavme si nejjed-
nodussi vodi¢ (drat) valcového prifezu protékany konstantnim proudem. Na konce vodice
prilozime napéti, takze vodi¢em zacne téci elektricky proud a kolem vodice vznikne magne-
tické pole. Vodi¢ budeme povazovat za dosti dlouhy, takze zanedbame jevy v okoli konctu
vodice. Magnetické pole bude mit azimutdlni smér, tj. silocary budou tvofit kruznice kolem
vodice, jejichz smér je ddn Ampérovym pravidlem pravé ruky: Prilozime-li palec k vodici tak,
aby miril ve sméru tekouctho proudu, budou zbyvajici prsty mirit ve smeéru silocar.




Velikost pole je imérna protékajicimu proudu a nepiimo umérna vzdalenosti od vodice:

-1 (18.12)
r

V soustave jednotek SI tuto iméru zapisujeme ve tvaru

p=tol

, 18.13
2rwr ( )

ktery lze chapat jako defini¢ni vztah pro permeabilitu vakua y. Provedeme-li integraci pole
podél libovolné uzaviené silocary ve vzdalenosti R od vodice (po kruznici, kterd je hranici
plochy S, piSeme y = 0S, nezaménite symbol kiivky s diferencialni vodivosti), vyjde:

$ B-di= § BdI=B § a1 =2l onr— 1.
y=0S y=0S y=0S 27R

Uvedeny vysledek bude platit pro libovolnou plochu a jeji hrani¢ni kiivku, nemusi jit o silo-
¢aru. Pokud kiivku od vodic¢e vzdéalime, naroste jeji délka umérné vzdalenosti a magnetické
pole poklesne nepiimo umérné vzdalenosti. Ob¢ zavislosti se vyrovnaji a integral se nezméni.
Zdeformujeme-li kiivku, také se nic nestane, Gvahy jsou analogické tém, které jsme délali pti
odvozeni Gaussovy véty elektrostatiky. Vysledny tvar Ampérova zakona tedy je:

gS B-dl =yl . (18.14)
y=0S

Kiivkovy integral z magnetické indukce je umérny vodivostnimu proudu protékanému plo-
chou, kterou kiivka ohrani¢uje. Koeficientem Gmérnosti je permeabilita vakua. Uvedeny
zakon plati jen pro stacionarni situaci v nemagnetickych prostiedich.

V obecném prostfedi a nestacionarnim piipadé budeme muset na pravé stran¢ k vodivostnimu
proudu (je zpiisoben pohybem nabitych ¢astic v ohmickém rezimu) ptidat jest€ magnetizacni
a polarizacni proud. Magnetizacni proud je zpusoben interakci magnetického pole s vazanymi
¢asticemi. Ty zanou na misté krouzit a zptisobi proudy tekouci v plose (plasti Gtvaru na ob-
razku). Ze vztahu (17.27) resp. (17.28) uz vime, ze magnetizacni proud vztazeny na jednotku
pticné délky ma Ciselné velikost magnetizace. Co se sméru tyce, mifi kolmo na magnetizaci
(ta je v jednoduchych prostiedich rovnobézna s magnetickym polem). V nasem piipadé bude
magnetizacni proud dan integraci

Inpg= § idl= ¢ Mdi= § M.l (18.15)
y=0aS y=0aS y=0S

V ptipad¢ obecné¢ mifici magnetizace se uplatni jen slozka magnetizacniho proudu kolmé na
kiivku, coz odpovida projekci magnetizace do sméru kiivky, tedy skaldrnimu soucinu s vek-
torovym elementem kiivky.

136



Polarizacni proud souvisi s tvorbou dip6li v proménném elektrickém poli. Ve stacionarnim
poli se kladné a zdporn€ nabité nadboje od sebe posunou a vytvoii v latce nenulovy dipolovy
moment. Na povrchu vznikne nenulova plosnd hustota naboje, kterd je rovna polarizaci.
Hustota polarizacniho proudu (proud vztazeny na jednotku plochy bude)

d6 _JP
=27 18.16
Z ptedchoziho textu uz vime, ze vektor elektrické indukce je slozen ze dvou casti:
D=gE+P. (18.17)

Casova zména druhé &asti odpovida polarizaénimu proudu, ktery je zdrojem magnetického
pole, stejné jako kterykoli jiny elektricky proud. Bude mit néjakou interpretaci i Casova
zména prvniho ¢lenu na pravé strané? James Clerk Maxwell ukdzal, ze i proménné elektrické
pole budi pole magnetické a ze miizeme zavést tzv. posuvny proud

oD OoE 0JP
jgc =—=& —+—. 18.18

Posuvny proud (displacement current) ma rozmér A/m”. Prvni &st je nenulova i ve vakuu
asouvisi jen s casovou zménou elektrického pole. Druhd c¢ast je zplsobena kmitanymi
vazanymi naboji v dielektriku. Pfedstavme si naptiklad rovinny kondenzator se dvéma deska-
mi, mezi nimiz je prazdny prostor. K pfivodnim vodi¢lim pfilozime stfidavé napéti. Konden-
zatorem poteCe stiidavy proud, pifesto se v prostoru mezi deskami zZadné naboje presouvat
nebudou. Na deskach se bude periodicky hromadit tu kladny a tu zaporny néboj, a proto mezi
nimi vznikne proménné elektrické pole. Kolem piivodnich vodi¢l a kondenzatoru vznikne
proménné magnetické pole, jehoz smér se bude ménit ve shod¢ s momentalni polaritou
elektrického proudu. Kolem piivodnich vodict je za vznik magnetického pole zodpoveédny
tekouci elektricky proud. Kolem prostoru mezi deskami za pole zodpovidd Maxwelltv
posuvny proud, konkrétn¢ jeho prvni ¢ast spojend s periodickou zménou elektrického pole.
Vzdaleny pozorovatel nerozlisi, ze je magnetické pole kolem kondenzatoru generovano jinym
mechanizmem nez kolem vodi¢e. Do Ampérova zakona tedy musime na pravou stranu pridat
jesté magnetizacni a posuvny proud:

L $ Bedl=T+1, + Iy,

Hoy y=09S
L § Ba=r+ ¢ M-di+|[ g -dS,
Ko y=0S y=0S S
L § Ba=r+ g% Md1+j—ds
Ho y=0S y=0S S

Nyni oba kfivkové integraly slouc¢ime do jednoho, tj. z pravé strany pievedeme kiivkovy
integral pres magnetizaci na levou stranu rovnosti:

ygﬁas(ﬂ_O_M] dl—1+”— ds.

Na levé stran¢ se objevila pfesné intenzita magnetického pole H — porovnejte vyraz v kulaté
zavorce se vztahem (17.30). Ampéruv zdkon doplnény o reakci materidlu (magnetizacni
proud) a Maxwelliiv posuvny proud tedy bude mit tvar
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<j> H-dl=/+ _[a—D~dS. (18.19)
ot
y=0aS S

Po Gaussovych vétach elektrostatiky a magnetostatiky jde o dalsi klicovou rovnici elektiiny

a magnetizmu.
V (sledovany objem)
y=08 E
]—> — —>
1
Q -0

Biotlv-Savarttv zakon

Casto se setkame s Glohou, pii které potiebujeme v ndjakém misté zjistit magnetické pole
generované vodi¢em obecného tvaru, kterym tece konstantni proud. Vyuzijeme principu
superpozice (skladani piispévkl k poli od jednotlivych ¢asti vodice). Vodi¢ mySlenkove
rozsekédme na malé (nejlépe infinitezimalni) kousky. Najdeme pole od jedné takové malé Casti
vodice a vysledné pole zjistime jako soucet vSech prispévkil.

Polohu pozorovatele oznacime r, polohu zdroje (proudového elementu) r’. Vysledné magne-
tické pole bude pifimo timérné protékajicimu proudu, délkovému elementu, sinu o (viz obra-
zek) a nepfimo tmé&mé R* (to plati pro bodové zdroje vzdy, vzpomeiite si na Coulombiv
zékon):

i i dIxR
Id151n0(~IRdlsm0(~I| |

a5~ R? R3 R3

b

dB

_IdIXR _ IdIx(r-r’)
R3 |r_r/3 :
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Tteti mocnina ve jmenovateli je kompenzovana prvni mocninou v Citateli na spravny pribch
umérny 1/R*. Konstanta Gmé&rnosti musi byt takové, aby pro rovny vodi¢ vysel Ampériv

v

zékon. Podrobny vypocet provedeme pristi semestr:

_ Ho 1dIX(r-r)

dB 18.20
AT r-r’ 3 ( )
Celkové pole ziskame integraci pies vSechny proudové elementy, tj.
B:ﬂjldlLr;r)‘ (18.21)
4 ” |r -r

Tuto formuli nazyvame Biotliv-Savartiiv zakon a pouzivame ji k vypoctu magnetického pole
generovaného vodici protékanymi neproménnym elektrickym proudem.

Faradayuv induk¢ni zakon, indukénost, energie magnetického pole

Pii svych rozsahlych experimentech s elektiinou a magnetizmem pfiiSel anglicky fyzik
Michael Faraday na velmi zajimavou véc. Pokud vodivou smycCkou prochdzel casové
proménny magneticky tok, vznikalo v ni elektrické napéti a nasledné tekl elektricky proud.

Dilezit¢ je, Ze magneticky indukéni tok musi byt proménny. Toho dosdhneme otacenim
smycky, ota€enim magnetu nebo pifiblizovanim ¢i vzdalovanim magnetu a smycky. Na mikro-
skopické trovni je elektricky proud samoziejmé generovan Lorentzovou silou pisobici na
nabité ¢astice. Faradaytv induk¢ni zakon lze zapsat velmi jednoduse:

d
=5 (18.22)
dt
Elektrické napéti je rovno Casové zmeéné magnetického indukéniho toku smyckou. Znaménko
minus symbolizuje, ze vzniklé napéti a jim generovany proud plsobi proti zméné, kterd ho
vyvolala (Lenzovo pravidlo).

Poznamka: Z mechaniky vime, Ze rozdil potencialnich energii mezi dvéma misty je v konzerrvativnim poli
roven vykonané praci, tedy kiivkovému integralu sily po urcité draze:
AW =[F-dl.
/4

Pokud jde o elektrické pole, vydélime ob¢ strany rovnosti nabojem testovaci ¢astice. Z potencialni energie se
stane rozdil potencialt, tedy napéti a ze sily se stane intenzita elektrického pole:

U=[E.dl.
/4
Elektrické napéti tedy vzdy urcujeme jako ktivkovy integral druhého druhu z elektrického pole.
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Oznacime-li symbolem S plochu smy¢€ky a symbolem y = 0S hrani¢ni kiivku, miiZzeme snadno
ptepsat Faradaytv indukéni zékon (18.22) do tvaru

q& E-dl:—%ﬂB-dS. (18.23)
y=0S8 S

Pokud ptemistime ¢asovou derivaci napravo do argumentu integralu, musime pouzit parcialni
derivaci, nebot’ je magnetické pole funkci Casu i prostoru a pii derivovani mame na vyber
z vice proménnych:

¢ E-di=—] 9B s, (18.24)

y=0S S ot

Faradayuv indukcni zakon zapsany ve tvaru (18.24) je poslednim ze ¢tyt zakladnich zdkonli
elektfiny a magnetizmu. Umoziuje zjistit generované napéti z proménnosti magnetického
induk¢niho toku a je zakladem vSech tocivych generatorii elektrického proudu.

Predstavme si nyni, ze mame k dispozici smyc¢ku protékanou elektrickym proudem. Smycka
bude generovat magnetické pole. Magneticky induk¢ni tok (at’ uz nasi smyckou nebo néjakou
jinou plochou) bude vzdy umérny velikosti elektrického proudu, ktery tece smyckou a je
puvodcem pole:

w~1 (18.25)

Koeficient imérnosti se nazyva indukcénost, zna¢ime ho L a jednotkou je henry:

w=LI, (18.26)
2
(r]=1m _Wob_ gy (18.27)
A A

Pokud sledujeme magneticky indukéni tok ptivodni smyckou, hovotime o viastni indukcnosti.
Pokud jde o tok jinou smyCkou, hovoiime o vzdjemné indukcnosti. V obou ptipadech je
induk¢nost charakteristickd konstanta dan4 pouze rozméry a tvarem smycek.

Nyni jiz mazeme urcit energii magnetického pole v civce. Piedpokladejme, Ze civka je dosti
dlouhé (/), takze je uvnitf homogenni magnetické pole a okrajové efekty mizeme zanedbat.
Energie deponovana v poli jde na ukor vykonu dodavaného protékajicim proudem, tj.

dW =-Pdt=-1Udt.
Napéti vyjadiime z Faradayova indukéniho zékona (18.22):

=1 ar=11Yq =141,
d dr

Za magneticky induk¢ni tok jsme dosadili ze vztahu (18.26). nyni vztah zintegrujeme

W:%le. (18.28)

VyuZijeme-li defini¢ni vztah (18.26) pro indukénost, dostaneme rizna vyjadieni energie mag-
netického pole v civce s indukcnosti L:

ly? 1., 1
W=-Tl-=—LI*=—1y. 18.29
2L 2 Y ( )
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Uvazujme civku s N zavity o prifezu S a s délkou /. Z Ampérova zdkona mulZeme urcit
magnetické pole uvniti civky

B :,ug. (18.30)
Magneticky induk¢ni tok civkou bude
2
1//=BNS=,U¥NS=;¢¥I. (18.31)

Induk¢nost civky Ize urcit pfimo z defini¢niho vztahu jako

2
L:,u#. (18.32)

Obdobn¢ jako u kondenzatoru mizeme nyni urcit hustotu energie magnetického pole v civce:

WYL 1yt
v 2LV

Wnm
Nyni dosadime za jednotlivé veli¢iny:

2
(BNS) —LBZ:lHB_

1
WM = =
2 (,UNQ fj sn 2
Obecny vztah, ktery plati v ptipadé riznych smérti B a H je
Wiy =%H-B. (18.33)

Vsechny vztahy uvedené na konci této kapitoly kopiruji obdobné vztahy pro elektrické pole:

veli¢ina elektrické pole magnetické pole
kapacita C= o =Y
indukcnost U I

s s S
d,eskovy kondenzator C=g2 I = ,UN2 o
civka d
energie v kondenzatoru B Q2 1 2 1 _ Wz I, 1
energie v civce _%_ECU _EQU _Z_ELI _Ell//

. 1 1

hustota energie (tlak) pole W:EE'D WZEH'B

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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Maxwellovy rovnice v integralnim tvaru

Gaussova véta elektrostatiky, Gaussova véta magnetostatiky, Ampériiv zdkon a Faradaylv
indukéni zdkon tvofi soustavu tzv. Maxwellovych rovnic v integralnim tvaru. Jako vstup
Maxwellovych rovnic slouzi hustota elektrického naboje p a proudova hustota j, z nichz
spo¢teme naboj Q a elektricky proud /. Vystupem jsou elektrickd pole E, D a magneticka pole
H, B. Na vstupu jsou tedy 4 proménné (jedna skalarni a jedna vektorova veliina) a na
vystupu je 12 proménnych (Ctyfi vektorova pole, kazdé se tfemi nezavislymi slozkami).
Maxwellovu soustavu je tfeba doplnit materidlovymi vztahy, které popisuji elektrickou
a magnetickou odezvu materidlu (polarizaci a magnetizaci). Tu urcujeme bud’ experimen-
talné, nebo vétsinou z numerickych simulaci.

Maxwellova soustava v integralnim tvaru (zapamatujte si)
fpp-ds=0; (18.34)
s
g[jSB-dszo; (18.35)
s
<ﬁ H-d1=1+jja—D-ds (18.36)
? ot
y=0S S
¢ E-di=—] 9B s (18.37)
y=0S S ot
D=¢E+P(E), (18.38)
B = 1, (H+M(H)) (18.39)

Z Maxwellovych rovnic je mozné zpétné odvodit vSechny vychozi zdkony a navic pfedpoveé-
dét celou fadu dulezitych jevl. Prikladem miize byt Maxwellova predpovéd’ existence elek-
tromagnetickych vin, jejichz existenci dokazal Heinrich Hertz az po Maxwellové smrti. Svoji
teorii elektfiny a magnetizmu publikoval James Clerk Maxwell v roce 1873 v praci 4 Treatise
on Electricity and Magnetism. Dne$ni podobu rovnic vytvofili Oliver Heaviside a Heinrich
Hertz. Pfirozenym disledkem Maxwellovych rovnic je specidlni relativita, ktera v mechanice
splituje stejné Casoprostorové transformace jako Maxwellovy rovnice. S diferencidlnim tva-

wevr

namite v pfistim semestru.

oo000000000000000000000000o
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Hodneé stésti u zkousek,

Petr Kulhanek, 18. kvétna 2020
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