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PREDMLUVA, UVOD

Elektfina a magnetizmus jsou rubem a licem téZe mince. Ménici se magnetické pole vytvaii
pole elektrické a ménici se pole elektrické dava vzniknout poli magnetickému. Od roku 1873,
kdy James Clerk Maxwell publikoval své monumentalni dilo ,,4 Treatise on Electricity and
Magnetism*, uz uplynulo hodné vody. Maxwellova elektrodynamika predpovédé€la existenci
mnoha jevu, které zménily za jediné stoleti nasi civilizaci k nepoznani. Dnes si na$ Zivot uz
sotva dokazeme predstavit bez elektrickych a elektronickych pomocnika. Elektromagnetické
déje se podileji i na procesech ve vesmiru — prach v mlhovinach se elektrostaticky lepi do
zarodkl, znichz vznikaji planety, hvézdy jsou obifimi plazmovymi koulemi s vyraznymi
elektromagnetickymi projevy a magnetické pole se prolinaji vesmirem na vSech skalach. Ale
i naSe technologie nevyuzivaji elektfinu a magnetizmus jen v elektrickych strojich a elektro-
nickych zafizenich. Razantni néastup fyziky plazmatu pfinesl zcela nevidané technologie —
nanaSeni ultrapevnych povrchii, upravy tkanin, plazmové fezani a obrabéni a plazmovou
medicinu, kterd je doslova hitem poslednich let. Neni divu, Ze se fyzika plazmatu stdva stu-
dijnim oborem na stale vétSim mnozstvi vysokych Skol. Vim jen o jedné fakulté, kterd se vy-
dala proti toku dé&jin a dobrovolné zrusila doktorsky program Fyzika plazmatu.

Ke studiu elektromagnetického pole budete potifebovat urcité zaklady z matematiky, ptede-
v§im jde o pojmy: gradient, rotace, divergence, integrace per partes v N-dimenzich, Leviho-
Civitlv tenzor, Kroneckerovo delta, skalarni, vektorovy a tenzorovy soucin, helicita, distri-
buce a Greenova funkce. VSe najdete v mém ucebnim textu [3] Vztah matematiky a fyziky
(naleznete ho na serveru aldebaran.cz v sekci Studium). VSem, kdo se pustili do studia elek-
tromagnetickych déju, pteji zazit div nad eleganci teoretického popisu a radost z pochopeni
naseho popisu elektromagnetické interakce.

V Praze 22. tinora 2020,
Petr Kulhanek



Teorie elektromagnetického pole Maxwellovy rovnice

1. MAXWELLOVY ROVNICE

Kazda z interakci mé sviij charakteristicky naboj, ktery urcuje miru vzdjemné interakce jed-
notlivych téles. U gravitacni interakce je onim ,ndbojem™ hmotnost téles, u elektromag-
netické interakce jde o elektricky néboj, u silné interakce o barevny naboj a u slabé interakce
o vuni. Neni proto divu, Ze se nejprve zaméfime na elektricky néboj Castic ¢i téles a vyjad-
fime si diferencialni podobu zdkona zachovani elektrického néboje, tzv. rovnici kontinuity.
Nasledujici postup neplati jen pro elektricky naboj, ale pro jakoukoli zachovavajici se exten-
zivni veli¢inu (extenzivni znamena rostouci s po¢tem jedinct, naptiklad hmotnost, energie,
hybnost, monet hybnosti, teplo, tepelna kapacita atd.).

Zakon zachovani naboje

Zaved'me nejprve hustotu néboje a tok naboje vztahy

. AQ
> = lim —. 1
Po AI}n—}O AV 1
> ip =pou. (2)

Hustota naboje ma v soustavé SI jednotku C/m’, tok naboje A/m”. Tok naboje je vektorova
veli¢ina a jako kazdy vektor ma velikost a smér. Smér je jasny na prvni pohled, jde o smér
rychlostniho pole, popisujiciho tok naboje. Velikost toku snadno zjistime, pokud budeme
sledovat teceni naboje kolmou plochou. Za ¢as dt se Castice dostanou o d/ = ud¢ dale k jiné
myslené plose:

d/ = udt

Pro velikost toku plati:

. dodl  do dI  dO
= = = —_—= . 3
Jo= Pt =y T ds didr dS dr ®)

Tok naboje mé tedy vyznam mnozstvi nadboje proteklého kolmou jednotkovou plochou za
jednotku Casu. Alternativnim ndzvem této veliCiny je proudova hustota. Naboj se pii prou-
déni neztraci ani nepiibyva, jeho ¢asovy ubytek z libovolného objemu musi byt roven toku
veli¢iny ptes plochu obklopujici tento objem:

- fippar =gjio-as. 8
4 av

Hranice objemu V je oznacena dV . Na levé strané piesuneme ¢asovou derivaci do integrace,
po je ale funkci Casu i prostoru, proto se derivace zméni na parcialni. Na pravou stranu bu-
deme aplikovat Gaussovu vétu a ploSny integral pfevedeme na objemovy:

9
~[[[ 22y = [faiigav. 5)
14 vV



Teorie elektromagnetického pole Maxwellovy rovnice

Oba integraly nyni spojime:
&)
ﬂj(—p%ding}dlfzo. (6)
ot

Uvedeny vztah musi pii proudéni platit v libovolném objemu, a to je mozné jen tehdy, je-li
argument integralu roven nule (mohl by v principu byt nenulovy jen v nékterych bodech nebo
plochach, obecné na mnoziné mensi dimenze, nez pres kterou integrujeme):

dPg
> —=+divj, =0. 7
= V]o (7)

Odvozena rovnice je zakonem zachovani naboje v diferencialni podob¢ a nazyva se rovnice
kontinuity pro naboj. Ukazuje, Ze Ctvefice veli¢in popisujici teeni naboje (pg, jo) neni neza-
visla, tyto Ctyfi funkce spliuji v kazdém bod¢ prostoru rovnici kontinuity a jsou zavislé. Ve
staciondrnim piipad€ ma zakon zachovani naboje tvar div jo = 0.

Lorentzova pohybova rovnice

Pti sledovani pohybu nabitych ¢astic se ukazalo, ze elektrické pole urychluje ¢astice, zatimco
magnetické pole plisobi silou kolmou jak na sebe sama, tak na rychlost Castice. Vysledky
mnoha experimentl 1ze shrnout do jednoduché formule

d—p:QE+QV><B, (8)

dt
se kterou jsme se jiz setkali v teoretické mechanice. Casova zména hybnosti ¢astice mé elek-
trickou a magnetickou ¢ast. V magnetické ¢asti vystupuje vektorovy soucin, ktery popisuje
prosty fakt, ze sila je kolma jak na rychlost, tak na magnetické pole a Ze na nepohybujici se
¢astice magnetické pole neptisobi. Magneticka sila zptisobuje, Ze ¢astice klouzou po Sroubo-
vicich podél silocar magnetického pole. Pomoci této rovnice mizeme predikovat pohyby
¢astic pii zndmych polich. Rovnice miiZze poslouZit i jako defini¢ni rovnice obou poli, nebot’
ze sily piisobici na ¢astici mizeme (nejlépe oddélené) urcit obé pole E a B.

Nas bude ale zajimat nejen reakce ¢astic na dana pole, ale také loha v jistém smyslu opacna:
Jaka pole generuji pohybujici se castice? Na tuto otazku dava jednoznacnou odpoveéd
soustava Maxwellovych rovnic. Nez se ale pustime do jejich analyzy, musime se jesté
seznamit s dvéma pojmy: elektrickym a magnetickym dipélovym momentem.

Elektricky a magneticky dipél

Pro pochopeni interakce latky s elektromagnetickym polem jsou kli¢ové pojmy elektrického
a magnetické¢ho dipolu. V tuto chvili se seznamime s jejich nejjednodussi definici, kterou
pozdé&ji zobecnime pro jakoukoli soustavu nabitych ¢astic.

Elektricky dipél

To, Ze jsou atomy a molekuly elektricky neutralni, viibec neznamena, Ze by elektricky neinte-
ragovaly. VétSinou v sobé maji oblast s kladnym i zadpornym nabojem. Nejjednodussi aproxi-
maci jejich chovani je ndhrada elektrickym dipdlem: stejnym kladnym a zdpornym nabojem

separovanym na urcité vzdalenosti.
+0
-0 o/d'o

Takovy objekt je jako celek elektricky neutrdlni, ale pfesto reaguje na elektrické pole.
Elektricky dipolovy moment je definovan jako soucin velikosti naboje a vektoru spojujiciho
zéporny naboj s kladnym:

> pg=0d; [pg]=Cm. 9)
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Predstavme si, ze se latka sklada z velkého mnozstvi takovych elementarnich elektrickych
dipolid (naptiklad polarnich vodnich molekul). Uzite¢né je zavést hustotu elektrického
dipélového momentu vSech takovych dipoli:

. Apg C
> P= lim —=; Pl=—, 10
AV—=0 AV [P] m? (19)

Apg je celkovy dipélovy moment vSech jedincti v objemové jednotce. Veli¢inu P nazyvame
polarizace latky a je jasné, ze pokud budou dipoly orientovany ndhodné, bude vysledna
polarizace nulova. Zapneme-li ale elektrické pole, dipdly se budou snaZit zorientovat ve
sméru pole a vysledna polarizace bude nenulova. Snadno ur¢ime rozmér polarizace, je to
C/m?, coZ je rozmérové plodny naboj.

A skutecné, pfi pusobeni pole se na povrchu oblasti zaplnéné dip6ly (naptiklad dielektrika)
objevi — diky podobné orientaci dipoli — nenulovy plosny elektricky naboj. Pfedstavme si
puvodné neutralni atomy, které se vlivem pisobené elektrického pole polarizovaly, tj. kladny
elektricky naboj se posunul ve sméru pole a zdporny naboj proti sméru pole, takze se vytvo-
tily elektrické dipdly se vzdalenosti obou naboji d. Ur¢eme nyni polarizaci (hustotu dipdlo-
vych momentl ve vrstvé priléhajici k povrchu (obrazek napravo). Velikost hustoty elektric-
kého dipolového momentu bude

P:NQd:NQd:NQ (10
AV Sd S
Velikost vektoru polarizace je tedy pro pole kolmé k povrchu rovna plosné hustoté¢ vazaného

naboje oy, (index b je z anglického ,,bound *“) indukovaného na povrchu dielektrika:
P=o0y,. (12)

Vektor polarizace v tomto ptipadé¢ miii ve sméru elektrického pole, kterym plisobime na
dielektrikum. Pokud by elektrické pole neplsobilo kolmo na povrch dielektrika, ale Sikmo,
nato¢i se dipoly ve sméru pole a prihrani¢ni vrstva bude mit tloustku d cos a, kde a je odklon
elektrického pole, a tim 1 dip6ld, od normaly k povrchu. Vysledkem bude vztah P cos a = oy,
tedy z vektoru polarizace se uplatni jen normalova slozka P, =P-n = P cos a:

> Pn=o0,. (13)

Magneticky dipol

Uz jsme si fekli, ze nejpfirozenéjSim pohybem nabitych castic v magnetickém poli je
krouzeni. Krouzici Castice ale generuje magnetické pole. Je-1i krouzek maly, vznikne tzv.
magnetické dipolové pole. Takovou krouzici ¢astici budeme popisovat veli¢inou, které se fika
magneticky dip6élovy moment, Je definovany jako soucin plochy a elektrického proudu, ktery
vytvaii obihajici Castice:

> pu=IS; [pu]=Am’ (14)

Magneticky moment mifi ve sméru normaly k ploSe obihané nabitou ¢astici. Pozdéji budeme

definovat magneticky moment pro obecnou soustavu pohybujicich se nabitych ¢astic. Pokud

budeme mit velké mnozstvi takovych elementarnich magnetickych momentli, miizeme zavést

hustotu magnetického momentu vztahem

> M= lim 2P y)=2 (15)
AV—=0 AV m
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Uvedend veli¢ina se nazyva magnetizace. Jeji rozmér je A/m. Stejny rozmér ma proud
vztazeny na jednotku délky (naptiklad protékajici napii¢ néjaké kiivky). Nejde o nahodu.
Pokud na soustavu magnetickych dip6li neptisobi magnetické pole, mohou byt orientovany
zcela ndhodné a vysledna magnetizace je nulova.

YL AR

== R
%”4);‘&

Predstavme si magneticky aktivni materidl, ke kterému pfilozime magnetické pole mifici
podél povrchu. Nabité Castice zaCnou v magnetickém poli vykondvat krouzivy pohyb dle
obrazku. Uvnitf materidlu se elektricky proud vznikly timto krouzivym pohybem vyrusi, na
povrchu ale ziistane nenulovy povrchovy proud (magnetiza¢ni proud). Jednotlivé krouzici
¢astice budeme povazovat za elementarni dipdly s magnetickym momentem 7S. U povrchu
magnetika vybereme jeden valec krouzicich castic sobjemem S/ a urCime velikost
magnetizace v tomto povrchovém valci:

NIS NIS NI

Py

M=

Magnetizace je tedy u povrchu magnetika rovna celkovému povrchovému magnetizaénimu
proudu vztazenému na jednotku pticné délky. Takovou veli¢inu budeme oznacovat i:

M=iy. (16)

V objemovych télesech je zajimavou veli¢inou proud tekouci na jednotku plochy, na povrchu
téles je dulezity proud tekouci na jednotku pti¢né délky. Uvazime-li sméry vektorti (magne-
ticky dipélovy moment je kolmy na tekouci proud i na normaélu k povrchu), pak v naSem
ptipadé plati vektorovy vztah

Mxn=iy. (17)

Takovy vztah plati 1 pfi obecném sméru magnetického pole a magnetizace materialu. Pokud
mifi magnetizace Sikmo k povrchu, bude se na genezi proudu podilet jen tecnd slozka magne-
tizace, jejii velikost je rovna M sin a (oz je ﬁhel mezi magnetizaci a normalou k povrchu)
ptipadé¢ voln¢ krouzicich ¢astic je smér magnetlzace opaény nez smér magnetlckeho pole (to
plati naptiklad v plazmatu). Hovotfime o tzv. diamagnetickém chovani latky.

Maxwellovy rovnice

Nyni méme vSe ptipraveno k tomu, abychom si popsali jednotlivé rovnice z Maxwellovy sou-
stavy publikované v roce 1873. Dnesni podobu dal rovnicim Oliver Heaviside. Maxwell psal
rovnice ve slozkovém zapisu a navic vyuzival kvaterniony — zobecnéni komplexnich ¢isel do
Ctyt dimenzi. Rovnice jsou popisem experimentalné ziskanych zkusenosti, mj. Coulombova
zakona, Ampérova zakona a Faradayova induk¢niho zdkona.

8



Teorie elektromagnetického pole Maxwellovy rovnice

V paséazi vénované zdkonu zachovani naboje jsme se sezndmili s tokem extenzivni veli€iny,
konkrétn€ Slo o tok naboje jo. Obdobné miiZeme mit tok hmoty, tok energie, tepelny tok atd.
Tok je vzdy definovan jako soucin hustoty pfislusné veli¢iny a rychlosti jejiho proudéni.
U vektorovych veli¢in (elektrické pole, magnetické pole, rychlostni pole atd.) nazyvame
tokem pole plosny integral

y/Ksij-ds. (18)
S

Mifti-li ptislusné pole ve sméru normaly plochy, je tok pole maximalni, mifi-li podél plochy,
je tok plochou nulovy. PiisluSnd plocha muizZe, ale nemusi byt uzaviend. Pro nds bude
uzite¢ny jak tok magnetického pole, tak tok elektrického pole.

Druhou dilezitou veli¢inou je kfivkovy integral, v némz nasc¢itadvame pole podél kiivky:

G EIK-dl. (19)
4

Je-li polem sila, dostavdme mechanickou praci vykonanou silou na dan¢é draze. Jde-li o elek-
trické pole, je vysledkem napéti mezi pocateénim a koncovym bodem kiivky. Ptislusnd kiiv-
ka muze, ale nemusi byt uzaviend. Je-1i uzaviend, nazyvame integral (19) cirkulaci pole K.
Toky a cirkulace poli jsou kli¢ovymi pojmy v Maxwellovych rovnicich.

Gaussova véta magnetostatiky

Z experimentil vime, ze magnetické pole vSemi body pouze prochédzi. Nikde nemé zadné
zdroje, neexistuji magnetické monopoly, ze kterych by vyvéralo. Mozna v prvnich fazich
vesmiru existovaly, ale pfi inflaéni fazi se vesmir natolik rozepnul, Ze se v pozorovatelné
¢asti vesmiru vyskytuje jen n¢kolik monopdll, které neméme Sanci zaznamenat. Pokud vy-
¢lenime v prostoru jakykoli makroskopicky objem, bude tok magnetickych indukénich Car
ohranicujici plochou vzdy nulovy (ty, které vniknou dovnitt, prostor zase opusti):

fp B-ds=o0. (20)
S=aV
Po aplikaci Gaussovy véty mame
[[[divBdr=0. 1)
%

Vzhledem k tomu, Ze relace plati pro jakykoli objem, musi byt integrand nulovy (matema-
ticky pfesné by bylo ,,nulovy az na mnoziny mens$i miry, resp. dimenze, nez je oblast inte-
grace®, témito ,,jemnostmi‘ se ale nebudeme zabyvat a v dalSich ptipadech uz na né nebu-
deme upozoriovat):

> divB =0. (22)
Jde o prvni z Maxwellovych rovnic, ktera vyjadiuje nezdrojovost magnetického pole.

Coulombliv zakon
Z ivodnich kurzt fyziky vime, ze naboj vytvaii elektrické pole

g=—2 - (23)
dregr= r

Tok pole bude pro vSechny ohranicujici plochy stejny (viz ivodni kurzy matematiky nebo
fyziky, napiiklad [4]), proto pii vypoctu toku elektrického pole staci kolem ndboje vytvofit
kulovou plochu s polomérem r:

gEJSE-dS:gEJSEdS:Eq;BdS:Eer: Q 4p2-2 (24)
S S S

9
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Tuto konstrukci je mozné zobecnit na jakykoli naboj, tj. tok elektrického pole uzavienou
plochou musi byt imérny volnému naboji Q plus védzanému ndboji O, nalézajicimu se
v prostoru ohrani¢eném touto plochou:

<ﬁ>E-dS:Q+Qb. (25)
N

&

Pokud piijde o latkové prostiedi, naptiklad dielektrikum, dojde k jeho polarizaci. Uvnitf latky
se naboj dipoli vyrusi, v blizkosti jeji hranice nikoli. Na ohranicujici ploSe vznikne podle
(13) plosny naboj P-n, pod plochou —P-n. Celkovy vazany naboj v uvazované oblasti bude

Q,=—fpP-n-ds=-qpp-ds (26)
s s
Po dosazeni do (25) mame
fpeE-ds=0-{pPp-das. (27)
s S
Integral z pravé strany prevedeme nalevo a mame
fp(e,E+P)-dS=0. (28)
s
q;BD-dS:Q; D=¢,E+P(E). (29)
s

Nové zavedeny vektor D se nazyva elektricka indukce. Zahrnuje v sobé reakci materialu na
vzniklé €1 pisobici elektrické pole (tu popisuje vektor polarizace P, ktery reprezentuje hus-
totu vzniklych elektrickych dip6li). Vektor polarizace je samoziejmé funkcei ptiloZeného pole
E. Néboj na pravé strané je volny naboj pod integrac¢ni plochou. Rovnice (29) je integralni
podobou dalsi Maxwellovy rovnice. Pfevedme vztah do diferenciadlniho tvaru. Nalevo
budeme aplikovat Gaussovu vétu (integral bude pfes objem ohrani¢eny integracni plochou),
pravou stranu napiSeme jako objemovy integral z hustoty elektrického néboje:

[[[divDdr = [[[ po av. (30)
4 4
Uvedena relace musi platit pro jakykoli objem, integrandy musi proto byt totozné, t;.
> divD =p,. (€29

Jde o diferencidlni podobu Gaussovy véty elektrostatiky (zobecnéného Coulombova zékona),
kterd tika, Ze elektrickd indukce D vyvéra z oblasti kladnych naboji a nofi se do oblasti
zapornych naboji. Na pravé strané vystupuje hustota volného naboje.

Faradayuv indukéni zakon

Pii svych rozsahlych experimentech s elektfinou a magnetizmem pfisel anglicky fyzik Mi-
chael Faraday na velmi zajimavou véc. Pokud vodivou smyckou prochdzel casové proménny
magneticky tok, vznikalo v ni elektrické napéti a nésledné tekl elektricky proud. Duilezité je,
ze magneticky indukéni tok musi byt proménny.
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Toho dosdhneme otacenim smycky, otd€enim magnetu nebo piiblizovanim ¢i vzdalovanim
magnetu a smycky. Na mikroskopické trovni je elektricky proud samoziejmé generovan
Lorentzovou silou ptsobici na nabité Castice. Faradaytv induk¢ni zakon lze zapsat velmi
jednoduse:

v=-3¥s (32)

dt

Elektrické napéti je rovno ¢asové zméne magnetického indukéniho toku smyckou. Znaménko
minus symbolizuje, Ze vzniklé napéti a jim generovany proud plsobi proti zméné&, kterd ho
vyvolala (Lenzovo pravidlo). Oznac¢ime-li symbolem S plochu smycky a symbolem y =0S
hrani¢ni kiivku, miizeme snadno piepsat Faradaytiv indukéni zakon do tvaru

qS Edl———jjB ds. (33)

y=0S

Pokud ptemistime ¢asovou derivaci napravo do argumentu integralu, musime pouzit parcialni
derivaci, nebot’ je magnetické pole funkci ¢asu i prostoru a pifi derivovani mame na vybér
z vice proménnych:

cﬁ Edl——”— ds. (34)

y=0S

Faradayiv indukcni zakon zapsany ve tvaru (34) je integralni podobou dalsi z Maxwellovych
rovnic. Nas bude opét zajimat diferencidlni tvar této rovnice. Proto pfevedeme integral vlevo
za pomoci Stokesovy véty na ploSny integral

jjrotE ds _—ﬂ— ds. (35)

Oba integraly se musi rovnat pro jakoukoli zvolenou plochu, proto musi byt integrandy
totozné, coz nas privadi k diferencialni podobé dalsi z Maxwellovych rovnic — Faradayova
induk¢niho zakona:

JoB

> rotE =——— (36)
o

Ampériv zakon
Vodi¢, kterym protéka elektricky proud, kolem sebe generuje magnetické pole. Velikost pole
je imérna protékajicimu proudu a neptimo umeérna vzdalenosti od vodice:
1
B~—. (37)

-
V soustave jednotek SI tuto uméru zapisujeme ve tvaru

p=tol (38)
2rr

ktery l1ze chépat jako definicni vztah permeability vakua uy. Provedeme-li integraci pole podél
libovolné uzaviené silocary ve vzdélenosti R od vodice (po kruznici, ktera je hranici plochy
S, piSeme y = 0S, nezaméiite symbol kiivky s diferencialni vodivosti), vyjde:

¢ B-di= § BdI=B § A= 5zR— .
27R
y=0S y=09S y=0S

Uvedeny vysledek bude platit pro libovolnou plochu a jeji hrani¢ni kfivku, nemusi jit o silo-
¢aru. Pokud kiivku od vodice vzdalime, naroste jeji délka imérné vzdalenosti a magnetické
pole poklesne neptimo timérn¢ vzdalenosti. Ob¢ zavislosti se vyrovnaji a integral se nezméni.
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Zdeformujeme-li kiivku, také se nic nestane, a vysledek bude stale stejny. Vysledny tvar
Ampérova zakona tedy je:

¢ B-di=yylc. (39)
y=0aS

Proud /¢ je tzv. vodivostni proud (Conductive) zodpovédny za vznik magnetického pole B.
Kfivkovy integral z magnetické indukce je imérny vodivostnimu proudu protékanému plo-
chou, kterou kiivka ohrani¢uje. Koeficientem umérnosti je permeabilita vakua. Uvedeny
zéakon plati jen pro stacionarni situaci v nemagnetickych prostiedich.

Bdl as

V obecném prostiedi zaCnou ¢astice na hrani¢ni kiivce krouzit a vytvofti dalsi sekundarni, tzv.
magnetizacni proudy. Ve vysledném zakoné musime psat:

¢ Bedl=py(Ic+1y). (40)
y=9§

Ze vztahu (16), resp. (17) uz vime, Ze magnetizacni proud vztazeny na jednotku piicné délky
ma Ciselné velikost magnetizace. Co se sméru tyce, mifi kolmo na magnetizaci (ta je v jedno-
duchych prostiedich rovnobézna s magnetickym polem). V naSem ptipad¢ bude magnetizaéni
proud dan integraci

Iy = qS ipdl = gﬁ Mdl= gS M-dl. (41)
y=0aS y=0aS y=0aS
Magnetizace M miii u krouzicich ¢astic v opaéném sméru nez ma prilozené nebo generované
pole B, v jehoz sméru mifi hrani¢ni kiivka vy, skalarni sou¢in v poslednim ¢lenu je tedy zapor-
ny. Sméry jednotlivych vektort jsou patrné z obrazku.

Nyni dosadime magnetiza¢ni proud (41) do Ampérova zakona (40):
L ¢ B-di=Ic+ ¢ M-dl.
Ho y=0S y=0S
Nyni oba kfivkové integraly slou¢ime do jednoho, tj. z pravé strany prevedeme kiivkovy
integral pfes magnetizaci na levou stranu rovnosti:
¢ B mla=1.
y=0S Ho

Ampériv zakon doplnény o reakci materialu ma proto tvar

12
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H-dl=1; H="_m@). (42)

y=0S Ho

Druhy vztah je defini¢nim vztahem intenzity magnetického pole, kterd v sobé zahrnuje jak
puvodni pole B, tak reakci latky M. Proud na pravé strané je vodivostni proud tekouci
plochou uvniti ohranicujici kiivky y. Pov§imnéte si, Ze uzavorkovani jednotlivych ¢lenti je
z historickych divodi jiné nez v ptipadé elektrického pole (29). Rovnici opét pfevedeme do
diferencialniho tvaru. Nalevo pouZzijeme Stokesovu vétu, napravo vyjadiime proud pomoci
toku volného naboje plochou, kterou ohranicuje zvolena kiivka:

jjrotHdS:jij-ds. (43)
S S

Uvedené vztahy musi platit pro libovolnou plochu, proto jsou integrandy totoZné:
rotH=j,. (44)

Na pravé stran¢ je hustota vodivostniho proudu protékaného uvazovanou plochou. Takto za-
psany Ampérav zakon plati jen pro ustaleny elektricky proud. Snadno to ukdzeme provede-
nim divergence na posledni rovnici. Na levé stran¢ dostaneme nulu (divergence z rotace je
vzdy nulova), takze by mélo platit

lejQ :O,

coz je stacionarni podoba zakona zachovani naboje (7). Pro nestaciondrni déje by zdkon za-
chovéni naboje neplatil. Proto James Clerk Maxwell do rovnice ptidal dalsi ¢len (tzv. Max-
wellliv posuvny proud), ktery zajisti platnost zdkona zachovani naboje:

oD
> rotH=j, +—. 45
o™, (45)

Snadno to ovéfime. Po aplikaci divergence mame
D d
0=divj,+div| — |=divj,+—divD.
lo [ ot J o™
Za div D nyni dosadime z Maxwellovy rovnice div D = py, viz (31), a mame

0=divjy + a’l ,
ot

coz je pravé zdkon zachovani naboje. Rovnice (45) tikd, ze vir magnetického pole miize
vzniknout jednak v okoli vodic¢e s proudem, a jednak piisobenim proménného elektrického
pole. Takova situace je naptiklad v okoli deskového kondenzatoru (mezi deskami ptedpokla-
dejme nezaplnénou mezeru). Pokud tece vodi¢em stiidavy proud, generuje kolem vodice
magnetické pole (smér vira se stfidd ve shodé s momentalnim smérem elektrického proudu).
Na desky kondenzatoru je pfivadén v nekterych fazich kladny naboj, v jinych zéporny naboj.
Diky tomu vznikne mezi deskami ¢asové proménné elektrické pole, které je zdrojem magne-
tického pole v okoli desek. Vzdaleny pozorovatel z magnetického pole nepozna, ze je obvod
ptrerusen deskami kondenzatoru.

Uplnost soustavy

Celéa sada Maxwellovych rovnic pfedstavuje matematicky popis vysledkli experimentd (mag-
netostatiky, Coulombova zakona, Ampérova zakona, Faradayova zdkona elektromagnetické
indukce). Jde tedy o zobecnénou zkuSenost ziskanou za desitky let experimentd s elektric-
kymi a magnetickymi déji. James Clerk Maxwell psal svou soustavu ve slozkéch a, jak jsme
se uz zminili, pouzival kvaternionovy fomalizmus, takze je v ptivodnim zapise Maxwellova
soustava pro dneSniho Ctenare jen obtizné€ Citelnd. Pro nase ucely nds bude zajimat diferen-
cidlni podoba rovnic. SepiSme vSechny obdrzené rovnice do jednoho celku:

13
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> divB =0, (46)
> divD = py, 47)
> rotE:—a—B, (48)
ot
oD
> rotH=j,+—. 49
lo™, (49)

Nema zadny vétsi smysl diskutovat, jak rovnice fadit. VZdy najdeme divody, pro praveé zvo-
lend dvojice k sobé& patii: Prvni dvé rovnice jsou testy na zdroje poli, druhé dvé na viry poli.
Navic druhé dvé rovnice v sobé obsahuji ¢asové derivace, tedy jde o rovnice pro Casovy vy-
voj poli. Mizeme ale seskupit rovnice jinak: prvni s tfeti neobsahuji zdroje poli, druha
a Ctvrta obsahuji zdroje poli (hustotu a tok néboje). Nebo miizeme také tvrdit, Ze k sob¢ patii
prvni a ¢tvrta rovnice — jde o rovnice pro magnetické pole, a druhd se tfeti — jde o rovnice pro
elektrické pole.

At uZ rovnice seskupime jakkoli, na jejich vstupu je Ctvefice pp a jo popisujici rozlozeni
a pohyb naboji. Na vystupu jsou elektrickd a magneticka pole E, D, H, B. Na prvni pohled
zde néco nehraje. Madme 12 neznamych (potifebujeme urcit ¢tvetici vektorti) a k dispozici
mame jen 8 rovnic (dvé skalarni a dvé vektorové). K GspéSnému feSeni je tieba doplnit in-
formace o tom, jak dana latka reaguje na pfilozend elektricka a magnetickd pole, tedy vztahy
mezi obéma elektrickymi a obéma magnetickymi vektory:

> D=¢,E +P(E); (50)
> H=£—M(B). (51)
Hy

Vektor polarizace P a vektor magnetizace M popisuji, jak latka na ptilozend pole zareaguje,
tj. zda a v jakém mnozstvi se vytvori elektrické a magnetické dipoly. Tyto tzv. materialové
vztahy mizeme ziskat bud’ experimentalné, nebo pro konkrétnd latku teoretickym vypoctem
procesti, které se v latce odehravaji. PovSimnéte si, ze uzavorkovani obou vztahi je
z historickych divodii rizné. Oba vztahy jsou vétSinou siln€ nelinearni, polarizace a magneti-
zace byva slozitou funkci intenzit poli E a H. Latka si dokonce mtize ,,pamatovat historii*
a vztahy mohou byt ovlivnény minulosti systému. Vzpomeiite si napiiklad na hysterezni
smycku magneticky aktivnich latek. Jen pro velmi slaba pole 1ze oba vztahy Taylorovsky roz-
vinout a dostat linedrni zavislost mezi vektory D a E, resp. B a H. (viz Vybrané kapitoly
z teoretické fyziky, AGA 2018, [1]).

Materialové vztahy ptinasi dalSich Sest rovnic do Maxwellovy soustavy, celkovy pocet rovnic
tedy vzroste na 14. Vzhledem k tomu, Ze mame 12 neznamych, musi byt v soustavé dvé rov-
nice nadbytecné. Ukazme nyni, Ze prvni dvé rovnice pro divergence hledanych poli jsou ve
skutecnosti jen poc¢atecnimi podminkami pro druhé dvé rovnice, které fesi casovy vyvoj poli.
Aplikujme na tfeti rovnici soustavy (48) operaci divergence:

O=—diva—B = idiVBzO = divB = f(r).
ot ot
Vidime, ze z Faradayova induk¢niho zakona plyne, ze div B nesmi byt funkci ¢asu, ale pouze
funkci prostorovych proménnych. Hodnota div B je tedy stéle stejnd, jako byla na pocatku.
Rovnice div B =0 fikd, ze tato funkce byla na pocatku nulové a jde o pocatecni podminku
k rovnici (48). Obdobné je tomu s druhou rovnici. Aplikujme operaci divergence na Ampérav
zékon (49):

) . dD
0=divj,+div—.
Vig Vat
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Prvni ¢len na pravé strané vyjadiime ze zdkona zachovani naboje (7):

9P, oD J

9Po . .

+div— = —(=pp +divD)=0 = divD-p, =g(r).

ot ot ot (=ro ) Po=8r)
Kombinace div D — py je pouze prostorovou funkci a nezavisi na ¢ase. Rovnice (47) jen tika,
ze tato funkce je nulova a byla tedy nulova i na pocatku. Rovnice (47) ma tedy charakter
pocatecni podminky k Ampérovu zakonu. Ve vysledku mame tedy Sest rovnic pro ¢asovy vy-
voj poli (48), (49) a Sest materidlovych vztaht, tedy 12 rovnic pro 12 neznamych.

0=-—

Materialové vztahy

V ptedchozi kapitole jsme ukdzali, ze Maxwellovy rovnice je nutné doplnit materidlovymi
vztahy popisujicimi reakci latky na ptilozena pole

D=¢E +P(E); (52)
H-= E—M(B) . (53)
Ho

Pole E, B jsou doplnéna o reakce materialu P(E) a M(B). Je to cena za to, aby jako zdrojové
¢leny v Maxwellovych rovnicich vystupovaly jen vodivostni proudy a volné ndboje. Nova
pole se zapocCtenym vlivem reakce latky oznacujeme D, H. Pole E, H nazyvame intenzity,
pole D, B nazyvame indukce.

Reakci prostiedi P(E) a M(B) mtizeme v nékterych vyjimecnych ptipadech vypocitat teore-
ticky. Ukazeme si to pozdé€ji na piikladu elektromagnetické viny prochazejici plazmatem.
Elektrony za¢nou vlivem viny kmitat, ¢imz vznikne objemova hustota elektrického dipdlo-
vého momentu (nenulova polarizace prostfedi). Ve vétSing piipadd se reakce latky na pfilo-
zena pole urCuje experimentalné. Zavislosti P(E) a M(B) jsou zpravidla silné nelinearni,
v nekterych piipadech dokonce nezavisi jen na aktualné ptilozenych polich, ale také na pred-
chozi historii materidlu. Do této kategorie jevl spadaji naptiklad riizna zbytkova pole, ktera
jsou disledkem pulisobeni poli na latku v minulosti. V takovém ptipad¢ nezévisi polarizace
a magnetizace jen na okamzitych hodnotach poli, ale také na jejich casovych zménach, tj.

P=PEEEE,..), (54)

M=M(B,B,B,B,...). (55)

Ptedpokladejme pro jednoduchost pouze linearni odezvu materialu v celé historii a jednoroz-
meérny piipad
t
M= [ K@-1)B()dr . (56)

Funkce K urcuje, jak moc do minulosti si materidl pamatuje expozici polem. Proved'me
substituci 7 = ¢ — ¢/, parametr 7 je as, ktery uplynul od minulosti do soucasnosti:

= [K(@)B(t-7)d7. (57)
Nyni provedeme Taylortiv rozvoj
B(k)(t) dB 7* d°B
B(t—-t —7) =B(t)— —+——+ - 58
( )kio) 0 =BT (58)

Po dosazeni do integrace (57) je jasné, ze magnetizace bude mit tvar

M(t) = ¢;B(t)+c,B(t) + 3 B(t) + - -- (59)
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Pokud si latka pamatuje historii, je 1 v linearnim piipad€ magnetizace funkci nejen pole, ale
1 jeho casovych derivaci. Koeficienty ¢, jsou vysledky jednotlivych integraci ptes 7.

Zabyvejme se dale jednoduchou latkou, kterd si historii nepamatuje, tj. P =P(E). Pro slaba
pole 1ze odezvu systému povazovat za linearni a provést Tayloriv rozvoj vektoru polarizace
do prvniho fadu (pouzivame sumacni konvenci):

oP,
P.=—kE =gk, E, : 60
k oF, 1= &Ky £y (60)
P
> oy =20k (61)
&y 0,

Ptislusna matice koeficientl xy; se nazyva tenzor elektrické susceptibility. Permitivita vakua
v definici zajistuje bezrozmérnost susceptibility. Vektorove lze psat

P=¢,% E. (62)

Vztah mezi indukci a intenzitou D = gE + P v limité slabych poli dava
Dy=¢€y Ers €4 =6)(0y + K1), (63)
> D=E-E; &=g(I+&). (64)

Matice &y se nazyva tenzor permitivity. Pole D a E nemusi mifit ve stejném sméru. Ve
statistické fyzice se dokazuje, ze tenzory permitivity a susceptibility musi byt symetrické.
V homogennim izotropnim prostiedi je matice susceptibility dokonce diagonalni a vSechny
prvky na diagonale jsou stejné. V limité slabych poli plati v tomto ptipadé jednoduchy vztah

D=¢E. (65)

V magnetickém poli je situace obdobnd. Definicni vztah intenzity magnetického pole (53)
pfepiSeme do tvaru
B=u,[H+M(H)]. (66)

Magnetizaci jsme zapsali jako funkci pole H (aby na pravé strané vystupovalo jen jedno
z poli). To samoziejm¢ muzeme, obé pole jsou pieveditelnd definicnim vztahem (53). Pro
slabd pole lze odezvu systému povazovat za linedrni a provést Tayloriv rozvoj vektoru
magnetizace do prvniho fadu:

oM,
M,=—"rH, = H;; 67
©=om, X H (67)
oM
> =7 68
X = H, (68)
Ptislu$na matice koeficientl se nazyva tenzor magnetické susceptibility. Vektorove lze psat
M=%-H. (69)
Vztah mezi indukci a intenzitou dava v limité€ slabych poli
By=m Hys iy =40+ Xin) - (70)
> B=[lH; [i=y(1+%). (71)
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Matice uy se nazyva tenzor permeability. Pole B a H nemusi mifit ve stejném sméru. Tenzory
susceptibility a permeability musi byt symetrické. V homogennim izotropnim prostiedi je
matice susceptibility dokonce diagonalni a vSechny prvky na diagondle jsou stejné. V limite

vvvvv

B=uH. (72)

Tenzory elektrické a magnetické susceptibility jsou jakymsi ukazatelem fazového piechodu,
v jehoz oblasti maji charakteristické piky v zavislosti na néjakém parametru. Shriime nyni
vysledky linedrniho pfiblizeni do ptehledné tabulky:

Elektrické pole Magnetické pole
D=¢,E +P(E) B = 1o [H + M(H)]
_ 1 dP, oM,

Kk =—54 A ==
gy 0E; 0H,
D=¢€-E B=Ji-H

V silnych polich ale takové rozvoje neplati a je tieba uvazovat obecné vztahy (52) a (53).

Podminky na rozhrani

Elektrickd a magneticka pole neziidka prochédzeji rozhranimi, na nichz méni svlij smér. Tato
zména sméru ma sva pravidla vyplyvajici z Maxwellovych rovnic v integralnim tvaru. Podle
nasledujiciho obrdazku budeme rovnice s divergencemi integrovat v okoli rozhrani dvou pro-
stedi I a II ptes valecek s objemem V" a hranici S. Pokud chceme znat podminky na rozhrani,
musime limitné snizovat vysku valecku % k nule. Na tvaru podstavy valce nezalezi.

I1 I1 lO
......... A
E
I I P
Eq

Vyzkousejme si to nejprve na Gaussove veéteé magnetostatiky:
435 (B-n)dS=0.
S=av
Integrace probihé pifes plochu ohranicujici valec. Pokud zacneme jeho vysku sniZovat, zbude

jen integrace ptes horni a dolni podstavu. Vné&jsi normala bude na téchto podstavach mifit
opa¢nym smeérem:

divB=0 = ”dideV:O =
14

By -nySp +By-mSp =0
Piedpokladejme, Ze normala k rozhrani n mifi naptiklad nahoru, potom je ny = n, n; = —n:
> B =B, =0, (73)
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tedy normalova slozka magnetické indukce se na rozhrani vzdy zachovava (viz obrazek na-
levo). Proved’'me stejnou tivahu pro druhou divergentni rovnici:

divd=p, = [[[dvDdr=[[[ppdr =  §p @-mds={[[[p,dr.

14 4 S=aV 4
Na levé stran¢ budeme postupovat stejné, tj. budeme limitn¢ snizovat vysku valecku, az do-
staneme rozdil normalovych slozek indukce elektrického pole. Na pravé strané je nyni situace
ponékud odlisna. Pokud je ve vélecku jen prostorovy naboj, dostaneme pii integraci napravo
nulu (objem valce se limitné blizi k nule) a normalové slozky indukce elektrického pole bu-
dou spojité — stejné, jako je tomu u magnetického pole. Jiny vysledek obdrzime, pokud je na
rozhrani lokalizovany plo$ny naboj:

. _AQ
(Dnll _Dnl)SO =21_T)r%),0QV=%l_r)%ﬂSoh =AQ.

Po prevedeni plochy z levé na pravou stranu vidime, Ze plati

V ptipadé, Ze rozhrani obsahuje plo$ny naboj, bude se ménit normalova slozka indukce elek-
trického pole skokem. Pokud na rozhrani naboj neni, bude spojitd. Analyzujme nyni Fara-
daytv indukéni zdkon. Provedeme integraci pies obdélnik dle obrazku napravo:

rotE:—%—]t3 N H(rotE)-ds:—ja—B-ds - gSE-dl:—”a—B-ds.

S S Jt y=0S S

Pfi limitnim snizovani vysky obdélniku se bude integral napravo blizit nule (plocha, pies
kterou se integruje, vymizi). Nalevo z ohranicCujici kiivky ziistanou po limitnim ptfechodu jen
¢asti rovnobeézné s rozhranim:

kde t je te¢ny vektor k rozhrani mifici ve sméru integraéni kiivky. Vzhledem k tomu, Ze plati
tn = t, t; = —t, dostavame vztah
> En-£E,=0, (75)

tedy tecna slozka intenzity elektrického pole je na rozhrani vzdy spojita (viz prava ¢ast ob-
razku). Zbyva nam posledni z Maxwellovych rovnic — Ampérav zdkon. Opét provedeme in-
tegraci pres obdélnik v pravé ¢asti obrazku:

rotH=jQ+%—]:t) N g(rotH)-dS=ng-dS+g%—It)-dS
§ Hear=[[ig-as+[[S.as.
y=0S s S

Integral nalevo pii limitnim piechodu pujde k rozdilu teénych slozek nasobenych délkou
kiivky podél rozhrani. Oba integraly napravo budou v piipadé prostorovych proudii nulové
(integracni plocha se limitn€ blizi k nule. V takovém ptipad¢ budou te¢né slozky intenzity
magnetického pole spojité tak, jak tomu bylo u intenzity elektrického pole. Pokud ale v plose
rozhrani potece elektricky proud (plo$ny proud), bude situace jina:

(qu _Htl)lo =%1_I>%]QS =%1_r)rz)lo—hloh =Al.

Po ptfevedeni délky kiivky z levé strany na pravou mame

> Hy —Hy =i (76)
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V piipadé, Ze rozhrani obsahuje tekouci proudy, bude se ménit tecnd slozka intenzity magne-
tického pole skokem. Velikost skoku bude rovna proudu tekoucimu rozhranim vztazenému na
jednotku délky. Pokud v rozhrani proudy neteCou, bude te¢na slozka intenzity magnetického
pole spojita. Uved'me na zavér vSechny podminky na rozhrani v jednom jediném vztahu:

B,y —B,; =0,

> D,y—D, =0, a7
Eq—-E;=0,
Hy-Hpy=i.

Bez plosnych proudtl a nabojt se zachovavaji normalové slozky indukci B, D a te¢né slozky
intenzit E, H. V pfipad¢ ploSnych ndboji a proudd v rozhrani se méni skokem indukce
elektrického pole a intenzita magnetického pole (ty veliiny, které v sobé zahrnuji reakci
latky na ptilozena pole.

Priklad: pole v dutiné

Elektrické pole ovliviiuje dielektrikum, v némz jsou vyfiznuty tfi dutiny. Prvni dutina (A)
mifi dominantné ve sméru pole. Do dutiny prosakuje te€na slozka elektrického pole, ktera je
za vSech okolnosti spojita, proto bude v dutiné A stejné pole jako v okolnim dielektriku:

E,=E. (78)

Dutina B je orientovdna dominantné kolmo na pole, tj. do dutiny prosakuje normélova slozka
elektrického pole. Ta je ale nespojita a mad skok. Spojité jsou naopak normalové slozky
elektrické indukce D = gFE + P (pokud by na povrchu dutiny byla nenulova plo$na hustota
naboje, bude mit skok i elektricka indukce). Polarizace v dielektriku je nenulova, v dutiné
nulova, proto plati:

P

&
Nejslozitejsi je priklad kulové dutiny, kdy musime v kazdém misté povrchu rozlozit pole na
normalovou a kolmou ¢ast a poté vSechny ptispévky secist. Pokud si date tu praci, dostanete

P
E-=E+—. 80
¢ 3& (80)

ooooooooooooooooooooooooooo
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2. ELEKTROSTATIKA

Pii proménnych polich jsou elektrické a magnetické d&je provazané. Casové proménna mag-
neticka pole generuji pole elektricka a naopak. V této kapitole budeme predpokladat, Ze pole
jsou casové neproménna a jde o nevodivé prostiedi (dielektrikum), kterym neteCe zadny
elektricky proud. V takovém ptipad¢ budou elektrické déje v Maxwelloveé soustaveé popisovat
pouze rovnice

divD = p,, (81)

rotE=0. (82)

Vidime, zZe elektrické déje se staly nezavislymi na magnetickych. Navic budeme v této kapi-
tole predpokladat, ze latka, v niz déje probihaji (dielektrikum), nema pamét, tj. reakce latky
z4visi jen na momentalné ptilozeném poli. Dale budeme predpokladat homogenni a izotropni
latku, tj. nejjednodussi mozny materialovy vztah

D=¢E. (83)

~

Poissonova rovnice a jeji reseni

Konzervativnost elektrického pole
Rovnice (82) tika, ze elektrické pole ve staciondrnim piipad¢ nevytvari zadné viry. Jeho ro-
tace je nulova. Po integraci ptes libovolnou plochu dostaneme ze Stokesovy véty pro ohrani-
¢ujici kiivku vztah

¢ E-d1=0. (84)

Je to jen jiné vyjadieni nevirovosti pole. Nenulovou hodnotu cirkulace pole mtize mit jen pole
ve tvaru viru. Nevirova pole nazyvame konzervativni. V elektrostatice je elektrické pole kon-
zervativnim polem. Pokud rovnici (84) vyndsobime nabojem, objevi se nalevo integral ze sily
pusobici na ¢astici v elektrickém poli:

36 F-dl=0. (85)
y=0S

Kfivkovy integral ze sily je vykonana prace. Ta je u konzervativniho pole pro uzavienou
kfivku vzdy nulova. Silu konzervativniho pole je mozné zapsat jako zaporné vzaty gradient
potencialni energie. Obdobné lze elektrické pole splitujici rovnici (82) vzdy zapsat jako

> E=-Vg. (86)

VeliCinu ¢ nazyvame potencidlem elektrick€ého pole. Znaménko minus zajistuje, aby se Cas-
tice pohybovaly do minima potencidlni energie, nikoli do maxima. Snadno ovéfime, Ze rov-
nice (82) je automaticky splnéna (rotace z gradientu je vzdy nulova). Funkce ¢ bude vzdy
existovat, rovnice (86) je jednoducha parcialni diferencialni rovnice, ktera ma vzdy feSeni. To
znamena, ze k popisu elektrostatického pole postaci jedind skalarni funkce. Z ni jsme vzdy
pomoci vztahu (86) schopni dané elektrické pole vygenerovat. Skalarni potencial neni urcen
jednoznacéné. K jednomu elektrickému poli mlize existovat vice potenciali. Ze vztahu (86) je
jasné, ze napiiklad dva potencialy lisici se o konstantu daji stejné elektrické pole. Volnost ve
volb¢ potencidlu k danému poli je ale mnohem S§irSi a budeme se ji podrobnéji zabyvat az
v nestacionarnim piipade¢.

Poissonova rovnice

Rovnice (81) vyjadiuje, Ze zdrojem elektrického pole jsou elektrické naboje. Pfeved'me in-
dukci elektrického pole na intenzitu a tu na potencial pole:

20



Teorie elektromagnetického pole Elektrostatika

divD=p, = diveE = p, =
) . Po
dive(-Vg)=p, =  div(Vg)=—-—+.
€0
Pokud si uvédomime, ze divergence z gradientu je Laplacetv operator, dostdvame zakladni
rovnici elektrostatiky (tzv. Poissonovu rovnici)

> A¢:—%Q. (87)

Uvedené odvozeni samoziejmé plati jen pro stacionarni piipad, linedrni vztah mezi indukci
a intenzitou elektrického pole a homogenni izotropni prostiedi, v némz je permitivita kon-
stantni. V prvnim kroku nalezneme pro dané rozlozeni nabojt feSeni Poissonovy rovnice pro
potencial. V druhém kroku pfevedeme pomoci vztahu (86) potencial na elektrické pole.

Greenova funkce Laplaceova operatoru
Pro bodovy ndboj umistény v pocatku souradnicové soustavy je potencial elektrického pole

> PH(r)= 0 . (88)
4rer

Z této skalarni funkce snadno vygenerujeme vSechny tfi slozky elektrického pole v okoli bo-

dového néaboje. Pti derivovani se hodi znamy vztah

al" Xp
_ % 89
axk r ( )

Snadno ho odvodime, pokud si uvédomime, ze r = (x> + y* + z°)"?

tencial (88) je vhodnym potencidlem pro bodovy ndboj:

Ek:_a¢: J ( 0 j:_ 0 9 r‘l——ii(r—l) o

ox;, _axk Amer 4re dx,  Amedr a

. Nyni jiz uk4dZeme, Ze po-

__g(_,,—z)X_kzLx_k

dre ro Adger?

coz je spravny vztah pro intenzitu elektrického pole, kterou Ize vektorove zapsat

E= 0 Ty (90)
4rer
Povsimnéte si, Ze potencial bodového naboje je funkei 1/r, zatimco intenzita pole ma velikost
imé&rnou 1/7*. Pokud ¢&astice nesidli v po&atku, ale v misté r' (¢arkou budeme vzdy oznagovat
polohy zdroji poli, symbolem bez ¢arky polohu pozorovatele), bude mit v misté r, kde sidli
pozorovatel, potencial hodnotu

o= o1
me|r—r
Q r-r’
r P
r

Ve jmenovateli figuruje, stejné jako predtim, vzdalenost naboje od pozorovatele (mista méfe-
ni pole). Potencidl bodového naboje, jehoZz hustota naboje je dana distribuci pp = Q o(r—r’),
musi splitovat Poissonovu rovnici, tj. bude platit
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A[ 0 j:_Q5@—f)

4re|r—r| £

Jednoduchou tpravou osamostatnime na pravé stran¢ Diracovu distribuci:

A(_;,
47r|r—r

ResSeni Poissonovy rovnice s Diracovym impulzem na pravé stran¢ je ale Greenova funkce
pfislusného operatoru, v tomto ptipadé¢ Laplaceova operatoru v tfirozmérném neomezeném
prostoru:

jz&(r—r’).

> G(r,r')=— (92)

Greenova funkce se ndm bude hodit pii konstrukci feSeni Poissonovy rovnice elektrostatiky
pro zcela obecné rozloZeni nabojl v prostoru.

Obecné feseni Poissonovy rovnice
Obecné feSeni Poissonovy rovnice A¢g = —pyp/e je konvoluci Greenovy funkce s pravou stra-

nou, tj.
o= G*(— } [G@r (pQT(r)]d%', f.

Polr ) d3r'.

47&9| ©3)

> o(r)=[———

Jde o feSeni Poissonovy rovnice pro zcela obecné rozloZeni naboji. Objemové integraly bu-
deme nadéle zapisovat s jedinym integraénim symbolem. Ndasobnost integrace je patrna
z exponentu v diferencidlu. Vektor r je mistem pozorovatele ¢i detektoru pole, vektor r', pres
ktery integrujeme, probiha jednotlivé naboje. Uvedeny vysledek miizeme dostat i jednodu-
chou fyzikalni avahou. Pfedstavme si, Ze ze spojité rozlozenych naboji vytizneme maly ob-
jemovy element dle obrazku:

Uvedeny element pfispéje k potencialu v misté pozorovatele podle vztahu (91)

AQ  Po)AV
4re|r—r| 47[€|r r'

Ag= (94)

Element naboje budeme nyni povazovat za infinitezimalni a celkovy potencidl ur¢ime jako
integraci pres vSechny takové elementy:
Po(r) ,
o d3r :
), dre|r -

o) = [———

Vysledek je stejny jako pfi pouziti Greenovy funkce. Zdiraznéme, ze ziskany vztah plati pro
stacionérni pfipad je tedy uiiteény v elektrostatice. Pokud by se néboje pohybovaly, bude se

vvvvvv
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Zajimaveé priklady
V nékterych konkrétnich pfipadech 1ze ziskat feSeni Poissonovy rovnice riznymi triky. Né-

které z nich si nyni ukdzeme.
X
z
0 0 0 Q
a

Predstavme si sit’ rovhomérné rozlozenych nabitych vodict. Buzené elektrické pole bude
souctem jednotlivych Fourierovych komponent:

dx, )= ¢, = ZAnmcos[z””x] (95)

n=0 n=0 a

Sit’ nabitych vodicu

Dosazenim jedné Fourierovy komponenty do Laplaceovy rovnice (Poissonova rovnice ve
vakuu, tj. bez pravé strany) ziskdme obycejnou diferencidlni rovnici pro amplitudy 4,(y):

d%4 2
: —(@j 4,=0 96)
dy a
Reseni je jednoduché:
coY s n=0,

4,(y) = { 97)

c,exp[—2znylal;  n=1,2,3...

Vsechna harmonickd feSeni pro n>1 jsou jiz ve vzdalenosti nékolika a siln¢ utlumena.
Nejpomaleji klesé zdkladni mod s n = 1. Pro y > a se pole chova s dosti dobrou pfesnosti jako
homogenni pole pfedstavované clenem » = 0. Sit’ z vodict stini stejné¢ dobie jako kovova
rovina. Ve velké vzdalenosti se uplatni jedina slozka
Po=coy=—Ey,
(98)

Vzhledem k tomu, ze intenzita elektrického pole je gradientem potencidlu, mifi elektrické
pole (a tedy i silocary) vzdy kolmo na ekvipotencialy.

Dvojrozmérné zdroje — komplexni proménna

V tomto piikladé se zaméfime na dvojrozmérny problém. V néjaké roviné jsou rozmistény
plosné nabité elektrody a nasim ukolem je nalézt jimi generované elektrické pole. Pti hledani
poli 1ze s uspéchem vyuzit komplexni funkci komplexni proménné:
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f(z): C>C;

f(@)=U(x,y)+1V(x,).

Funkce U a V pfedstavuji redlnou a imaginarni ¢ast komplexni funkce komplexni proménné.
Derivace komplexni funkce podle z=x + 1y nesmi zaviset na cesté, tedy derivace podle x
musi dat stejny vysledek jako podle iy:

(99)

i(U+iV):.i(U+iV) (100)
ox diy

Oddélenim realné a imaginarni ¢asti dostavame tzv. Cauchyho-Riemannovy (CR) podminky:

u_av. v

ox 9y’ dy ox

Dal8im derivovanim Cauchyho-Riemannovych podminek zjistime, Ze jak redlna, tak imagi-
narni ¢ast komplexni funkce splituje Laplaceovu rovnici:

AU =0; AV =0. (102)

(101)

Funkce U i V' tedy mohou poslouzit jako potencial elektrického pole. VyuZzijeme-li napiiklad
realnou ¢ast, budou kiivky
U(x,y)=0 (103)

definovat ekvipotencialy. V takovém ptipadé budou kiivky definované druhou z funkci
V(x,y)=0 (104)

kolmé na piedchozi sadu (plyne okamzit¢ z CR podminek) a budou tedy predstavovat silo-
cary elektrického pole. Jedind komplexni funkce komplexni proménné tak v dvojrozmérném
pfipad€ umozni popsat jak ekvipotencidly, tak siloCary elektrického pole v okoli elektrod.

Koloidni ¢astice v elektrolytu — Debyelv polomér

e © 0

ionty elektrolytu @
(naptiklad K*, CI7)

koloidni °
o o castice o

Pokud budeme sledovat pritbéh potencialu v okoli koloidni ¢astice, bude ovlivnén ostatnimi
nabitymi ¢asticemi — ionty v okoli. Neni-li plazma daleko od termodynamické rovnovahy,
presunou se k vybranému zdroji ¢astice opacné polarity a budou ho stinit. Vysledkem je ex-
ponencialni ubytek pole naseho zdroje s charakteristickou vzdalenosti Ap, na které potencial i
pole poklesne na 1/e hodnoty dané¢ Coulombovym zédkonem. Tato vzdalenost se nazyva De-
byeova stinici vzdalenost a je pojmenovana podle holandského fyzika a chemika Petera De-
byeho (1884—-1966). Elektricky potencidl ¢(r) v okoli zdroje ur¢ime z Poissonovy rovnice:

Budeme pro jednoduchost ptedpokladat, ze kladné a zaporné ionty maji stejny ndboj a ze je
jejich koncentrace dana Boltzmannovym statistickym rozdélenim:
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Ap=— O, +0n_ _ _ +0n, —On_

= =
€ €
Ap= _ELPQ’?O exp(— Q]f(;)}— On exp (+ Qlf(;)ﬂ'
0 B B

Neni-li systém daleko od termodynamické rovnovahy, provedeme Tayloriiv rozvoj exponen-
cidl do prvniho fadu. Nulté ¢leny se odectou (roztok je celkoveé neutrdlni) a zbytek da:

20%n,
- EokgT

Rovnici budeme fesit ve sférickych soufadnicich se sttedem v koloidni ¢astici:

Ap=cg; o

2 2
%%[r(»(r)]:m = %wtw; yir)=ror) =

p=Crel eV o gy =Sty S er
r r

Vzhledem k tomu, Ze potencidl bodového zdroje nemiize divergovat v nekonecné vzdalenosti,
je C; =0. Konstantu C, ur¢ime tak, aby potencial v limit¢ malé vzdalenosti od zdroje presel
v klasicky Coulombtiv potencial zdroje s nabojem Qy:

r

Oy  7p _ |&okgT
> = ; Ap= |—>—. 105
é(r) ; gore D ‘I2 2, (105)

Ionty odstinuji koloidni ¢astici od okoli i od ostatnich ¢astic na charakteristické¢ vzdalenosti
Ap (Debyeove délce). Pokud piidame do roztoku stil, zvysi se koncentrace iontl a snizi De-
byeova vzdalenost. Koliodni ¢éstice jsou lépe stinény a mohou se tim padem snaze srazet
a vytvaret vétsi celky. Proto se pii piidani soli koloid mlze vysrazet.

Pole hrotu
Predstavme si kovovy (vodivy) prvek s dvéma konci, které maji rliznd zakiiveni.

9

R

Potencialy na povrchu koncovych ¢asti budou ptiblizné

O 0,

o= Ame,R, 92= 47e, R,

(106)

Vzhledem k tomu, Ze jde o vodi¢, je vSe vodiveé spojené a na celém povrchu bude jediny po-
tencial (jinak by se ndboje ptesouvaly tak dlouho, az by se potencialy riznych casti vodice
vyrovnaly):

o_0

107
R "R (107)

S =0
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Ve vodici jsou odpuzujici se naboje stejné polarity vytlaceny na povrch. Intenzita elektric-
kého pole u povrchu je imérna plosné hustoté naboje:

E _O /47R} B O\R;
Ey Q,/47R; OyR}

E~o

Nyni za podil naboji dosadime z (107) a mame
E_B !

E~— (108)
E, R R

Intenzita elektrického pole u povrchu vodice je nepfimo umérnd poloméru zakiiveni oblasti.
V blizkosti hrot je pole proto extrémné veliké a vznikaji zde riizné vyboje (korénovy, Elia-
v ohen atd.

Energie elektrického pole
Uz vime, Ze intenzita elektrického pole a jeho potencial spolu souvisi vztahem

E=-Vg¢

Pokud do elektrického pole umistime castici s nabojem Q, bude na ni pusobit sila
F=0E=-V(09)

Vzhledem k tomu, ze elektrostatické pole je konzervativni, tj. sila je zdporné vzatym gradi-
entem potencialni energie, musi pro potencialni energii platit

W,=0¢.
Silu plisobici na ¢astici miizeme tedy zjistit tak, Ze elektrické pole vynasobime nabojem ¢as-
tice, energii ¢astice zjistime tak, Ze vynasobime nabojem Castice potencial:

F=0QEK;
> 109
Ur¢eme nyni energii ¢astice a v poli ¢astice b:
Uy =0uth =22 (110)
7[80 | r, —rb|

U soustavy castic seCteme takové vyrazy pro vSechny mozné dvojice Castic a, b. Tim ale
energii kazdé dvojice zapocteme dvakrat (Naptiklad jako W37 a W73). Z vysledného souctu
musime proto pouzit jen polovinu, nebot’ vSechny ¢leny jsou dvakrat. A samozfejmé musime
vyloucit pripady, kdy by ¢astice tvotily pér samy se sebou, tedy pozadovat a # b:

Z QaQb (111)

~ 47, | r, b|
aib

Sumu nyni rozdélime:

Yoy 2 —. (112)

a b;ta47[‘c"0|r _rb|

Vnitini suma je soucet potenciall vSech Castic v misté r,, tedy celkovy potencial generovany
vSemi Casticemi v misté Castice a:

U=230,0,). (113)

26



Teorie elektromagnetického pole Elektrostatika

Pokud bude rozlozeni naboje spojité, piejde vyraz v intergral
1
U=- [ po(r)p(r)d’r. (114)
Vv

Integra¢ni proménnou bychom mohli oznacit r’, ale je to zbyte¢né, ve vztahu nefiguruji dva
ruzné vektory (pozorovatel, zdroj pole), ale jen jeden jediny. Spocetli jsme celkovou energii
vSech nabitych ¢astic. Tyto Castice ale na sebe piisobi elektrickymi poli, pomoci nichz také
muzeme energii zapsat. Vyrazy typu (111), (114) jasn€ energii vztahuji k jednotlivym c¢asti-
cim. Pokud ale dusledné¢ prepiSeme vztah do poli, mize byt energie deponovana i mimo ob-
last nenulového naboje. Pole jsou totiz nenulové i ve vakuu. Tim ziskavé pole charakter real-
né entity, ktera je nositelem (a doslova prenase¢em) energie. K ptepisu do poli postaci vyjad-
fit hustotu naboje z Maxwellovy rovnice div D = py:

U:ljgpdivnd%. (115)
2

4
Nyni vyuzijeme integraci per partes ve tfech dimenzich (viz [3])

1 1
U==[00,D) &Pr=—=[0)D, &’r+ § oDy dS.
2 2
v v S=ov

Prvni integral lze upravit pomoci elektrického pole (Er=—0r¢). Druhy integral je pres
hranici. Potencial kles4 se vzdalenosti od zdrojii jako 1/r, indukce elektrického pole jako 1/#7,
integrand tedy klesa se vzdalenosti od zdroji poli jako 1/7°. Pokud povedeme integracni
plochu dosti daleko od zdroji, idedlné¢ v nekonecnu, bude piispévek posledniho integralu
nulovy a celkové energie vyjde:

U=le-Dd3r. (116)
2V

Hustota energie elektromagnetického pole (energie vztaZzena na objem, jednotkou v SI je
J/m’) je integrovana proménna, tedy polovina skaldrniho sou¢inu obou elektrickych vektort:

> u:%E-D. (117)

Stejny vztah se odvozuje v zakladnich kurzech fyziky pro kondenzator. Hustota energie pole
v kondenzétoru je opct E-D/2.

Multipoélovy rozvoj

Ptedpokladejme, Zze zdroje poli jsou lokalizované, tvoii néjaky shluk Castic v oblasti, do niz
umistime pocatek soufadnicové soustavy:

A
z
Va P(x,y,2)
°
r
° Ty
°® >
y
o %o

Kazdy z ndboji ma polohovy vektor r,, rychlostni vektor v,, hmotnost m, a ndboj Q,. Pozo-
rovatel je ve velké vzdalenosti od zdroje poli a mé polohu r. Hustota ndboje bude

pQ(r,)ZZQaé‘(r,_ra)’ (118)

27



Teorie elektromagnetického pole Elektrostatika

Potencial elektrického pole bude mit v tomto pfipadé jednoduché vyjadieni

(I')— Z|r

47[80

(119)

Pole pozorujeme ve vzdaleném misté r, plati » >> r,, takze mizeme provést Tayloriv rozvoj
pro argument r a ptirtstek r,:

2
L 1@ i(lj+ixlga>x;a> 3_(l)i... (120)
lr-r,| ox, \r) 2! ox;.0x; \ r
Nyni provedeme derivace (pfi derivovani vyuzijeme Or/Oxy = xi/1)
2
1 _ l + x/({a)x_lg + ix/((a)xl(a) 3kal—57" 5]{1 + . (121)
| r— ra| r r 2! r

Odvozeny rozvoj dosadime do vztahu (119) pro potencidl a ze sumace vytkneme veli¢iny,
ptes které se nescita:

1 X 3x,x, — 18
0= 2.0, + 47[; + > Q) ¢ kS Zan,(f‘)x,(“) + e (122)
0" a

47[807’ a 87[80]/'

V poslednim vypsaném ¢lenu rozvoje skalarniho potencidlu lze vyraz v sumaci upravit do
obdobného tvaru, jaky ma vyraz pied sumaci:

3xkxl —-r 5kl ZQ (a) (a) 3xkxl -r 5]{] ZQ (3x(a)xl(a)) —

87E 1 247er>
0 0 a (123)

3xkxl r §k1 zQa <3x](€a)xl(a) _razé‘kl )
247[607' a

Odectenim ¢lenu l”a25k1 ziska tenzor v zavorce nulovou stopu, fakticky se ale nic nestane,
protoze plati
<3xkx1 — 8y, ) 28, = (3r2 —3r2)ra2 =0. (124)

Celkov¢ tedy prvni ¢leny rozvoje, které budeme pottebovat, maji tvar:

-2, 0=Y0,.
dreyr - ¢
T
> o =LPE, PE = 0., (125)
4reyr P
3x,x, — 170,
pP ==L Ko, gy EZQa(3xl(ca)xl(a) 25kz)-
247e 0’” P

Jednotlivé piispévky se nazyvaji monopolovy (0), dipolovy (1) a kvadrupdlovy (2).
Elektricky neutralni soustava mé celkovy ndboj Q nulovy, a tim je nulovy i cely monopdlovy
¢len. Povsimnéte si, Ze monopodlovy prispévek klesa se vzdalenosti jako 1/r, dipolovy jako
1//* a kvadrupélovy jako 1/+°. Piisluiné sily (derivace potencialt) klesaji jako 1//2, 1/, 1//*
(monopdl, dipdl, kvadrupol). Sila mezi dvéma interagujicimi dip6ly tedy klesa se treti
mocninou vzdalenosti. Pro dvé ¢astice se stejnym, ale opacnym ndbojem dé dipélovy moment
ptuvodni definici (9):

P =)0, =0, +0r =0(r, -r )=0d. (126)

28



Teorie elektromagnetického pole Elektrostatika
Poznamenejme, Ze elektricky kvadrupdlovy piispévek l1ze zapsat invariantné jako:

> PEJSELL LY ¥ Q=>0,(3r,®r,—71). (127)

Monopdl
Derivovanim potenciali (125) podle vztahu Ej = —0k ¢ snadno ur¢ime slozky elektrického po-
le. Pro monopdlovy ¢len je vysledkem dle ocekévani Coulombiiv zakon:

EO=—< = (128)
dregr= r

Pole ubyva s druhou mocninou vzdalenosti od soustavy naboji a silo¢ary maji radialni smér.
Pole je nenulové jen tehdy, pokud je celkovy naboj soustavy Q nenulovy.

Dipol

Nova definice dipélového momentu je dilezita pii numerickych simulacich. Pokud v simulaci
sledujeme pohyby ¢astic, zname v kazdém okamzZiku jejich polohové vektory a miZeme tak
urcit nejenom celkovy dipdlovy moment pg, ale i jeho hustotu, tj. polarizaci P. To je uZite¢né
napiiklad pii vypoctu tenzoru permitivity, ale i v dalSich situacich. Ur¢eme nyni elektrické
pole generované dipdlovym momentem

2
E, =—0,¢0 = Pe 9 (%) 3Pui= Ped” (129)
k k 47[80 a.Xk 7"3 47[80”'5

Pii vypoctu jsme vyuzili 0w = xi/r. Kovariantni zapis dipolového pole je

pdemacp 150)
4”807" r

Pole ubyva se tfeti mocninou vzdalenosti a ma pomérné slozitou smeérovou zavislost.

Je-li osa dip6lu v ose z, maji jednotlivé slozky hodnoty

PE 2
E= 3n.n,,3n_n,,3n. —1);
0F3( z''x z"%y z )

E, = PE 33cost95int9; (131)
47[807’

Ey=—LE(3c0s?-1).
4reyr
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Kvadrupol

Kvadrupélovy moment vyjadiuje odchylku rozdé€leni ndboje od sférické symetrie. Je symet-
ricky a jeho stopa je nulova, tj. plati

On =9k » (132)
Tr(Q)= Q)+ 0y + 033 =0. (133)

V obecné soustavé ma symetrickd matice 6 nezavislych slozek, podminka na stopu redukuje
pocet nezavislych slozek tenzoru kvadrupélového momentu na pét. U redlnych symetrickych
matic jsou vlastni ¢isla realna a vlastni vektory tvoii ortogonalni systém. Pokud zvolime tyto
vlastni vektory za osy soufadnicové soustavy, bude mit tenzor kvadrup6lového momentu jen
diagonalni slozky. V takové soufadnicové soustavé budou diky nulovosti stopy nezavislé jen
dvé slozky tenzoru kvadrupdlového momentu. Pro diagonalni tenzor kvadrupolového mo-
mentu bude platit Qo = 0, nebot’ jde o stopu tenzoru a ve vyrazech (125) zbude pro poten-
cial ¢(2) jen prvni Clen:

¢(2) :xk_xlb_Ql :leLk? (134)

87e,yr 2 4Azeyr

V kovariantnim zapise budeme mit

gl @mn - x (135)

Pro osové symetrické rozdéleni ndboje (kolem osy z) budou prvni dvé diagonalni slozky
stejné, tj. tenzor kvadrupolového momentu bude mit jedinou nezavislou slozku (stopa musi
byt nulova):

-0/2 0 0
Og=| 0 -072 0 | (136)
0 0 0

Pozor, veli¢ina Q vtomto vyrazu neznamena naboj! Smérova zavislost potencidlu bude
v piipadé osové symetrie kolem osy z (vyuzijeme, ze soucet druhych mocnin vSech slozek
smerového vektoru je roven jedné, tj. jde o jednotkovy vektor):

- 2 2 2
(Q-n)-n=Q0ynn =0 ni +0pny +Os3ny =

)

:_E(nl +n§)+Qn32 =

:—%(l—n§)+Qn32 =

:%(Snf —1)=%(3c0329—1).

Za ptedpokladu osové symetrie kolem osy z tedy pro kvadrupdlovou ¢ast potencidlu miizeme
v soufadnicové soustave tvoiené vlastnimi vektory napsat

¢ =L3(3cos2 0-1), (137)
1677:807"

coZ je jednoduchy a snadno pouzitelny vztah. Uhel 6 je odklon polohového vektoru pozoro-
vatele od osy symetrie (z). Prislusné elektrické pole Ize ziskat derivovanim vztahu, ma kom-
plikovanou strukturu a vyuZziva se naptiklad v kombinaci s vhodnym magnetickym polem pro
udrzeni ¢astic v elektromagnetické pasti.
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Elektricky dipodl ve vnéjsSim poli
Nyni se budeme zabyvat v jistém smyslu opa¢nou ulohou. Dosud jsme zkoumali, jaké pole
generuje soustava castic lokalizovand v néjakém misté prostoru. Pocatek soutfadnic jsme

2%

stava bude reagovat na vnéjsi elektrické pole. Pokud je soustava neutralni, nulty ¢len multi-
pblového rozvoje je nulovy a soustava s vnéjSim polem interaguje az dipdlové, piipadné kva-
drupdlové. Piedstavme si opét soustavu nabojti lokalizovanou v okoli po¢atku souradnicové
soustavy, polohové vektory &astic jsou r,. Castice jsou ponofeny do vnéj§iho pole s potencia-
lem ¢. Energie soustavy ve vnéj§im poli bude

U= 0,4, (138)

Proved'me Taylortv rozvoj do prvniho fadu v okoli po¢atku soufadnic:
U= 0,[60)+(r,-V)p+-]
a

Derivace potencialu napiSeme jako slozky elektrického pole (Ey = —0ip) a ze sumy vytkneme
v§e, pies co se nescita:

U=(§QGJ¢<0>—(§QaraJ-E+---

Prvni ¢len bude pro neutralni soustavu nulovy, druhy da dipdlovy prispévek k energii ¢astic
ve vnéjSim poli:
> UV =—p; E. (139)

Sv v

vys$i, pokud je orientovan opacné. Proto se pii nizkych teplotich soustava elementarnich
dipold snazi zorientovat ve sméru pole. Hustota pravdépodobnosti (a koncentrace dipold,
ktera ji je imérnd) je ddna Boltzmannovym rozdélenim

u® prEcosf
n=nyexp| ——— |=nyexp| +————— |, 140
0 p{ P T} 0 p{ T (140)

kde 6 je thel mezi elektrickym polem a dipdlem a kg Boltzmannova konstanta. Dipdly se
budou fadit podél pole tim 1épe, ¢im je pole silnéjsi, teplota nizsi a dipdlovy moment veEtsi.

% ko3

Zajimavy je také moment sily plisobici na soustavu nabitych ¢éstic:

M =Zra><F=ZraanE=(ZraQa]xE.

> M=p; xE. (141)

Nenulovy moment sily ptisobi na dipo6ly i v homogennim poli.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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3. MAGNETOSTATIKA

Jak uZ jsme vidéli v elektrostatice, ve stacionarnim ptipad¢, kdy pole nejsou Casov€ pro-
meénnd, prestanou byt rovnice pro elektrické a magnetické pole provazany. Pro magnetické
pole zbudou z Maxwellovy soustavy dvé rovnice

divB=0, (142)
rotH=j,. (143)

V této kapitole budeme predpokladat, obdobné jako v elektrostatice, ze latka nema pamét, tj.
reakce latky zavisi jen na momentalné piiloZzeném poli a nikoli na jeho ¢asovych derivacich.
Pole budou tak slaba, aby bylo mozné ptredpokladat, Ze odezva latky je linearni (tedy postaci
provést Tayloriiv rozvoj magnetizace jen do prvniho fadu). Dale budeme ptedpokladat homo-
genni a izotropni latku, tj. pfi vypoctech v této kapitole se spokojime s nejjednodussim moz-
nym materidlovym vztahem

B=uH. (144)

Vektorovy potencial

Magnetické pole neni konzervativni, tj. silu plisobici na ¢astice nelze zapsat jako gradient né-
jaké funkce, ktera by hrala roli potencialni energie. Takova funkce v magnetickém poli nee-
xistuje. Rovnice div B ale umoznuje zavedeni vektorového potencialu. Snadno ukazeme, ze
pro libovolné pole plati div(rot K) = 0. Pokud bychom mohli zapsat pole B jako rotaci néja-
kého jiného pole A, bude rovnice (142) automaticky splnéna:

B=rotA = divB=divrot A =0. (145)

Zasadni otazkou je, zda je mozné takové vektorové pole najit. Odpovéd je kladnd, rovnice
rot A = B je parcialni diferencialni rovnici pro pole A, v nizZ pravé strany tvoii pole B. Takova
rovnice ma, az na extravagantni zdroje, jako je magneticky monopdl, vzdy feseni, dokonce je
jich nekone¢né mnoho. Funkci A nazyvame vektorovy potencial magnetického pole. Pokud
najdeme vektorovy potencial, magnetické pole uZ snadno ur¢ime z rovnice

> B=rotA. (146)

K danému poli ale neni potencial urcen jednoznac¢né. Pokud k potencialu pricteme gradient
libovolné skalarni funkce, magnetické pole se nezméni. Takovou gradientni transformaci na-
zyvame kalibracni transformace (v anglictiné gauge transformation):

> A=A+Vf = B=B. (147)
Dukaz tohoto tvrzeni je velmi jednoduchy:
B=rotA=rot(A+Vf)=rotA=B.

Magnetické pole se tedy skutecné nezméni (rotace gradientu je nulova). Ke stejnému poli
vede obrovské mnozstvi potencidlti. Tuto libovili lze vyuzit k vybéru takového potencialu
(této proceduie fikame kalibrace), pro ktery jsou ptislusné rovnice co mozna nejjednodussi.
V elektrostatice jsme elektrické pole dokézali popsat pomoci jedné jediné funkce — skalarniho
potencidlu. Nic takového neplati v magnetostatice. Namisto jednoho vektorového pole (B)
mame jiné vektorové pole (A), jehoZ rovnice jsou jednodussi. Celkové tedy pro popis elektro-
magnetického pole postaci pouhd Ctvetice funkci (skalarni a vektorovy potencial). To dobie
koresponduje s tim, ze zijeme ve Ctyfrozmérném casoprostoru a vétSinu déjii popisujeme
usporadanymi ctveficemi. Pozd€ji ukdzeme, Ze Ctvetice (¢, A) popisuyjici elektromagnetické
pole tvofi tzv. Ctyfvektor, ktery se transformuje za pomoci Lorentzovy transformace. Z trans-
formovanych potencialt ur¢ime odpovidajici pole v jiné soufadnicové soustave.
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Priklad: potencial homogenniho magnetického pole

Ptredpokladejme, ze magnetické pole je homogenni. Soufadnicovy systém zvolme tak, aby

v ném pole mifilo v ose z:
B=(0,0,B). (148)

Zkusme nyni najit vektorovy potencial pfimo ze vztahu (146). Rovnici rot A = B rozepiSeme
do slozek:

Z

o4, 04, _ 94, _ My 4y _p

04, 94 o4,
dy 0dz ’ oz 0x ’ ox dy

(149)

v

Nejpodstatnéjsi je samoziejmé tfeti rovnice: aby derivovanim vznikla spravna prava strana,
musime vhodné zvolit slozky 4, 4, vektorového potencialu. VyzkousSejte si, Ze vhodnymi
potencialy jsou naptiklad

A=(0,Bx,0);

A=(-By,0,0); (150)
A=%(-By, Bx,0);

A =% Bxr.

Vsechny tyto potencialy jsou stejné¢ dobré. Po provedeni rotace dostaneme pole (0, 0, B).

Poissonova rovnice a jeji reseni

Zavedenim vektorového potencialu automaticky splnime prvni z rovnic magnetostatiky (142).
Dosad’'me proto vektorovy potencial do druhé z rovnic magnetostatiky (143)

rotH = j, = rotB = uj, = rotrot A = tjg =
> graddiv A —AA =y, . (151)

Jde o parcialni diferencidlni rovnici pro vektorovy potencial. Jako zdrojovy ¢len vektorového
potencialu zde figuruje hustota vodivostnich proudt. Nebyt prvniho ¢lenu na levé strang, Slo
by stejné jako v elektrostatice o Laplaceovu-Poissonovu rovnici. Prvni ¢len ale rovnici zby-
te¢né komplikuje. Vime, Ze vektorovych potencidlli existuje nekonecné mnoho. Lisi se od
sebe o gradient libovolné funkce. Neslo by tedy mezi nimi vybrat takovy potencial, aby byl
prvni ¢len rovnice (151) nulovy? Predpokladejme, ze potencidl A zndme a hleddme novy,
jehoz divergence je nulova. Zkusme tedy provést transformaci

A=A+Vf (152)
a pozadovat, aby byla divergence nového potencialu nulova:
divA=0. (153)

To vede na rovnici
diV(A+Vf):0 = Af=-divA.

Vzhledem k tomu, Ze na praveé stran¢ figuruje zndma funkce, mame pro f generujici transfor-

maci k novému potencialu rovnici
Af =F(r) (154)

Takova rovnice ma vzdy feSeni, tedy funkce f, ktera ptetransformuje stary potencidl na novy,
existuje. Pro novy potencial bude platit jednodussi rovnice (vinky v dal§im textu vynechame):

> AA =—pijg ; (155)
> divA=0. (156)
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Prvni rovnice je Laplaceova-Poissonova rovnice magnetostatiky pro vektorovy potencial,
druhd rovnice je dodate¢na podminka (tzv. Lorenzova kalibracni podminka), kterou musi
vybrany potencial spliiovat. Nalezneme-li jakékoli feSeni rovnice (155), musime zkontrolo-
vat, zda spliiuje Lorenzovu kalibra¢ni podminku. Vzhledem k tomu, ze zndme Greenovu
funkci Laplaceova operatoru (92) v tfidimenzionadlnim neomezeném prostoru, miZzeme rov-
nou napsat obecné fesSeni

A=G*g, (157)

kde g je prava strana Laplaceovy-Poissonovy rovnice. Po dosazeni mame

A(r) = j G(r,r) g(r)d’r = j [— J(—,ujg(r')) P =
V 14

o
Arc|r—r’

. rl
> A(r):ﬁj Jo( ?d3r' (158)
471'V|r—r

Reseni je zcela analogické skalarnimu potencialu (93) pro elektrické pole. Zdrojem magnetic-
kého pole ale neni hustota naboje, nybrz tok elektrického naboje. Carkované proménné opét
oznacuji polohu zdrojii, necarkované polohu pozorovatele. Ve jmenovateli je vzdalenost mezi
zdrojem pole a pozorovatelem. Pfimym vypoctem lze ukazat, Ze takto zvoleny potencial spl-
fuje Lorenzovu kalibra¢ni podminku div A = 0, pokud plati div jo =0, coz je zakon zacho-
vani naboje ve stacionarnim piipad¢.

Biotuv-Savartuv zakon

Ptredstavme si nyni, Zze magnetické pole neni buzené volné¢ se pohybujicimi ¢asticemi, ale
vodi¢em obecného tvaru (tvar vodice popiSeme kiivkou y), kterym protéka elektricky proud.
Pro tok naboje bude v takovém ptipad¢ platit

jo(r) &' =14r, (159)

kde d I’ je element kiivky sledujici vodi€. Pro vektorovy potenciél tedy budeme mit

Idr

y7,
Ar)=—|——. 160
*) A -[ | r—r’ (160)
v
Magnetické pole vypocteme jako rotaci tohoto vektorového potencialu:
> B=r0tA:ﬁ Idlx—(r;r) (161)
4 ” | r—r’

Vypocet je ptimocary: By = emOidnm ... Derivaci pfesuneme do integralu a jmenovatele deri-
vujeme jako sloZenou funkci. Pfitom vyuzijeme ndm uz zndmy vztah 0r/Ox; = xi /r. Rovnice
(161) se velmi Casto vyuziva v elektrotechnice pii vypoctu magnetickych poli generovanych
vodi¢i protékanymi proudy. Vztah poprvé odvodili francouzsky fyzik a astronom Jean-
Baptiste Biot (1774—-1862) a francouzsky fyzik a matematik Félix Savart (1791-1841) v roce
1820. Pfipomenme, Ze zdkon v podobé¢ (161) plati jen ve stacionarnim ptipadé, tj. pro nepro-
ménné elektrické proudy.

Multipoélovy rozvoj
Stejné jako v elektrostatice budeme 1 v magnetostatice piedpokladat lokalizovanou soustavu

2%

Kazdy z nabojii mé polohovy vektor r,, rychlostni vektor v,, hmotnost m, a naboj Q,. Pozo-
rovatel je ve velké vzdalenosti od zdroje poli a ma polohu r.
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A
z
\Z P(x,y,2)
* r
° Iy
o® >
y
o %0

Tok néboje bude mit tvar superpozice pres polohy jednotlivych ¢astic

jQ (l',) = ZQaVaé‘(r,_ra) . (162)
a
Pro potencial (158) mame (po dosazeni) v tomto piipadé jednoduché vyjadieni
A( ) ﬂo Z Qa a (163)
~|r-r,|

Pole pozorujeme ve vzdaleném misté r, plati r >> r,, takze mizeme provést Tayloriv rozvoj
pro argument r a piiristek r, (postup je zcela identicky s elektrostatikou):

! :l_xlga)i(lji... (164)
|r—r,| r ox, \r
Nyni provedeme derivace (pfi derivovani vyuzijeme Or/Oxy = xi/1)
Lol . (165)
| r— I'a| r v

Odvozeny rozvoj dosadime do vztahu pro potencial a ze sumace vytkneme veliciny, pres
které se nescita:

Ho
A="—- vV, o+
47£rza:Qa “

Prvni €len za rovnitkem je nulovy (soucet pfispévkl vSech elektrickych proudi musi byt ve
stacionarnim piipad¢ pro izolovanou soustavu naboji nulovy). V dal§im ¢lenu lze vzniklou
kombinaci rozlozit na symetrickou a antisymetrickou ¢ast vzhledem k rychlosti a poloze
nabité castice (r,, v,)

20 Y 0 v - (166)
r a

ZQava(r-ra):ZQa (%[va(r-ra)+ra(r-Va)]+%[va(r-ra)—ra(r-Va)]j:
a . (167)

dtZZQa r,(rr,)+— ZQa r,XV,)Xr.

Vzhledem k piedpokladu stacionarity je symetrickd ¢ast nulova (u zéafeni, jak uvidime poz-
déji, uz toto platit nebude) a antisymetrickd ¢ast da dvojny vektorovy soucin

1
A=0 ”23 (ZEQa(raxva)]xr +oee (168)
a
Prvni nenulovy ¢len rozvoje ma tvar:
1
> AV = 4ﬂr3 Pyp XTI PMm EZEQa(raxva) (169)
a
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VeliCinu pym nazyvame magneticky dipélovy moment. Jde o zobecnéni jednoduchého vztahu
pMm = I S pro obecnou lokalizovanou soustavu nabitych Castic. Vztah je vhodny pro numerické
simulace, kde ze znamych poloh a rychlosti ¢astic miZzeme okamZité spocist magneticky di-
pélovy moment soustavy a z ného magnetizaci, tj., reakci systému na pfilozené pole. Ukaz-
me, ze pro jednu jedinou nabitou ¢astici, ktera krouzi po kruznici, povede nova definice mag-
netického momentu na diive pouzivany vztah py =7 S. Nejprve ur¢ime velikost magnetic-
kého momentu:

2R QO

1 2
Q 2Q T

Pm = T

;%Qa(raxva) :%

Symbolem 7 jsme oznacili periodu obéhu nabité Castice, R je polomér kruznice. Pokud bu-
deme plochu uvazovat jako vektor S = S n, ziskdme piivodni vztah.

Magneticky dipol
Magnetické pole dipolu ur¢ime jako rotaci potencidlu (169) pii konstantnim magnetickém
momentu:

B=rotAl = rot%PM Xr,
My *p
B, =—-¢,,,0, :
k Ax kim%1€mop Po 7'3

Nyni standardnim zptsobem derivujeme podil xp/r3 , Leviho-Civitovy symboly pfevedeme na
Kroneckerovy delty a po pfimocarém vypoctu dostaneme

r
B=4’u03[3(pM‘n)n—pM]; n=-—. (170)

r r

Tvar magnetickych induk¢nich ¢ar magnetického dipdlu je shodny s tvarem silocar intenzity
elektrického pole elektrického dipdlu (130). Obé pole ubyvaji se tieti mocninou vzdalenosti
od dipolu a vétSinou se popisuji v soutfadnicové soustave s osou z totoznou s osou dipdlu.

p z P(x’ya Z)
MA BJ_
0
r\ B\ P
y

Je-li osa dip6lu v ose z, maji jednotlivé slozky hodnoty

B =*0Pm (3nznx,3n n 3nZ2 —1);

47r =
Bl=’u0p1\3/[ 3cosfsinb; (171)
4zr

B, = ‘Zopl\f (3cos? -1).
zr
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Magnetostatika

Pro magneticky dip6l lze odvodit obdobné vztahy jako pro dipdl elektricky. Postupy jsou
obdobné. Uved’'me proto bez odvozeni jednotlivé vysledky a shriime je s pfedchozimi vztahy

do jediné tabulky

velic¢ina

elektricky dipol

magneticky dipdl

dipdlovy moment
soustavy

N
Pg = z OrT i
k=1

N1
Pm = Z_rik XV
i1 2

nejjednodussi dva opacné naboje: krouzici ndboj:
realizace pe=0d pm=1S
energie . .
ve vnéjsim poli v prE v pu-B
moment sily _ _
pusobici na dipdl M=pc > E M=puxB
potencial _Pe'r A = Ho PmXr
dipélu 4meyr 4 3
pole dipdlu E:3(PE'n)n_PE g=_*o [3(pg -m)n—pg]
n=r/r 47[80r3 zr . .
3pg . 3
E, = ycosfsing, B, = HoPw cos@siné,
4meyr 47

rozklad pole

E, = Pe 3 (3c0s2 9—1). E| ='uoiz/[(3)cos2 9—1).

Ameyr dzr

V astronomii se magneticky dipélovy moment jednotlivych objektd uvadi v pon€kud nestan-
dardnich jednotkach. Vzhledem k tomu, ze pole dipolu klesa se tfeti mocninou vzdalenosti od
zdroje, uvadgji astronomové magneticky dipolovy moment jako soucin vodorovné slozky
pole na rovniku a tfeti mocniny poloméru t&lesa. Takova veli¢ina ma rozmér Tm® a je Gméma
nami zavedenému magnetickému momentu. Z osmi planet Slune¢ni soustavy nemaji magne-
ticky moment jen VenuSe a Mars. Magnetické momenty planet jsou:

téleso magneticky moment téleso magneticky moment
(Tm’) (Tm?)
Merkur 5x10" Jupiter 160x10"®
Venuse 0 Saturn 4,6x10'
Zemé 8x10" Uran 0,39x10"®
Mars 0 Neptun 0,21x10"

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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4. ZAKONY ZACHOVANI

Elektromagnetické pole, které zavedl anglicky fyzik Michael Faraday jako prostiedi pro pie-
nos interakce, neni jen matematickou pomickou pro popis elektrickych a magnetickych jevi,
ale redlnou entitou, kterd je schopna pienaset z jednoho mista na druhé energii, hybnost
a moment hybnosti. Zakony zachovéani téchto veli¢in jsou zakdédovany do Maxwellovych rov-
nic a my se s nimi v této kapitole postupné seznamime. VypiSme zde proto jesté jednou vSe-
chny Maxwellovy rovnice, abychom se na né pii odvozovani mohli snadno odkazovat:

divB=0, (172)
divD = P> (173)
rOtE=—a—B, (174)
ot
oD
rotH=j, +—. 175
lo+—; (175)

Zakon zachovani energie

Zakony zachovani miizeme formulovat lokalné, tj. tak, aby platily v kazdém bod¢ ¢asopros-
toru. Ukazali jsme si to na néboji, kde vysledkem byla rovnice kontinuity. Tento postup mu-
Zzeme provést pro jakoukoli extenzivni veli¢inu, vysledkem je rovnice kontinuity ve tvaru

a’a'%ﬂﬁvj/l -0, (176)

VeliGina pa je objemové hustota velidiny 4, jeji jednotkou je [A]J/m’. Muze jit napiiklad
o hustotu hmoty (kg/m’), hustotu energie (J/m’), hustotu hybnosti (kg m s/m) atd. Veligina j
je tok veli¢iny 4, md vyznam mnozstvi veli¢iny proteklé jednotkovou plochou za jednotku
asu a mifi ve sméru toku veli¢iny, tedy rychlostniho pole. Jednotkou je [A]/(m’s). Napiiklad
tok energie, o ktery ptjde v této kapitole, ma rozmér J-m s .

Hustotu energie elektrického pole dobfe zndme, je ddna vyrazem (117) — jde o polovinu
skalarniho souc¢inu obou elektrickych vektord, tedy E-D/2. Jde naptiklad o hustotu energie
v kondenzatoru. Obdobné je hustota energie v magnetickém poli dana vztahem H-B/2,
ptikladem miiZze byt hustota energie obsazené v solenoidu. Z Maxwellovych rovnic (172) az
(175) vypocteme ¢asovou zménu hustoty energie a upravime ji do tvaru zédkona zachovani.
Pro zjednoduseni vypoctii budeme uvazovat linearni vztahy mezi obéma elektrickymi vektory
a mezi obéma magnetickymi vektory (D =¢E, B = u H):

8(E-D+H-Bj oD oB

— =E —+H —=
o\ 2 2 ot ot

=E-(r0tH—jQ)+H'(—rotE):
=E-rotH-H-rotE—j,-E=
=—div(ExH)-j, E.

Pfi odvozeni jsme vyuzili vektorovou identitu (D.6) Vysledny zdkon zachovani energie pro
pole ma tvar rovnice kontinuity, jejiZ ¢leny snadno identifikujeme:

Ju
> M oy.s=——p: 177
at+ 177

E'D+H, S=jy=ExH, P=j,E. (178)

> u —
2 2

Pu
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V casové derivaci je celkova hustota energie pole — skladd se z hustoty energie elektrické
a magnetické. V prostorové derivaci (za divergenci) musi byt tok energie. Vidime, Ze je roven
vektorovému soucinu intenzit obou poli ExH. Tok energie elektromagnetického pole se
nazyva Poyntinguv vektor podle anglického fyzika Johna Henryho Poyntinga (1852—-1914),
obvykle ho znac¢ime symbolem S. Vidime, Ze energie teCe vZdy kolmo na intenzitu elektric-
kého pole a intenzitu magnetického pole. Na pravé strané neni nula, coZz znamena, ze se
energie elektromagnetického pole nezachovava. Jak je to mozné? Elektromagnetické pole
muze totiZ svou energii predavat casticim. Napiiklad v mikrovinné troubé, do které jste stréili
ob&d, dojde k jeho ohfevu elektromagnetickym polem. Clen jo'E na pravé strané je hustotou
Jouleova vykonu (W/m’):

jo- E=pou-E=0Onu-E=nu-F=
F-dl
dt
Jouletv vykon popisuje, jak pole piedava energii ¢asticim. Pro pole jde o ztratu energie, proto
je na pravé stran¢ znaménko minus. Teprve zakon zachovani energie pro celou soustavu, tj.

pole spolu s ¢asticemi, by na pravé strané¢ mél nulu [2]. Za ¢asovou derivaci by byly hustota
energie pole a hustota energie ¢astic, za divergenci tok energie pole a tok energie ¢astic.

=nF-u=n =nP=%P.

Zakon zachovani hybnosti

U skalarnich veli¢in, jakymi jsou naptiklad energie nebo néaboj, jsou pfislusnymi toky vek-
tory. U vektorovych veli¢in tomu ale bude jinak, toky budou tenzory druhého fadu. Abychom
pochopili pro¢, budeme se nejprve zabyvat zakonem zachovani hybnosti obycejné vodivé
tekutiny a teprve az poté zakonem zachovani hybnosti elektromagnetického pole.

Vodiva tekutina
Pro objekt o hmotnosti m plati Newtonova pohybova rovnice

mIY = (179)
dt
V nasem piipad¢ ale nejde o jednu jedinou ¢astici, ale hmotny element proudici tekutiny, na

ktery pisobi sila dF. Rychlost jedné ¢astice v nahradime rychlostnim polem u(z, r):
du

dm-L =dF. (180)
dt

Nyni ptejdeme k hustotdm, tj. ob€ strany rovnice vydélime objemovym elementem dV:
du
——f
P dt
Symbol p reprezentuje hustotu hmoty proudici tekutiny, symbol f hustotu pusobici sily.
Uvédomime-li si, ze rychlostni pole je funkci Casu a prostoru, tj. u = u(z, r), budeme mit

(181)

p%—l;+p(u-V)u=f. (182)

Prvni ¢ast na levé strané vyjadiuje explicitni zménu rychlostniho pole, druhy ¢len zménu
rychlostniho pole zptsobenou proudénim (pfi jarnim tani pfinese feka mnoZzstvi rychle tekou-
ci vody z hor). Hustota sily na pravé stran¢ se 1isi podle procesti, které popisujeme. Muze jit
o tlakovou silu, viskdzni procesy nebo Lorentzovu silu piisobici na nabité ¢astice ve vodivé
tekutin€. V nasem jednoduchém tvodnim ptikladé viskozni procesy vynechame. Tlakova
energie je dW, = F dx = pS dx = p dV. Tlak je tedy hustotou energie. Hustota sily bude minus
gradientem hustoty potencialni energie, tedy

f,=-Vp (183)
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Zbyva jeste urcit hustotu Lorentzovy sily. Na nabity element tekutiny piisobi element sily
dF;, =dQE+dQuxB. (184)
Rovnici vyd€lime objemovym elementem, tj. pfejdeme k hustotam:

Ob¢ hustoty sil nyni ptfiddme na pravou stranu pohybové rovnice (182), hustotu Lorentzovy
sily, zatim nebudeme rozepisovat (jde o pfedem dané sily zptisobené vnéjSimi poli):

> paa—l;+p(u~V)u:—Vp+fL. (186)
Tato pohybova rovnice a rovnice kontinuity pro hmotnost
> aa—f+div(pu)=0 (187)

je vse, co potfebujeme k odvozeni zakona zachovani hybnosti vodivé tekutiny. Nezapomeiite,
ze p je hustota hmoty, po je hustota naboje. Hustota mechanické hybnosti tekutiny bude

g=pu. (188)
Naleznéme ¢asovou zménu jedné ze slozek hustoty hybnosti

a auk
58k =50 (Pk)— ”k+p 5

Za ¢asovou zménu hustoty dosadime z rovnice kontinuity (187) a za ¢asovou zménu rychlosti
z pohybové rovnice (186):

d
E(p“k) =—0,(pu;) uy —pu;0)) uy =0y p+ fi.

VSechny ¢leny s derivacemi pfevedeme na levou stranu a upravime:

P d(pu,) d

E(puk) + 8x,l up + (pu z)%llc +i = fLk =
d 0 )
E(P“k) + a_xl(puluk) + —ai =fu =

ai(p”k) + i(P(Skz +puguy) = fig -
t ax I

Ziskali jsme zakon zachovani hybnosti. V zavorce za ¢asovou derivaci je hustota hybnosti.
V zavorce za prostorovymi derivacemi je tok hybnosti neboli tenzor tlaku. Sama hybnost je
vektorova veli¢ina, a proto jeji tok tvoii tenzor druhého fadu. Symetrie tenzoru tlaku zajistuje
zachovani momentu hybnosti v proudici tekutin€. Tenzor tlaku se skladd ze dvou ¢asti: ska-
larni ¢asti, kterou tvoti normalni tlak piisobici ve v§ech smérech stejné. Druhou ¢asti je tenzo-
rova ¢ast souvisejici s proudénim tekutiny. Napravo neni nula, hybnost vodivé tekutiny se
nezachovava, protoze na ni pusobi hustota Lorentzovy sily, kterd ji hybnost predava. Zakon
zachovani hybnosti S rozepsanou Lorentzovou silou miizeme napsat ve slozZkovém zapisu

> —(P“k)+ (Tkl) PoEr+EumioBns  Ti = PO+ pugu (189)

nebo v invariantnim tvaru

> %(pu)N-TP:pQEﬂQxB; TP = p1+ pu®u. (190)
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Elektromagnetické pole
Elektromagnetické pole miizeme chéapat jako soustavu fotont s nulovou klidovou hmotnosti
a energii

E=pc. (191)

Pro hustotu energie py a hustotu hybnosti pole y mame
py=7c. (192)
Pro hustotu hybnosti y jako vektor mizeme psat

y=Pre =Pu’ (193)
c c c
V C(itatelich je soucin hustoty energie a rychlosti Sifeni, tj. tok energie, ktery je dan Poyn-
tingovym vektorem, proto
ExH

> -
(4

(194)

V kapitole o elektromagnetickych vinadch odvodime vztah mezi rychlosti svétla, permitivitou
a permeabilitou (¢ = 1/eu), pomoci néhoZ vztah prepiseme:

Y=DxB. (195)

Povsimnéte si, ze vektorovy soucin intenzit poli ma vyznam toku energie, zatimco vektorovy
soucin indukci poli ma vyznam hustoty hybnosti. Nasim cilem je nyni sestavit zakon zacho-
vani hybnosti elektromagnetického pole, tedy najit ¢asovou derivaci vztahu (195). Pfi upra-
vach vyuzijeme soustavu Maxwellovych rovnic (172) az (175):

ﬂ:Q(DxB) LG O VL (rotH—jo)xB + Dx(-rotE) = -
ot ot ot ot
Nasleduji standardni upravy pro ,,katou* slozku ¢asové zmény hustoty hybnosti, ve kterych
¢leny s prostorovymi derivacemi pievedeme do tvaru divergence. Lze to provést napiiklad
ptepisem vektorovych sou€int pomoci Leviho-Civitova tenzoru. Detaily nalezne Ctendf v za-
znamu piednéasky na serveru aldebaran.cz (sekce studium, teoreticka fyzika). Vysledkem ele-
mentarnich tprav s vyuzitim Maxwellovych rovnic je

a o 7 EM
> —(DxB)+V- T =—p,E—j,XB; 196
> TEMEETi—E®D+¥i—H®B, (197)

V zékonu zachovani (196) vystupuje za Casovou derivaci hustota hybnosti elektromagnetic-
kého pole. Za prostorovou derivaci (divergenci) je tenzor toku hybnosti pole T, ktery se
nazyva Maxwellitv tenzor pnuti nebo také nékdy tenzor tlaku. Sklada se z elektrické a mag-
netické ¢asti, kazd4 z nich ma dva ¢leny — skalarni (diagondlni) a tenzorovy. Je to obdobné
jako u tenzoru tlaku ¢astic, kde jsme méli skalarni tlak pdy; a dynamicky tlak puguy. Vidime,
ze hybnost elektromagnetického pole se nezachovava. Je to dano preddvanim hybnosti pole
¢asticim. Teprve celkovy soucet hybnosti vSech €astic a pole ma tvar zdkona zachovani. Zis-
kame ho sectenim rovnic (190) a (196):

> %(pu+DxB)+V-(TP+TEM):O. (199)
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Odvozena rovnice je zdkonem zachovani hybnosti pro vodivou tekutinu respektive soustavu
nabitych castic a elektromagnetické pole. Prvni ¢len v ¢asové derivaci ma vyznam hustoty
hybnosti latky g =pu, coz je ale soucasn¢ tok hmoty zrovnice kontinuity. Druhy c¢len
v = DXB je hustotou hybnosti elektromagnetického pole. V prostorovych derivacich se na-
chazeji tenzory toku hybnosti Castic, a toku hybnosti elektromagnetického pole.

Casova zména hybnosti je sila, asova zména hustoty hybnosti je hustota Lorentzovy sily,
kterd vystupuje na pravych strandch zakonli zachovéani (kladn€ u cCastic a se zapornym
znaménkem u poli). Teprve soucet obou rovnic d& na pravé strané nulu. SepiSme jest¢ jednou
celkovy vysledek:

om = =
—+V.-T=0;
ot
> T=g+y=pu+DxB, (200)

T=T"+TM =pi+pu®u+¥i—E®D+¥i—H®B.

V této celkové bilanci jsme zavedli celkovou hustotu hybnosti ¢astic a pole & a celkovy ten-
zor toku hybnosti ¢astic a pole T.

Tlak pole
V této ¢asti se budeme zabyvat tlakem, kterym elektromagnetické pole plisobi na své okoli.

Staticky tlak

U tekutiny hréla skalarni ¢ast toku hybnosti roli bézného tlaku. Nejinak je tomu u toku hyb-
nosti pole (Maxwellova tenzoru pnuti). Obsahuje dvé skaldrni ¢asti, jednu magnetickou
a druhou elektrickou, které mizeme ztotoznit s magnetickym a elektrickym tlakem:

1 B’

Pwm ) 2 ( )
2

> pr=LE-D=2 (202)
2 2€

PovSimnéte si, ze oba tlaky jsou hustotou piislusné energie pole (magnetické nebo elek-
trické). Obdobné je tomu i v mechanice, naptiklad mgh je energie v tthovém poli a hustota
energie pgh je hydrostaticky tlak zplsobeny tizi. Ve slune¢nich skvrnich dosahuje lokalni
magnetické pole hodnoty az 0,3 tesla, tomu odpovida tlak B*/2u piiblizné 400 000 Pa, coz
neni nikterak malo. Kolem plazmovych vlaken protékanych elektrickym proudem se vytvaii
magnetické pole a v okoli vldkna vznika gradient magnetického tlaku. Ten zpétné plisobi na
vlakno a komprimuje ho do té doby, nez je gradient tlaku magnetického pole vyrovnan gradi-
entem tlaku latky. Vznikla rovnovazna konfigurace je analogii kulovych struktur v gravitaci
(zde namisto gradientu magnetického tlaku objekt komprimuje gravitacni sila). V plazmatu je
vétSinou takovad rovnovazna konfigurace nestabilni, jen pro proudy tekouci po Sroubovici
muizeme dosdhnout stability Utvaru, viz [2]. Obdobné muze i elektrické pole zplsobovat
enormni tlaky, které jsou zodpovédné za presuny latky a mnohé dalsi jevy.

Tlak zareni

Elektromagnetické zafeni neni ni¢im jinym nez pravideln¢ se ménicim elektrickym a magne-
tickym polem. Ve statistické fyzice, viz naptiklad [1], se da odvodit, Ze zatfeni plisobi na okoli
tlakem rovnym tietiné primérné hustoty energie. My tento vztah odvodime prostym stiedo-
vanim tenzoru hybnosti elektromagnetického pole, jehoZ jednotlivé ¢leny maji vyznam ska-
larniho a tenzorového tlaku. Budeme-li integrovat zdkon zachovani hybnosti elektromagne-
tického pole ve vakuu ptes libovoln€ vybrany objem dostaneme (s pouzitim Gaussovy véty)
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Wova™Moo = Lfffyar+ § T .ds=o.
Jt de=y s=ov

Vzhledem k tomu, ze prvni Clen reprezentuje Casovou zménu hybnosti, tedy pusobici silu,
musi mit tenzor toku pole vyznam sily plsobici na jednotku plochy (vyplyva to okamzité
1 s jeho ztotoZznénim s tlakem, ktery je opét silou na jednotku plochy). Oznaéime-li n smérovy
vektor, bude tlak elektromagnetického zatfeni roven:

p=T5" (). (203)

Pruh nad symbolem oznacuje stfedovani pies vSechny mozné hodnoty a uhlova zavorka
sttedovani pres vSechny mozné sméry. UrCeme nejprve stiedovani pies thly:

1
<nknl> = Ej.nknl dQ=4 5](] . (204)

Stiedni hodnota smérovych vektort pres vSechny sméry nesmi zaviset na volbé souradni-
cového systému, pijde tedy o diagonalni symetricky tenzor, ktery bude tmérny Kronecke-
rovu delta. Konstantu 4 urc¢ime ze stopy levé a pravé strany:

(mm)y=46, = (1)=34 =  4=1/3.
Proto plati
1
<nknl> = gé‘kl . (205)

Pro tlak elektromagnetického zafeni mame

—EMm 1 17em 1(1 1
P=Tk1;M§5k1 ZETk%M ZE(EE'D%‘ —Ey Dy +5H'B5kk _HkBkj =

pzl(EE-D—E-D+§H-B—H-BJ=l(lE-D+lH-Bj =
312 2 312 2

> p= %ﬁ. (206)

Tlak elektromagnetického zateni je tfetinou stfedni hustoty jeho energie. Tento tlak je scho-
pen pohanét slunecni plachetnice, odfouknout ohon komety, ¢i vytvofit bublinu kolem rodici
se hvézdy v jeji zdrodecné mlhoving.

Zakon zachovani momentu hybnosti
Moment hybnosti je standardné definovéan vztahem
b=rxp. (207)

Ve skutecnosti nejde o vektor, ale o tzv. pseudovektor, antisymetrickou matici tvofenou sloz-
kami

My =xpp =X P - (208)
Takova matice ma jen tfi nezavislé Cleny, které interpretujeme jako slozky vektorového
soucinu:
by =My =x,p3=x30 ;
by =Mz =x3p; —x1p3; (209)
by =My =x1py =X,y -
Matici My tedy miizeme ztotoznit s momentem hybnosti. Nyni zavedeme hustotu momentu

hybnosti elektromagnetického pole vztahem
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> Mg = Xy 70 = X, 7 (210)

tedy jsme jen zaménili hybnosti p; za jejich hustoty z;. Jde o celkovou hustotu hybnosti pole
a Castic m=g + 7. Obdobné bude T=T" + T™™ celkovy tenzor toku hybnosti ¢astic a poli.
Nyni budeme zkoumat asovou zménu hustoty momentu hybnosti. Casové zmény hustoty
hybnosti vyjadiime ze zakona zachovani hybnosti (199):

d o, oy
o Mt = Xk "X X (_anTnl)_xl (_anTnk) :
Nyni pfesuneme derivace dle vztahu pro derivaci soucinu fg' = (fg)' — f'g:
d
> M :—an(kan1)+Tn15nk+an(x1Tnk)—Tnk5nl =
0
o M = -9, (%7, _xlTnk)+Tkl — T -

JiZ jsme se zminili, Ze symetrie tenzoru toku hybnosti souvisi se zdkonem zachovani momen-
tu hybnosti. Pro symetricky tenzor se posledni dva ¢leny odectou a méme zdkon zachovani
momentu hybnosti pro elektromagnetické pole a s nim interagujici ¢astice:

J .

59‘4/{1 +0, Ny =0;

> My = X470 = X T (211)
Nian = XLy — %, T, -

Tok momentu hybnosti N, je tenzor tfetiho fadu. Pokud by tenzor toku hybnosti 7j; nebyl
symetricky, neplatil by zdkon zachovani momentu hybnosti a tekutina ¢i pole by se samy od
sebe mohly roztacet, coz je samoziejme v rozporu s pozorovanim.

Pole jako realna entita

Predstavme si, ze mame k dispozici dvé nabité Castice, naptiklad dva elektrony, ve vzdale-
nosti jednoho metru. N&jakym zpiisobem pohneme prvni ¢astici. Pockame-li ur¢itou dobu,
projevi se naSe akce i na druhé ¢astici, kterd se pohne také. Nebude to ale okamzité. Prvni
elektron vytvoii svym pohybem elektromagnetické pole, kterému pieda urcitou ¢ast energie,
hybnosti a momentu hybnosti. Tyto tfi atributy pfenese pole rychlosti svétla ke druhé ¢astici.
Op¢t vidime, ze pole neni pouhou matematickou konstrukei uleh¢ujici vypocty, ale fyzikalni
realitou. Pole je nositelem energie, hybnosti i momentu hybnosti.

................ > w

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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5. ELEKTROMAGNETICKE VLNY

Zakladni pojmy

Ozna¢me veli¢inu, jejiz hodnoty se méni v ¢ase a prostoru w(z, x). Je jedno, zda jde o ska-
larni, nebo strukturovanou, naptiklad vektorovou, veli¢inu. Mlze jit o tlak, hustotu prostiedi,
teplotu, rychlostni, elektrické ¢i magnetické pole, vySku motské hladiny a podobné. Uved'me
si nejprve neékteré pojmy, které se pouzivaji v teorii vin.

Vinova funkce

Veli¢ina y(t, x) popisuje vinéni v ¢ase a v prostoru. Polozime-li # = const, pozorujeme ¢asovy
snimek vinéni. MiZete si predstavit, ze vyfotografujeme napiiklad vinici se motskou hladinu
a prohlizime si vzniklou fotografii. Polozime-li x = const, pozorujeme Casovy prubéh sledo-
vané veli¢iny v jednom urc¢itém misté. VInéni vétSinou popisujeme komplexni vlnovou fun-
kci, pouziti komplexnich ¢isel vyznamné zjednodusi nékteré vypocty. Fyzikalni vyznam ma
ale zpravidla jen redlna ¢ast vinové funkce. Tak jako kazdou komplexni funkci, miZeme
vlnovou funkci zapsat pomoci dvou redlnych funkci, amplitudy 4 a faze ¢:

> w(t,x) = A(t,x) e 200 . (212)

Vinoplocha

Plocha spojujici mista s konstantni hodnotou faze ¢ vinové funkce se nazyvé vinoplocha. Na
vlnoplose je vinéni ve stejné fazi (napiiklad vinoplocha spojujici mista, v nichz ma tlak 75 %
maximalni hodnoty).

Uhlova frekvence
Uhlovou frekvenci chapeme zménu faze vinéni s asem, budeme ji definovat vztahem

> __47 (213)

Minus v definici neni podstatné, zajistuje jen, aby se rovinna vilna pohybovala ve sméru vl-
nového vektoru. Pozdéji bude toto znaménko uzitecné i1 ke spravnému relativistickému zapisu
vztahtl. Uhlova frekvence se miize ménit jak s Gasem, tak od mista k mistu. Je-li thlova frek-
vence neproménna, 1ze jeji velikost zapsat pomoci periody 7 jako w = 27/T.

Vinovy vektor
VInovym vektorem nazveme zménu faze vinéni se vSemi prostorovymi proménnymi,

> _9% v, (214)
ox

Vlnovy vektor jakozto gradient mifi kolmo na vinoplochu, tj. ve sméru $ifeni vIn. Jeho veli-

kost i smér se miize ménit s casem i od mista k mistu. Je-li vlnovy vektor neproménny, lze

jeho velikost zapsat pomoci vinové délky 4 jako k = 27/A.

Disperzni relace
Vlinéni je v kazdém misté popsano ¢tyifmi Cisly (w, k), pozdé&ji uvidime, Ze tvofi relativisticky
ctyfvektor. Tato Cisla jsou zdvisla. Vztah mezi nimi lze odvodit z rovnic popisujicich dany
typ vIinéni. VEtSinou ma zavislost obecny tvar

Hw.k)=0 (215)

a nazyva se disperzni relace. V nékterych ptipadech je mozné z disperzni relace explicitné
vypocitat tthlovou frekvenci v zavislosti na vinovém vektoru nebo vlnovy vektor v zévislosti
na thlové frekvenci:
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w=0k), (216)
k =k(w). (217)

Tam, kde to explicitné mozné neni, miizeme pouzit vétu o implicitni funkci a disperzni relaci
ve tvaru w(K) urcit alespon lokalné.

Rovinna (monochromaticka) vina

Jde o nejjednodussi typ viny, kterd ma konstantni amplitudu a fazi, jez je linearni funkci casu
a prostoru:
A(t,x) = 4;

218
P, x)=cpt+x+oy+az=—0t+kx+k,y+k z=k-x-owt. 218)

Vyznam koeficienti ¢; plyne z definice thlové frekvence a vlnového vektoru. Termin mo-
nochromatickd v nazvu vlny znamena, ze ve viné je zastoupena jedina frekvence neboli barva
(chromos). Rovinna (monochromaticka) vina ma tedy tvar

w(t,x) = Aellkx -l (219)

Na prvni pohled je ziejmé, ze plochy konstantni faze ¢(¢, x) = const piedstavuji rovnice pie-
souvajicich se rovin:
@(t,x) = const =

kx+k,y+k,z—wt=const =
ax+by+cz+d()=0.

Piesun roviny budeme chéapat jako kolmy k této roving (Sikmé pfesuny rovin Ize tak jako tak
nahradit kolmym pfesunem s rychlosti rovnou projekci rychlosti do kolmého sméru). Smér
presunu ur¢ime jako gradient rovnice roviny:

Pt X) =kx+k,y+k,z—wt = Vep=k.

Vlnovy vektor proto mifi ve sméru §ifeni vinéni.

Fazova rychlost

Féazové rychlost je rychlost pfesunu roviny konstantni faze. Zvolme soufadnicovy systém tak,
aby se roviny pfesouvaly ve sméru prvni osy, tj. k = (k, 0, 0)

Diferencovdnim rovnice plochy konstantni fize ziskame rychlost pfesunu plochy (fazovou
rychlost)

kx — wt = const = kdx—awdt=0 = vf:%:Q.
dt &k
Pro obecnou volbu soufadnicového systému plati
w w
| 2 Ve =—; Ve =—6€,,. 220
F= £ = (220)
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Prvni vyraz urcuje jen velikost fazové rychlosti, druhy vyraz ukazuje, Ze vektor fazové rych-
losti mifi ve sméru vinového vektoru. Fazova rychlost souvisi jen s pfesunem mista, které ma
stejnou fazi vinéni, nesouvisi se skutecnym makroskopickym ptesunem hmoty (kola Sifici se
na vodni hladin€ maji jinou rychlost nez voda samotnd). Fazova rychlost miize byt, a v mno-
ha ptipadech je, nadsvételnd. Tvar disperzni relace urcuje hodnotu fazové rychlosti pro rizné
frekvence. Jev, kdy se viny riznych frekvenci §iti riznou rychlosti se nazyva disperze.

Obecna vina
S rovinnymi vlnami se velmi snadno pracuje a miZeme z nich poskladat vlnu obecnéjsiho
tvaru:

w(t,x)= j a(w,k) e KX~ g3k | (221)

Jde vlastné o Fourierovu transformaci y(¢, X) <> a(w, k). Amplitudy vin jsou Fourierovym
obrazem vlnové funkce. Integrace se provadi jen pies slozky vinového vektoru. Uhlova frek-
vence je na vlnovém vektoru zavisla prostiednictvim disperzni relace (216), a proto se pfes ni
neintegruje. Formalné mizeme integraci zapsat ctyfrozmérné pomoci Diracovy distribuce:

w(t,X) = ja(a),k) KX 51— w(k)] dod’k . (222)

Grupova rychlost

Zkoumejme nyni rychlost pfesunu vinového baliku — klubka vIin podobnych frekvenci a vino-
vych vektort. Pro jednoduchost budeme uvazZovat balik §itici se ve sméru osy x (tak zvolime
soufadnicovy systém):
ko +Ak '
w(t,x) = j a(w, k) e P2 df . (223)
ko—Ak

Amplituda vIn je nenulova jen v intervalu (k, — Ak, ky + Ak) a nahradime ji konstantni ampli-
tudou:
ko +Ak
w(t,x)~a(wy, ko) | & dk.
ko—Ak

V dal$im kroku vytkneme z integralu prostfedni vinu

k
i(kgx—wyt) [(k—ky)x—(@-y) t]

w(t,x) = a(@y, ky)e ¢ dk .

ko—Ak
Nesmime zapomenout, Ze @ = w(k) a integrace se ,,skryté* provadi i pfes w. Dalsi upravy
jsou ziejmé:

(k) -,

) ko +Ak
w(t.x) = a(@g.ke)e " [ exp i(k—ko)[x— ¢ | |dk.

Y 0

Zlomek v argumentu exponencialy lze nahradit derivaci (pro A k£ — 0)

o(k)-®) 3w

v, (ko).
kg ok|, o)

ko

Veli¢ina v, ma zatim vyznam jen oznaceni pro vySe definovanou parcialni derivaci. Vlnovy
balik mé nyni tvar:
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ko+Ak

w(t,x) = a(@y, kg)e " Oj exp[i(k—ko)(x—vgt)]dk.
ko—Ak

Je zfejmé, Ze po integraci pies vlnovy vektor bude vysledek integralu funkci x — v,t:

i(kox—, i(kgx—wyt)

w(t,x) = a(wy, ky)e Y F(x—vyt) = A(x —vgt)e

Vlnovy balik ma tedy obalku Sifici se rychlosti vg, které fikdme grupova rychlost. Vnitini ¢ast

baliku je vyplnéna nosnou vinou exp[i(kox — wt)]. Vypocet jsme pro jednoduchost provedli
v jedné dimenzi. Pro obecné mifici vinovy vektor je

>

_dw | dw Jw aa)}. (224)

Ye 7oKk | ok, 9k, ok,

e

A

Rychlost §ifeni vlnového baliku jako celku se nazyva grupova rychlost. Je to rychlost Sifeni
informace o tvaru baliku a rychlost pienosu energie baliku. Nutné¢ musi byt podsvételna.
S vyuzitim de Broglieho vztahti a Hamiltonovych kanonickych rovnic dgi/dt = 0H/dpy snadno
ukazeme, ze jde o mechanickou rychlost ¢astice kvantove spojené s vinovym balikem:
ow Jhw OJE OoH
dk Jdhrk Jdp Jdp

mech -

Graficky vyznam fazové a grupové rychlosti

Graficky vyznam fazové a grupové rychlosti vidime na obrazku. Fazova rychlost je déna tan-
gentou thlu, ktery svira spojnice bodu na kiivce disperzni relace s pocatkem (vzhledem k vo-
dorovné ose), grupova rychlost je dana smérnici te¢ny (jde o derivaci):

Up=ctgy; (225)
Vg =C1g7>. (226)
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Schéma vypoctu
Maiéme-li ke sledovanému jevu né&jaky teoreticky model, nejlépe usporadany do piehledné
soustavy rovnic, je napul vyhrano. Uved’'me nyni zékladni postup vypoctu:

1.

Miuzeme se pokusit n€které proménné ze soustavy vyloucit a snizit tak pocet proménnych.
Idedlem je samoziejmé ziskat jedinou rovnici pro jedinou neznamou. Popisuje-li model
vinéni, bude vysledna rovnice n¢jakym druhem vinové rovnice. Tuto proceduru mizeme
kdykoli pferusit a ptejit k nasledujicimu kroku.

Je-1i soustava nelinearni, budeme ji linearizovat, tj. feSeni napiSeme jako né&jaké nalezené
feSeni, k némuz ptfiddme malou poruchu prvniho tadu (vy$$i mocniny nez prvni zane-
dbame). Maxwellova soustava rovnic je linearni a tento krok mtizeme vynechat.

Obecné teSeni (vlnu) slozime z rovinnych vin podle vztahu (221). Vzhledem k linearité
soustavy se kazdou rovinnou vlnou miizeme zabyvat zvlast. Uplné feseni lze kdykoli
pozdéji z téchto parcialnich vin slozit. S rovinnymi vlnami se mimoiadné snadno zachazi.
Zkusme rovinnou vinu derivovat podle Casové a prostorové proménné:

J d | i[kx-wt] i[kx —wt]

El// = EAC = —1wAe = —ia)l//,
J d . ilkx-wr] o ilkx— o] :

a_l// = a—Ae = +ik;Ae = +ik,p.
X X

Vidime, Ze parcidlni derivace pro rovinnou vlnu ptechdzeji na algebraické vyrazy. Jaké-
koli kombinace parcialnich derivaci Ize nahradit algebraickymi vyrazy plynoucimi z obou
uvedenych relaci. Sestavme je do piehledné tabulky:

Vyraz Ptiklad
i—>—ia) a—f:—ia)f
ot ot
0 ) of .
— > +ik — = +ik
axl ! axl lf
V - +ik Vf=+ikf (227)
div—>ik- divV = ik-V
rot > 1k X rotV = ikxV
V? 5 —k? V2f = —k*f

Podle téchto pravidel pfevedeme vychozi soustavu na algebraickou soustavu rovnic, se
kterou se snaze zachazi. Tento krok je ekvivalentni provedeni Fourierovy transformace.

Vzhledem k tomu, Ze hleddme nenulové feSeni, musi byt determinant soustavy nulovy
(ptedpokladame, ze vysledna soustava nema pravou stranu a vétSinou tomu tak skutecné
je). Z této podminky ziskame vztah mezi @ a k, tedy disperzni relaci. Casto je vyhodné
eliminaci snizit poCet proménnych soustavy, a tim fad pocitaného determinantu. Snizova-
ni po¢tu proménnych mizeme provadet pred pouzitim pravidel Fourierovy transformace
(pro parcialni diferencialni rovnice, viz krok 1) i po ném v algebraické soustavé.

Je-li disperzni relace komplexni, je vhodné fesit pfipadnou stabilitu ¢i nestabilitu naleze-
ného fesSeni. Komplexni thlova frekvence nebo vinovy vektor znamenaji, Zze ve vyrazu
exp[i(k-x — w?)] jsou exponencialni neoscilujici ¢leny, které mohou vést k utlumu nebo
exponencialnimu nartistani feseni (nestabilit¢).
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6. Z disperzni relace se pokusime urcit uhlovou frekvenci a ze vztaht (220) a (224) nalez-
neme fazovou a grupovou rychlost vin.

7. Vratime se k ptivodni soustavé rovnic a zkoumame vztahy mezi jednotlivymi veli¢inami,
vzajemné smeéry ruznych vektort, zda je vinéni piicné ¢i podélné atd.

Viny ve vakuu

Jako jednoduchy ptiklad na uvedeny postup fesSme elektromagnetické viny ve vakuu, kde pla-
ti po =0, jo =0 a materidlové vztahy jsou pouze D = gE, B = yoH. V soustavé (46) az (49)
ponechame vektory E a B:

divE=0,

divB=0,
I‘OtB = goﬂo aE/at,
rotE=-0B/ot.

(228)

UkéaZeme dva postupy feSeni. V prvnim se pokusime eliminovat proménné jesté pied prove-
denim Fourierovy transformace, v druhém az po jejim provedeni.

Postup 1

Z Maxwellovych rovnic se pokusime vyloucit magnetickou indukci a ziskat rovnici pro elek-
trické pole. Na ¢tvrtou rovnici zapiisobime operaci rotace a na pravé strané za rot B dosadime
z tfeti rovnice:

orotB 0°F,
rotrot E=— = rotrotE=—-gyuy—5- =

ot 0 t2
( raddiV—Vz)E =—¢& 82_E
g ==&k v

Vzhledem k tomu, ze div E = 0, ziskdvame vyslednou rovnici
o’E
VzE—SO,an7 =0. (229)

Jde o znamou vlnovou rovnici pro elektrické pole. Obdobné bychom eliminaci elektrického
pole mohli z Maxwellovych rovnic ziskat stejnou rovnici pro magnetické pole. Nyni prove-
deme Fourierovu transformaci podle pravidel uvedenych na piedchozi stran¢:

(—k2 +80ﬂ0a)2)E = 0.

Parcialni diferencialni rovnici jsme pievedli na algebraickou rovnici bez pravé strany. Nenu-
lové fesSeni bude existovat pouze tehdy, kdyz

I+ g’ =0 =

1

Eoldg

> (k)=

k. (230)

Z podminky nenulovosti feSeni jsme odvodili disperzni relaci. Fazova rychlost §ifeni (rych-
lost svétla) je

> SRR (231)
k- \ &oto
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Nalezena disperzni relace tvaru o = ck je nejjednodussi mozna (ptimkova), fazova i grupova
rychlost je stejnd a vinéni nejevi disperzi, tj. rychlost neni zavisla na vinové délce resp. vino-
vém vektoru.

Postup 2

Budeme piedpokladat, Ze se ndm nepodafilo ze soustavy Maxwellovych rovnic eliminovat
rovnici pro elektrické ¢i magnetické pole. Provedme proto Fourierovu transformaci jiz
v pivodni soustaveé rovnic (228):

k-E=0,

k-B=0,
kxB=-weyu E,
kxE=+wB.

(232)

Eliminaci proménnych Ize provést nyni. Dosadime B z posledni rovnice do ptedposledni:

1
—KkX(kXE)=-wegu E =
w

k(k-E)-k’E=-0" £, t,E.
Prvni vyraz je podle prvni rovnice z (4.23) nulovy a rovnice pro elektrické pole proto je
(k2 —Eoly a)z) E=0.
Podminkou nenulovosti elektrického pole je opét disperzni relace

1
Eolg

k = ck.

K —gopg® =0 = ak)=

Z ptvodni soustavy (232) snadno zjistime, ze vektory E, B a k jsou navzajem kolmé a elek-
tromagnetické vinéni je proto pticné.

B

Vektory E a B nejsou v elektromagnetické viné nezavislé, z rovnice rot E = —0B/0¢ plyne po
Fourierové transformaci k£ = wB a tedy

> ———y (233)

Tento vztah mé hlubsi vyznam. Podil elektrické intenzity a magnetické indukce ma vzdy vy-
znam typické rychlosti v daném systému. Napfiiklad pro plazma jde o driftovou rychlost ¢as-
tic, pro elektromagnetickou vinu o fazovou rychlost jejiho Sifeni. V piipadé vakua je fazova
rychlost rovna c. V materidlovém prostiedi zavadime index lomu

> n=< (234)
Vg

a podil obou poli je v elektromagnetické viné roven E/B = ve= c/n.
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Polarizace

Polarizaci elektromagnetické viny rozumime rovinu kmitt elektrického pole. Tato polarizace
muze byt rovinnd (Zlutd rovina na obrazku), pfi niz vektor elektrického pole kmité stale ve
stejné roving. Rovina kmitl elektrického pole se ale milize i stacet (a sni i rovina kmitl
magnetického pole). Polarizace miize byt naptiklad kruhova (koncovy bod elektrického pole
opisuje kruznici) nebo chaoticka (elektromagnetickd vina se sklada z mnoha emisnich akt
ruznych polarizaci).

Poznamka 1: Vidime, Ze neni dilezité, v jaké fazi vypoctu provedeme Fourierovu transfor-
maci, oba postupy vedou ke stejnému vysledku. Pokud neumime zachéazet s parcidlnimi dife-
rencialnimi rovnicemi, je vyhodné provést transformaci co nejdiive. Nepodati-li se nam pro-
vést eliminaci proménnych ani pied, ani po transformaci, bude podminkou nenulovosti feseni
nulovost determinantu celé soustavy.

Poznamka 2: Rychlost svétla ndm vysla zavisld pouze na permitivité a permeabilité¢ vakua.
Je dana vlastnostmi vakua. Rychlost je ve vSech soutfadnicovych soustavach stejna. To je di-
sledkem faktu, ze Maxwellovy rovnice maji odliSné transformacni vlastnosti od klasické me-
chaniky, kde se rychlosti soustavy a zdroje scitaji. Nesoulad klasické mechaniky a elektro-
dynamiky vyustil v fadu experimentt, které ukazaly, Ze chovani pfirody odpovidd Maxwello-
v¢ elektrodynamice. Proto bylo tieba klasickou mechaniku upravit tak, aby byla v souladu
s elektrodynamikou. Tuto upravu provedl Albert Einstein v roce 1905 — nazyva se specialni
teorie relativity. Vede k dnes znamé kontrakci délek a dilataci Casu.

Poznamka 3: Z Maxwellovych rovnic plyne, Ze se elektromagnetické viny mohou S§ifit 1 ve
vakuu, daleko od zdrojii, z nichz vznikly.

Poznamka 4: Maxwell ze svych rovnic ukazal, Ze svétlo je elektromagnetickym vinénim a ze
musi existovat i elektromagnetické vIinéni kratSich 1 delSich vlnovych délek, neZ ma svétlo.
Takova vinéni byla pozdéji objevena.

Viny v anizotropnim prostredi

Vlastnosti latky mohou vnést do Sifeni elektromagnetickych vin vyraznou anizotropii. Totéz
muze zplsobit vnéjsi elektrické a jeSté Castéji magnetické pole. Vénujme se v této kapitole
velmi kratce anizotropnim materidlim. Pro jednoduchost predpokladejme linedrni odezvu
a pouze elektricky anizotropni prostiedi (naptiklad obycejnou sil), kde plati Dy = enE):

D, &n € €3l E
D, |=| &y €xn Exn||E| (235)

D; E31 &3 €33) | B3

Vektor D uz obecné nemiii ve sméru vektoru E, permitivita neni jediné Cislo, ale devitice
¢isel tvoricich tenzor permitivity druhého fadu. Ze zakladnich fyzikalnich uvah, které jdou za
hranici tohoto kurzu, plyne, ze tenzor permitivity musi byt symetrickou matici tj. ey = ey.
Symetrické matice ale maji redlna vlastni ¢isla a tfi navzajem kolmé vlastni vektory, které
mohou hrat roli pfirozené baze, jinymi slovy pfirozené soufadnicové soustavy. Napiiklad
v krystalické latce jde o osy, podél nichz se vIinéni §ifi podstatné jednoduseji nez v ostatnich
smérech. Pokud budeme latku popisovat v takové soufadnicové soustaveé, bude mit tenzor

permitivity jen diagonalni ¢leny, tedy tii hodnoty permitivity liSici se ve tfech smérech.

g 0 0
e=|0 & O (236)
0 0 &

Riizna permitivita v riznych smérech znamena rizné rychlosti Sifeni a rtizny index lomu:
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c ety _ |&
Uy, 1/ EL &o

Pokud jsou vSechny tii permitivity, a tim i1 indexy lomu, rizné (n; # ny # n3), hovotfime
o dvouosém krystalu. U mnohych krystalii jsou ale dva ze tfi indext lomu stejné, tj. napiiklad

(237)

V tomto piipadé¢ hovofime o jednoosych krystalech, oba shodné indexy nazyvame fadnym
indexem lomu (ordinary) a tieti, 1iSici se od ostatnich, nazyvame mimotadnym (extraordi-
nary) indexem:

> " (239)

Ptiklady indexi lomu nékterych jednoosych krystalt jsou v néasledujici tabulce:

krystal o Ne

kfemen 1,544 | 1,553
rutil 2,616 | 2,903
islandsky vapenec | 1,658 | 1,486
turmalin 1,669 | 1,638
beryl 1,598 | 1,590

U elektricky anizotropnich latek se setkdvame s fadou novych vlastnosti. V krystalech se ob-
jevuji soucasné dvé vinoplochy odpovidajici Siteni fadné a mimotradné viny. Tomu odpovi-
daji i dva vinové vektory a dvojity obraz véci zobrazenych dvojlomnym krystalem. Vzdy ale
existuje jedna osa, v niz oba vlnové vektory splyvaji a vinoplochy fadné a mimotadné viny se
dotykaji. Takové ose fikdme opticka osa.

opticka
osa

opticka
0sa

kladny krystal (ne > n,) zadporny krystal (n, < n,)

Smeéry jednotlivych vektora ziskdme z Maxwellovych rovnic, v nichz nebudeme uvazovat ani
prostorové naboje, ani tekouci proudy a ponechame oba elektrické i oba magnetické vektory
a provedeme Fourierovu transformaci:

divB=0; divD=0; rotE:—a—B; rotH:E)_D =,
ot ot
k-B=0; k-D=0; kxE=wB; kxH=-wD. (240)

Vlnovy vektor k je kolmy na vektory D a B, tj. m& smér hustoty hybnosti DxB a tedy fazové
rychlosti vinéni. Naopak grupova rychlost ma smér Sifeni energie, tedy smér Poyntingova
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vektoru (toku energie) ExH. Za paprsek povazujeme smér Sifeni energie, tedy neni uz kolmy

na vilnoplochy.
E AD

hybnost Kk, v, -

H,B

Zapamatujte si:

e Fazova rychlost a vinovy vektor mifi ve sméru hustoty hybnosti DxB;
e Grupova rychlost a paprsek mifi ve sméru toku energie ExH;
e Opticka osa je smér s jedinym vinovym vektorem.

Pokud vstupuje paprsek do krystalu, rozdé€li se ptivodni vlna na dvé: fddnou a mimotadnou.
Réadna vilna se ldme podle indexu lomu 7,, mimotddna podle indexu lomu 7.. Ob& nové viny
jsou polarizované a jejich polarizace (roviny kmitd elektrického pole) jsou navzajem kolmé.

Dvojlomné prostiedi lze vyuzit v fadé zajimavych zatizeni. Jmenujme alesponi dv€. Prvnim je
¢tvrtvinna desticka. Krystal je vybrousen tak, Ze jednim z povrchti vstupuje kolmy paprsek
kolmo na optickou osu. Ob¢ vzniklé viny se §ifi ve stejném sméru. Rizné polarizace se ale $i-
i riznou rychlosti. Desticka ma takovou tloustku, aby doslo k posunu obou polarizaci o 90°.
Na vystupu se obé viny spoji. Kmity elektrického pole vin jsou navzajem kolmé a pfitom
posunuté o 90°. Tim vznikne kruhové polarizovany elektromagneticky signal. Jinym zajima-
vym zatizenim je polarizacni hranol (tzv. nikol). v jehoZ nitru je fezna plocha slepené kanad-
skym balzdmem. Do anizotropniho krystalu z islandského véapence vstupuje nepolarizovany
paprsek, ktery se rozdéli na dvé polarizace. Index lomu kanadského balzamu je takovy, ze
u fadného paprsku dojde k Gplnému odrazu a krystal opusti. Druhéd vlna kanadskym balza-
mem projde. Ob¢ polarizace se odd¢li, a hranol je proto zdrojem polarizovaného svétla.

kanadsky
balzam
—_ 4@‘_> :N > ¢
68°
o
CTVRTVLNNA DESTICKA POLARIZACNi HRANOL

Viny ve vodivém prostredi

Naleznéme vIlnovou rovnici pro elektromagnetickou vinu §ifici se v kovu. V Maxwellovych
rovnicich dosadime za proudovou hustotu jo = oE, kde o je diferencialni vodivost

divD=p,, divB=0, rotH=0'E+a—D, rotE=—a—B. (241)
ot ot
Na tfeti rovnici aplikujeme operaci divergence a za div D dosadime z prvni rovnice:
ap
0. 0 o
+ — =0 = =~ exp| ——1|. 242
5 TePo Po = Po P{ - } (242)
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Prostorova hustota naboje ve vodi¢i exponencidlné vymizi a nemusime ji proto uvazovat. Za
vychozi sadu Maxwellovych rovnic pro viny ve vodi¢i miizeme pouzit

divE=0, divB=0, roth,UO'E+8,uaa—E, roth—aa—B. (243)
t t
Aplikaci operace rotace na tfeti rovnici miizeme eliminovat elektrické pole

E
rotrotB=0',urotE+€,uar§t ,
t

. oB J°B
ddivB-V’B=-0u— —eu——,
grad div ,uat ,uat2
oB J°B
VZB—O' ——ceu——-=0
H #aﬁ

Obdobn¢ muzeme ziskat i rovnici pro pole elektrické. Ve vodici spliiuji elektromagnetické
viny tzv. telegrafni rovnici:

9 9 |(E
> V2 —ou——eu—v- =0.
[ H ot H ot j(Bj
Po dosazeni rovinné viny (provedeni Fourierovy transformace) ziskdme disperzni relaci
* = 2k? —i020,tla). (244)

Je-li vodivost nulovad (o= 0), prejde tato disperzni relace ve znamou disperzni relaci vin
v nevodivém prostiedi. Ve vodiéi je disperzni relace komplexni, coz obecné znamena Gtlum.

Utlum v prostoru
Hledejme nejprve prostorovy utlum (feSeni v k):
k=’ +ic20',ua)z iczo'ua).
Vzhledem k vysoké vodivosti kovi jsme prvni ¢len na pravé strané zanedbali. Tento vyraz jiz
snadno odmocnime. Nezapomeiite, ze "= (1+i)/21/ 2. Proto
. OU®
k=k+iky; k=ky= {?. (245)

Realna 1 imaginarni ¢ast vinového vektoru je stejné velika (to je pro kovy typické). V prosto-
ru tedy bude mit vlna charakter

v =Aexp [i Jouw/'2 x—\Jouw'2 x] (246)

Vlna je exponencialné tlumena. Snadno uréime charakteristickou vzdéalenost, na které se vina
utlumi faktorem e:

> s= |2
oL@

Tuto vzdalenost (do které vina ve vodivém prostiedi pronikne) nazyvame skinova hloubka.

Utlum v éase

Hledejme nyni tlum v Case (feSeni v ). Disperzni relace je kvadraticka rovnice pro frekven-
ci w s feSenim

i 1
W), = —%czqu * 5\/—0402;12 +4c?k?
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V diskriminantu je vodivostni ¢len dominantni, posledni ¢len zanedbame. V takovém ptipadé
zbyva jediné nenulové feseni
=—ic’ou. (247)
Reseni ve frekvenci je ryze imaginarni a ma charakter Gtlumu
2
y=Ae <M (248)

s charakteristickou dobou utlumu, na niz bude vina utlumena faktorem e
> r=1/(c*ou). (249)

PovSimnéte si, ze pfi dodrzeni znaménkové konvence (+ prostor, — ¢as) v zapise rovinnych
vin typu exp[i (k-x — wt)] vysel pro elektromagnetickou vinu pronikajici do vodivého prostie-
di atlum v ¢ase 1 v prostoru, coz je spravne.

Svétlo na rozhrani dvou prostredi

Zakon odrazu a lomu

Zékony odrazu a lomu poprvé odvodil arabsky ucenec Ibn Sahl (asi 940—1000) v roce 984.
V zépadnim svété znovuobjevil zdkon lomu az holandsky astronom a matematik Willebrord
Snellius (1580-1626) v roce 1621. Jeho ptedchidei popisovali lom svétla pomoci experi-
mentalné sestavenych tabulek. Zakon lomu se také pokousel nalézt francouzsky filozof, fyzik
a matematik René Descartes (1596—1650). Vychazel z analogie mickt, které pii letu pronik-
nou skrze tenkou prekazku, ztrati energii a jejich drédha zméni smér. BohuZel doSel timto po-
stupem k vysledku, v némz sice spravné vystupuji siny uhli dopadu a lomu, ale pomér rych-
losti svétla v obou prostfedich mu vySel obraceny. Spravnou formuli odvodil také francouz-
sky matematik a pravnik Pierre de Fermat (1601-1665) z principu minimalniho ¢asu.

Zpisobli odvozeni zdkonu lomu a odrazu je mnoho — od Huyghensova principu pfes Ferma-
tiv princip az po pfimy vypocet z podminek na rozhrani, které okamzité¢ plynou z Max-
wellovych rovnic. Odvozeni provedeme dle nasledujiciho obrazku:

17 ke
b‘ S méd
a Y
B
P méd
+—H—++++>

Rovina rozhrani je y = 0. Rovina interakce je z =0 (rovina papiru ¢i monitoru). Pokud elek-
tricky vektor mifi kolmo na rovinu interakce, hovotime o S polarizaci (Stick, propichnout).
Pokud elektricky vektor kmitd v roviné interakce, hovotime o P polarizaci (Parallel, rovno-
béZna). Z téchto polarizaci 1ze superpozici sloZit libovolnou jinou polarizaci. Vlnovy vektor
paprsku dopadajiciho na rozhrani je oznacen k; (Incident), odrazeného paprsku kr (Reflected)
a paprsku proslého rozhranim kr (7ransmitted). Rovina kmitl elektrického pole je naznacena
cervenymi body, elektrické pole miii smérem k vam — jde o S polarizaci, pro kterou prove-
deme vypocet. Elektrické pole ma v tomto modu jen te¢nou slozku k rozhrani, ktera bude
spojita. Uhly jsou méfeny od kolmice k rozhrani, uhel dopadu je oznaéen e, thel odrazu o’
a uhel lomu f. VInové vektory budou mit slozky
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k;=(kysina, —kycose, 0);
kg = (kg sine/, kg cose/, 0); (250)
ky =(kysin B, —kycos 3,0).

Tecné slozky pole jsou spojité, tj.

EOI el[klr_a)lt]'i'EOR el[er—a)Rt] =EOT el[k—rl‘—a}r[] (251)

Do posledniho vztahu dosadime jednotlivé vinové vektory a rozhrani (y = 0):

Eq, ei[klxsina—a)lt]+E0R ei[kasina'—a)Rz] =Eyp ei[kasin,B—a)Tt]. (252)

Tato podminka na rozhrani musi platit v libovolném case ¢ a v libovolné poloze x, coZ bude
splnéno jen, pokud plati

@) =Wg =0, (253)
kysina=kgsine’ =kysinf. (254)

Pfi odrazu ani lomu se neméni frekvence elektromagnetického zafeni. Z druhé podminky uz
snadno odvodime
Wy . W . , O .
—sing=—-sina’'=—sinf =
U1 Ur Ur
(255)
. . 7’ .
sino_sina’ _sin 8

Uy Uy vg
Z posledniho vztahu okamzité plyne jak zakon odrazu, tak zakon lomu:
> a=ad, (256)
sine _ v, _"pg

> e Y _
sinff vg  ng,

(257)

Index lomu je definovan jako podil rychlosti svétla ve vakuu ku rychlosti svétla v daném
prostedi, tedy plati:

n=< (258)

Uf

Fresnelovy vztahy

E B

Iy Ky K ;Ty Bk
B |
EX ; EN
L

P méd !
Detailnéjsi rozbor chovani svétla na rozhrani provedl v roce 1823 francouzsky inzenyr a fyzik
Augustin-Jean Fresnel (1788—-1827). Byl jednim z prvnich, ktefi prosazovali vlnovou povahu
svétla a odmitali Newtonovu korpuskuldrni teorii pivodu svétla. Odvod’'me nyni jeho slavné
vztahy pro koeficienty odrazu a propustnosti obou zdkladnich polarizaci. Sméry vektorti
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(elektrické pole, magnetické pole, vinovy vektor) pro S mod a P mod jsou zakresleny na ob-
razku. Fresnel zkoumal vlastnosti slozek obou poli, které¢ byly rovnobézné s rozhranim. Elek-
trické pole E ma tecnou slozku spojitou. Magnetické pole ma spojitou tecnou slozku vektoru
H, pole B ma v tecné slozce skok. Budeme ale predpokladat, ze ob¢ prostiedi maji stejné per-
meability. To plati pro vétSinu prostiedi prihlednych pro svétlo. V takovém ptipad¢ je spojita
i teCna slozka magnetické indukce B (v prostfedi 1 jde samoziejmé¢ vzdy o soucty slozek
dopadajici a odrazené viny). Tim se situace zjednodusuje a miizeme snadno napsat podminky
spojitosti teCnych slozek obou poli E, B. Pro S mod plati leva ¢ast obrazku, spojitost tecnych
sloZek obou poli da rovnice
E(+ER =E7,

259
—Bjcosa+ By cosa=—By cos f3. (259)

Ze vztahu (233) vime, ze podil elektrick¢ého pole a magnetické indukce je roven rychlosti
Siteni vin E/B = vs = ¢/n. Toho vyuzijeme k vyjadieni magnetické indukce

(260)
—Eng cosa+ Egn, cosa=—Erngcos f5.

Z rovnic snadno vypocteme amplitudy odrazivosti Er/E; a propustnosti E1/E;. Podil indext
lomu vyjadiime ze Snellova zakona lomu (257). Pro polarizaci S vychazi:
Exr _sin(a-f)

> 5= E; - sin(a+ )’ (261)

E .
> tSE_T:2s:1n,Bcosa (262)
E; sin(a+/p)

Zcela obdobn¢ ur¢ime obdobné vztahy pro polarizaci P:

E _
> rp=—R__le@=p) 263)
Ey tg(a+f)
E .
> fP=_T_ 2sin S cos o (264)

a E, B sin(a+ f)cos(a—f)

Tyto vztahy pro amplitudy odrazivosti a propustnosti v sobé nesou mnoho informaci o chova-
ni jednotlivych polarizaci vinéni. Pokud naptiklad vina dopadd na opticky hustsi prostiedi
(s vy$Sim indexem lomu), odrazi se v protifdzi — ob¢ amplitudy odrazivosti jsou zéporné,
protoze a > f (tzv. lom ke kolmici). Obdobné se chova vlna v gumové hadici, jejiz jeden
konec je upevnén. Postupujici vina se od pevného konce odrazi v protifazi.

Nékdy potiebujeme znat energetickou bilanci. Tok energie (Poyntingiv vektor) je imérny
druhé mocnin€ poli. U odrazivosti se nemusime starat o sméry (dopadajici a odraZeny
paprsek maji zrcadlové symetricky smér vzhledem ke kolmici k rozhrani) a koeficient
odrazivosti je druhou mocninou amplitudy odrazivosti

R=r". (265)
Amplituda odrazivosti je pomér amplitud poli, odrazivost (reflektivita) je pomér energetic-
kych tokti. U propustnosti (transmisivity) je tomu jinak. Paprsek dopada pod jinym uhlem,
nez se lame. Proto bychom museli do propustnosti zahrnout i thlovou zavislost: dopadajici
energie zavisi na sméru, pod jakym paprsek dopadne, stejné tak jako energie prosla do druhé-
ho prostfedi zavisi na uhlu lomu proslého paprsku. Propustnost miizeme ale snadno urcit ze
zakona zachovani energie: soucet odrazivosti a propustnosti musi byt roven jedné, proto

T=1-R. (266)
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Pro odrazivosti a propustnosti obou polarizaci proto mame jednoduché vztahy

.2
- RS (a'—ﬂ)’ 267
S sinz(a+,8) (267)

tg’ (@-p)
> Rpy="_2—-—"-"2 268
T @+ p) 269

Na obrazku jsou vykresleny odrazivosti (reflektivity) pro obé polarizace pro rozhrani vzdu-
chu a skla. Uhel lomu je ve vztazich (267) a (268) urcen ze zakona lomu.

1,0
n = 1

087 n,=1,5
2 06
N
©
£ i
S 0,4 Rg

0,2 Rp

0 30 60 90
Uhel dopadu (°)

Brewstertv zakon

Kazda z polarizaci se pii odrazu chova pon¢kud jinak. Hodnotu pro nulovy thel dopadu
musime urcit z vyrazu typu 0/0. K tomu vyuzijeme souctovy vzorec pro siny a sinus thlu
lomu vyjadiime ze zakona lomu. OdraZené svétlo ma vzdy zastoupenou S polarizaci, ale pro
urcity uhel dopadu zcela vymizi P polarizace (zelena kiivka méa nulovou hodnotu). Pokud
mélo dopadajici svétlo smisenou polarizaci, bude odrazené svétlo zcela polarizované. Experi-
mentalné tento thel poprvé ur€il skotsky vynalezce sir David Brewster (1781-1868). Mimo
jiné vynalezl kaleidoskop a vylepsil opticky mikroskop. Pomoci dvouosych krystal méfil
v letech 1813 az 1814 thel maximalni polarizace a zjistil, Ze pokud je tangenta tthlu dopadu
rovna indexu lomu, je polarizace maximalni. My mizeme tento vztah snadno odvodit z Fres-
nelovych vztahli. Ze vztahu (268) je jasné, ze odrazivost P polarizace je nulova, pokud je
soucet thlu dopadu a Gthlu lomu pravé 90° (tangenta ve jmenovateli diverguje):
o+ [=90°. (271)
Ze zékona lomu potom mame
_swe S (272)
sin(90°-«) n,,

Odsud jiz snadno odvodime Brewstertiv zdkon pro uhel dopadu, pfi némz zcela vymizi P
polarizace dopadajiciho svétla

g
> tgag =n; n=s——. (273)

Svétlo odrazené od Mésice nebo vodni hladiny je vZdy ¢astecné polarizované. Dopada-li pod
Brewsterovym tthlem, obsahuje odrazené svétlo jen S polarizaci.
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Uplny odraz (totalni reflexe)

Dal§im zajimavym jevem je Uplny odraz. Nastava pii dopadu paprsku na opticky tidsi pro-
stiedi (naptiklad z vody nebo ze skla do vzduchu). Pokud budeme zvétSovat tthel dopadu,
bude paprsek lomen stale vice od kolmice, az se nakonec bude §ifit podél rozhrani. V rozhra-
ni vznikne tzv. evanescentni vina, kterd je exponencidln¢ tlumena s rostouci vzdalenosti od
rozhrani (vlnovy vektor méa komplexni slozku). Pfi zkoumani evanescentnich vin se ukézalo,
Ze ze zatim neznamych diivodl maji fotony pohybujici se podél rozhrani atypickou sloZzku
spinu ve sméru pohybu. Pii jest¢ vétSich uhlech uz k lomu nedochéazi. Svétlo ¢i elektromag-
neticka vlna se jen odrazi od rozhrani a ziistane v opticky hust§im prostiedi. Toho se vyuziva
napftiklad ve svételnych vlaknech.

vzduch

evanescentni vina

=

Uplny odraz

voda

Pro mezni thel je uhel lomu roven 90° a ze Snellova zdkona mame

. ng
> sinoy,; =n; n=s—. (274)
nO(

Z Fresnelovych vztahl je mozné detailné¢ zkoumat poméry v S a P polarizaci pfi Gplném od-
razu, ale to uz je za hranici moznosti tohoto uvodniho kurzu.

Raytracing

Velmi zajimavou tulohou je sledovéani paprsku, ktery se pohybuje disperznim prostfedim
s proménnym indexem lomu (v pfiblizeni geometrické optiky). Existuji vytiibené metody jak
ze znalosti tenzoru permeability a tenzoru permitivity ur€it v daném misté smér paprsku
a jeho presun do nasledujiciho mista. Takto pojata iloha ale piedpoklada znalost obou ten-
zoru. Trasovani paprsku Ize provést jednoduse 1 z pouhé znalosti disperzni relace (zavislosti
uhlové frekvence a vlnového vektoru) pro Sifeni elektromagnetické viny. Zaéneme Hamilto-
novymi rovnicemi pro kvantum elektromagnetického zateni

X:a_H’ p:_a_H. (275)
op ox

Nyni vyuZijeme relace pro ¢asticové-vinovy dualizmus
a ob¢ relace dosadime do Hamiltonovych rovnic:

che_ow

dt ok’

> (277)

ds__ow

dt ox

Nalezené rovnice mohou byt pouzity pro sledovani paprsku. Je tieba si ale uvédomit nékolik
zakladnich fakt: 1) Cas zde figuruje pouze jako parametr trajektorie paprsku; 2) pfi prova-
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déni numerické simulace dostaneme vzdy v daném bod¢ x vektor k, tedy te¢nu ke sledova-
nému paprsku. Po ni se pfesuneme do dalSiho mista a postup opakujeme; 3) nalezené rovnice
pro ray-tracing vyzaduji explicitni znalost disperzni relace w = w(x, k), tedy z disperzni re-
lace musime umét vyjadfit uhlovou frekvenci, coz mize byt nékdy problém; 4) zavislost na
poloze x se do disperzni relace dostane prostiednictvim znalosti zavislosti koncentrace ¢i
vnéjsiho magnetického (elektrického) pole na poloze v plazmatu. Nejcastéji zname disperzni
relaci v implicitnim tvaru, tj. nefeSenou vzhledem k proménnym w ani k:

o(x,w,k)=0. (278)
Naleznéme diferencial této relace (frekvence w je fixni, dana frekvenci vyslaného paprsku)
o9 09
—-dx+—-dk =0. 279
ox ok @7)
Predpokladejme, Ze trasa paprsku je dana parametricky, tj.
Xx=Xx(7);
() (280)
k=k(7).
Ze vztahu (279) okamzit¢ mame
9¢ dx 9J¢ dk (281)
ox dr oJk dr
Parametr 7 miize byt libovolny. Toho vyuZijeme a zvolime ho tak, aby platilo
dx_09.
dz ok’
> (282)
dk__d¢
dr  ox

Touto volbou jednak splnime rovnici (281) a jednak ziskdme nové rovnice pro sledovani pa-
prsku, v nichz roli hamiltonidnu zastava funkce ¢, tedy libovolny implicitni zapis disperzni
relace. Na soustavu Hamiltonovych rovnic (282) lze pouzit libovolné diferencni schéma
a mizeme pohodIn¢ sledovat prichod paprsku plazmatem.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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6. ELEKTROMAGNETICKE POTENCIALY

Uz ve staciondrnim piipadé€ jsme vidéli, Ze z nezdrojovych rovnic je moZné definovat Ctvefici
potencialil elektromagnetického pole. Obdobné budeme uvazovat i v ptipadé ¢asové promén-
nych poli, definici potenciall jen zobecnime.

Definice potencialu
Vyjdéme z nezdrojové ¢asti Maxwellovych rovnic:

divB=0; (283)
rotE = _B_B. (284)
ot
Z prvni rovnice stejné jako ve staciondrnim piipadé plyne existence takové funkce A(¢, x), Ze
> B=rotA. (285)

Pole A nazyvame vektorovy potencidl, jeho zavedenim je Maxwellova rovnice (283) automa-
ticky splnéna, nebot’ div rot A = 0. Nyni se vénujme druhé rovnici (284), do niZ za B dosa-
dime z definice vektorového potencialu (285):

orot A
ot

rot(E+a—Aj =0.
ot

Piedpokladame, Ze jde o dvakrat spojité diferencovatelné funkce, a mohli jsme proto zameénit
potradi druhych derivaci. Ma-li byt rotace n¢jakého pole nulova, tj. rot K = 0, potom Ize tuto
rovnici automaticky splnit volbou K = grad f, nebot’ rotace z gradientu je vzdy nulova. Mu-
zeme tedy psat

rotE =—

0A
+ —=
ot
Znaménko minus je, stejné jako ve stacionarnim piipad¢€, voleno proto, aby sily mifily do
minima potencidlni energie. Vztah pro elektrické pole tedy bude mit tvar
0A
> E=-Vgp—. (286)
ot
Jde o zobecnéni staciondrniho vztahu (86). V ptipadé proménnych poli je elektrické pole ge-
nerovano i ¢asovymi zménami potencidlu A. Potencialy nejsou urceny jednoznacné, v jejich
volbé je znacnad libovile. Velké mnoZstvi potencialli vede na stejné elektrickd a magneticka
pole. Touto libovtili se budeme zabyvat v kapitole Kalibracni viastnosti potencialii.

E Vg.

Lorentzova transformace

U sifeni rovinné elektromagnetické vinoplochy ve vakuu jsme zjistili, Ze se pohybuje vzdy,
tedy ve vSech soutadnicovych soustavach, stalou rychlosti
1

VEoko

Tento vysledek je ale v rozporu s Galileovou transformaci souradnic mezi dvéma inercialnimi
soutfadnicovymi soustavami

(287)

CcC=

f=r-vt, (288)
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Inercidlni soustava je jakasi idedlni soufadnicova soustava, v niz plati zdkon setrvacnosti, tj.
télesa jsou v klidu nebo se pohybuji rovhomérné piimocatre, pokud na né nepiisobi sila.
Riizné inercialni soufadnicové soustavy se vii¢i sobé mohou pohybovat jen konstantni rych-
losti — pokud by vzajemna rychlost nebyla konstantni, nemohly by ob¢ soustavy byt soucasné
inercialni.

A§

<1

=

\ 4

=

vi

»
>

X

Z Galileovy transformace ziskdme derivovanim podle casu klasické skladani rychlosti
i=u-v, (289)
s nimz je neménna rychlost Sifeni elektromagnetickych vin v pfikrém rozporu. Tento zjevny
rozpor mezi klasickou mechanikou a Maxwellovou elektrodynamikou nelze vyfiesit ,,na pa-
pife®, bylo tfeba experimentaln¢ rozhodnout, ktera z teorii je spravne. Poprvé tak ucinili Al-
bert Abraham Michelson (1852-1931) a Edward Morley (1838-1923) ve svém slavném ex-
perimentu z roku 1887, v némzZ interferometricky méfili rozdil rychlosti svétla na letici Zemi
ve sméru jejiho pohybu kolem Slunce a ve sméru kolmém na tento pohyb. Vysledek dal za

pravdu Maxwellové elektrodynamice, rychlost svétla nezavisela na pohybu Zemé. Od té doby
byla u¢inéna fada experimentl, které¢ prokazaly spravnost Maxwellovy elektrodynamiky.

Ptedpokladejme pro jednoduchost, Ze se dvé inercidlni soufadnicové soustavy pohybuji vici
sob¢ jen v ose x a ,,opravme* Galileovu transformaci (288) za pomoci opravného koeficientu
y(v), ktery se pro malé rychlosti blizi k jedné:

f=y(x-vt), (290)

Ze symetrie obou soustav plyne, ze inverzni transformace musi mit stejny tvar, ale opacny
smér rychlosti, tj.:
x=y(x+vi). (291)

Predstavme si nyni, ze v okamziku, kdy se obé soustavy mijeji, blikneme baterkou. Pokud se
v obou soustavach svétlo §iii stejnou rychlosti ¢, musi platit

x=ct X=ct, (292)
proto z (290) a (291) mame

(293)
vyndsobenim obou rovnic ziskame relaci

i =y (c—v)(c+v)it, (294)
v niz miizeme vykratit oba Casy a poté spocitat opravny koeficient gama:
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= 1-v%/c? (293

Nova transformace soutadnic proto bude

1
~ x—vt
X=—F—. (296)
V1-v?/c?
Nyni jiz zbyva jen odvodit rovnici pro transformaci ¢asu. K tomu miZeme vyuzit soustavu
rovnic (290) a (291), v niZ uz zname koeficient y. Z prvni rovnici dosadime X do druhé rov-
nice a po snadném vypoctu vyjde

_ 2
§o fovxlc (297)

1-v?/c?
Nalezend transformace se nazyva Lorentzova transformace a pro celou udalost (Casovou
1 prostorovou soufadnici) ji miizeme zapsat ve tvaru

2
f:t vx/c” P x—ut : =y 5oz, (298)

V1-v%/c? ’ V1-v2/c?

Elegantnéjsi je maticovy zapis Lorentzovy transformace

Xo y - 0 0 Xo
- 0 0
> N w oy X , (299)
X, 0 0 1 0 Xy
X3 Jg 0 0 0 1 X3 Jg

kde jsme oznacili
B=vic;  y=1/J1-v*/c (300)

a soufadnice jsou xo = ct, x; =x, X, =y a x3 = z. Casova soufadnice xo ma stejny rozmér jako
prostorové soutfadnice. Transformaci rychlosti ziskdme diferencovanim vztahu (298):
dx  (d&x-vd)/+~...  dx—vds

==

A7 (dt-vdx/c®) /... di—vdx/c®

Po ,,vydéleni“ ¢itatele 1 jmenovatele diferencidlem df méme

- u—"v
u :—l—uv/cz' (301)

V piipadé, ze je vzajemny pohyb soustav opacny (v — —v ), mame

u-+v
> nH=—-, 302
1+uv/c? (302)

Transformace (301) a (302) piedstavuji nové skladani rychlosti. V ¢itateli je skladani shodné
s Galileovym, ale ve jmenovateli je relativistickd oprava, ktera se uplatni az pfi vysokych
rychlostech. Polozime-li ve vztahu (302) rychlost  rovnou rychlosti svétla, mdme
~ c+v c+v
u= 3 = =C
l+cv/c® (c+v)/c

Vidime, Ze rychlost svétla se skute¢né¢ v nové transformaci s ni¢im nesklada a zlstane ve
vSech inercidlnich soustavach stejna. Pro malé rychlosti v porovnani s rychlosti svétla je
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oprava ve jmenovateli zanedbatelnd a rychlosti se skladdaji galileovsky. Lorentzova transfor-
mace je pojmenovana po holandském fyzikovi Hendriku Antoonovi Lorentzovi (1853—-1928),
ktery se zabyval transformacnimi vlastnostmi Maxwellovych rovnic. Transformaci k Gprave
rovnic klasické mechaniky pouzil Albert Einstein v roce 1905, kdy vytvofil specidlni relati-
vitu — mechaniku, kterd je v souladu s Maxwellovou elektrodynamikou.

Ctyivektory

Lorentzovu transformacni matici lze snadno invertovat béznymi matematickymi postupy.
Snazsi je si uvédomit, Ze inverzni transformace mezi dvéma inercialnimi soustavami neni
ni¢im jinym, nez oto¢enim smeéru rychlosti, tedy zménou znaménka u koeficientu f:

y - 0 0 y B 0 0
- 0 0 0 0
> a=|F 7 . a7 (303)
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 o0 1 0 0 0 1

Ctvefice veli¢in, které se transformuji za pomoci Lorentzovy matice, nazyvame &tyivektory
abudeme je znadit hornim (kontravariantnim) indexem, tj. A% Ctvefice veli¢in, které se
transformuji za pomoci inverzni matice, budeme znacit dolnim (kovariantnim) indexem, tj.
A,. Detailné je tato symbolika probrana napt. v u€ebnici [1]. Skalarni souc¢in dvou vektort je
pak dan vyrazem

A-B=A,B” = A°B,,. (304)

Kombinace horniho a dolniho indexu znamena v ptipadé¢ zmény soufadnicové soustavy po
sob¢ jdouci Lorentzovu transformaci a inverzni Lorentzovu transformaci, coz ale znamena, ze
ke zméné nedojde a takto definovany skalarni soucin je skuteCnym skalarem, tedy je invari-
antni vzhledem k Lorentzové transformaci. Reckymi pismeny oznadujeme indexy, které pro-
bihaji ptes viechny &tyfi osy, ¢asovou i prostorové. Casovou osu budeme davat na pozici 0,
prostorové na pozice 1, 2, 3. Prikladem c¢tytfvektorti jsou: udalost, ¢tyitok ndboje, vinovy Cty-
fvektor a Ctyfpotencial. V Casové oblasti pfiddvame konstantu ¢ tak, aby mély vSechny Ctyfi
slozky stejny rozmér. Kovariantni podoby maji v ¢asové oblasti minus dané opacnym zna-
ménkem inverzni Lorentzovy matice (podrobnosti ve vySe zminéné literatufe):

x’uz(aj; J#E(ch} k“z{w/cj; A"E{Wcj;

.S io k A
—ct ) _ ~Poc | _ —wlc) _ —@lc

vl T )

Z tohoto celkem jednoduchého zapisu se ponékud vymyka Etyfgradient. Je to proto, ze deri-
vace podle ¢asu ¢i prostoru 0/0x" maji slozky udalosti ve jmenovateli, proto se netransformuji
Lorentzovou matici, ale matici k ni inverzni a vysledny index operace musi byt dole, tj.
0, = 0/ox":

d/oct —d/dct
> d, = ; oH = . 306

U ctyfgradientu jsou tedy znaménka u hornich a dolnich indexti opacné nez u ostatnich Cty-
tvektort. Fakt, Ze tyto Ctvefice skutecné tvoii Ctyivektory, které se transformuji Lorentzovou
transformaci, plyne z jednoduchych tivah. Udalost je ¢tyfvektorem piimo z definice Lorent-
zovy transformace (transformacni matice pro udalost), Ctryfgradient odvozeny z udalosti je na
tom stejné. Ze vztahu pro fazi vinéni, kterd je invariantem
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p=k%, =k-x—wt (307)

okamzité plyne, ze vlnovy ctyivektor se opét transformuje Lorentzovou matici. Obdobné ze
zékona zachovani naboje (7) zapsané¢ho za pomoci Ctyfvektori

,j% =0 (308)

plyne, ze ¢tyftok naboje je opét Ctyivektorem. Pozdéji v této kapitole ukazeme, ze Ctyfpoten-
cial elektromagnetického pole spliiuje Lorenzovu kalibra¢ni podminku

9,4% =0, (309)

z niz plyne, ze Ctyfpotencial musi mit ctyfvektorové transformacni vlastnosti. Toho Ize oka-
mzité vyuzit k transformaci poli z jedné soufadnicové soustavy do jiné. Postali nalézt Ctyt-
potencial v jedné soufadnicové soustavé, zapusobit na ného Lorentzovou matici a z potencia-
1t vygenerovat nova pole v jiné soufadnicové soustave.

Priklad: Heavisideovo pole
Pole nabité ¢astice letici konstantni rychlosti ur¢ime z transformace Ctyfpotencialu pole.

Y
v

=

'“‘\
=
v

V soustavé spojené s nabojem je ziejmé vektorovy potencidl nulovy (neni zde pfitomno mag-
netické pole) a skaldrni potencial je dan Coulombovym zakonem:

¢ = QN. (310)

Provedeme inverzni Lorentzovu transformaci do soustavy S pozorovatele

glc y yB 0 0) (Q/(4reyci)
4 0 0 0
x| _|78 7y 311)
4, 0O 0 10 0
4, ) 0 0 01 0
Po vynésobeni matic dostdvame pro potencidly v soustavé pozorovatele
R - R N} (12)
4rer 4re o cr

Ve vysledku jsme oznacili

Feyil 472 +32 =y P v i+ y izl (313)

Z defini¢nich vztahi snadno ur¢ime elektrické a magnetické pole
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0A Y0 (x—vt,y,2)
E=-Vg- 22— : (314)
dt  drng, [72(x—vt)2+y2+22]3/2
B=rotA= P2 0,22 (315)

dre o c [yz(x—vt)z ry? +22T/2 '

Dtlezita je kolmd (x =vf) a rovnobéznad (y =z =0) slozka elektrického pole. Vidime, Ze
elektrické pole je napii¢ pohybu natazeno faktorem ya ve sméru pohybu je stlaceno faktorem
72 Pole se pohybuje spolu s nabojem. Magnetické pole tvoii kruznice kolmé na pohyb
naboje. Pro nekonec¢nou fadu néboji bychom ziskali pole kolem vodice.

P

1 . B
"\

R v v

Tenzor elektromagnetického pole

Elektromagnetické pole je derivacemi potenciall, oba vztahy (285) a (286) lze jednoduse
zapsat za pomoci tenzoru elektromagnetického pole

0 E /lc E /c E.lc

X y z
-E./c 0 B, -B

> FH =91 4" —9¥ 4 = 7. (316)
~E,Jc -B, 0 B,
—-E./lc B, -B 0

Jde o antisymetricky tenzor druhého fadu, ktery ma jen Sest nezavislych slozek (t€mi je elek-
trické a magnetické pole). Slozky pole 1ze snadno odecist z ptislusnych pozic tenzoru.

Kalibraéni volnost potencialti

Potencialy nejsou ur€eny jednoznacné, dvéma riznym potencidlim muize odpovidat stejné
elektromagnetické pole. Pokud zavedeme nové, pretransformované potencialy za pomoci tzv.
gradientni transformace

> A' = A" 191 [, (317)
kde fje zcela libovolna dvakrat spojité diferencovatelna funkce, pole se nezméni:
FAY =94 (4" 40" f)=0" (4* +94f)=0r 4" 3" A = FH. (318)
Gradientni transformaci (317) potencialt Ize psat i oddélené jako
~ ad
G=9-2.
> ot (319)
A=A+Vf.

Uvedend transformace nezméni hodnoty poli, funkce f miize byt libovolna. Této libovtle
v potencialech lze s vyhodou vyuzit pfi konstrukci co nejjednodussi varianty Maxwellovych
rovnic v potencidlech. Maxwellovy rovnice (283) a (284) jsme vyuzili k zavedeni potenciali
elektromagnetického pole.
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Maxwellovy rovnice

Zbyvajici dveé rovnice se zdrojovymi Cleny mizeme za pomoci tenzoru elektromagnetického
pole snadno piepsat do tvaru

> F& = ppd*, (320)

kde ¢&tyfvektor J“ prezentuje zdroje elektrickych a magnetickych poli, indexy za ¢arkou ozna-
Cuji prislusné derivace, napt. 4,4 znamena Opd,. Tento tvar Maxwellovych rovnic je zjevné
relativisticky. PfepiSme Maxwellovy rovnice ve tvaru (320) za pomoci potenciali:

Fﬂv,v :Il'lOJIu )
0, (944" =0 4" ) = o * ;
0“9, 4" —0,0" A4* = " . (321)

Druhy ¢len na levé strané je d’Alambertiv vlnovy operator aplikovany na ¢tyfpotencial pole,
prava strana zjevné prezentuje zdroje poli. Jedinou ,,vadou na krase* rovnic zapsanych v po-
tencialech je prvni Clen. Zde vyuzijeme velké libovlle v potencidlech dané kalibra¢ni trans-
formaci. Pfedpokladejme, Ze veli¢ina 0,4" je rovna né&jaké funkci ¢asu a prostoru F(z, X):

d,4" = F(t,x)

a zvolme za pomoci gradientni transformace (317) jiny ¢tyfpotencidl, pro ktery budeme poza-
dovat, aby

0,4"=0 = 0,4"+9,0"f=0 =  F@tx)+of=0.

Takova gradientni transformace bude vzdy existovat. Funkci f, ktera generuje transformaci,
staci volit tak, aby spliiovala rovnici

of =—F(t,x). (322)

V novych potencidlech je prvni ¢len v rovnici (321) nulovy a Maxwellovy rovnice ziskaji
jednoduchy tvar

od* = —ugJ* ; (323)

9,4 =0. (324)

Jde o vlnové rovnice pro étyfpotencial 4, u kterych jsou zdrojovymi ¢leny slozky Etyfvek-

toru J“. Rovnice jsou doplnény Lorenzovou kalibraéni podminkou (324). V dal§im textu bu-
deme samoziejme vinky vynechévat:

od =—u,J* ;
> . = (325)
d,4"=0.
Uvedené rovnice miizeme rozepsat oddélene pro ¢asovou a pro prostorové slozky:
ap=-22.
€o
> 0A =t ; (326)
%% +divA=0.
C ot

V ptipad¢ staciondrnich déjii se D'Alambertliv operdtor zméni na Laplaceliv a rovnice daji
Poissonovy rovnice elektrostatiky a magnetostatiky véetné Lorenzovy kalibra¢ni podminky.
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Potencialy ve volném prostoru

Ukézali jsme, ze libovile potencidlii 1ze vyuzit k tomu, aby Lorenzova kalibra¢ni podminka
byla splnéna. Dokonce ani pozadavek na jeji splnéni neurcuje potencidly jednoznacné! Z rov-
nice (322) je zfejmé, ze funkce f neni ur€ena jednoznaéné a lze k ni pficist jakékoli feSeni
vlnové rovnice

Of,=0. (327)

Proto je mozna jesté dalsi gradientni transformace
A'U = A'U + a'uf(),

kterou je lze vyuzit napiiklad k vynulovani skalarniho potencidlu ve volném prostoru bez
nabojl a proudl. Pro potencidl ¢ bude mozna transformace

= = dfy
=¢p——. 328
9=0-= (328)
Je jasné, Ze novy skalarni potencial bude nulovy, pokud ptivodni potencial pijde napsat jako
- _dfy
=, 329
¢ o (329)
Takovy potencial ale spliiuje vInovou rovnici s nulovou pravou stranou:
~ afy d d
O¢g= 0—=—0f,=—0=0, 330
=07 T M=y, (330)

coz je rovnice pro pivodni potencial bez zdrojového €lenu, tedy v prazdném prostoru. Proto
takova transformace vzdy existuje a ve volném prostoru mizeme jakékoli elektromagnetické
pole popsat pouze vektorovym potencialem (vinky uz nebudeme psat):

E:—a—A, (331)
ot
B=rotA. (332)

Transformace poli

Tenzor elektromagnetického pole 1ze vyuzit k transformaci poli stejné dobie jako Ctyipoten-
cial. U ¢tyfpotencialu musime po transformaci ziskat derivovanim piislusna pole. Sestavime-
li v urcité soutfadnicové soustavé tenzor pole, miZzeme pomoci Lorentzovy matice ziskat pfi-
mo tenzor pole v jiné soustave a jen si ze ziskané matice odecist hodnoty elektrického a mag-
netického pole. Transformacéni vztah ma tvar:

> FP =A% AP FH (333)
Vzhledem k symetrii Lorentzovy matice mizeme psat transformaci maticove:

> F=A-F-A. (334)

Mame tedy dvé moznosti: bud’ transformovat potencidly a potom dopocitat piislusna pole,
nebo rovnou transformovat cely tenzor pole. Transformace (334) vede na vztahy

> E:y(EJrva)—L(X-Ej—, (335)

y-1\c

7(B— V:ZEJ—%(XBJ%. (336)

> B
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Lagrangeova funkce elektromagnetického pole

V teoretické mechanice je ustfedni velicinou Lagrangeova funkce. Pro polni problematiku jde
o hustotu Lagrangeovy funkce. K Maxwellovym rovnicim se zdrojovymi ¢leny vede hustota
Lagrangeovy funkce (viz [1])
1
_ u_ L v
> L£=J,4 ™ FYF,,. (337)

Prvni ¢len popisuje interakci ¢astic s polem, druhy pole samotné. Bez prvniho ¢lenu bychom
dostali Maxwellovy rovnice ve vakuu.

Aharonuv-Bohmuv experiment

V klasické elektrodynamice je mozné elektromagnetické pole popsat bud’ za pomoci elek-
trické intenzity a magnetické indukce nebo za pomoci Ctyipotenciali. Kazdy z téchto popisi
ma své vyhody a nevyhody:

1. Elektromagnetické pole je méfitelné pristroji, potencidly ne. Tato situace vytvaii dojem,
ze pole jsou realné veliciny, zatimco potencidly jen pomocné matematické objekty.

2. Elektricka a magneticka pole jsou jednoznacna, potencialti k danému problému existuje
nekonecné mnoho. Toho lze vyuzit ke konstrukei co nejjednodussich rovnic pro poten-
cidly. Na druhou stranu nejednoznacnost potencialli ope€t vzbuzuje dojem, ze koncept
potencialll je jen pomocnou matematickou konstrukeci.

3. Maxwellovy rovnice v potencidlech jsou jednodus$i, vedou na vlnovou rovnici
s nenulovou pravou stranou, pro kterou existuje fada moznosti feSeni. Po nalezeni po-
tencial musime ale jeste urcit pole z formuli B =rot A, E =— V¢ — 0A/ot.

4. Pti transformaci poli do jiné souradnicové soustavy jsou vhodnéjsi potencidly. Tvofi
ctytvektor, ktery se transformuje Lorentzovou matici. Samotna transformace poli je po-
n¢kud neptehlednd a je dana transformaci tenzoru pole.

5. Do ctyfrozmérného svéta relativity na prvni pohled 1épe zapada Ctyfpotencidl pole
(¢, A) nez Sestice hodnot E a B. Ty jsou ve skutecnosti soucasti tenzoru pole F),,, ktery
je antisymetricky a ma pravé 6 nezavislych slozek.

V klasické elektrodynamice jsou oba popisy zcela ekvivalentni a nelze neéktery z nich prefe-
rovat na tikor druhého. Céstice miize ménit svou rychlost pouze vlivem elektrickych a mag-
netickych poli. Pokud jsou pole nulové a potencialy nenulové (takovéa situace miiZze nastat),
na Castici zadné sily neptisobi. V kvantové mechanice je situace jina. Pouhd pfitomnost ne-
nulového potencidlu méni fazi vinové funkce i v ptipadé€, ze samotna pole jsou nulova (napfti-
klad v prostoru vné dlouhé civky je magnetické pole nulové a vektorovy potencidl nenulovy).
Zména faze vlnové funkce se projevi zménou interferenéniho obrazce u dvoustérbinového
experimentu a jde tedy o méfitelny jev.

V tomto smyslu je klasickd Maxwellova elektrodynamika doplnéna Lorentzovou pohybovou
rovnici neuplnym popisem piirody, nebot’ nepostihuje vSechny v ptirodé probihajici a méfi-
telné déje. Potencialy pole navic nejsou jen matematickou konstrukci, ale maji na pohyb nabi-
tych Castic realny fyzikalni dopad dany kvantovymi zédkony. Poprvé na tuto skute¢nost upo-
zornili anglicti teoretici Werner Ehrenberg a Raymond Siday v roce 1949, jejich prace se ale
nerozsifila. Obdobny jev o deset let pozdéji (1959) znovu predpoveédéli izraelsky fyzik Yakir
Aharonov a americko-anglicky teoretik David Bohm. Aharoniiv-Bohmiiv jev (AB jev) byl
experimentalné potvrzen az v roce 1986 japonskym fyzikem Akirou Tonomurou.

Uvazujme nejprve dvojstérbinovy experiment s uspoiadanim podle obrazku nalevo. Za Stérbi-
nami je Uzky pas nenulového magnetického pole (tloustky A/), které miii kolmo na pohyb
elektrond. Toto pole na n¢ bude plisobit Lorentzovou silou

F=ecuB (338)
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smérem vzhlru. Vzhledem k tomu, Ze je tloustka vrstvy nenulového pole mal4, budeme uva-
Zovat, ze se svazek elektronli pohne vzhiru vlivem pisobeni konstantniho zrychleni a = F/m
po dobu Az = Al/v. Ve svislém sméru budou elektrony vychyleny o vzdalenost

2
l@(ﬂ} :iAﬂ. (339)
2 m

1 2
Ay =—a(At)” =
Y 2 (A1) 2mv

U

Uhel vychyleni svazku bude podle klasického vypodtu
_Ay _eBAl
T A 2mu

tgor (340)

At uz bude obrazec dopadu elektront na stinitku jakykoli, mél by se piisobenim magnetic-
kého pole thlové posunout vzhiiru o tthel a dany vztahem (340).

Al —
— posun B0
: obrazce
7 AT
& ?
@ ?
-------- y
............ )....-.. ?
Ay ——— v | g
E
B#0 stinitko A#Z0 o

Uvazujme nyni dvojstérbinovy experiment s usporddanim podle obrazku napravo. Za Stérbi-
nami je dlouhy solenoid, v némz je nenulové magnetické pole. Vné solenoidu, tedy v oblasti,
kterou se pohybuji elektrony, je magnetické pole nulové a obrazec by nemél byt posunut.
Nenulovy je zde pouze vektorovy potencial. Ctyipotencial ale vystupuje v Lagrangeové i Ha-
miltonové funkci a odsud se dostane do feseni Schrodingerovy ¢asové rovnice. Vinova funk-
ce bude mit tvar (odvozeni lze nalézt v uCebnicich kvantové teorie)

W:Aexp[i%j/lﬂdx#} (341)

a pravdépodobnost vyskytu elektronu bude ovlivnéna pfitomnosti nenulového potencidlu
a obrazec by m¢l byt posunut 1 vné solenoidu, tedy v prostfedi nulového magnetického pole.

V oblasti, kterou prolétaji v Aharonové-Bohmové myslenkovém experimentu elektrony, je
sice magnetické pole nulové, nenulovy je ale vektorovy potencial, ktery zptisobi zménu faze
vlnové funkce a tim posun interferenc¢niho obrazce.

Poprvé se pokusil tento jev zméfit japonsky fyzik Akira Tonomura v roce 1982 za pomoci
elektronového holografického mikroskopu, ktery dokdze kromé intenzity elektronového
svazku také zaznamenat fazi elektronti (vyzatuji koherentni elektromagnetické pole). Vy-
sledky pro pouzitou civku nebyly prikazné, nebot’ pole prosakovalo i vné civky. Proto v roce
1986 pouzil Tonomura jako zdroj pole feromagnet ve tvaru toroidu o priméru 6 pum. Povrch
byl pokryt supravodivym niobem, ktery dokonale odstinil magnetické pole. Teplota byla udr-
zovana na 5 K. Méfeny byl posun interferencnich prouzk mezi svazkem elektroni procha-
zejicich vnitikem toroidu a svazkem elektroni prochazejicich vné magnetu. V téchto oblas-
tech je nulové magnetické pole, ale rizny vektorovy potencial. Prouzky byly posunuty o hod-
notu predpovézenou Aharonovym-Bohmovym jevem. Vysledkem experimentu je potvrzeni
faktu, Ze na mikroskopické urovni hraji pii interakci nabité¢ho objektu mikrosvéta s elektro-
magnetickym polem primarni roli potencialy.
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Retardované a advanceované potencialy

V elektrostatice a magnetostatice jsme z Poissonovych rovnic pro potencidly nasli feSeni

1 IpQ<r'>d3r',

P(r) = — (342)
4re, | r-r
. r/ d3r/
Ay =0 & . (343)
4 |r—r
V elektrodynamice je Laplacetv operator nahrazen D’Alambertovym a mame rovnice
P .
D¢:—£—Q; OA =—tjgp ;
1 % (344)
—2—¢ +divA=0.
C ot
Tyto rovnice zapocitavaji kone¢nou dobu Sifeni informace a maji feSeni
t—Atx)dr
> o(tr) = [LZ2TAT (345)
4re, | r-r
i (t—Atr)dr
> A= j Jo( ,) , (346)
ar |r—r

Potencidly se pocitaji v retardovaném case, tedy Case pozorovatele, od né¢hoz je odectena do-
ba Sifeni signalu ze zdroje:

> At=|r-r'|/c. (347)

Ziskané potencidly nazyvame retardované (zpozdéné). Jejich hodnota se pocitd z rozlozeni
naboji v kuzelu minulosti pozorovatele. Toto neni ale jediné feSeni vlnovych rovnic (344).
Samotna vlnova rovnice se totiz nezméni pii zaméné ¢ — — ¢, proto ji podle (347) spliuji
1 feSeni

1 J. Polt+ AtY)dr

¢+ (ta r) = /| > (348)
4re, | r—r
ot +A,r) &
A+(t,r)=ﬁ‘—;j 0 e (349)

Takové teSeni je nefyzikalni, ptichézi jakoby z budoucnosti, tedy zalezi na rozlozeni naboju
v kuzelu budoucnosti pozorovatele a nespliuje princip kauzality (pfi¢ina musi predchazet ve
vSech soufadnicovych soustavach disledek). Reseni nazyvame advanceované (nékdy se
pouziva slovo avanceované). Obé teSeni mizeme (fyzikalni i nefyzikalni) souhrnné zapsat
jedinou formuli

1 ij (t£At,x')dr

> @ (t,r)= . , (350)
4re, |r—r
i, (t£ALY)d
> Ai(t,r)zf—io[ Jo |r_r,) (351)

Obdobné lze zapsat feSeni Maxwellovych rovnic pro cely Ctyfpotencial
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JE(t ALY d Y

’
|r—r

> A%(t,r) = i‘—oj (352)
JT

Advanceovana feSeni maji vyznam v kvantové teorii, uplatiuji se ale formalné i v klasické
elektrodynamice pfi popisu zafeni. Pfimym derivovanim lze ukazat, ze nalezené potencialy
splnuji Lorenzovu kalibra¢ni podminku. Potencidly jsme spocetli pro pozorovatele v mist¢ r.
Naboje jsou lokalizovany v mistech r’, pres kterd integrujeme. Dosti daleko od zdroju je
mozné provést klasicky multipdlovy rozvoj a urcit zafiva pole generovana pohybujicimi se
¢asticemi. Pokud nés zajima reakce ¢astice na jeji vlastni pole, musime postupovat opacné
a zjistit pole generované v tésné blizkosti sledované ¢astice.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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7. ELEKTROMAGNETICKE ZARENI

Zatim jsme se zabyvali multipélovym rozvojem skaldrniho a vektorového potencialu ve sta-
cionarnim pfipad€. Pfineslo ndm to definice dipdlovych momentt, elektrického kvadrupolu
atd. Nyni mame potencidly soucasti jediného ¢tyivektoru a u elektromagnetickych vin jsme
samoziejm¢ museli opustit stacionarni ptistup. Je tedy na Case provést multipdlovy rozvoj
v nestacionarnim piipad¢, ktery nam umozni pochopit zakladni mechanizmy vyzatovani na-
bitych Castic.

Zarivy multipoélovy rozvoj

Uvazujme nyni ¢asoveé proménné zdroje potenciall

ot r
qo =t Md%’; (353)
47 |r-r
_ ,l”
VPRV L {01} (354)
C

vvvvvv

je zadan implicitni formuli (354), jednak se bude muset provést Taylortiv rozvoj jak ve
jmenovateli, tak v Citateli, a poté vybrat zativé Cleny. Ty ubyvaji se vzdalenosti jako 1/r, kde
r je vzdalenost pozorovatele od pocatku soufadnicové soustavy, ktery je lokalizovan v oblasti
zdroji. UvaZujeme jen pole, které je schopné odnést energii do libovolné vzdalenosti od
zdroje, tedy integrace Poyntingova vektoru ExH, ktery je tokem energie, pies prostorovy
hel dQ musi dat vjakékoli vzdalenosti kone&ny piispévek. Tento fakt wilohu naopak
zjednodusuje, nebot’ z rozvoji potenciall i poli postaci vybirat jen ¢leny ubyvajici jako 1/r.

A
z
' P(x,y,2)
Y
J N r
- \
/// ' ‘l {
d r_—
\\ \ »
3 T >
\ ,’/ y

Rozvoj jmenovatele jsme provadéli 1 ve stacionarnim ptipadé, viz (120), pro ucely teorie za-
feni postaci vzit jen prvni Clen, ostatni ubyvaji rychleji nez 1/r:

.1 (355)

r

| r-r
V argumentu Ctyftoku bude tfeba rozvinout retardovany ¢as pro pozorovatele nachazejiciho

se ve velké vzdalenosti od zdroje

4 4
r-r rod(r r lx Fon-r
t’:t—|—=t———— (=) m e e
c c oy \c c cr c c

Ziskany vysledek je celkem pochopitelny. Prvni €len je ¢as pozorovatele, druhy ¢len je retar-
dovany ¢as vzhledem k pocatku (spolecny vSem zdrojiim) a posledni ¢len pfedstavuje jemné
nuance retardace pro jednotlivé elementy zdroje pole. ZapiSme ho piehledné¢:
f~r+ 2T (356)
c

T=t—rlc. (357)
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Symbolem 7 jsme oznacili spolecny retardovany ¢as vzhledem k pocatku, symbolem n nor-
malovy vektor ke vzdalené integracni ploSe (jednotkovy vektor spojnice pocatku soustavy
s pozorovatelem), n =r/r. Samoziejmé¢ jsme se nezbavili implicitni zavislosti, vektor r' je
opét vyjadien v retardovaném cCase. Uvazime-li oba rozvoje (355) a (356), piejde vztah (353)
pro ctyfpotencial do tvaru

A% = y jJ“(Hn r'/e,r’)dr . (358)
r

Nyni rozvineme Ctyitok v ¢ase 7 a ptirtistku n-r'.

oJ% (n-r
4% (1) =20 [ g% (7 0y P+ Ho ( jd3 . 359
2 47z'r-|. (@r)dr 47zr-|. orT c r (359)

Skalarni potencial mizeme ve volném prostoru volit nulovy a radia¢ni pole pocitat ze vztahl

0A

E = ——a;ad : (360)
Brad =rot Arad . (361)

Ve vztahu (359) se budeme tedy nadéle zabyvat jen prostorovou ¢asti a navic vytkneme deri-
vaci podle spole¢ného retardovaného €asu 7 pred integraci'

AD)=71 Ho j ]Q(rr)d3r'+ j jo(z.r ( - jd3r'+ (362)

V dal$im uvidime, Ze prvni ¢len popisuje elektrické dipdlové zéateni a druhy ¢len magnetické
dipolové a elektrické kvadrupolové zareni. Proved'me nyni integraci pro soustavu nabitych
¢astic lokalizovanych v okoli pocatku, pro néz je

jQ(Ta l',) = ZQaVa (T) 5(1"—1'“) . (363)

Ihned dostaneme

ZQaV (n-r,)+ (364)

47rrc o7

A(r>=4“—7;’rZ(Qava)

V prvnim ¢lenu vytkneme pfed sumu ¢asovou der1vac1 (v8e je nyni ve spole¢ném retardova-
ném ¢ase 7), v druhém c¢lenu provedeme symetrizaci (167) — nyni ale nebude casova derivace
symetrické ¢asti nulova jako ve stacionarnim piipade¢:

A7) = AED f AMD L ABD) 4 (365)
AED 47” aer” - (366)

0
AMD __Ho 0 r,Xv, )xn, 367
4rre arz O (raxVa) (67
A(EZ) 8”’/_6 a > ZQLI a(n r ) (368)

Vsechny tfi zafivé potencialy lze prepsat za pomoci veli¢in zavedenych pfi staciondrnim roz-
voji. V prvnim se vyskytuje elektricky dipdlovy moment, ve druhém magneticky dipdlovy
moment, jeding tieti potencial bude tieba jesté upravit. Z piedchoziho vime — viz (317) —, Ze
potencidl mizeme zménit o gradient libovolné funkce

A — A+Vf(r). (369)
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Volme pouze funkci vzdalenosti, pak bude transformace k novému potencialu vypadat

A=A+ ()t (370)
r
a potencial A® snadno zménime do tvaru s elektrickym kvadrup6lovym momentem
0% 1 Uy 9°
A(E2)=ﬂ—— 30r,(mr,) » 0 —_ 3r,(n-r,)-r’n|. (371
8zre 972 32[1: Oula(m¥,) 24 7rre 912 Za:Qa[ a (T =15 ] 371

Vysledné vztahy pro zétivé potencidly tedy jsou (vSe je vyjadieno ve spoleéném retardova-
ném case 7, casové derivace jsou také podle 7)

> ABY = Fo g (372)
4y
> AMD - Fo o n, (373)
drre
> A __*h G5 (374)
24 rtre

V poslednim vyrazu jde o zzeni tenzoru Q a vektoru n.

Elektrické dipdlové zareni

Urceme nyni elektrické a magnetické pole pro potencial ve tvaru (372). Nesmime zapome-
nout, Ze spolecny retardacni cas je také funkci » (pevna poloha pozorovatele) a plati

T=t-rlc = (375)
97 _9t _y. 9T _ 1% (376)
Jdt ot o, cr

Nyni pfistoupime k samotnému vypoctu elektrického a magnetického pole. Pfi derivovani
budeme vybirat jen zativé Cleny s radidlni zdvislosti 1/7, vy$§i mocniny zanedbame. Takto
konstruovana radia¢ni pole budeme znacit psacimi symboly:

aA(El) ~ aA(El) % ~ Lo

ce_ _ __Hog
ot or ot  4mr'E
op,, 0T . or
d(bu)_to, 0T 0x "o
B, =(rot AED =&€ —[—’”j:—oe )
k ( )k A klm x\r A klm 1”2

Y s 2 ’ s ooy r
Druhy ¢len se chova jako 1/7°, neni radiacni a vynechdme ho:

.. Ix ..
B, :&Sklmpm (———lj = _&(HXPE )i -

Ay cr drer
Vysledek tedy je:
> EEL - _Fo 5 . (377)
4rr
€ _ Mo .oyl (E1)
> B ———(nxpE)——(nXE ) (378)
4rcer c
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Je patrné, ze dosti daleko od zdroje mé elektromagnetické pole charakter rovinné vinoplochy.
V blizkosti zdroje (dipolu) by pole bylo mnohem komplikovangjsi. Nalezené feSeni plati jen
v tzv. radiacni zoné. Pii vypoctu pole vSech typl zafeni postaci v radiacni zoné spocitat jen
elektrické pole a magnetické pole dopocist ze vztahu pro rovinnou vinoplochu (je to rychlejsi
neZ pomoci rotace vektorového potencialu)

> B='(nxe). (379)
C

Pro zaFiva pole nyni uréime tok energie (Poyntingiv vektor). Zistanou v ném jen &leny 1//%:
y:5x7{=igx(nx5):L[szn—(e-n)g] (380)
Hoc Hoc

Nas bude zajimat projekce Poyntingova vektoru do sméru od ndboji k nam (radialni tok
energie, intenzita), tj.

;) _ _ 11 21 L[ o 2] & 0
,Vn—y-n——[g —(&€-n) }——[5 - &7 cos 6}——sm 0. (381)
Hoc Hoc Hoc

Nyni do radialniho toku energie dosadime za elektrické pole z (377) a pfevedeme permea-
bilitu na permitivitu pomoci vztahu ¢* = 1/gouo. Dostaneme radialni tok energie

.2
, PE .2 .. W
'V — sin 9 ; 0 = {(8’ n) = {(p ,n) . ly =—, (382)
! 1671'2.5'0c3 r? - 17:] m”

v némz @ je thel mezi vzdalenym elektrickym polem (druhou ¢asovou derivaci pg) a smérem
k pozorovateli. Nejintenzivnéji proto ¢astice zaii ve sméru kolmém na druhou ¢asovou deri-
vaci elektrického dipdlového momentu (u jedné Castice jde o smér kolmy na zrychleni)

0 n P(x,y,2)

P:
Element vykonu vyzateny do prostorového uhlu je
dP=%dS=(¥ n)dS=Y,dS =7, r*de. (383)
Po dosazeni z (382) ziskame Larmorovu diferencialni formuli

ﬁ% sin® @
> AP =———=d@. (384)
].67[ EOC

Celkovy vyzateny vykon ziskdme integraci

0 P
jpE sin

3 J-sm Osinfdedf = p

—EZEJ (1—-cos 49) sinfdé@ =

167° & e 1671' £C 1677 £C

o 2 a1 bk
= (1-¢")(-d¢)= §-2-1 =
87[(9003'! ( ) 87[(9003 3 1 67[(9003

.2
PE

> p=—LE_;
67[800

[P]=W. (385)
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Z Larmorovy formule (385) plyne nékolik zajimavych disledki:
1) Pokud se ¢astice pohybuji se zrychlenim, tak zafi, protoze

2
i =;?2Qa =S 0., . (386)

2) Pokud jde o izolovanou soustavu stejnych naboju (Q, = g) lokalizovanych v jedné oblasti
(kolem pocatku nasSich soutadnic), tak nezaii, protoze druha ¢asova derivace elektrického
dipélového momentu bude umérnéd souctu vSech vnitinich sil, ktery je v izolované sous-
tave nulovy:

.07 .
pEza?;‘Qa a:%za:mra:%;Fazo. (387)

3) Nejjednodussi realizaci elektrického dipdlového zateni je tzv. Hertzuv dipol. Jde o otev-
feny linedrni prvek protékany stiidavym proudem (napéjeny napiiklad indukéné z néja-
kého sttidavého obvodu). Uvaha 2) nyni neplati, nejde o izolovanou soustavu. Elektrické
naboje putuji v tomto prvku sem a tam, coz vede na jednoduchy vztah pro elektricky
dipolovy moment

PE = Po cos(wt) e5. (388)

Uvéazime-li, Ze stiedni hodnota druhé mocniny kosinu je '2, dostaneme ze vztahu (385)
pro stfedni vykon

()= 2

. (389)
127[8003

I nepatrné zvySeni frekvence s sebou pfinese velké zvySeni vyzatfovaného vykonu.

UG

Hertziv dipdl. Nalevo: jednoducha realizace. Napravo: blizka pole v okoli Hertzova dipdlu. Zobrazeny
jsou dveé vinové délky odpovidajici dvéma preklopenim dipdlu. Nami odvozené vztahy plati az ve velké
vzdalenosti od dipdlu.

Thomsoniv rozptyl

Prozkoumejme nyni zafeni volného elektronu, na ktery dopada elektromagneticka vlna s niz-
kou energii (rozptyl elektronu na elektromagnetickém zateni). Elektricka slozka vinéni bude
na elektron puisobit silou F = —¢E a udé¢li mu zrychleni

=——E. (390)
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Plisobeni magnetického pole jsme zanedbali, protoze se pohybujeme v nizkoenergetické li-
mité, kde plati v <<c. Vysledkem bude nenulovy elektricky dipdlovy moment, jehoz druha

¢asova derivace bude
2
P =—ef, =—E. (391)

me

Volny elektron za¢ne kmitat ve shod€ s prichozi vinou, ziska nenulové periodické zrychleni
a zaCne sam zafit. Jim vyzafovany vykon uré¢ime z Larmorovy formule (384), do které dosa-
dime za druhou ¢asovou derivaci elektrického dipélového momentu ze vztahu (391):

1'9']25 sin® 6 e E?

3 3.2

=—— sin® 6 dQ. (392)
loz“gyc™m;

dPout =

1671'250c

Pravdépodobnost rozptylu bude dana podilem odchazejici a prichéazejici energie. Pokud bu-
deme reprezentovat odchazejici energii Larmorovym vykonem (392) a ptichdzejici energii
Poyntingovym vektorem dopadajici elektromagnetické vlny (vyuZijeme, ze E/B = c)
2
Sin :EH:@:E—, (393)
Mo Ccly
bude jejich podil
dRy _  dWw/ide
S AW/ (dtdS)

roven elementu plochy, kterou je elektron schopen pfijimat dopadajici zafeni, coz je efektivni
ucinny prifez. Pro ucinny priifez rozptylu elektronu na elektromagnetické viné proto mame

S=do (394)

412
| 1682E3 ssin?9d2
do = Tou _ 1677 &c e =2 _sin294dQ. (395)
Yin E° l6r~gyc " my,
Chy
Permeabilitu pfevedeme na permitivitu a ziskdme vysledny diferencidlni u¢inny pritez
! 2
> do = sin” 8d€2. (396)
167[28804m§

Celkovy ucinny prifez ziskdme integraci ptes prostorovy thel

4
e
> Cit =1 - (397)
b 6ﬁ8§c4mg

Celkovy ucinny prafez rozptylu elektromagnetického zareni na elektronu je dan univerzalni
konstantou, kterou byva z historickych divodii zvykem zapisovat pomoci tzv. klasického
poloméru elektronu, za né¢hoz povazujeme takovy rozmér, pii némz elektrostatické pole gene-
ruje klidovou hmotnost elektronu:

2 2
C _=me? = a=—2  4,=28x10""m (398)
drea,

= 5
dremc

Utinny priifez v tomto zapisu vyjde jako maly nisobek priifezu elektronu reprezentovaného
klasickym polomérem elektronu:

O = 6.7x107% m?. (399)

8
> O tot :gﬂag ;
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Poznamka 1: Provedeny vypocet je nerelativisticky a plati jen pro nizké energie zareni. Vy-
sledkem je stejna frekvence dopadajici viny i viny generované elektronem. Uéinny prifez
navic na frekvenci nezavisi. Pro vysoké energie bychom museli vzit v ivahu zdkony zacho-
vani energie a hybnosti dané relativistickou ¢tythybnosti. Foton zméni smér pohybu, tim se
zméni jeho hybnost a samoziejmé tedy i energie (tj, i frekvence), kterd je s hybnosti prova-
zana pres velikost Ctyfvektoru hybnosti. Vysledkem dopadu fotonu s vysokou energii bude
rozptyl fotonu na elektronu, ktery povede ke zmén¢ jeho frekvence. V tomto ptipadé hovo-
fime o Comptonove jevu. Thomsoniv rozptyl je jeho limitou pii nizkych energiich.

Poznamka 2: Dopadajici vinu rozptyli elektron soucasné do rtiznych smérti dle formule
(396). Pokud budeme pozorovat jednu konkrétni rozptylenou vinu ve sméru 6, rovina polari-
zace se nezméni. Elektrické pole bude samoziejmé kolmé na novy smér sifeni. Uhel rozptylu
je v obrazku oznacen y.

Rayleightiv rozptyl

Thomsontiv rozptyli se tyka volnych elektront. Elektrony jsou ale Casto vdzané — bud’
v atomdarnich obalech, v molekulach nebo na malych c¢asticich prachu. Takovy elektron také
reaguje na elektrické pole dopadajici viny, ale mé urcitou vlastni frekvenci wo, na které se
pfirozenym zplUsobem muze rozkmitat v hostitelském systému a pfirozeny Gtlum ¢ téchto
kmitt, ktery miize byt zpisoben naptiklad vlastnim vyzatovanim elektronu. Pohybova rov-
nice bude mit nyni namisto (390) o néco malo slozitéjsi tvar:

i, +26t, + 0fr, =———E e . (400)
me
Jde o vynucené kmity, znamou ulohu z klasické mechaniky. Budici pole E ma frekvenci w.
PiSeme ho v exponencialni tvaru, ktery je snadno mozné derivovat. Skute¢né feSeni pro r(¢) je
potom redlnou ¢asti nalezeného feSeni, které je sou¢tem homogenniho a partikularniho feSeni.
Homogenni feSeni predstavuje tlumené kmity na vlastni frekvenci, tedy z dlouhodobého hle-
diska jde o ptfechodovy jev, ktery nas nezajima. Partikularni feSeni ma tvar

= —e/m
r.()=AE e ", A= . (401)
¢ 0 (a)g—a)z—2i§a))

Amplituda je obecné komplexni ¢islo, které l1ze zapsat v goniometrickém tvaru

A=Al |4|= elm . (402)

\/(a)g — ) +45%0?

Skute¢né kmity elektronu budou redlnou ¢asti nalezeného feseni, tj.
r, (1) =|4|Eq cos (@i — @) = cEo/m cos(wt —p). (403)

\/(wg —0*) +46°w°
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Druhé derivace elektrického dip6lového momentu p. = —er. bude

o’ E,/m
J(@} - ) +45%0"

p.()= cos(wt—g). (404)

Dale uZ je postup zcela identicky s odvozenim Thomsonova uc¢inného prifezu. Jedinym roz-
dilem je stfedovani druhé mocniny kosinu pies periodu, které da

< cos’ (wt—o) >T =". (405)
Pro vyzatfeny vykon dostaneme
ﬁ% sin® 6 _ o’ Eg
3 327:280c3m§ ((a)g 0’ + 452602)

AP, = sin” 0 d2 (406)

l6ﬂ'2€00

U dopadajiciho vykonu opét vystiedujeme pres periodu:

] E§
Yin=(EH)=(EBluy)=—2-. 407
o = (Bt = (BB )= 2 (aon)
Hledany diferencialni u¢inny prufez je podilem obou poslednich veli¢in, viz (394), ;.
to’
> do sin® 0 dQ (408)

1673 ml (@] - ) +45°0 )

U Thomsonova rozptylu jsme stfedovani neprovadéli, protoze generovana i dopadajici vina
byly ve fazi, takze se Casové zavislosti zkratily. Po pfeintegrovani pies prostorovou zavislost
dostaneme celkovy G¢inny prifez

e'o’

6megc m? ((a)g —0*)? +4§2a)2) '

> Oy = (409)

Povsimnéte si, Ze pro volny elektron, tj. wo=0, 0 =0, ptejdou obé formule ve vztahy (396)
a (397) pro Thomsontuv rozptyl. Pro nizké frekvence @ << @y (to plati naptiklad pro elektrony
vazané v atomech a molekuléch a pro frekvenci svétla dopadajiciho ze Slunce) vyjde

> (410)
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Jde o znamou Rayleighovu formuli pro rozptyl sluneéniho svétla na atmosféte. Uginny prifez
klesa se ¢tvrtou mocninou vlnové délky. Modré barva je rozptylovana mnohem u¢innéji nez
¢ervena. To je divodem modré barvy oblohy. Rozptyl je pojmenovan po anglickém fyzikovi
Johnu Williamu Struttovi (1842—-1919), ktery byl za své vyzkumy povysSen do Slechtického
stavu a stal se lordem Rayleighem.

Brzdné zareni elektrond na iontech

Ocitne-li se elektron v poli té¢zkého Z nasobné ionizovaného iontu, dojde k elastické srazce,
pfi niz se zméni smer pohybu elektronu. Na elektron pii srazce pusobi dostiedivé zrychleni
(smérem k iontu), jehoz vysledkem je zafeni elektronu. Pokud budeme srazku popisovat
v soufadnicové soustavé spojené s t€Zkym iontem, bude velikost zrychleni elektronu
2
L 4 411)
me  Axegrim,

a tomu odpovidajici velikost druhé Casové derivace elektrického dipolového momentu

3
Pp =ei, -z (412)

Z Larmorovy formule (385) je zfejmé, ze vyzatovani zavisi jen na velikosti zrychleni elekt-
ronu. Je zcela lhostejné, zda jde o zrychleni te¢né ¢i dostiedivé. Velikost zrychleni je u Cou-
lombovy srazky déna pouze polohou elektronu vzhledem k iontu, u n¢hoz se elektron rozpty-
luje. Intenzita vyzatovani &i vykon jsou tedy dany pouze vzdalenosti elektronu od jadra. Cim
blize k iontu se elektron dostane, tim vice zafi. Snadno ur¢ime okamzity vykon vyzatovany
elektronem:

p% 72,0

P(1)= = '
6reyc® 9633 m? [r,(1)]

(413)

S uvedenou formuli je mozné dale pracovat. Ze znalosti drahy elektronu pfi sraZce 1ze napfi-
klad dopocitat fourierovské spektrum vyzatrovaného vykonu. Dal§i moznosti je vzit homogen-
ni vzorek elektronli s riznymi zdmérnymi parametry a stfedovat vyzaieny vykon pro cely
vzorek elektronti rozloZzenych symetricky kolem iontu

(P)

To s sebou ale nese dalsi problémy: Prvnim je dolni ofez minimalni vzdéalenosti, kterd nemi-
ze byt nulovd. Druhym problémem je kvantové chovani elektronu pfi interakci s elektrony
atomarniho obalu. Pokud za dolni hranici zdmérného parametru zvolime de Broglieovu
vlnovou délku pocitanou z nejpravdépodobnéjsi (tepelné) rychlosti elektronu

2rh

2 6 oo 2 2 6
Z%e narry dr,  4mZe’n, |

- = , (414)
967[38803m§ o re 967[38303171% Tmin

€
min

Figin = ——m— (415)
min [zmekB]_,e
vyjde stfedovany vykon souboru elektront rozptylujicich se na jednom iontu
26 12
(Py=— LM [ 2ple | (416)
487y mh\ me

Pokud bude rozptyl probihat na iontech s koncentraci n;, bude vykon vyzatovany z objemové
jednotky (hustota vykonu) roven

72650 1. 112
> 7/ =(P)n; o [ZkBTe] . [ (417)
m

4875 mh\ me 3
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Poznamka: Provedeny vypocet je nekvantovy. Pfi kvantovém vypoctu se ve vysledném
vztahu objevi jesté tzv. Gauntlv faktor (je pojmenovany podle Johna Arthura Gaunta), ktery
je slabé frekvencné zavisly a jeho hodnota je fddové rovna jedné. V prvnim ptiblizeni ho tedy
nemusime uvazovat.

elektron
() W

jadro

Cyklotronové zareni

Nabité castice vykonava v magnetickém poli tzv. gyracni pohyb, tj. pohybuje po Sroubovici
a pfitom ma samoziejmé nenulové dostiedivé zrychleni dané Lorentzovou silou. Vzhledem
k tomu, ze cyklotronové zaieni je diilezité jak pro elektrony, tak pro ionty, provedeme vypo-
¢et pro obecny naboj Q. Zrychleni nabité ¢astice bude mit velikost:

F B

j=f_QuB (418)
m m

Tomu odpovidajici velikost druhé ¢asové derivace elektrického dipélového momentu bude

2
. . v B
b =07 =2 2 (419)

Z Larmorovy formule (385) snadno urc¢ime okamzity vykon vyzafovany castici

00?
Pe _ o%iB®
3m2

> P= (420)

= 7=
67[800 67[806'

Vzhledem ke kvadratické zavislosti na hmotnosti ¢astice je cyklotronové vyzatfovani inten-
zivnéjsi pro elektrony neZ pro ionty. Specialné pro elektron Ize za pomoci klasického polo-
méru elektronu (398) vykon vyzatovany jednou ¢astici prepsat do tvaru

P= gﬁageocviBz. (421)
Sestavme energetickou bilanci pro elektronovou slozku plazmatu:
d(3
—E[EnekBTej = Pl’le . (422)

Nalevo je ubytek hustoty energie elektronii, napravo hustota vyzafovaného vykonu, v némz
obé& kolmé slozky rychlosti nahradime nejpravdépodobnéjsSimi (tepelnymi) rychlostmi

d(3 8 o 2kgT,
_E(E nekBTej = gﬂ'aeé‘oc—eB R - (423)
Nalezena diferenciadlni rovnice pro teplotu vede na exponencialni ubytek teploty elektronové
slozky plazmatu zplisobeny cyklotronovym zatenim elektront.

32 mate,c )

T, =T,exp[-at]; o B~. (424)
9 m

(S
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e
/

Te

cyklotronni emise synchrotronni emise

Poznamka 1: Provedeny vypocet cyklotronového zafeni je nerelativisticky. Cyklotronové
zéafeni probihd zejména na cyklotronové frekvenci a jejich vysSich harmonickych. Pfi vyso-
kych energiich elektront ale tento vypocet neplati. Cyklotronova frekvence zavisi prostied-
nictvim hmotnosti na rychlosti ¢astice a navic je tfeba ji transformovat do laboratorni sou-
stavy (uplatni se relativisticky Doppleriiv jev). Stejn¢ tak je tieba transformovat vyzareny
vykon. Zavislost cyklotronové frekvence na rychlosti ¢astice vede pro velky soubor Castic
k rozsifovani pikl cyklotronové emise na jednotlivych harmonickych a pii vysokych energi-
ich bude spektrum spojité. V tomto piipadé hovoiime o synchrotronovém zéafeni. Uhlova cha-
rakteristika zafeni je deformovana mocninami Lorentzova faktoru gama do charakteristického
tvaru dopiedného laloku. Formuli pro synchrotronové zaieni lze ziskat transformacemi vzta-
ht pro cyklotronové zafeni, nicméné elegantnéjsi je pfimy vypocet z Feynmanovy formule
(viz Liénardovy-Wiechertovy potencialy).

Poznamka 2: Ve Slunecni soustavé je velmi silnym zdrojem cyklotronového zafeni planeta
Jupiter. Jupiter ma nejsilngj$i magnetické pole ze vSech planet, jeho magnetosféra ma ohon
dlouhy 5,5 astronomické jednotky a sahd az k ob&ézné draze planety Saturn. Elektrony krou-
zici kolem siloCar magnetického pole vytvareji intenzivni elektromagnetické viny v uzkém
pasmu radiovych frekvenci, které jsou oznaCovany zkratkou ECE (Electron Cyclotron Emis-
sion). U Jupiteru pochazi nejvice vin z elektrontl rotujicich na silocarach pole prochazejicich
meésicem lo, jehoz vulkanické projevy zanechavaji kolem planety charakteristicky plazmovy
torus sloZeny pfevazné z iontl siry. Jupiter je vyuzivan jako referencni zdroj radiového sig-
nalu pro kalibraci pfistroji na sondach (naptiklad Planck).

VysSsSi momenty zareni

Nabité Castice samoziejmé nevyzaiuji jen dipolove, méné intenzivni, ale také dilezité je
1 magnetické dipolové a elektrické kvadrupolové zafeni. Budeme postupovat stejné jako
u elektrického dipdlového zateni. V dosti velké vzdalenosti od zdroje jsou vlnoplochy rovin-
né, proto postaci urcit jen elektrické pole ze vztahu

£ =—0A/0t (425)
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a magnetické pole snadno dopocteme ze vztahii

B=1(exn); (426)
C
E=c(Bxn). (427)

Ze vztahl (373) a (374) snadno ur¢ime elektrické a magnetické pole magnetického dipolo-
vého a elektrického kvadrupdlového zateni:

> gMD _ —%pM xn, (428)
> BMD :—4:#131\4 : (429)
> £(ED) _ _2:1—7(1)766.{1’ (430)
> BE) :—ﬁ([éﬁ}xn); (431)

Obdobn¢ jako u dipdlového zaieni ur¢ime normalovou slozku Poyntingova vektoru a integra-
ci ptes cely prostorovy uhel ziskdme celkovy vyzareny vykon soustavy €astic. Ve vyslednych
vztazich vyjadfime permeabilitu vakua za pomoci permitivity ze vztahu uo = 1/(c’eo):

.2
g = M2 (432)
l6z“eyc” r
o (E2) (le”l ) (ka”m ) - (le”k”l ) (Qmonmno )
Tu = 53 : (433)
576 gyc r
pZ
> MY = =, (434)
6”806'
> pE)__ 90 . 435)
7207[800

Na nasledujicim obrazku je ukdzka elektrického kvadrupolového zéatfeni v tésné blizkosti
zdroje zobrazena metodou LIC (Line Integral Convolution). PotitaCové generovana Sumova
textura se za pomoci konvoluce s elektrickym polem deformuje ve sméru silocar elektrického
pole. Vypocet byl proveden na Dukeové univerzite.
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Liénardovy-Wiechertovy potencialy

Pokud se ¢astice pohybuji vysokou rychlosti a nejsou lokalizovany v okoli po¢atku soufadni-
cové soustavy, neni mozné provést rozvoj potencialli pro pozorovatele ve velké vzdalenosti.
Navic se prisluSnym rozvojem vytratilo relativistické chovani ¢astic. V obecném piipadé je
proto tieba postupovat jinak. Vyjdéme opét z retardovanych potencialt

o ,2 "
4o = o [J(Lr) (t’f)d%’; f=t- (436)
1] c
Pro skalarni a vektorovy potencial z této relace dostaneme vztahy
t,r
1 PQ( ) ’ 437)
. t,, r/
_ o (Io®1) g5 (438)
4
Pro bodovou ¢astici jsou zdrojové ¢leny
Pp =000 -1y), (439)
Jo=0v({@)o(r' ~xy). (440)

U vztahua (437), (438) pro potencidly je tfeba zajistit, aby byly parametry ¢astice brany v re-
tardovaném case, proto u vyjadieni pro jedinou ¢astici pfibude jesté distribuce pres Cas:

4 4;90 I Q8(r'—r)8(' —1+|r—r'|/c) i & 441)
A ﬂo f Ov(t)o(r' —xy) 8 (' =t +|r—r'|/c) W 442)

Casova distribuce bude nenulova jen pro
> (443)

c

tedy skuteCné v retardovaném case, jak jsme pozadovali. Nejprve proved'me integraci pies
prostorovou distribuci:

" -1y |/
_ 0 I5(1‘ t+|r r0|c)dt', (444)
Ir—rp |
A:&QJ. V()8 (¢ —t+|r—ry|/c) ” (45)
4r |r—r0|

vvvvvv

(f -&o)

> O(F(O)=——3 F(§)=0, (446)
F'(&)

ktery nyni vyuzijeme. Naleznéme nejprve derivaci funkce F:

drr _d
dr  dr

(t_t+|r ro(f)|/C) ;t(t_H.l (r_ro(f'))zj .
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R YA |
( dt,j2(r ro(t))2

Elektromagnetické zareni

dF 1
_,:14__
dt c

_V-R_
cR

! =1
("‘1'0(/))2

Pro nelokalizovanou ¢éstici musime za jednotkovy vektor normaly k plose v misté pozoro-
vatele volit smér od ¢astice k ndm, tedy n = (r —r¢) / | r — r |, dale jsme oznacili p = v/c.

1-B-n. (447)

A
z

P(x,y,2)
r—r

/

\

X

Po provedeni integrace pies ¢asovou distribuci nyni snadno ziskdme vysledné potencialy (tzv.
Liénardovy-Wiechertovy potencialy):

__9 1
> = 47eyR (1-B-m)’ S
OB 1
> - 47egcR (1-B-n)’ (449)
kde jsme oznacili
> n=R_ TR (450)
R ‘r—ro(t’)
> p=YO 451)
c

Veskeré argumenty souvisejici s ¢astici jsou brany v retardovaném case, tj. ro(t"), v(z'). Lié-
nardovy-Wiechertovy potencialy jsou relativistické a nebyly v nich u¢inény zadné rozvoje ani
zadna zjednoduseni. Pfimym vypoctem nyni ur¢ime elektromagneticka pole. K tomu si mu-

sime predpocitat jednotlivé potfebné derivace:

o _For (452)
ot dt’ dt
o _F o (453)
axk at axk
Urceme napiiklad o¢'/ot:
Iy, LR PO Ll 101 | IR a—’[l—V'R}:l.
ot ot ot ot c ot cR
Odsud jiz snadno uréime
or’ 1 ot
= = : ~— =1-B- 454
o 1pn o P 459

Analogicky nalezneme
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’ n
o M (455)
dx;,  c¢(1-B-n)
Vypocet elektrickych poli z Liénardovych-Wiechertovych potencialt je nyni pfimocary, ale
pon¢kud zdlouhavy. Elektrické pole ziskame ze vztahu E = —V¢ —0A/0t a magnetické pole ze
vztahu B =rot A. Vysledkem je Feynmanova formule

> . Qz(l_ﬂz)(n;[})_'_ 0 nx[(n—B)xB]
4me,R* (1-B-n) 47eycR (1_[3.,,)3

, (456)

> p="xE (457)
C

Prvni ¢ast pole je zobecnéné coulombické pole, druha ¢ast je obecné zéfivé pole, v némz ne-
byly ¢inény Zadné rozvoje, a je plné relativistické. Z takto urcenych formuli je mozné dale
spocitat Poyntingtiv vektor a jeho integraci vyzareny vykon. Takovym postupem lze napfi-
klad ziskat ptesny vztah pro synchrotronové zateni.

Relativistické brzdné a synchrotronové zareni

Pokud nas nezajima pole v t€sném okoli ¢astice, ale jen radiacni pole, mizeme ve Feynma-
nov¢ formuli zanedbat prvni (coulombickou) ¢ast a ponechat jen druhou (radiacni) ¢ast:

_ 0 nx[(n—B)xB}
47eycR (1_[3.,,)3

(458)

Urc¢eme nyni Poyntingliv vektor.
F=ExH=—"gx(nx€)=—1
Hoc Hoc

Druhy ¢len v hranaté zavorce je evidentné nulovy, protoze je elektrické pole dle (458) kolmé
na n. Normalové slozka toku energie proto bude

[En-(£-m)E| (459)

&2
Jp=F n="o = (460)
Hoc
5 Caeall
g 1 ( 0 j\nx[(n B)xB]| o)
Hoc \ 4reycR (1—B-n)6

Celé prava strana je funkci retardovaného casu, proto bude vyzafovand energie do prosto-
rového thlu rovna

dW=9,dt R*d2= .Vndt'%R 2 4. (462)
Vyzateny vykon bude
daw ot >
dP=—"—-=Y, —R*dQ. 463
"ot (463)

Nyni dosadime za Poyntingliv vektor (461) a za ¢asovou derivaci (454) a mame finalni vztah

.12
> ap=—2 [ (ap<B]]
167°¢,c (I—B-n)5

dQ. (464)

Uved’'me nyni tfi limitni ptipady této obecné formule pro zafeni relativistické castice:
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Limita pomalé ¢astice
Nejprve bychom méli zkontrolovat, zda v limit¢ malych rychlosti da naSe nova formule
puvodni Larmortiv vztah. Budeme tedy piedpokladat, ze f < 1,tj. | = fn=1,n— B =n:

d73=m‘nx(nx[3)‘ dQ=
- 2 \(n Bin-p) d2=
Q2 P2
16752800‘BL‘
_0%? sin29dg
167[2806'3 '

PrepisSeme-li tento vztah za pomoci elektrického dipolového momentu p. = Or, mame

.2 .0
> dpzpesmi

P 40, (465)
16z 806

coz je Larmorova formule (384) pro pomalé Castice. Pfipomeiime, ze 6 je tthel mezi zrych-
lenim cCastice a smérem od Castice k pozorovateli, tj.

0=<PB,n). (466)

Relativistické brzdné zareni

Jde o ¢astici urychlovanou nebo brzdénou ve sméru svého pohybu, tj. plati B || dp/dz. Typicky
jde naptiklad o relativistické brzdné zateni. Obecna formule se zjednodusi na

Q2 ‘nx(an)‘

dp, = (467)
" 162%ec (1-B-n)’

Pro castici urychlovanou ve sméru jejiho pohybu plati

6=<(B,n)=<xB,n), (468)
proto bude tihlovéa zavislost vyzafovaného vykonu

2 )

> T3 (469)

1677€yc (1- B cos 6)
Po integrovani ptes vSechny thlové zavislosti mame celkovy vyzatovany vykon

2

> Py ==Ly (470)

67[2800

Synchrotronové zareni

V tomto piipad¢ jde o Castici, jejiz zrychleni je kolmé na jeji rychlost dp/ds L . K tomu
dochézi napﬁklad pfi pohybu po kruinici kdy je generovéno synchrotronové zéfeni Vypoéet

vvvvvv

z ve sméru pohybujici se castlce a osa x ve sméru zrychleni Castice (v prlpade kruhového
pohybu do stfedu kruznice):
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e, = B ; e, = E.;

B B
Nyni zavedeme standardni sférické soutadnice, tj. 3 bude odklon od osy z a ¢ bude polarni
uhel v roving (x, y). V této soustavé bude platit

B-n=fcos?, (472)
B-n = [sin ¥ cos . (473)

B-B=0. (471)

Po ptepsani vSech dvojnych vektorovych soucinti na skaldrni souciny piejde obecna formule
(464) v ptipad¢ zrychleni kolmého na rychlost na vztah

2 _ 2 (e 2002 _1 .
> dp | = Q2 (1-Bcos ¥ +(sin ﬂcoiqo) (B~ -1 5240, (474)
167°¢,c (1-f cosd)
Jde o obecnou formuli pro synchrotronni zafeni. Po integraci ptes tthlové proménné mame
2
> P, = %y“zﬁ . (475)
6r 806’

Pokud bychom se neomezili jen na piipad ¢astice se zrychlenim rovnobéznym ¢i kolmym na
smér rychlosti a ponechali obecny smér rychlosti i zrychleni, byl by celkovy vyzatfovany vy-
kon prostym souctem obou limitnich ptipadi (470) a (475). Integrace ,,mix* ¢leni d& nulovy
piispévek.

Na nasledujicim obrazku je smérova charakteristika synchrotronniho zatfeni urcend v progra-
mu Wolfram MATHEMATICA podle formule (474) pro = 0,004 (nalevo) a = 0,4 (napra-
vo). Pii vysoké rychlosti zafeni vyrazné pievlada ve sméru pohybu ¢astice. Nejmensi mnoz-
stvi zafeni (prolédklina na obrazku) je emitovano na spojnici Castice se sttedem kruznice, po
niz se pohybuje.

oo000000000000000000000000o
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8. POLE V REZONANCNI DUTINE

Uz jsme si fekli, Ze elektromagnetické pole je médiem, které je schopné pienaset energii,
hybnost a moment hybnosti. Energie pole je kvantovana a elementarnimi kvanty jsou jednot-
livé fotony. Celkové lze tedy elektromagnetické pole chapat jako soustavu fotont a kazdy
foton jako harmonicky oscilator. Pfi tomto popisu tedy elektromagnetické pole neni nic¢im
jinym nez soustavou harmonickych oscilatorti. Takovou pifedstavu nebudeme rozvadét pro
obecné elektromagnetické pole, ale pro fotony zachycené v dutinovém rezondtoru. Je to du-
tina, v niZ se pole na vnitfnich sténach odrazi, a proto dlouhodob¢ v rezonatoru piebyva. Du-
tinové rezonatory se pouzivaji tfeba na nejvétsim urychlovaci svéta LHC k urychlovani na-
bitych ¢astic. K dokonalosti je dovedl francouzsky fyzik Serge Haroche, ktery dokazal vyro-
bit n¢kolikacentimetrovou dutinu se supravodivym povrchem, v niz se jediny foton odréazel
celych 130 ms. Za tu dobu foton uletél vzdalenost rovnou obvodu Zemé. Serge Haroche pro-
vadel jako prvni na svété v takovych dutindch nedestruktivni méfeni poctu fotont. Jediny
foton v dutiné byl schopny opakovan¢ detekovat i nékoliksetkrat. Za tyto prace obdrzel No-
belovu cenu pro rok 2012. Poli uzavienému v rezonan¢ni dutiné se n¢kdy lidové tika ,,pole
v krabici“. Pole v dutin¢ vytvofi stojaté vinéni s uzly na sténdch. Proto jsou v dutiné¢ mozné
jen nékteré mody elektromagnetického pole. Praveé jim se budeme vénovat v této kapitole.

Potencialy v dutiné

Pole v dutiné nemd Zadné zdroje — nejsou zde ani ndboje, elektrické proudy. Maxwellovy
rovnice pro potencidly spolu s Lorenzovou kalibra¢ni podminkou maji jednoduchy tvar:

OA=0; (476)

O¢ =0; (477)
L%+divA:0. (478)
cz ot

V piedchozim textu jsme ukdzali, Zze ve volném prostoru bez proudi a ndboji lze diky
kalibra¢ni volnosti dokonce zvolit skalarni potencial nulovy. Rovnice pro pole v dutiné pak
maji tvar

> OA =0; (479)

> divA =0. (480)

Elektromagneticka pole budou dana vztahy

> E= o8 ; (481)
ot

> B =rotA. (482)

Viastni kmity pole

Predpokladejme, ze se elektromagnetické pole nachéazi v dutin€ ve tvaru kvadru o hranach L,
L, a L3. Soutfadnicové osy povedeme ve sméru hran. Budeme ptedpokladat, ze se v duting
vytvofi stojaté vinéni s uzly na st€nach. Pro hledany potencial postaci pozadovat, aby na pro-
tilehlych sténach mél stejnou hodnotu (tzv. periodickou okrajovou podminku). Potenciél za-
piSeme jako superpozici Fourierovych modu

A (t,r)=a, (1) e'kT, (483)

Kazdy z modi musi spliiovat rovnici (479), odkud pro amplitudy a plyne
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—k’a, —izﬁk =0 (484)
C

Vzhledem k tomu, Ze pole v dutiné musi splitovat disperzni relaci
o = ck, (485)
muzeme rovnici pro amplitudu prepsat do tvaru
iy + ey =0. (486)

Tato rovnice ma dvé feSeni exp[+i wit], obecné feseni je jejich linearni kombinaci. Pokud bu-
deme pozadovat, aby vlnovy vektor mifil ve sméru fazové rychlosti viny a aby celkova faze
viny tvofila relativisticky skalar k'x — wy ¢, musime volit feseni se znaménkem minus (pluso-
vé feSeni ale pozdé&ji také vyuzijeme), tj.:

—iwyt

Celkové feseni pro vektorovy potencidl tedy je oby¢ejna rovinna vina
> Ap(t,r) =a, (£)e*T =¢, Tk, (488)

coz je dano jednoduchym pravothlym tvarem dutiny. Nesmime zapomenout na Lorenzovu
kalibra¢ni podminku, kterd znamena omezeni na smér konstantnich vektori cy:

k-a,=0 = k- =0. (489)

Stény dutiny neumozni vznik vin libovolnych vlnovych délek, proto nebude vinovy vektor k
spojity, ale bude nabyvat jen nékterych hodnot. Potencidl musi byt stejny pro x =0 a x = L,
obdobné¢ také pro y =0 a y = L, a totéz bude platit 1 v tfeti ose pro z=0 a z= L3. Napriklad
v ose x budeme mit

ekl O+kyy+kyz ek1L1+k2y+k3z

Obdobné postupujeme 1 v dalSich osach. VInovy vektor tedy miiZze nabyvat pouze hodnot

> k=|2Zn, 20, Zn | my=0,£1,42... 491)
Ly L, Ly
(492)
Pokud prejdeme k normovanym Fourierovym modiim (za kazdou dimenzi je 1/NLy)
1 ikr 1 ikr
P =———¢ =—7=¢ , (493)
JL L, L N7
miizeme vysledné feSeni pro potencial zapsat jako
1 ikr * —ikr
> A, r)=——)> (a (e +a, (e : (494)
N7 Zk:( s L )

Koeficient pred feSenim je normovaci konstanta bazovych funkci. K ndmi nalezenému feSeni
je pri¢teno komplexné sdruzené feSeni, aby byl vysledek realny. Také bychom mohli vyuzit
realnou Gast Re A = (A + A")/2 a vzniklou polovinu zahrnout do amplitud ay resp. cx. V kom-
plexné sdruzeném feSeni se v ¢asové Gasti uplatni i druhé z feSeni exp[+iw?]. Reseni mizeme
také chapat jako dvé stejné viny pohybujici se proti sob¢, které v dutiné vytvoii stojaté
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vinéni. Zbyva posledni tloha — spocitat elektrické a magnetické pole. Ziskany potencial je su-
perpozici rovinnych elektromagnetickych vin. Casova &ast je schovana v amplitudach a, a*.
V ptipadé¢ dutiny jiného tvaru nez kvadru by Casova cast neméla tvar exp[+iwt]. U rovinnych
vlnoploch vedou c¢asové a prostorové derivace na jednoduché algebraické vztahy (227).
Okamzité proto dostaneme hodnotu elektrického a magnetického pole v rezonancni duting:

J0A i ikr * —ikr
> E:—E:ﬁga)k(ak(t)ek —ap (e ) (495)
> B:rotA:%%kx(ak(t)eik'r—al*((t)e_ik'r). (496)

Piipomenime, ze ax je amplituda k-t¢ Fourierovy komponenty a ¢isla k jsou diskrétni podle
vztahu (491). Ob¢ pole jsou superpozici Fourierovych modu a jsou realna.

Energie a hybnost pole v dutiné

Nyni se budeme vénovat vypoctu celkové energie a celkové hybnosti vSech moda elektro-
magnetického pole uzaviené¢ho v duting, tj. bude tfeba vycislit integraly z hustoty energie
(178) a hustoty hybnosti (195):

. . 2 2
g=j£_E b, HBE Bjd3r=goj E 2B e, (497)
2 2 2 2
V V
G=[ydr=[DxBd’r=¢)[ExBd’r. (498)
V V V

Do obou vztahit dosadime za pole z (495) a (496). Pti upravach jednotlivych ¢lenti postupné
pouzijeme nasledujici vztahy

1 1

(1) ?lei(k_k’)'r &=, 7£ I e =6 e, (499)
2) a_ =a,, a, =a, (500)
(3) k-a_ =0, k-a_=0, (501)
“4) [axb]-[exd]=(a-¢c)(b-d)—(a-d)(b-c). (502)

Prvni relace plyne ihned z ortonormality bazovych funkci, na pravé stran¢ jsou Kroneckerova
delta jednotlivych diskrétnich indexti. Druha relace plyne z vyrazu (494) pro vektorovy po-
tencial, ve kterém zaménime scitaci index k za —k. Zaména indexu nesmi vyraz zménit, po
zaméné se druhd ¢ast stane prvni a prvni druhou. Porovnanim s ptivodni relaci dostaneme
druhou relaci. Tteti relace plynou z Lorenzovy kalibra¢ni podminky (489) a jejiho komplex-
niho sdruzeni. Posledni relace je zndmy Crammeriav vzorec (D.2). Nyni se miizeme kone¢né
pustit do vypoctu energie pole v rezonan¢ni dutiné dané vztahem (497). Nejprve si dopiedu
spocteme vyrazy [E* d’r, [B? d’r, do nichZ dosadime za pole z (495) a (496):
2.3 1 ikr__* —ik- iKr o —ikr) g3,

J.E d°r :—;J. Za)ka)k'(ake1 —a e r)-(akfe1 "—age™ r)d r =

4 v kK

2 # ® ES (2)
Z_Za)k(ak A T A A A A T A ‘3—k) =

K

_ 2 * * * * N,
k
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Obdobnym postupem nyni ur¢ime druhou mocninu magnetického pole

23 1 ik- x ik , iK' o k) g3, 2
IB d’r :——J.Z:(kxake1 "—kxage™ r)-(k xag e T—kxage r)dr =
14 VVk,k’
=—Z[(kxak)-(—kxa;’;)—(kxai)-(kxak)—(kxak)-(kxa;’;)+(k><a§)-(—kxak)} =

k

. @)
=4> (kxay)-(kxay,) =
k

, )
=4 I (ay a) - (k-a )k ay) =
K
=43k (ay ay).
K
Vysledna energie elektromagnetického pole po dosazeni do (497) tedy je
&= 26’k (a -ay).
k

Z disperzni relace vime, ze v prazdném prostoru plati ck = wy, coz nas dovede k vyslednému
vztahu pro energii. Analogickym postupem uré¢ime i vztah pro hybnost:

> E= 8k =D 2600 (ay -ay), (503)
k k

> G =2 G =) 260 (a apk. (504)
k k

Energii a hybnost elektromagnetického pole v rezonan¢ni dutiné mizeme vyjadfit jako soucet
energii a hybnosti jednotlivych nezavislych linearnich harmonickych oscilatort s ,,dovoleny-
mi* Cisly k = (2zni/L\, 27na/La, 27ns/Ls). Jde o popis kompatibilni s korpuskularnim obrazem
elektromagnetického pole. Mezi hybnostnimi mody, které mifi ve sméru vlnového vektoru,
a energetickymi mddy plati jednoduché vztahy (vektorovy a pro velikost):

& S
G\ =—2k _Skk (505)
a)k C k
» &
> Qk=—;a (506)
c

cozZ je znamy vztah mezi hybnosti a energii fotonti, ktery plyne ze specialni relativity pro ¢as-
tice s nulovou klidovou hmotnosti.

Hamiltonovy rovnice

Fourierovy amplitudy a, a* jsou komplexni Cisla charakterizujici Sifeni vin v rezonan¢ni du-
tiné ve smérech k, —k, nebot’ jde o koeficienty u vin exp[+ik'r]. Obecné jde o komplexni
¢isla, pomoci nichz budeme definovat nové realné amplitudy Qg a Py vztahy

Qi =& (ai +ay ). (507)
Py =ioy [, (ay —ay ). (508)

Ob¢ funkce jsou realné vektorové funkce. Prvni je imérnd redlné ¢asti ag, druhd imaginirni.
UkéaZeme, Ze takto preSkalované amplitudy hraji roli zobecnénych soufadnic a hybnosti
oscilatorii popisujicich elektromagnetické pole v dutin€. Sectenim a odectenim defini¢nich
rovnic (koeficienty pfevedeme vlevo) miizeme rekonstruovat piivodni amplitudy:
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a = 1 [Qk+ ] (509)
2\/& Wy

ZJ—LQk__PkJ (510)

Nové proménné Qx, Px nemaji zatim jiny vyznam, neZ realnych amplitud vytvotenych z pu-
vodnich komplexnich amplitud ag, a*x. Pivodni amplitudy v sobé zahrnuji ¢asové faktory
exp[xwit] a podle (487), (489) pro né plati

a, =-w,a, (511)
A, =+ a . (512)
k-a, =0, (513)
k-a, =0. (514)
S pomoci téchto relaci snadno zjistime, Ze pro nové zavedené amplitudy plati vztahy
Qi =Py, (515)
Qy + Wi Qy =0. (516)
k-Qy =0, (517)
k-P, =0, (518)

Vidime, ze amplituda Py hraje roli zobecnéné rychlosti/hybnosti k amplitudé Q. Druhad re-
lace plyne ptfimo z vlnové rovnice 0A = 0 uz pro puvodni amplitudy ay. Tteti a ctvrty vztah
znamenaji, ze obé nové amplitudy jsou vzdy kolmé na smér Sifeni elektromagnetického vi-
néni. Ur€eme nyni celkovou energii elektromagnetického pole v rezonan¢ni dutiné za pomoci
novych amplitud Qx, Px:

> 8:7{=22€0(0ﬁ(ak~af():2%(Pi+a)ﬁQﬁ). (519)
k k

Energie vyjadiena pomoci novych amplitud ma roli Hamiltonovy funkce pro elektromagneti-
cké pole v duting. Je kvadratickd v obou proménnych, jak je tomu u harmonického oscilatoru.
UkéaZeme, Ze nové amplitudy jsou vzajemné kanonicky sdruZené, tj. ze spliiuji Hamiltonovy
rovnice. Za tim ucelem Hamiltonovu funkci (519) zderivujeme podle obou novych amplitud:

oH :
— =P, = ;
o, QU
OH . .
an ka —Qy=-Py
Ve finale tedy mdme Hamiltonovy kanonické rovnice
: oH
> =—; 520
Qi P, (520)
> P, = —3—7{. (521)
0Q

Nové amplitudy spliiuji Hamiltonovy, rovnice, jsou tedy kanonicky sdruzené. Elektromagne-
tické pole v dutin¢ lze popsat jako soustavu harmonickych oscilatori se zobecnénymi sou-
fadnicemi Qy a zobecnénymi hybnostmi Py.
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Tepelné zareni

Elektromagnetické pole v dutiné, které je v termodynamické rovnovaze se sténami o teplote
T, ma charakteristickou zavislost intenzity/hustoty energie na frekvenci. Je jedno, zda hovofi-
me o intenzit¢ nebo o hustoté energie. Intenzita je tok energie, tedy jde o hustotu energie
vynasobenou rychlosti svétla. Ob¢ veliCiny se liSi pouze faktorem c. Pro oblast malych frek-
venci tuto zavislost odvodili anglicky fyzik John Rayleigh (1842—-1919) a anglicky matematik
a astronom James Jeans (1877-1946), naopak pro oblast vysokych frekvenci némecky fyzik
Wilhelm Wien (1864-1928). V celém rozsahu frekvenci se podaftilo odvodit spravny vztah az
némeckému fyzikovi Maxu Planckovi (1858—1947) v roce 1900, kdyZ zavedl pro tehdejsi
dobu umély predpoklad o kvantovani energie elektromagnetického zéafeni.

d/ UV katastrofa . IR katastrofa
dw o
2]
IS
° a
P NN gy
< 7
30 7 N
Y
%
%

Pocet modu v dutiné

Vyjdéme z ,,povolenych* vinovych vektort k podle vztahu (491). Pocet vlastnich kmitt v pa-
smu dk bude

LL,L
dI"=2dny dny dny =222
(27)

2
=2 V347rk2dk=2 V34n(9j do
(27) ry \c) ¢

Koeficient 2 pfed vyrazem zohledniuje dvé nezavislé polarizace elektromagnetického zateni.
Diferencidly vinového vektoru jsme vyjadrili ve sférickych soufadnicich, 4z je plny prostoro-
vy uhel (je jedno, zda ho pocitdme v kartézskych nebo ve sférickych soutradnicich. Dife-
rencial velikosti vinového vektoru jsme vyjadiili z disperzni relace w = ck. Vysledny vztah
pro pocet stavil ve frekvenénim pasmu dw je

14

”203

> dr, = @’ dw. (522)

Rayleightiv a Jeansliv vypocet
Intenzita vyzafovani je dana tokem energie, tedy hustotou energie ndsobenou rychlosti $ifeni
dl,=ucdl’, (523)

Pokud budeme predpokladat, ze kazdy mdd elektromagnetického zateni odpovida tepelné
energii kg7, tj. u = kgT/V, dostaneme Rayleightiv-Jeanstiv zakon

- o1, = T
Tc

@’ do, (524)

ktery plati dobfe pro nizké frekvence a zcela selhava pro vysoké frekvence, kde je podstatné
kvantovani energie elektromagnetického zateni.
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Planckiv vypocet
Ptredpokladejme, Ze je energie kvantovana a mohou existovat jen stavy oscilatort s energii

g, =nhw, n=0,1,2... (525)
Kazdy oscilator se miize vyskytovat v riznych energetickych stavech s riznym kvantovym
¢islem n. Ozna¢me w, pravdépodobnost, Ze ma ndhodny oscilator praveé energii ,:
£ 1
w =Cexp| ——% |=Cexp|-n fhw|; =—. 526
A p{ kBT} pl-nphol; B v (526)

Normovaci konstantu vypo¢teme z podminky, Ze soucet vSech pravdépodobnosti je roven 1
(n&jakou energii vybrany oscilator mit musi):

1= Ci exp[-phol’ =
n=0

C
1-exp[-fho)
C =1-exp[-fhw).

Spravné bychom méli ovéfovat konvergentnost geometrické fady, ale to neni tfeba, nebot
vzdy plati, ze kvocient g = exp(—x) < 1 pro x > 1. Pravdépodobnost tedy je

o i |
> w, =(1—e ﬁhw)e prna . ﬁEkB—T. (527)

Nyni ur¢ime stiedni hodnotu energie jednoho oscilatoru:

5]

£= zgnwn =
n=0
= inhw(l—e_ﬁhw)e_ﬁ”hwz
n=0
=ha)(1—e_ﬂhw) ine_ﬂnhw
n=0

Potfebnou fadu snadno se¢teme jednoduchym trikem:

[}

—  _ 0 _
zne on _ _ e on _
n=0 a0[}1=0

0 1 e ¥

0 AN
=—£nzo(e 0!) =_£l_e_a (1_6_05)2'

Vysledek dosadime do vztahu pro sttedni hodnotu energie, Citatele 1 jmenovatele vydélime
exp[—phw] a mame vysledek

_ ha
> E=—n—0u. (528)
P _1
K vypoctu intenzity opét pouzijeme vztah (523), ale nyni za hustotu energie dosadime stiedni
hodnotu energie oscilatoru vydélenou objemem:
1 1o V

2
;eﬂh‘”—lcﬂzc} o dw.

dlw=ucdfw:§cdfw:

Po trividlni aprave koeficientli mame slavny Planckiiv vyzatrovaci zakon.

fi @

> dr,=—1_ Y 4p. (529)
@ g2t Pre_y
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V limité nizkych frekvenci provedeme rozvoj exponencialy ve jmenovateli do prvniho fadu
a ziskame Rayleightiv-Jeanstiv zdkon. Planckova konstanta zmizi, pro malé frekvence neni
kvantovani podstatné. Naopak pro vysoké frekvence je exponenciala ve jmenovateli domi-
nantni, miZzeme zanedbat jednotku a dostavame Wienav zakon pro vysoké frekvence:

1

kaT @ dw; Pho<l,
> dl, = (530)
3 _—fho .
S50 e dw; Pha>1.
Ve
ko ok

Na nésledujicim obrazku je supravodiva rezonan¢ni dutina zkonstruovana francouzskym fy-
zikem Sergem Harochem (*1944) a jeho tymem. Sklada se ze dvou polokulovych médénych
zrcadel, jejichZ povrch je opracovan s presnosti nékolika nanometrt a slouzi jako podklad pro
tenkou vrstvicku niobu, ktery je supravodivy pii teplotach pod 9 kelvini. Mikrovinna dutina
ma otevienou geometrii, aby jejim stfedem mohly jeden za druhym prolétat Rydbergovy
atomy slouzici jako méfici zatfizeni, které je schopné nedestruktivné detekovat pocet fotonil
v dutiné. Rydbergliv atom je v superpozici dvou energetickych stavii a chova se jako rotujici
dipol. V pritomnosti fotonu se zméni faze jeho rotace. Pti teploté¢ 0,8 K je podle Planckova
vyzatovaciho zdkona dutina prazdna po 95 % casu, nicméné v 5 % casu se v ni vyskytuje
jeden foton. Harochova mikrovlnna dutina je natolik kvalitni, Ze v ni kazdy vznikly foton
ptreziva kolem 130 milisekund. To je tak dlouhy Cas, Ze foton odraZejici se mezi zrcadly urazi
celkovou drahu kolem 40 000 kilometrd, coz odpovida obvodu Zemé! Za tuto dobu projde
dutinou az tisicovka Rydbergovych atomt, které jsou opakované (az n€koliksetkrat) schopny
detekovat jednotlivé fotony. Samoziejmé, Ze v mikrovinné dutin€ nemusi byt jeden jediny
foton, ale tfeba 1 n¢kolik fotont (staci zvysit teplotu) nebo je snadné generovat vétsi mnozstvi
fotonti za pomoci elektromagnetického impulzu. Za prvni nedestruktivni méteni poctu fotonti
ziskal Haroche Nobelovu cenu pro rok 2012.

oo000000000000000000000000o
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9. MAGNETOHYDRODYNAMIKA

Popis plazmatu v ramci teorie kontinua poprvé pouzil Svédsky fyzik a astrofyzik Hannes Alf-
vén (1908-1995). Za prace v oblasti magnetohydrodynamiky ziskal v roce 1970 Nobelovu
cenu za fyziku. Zakladni rovnice magnetohydrodynamiky zobectiuji hydrodynamiku na vodi-
vou tekutinu, ptfipadné na vice prolinajicich se tekutin, jejichz chovani dominantn¢ ovliviuje
magnetické pole. Veli¢iny popisujici plazma jsou polni veli€iny, tj. jsou funkci Casu a pro-
storu, naptiklad hustota latky p(¢, x), magnetické pole B(¢ x) ¢i teplota 7(z, x). Namisto
rychlosti jednotlivych ¢astic v budeme mit rychlostni pole u(z, x). Rychlostni pole znacime
zamerné symbolem u, aby nedoslo k zaméné s rychlostmi jednotlivych ¢astic v. Existuje né-
kolik moznych variant vychozich pfedpokladii teorie, my se v tomto textu zamétime na tzv.
minimalni variantu s nejjednodussimi pfedpoklady. Nejprve se ale sezndmime s dvéma pojmy
z teorie kontinua, které budeme pro pochopeni magnetohydrodynamiky potfebovat.

Substancionalni derivace
Naleznéme uplnou casovou derivaci né€jakého vektorového pole A(¢, x):

04, 04
P Wi i a7
dt ot dx; dt

04, 04, 04,
+ul =
ot Jdx; Ot

+(u-V)4,.

Uplna derivace vektorového pole (tzv. substancionalni derivace) se sklada ze dvou &asti
9A =% VA (531)

Prvni ¢ast odpovida explicitnim zménam poli, druhd souvisi s proudénim. Pro substancionalni
derivaci miizeme operatorove psat

> = = ai+u'V. (532)

Se substanciondlni derivaci jsme se jiz setkali, bylo tomu naptiklad na levé strané¢ pohybové
rovnice (186) pii odvozovani zakonu zachovani hybnosti proudici kapaliny. Substancionalni
derivaci lze samoziejmé bez nejmensich problémi aplikovat i na jakékoli skalarni pole.

Rovnice proudnice
Uréeme nyni ¢asovou zménu elementu proudnice 0l, ktera je zptisobena zménou rychlostniho
pole:

V

% = du=u(r+d)-u(r)=(41-V)u,
dol
< - - (61-V)u. (533)
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Minimalni varianta

Zakladem magnetohydrodynamiky je popis plazmatu jakoZzto vodivé tekutiny. Takovy piistup
ma své vyhody, ale také svd omezeni. Neumoziiuje naptiklad popsat statistické predavani
energie, hybnosti a momentu hybnosti mezi tekutinou a polem, neni vhodny pro studium
svazku castic atd. Magnetohydrodynamika ma nejriznéjsi varianty a odnoze, kterym je spo-
lecné to, ze je mozné popsat nabité ¢astice jako kontinuum. V ostatnich detailech se jednot-
livé varianty 1i§i. My se v tomto tvodnim textu budeme zabyvat jen nejjednodussi, tzv. mi-
nimalni verzi magnetohydrodynamiky, ktera je postavena na nasledujicich ptedpokladech:

= Popisovana latka je kontinuum. Latka je srazkové dominantni a na prostorovych 1 ¢aso-
vych $kalach jsou sraZzky podstatnym jevem. Stfedni volné drahy castic jsou mnohem
krat$i nez rozméry sledované oblasti a stfedni kolizni €as pro jednotlivé castice je mno-
hem kratsi nez doba, po kterou tekutinu sledujeme.

* Jde o plazma. Pfedpokladame, Ze je tekutina ionizovana, tj. jsou v ni volné nosice naboje
a je tedy schopna vést elektricky proud. Castice reaguji kolektivné na elektromagneticka
pole a jsou jimi také kolektivné vytvarena. Predpokladame, Ze v libovolném makrosko-
pickém objemu je stejny pocet kladnych 1 zapornych jedinc, tj. latka je kvazineutralni.

* Jednotekutinovy model. Piedpokladame, ze latku je mozné popsat jako jednu jedinou
vodivou tekutinu, kterd se pohybuje (elektrony a ionty spole¢n¢) pod vlivem jak vnéjsich
poli, tak poli, ktera vodiva tekutina vytvari.

* Nerelativistické plazma. Predpokladdme, ze rychlosti pohybu vSech ¢astic jsou pod-
statn€ niz8i, nez je rychlost svétla ve vakuu. Nerelativistickda magnetohydrodynamika
umoziuje popis vetSiny déja probihajicich v laboratornim plazmatu.

* Posuvny proud je zanedbatelny. Piedpokladame, ze magnetické pole vznikd domi-
nantn¢ pohyby ¢astic, tj. vodivostnim proudem. Zanedbavame genezi magnetického pole,
za niz jsou zodpovédna ménici se elektrickd pole. Takovy pfistup je vhodny pro niz-
kofrekvenéni déje. Pfi vysokych frekvencich kmit plazmatu vznikaji elektromagnetické
viny, pro n¢z takové piibliZzeni neplati.

V mnoha situacich vyse uvedené predpoklady neplati. V tekutinach Casto vznikaji schodovita
feSeni (razové viny), na kterych muze dojit k narusené kvazineutrality plazmatu, v nékterych
situacich reaguji elektrony jinak neZ ionty a neni mozné obé¢ entity popsat jako jednu jedinou
tekutinu, v astronomickych aplikacich — napfiklad u vytryskli z ¢ernych dér — maji Céstice
relativistické rychlosti a pfi popisu interakce elektromagnetickych vin s plazmatem nemu-
zeme zanedbat Maxwelliiv posuvny proud. Piesto je minimalni varianta magnetohydrodyna-
miky G¢innym nastrojem pii popisu celé fady jevi. Plazma popisujeme pouze jednim skalar-
nim a dvéma vektorovymi poli: hustotou plazmatu, rychlostnim polem a magnetickym polem.
Piedstavme si nyni rovnice pro jednotlivé proménné. Casovy vyvoj hustotniho pole je dén
rovnici kontinuity:

> 9 div pu=0. (534)
ot

Dalsi rovnici je vztah pro ¢asovy vyvoj rychlostniho pole. Jde samoziejm& o pohybovou

rovnici tekutiny (186), v niz za hustotu Lorentzovy sily dosadime ze vztahu (185). Prvni ¢len

je diky kvazineutralit¢ nulovy, proto mame:

> p%—l;+p(u-V)u=—Vp+jQ><B. (535)

Zbyvé uz jen odvodit rovnici pro Casovy vyvoj magnetického pole a poradit si s tlakem, ktery
se objevil v pohybové rovnici. Vzhledem k tomu, Ze je magnetické pole generované elek-
trickym proudem, musime se nejprve vénovat Ohmovée zakonu v proudici tekutin€. V pohy-
bujicim se plazmatu je tfeba transformovat elektrické pole z laboratorni soustavy na pole
v soustave pohybujici se s plazmatem, kde plati Ohmiv zakon
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j=cE; E=E+uxB. (536)

Transformace pole je jen nerelativistickou variantou obecného transformacéniho vztahu (335).
Ohmuv zékon ma v pohybujicim se plazmatu tedy tvar

j=oc(E+uxB). (537)

Samotny pohyb plazmatu v magnetickém poli take zpiisobuje vznik elektrického proudu. Ny-

ni uz snadno odvodime rovnici pro magnetické pole. Casovou zménu pole urc¢ime z Faraday-
ova induk¢éniho zdkona (48), do kterého za elektrické pole dosadime z Ohmova zékona (537):

a—B =—r1otE =—rot (i - uXBj = —LrotrotB +rot(uxB).
t o ou
Dvojnou rotaci piepiSeme pomoci vektorové identity (D.5) a ziskdme vyslednou rovnici
> a—leAB+r0t(u><B). (538)
ot  ou

Prvni ¢len na pravé stran¢ popisuje zmény magnetického pole zptisobené jeho difuzi, druhy
popisuje zmény pole souvisici s pohybem plazmatu. Rovnice pro hustotu (534), rovnice pro
rychlostni pole (535) a rovnice pro magnetické pole (538) predstavuji zakladni rovnice mi-
nimalni verze magnetohydrodynamiky. Pro tlak, ktery vystupuje v pohybové rovnici, musime
mit né¢jakou dalsi rovnici. Zpravidla soustavu uzavieme néjakou obecnou formou stavové
rovnice, naptiklad ptfedpokladem, ze tlak zdvisi mocninné (polytropné) na hustoté plazmatu:

p=Kp”. (539)

Existuji ale i jiné zpisoby, jak pospat tlakové poméry v plazmatu. Mizeme naptiklad vy-
chazet z rovnice pro ¢asovy vyvoj vnitini energie. Pro nase ucely bude uzavieni soustavy
jednoduchym vztahem (539) dostacujici.

Koncept zamrzlych poli

Magnetické pole se mtze podle (538) zménit dvéma zpiisoby. Prvni ¢len na pravé strané je
klasicka difuize — pomalé pronikani magnetického pole do okolniho plazmatu. Stejnou rovnici
spliiuje difuze castit, tepla atd. O difuzi se dozvite vice v [2]. Druhy ¢len v sobé obsahuje
rychlostni pole, a souvisi proto s pohybem plazmatu, fika se mu c¢len zamrzani. Magnetické
indukéni Cary sleduji pohyb plazmatu, jsou jakoby vmrznuty do plazmové tekutiny. Nyni
zhruba odhadnéme pomér ptispévkll obou cleni (tzv. Reynoldsovo magnetické ¢islo). Vsech-
ny vektory odhadneme jejich velikostmi a derivace pfevracenou hodnotou rozmérii systému:

! B
" _ Clen zamrzéni _ Zu —ouulL (540)
ReM = lendifize 1 1, 0
ou I?

difuze
4

¥ \ zamrzani

-
u

Pro idealng€ vodivé plazma (6 — o) dominuje ¢len zamrzani (#z.m > 1). Naopak pro pomalé
pohyby plazmatu dominuje ¢len difuze (#rem < 1). Limitni pfipady maji tvar
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O — o aa—B = rot(uxB);
t
(541)
oB 2 1
u—0: — = VB ; =—.
kY m m ou
Zabyvejme se nyni jen ¢lenem zamrzani, tj. rovnici
aa—]? =rot(uxB). (542)

Rotaci na pravé stran¢ upravime pomoci dvojného vektorového soucinu — viz (D.7)
B .
aa—tz(B-V) u—(u-V)B-Bdivu.

Dosad’'me za divu z rovnice kontinuity

QP ..
—+d =0 =
% v pu

g—/;+(u-V)p+pdivu:O =
= divu= —ia—p—l( V)p
at  p
Po elementarnich Gpravach mame (zanedbavame ¢len difuze)
oB B dp

B
C-B-Vu-u-V)B+—2L+Zu-V)p.
5 (B-V)u—(u )+pat+p(u )P

Celou rovnici vydélme hustotou a pieskupme jednotlivé ¢leny
L 9B B _ [E-Vju — l(u-V)B + %(H-V)p.
P P P

Prvni dva Cleny na levé strané Ize spojit do jednoho vyrazu a druhé dva na pravé strané takeé:

@(E) _ (E.Vju _wwnB
at\ p P P

Substituci b =B/p rovnice piejde na

b +(u-V)b = (b-V)u.
ot
Po zavedeni substancionalni derivace ziskdme rovnici proudnice (533) pro veli¢inu b
> j—?z(b-V)u. (543)

Magnetické pole proto sleduje proudnice a je vmrzlé do plazmatu. Pojem zamrzéni lze zfor-
mulovat 1 jinak: Magneticky tok uzavienou smyckou, jez se pohybuje spolu s plazmatem, je
konstantni. Pro vétSinu laboratornich i astrofyzikalnich plazmat je zamrzani dominantni a di-
fuze se uplatiiuje minimaln¢. Pokud nékde vznikne magnetické pole, uz se ho nezbavime,
stale plazma sleduje. Napftiklad u slunecniho plazmatu je Reynoldsovo magnetické ¢islo ptib-
lizng 10% a diftizi magnetického pole se s vyjimkou prepojovani silodar nemusime vibec
zabyvat. Obdobné je tomu v laboratornim fuznim plazmatu.
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Helicita

V plazmovych vldknech se casto pozoruji typické Sroubovicové utvary. Nachdzeji se
v laboratornim i vesmirném plazmatu, v pin¢ich i v kometarnich ohonech. V matematice se
pro podobné strukturovana pole zavadi pojem helicity.

Helicita a Beltramova podminka
Hustota helicity vektorového pole V se definuje jako

> H(t,x)=V-rotV , (544)

celkovou helicitou potom rozumime integral

> K(@0)=[H(Er)d. (545)
14

Helicita je skalarni veli¢ina charakterizujici helikalnost (Sroubovitost) indukénich ¢ar pole. Je
nulové pro vSechna pole splitujici podminku nevifivosti (rot V =0) a také pro vSechny viry
s kruhovymi proudnicemi. Pole s helikalni strukturou maji helicitu umérnou sin 8, kde f je
uhel stoupani Sroubovice. Pro plazmova vldkna popisovand v rdimci MHD teorie mize byt
dilezita hustota helicity magnetického pole, kterd se definuje pies vektorovy potencial A
nebo rychlostniho pole u:

H,=A-t0tA =A-B,

546
H,=u-rotu=u-o. (546)

Veli¢inu ® = rot u nazyvame vitivost. Zabyvejme se nyni poli, kterd spliuji tzv. Beltramovu
podminku: rotace pole je umérna samotnému poli (Beltramovo pole)

> rotV=aV, neboli VxrotV=0. (547)

Jde o pole pojmenovana podle italského matematika Eugenia Beltramiho (1835-1899). Koe-
ficient tmérnosti o se miZze ménit v ¢ase 1 v prostoru, my ho budeme v dal$im textu povazo-
vat za konstantni. Beltramovo pole je 1) nezdrojové, 2) helikalni, 3) spliiuje Helmholtzovu
rovnici. Nezdrojovost (div V = 0) plyne aplikaci divergence na podminku (547). Helikéalnost
je pro nenulové pole patrna ptimo z definice:

H=V-totV = aV-V = aV?. (548)

Aplikaci rotace na podminku (547) zjistime, Zze Beltramova pole spliiuji Helmholtzovu rov-
nici ($lo o neekvivalentni Gpravu, opacné to platit nemusi)

> AV + &’V = 0. (549)

Vektor V je v tomto ptipad¢ vlastnim vektorem Laplaceova operatoru v odpovidajici geomet-
rii. Typickym matematickym piikladem Beltramovych poli jsou tzv. ABC toky:

V = (Acosy+ Bsinz, Bcosz+ Csinx, Ccosx + Asin y). (550)
Pro ABC pole plati rot V=V aA V = =V. Tyto toky jsou dilezité v teorii chaosu.

Ve fyzice plazmatu se ¢asto uvazuji bezsilové konfigurace, ve kterych mifi proudova hustota
ve sméru magnetického pole j || B (tzv. Birkelandovy proudy). V tomto pfipad¢ je hustota
Lorentzovy sily j*B nulova. Konfigurace ma nejnizsi moznou energii a disipativni plazma se
k této konfiguraci vZzdy postupné blizi. Magnetické pole v bezsilové konfiguraci splituje Bel-
tramovu podminku. Snadno to ukdZeme z Ampérova zékona:

jlB = j~B = rotB~B =  BxrotB=0. (551)

Magnetické pole v bezsilové konfiguraci je proto vzdy helikélni.
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Zachovani magnetické helicity
Ukazme, Ze integralni magnetickd helicita se zachovava za téchto pfedpoklad:

Idealné vodivé plazma. Pfedpokladame, ze diferencialni vodivost ¢ — o, proto v rovnici pro
¢asovy vyvoj magnetického pole dominuje jen ¢len zamrzani

a—BzrotuxB. (552)
ot
Ohmuv zékon (537) v limité nekone¢né vodivosti ziska tvar
E=—uxB. (553)

Nestlacitelnost plazmatu. Magnetické silocary spliuji div B =0. PoZzadujeme, aby (diky
zamrzani pole) splilovalo stejnou rovnici i rychlostni pole, tj.

divu=0. (554)

Magnetické pole neunika. Normalova slozka pole je na povrchu systému nulovéa. Tento
predpoklad znamena uzaviené induk¢ni ¢ary. Na povrchu systému plati vztah

B-n=0, (555)
kde n je vektor normaly k ploSe povrchu. Aby tento pfedpoklad byl pravdivy, musime vzit za
systém celou magnetickou trubici nebo musi byt systém velmi rozsahly.

Integralni helicita pro vektorovy potencial magnetického pole je definovana jako
K:jA~rotAdV=jA-Bd3r. (556)

Uplna Casova derivace vede na vyraz (musime pouZit i prostorovou ¢ast, integracni mnoZzina
se pohybuje s trubici)

— j{ (A-B)+(u-V)(A- B)} &’r,

Prvni ¢len budeme derivovat jako soucin, druhy upravime do tvaru divergence (vyuzijeme
nestlacitelnost divu = 0) a poté pfevedeme Gaussovou vétou na plosny integral

— (—B +A- jd3r+jdw u(A-B)]d*

dt - ot
%:j(a—A-Bjd3r+I(A-a—Bjd3r+ [ (A-B)(u-n)ds. (557)
e/ \ ot v ot Sy

Nejprve upravime prostiedni ¢len ziskané rovnice. Za ¢asovy vyvoj magnetického pole dosa-
dime ¢len zamrzani a vyraz upravime pomoci vztahu (D.6):

IA —d3r—jA-rot(uxB)d3r:—jdiV[Ax(uxB)] d3r+J-(u><B)-rotA dr=
= —[div[(A-B)u—(A-u)B]d’r+[(uxB)-Bd’r =
= —[div[(A-B)u—(A-u)B]d’r =

=~ [[(A-B)(un)-(A-u)(B-n)]ds =

=—[(A-B)(un)ds.

S

104



Teorie elektromagnetického pole Magnetohydrodynamika

Pravy c¢len na ptfedposlednim fadku je nulovy, protoZe na hranici systému je nulova — dle
ptedpokladu (2) — normalova slozka magnetického pole B-n. Zbyly nenulovy ¢len se vyrusi
s poslednim ¢lenem v rovnici (557) ze které proto zbude:

o j Bd’r. (558)

Casovou derivaci vektorového potencialu ur¢ime z rovnice pro elektrické pole
0A

=-Vop—— 559
9 5 (559)
a nasledné dosadime do rovnice (558):
Cgf —j (E-B+V¢-B —j[(—uxB) B+div(¢B)]d’r =
(560)
=—j¢> (B-n)dS =0.

Integralni helicita se tedy za vySe zminénych predpokladli zachovava.

Stav s minimalni magnetickou energii

Uvazujme nyni magnetickou trubici vyplnénou dokonale vodivym plazmatem. Na povrchu
plazmatu je normalova slozka pole nulova. Difizni procesy jsou zanedbatelné, zachovava se
magneticka helicita K. Hledejme proto extrém magnetické energie s vazbou danou zachovéa-
nim magnetické helicity. PouzZijeme standardni metodu Lagrangeovych multiplikatord pro
extrém s vazbou. Nutna podminka extremalnosti je:

S(Wy +AK)=0 =

B2
5] Z _4iAB|dr=0 =
21

j(iB-a“BmaA-BMA-aBjd%:O
Hy

Variace pole 0B je provazana s variaci magnetického potencialu JA. Vzhledem k tomu, ze
B = rot A, plati B = rot JA (derivace a variace jsou zaménné, viz [1])

J.(LB-rot5A+/15A-B+/1A-rot§AJ d*r=0.
Hy
Cleny s rotaci pfevedeme na divergence za pomoci vztahu (D.6):

J.(—Ldiv(Bxé‘A)+LrotB-§A+ﬂ§A-B—/1diV(A><5A)+lrotA-5A] d’r=0.
Ho Ho

Nyni za pomoci Gaussovy véty prevedeme integraly pres divergence na integraly ptes povrch
magnetické trubice, zbyl¢ integraly ponechame a dosadime rot A = B:

_j H B+/1AJ><5A} s + jH—rotmzﬂBJ 5A}d3r=0.

My

Variace vektorového potencialu musi byt na hranici integracni oblasti nulova, a proto bude
prvni integral nulovy:
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jﬁimtmzmj-&«} dPr=0.

L\ Ho

Vzhledem k tomu, Ze tento vysledek plati pro jakoukoli oblast a variace vektorového potenci-
alu 04, jsou nezévislé, musi byt nulovy (,,skoro v§ude*) samotny integrand:

LrotB+2/"tB =0.
Hy

Odtud ale okamZité plyne nutna podminka extremalnosti magnetické energie ve tvaru

> rotB=oB. (561)

Ve stavu s minimalni energii, za podminky zachovani magnetické helicity, je tedy magne-
tické pole Beltramovym polem. Proudova hustota mifi ve sméru pole, jde o bezsilovou konfi-
guraci, ve které teCou proudy podél magnetickych indukénich ¢ar (tzv. Birkelandovy proudy).
Stav s minimalni magnetickou energii je nutné helikalni. Magnetické pole spliiuje Helmholt-
zovu rovnici, kterou ziskame aplikovanim operace rotace na rovnici (561):

> (V2+a2)B:0. (562)

Je tfeba ovSem poznamenat, ze ne vSechna feSeni rovnice (562) jsou feSenimi rovnice (561),
nebot’ derivovanim jsme zvysili fad rovnice. Helmholtzova rovnice (562) jiz tedy neni nutnou
podminkou extremalnosti magnetické energie. Pokud ma plazma kone¢nou vodivost, dochdzi
k disipaci energie a prepojovani magnetickych indukcnich car. Plazma se snazi zaujmout stav

v

procesech se ovSem helicita méni.

Tekutinové dynamo

Velmi dilezitou ¢asti magnetohydrodynamiky je problematika generovani magnetickych poli
v nitru Slunce a planet. Sou€asna teorie tekutinového dynama nedokaze vysvétlit vznik téchto

poli, ale uspésné popisuje jejich udrzovani, zesilovani a pieklapéni mezi dipoélovou a azimu-
talni slozkou.

Cowlinguv anti-dynamo teorém

Anglicky astronom Thomas George Cowling (1906—1990) ukazal v roce 1934, Ze stacionarni
osové symetrické magnetické pole nemiize vznikat osove symetrickym proudénim plazmatu.
Predstavme si jednoduché osove symetrické pole podle obrazku.

Elektricky proud generujici pole te¢e v proudové trubici podél neutralni linie, kde je rotace
pole nenulova a samotné pole nulové. Na obrazku je neutrdlni linie vyznacena ¢arkované.
Integrujme proudovou hustotu podél této neutralni linie s vyuzitim Ohmova zékona (537):

$i-di=¢o(E+uxB)-dl.
4 /4
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Magnetické pole je podél neutrdlni linie nulové, a proto je nulovy i druhy clen integrace.
Prvni ¢len pfevedeme na plosny integral ze Stokesovy véty a upravime ho pomoci Maxwel-
lovych rovnic. Ze stacionarity plyne poté i nulovost prvniho ¢lenu:

gﬁj-dl:aj(rotE)-ds:aj(—a—Bj-ds:o.
’ 3 3 ot

Dostali jsme se do sporu s piedpokladem, Ze staciondrni osové symetrické pole je generovano
nenulovym proudem tekoucim podél neutrdlni linie. Generovani magnetického pole je slozi-
t&j8i zalezitosti, je nestacionarni — dochazi k prelévani mezi dipdlovou a azimutalni slozkou.

Parkertiv model tekutinového dynama

Soucasnou teorii tekutinového dynama v rotujicim télese rozpracovali americky astrofyzik
Eugene Parker (1927), sovétsky teoretik Yakov Borisovich Zeldovich (1914-1987) a skotsky
astrofyzik Henry Keith Moffatt (1935). Pokud t€leso rotuje s konstantni uhlovou rychlosti,
sleduje zamrzlé pole pohyb télesa — hovotime o tzv. isorotaci. Pokud téleso rotuje s diferen-
cidlni rotact, jsou piivodné dipdlové magnetické indukéni ¢ary vytahovany v mistech rychlej-
§i rotace (u Slunce v okoli rovniku) v azimutalnim sméru. Tim dochazi k natahovani magneti-
cké indukeni Cary, tj. zvétSovani jeji délky. Tomuto jevu fikdme omega efekt (podle pismene
Q, kterym se zpravidla znac¢i thlova frekvence rotujiciho télesa, ale 1 podle tvaru vychlipené
indukéni €ary). Pii omega efektu se méni dipdlova slozka v azimutdlni sloZku. U Slunce
k tomuto jevu dochézi nejvyraznéji v blizkosti tzv. tachovrstvy, coz je oblast prechodu mezi
radia¢nim a konvektivnim pfenosem energie. Nachazi se ptiblizn¢ 220 000 km pod slune¢nim
povrchem. Navinuti magnetické indukcni ¢ary kolem dokola Slunce trva piiblizné 8 mésici.
U Zem¢ dochazi k obdobnému jevu ve vodivém plastickém prostiedi na hranici jadra a plaste.

.
0 %\“’&g@\
MEGA EFEKT <\ ALFA EFEKT

Druhym vyznamnym jevem je alfa efekt. Jde o tyze statisticky jev. Fluktuace rychlostniho
pole vedou k postupnému zesilovani slozky magnetického pole kolmé na stfedni hodnotu
pole. Azimutalni magnetické pole je deformovano zpét na pole dipolové. Jev se nazyva alfa
efekt podle tvaru vychlipené indukéni Cary, ktera pfipomind pismeno alfa fecké abecedy
a také podle oznaceni koeficientu imérnosti u Clenu, ktery tento jev zpisobuje. Omega efekt
spolu s alfa efektem umoziiuji vzdjemnou transformaci slozek pole a udrZzovani pole tekuti-
novym dynamem. Vzdy je jedna slozka postupné zesilovana na tkor druhé a poté naopak.
Magneticky dipdl generovany timto mechanizmem se proto pravidelné pieklapi. Naptiklad
pro Slunce trva cely cyklus (doba, za kterou je severni pdl zpét na svém misté) 22 let.
V obdobi pteklapéni dipolu ma pole vyrazné vyssi momenty (kvadrupolovy a oktupolovy),
pole ptipomina viasatou kouli, na jejimz povrchu se stfida vice oblasti vystupujicich a vstu-
pyjicich indukénich ¢ar. U Zemé doslo k poslednimu pieklopeni pole ptiblizné pied 760 tisici
lety a v soucasnosti se blizi jeji dalsi prepdlovani.
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Piedpokladejme nejprve, Ze v rovnici (538) pro magnetické pole ma rychlost jen prostorovou
zavislost, tj. u = u(r). To nemusi byt pravda vzdy, ale pokud tomu tak je, 1ze magnetické pole
separovat na ¢asovou a prostorovou ¢ast:

B(t,r) =b(r)e™ (563)

Po dosazeni do rovnice pro pole mame problém pro vlastni Cisla, ktery je plné feSitelny
s prislusnymi okrajovymi podminkami:

1
—Ab+rot(uxb)=A1b. (564)
OH
Vlastni ¢islo A bude obecné komplexni. Pokud bude mit nenulovou redlnou ¢ast, ktera bude
navic kladnd, bude pole exponencidlné nartstat. To je zdkladnim ptfedpokladem tekutinového
dynama, které ma za kol pole generovat, tedy zesilovat.

Separace skal

Z Cowlingova teorému je zjevné, ze pro vznik magnetického pole nemulze byt situace
dokonale osové symetricka. Nesymetrii mohou zplsobovat naptiklad vhodné turbulence
rychlostniho pole. Takovéto fluktuace probihaji jen na malych skdlach. Naopak na velkych
Skalach jsou zmény pole malé a lze ho povaZzovat za téméf homogenni. Magnetické i rych-
lostni pole tedy maji dvé slozky na zcela odlisnych Skalach: fluktuace na malych skalach
azmény zmény tvaru isocar na velkych skalach. Hovofime o tzv. separaci skal, kterou
matematicky popiSeme rozdelenim na stfedni hodnotu ptislusného pole a fluktuacni ¢ast:

u= <u> +ou;
(565)

B=(B)+JB.

Stfedni hodnoty fluktua¢nich ¢asti jsou zjevné nulové:
(6u)=0;  (6B)=0. (566)

Dosad’'me nyni rozklad (565) do rovnice pro magnetické pole (538):
E) oB

[ i } ! —V? [<B>+§B] + rot[(<u>+§u)x(<B>+é)‘B)}. (567)

o

Stfedovanim této rovnice zmizi ¢leny linearni ve fluktuacich a ziskame tak rovnici pro stfedni
hodnotu magnetického pole:
I(B) 1
> —~L = —V(B) + rot| (u)x(B) [+r0ot(duxJB). 568
W = L v (B) + rot{u)(B)] ot (sux oB) (569

Odecteme-li nyni od (567) rovnici pro stfedni hodnoty (568), ziskdme rovnici pro fluktuace
magnetického pole:

9 OB) - Ly (6B) + rot[ (u)x 6B+ Sux(B)+Sux B —(SuxdB)|.  (569)

> (
ot ou

Chceme-li zjistit Casovou zménu magnetického pole, musime nalézt feSeni rovnice (568), do
které dosadime feSeni fluktuaci magnetického pole z rovnice (569). Stfedni hodnota rychlost-
niho pole je zpravidla dana dynamikou systému (napfiklad otaCenim Slunce), fluktuace
rychlostniho pole je mozné hledat z rovnice pro rychlostni pole (535) nebo jsou zndmy expe-
rimentalné (naptiklad z métenych turbulenci slune¢niho plazmatu). Prvni ¢len na pravé strané
rovnice (568) pro ¢asovy vyvoj magnetického pole popisuje standardni difuzi pole, druhy
Clen je zodpovédny za Q efekt a tieti za a efekt, ktery ma puvod ve fluktuacich rychlostniho
a magnetického pole.
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Omega efekt
Pro Q efekt je podstatny druhy ¢len rovnice (568):
J(B
> % = rot[ (u)x(B)]. (570)

Stfedni hodnota magnetického pole je zamrznutd do stfedni hodnoty rychlostniho pole, tj.
magnetické pole sleduje pohyby plazmatu. Pokud téleso rotuje konstantni tthlovou rychlosti,
tvar dipolového pole se neméni. Naptiklad Slunce ale rotuje diferencialni rotaci, na rovniku je
uhlové rychlost o tietinu vétsi nez na poélech. Vysledkem diferencialni rotace je vznik azimu-
talni slozky magnetického pole. Pro uplnost uved’'me, Ze na Slunci je v blizkosti tachovrstvy
nenulova diferencialni rotace i v radidlnim sméru.

Navijeni magnetickych induk¢nich ¢ar v azimutalnim sméru ale nebude pokraCovat neustéle.
Nakonec se pfece jen v ¢asovém vyvoji magnetického pole uplatni difizni Clen, ktery je sice
maly, ale vede k trvalym disipacnim procestim, za n¢z je zodpovédny kone¢ny odpor plaz-
matu — proto hovofime o ohmické difuzi. Maximalni pocet uspésné navinutych silocar bude
roven pomeru obou Clent (zamrzani a difize), tedy Reynoldsovu magnetickému ¢islu.

Alfa efekt
Pro o efekt je podstatny tieti ¢len rovnice (3.98):
Jo(B
> % = rot(SuxSB). (571)
t

Alfa efekt zajistuje transformaci toroidalni slozky pole zpét na poloidalni. Cela rezie alfa
efektu je Cist¢ ve fluktuacich rychlostniho a magnetického pole. Z hlediska statistické fyziky
predstavuje vyraz

SE<5HX§B>; Er =Eum <51/ll 5Bm> (572)

korelacni funkci (ab) mezi slozkami fluktuaci rychlosti a magnetického pole. Pokud by byl
vyraz nulovy, neexistovala by zddné korelace mezi rychlostnim a magnetickym polem, to ale
neni piipad ndmi popisované vodivé tekutiny.

Z obou klicovych rovnic (568) a (569) plyne linearni vztah mezi fluktuacemi magnetického
pole 0B a stiedni hodnotou magnetického pole ( B ). Proto bude korela¢ni funkce, ktera je
umérna fluktuaci magnetického pole, umérna také sttedni hodnoté magnetického pole:

& =04y (B))+ B0 (B )+ (573)

Koeficienty a, § jsou dany pouze statistickymi vlastnostmi fluktuaci rychlostniho pole. Pokud
jsou tyto fluktuace izotropni, coz plati ve vét$ing situaci, musi mit koeficienty tvar

=0y Brim =B Ekim> (574)

tedy byt umérné Kroneckerovu a Leviho-Civitovu tenzoru. Po dosazeni koeficientl (574) do
korela¢ni funkce (573) a rovnice pro zménu pole (571) dostaneme

109



Teorie elektromagnetického pole Magnetohydrodynamika

e=a(B)+ frot(B)+--, (575)
@zdrot{B}—ﬁA<B>+---. (576)

Druhy ¢len ptredstavuje turbulentni prispévek k diftizi pole (koeficient f bude ve skute¢nosti
zaporny). Prvni ¢len je zodpovédny za o efekt:

o(B)

} _\ 7
ot

=arot(B)+--. (577)

Pro Beltramovo pole je rot (B) ~ (B) a dochazi k exponencidlnimu nartistu pole. Pro jakékoli
pole miizeme rovnici piepsat do tvaru

(B),,,, =(B), +arot(B) At. (578)

Rotace stiedni hodnoty magnetického pole je umérna proudové hustoté, a proto ma nove
vznikajici pole slozku ve sméru tekouciho proudu. Magnetické pole tak diky fluktuacim zis-
kavéa komponentu ve sméru proudové hustoty a nové vznikajici (a postupné silici) ¢ast pole je
nutné helikdlnim Beltramovym polem. Tim vznika slozka pole kolmd na pole plvodni
a magnetické pole vytvofi piekroucenou smycku:

/J /J
ﬁ/‘*; 5 s
®

.

ou
\ ®

Pokud jsou fluktuace rychlostniho pole helikélni, stane se ve vodivém plazmatu automaticky
helikalnim i magnetické pole, u kterého se objevi slozka kolmé na ptivodni smér. Podstatnou
podminkou ucinného fungovéni celého mechanizmu je tedy vznik rychlostnich fluktuaci,
které maji nenulovou stiedni hodnotu hustoty helicity:

H=<§u-r0t5u>=<5u-§m>¢0; o W=rot du.. (579)

Veli¢ina o je vifivost fluktuace rychlostniho pole. Ke vzniku helikalnich fluktuaci mtize dojit
jen v plazmatu s nenulovym odporem (kdyz se helicita nezachovava). Za nenulovou helicitu
rychlostnich fluktuaci je zodpovédna Coriolisova sila. Na jedné stran¢ od rovniku vznikaji
fluktuace rychlostniho pole s kladnou hodnotou hustoty helicity H >0 a na druhé strané se
zapornou hodnotou hustoty helicity H < 0. Dalsi oblasti je tachovrstva na spodni ¢asti kon-
vektivni zony, kde se obraceji sestupné proudy na vzestupné a helicita turbulentnich fluktuaci
je opét nenulova. Jaké jsou tedy potiebné podminky pro fungovani tekutinového dynama
zalozeného na omega a alfa efektu?

1. Helicita fluktuaci rychlostniho pole musi byt nenulova. Jedin¢ tak muze vznikat a silit
slozka magnetického pole kolma na ptvodni silo¢aru. Vzniklad smycka je vlastn¢ jednim
zavitem Sroubovice. Z matematického hlediska je korela¢ni funkce € = dux6B vektorem.
Samo magnetické pole je pseudovektor a pfitomny vektorovy soucin zajisti, ze vysledek
je vektor. Z rovnice € = a (B) pak plyne, Ze koeficient je o musi byt pseudoskalar, tedy se
zamenou levotoCivé soustavy na pravoto€ivou zméni znaménko. Takové naruseni zrcad-
lové symetrie miiZze zajistit jen nenulova helicita pole.

2. Plazma musi mit kone¢nou vodivost a odpor. Jedin€ tak se nezachovava helicita a mize
vznikat slozka pole kolma na ptivodni silo¢aru (alfa efekt). Navic zajisti ohmicka difuze
saturaci omega efektu, coz umozni nastup alfa efektu a pieklopeni pole.
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3. Systém musi byt natolik velky, aby byla umoZnéna separace turbulentni skaly od malych
zmén poli probihajicich na skale celého systému.

4. Rotace objektu musi byt diferencialni, jinak nedojde k rozvoji omega efektu.

Vypocet korelacni funkce (572) muze byt velmi komplikovany, zejména v situaci, kdy
chceme zahrnout i to, Ze rostouci slozka pole plisobi na nabité ¢astice a méni rychostni pole.
Problém se stava nemilearnim a v takové situaci je jedinou moznosti numerickd simulace
probihajicich procesti. Uved’'me na zaveér, ze alfa efekt sam postaci k preklapéni jak toroidalni
slozky v poloidalni, tak i poloidalni v toroidalni. Modelu postavenému jen na o efektu se fika
oo model. Mnohem U¢innéj$i mechanizmus, ktery jsme zde popsali, je tzv. Parkertiv neboli
a£2 model.

Viny kone¢né amplitudy

Soustava magnetohydrodynamickych rovnic je nelinearni a velmi slozita. Pti provadéni linea-
rizace sice dostavame feSeni ve tvaru rovinnych vin, ze kterych mizeme slozit viny kompli-
kovangjsi, ale vzdy s infinitezimalni amplitudou. Podstatnou ¢ast feseni ale vliibec nenacha-
zime. V této ¢asti ukdzeme, ze existuji specialni feseni, ktera splituji obycejnou vinovou rov-
nici, jejimz feSenim je postupujici vina libovolného tvaru a libovolné amplitudy. V silnych
magnetickych polich se plazma chova jako nestlacitelna kalapina (p = const), nebudeme proto
potiebovat rovnici kontinuity pro ¢asovy vyvoj hustoty. V pohybové rovnici vyjadiime prou-
dovou hustotu v Lorentzové sile z Maxwellovy rovnice jo =rot H. Dale budeme uvaZovat
idedlné vodivé plazma (1/o = 0), tj. rovnice pro magnetické pole nema Clen difuze, ale jen
¢len zamrzani:

pa—u + p(u-Vyu= —Vp+i(rotB)><B ;
ot Y7,

oB
— =rot[uxB]; (580)
ot

divu=0;

divB=0.

Jde o rovnici pro rychlostni pole (pohybovou rovnici s tlakovou a Lorentzovou silou)
arovnici pro pole magnetické se ¢lenem zamrzani. Doplitkové jsou rovnice pro nestlacitel-
nost a Gaussova véta pro magnetické pole. Predpokladejme nyni, ze veliCiny se méni jen
v jednom urcitém sméru. Volme osu z soufadnicové soustavy v tomto sméru. Potom hledame
feSeni ve tvaru

u=u(t,z); B=B(t,z); p=p(t,z). (581)

Z doplitkovych rovnic (divergenci) v (580) okamzZité plyne
u, =uy(t); B,=By(1). (582)

Predpokladejme, Ze chceme nalézt feseni v podobé presouvajiciho se vinového baliku, ktery
je lokalizovany v prostoru, proto nemuze rychlost plazmatu byt nenulova v nekonecnu
a musime polozit up = 0. V uvedené geometrii tedy mame

u=(uy,u,,0), B=(8,,B,,B), V —(0,0,0/9z). (583)
NapiSme nyni ¢leny v prvnich dvou rovnicich (580):
Ju ou ou
—= < .0 584
ot [p a ot } (584)
(u-Vyu=[0,0,0]; (585)
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0B B? + B?
rotBxB = Boai,Bo—y,—i —— (586)
0z 0z 0z 2
dp
0
rot (uxB) = {BO%, BO%, o}. (588)

Vidime, Ze rozpisy jednotlivych veli€in se li§i ve sméru osy z a v roviné (x, y). Nase vychozi
rovnice daji:

Podélny smér (v ose z)

P B? + B?
-|Pt 2—y =0; (589)
z U
3B,

Z prvni rovnice plyne nezavislost celkového tlaku na soutadnici z, slozku B, = By mtizeme do
pravé strany prvni rovnice klidné ptidat, protoze By nezavisi na z. Podle druhé rovnice By
nezavisi ani na ¢ a jde o skute¢nou konstantu v €ase 1 v prostoru. Pro celkovy tlak plati

2

T=p+2 =110 (591)
2u
Kolmy smér (v roviné xy)
ou 1 0B
—=—2DBy—; 592
ot up 09z (592)
0B Jdu
—=By—. 593
o oz (599)

V kolmém sméru je soustava rovnic linearni, aniz bychom byli nuceni linearizaci provadét.
Obé¢ rovnice jsou navic trividlné splnény i ve sméru osy z, protoze zde jsou veli¢iny kon-
stantni. Lze je tedy chéapat jako vychozi soustavu rovnic pro vinéni v obou smérech. Jednodu-
chym vylou¢enim proménnych ziskavame pro rychlostni i magnetické pole vinové rovnice:
sta¢i prvni rovnici derivovat podle Casu a za 0B/0t dosadit z druhé rovnice nebo naopak deri-
vovat podle ¢asu druhou rovnici a dosadit za du/ot z rovnice prvni. Vysledek je

> R (594)
e

kde jsme oznacili

> vy = &. (595)

Jde o vlnovou rovnici s charakteristickou rychlosti rovnou Alfvénové rychlosti. Nelinedrni
soustava rovnic magnetohydrodynamiky poskytuje pro piipad idealné¢ vodivé nestlacitelné
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kapaliny bez tieni feSeni ve tvaru obecné viny libovolné amplitudy. Poznamenejme, ze hod-
notu Alfvénovy rychlosti snadno ur¢ime z rovnosti hustoty kinetické a magnetické energie
pUAZ/2 = By*/2u1. Jde o rychlost, kterou plazma ziska pii pfeméné magnetické energie na ener-
gii kinetickou.

Magnetozvukové viny

V této kapitole si povSimneme nizkofrekvenc¢nich vin generovanych pohybem iontt v piitom-
nosti magnetického pole. Jde o analogii normalnich zvukovych vin Sificich se v tekutinéach.
Magnetické pole vnasi do hry zcela novy prvek — anizotropii. Dal§imi €initeli ovliviiujicimi
charakter viln jsou samoziejm¢ elektricky naboj iontli a vodivost prostiedi. Za vychozi sadu
rovnic budeme uvazovat klasickou jednotekutinovou magnetohydrodynamiku, v niz zanedba-
me v rovnici pro magnetické pole difuzni Clen, ktery je pouze odpovédny za utlum vin a feSe-
ni by zbyte¢né komplikoval:

%+div(pu) =0,
ou rotB
—+ ‘V)u =-Vp+ xB,
P, pu-Viu P 7 (596)

B_B: rot(uxB),
ot

p = p(p).

Soustava rovnic je doplnéna stavovou rovnici pro tlak. Predpokladejme, ze existuje feSeni ve
tvaru poruch (perturbaci) klidového stavu:

P=py+Kp; u=20ou; B=B,+JB; p=py+op. (597)

Toto feSeni dosadime do soustavy (596) a zanedbame druhé a vyssi mocniny poruch. Tim
soustavu linearizujeme a dale miizeme postupovat standardnim zplisobem, ktery jsme pouzili
pfi odvozovani disperzni relace pro elektromagnetické viny ve vakuu a ve vodivém prostredi.
Do soustavy dosadime rovinnou vilnoplochu (provedeme Fourierovu transformaci), a tim ji
prevedeme na soustavu algebraickych rovnic. Rovnice pro tlak uz algebraicka je, pro poruchu
tlaku miZeme psat op = (Op/dp) dp. Vysledna linearizovand algebraickd soustava rovnic je:

—wdp+pyk-ou =0,

KSp — py@du+——(B, - SB)k ——— (B, -K)6B = 0,
Ho Ho

(598)
kx(Byxdu)—wdéB = 0,
Sp—clop = 0; cszza—p.
dp

Jde o soustavu osmi rovnic (2 skalarni a 2 vektorové) bez pravych stran. Rychlost zvuku je
oznacena c;. Postupnou eliminaci proménnych je mozné nalézt jen rovnici pro rychlost (druha
rovnice). Nejprve dosadime za dp z posledni rovnice. Poté za dp z prvni rovnice a nakonec za
0B ze tfeti rovnice (upravime dvojny vektorovy soucin). Ziskame tak soustavu rovnic pro
poruchy rychlostniho pole

M-ou=0. (599)

Slozky symetrické matice M maji tvar
2 2 A A 2,2
My =| @ =(k-v)* |8 + G v)o® + ko) — (03 +¢Jkiky- (600)
Tuto matici mizeme také zapsat v invariantnim tvaru
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M:[a)z—(k-vA)ﬂi + (k-vy) [K®vy +v, ®k] - (v +¢]) k®K.  (601)

Veli¢ina v je Alfvénova rychlost a je definovana jako

VA =B/ [ty po - (602)

Setkali jsme se s ni uZ u vin kone¢né amplitudy. Pro dopocet disperzni relace miizeme zvolit
soufadnicovy systém. Osu z volme ve sméru magnetického pole By (ve sméru Alfvénovy
rychlosti). Kolem této osy oto¢ime soufadnicovy systém tak, aby vlnovy vektor k byl
v roviné (x, z). V takto zvoleném soufadnicovém systému plati By = (0,0, By), va = (0, 0, va) a
pro vlnovy vektor mame vyraz k = (k sin a, 0, k cos o). Uhel mezi vektory By a k je a.

Pro tuto volbu ma matice M jednoduchy tvar:

w* - kzvi - cszk2 sin? o 0 - cszk2 sino cosx
M= 0 * —k*v3 cos’ o 0 . (603)
- cszk2 sino cosx 0 i cszk2 cos’ &

Vzhledem k tomu, Ze hleddme nenulové feSeni soustavy (599), musi byt determinant matice
M nulovy. Z této podminky ziskame disperzni relaci magnetoakustickych vin, a to dokonce
ve tvaru nezavislém na soufadnicové soustave

[a)z—(k-VA)ZJ-[a)“—kQ(vi+c§)a)2+cszk2 (k-vA)z]:o. (604)

Alfvénova rychlost mifi ve sméru magnetického pole By. Jiz na prvni pohled je vidét, ze
hranaté zavorce nulovy, ziskdme jeden z modu, tzv. Alfvénovu vinu (A). Bude-li nulovy vyraz
v druh¢ hranaté zavorce, ziskdme snadno fesitelnou bikvadratickou rovnici pro uhlovou frek-
venci. Jeji feSeni poskytuje dal§i dva mody magnetoakustickych vin, tzv. pomalou vinu
(S, Slow) a rychlou vinu (F, Fast). Disperzni relace jednotlivych méodi ziejmée jsou (& je thel
mezi vinovym vektorem a magnetickym polem resp. Alfvénovou rychlosti):

o’ = vik2 cos’ e,

2
> o = e (@ k) - %w\/(cgwg) 4% costar, (605)

1 1 2
> _ L.o(2 2 Lo (2 2\ _ 422 2
W 2k (cs +vA) +F Zk \/(cs +vA) 4civp cos” o .

Poznamenejme, ze v nékteré literature se Alfvénovymi vinami nazyvaji vSechny tii zde zave-
dené mody magnetoakustickych vin. V klasické zvukové viné dochazi k prelévani hustoty
energie mezi chaotickou (tlakovou, p) Casti energie a uspofadanou (kinetickou, pv2/2) ¢asti
energie. V magnetoakustické vin€ je rovnocennym partnerem jesté hustota energie magnetic-
kého pole (magneticky tlak, py = B*/2u0). Z disperznich relaci (605) snadno uréime fazové
rychlosti $ifeni jednotlivych modu:
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vie = vicos’ a,

véf = %(cs2 +vi) - %\/(csz +vA) —4¢2 <UA 2 cos’ (606)

vi = %(CSZ +vi) + %\/(cs2 +UA) —4c2v} cos’ o .

Naleznéme nyni tyto rychlosti ve sméru magnetického pole By (a = 0) a ve sméru kolmém na
toto pole (o = 7/2). Ve sméru pole je fazova rychlost Alfvénovy viny rovna Alfvénové rych-
losti, pomald vlna ziskd mensi z obou zdkladnich rychlosti (rychlosti zvuku a Alfvénovy
rychlosti) a rychld vina se bude Sifit vétsi z obou rychlosti. Ve sméru kolmém na ptivodni
magnetické pole mé nenulovou rychlost §ifeni jen rychla vlna, pomald a Alfvénova maji nu-
lové rychlosti. Vysledek je v nésledujici tabulce:

mod A S F

a=0 v | minUa.c) | max(uy.c,)

a=m2 0 0 Joi +¢l

Situace je dobfe patrna na polarnim diagramu zavislosti fazové rychlosti v§ech tii modi. Ta-
kovy diagram miizeme interpretovat jako tvary jednotlivych vinoploch. Pii zmenSujicim se
magnetickém poli se vinoplochy Alfvénovy viny a pomalé magnetoakustické viny zmenSuji
a vlnoplocha rychlé magnetoakustické viny se stavéa ,,obycejnou* zvukovou vlnoplochou.
Magnetické pole vnasi do Sifeni zvuku anizotropii. Tvar vinoploch resp. polarni diagram
fazové rychlosti pro rizné hodnoty magnetick}’/ch poli si prohlédnéte na obrazcich. Pokud je
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Na levém hornim obrazku dominuje magnetické pole (v4 > ¢;). Na pravém hornim obrazku je
vyrovndn vliv magnetického a dynamického tlaku (va = ¢;). Na dolnich obrazcich je znazor-
néna situace pro slabé magnetické pole (vs <c;). Rychla vlna (F) reprezentuje ,,béZnou*
zvukovou vlnu. Dobfe je vidét, Ze pii sldbnoucim poli se anizotropni vlnoplochy zmensuji, az
zaniknou. VInoplocha rychlé magnetoakustické viny se zakulacuje a limitné pti nulovém poli
ziskéd kulovy tvar. Obrazky vznikly v programu MATHEMATICA. Detailni vypocet sméra
poruch nalezne ctendf v u€ebnici [2]. Magnetoakustické viny jsou jednim z nejbéZnéjSich
projevt v plazmatu.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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Dodatky

DODATKY

Tabulka potenciala

zdroj potencial pole
homogenni E ¢p=-"Eor E=E,
homogenni B A=Y, Bxr B =B
r
bodovy naboj = Q E= C 2 .
47[807” 47'[80}" r
mg. monopdl A nelze nalézt B= Q—IE/IE
r-r
-r 3 ‘n)n— r
elektricky dip| =P T g-2@c) P2t
4reyr 4reyr r
X 3 . —
magneticky dipdl A= &pM—;‘ B= Hy (Pm ngn Pm ; N= r
4r r 4r r r
Vektorové identity
ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b) (D.1)
(axb)-(exd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c) (D.2)
divrotK =0 (D.3)
rotgrad f =0 (D.4)
rotrot K = graddivK —AK (D.5)
div(AXB)=BrotA—ArotB (D.6)
rot(AxB)=(B-V)A—-(A-V)B+A-divB-B-divA (D.7)
KZ
KxrotK=V 7 —(KV)K (DS)
divgrad f =A f (D.9)
i Xk (D.10)
ox, r

oo000000000000000000000000o
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