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Mili ¢tenafové,

drzite v rukou tfeti a posledni dil ,,Vybranych kapitol“. Jeho struktura je stejna jako
u dilu prvniho a druhého. Jedinym rozdilem je, Ze veskera potiebnd matematika ke
studiu je zdmérn¢ soustfedéna v prvnim dilu. Matematické minimum tak nemusite hle-
dat roztrousené v riznych dodatcich, jak tomu bylo v pfedchozim vydani, ale najdete ho
na jednom jediném misté. Doufam, Ze toto FeSeni je vyrazné praktictéjsi.

Tteti dil ,,Vybranych kapitol* je vénovan zejména teorii plazmatu. Numerické simu-
lace v druhé ¢asti knihy rozhodné nejsou souvislym ucebnim textem. Maji poslouzit
jedinému ucelu: aby si zdatny student byl schopen nékteré popisované jevy ptimo ,,0d-
simulovat® na pocita¢i. Proto je vétSinou uvedena jen jedna moznost feSeni, néktery ze
zékladnich algoritmti. V uebnicich numerickych simulaci ¢tenai nalezne celou fadu
dal§ich algoritmii, které mohou byt pro danou ulohu stejn¢ dobré, ne-li lepsi. K tomu,
aby si student mohl s jevem pohrat, ménit vstupni parametry a sledovat zmény feSeni,
tento piistup postaci.

Text vénovany fyzice plazmatu vznikal v pribéhu mnoha let z pfednasek, které jsem
mél zpocatku na Fakulté elektrotechnické a pozdéji na Fakult¢ jaderné a fyzikalné¢ inze-
nyrské Ceského vysokého uéeni technického v Praze. Mé prvni setkani s plazmatem
nastalo ale mnohem dfive, v dobé mych studii na Matematicko-fyzikalni fakult¢ Uni-
verzity Karlovy, kde jsem ve &tvrtém roéniku navitévoval vynikajici prednagku Uvod
do fyziky plazmatu profesora Jozefa Kvasnici. Po studiich jsem nastoupil na katedru
fyziky Fakulty elektrotechnické CVUT, kterou tehdy vedl profesor Jiti Kracik, ¢lovék,
ktery fyzice plazmatu zasvétil vétSinu svého zivota. Rad bych pfi této prilezitosti také
vzpomenul vedouciho mé kandidatské prace, docenta Josefa Malocha, ktery byl skvé-
lym skolitelem i manazerem v jedné osobé, a to v dobé mimoradné nelehké. Bohuzel,
Jjiz ani jeden z téch, ktefi mij vztah k fyzice plazmatu kdysi ovlivnili a formovali, neni
mezi nami. Bez jejich usili by tfeti dil ,,Vybranych kapitol” nikdy nevznikl. V ruce
drzite uz druhé, piepracované vydani (ptivodni mélo nazev ,,Uvod do teorie plazmatu®),
do néhoz pribyla partie o nékterych nelinearnich jevech ve fyzice plazmatu. Zareni
nabitych ¢astic, které s plazmatem uzce souvisi, je probirano v druhém dile ,,Vybranych
kapitol“ v Casti Elektromagnetické pole.

Pied tim, nez se pustite do studia, byste m¢li mit osvojeny zakladni znalosti z teore-
tické mechaniky, zejména umét pouzivat Lagrangeovy a Hamiltonovy rovnice [1]. Pied-
poklada se znalost Einsteinovy sumacni konvence. Na $kodu nebude ani znalost zakladii
rovnovazné statistické fyziky, nicméné pro pochopeni textu to neni nezbytné. Co se
matematiky tyce, méli byste ovladat zéklady diferencidlniho a integralniho poctu v roz-
sahu bézného kurzu matematiky v bakalafském studiu na vysoké skole. Vhodna je také
alespon zbézna znalost parcidlnich diferencialnich rovnic a komplexni analyzy. Veskera
potfebna matematika je uvedena v prvnim dile ,,Vybranych kapitol* v ¢asti Matematika
pro fyziku. Ctenat nemusi matematiku studovat predem, postadi se do této kapitoly
vracet jen tehdy, je-li to zapotiebi.



9 Predmluva

V kratkém uvodu se seznamite s plazmatem jakoZzto ¢tvrtym skupenstvim latky, jeho
riznymi druhy a formami. V prvni ¢asti knihy jsou feSeny pohyby nabitych Castic v pre-
dem danych elektrickych a magnetickych polich. Druhé ¢ast knihy je vénovana zakla-
dim magnetohydrodynamiky, ktera na plazma pohlizi jako na vodivou tekutinu. Nasle-
dujici kapitoly jsou vénované zakladnim typtim vin a nestabilit v plazmatu. Pata ¢ast
bude pro ¢tenafe pravdépodobné nejnarocnéjsi, jde o statisticky popis plazmatu, pfi kte-
rém sledujeme zejména kolektivni chovani velkého mnozstvi nabitych Castic ve fazo-
vém prostoru (zajimame se o informace obsazené ve statistickém rozdéleni poloh
a rychlosti ¢astic). Takovy postup je vyhodny naptiklad k pochopeni transportnich jevu,
srazek a nékterych typt nestabilit v plazmatu. V tomto druhém vydani pfibyla jesté ka-
pitola vénovana vybranym nelinearnim jevim v plazmatu.

Proménné jsou reprezentovany zasadné Sikmym fezem pisma, vektory tuénym fezem
pisma. Ve vyjime¢nych pfipadech, kdy by mohlo dojit k nejednoznacnosti ¢i zaméné,
jsou nad vektory a tenzory Sipky. Zékladnim fezem jsou zobrazeny funkce, zkratky,
Cislice a rlizné matematické operace. Latinské indexy znamenaji potadi veli¢iny, sou-
fadnicové osy atd. Reckymi pismeny jsou indexovany druhy &astic (elektrony a ionty
ruznych nasobnosti) nebo slozky ctytvektora (0 — Casova slozka, 1, 2, 3 — prostorové
slozky). Indexy jsou uvadény zpravidla napravo dole od zékladniho symbolu. Z divodu
prehlednosti je v nekterych ptipadech index pfesunut do pravé horni ¢ésti. Pokud by
mohlo dojit k zdaméné s mocninou, je takovy index v zavorce:

F,, F.

Vzhledem k tomu, Ze pocet pismen abecedy je omezeny, jsou nékteré veli¢iny oznaceny
stejnym symbolem. Jejich vyznam Ize ale snadno odhadnout z kontextu. Pomoci pfi tom
muize i seznam symboll zafazeny v zavéru knihy. Pfi Cteni nepfeskakujte poznamky,
¢asto jde o dulezité postiehy potiebné k pochopeni probiraného jevu. V knize je nalez-
nete na Sedém podkladu. Ilustrativni priklady jsou oddéleny od ostatniho textu na za-
¢atku a na konci znackou ptlmésice. Dilezité vztahy jsou na levé strané oznaceny Cer-
nym trojuhelnikem. Snad toto znaceni pfispéje k lepsi orientaci Ctenafe v naro¢ném
studijnim textu.

Co fici na zaveér? Mé podekovani patii fadé mych studentt, ktefi se z textd, na jejichz
zéaklad¢ vznikala tato kniha, ucili a peclivé objevovali pfeklepy a nejasnosti. Mé podé-
kovéni patti také Ing. arch. Ivanu Havlickovi, ktery se postaral o grafiku ke v§em tfem
dilim ,,Vybranych kapitol”. Budoucim studentim bych chtél poptat, aby zazili neopa-
kovatelnou a nesdélitelnou zavrat’ z pochopeni a porozuméni zakontim popisujicim déje
probihajici v pfirode kolem nas.

Petr Kulhdanek, 2020, Praha

Odkazy na kompletni nahravky prednasek k této ucebnici naleznou Ctenafi na serveru
aldebaran.cz v sekci Studium. Zde si také mizete stahnout elektronickou podobu vétsiny
¢asti této ucebnice a dalsi doplnujici materialy k prednaskam.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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1.1 Co je to plazma?

Plazma je Casto oznacovano jako ¢tvrté skupenstvi hmoty. Pfirozenym zpiisobem dopl-
fiyje fadu pevna latka — kapalina — plyn. Dodame-1i dalsi tepelnou energii plynu, dojde
k jeho castecné a pozdéji Gplné ionizaci. Latka se stane plazmatem, jsou v ni volné
nosic¢e naboje, ¢imz ma toto skupenstvi zcela nové vlastnosti a jako jediné kolektivné
reaguje na elektrickd a magnetickd pole a samo je vytvafi. Vlastnosti plazmatu jsou
velmi odli$né od vlastnosti plynti a kapalin.

Nazev plazma pro ionizovany plyn poprvé pouzil Irving Langmuir (1881-1957)
v roce 1928, pravdépodobné proto, Ze mu chovanim tento stav latky pfipominal krevni
plazmu. Jako plazma chéapal Langmuir oblast vyboje v plynu, kterd neni ovlivnéna
sténami nebo elektrodami a ma nasleduyjici tii vlastnosti:

1.V plazmatu jsou volné nosice elektrického naboje.

2. Plazma vykazuje kolektivni chovani, tj. jako celek reaguje na elektricka
a magneticka pole a také je vytvari.

3. Plazma je kvazineutralni, tj. v makroskopickém objemu je stejné mnozstvi
kladnych i zdpornych nabojut.

V Ceském jazyce se ustalilo pouzivani zenského rodu pro krevni plazmu, zatimco pro
plazma, jakozto ¢tvrté skupenstvi hmoty, pouzivame stfedni rod (tato knizka je tedy
vénovana plazmatu, nikoli plazm¢).

Ve vesmiru je vétSina atomarni latky ionizovana a nachazi se ve form¢ plazmatu.
Plazmatem jsou tvofeny nitra i obalky hvézd, mlhoviny, vytrysky, nase Slunce i jeho
rozsahla korona. Celd nase Slunecni soustava je zaplavena plazmatem slunec¢niho vétru
a Zemé v ni tvofi jakousi malou neplazmatickou odzu. Na Zemi se s plazmatem setka-
vame minimalnég, pfirodni plazma nalezneme v kanalech blesktl, v ionosféfe a v polar-
nich zafich. Plazma v kanalech bleskd ma vysoky tlak a je lokalizovano v izkém a ostie
ohranic¢eném sviticim kanale. Naopak plazma polarni zafe ma nizky tlak a jde o rozsahlé
plosné utvary s difuznim svitem. Plazma nalezneme v laboratofich vyzkumnych tstavl
a v mnoha zafizenich vyuzivajicich nejriiznéjsi plazmové technologie (fezani, obrabéni,
nanaseni vrstev atd.).

Plazma je charakteristické linearnimi a plo$nymi ttvary (vlakny a sténami) drzenymi
vlastnim magnetickym polem, které vznika protékajicim proudem. Nabité Castice mo-
hou jednak rotovat kolem magnetickych indukénich €ar a jednak driftovat napfi¢ mag-
netickému a né&jakému dal§imu poli. V oblastech intenzivnéjsiho magnetického pole se
mohou odrazet, takovy jev nazyvame magnetické zrcadlo. V plazmatu existuje neuve-
fitelné mnozstvi moédu riznych nizkofrekvencnich i vysokofrekvencnich vin. Pritom-
nost plazmatu velmi vyrazné ovlivni Sifeni zvukovych i elektromagnetickych vin. Pro
plazma je charakteristicka fada nestabilit, se kterymi se dlouha 1éta potykaji konstruktéii
termojadernych reaktorti. Nemén¢ zajimavé jsou nelinedrni jevy v plazmatu nebo zareni
plazmatu. S nékterymi z té€chto jevil se seznamime v ucebnici, kterou jste prave otevieli.

U plazmovych fyziki je velmi oblibenou jednotkou elektronvolt. V elektronvoltech se
da vyjadfit nejen energie (1 eV = 1,6x107° ), ale i teplota (E = kg7, 1 eV = 11 600 K)
nebo hmotnost &astic (pres vztah E = mc?). V této uéebnici jsou dominantné pouzivany
jednotky SI.
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Plazma délime z mnoha uhlii pohledu. Jeho vlastnosti zavisi pfedevsim na teplotg,
koncentraci a magnetickém poli. Na nasledujicim diagramu jsou nékteré typické druhy
plazmatu v zavislosti na koncentraci a teplot¢ elektronti:

relativistické plazma, vytrysky

—"——’
. , o e
g J.tvorba elektron-pozitronovyeh RIS
0 inercialni
fuze
—~ ‘O
LS S
3 s 1EB slunegni
s 1077 % Z koréna
£ 29
Qo N &
o S
E ra
5 kvantové
g doutnavé ac%,” I
2 10% 7 outnave ) | 4 ionZ== plazma,
ionosféra, At kovy
=" polarni zare
2
10 I I I |
100 106 1012 1018 1024 1030

koncentrace elektront (m=2)

Diagram je nakreslen pro vodikové plazma, ale podobny diagram plati i pro jakékoli
jiné plazma. Pdjdeme-li ve sméru teplotni osy (svisle), narazime celkem na ¢Etyfi oblasti
,»plna ionizace* je plazma zcela (u vodiku jedenkrat) ionizovéano. Hranici této oblasti
mizeme zapsat jako kg7, = W,, kde W; je ionizacni energie. Pfi jesté vyssi teploté (pfi-
blizn& nad 10® kelvinu) dochézi k samovolné tvorbé elektronovych-pozitronovych pariL.
Od teploty 6x10° K je tepelna energie elektronti vy3si nez jejich klidova energie, tj. plati
vztah kgT, > m.c? a plazma povazujeme za relativistické. MiZeme si tak pov§imnout
prvnich zptsobt déleni plazmatu:

= plazma ¢astecné ionizované — plazma Uipln€ ionizované;
= plazma bez tvorby elektron pozitronovych pari — plazma s tvorbou part;
= plazma nerelativistické — plazma relativistické.

V pravé dolni ¢asti diagramu (husté a chladné plazma) nalezneme oblast kvantového
plazmatu. Elektronovy plyn je degenerovan, tj. jeho obsazovaci ¢isla ve fazovém pro-
storu nejsou mala. Ve fizovém objemu Ag = A’xA’p je pocet dostupnych kvantovych
stavil roven Ag/(2zh)’, viz [2]. Pokud je poet elektroni na jeden stav zanedbatelny, ma
elektronovy plyn klasické chovéani a je popsan Boltzmannovym rozdélenim. Pokud
tomu tak neni, musime pouzit Fermiho-Diracovo rozdé¢leni a elektronovy plyn se chova
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kvantové. Tak je tomu v jadrech hvézd, v celém objemu bilého trpaslika nebo v neutro-
nové hvézdé (zde nejde o elektrony, ale o neutrony). Rovnici hranice této oblasti mu-
zeme zapsat pomoci Fermiho energie elektront ef jako kgTe = ep. Dal§im moznym roz-
délenim plazmatu tedy je

= plazma klasické — plazma kvantové.

Plazma je schopné vést elektricky proud. Mnohdy je lep$im vodicem nez zlato nebo
méd’. Jeho vodivost je umérna T,3/2 a zavisi jen malo na koncentraci plazmatu. Casto ve
vypoctech nahrazujeme plazma nekonecné vodivou tekutinou. V takové limité v plaz-
matu neprobihaji zddné difizni procesy a magnetické pole je dokonale ,,vmrznuté™ do
plazmatu, tj. sleduje vSechny jeho pohyby. Pokud je vodivost kone¢nd, magnetické pole
je castecné zamrzlé a Castecné difunduje do okoli. Muzeme tak dojit k dalsimu déleni
plazmatu:

= plazma se zamrzlym magnetickym polem — plazma s difundujicim polem.

Teplota plazmatu je dana chaotickym pohybem jeho jednotlivych slozek. Na vné&jsi
podnéty nejprve reaguji malo hmotné elektrony, elektronova tekutina se zahieje a pii
srazkach pak svou tepelnou energii predava iontim. Muze se tedy stat, ze elektrony
maji jinou teplotu nez ionty. Pokud jsou ob¢ teploty vyrovnany a ustanou veskeré mak-
roskopické toky, fekneme, ze plazma je v termodynamické rovnovaze. V opacném pfi-
padé hovotime o nerovnovazném plazmatu. A mame zde dalsi déleni:

= plazma rovnovazné — plazma nerovnovazné.

vvvvvv

¢astic podél magnetickych indukénich ¢ar jsou jiné nez napfi¢ indukénim ¢aram, a mu-
zeme proto zavést teploty dvé — podélnou a pri¢nou. Kromé déleni plazmatu na rovno-
vazné a nerovnovazné mizeme plazma z hlediska dosazené teploty ionti také rozdélit
na vysokoteplotni (fuzni, T, > 10° K) a nizkoteploti (T; < 10° K):

= plazma nizkoteplotni — plazma vysokoteplotni.

Nékdy se ale nizkoteplotni plazma definuje jako ¢astecné ionizované plazma a vysoko-
teplotni jako pIné ionizované plazma.

V neutralnim plynu jsou srazky charakterizované prudkou zménou sméru pohybu,
draha atomt ¢i molekul pfipomina lomenou ,.cikcak® ¢aru. V plné¢ ionizovaném
plazmatu jsou srazky dany Coulombovou interakci (elektrickym pfitahovanim ¢i odpu-
zovanim) a ¢astice jen zvolna méni smér. Stfedni volnou drahu chapeme jako prumér-
nou vzdalenost, na které se smér pohybu ¢astice zméni o 90°. V ¢astecné ionizovaném
plazmatu dochazi k obéma druhlim srazek — coulombickym mezi nabitymi Casticemi
a ,,cikcak® mezi nabitou a neutrdlni ¢astici nebo mezi dvéma neutralnimi C¢asticemi.
Plazma povazujeme za bezesrdzkove, je-li sttedni volna draha mezi srdzkami vétsi nez
rozméry plazmatu (4e,i > L). V takovém piipadé castice bud’ neinteraguji, nebo vzijem-
n¢ interaguji prostiednictvim kolektivnich poli, kterd samy vytvareji. V bezesrazkovém
plazmatu se mohou snadno vytvofit oblasti, které nejsou kvazineutralni. Plazma tedy
mizeme také rozdélit na

= plazma bezesrazkové — plazma srazkové.

Velmi dilezitym parametrem pro posuzovani vlastnosti plazmatu je Debyeova vzdale-
nost Ap. Pokud je nabita castice ve vakuu, ubyva jeji potencial se vzdalenosti jako 1/r.
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V plazmatu je Castice stinénd a jeji elektricky potencial ubyva jako exp(—+/Ap)/r. Do
vzdalenosti Ap od nabité Castice ji ostatni Castice ,,vnimaji* jako Castici, ve vétSich
vzdalenostech je jeji potencidl odstinén. Hovofime o tzv. Debyeovée sféfe a klicovym
parametrem je pocet Eastic v této sféte Np= (4/3)xnip3. Je-li Np >> 1, vyrusi se celkova
pramérna sila od jednotlivych €éstic a prevladaji kolektivni procesy nad srdzkami —
hovotime o tzv. idedlnim plazmatu, pro jehoz vSechny slozky plati stavova rovnice
idealniho plynu. Typicky jde o horké (s vysokou vodivosti) a/nebo fidké plazma.
Dal$im moznym délenim tedy je:

= plazma idealni — plazma neideélni.

V astrofyzikalnich aplikacich, ale i v laboratornim plazmatu se ¢asto setkavame s plaz-
matem obsahujicim prach. Takové plazma ma specifické vlastnosti, je tieba uvazovat
nabijeni prachovych zrn, ultranizkofrekven¢ni moédy vin souvisici s pohyby prachovych
zrn, u rozsahlych oblakd se neobejdeme bez zahrnuti gravitacni interakce prachovych
zrm atd. Casto proto také plazma délime na

= plazma prachové — plazma bez prachu.

Existuji samoziejmé i dalsi rizna déleni plazmatu, v kazdém oboru je dulezité jiné hle-
disko. Pro zakladni orientaci v druzich plazmatu nam vyse uvedeny piehled postaci.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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1.2 Pohyby nabitych castic

V celé prvni kapitole budeme pocitat pohyby ¢astic ve vnéjSich, pfedem znamych (za-
danych) polich. Ptedpokladame, ze

1. castice vzajemné neinteraguji,
2. vlastni pole ¢astic jsou zanedbatelna.

Pro popis elektrického pole vyuzijeme intenzitu elektrického pole E, pro popis magne-
tického pole magnetickou indukci B. Alternativné mizeme elektrické a magnetické pole
popsat za pomoci skalarniho a vektorového potencialu (¢, A). Pfevodni vztahy jsou

E:—a—A—%, (1.1)
ot ox
B =rotA. (1.2)

Odvozeni téchto vztahli nalezne Ctenar v jakékoli ucebnici elektromagnetického pole,
naprtiklad v [7]. Pfi vypoctu pohybu nabitych ¢astic budeme piedpokladat, Ze potencialy
#(t,x) a A(z, x) jsou predem dané funkce. Poznamenejme, Ze tvofi relativisticky Ctyi-
vektor a 1ze je z jedné souradnicové soustavy do druhé transformovat za pomoci Lo-
rentzovy transformace.

1.2.1 Nerelativistické pohyby

Za nerelativistické povazujeme pohyby nabitych ¢astic, jejichz rychlost je zanedbatelna
vzhledem k rychlosti svétla, tj. v <« c. Takové Castice nalezneme napiiklad ve slunecnim
vétru nebo v plazmatu obloukového vyboje.

Lagrangeova a Hamiltonova funkce

Problematika pohybu nabitych ¢astic v elektromagnetickych polich je dana Lagrangeo-
vou funkeci
L =L+ Ligg » (1.3)

kde Lpart je Lagrangeova funkce Castice, Lint popisuje interakci mezi Castici a polem.
V piipadé, ze by sama castice generovala elektromagnetické pole, pfibyla by jeste¢ polni
cast Lagrangeovy funkce. V takovém piipad¢ bychom ale museli pouzit hustotu Lag-
rangeovy funkce ($lo by o spojité prostfedi). V naSem pftiblizeni jsou pole pevné dana
a nebudeme je pocitat, proto je polni ¢ast Lagrangeovy funkce nulova. Pokud budeme
uvazovat jen elektrické pole, které je potencialni, bude Lagrangeova funkce dana vztahem

L:%mvz—Q¢. (1.4)

Tvar je shodny s klasickou mechanikou [1], kde je Lagrangeova funkce dana rozdilem
kinetické a potencialni energie L =7 — V. Kinetick4 energie piedstavuje Lagrangeovu
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funkci volné Castice Lpart a potencialni energie Lagrangeovu funkci interakce s elektric-
kym polem Lipt. V piitomnosti magnetického pole, které neni potencidlni, musi mit inte-
rakéni Cast Lagrangeovy funkce dalsi ¢len. Ten bude néjakou funkei ctyfvektoru toku
naboje pro Castici (charakterizuje ¢astici) a ¢tyfvektoru potencidlil pole (charakterizuje

pole):
c S(x' - /
J= PQ=CQ(X’ X); A=¢C,
j Ovo(x'—x) A
kde x' je poloha Castice a x poloha pozorovatele. Lagrangeova funkce by méla byt ska-
larem, jedinou rozumnou kombinaci ptipadajici v uvahu je tedy veli¢ina tmérna skalar-

nimu soucinu obou ¢tyfvektori integrovanému pres objem (bez integrace pfes objem
bychom dostali veli¢inu tmérnou hustoté Lagrangeovy funkce):

[(J-A)&X = [(-09+0A - v)S(x' —x) X' =-0g+ 0A -v.

Z uvedeného vztahu je jiz jasna chybé&jici ¢ast ve vztahu (1.4), spravna Lagrangeova
funkce pro nerelativisticky pohyb ¢astic v elektrickém a magnetickém poli bude

> Lzémvz—Qg/HQA-v. (1.5)

Standardnimi postupy ur¢ime zobecnénou hybnost, zobecnénou energii a po vylouceni
rychlosti z obou vztah Hamiltonovu funkci:

> p=L = vioa, (1.6)
ov
o _ 9,1 2
> é = > v-L 2mv +0¢, (1.7)
2
> o= ®ZOA (1.8)
2m

Poznamka 1: Energii budeme v této kapitole znacit symbolem ¢, abychom ji odli-
§ili od intenzity elektrického pole E.

Poznamka 2: Zobecnéna hybnost neni sou¢inem hmotnosti a rychlosti jako v kla-
sické mechanice, ale figuruje v ni vektorovy potencial!

Poznamka 3: Energie nezavisi na magnetickém poli (vektorovém potencialu A),
protoze magnetické pole neméni energii castice, ale jen smér jeji rychlosti.

Ukazme, ze ptislusné Lagrangeovy rovnice jsou totozné s Lorentzovou pohybovou rov-
nici pro nabitou ¢astici. Ve slozkach mame

L = %mv,vl—Q¢(I,X)+QA1(EX)UI;
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d Y, o4,
= A 0y =0,
dt (mvk +Q k) * ank axk Ul
d 04, o4, dx, Y, o4,
— + 00—+ Q0——+ 00— -0—vy =0,
PP PR M
d 04 9 04, 04y
—(my,) = Q| =% - 9 | —L-—=1||.
dr Bt axk axk axl

Posledni vyraz v hranaté zavorce snadno upravime pomoci Levi-Civitova tenzoru do
tvaru (postup naleznete v prvnim dile ,,Vybranych kapitol*, v kapitole 1.3.3.4 ,,Vektoro-
vé identity®):

9 uvy= | _OA_99 9 vy =
dt(mv)—Q £y aX+V><rotA} = dt(mv) O[E+vxB], (1.9)

coz je znama Lorentzova pohybova rovnice.

Pohyb v elektrickém poli, opticka analogie

Pokud se nabitd castice pohybuje dostatecné dlouho jen v homogennim elektrickém
poli, nelze situaci feSit nerelativisticky. Elektrické pole by castici urychlovalo nade
vSechny meze, coz je v rozporu se specialni relativitou. Mizeme ale feSit ulohu, ve
které je elektrické pole nenulové jen v malé oblasti prostoru, napiiklad v néjaké vrstvé
plazmatu. Idealizovanym pfipadem je razova vina se skokem elektrického potencidlu
(tzv. dvojvrstva, se kterou se podrobnéji seznamime v kapitole 1.3.3).

Yy
x>
4—"—‘——\ az
—=
a X
1/\//
\4 ///
i
-

/’/ ?, ?,

Obr. 1.1: Skok elektrického potencialu

Ptedpokladejme, Ze v obou poloprostorech na obrdzku je potencial konstantni a elek-
trické pole tedy nulové. Nabitd castice se proto pohybuje rovnomérné piimocate.
V tenké vrstvé (je oznacena Sed€) na rozhrani obou oblasti se potencial méni, elektrické
pole je zde nenulové a mifi ve sméru osy x. Pokud je pfechodova vrstva infinitezimalné
mala, je zména potencidlu skokova. Ve sméru osy y nepisobi zadné pole, proto se
slozka rychlosti ¢astice ve sméru osy y neméni. Te¢na slozka rychlosti vzhledem k roz-
hrani je proto spojita:

vysingg =v,sina, . (1.10)
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P1i pohybu nabité ¢astice se bude zachovavat energie (1.7):

%mv%+Q¢1 = %mv%—kQ%zé’. (1.11)

Pokud z posledniho vztahu vypocteme rychlosti a dosadime do (1.10), dostaneme

singg _v, _ |[€=9% _ |C= U, (112)
sine, v \€-0¢, \C-¢, \U '

Uvedenému vztahu se tiké opticka analogie pohybu castice v elektrickém poli. Svym
tvarem piipomina zdkon lomu, ale pomér rychlosti je v tomto vztahu obraceny. Obdob-
n¢ uvazoval pfi odvozeni indexu lomu francouzsky uc¢enec René Descartes (1596—1650).
Svétlo povazoval za Castice, které na rozhrani dvou prostfedi ztrati energii, jakoby
prolétly néjakou bariérou. Opaény pomér rychlosti mu nevadil, nebot’ ho chapal jako
vlastnost prostfedi (index lomu). Zakon lomu spravné odvodil nizozemsky matematik

a astronom Willebrord Snellius (1580-1626), proto hovofime o Snellové zakonu (Cti
sneluv, nikoli Sneliiv).

Pohyb v homogennim magnetickém poli

elektromagnetické pole:
E = (0’ 0? 0) b
B=(0,0,B);

pocatecni podminky:
x(0) =(0,0,0),
p(0)=(0,mvy,0).

Predpokladejme homogenni magnetické pole; soutadnicovou soustavu zvolime tak, aby
osa z mifila ve sméru pole. Nabitou ¢astici vypustime kolmo na magnetické indukéni
¢ary ve sméru osy y. Pohyb budeme fesit za pomoci Hamiltonovych pohybovych
rovnic. Pro sestaveni Hamiltonovy funkce proto nejdiive potfebujeme nalézt potencialy
pole. Potencialy nejsou vztahy (1.1) a (1.2) urceny jednoznac¢né (riizné potencialy vedou
na stejna pole). Napiiklad pro magneticky potenciadl miizeme v nasem piipadé vyuzit
vyrazy A =(—yB, 0, 0) nebo A =(0, xB, 0) nebo A = (—yB, xB, 0). Vyzkousejte si, ze
rot A vede vzdy na pole B = (0, 0, B). Pro dalsi vypocet zvolime potencialy ve tvaru

¢=0,
A =(0,xB,0).

Potencialy elektrickych a magnetickych poli pro typické konfigurace naleznete v dru-
hém dile ,,Vybranych kapitol” na str. 172. Zobecnéna hybnost je v nasem piipadé dana
vztahem p = mv + QA. Pro Hamiltonovu funkeci plati
2 2, 2
Px +(py —QBJC) +pz
2m

2
2m

a Hamiltonovy rovnice jsou
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g _ Py (1.13)
dp, m
- 0B
y':aiz—py Qx, (1.14)
ap,, m
20 P (1.15)
op, m
B - OB
px:_8_H:Q (py -0 X)’ (116)
d0x m
oH
po=—20 =0, (1.17)
y ay
pzz—a—Hzo. (1.18)
dz

Z rovnic(1.17), (1.18) mame ihned
py(0)=p,(0)=muv,,
p:(0)=p;(0)=0.
Tyto vyrazy spolu s py vyjadienym z (1.13) dosadime do (1.16) a ziskame tak rovnici
X+ (@jz x = %
m m

pro proménnou x. Po jejim vyfeseni (je souctem homogenniho a partikularniho) zname
zavislost x(f) a miZzeme jiz pfimo integrovat rovnice (1.14), (1.15). Vysledné feSeni ma
tvar

x(t)= Ry — Ry cos@t,

y(t) =Ry sinayt, (1.19)
z()=0,
kde jsme oznacili
B
RLz”g;i; a)cz% (1.20)

tzv. Larmortiv polomér Ry, a cyklotronni frekvenci a. Trajektorii ziskdme vylouc¢enim
casu z (1.19):

(x—RL)2+y2=Rf. (1.21)

Vidime, Ze pohyb se déje po kruznici s polomérem Ry, a se stfedem S=[ Rr, 0 ]. Poloha
sttedu z&visi na znaménku néboje Castice.
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Magnetické pole neptisobi na pohyb castice ve sméru podél pole. Kolmo na smér
pole ptisobi Lorentzova sila, ktera zakfivuje trajektorii ¢astice na kruznici. Pii nenulové
pocatecni rychlosti v,(0) je pohyb Castice slozen z rovnomérného pifimocarého pohybu
podél pole a Larmorovy rotace (tzv. gyrace) v roviné kolmé na pole — tim vznika pohyb
po Sroubovici.

Samotné elektrické pole naopak nepisobi na pohyb ¢astice napfi¢ pole (v nerelati-
vistickém pfipad€) nebo jen velmi malo (v relativistickém ptipadé). Ve sméru pole
dochéazi k urychlovani.

Obr. 1.3: Pohyby nabité ¢astice v homogennim magnetickém poli

Poznamka: Vypocet Larmorova pohybu lze také provést pfimo z Lorentzovy po-
hybové rovnice mr = Q1 xB . Slozka z opét vede na volny pohyb. Ve slozce x a y

dostavame
7= @y s (1.22)
m
y= —@x . (1.23)
m

Obé rovnice je mozné fesit riznymi zpusoby. Asi nejrychleji k cili vede Landatv
postup: druhou rovnici vynasobime komplexni jednotkou a secteme s prvni. Kom-
binaci OB/m oznacime jako cyklotronni frekvenci:

iy =—im,(+ip) (1.24)

Nyni staci zavést komplexni proménnou &= x+iy a fesit jednoduchou rovnici

E=-im, & (1.25)

v komplexnim oboru. Po nalezeni integracnich konstant ziskame hledanou polohu
Castice x a y tak, Ze oddélime realnou a imaginarni ¢ast feSeni. Detailné je tento
postup fesen v prvnim dile ,,Vybranych kapitol®, viz priklad 3.1 na stran¢ 255, kde
je toto feseni ukazano jako ptiklad vyuziti komplexnich Cisel.
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VIV 7

Pohyb ve zkriZenych polich

Resme nyni pohyb v homogennim magnetickém poli a na n&j kolmém homogennim poli
elektrickém:

elektromagnetické pole
E=(£,0,0),
B=(0,0,B);
pocatecni podminky:
x(0) =(0,0,0),
p(0)=(0,0,0).

Volba soufadnicové soustavy je patrnd z obrazku. Nabitou castici vlozime s nulovou
rychlosti do po¢éatku soufadnicové soustavy. Potencialy poli zvolime ve tvaru

¢=—Ex,
A =(0,Bx,0).

Zobecnéna hybnost je opét p = mv + QA. Pro Hamiltonovu funkei plati

2 2 2
Px +(p, —OBx)" + pZ

2
p-®=OAY
2m

—-QE
2m OFx
a Hamiltonovy rovnice nasi ulohy jsou
w2 _ Py (1.26)
op, m
— OBx
joOH _ Py~ OBx (1.27)
ap,, m
220 _ P (1.28)
dp, m
B —0OBx
px:_aﬂ:MJrQE, (1.29)
dx m
oH
p,=——=0, (1.30)
y ay
) oH
pz=—E=0. (1.31)

Postupem zcela analogickym ptedeslému prikladu ziskame feseni
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x(t)=Rp —Rpcosajt,

y(t)=Rpsinw,t — vpt, (1.32)
z(t)=0,
kde jsme oznadili
QB E va
W, ==— ; Up =— ; Rp = 1.33
c=7 D=7 D="0p (1.33)

tzv. cyklotronni frekvenci wg, driftovou rychlost vp a driftovy polomér Rp. Rovnice tra-
jektorie ma po ¢aste¢ném vylouceni ¢asu z rovnic (1.32) tvar

(x—Rp)® + (v+upn)® = RB. (1.34)

Jde tedy o pohyb po kruznici s polomérem Rp, jejiz stied S =[Rp, —vpf] se pohybuje
konstantni driftovou rychlosti vp kolmo na elektrické i magnetické pole. Pro nulovou
pocatecni rychlost plati vztah plynouci okamzité z definic (1.33)

Up = a)CRD (135)

a vysledna kiivka (1.34) se nazyva cykloida. Stejnou kiivku opisuje nalepena necistota
na kole jedouciho automobilu. Pro nenulovou pocéatecni rychlost jiz neplati vztah (1.35)
a pohyb probiha po obecnéjsi kiivcee, tzv. trochoide (feseni je analogické):

x(t) = RD _RD COS wct 5
y(t) = RD sin wct - UDt 5 (136)
Z(t) = UOZ t 5

kde se driftovy polomér zménil na

m 2 2
Rp =§\/UOX + vy +up)’ . (137)
'~
N \\\T .\\\¢ y \\\\
)
_/ Ivy 7V, p?
-<:’ <—~>/ :\ _ 2,/
\\\ = \\\ 3 {~::)"\
) \ ) >
/ / ted )
——Z <= <o
~ \) Ne— N \ \\\ l’:-:__t///
/
/// /I /”/
-;-:\ <—~>< (\\\
< _
) | N 4
Up=w.Rp  vp<w.Rp Up > o.Rp ¢ =—Ex

Obr. 1.5: Pohyby nabité ¢astice ve zkfizenych polich
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Pro vg; =0 vysledna trochoida vzniké sloZzenim pohybu po kruznici s pohybujicim se
sttedem S =[Rp, —vup?]. Trochoidu si opét mlzete predstavit za pomoci analogie s je-
doucim automobilem. Automobil ale jede na ledu, a bud’ se rozjizdi, nebo brzdi. Kola se
Castecné protaceji (obvodova rychlost kol neni totozna s rychlosti vozidla). V takovém
pfipad¢ necistota na kole opisuje trochoidu. Pro Q > 0 maji trochoidy tvar znazornény
na obrazku 1.5 (cykloida je specialnim ptipadem trochoidy a na obrazku je nalevo).
V bodech trajektorie 1, 2, 3 je rizny elektricky potencial

¢=—Ex = 01 <p<g5.

a vzhledem k zakonu zachovani energie ma Castice rtiznou rychlost
|-
Emv + Q¢ = const = U] >Up >3

a tim i rizny LarmorGv polomér:
_mv
OB

Trochoidalni trajektorii ¢astice 1ze tedy interpretovat jako pohyb po kruznici s promén-
nym polomérem. Na nasledujicim obrazku jsou typické stopy nabitych Castic v mlzné
komote. Vliv magnetického pole na trajektorie ¢astic je velmi dobie patrny.

Ry Ry, >Ry, >Ry, .

Obr. 1.6: Stopy Castic v mlZzné komore. Zdroj: Christian Parsons, Argentina.
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1.2.2 Relativistické pohyby

Lagrangeova a Hamiltonova funkce

V Lagrangeoveé funkci (1.5) je spravné relativisticky zapsana jen interakéni ¢ast, protoze
vznikla jako skaldrni sou€in dvou ctyfvektort. Akce pro volnou ¢astici dS = Ldf by méla
byt invariantem teorie. V nerelativistické fyzice, kde je ¢as absolutni, postac¢i invariance
Lagrangeovy funkce L. V relativité pozadujeme invarianci celého Ldf. Jedinym in-
variantem je interval ds* = —c*d¢* + dI”. Ve vlastni soustavé &astice je ds* = —c*d7’, kde
7 je vlastni Cas ¢astice. Z posledni relace je patrné, ze vlastni Cas je také invariantem.
Z porovnani obou vyjadieni plyne vztah mezi vlastnim a laboratornim ¢asem

dr=d1-v2/c? (1.38)

Vyraz Ldt by tedy mél byt funkei tohoto invariantu, nejjednodussi volba je Ld¢ = adz, tj.
Lyt =0N1- v2 /et

Koeficient imérnosti o ur¢ime tak, aby v limité malych rychlosti vyraz ptesel v Lagran-
geovu funkci mgv2/2 pro nerelativistickou ¢astici (m, je klidova hmotnost ¢astice):

2 2
f v v
Lo = 1-v2/c? za(l__J:a_a_ = a:_mocz-

202 2¢?

Odmocninu jsme rozvinuli do prvniho fadu za pomoci vztahu (1+x)" = 1+nx, ktery plati
pro x < 1. Posunuti o konstantu neni podstatné. Vysledna Lagrangeova funkce pro rela-
tivistické pohyby nabitych ¢astic v elektrickych a magnetickych polich tedy je

> L=-myc*\1-v2]/c? - 0p + OA-v. (1.39)

Standardnim zpisobem urc¢ime hybnost a energii:

E%:%JFQA, (1.40)
(,(;=§_LV.V_L =—’”0022 ~+09, (1.41)

I-v / c
Zavedeme-li standardnim zptisobem Lorentztv kontrakéni faktor ze specialni relativity

_ 1
7= 1-v? / ? ,
ziskaji vztahy pro energii a hybnost jednoduchy tvar

| 2 p=ymyv+0A, (1.42)

> & = ymyc® +09. (1.43)
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Zavedeme-li tzv. ,,pohybovou‘ hmotnost (neni to pfili§ vhodné oznaceni)
m=ymy, (1.44)
ziskaji vztahy pro hybnost a energii jednoduchy a srozumitelny tvar
p=mv+0A; ¢E=mc’+0¢. (1.45)

Poslednim krokem bude odvozeni Hamiltonovy funkce. Z klasické mechaniky vime, ze
je vzdy mozné nalézt Legendreovu dudlni transformaci, tj. z vyrazt (1.40) a (1.41) vy-
loucit rychlost. Nejjednoduss$im postupem je ponechat na pravé strané vyrazl jen od-
mocniny a rovnice umocnit na druhou:

2.2
2 mgyv
p-QA) = ;
( ) 1—v2/c2
1 2 mgc2
£-0p) =0~
cz( ) 1—V2/c2

Odecteme-li nyni obé rovnice od sebe, vykrati se na pravé strané Citatel se jmenovate-
lem a zmizi zavislost na rychlosti:

Lz((‘ —Q¢)2 —(p—QA)2 =mic? .
c

V tuto chvili jiz staci jen dopocitat energii a oznacit ji jako Hamiltonovu funkci:

H =c\m2c® +(p—Q0A)2 +0p . (1.46)

Relativisticka pohybova rovnice

Pfi odvozovani relativistické pohybové rovnice budeme postupovat obdobné jako pii
odvozeni jeji nerelativistické varianty (1.9). Veskeré tpravy jsou zcela identické, jen za
vyraz O0L/Ovy dosadime hybnost ymovy + QA ze vztahu (1.40) a dostaneme

> %(m()}/v)=QE+Qv><B, (1.47)

coz je znama Lorentzova pohybova rovnice obsahujici na levé strané navic Lorentziv
faktor y, ktery v sobé obsahuje rychlost, a to dokonce pod odmocninou. To je samo-
zfejme nepiijemné pro numerické simulace. Pro simulace je vyhodngjsi pouzit Hamil-
tonovy rovnice, které jsou fesené vzhledem k nejvyssi (prvni) derivaci. Pokud chceme
vyuzit Lorentzovu pohybovou rovnici, je vhodna substituce

v

Vi-v2ie? (1.48)

ktera ptevede rovnici do tvaru vyhodnéjsiho pro numerickou integraci

u=

QuxB

d
—(mpu) = QE+——=.
dz \/1+u2/c2

(1.49)
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Nyni piepiseme pohybovou rovnici do lorentzovsky kovariantniho tvaru. Pro tyto upra-
vy by mél byt ¢tenaf seznameny se zaklady specialni relativity, zejména s Ctyfvektory
a tenzorem elektromagnetického pole. Oboje lze najit v druhém dile ,,Vybranych kapi-
tol“ [2], ktery ma jak online, tak tiSt€nou verzi. Bez problémil mize ctendf také zbytek
této kapitoly vynechat. Samotné pole budeme popisovat Ctyfpotencidlem a tenzorem
elektromagnetického pole:

@/c

( A j , (1.50)

0 EXlc EVIc EFlc
_E%/% 0 B° -B’
> FHA 2k g7 — 3V 4H = ¢ . (151
_E¥/le -B° 0 B*

-E?/c BY -B* 0

> A%

Pro popis ¢astice zavedeme Ctyirychlost jako
> U¥=—"_. (1.52)

Casova derivace musi byt podle vlastniho &asu, jinak by byly zménény transformaéni
vlastnosti ¢tyfvektoru. Pokud vyuzijeme vztah (1.38), mizeme Ctyirychlost vyjadfit za
pomoci bézné rychlosti v = dr/d¢ jako

o o
go 24 _dv dr_fre) (1.53)
dr dr dz \pv
Pro druhou mocninu velikosti ¢tyfrychlosti plati
a4 2 2.2
voy, =4 Sa _ds” _—edet 5 (1.54)

dr dr 472 dr?

Skalarni soucin ¢tyirychlosti se sebou samou je skute¢né invariant nezavisici na volbé
soufadnicové soustavy. Obdobné miizeme zavést Ctyfzrychleni ¢astice vztahem
o dU?

a% = 1.55
pp (1.55)

Ctytzrychleni je vzdy kolmé na étyfrychlost, coz snadno odvodime derivovanim (1.54):

d( .« B
a(U Uq)=0,

o
dLUa+Uad&=0,
dr dr

dUu”
2—U,_, =0,
dr ¢

Odsud jiz okamzité plyne
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a“U, =0. (1.56)
Posledni veli¢inou, kterou budeme potiebovat, je ctythybnost definovana vztahem

ymgc + Qq)/c}

1.57
ymyv+QOA ( )

> paEman+QAa=(

Casova &ast &tyfhybnosti musi mit vyznam energie a prostorova vyznam vektoru hyb-
nosti, tedy musi platit

((?/cj=(}/moc+Q¢/cj (1.58)
p ymov+ QA
Odsud snadno ziskdme jiz znamé vztahy
& = ymoc? +00=mc* + 00, (1.59)
p=ymyv+OA=mv+QA. (1.60)

Snadno ovéfime, ze za pomoci Ctyirychlosti (1.53) a tenzoru pole (1.51) 1ze pohybovou
rovnici (1.47) zapsat v elegantnim tvaru
du“
dr
Pti pfepisu vyuzijeme rovnosti d/dz =y d/d¢ a definice étyfrychlosti (1.53). Prostorova

slozka da Lorentzovu pohybovou rovnici, ¢asova slozka poskytne navic energetickou
bilanci

| 2 myg

=0F?uy. (1.61)

dmec?

dt

>

=QE-v, (1.62)
coz neni nic jiného nez vykon dodévany elektrickym polem (sila ndsobend rychlosti).

Pohyb v homogennim elektrickém poli

elektromagnetické pole

E = (E! 0’ O) 9
’ > B =(0,0,0);
/// VIRV ; .
e pocateéni podminky:
Yl | / E x(0) = (0,0,0),
4 —_—
/ mg Vg
x p(o) = (09p090)s kde Po=E—FT—7—"77

«/1—1}3/02.

Ulohu budeme fesit jako rovinny (2D) problém. Volba soufadnicové soustavy je patrna
z obrazku. Poc¢atecni rychlost Castice piedpokladame kolmou na elektrické pole. Poten-
cialy poli zvolime ve tvaru
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Hodnota potencialu ¢ plyne ze vztahu (1.1) pro A = 0. Hamiltonova funkce problému je

H=c\m3c + (p-0AF +0p = c\[m3c® + p? + p? O

a prislusné Hamiltonovy rovnice maji tvar

7= _ D , (1.63)

e Mo’ + i+ py

C,

o _ Dy : (1.64)

Iy Jmac? + p? + p)%

. oH
pe==5-=0F, (1.65)
. oH

py==5,=0. (1.66)

Integraci rovnic (1.65), (1.66) dostaneme

px(t)=QEt,
py(t)=p,(0) =const = py .

Toto feSeni dosadime do rovnic (1.63), (1.64) a integrujeme (tabulku potiebnych inte-
grald naleznete v prvnim dile ,,Vybranych kapitol_“ kapitola 1.3.10.4, str. 369):

_[ Px dr’ = Et)” —
x(t) jo W = cjo m (J;r0+(Q 1) 71'0)

I N S SV QFt
y() = Io mgcz+p§ p2 dr = cjo ,7”%+(QE{)2 dr OF argsh[ 7o J

Vysledné feseni je tedy dano vztahy

x(0) = @E 1+ (QEt/;zO)2 - 1],

E
> Q (1.67)
Poc
() = Eargsh(QEt/ﬂo),
kde jsme oznacili
2/ 2
Po = mMyy, 1-vy/c
0 0 0/ O/ (1.68)
Ty = mgc2 + pé.

Ukazme nyni, ze pro kratky ¢as vyrazy prechazeji v nerelativistické. Tehdy plati

v (1. pg <mgc) = my=myc; py=myly, 4.
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2 1708 2 1(0EtY E
x(1) = "Moc p{gj _ 1| = Mo 1+_(£] -1 :Q_ﬂ’
OF

myc QF 2 mye 2my

(1) = cmog)o argsh[QEtj _ cmgly QEt = vt

myc OFE  myc

Vidime, ze vyrazy prechazeji ve znamé klasické vztahy — pohyb rovnomérné zrychleny
ve sméru pole a pohyb rovnomérny napii¢ polem. Na rozdil od klasického pfipadu nyni
rychlost ve sméru pole vy pfi urychlovani v homogennim elektrickém poli neroste nade
vSechny meze:

(0B e =c.
OF 72 +(QEr)

. . odx . ¢
lim v, ()= lim —= lim —
t— t—oo df  t—oo

V libovolném konec¢ném case ¢ je vzdy vy < ¢. Vyloucime-li z (1.67) €as (z druhé rov-
nice dosadime ¢as do prvni), dostaneme trajektorii ¢astice

_ TocC g _
> = oF {ch[poch 1} . (1.69)

Rozdil mezi funkcemi x = y2/2 (klasicka trajektorie) a x = ch(y) — 1 je na obrazku:

y > R
x=y%2 /// -
y V2 P
o= x=chy-1
i e x=chy-
//://
///
#//
.4
/
/
/
/
L L L L <

Obr. 1.8: Rozdil mezi relativistickou (skute¢nou) a nerelativistickou trajektorii

Kolinearni magnetické a elektrické pole

Magnetické pole méni smér rychlosti ¢astice, nikoli jeji velikost. Velmi zajimava je ale
situace, kdy magnetické a elektrické pole maji stejny smér. V takovém piipadé nedo-
chazi k ExB driftu, ¢astice krouzi kolem magnetickych indukénich ¢ar a podél nich je
elektrickym polem urychlovana limitné¢ az k rychlosti svétla, tedy jeji energie nartsta.
Ukazeme, Ze i v této situaci se Larmortv polomér neméni, nicméné dochazi ke zméné
gyrofrekvence obéhu magnetickych indukénich car.

Neménnost gyra¢niho poloméru

Pokud ¢tenaf nepotiebuje podrobnosti, mtize akceptovat neproménnost gyra¢niho polo-
méru a celou tuto kapitolu ,,Kolinearni magnetické a elektrické pole* vynechat. V kar-
tézskych soufadnicich budeme obé pole orientovat ve sméru osy z, tj.
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B = (05 O’ B) H
(1.70)
E=(0,0,E).
Lorenzova pohybova rovnice
d
5(}/m0V)=Q(E+VXB) (1.71)
vede na soustavu
Sm)=au,
dr YUy )= cOUy ’
d
E(}/vy) = -V, ; (1.72)
d OF
-_ v ==,
dt (}/ z ) mg
kde jsme oznacili nerelativistickou cyklotronni frekvenci
() EQB/m(). (173)
Prvni dv€ rovnice jsou svazany se tfeti Lorenzovym faktorem
! (1.74)

}/:
\/l —(v§+vi+v§)/c2

Zabyvejme se pro tuto chvili jen prvnimi dvéma rovnicemi, tedy projekci pohybu do
roviny (x, y) kolmé (L) na obé pole. Zaved’'me vektor

d
K, Ea(yvl):(wcovy’_wcovx) . (1.75)

Derivovanim ziskame
Ky =pv +ya,, (1.76)

odkud dopocteme zrychleni v kolmé roviné

K .
a, =—L -y | (1.77)
vy o7
které je superpozici dvou vektort
K
a=-Lv, ; a,=—L, (1.78)
Y Y

Prvni vektor mifi ve sméru projekce trajektorie do kolmé roviny (je imérny v,) a druhy
vektor je kolmy na prvni, protoze

al'32KVL'KL=Ux'w00Uy—Uy'wcovx=0. (179)
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Druhy vektor je proto normalou k projekci trajektorie do kolmé roviny a ma vyznam
normalového zrychleni. S jeho pomoci miizeme spocitat polomeér oskulacni kruznice

vl S (1.80)

2
R="YL vl -
(1))
ool T@al 205 o)
y

Nyni ukazeme, Ze polomér oskulaéni kruznice k projekci trajektorie do kolmé roviny je
konstantni, a proto se v roviné kolmé na pole jedna o pohyb po kruznici. Posta¢i dokazat, ze

%(m)ﬂ). (1.81)
Zaved’'me vektor
u; =yv,. (1.82)
Dukaz vyse uvedeného tvrzeni je nyni relativné ptimocary:
%(7‘1) =%”J_ =%\/”§ +”§ = %
Ze vztahu (1.75) je nyni ziejmé, Ze

dui
du, .. 1.83
dr 1 ( )

a proto
d
E(WJ_) < u; K, =(m,, Wy)'(wcovy’_wcovx) =0. (1.84)

Tim jsme dokazali, ze jde o pohyb po kruznici s Larmorovym polomérem danym
vyrazem (1.80)

> R, =1L const, (1.85)
|a)00 |

ktery se v prubéhu pohybu neméni. Narist podélné slozky rychlosti vede na narGst y,
ktery je kompenzpovan poklesem kolmé slozky rychlosti. Vyraz mizeme piepsat pomo-
ci jednotlivych sloZek rychlosti ve valcovych soufadnicich, v nichz je v, =0, v, = vy

U,

R = “’2 —. (1.86)
| @ [\1-(ptvT)ie

Nartst podélné slozky rychlosti zplsobeny urychlenim elektrickym polem je

kompenzovan poklesem azimutalni slozky rychlosti, proto zstava Larmortuv polomér

neménny. Zapi§me pro dalsi pouziti Larmortv gyraéni polomér jesté (1.85) za pomoci

pocatecnich hodnot:

u U
R = 0 ®0

= 5 Uy = .
| @ | ,Il—(véo +02)/c?

(1.87)
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Zavislost obou sloZek rychlosti na ¢ase
Z posledni komponenty pohybové rovnice (1.72), kterou jsme zatim nepouzili, plyne

_9F

., ==(t-1y), (1.88)
Mg

kde ¢, je ¢as v minulosti, v némz byla podélna slozka rychlosti nulova. Pro trajektorii
s fixnim Larmorovym polomérem je (v, = 0)

1
Y= . (1.89)
1/1—(1)§,+v§)/c2
Ze soustavy rovnic (1.86), (1.88) a (1.89) snadno uréime zavislosti na Case
Uy cT
0y(7)= D u(0)= ; (1.90)
() z
\/(1+u§/c2)(1+12) Ji+7?
Y1) = \/(1+u§/c2)(1+rz), (1.91)

kde jsme Larmortv polomér vyjadfili z (1.87) a symbolem 7 jsme oznacili bezrozmérny
¢asovy interval pocitany od okamziku, kdy je podélna (z) slozka rychlosti nulova:

QE t—ty

== 0 | (1.92)
Mo¢ \/1+u§/c2
v/e
0.8F
- UZ
06r~_ / >~ |7 Yp
0.4
02t e T
ool |_—_—_~__——|>__>__"'T “““““ p==—----—4
0 1 2 3 4 T

Obr. 1.9: Podélna slozka rychlosti s ¢asem narlstd a limitné se blizi rychlosti svétla. PFicna
(azimutalni) slozka rychlosti naopak klesd (kfivky odpovidaji rGznym pocate¢nim hodnotam).
Radidlni sloZka je nulova. Bezrozmérny ¢as T je definovan vztahem (1.92).

S klesajici azimutalni slozkou rychlosti dochazi k poklesu gyracni frekvence

v
> 0, (1) = =L =220 _ 0 . (1.93)

Ry \/(1+ug/cz)(l+2'2)
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1.2.3 Adiabatické pribliZeni

V teoretické mechanice nemame jen zakladni zakony zachovani souvisejici se symetri-
emi v pfirod¢ (zachovani energie, hybnosti, momentu hybnosti a dalSich veli¢in), ale
i tzv. adiabatické invarianty. Pfedstavme si, Ze popisujeme libovolny periodicky pohyb
v n¢jaké proménné g (uhel, vzdalenost atd.). Pokud existuji dalsi pole, ktera se za jednu
periodu pohybu zméni jen malo (hovofime o tzv. adiabatickém dé&ji), potom lze ukazat,
ze se bude zachovavat veli¢ina

> =4 p, dg=const, (1.94)

kde p, je zobecnéna hybnost vzhledem k proménné g. Takovou veli€inu nazyvame
adiabatickym invariantem. Detailni odvozeni ¢tenaf nalezne v prvnim dile ,,Vybranych
kapitol“ [1].

Ve fyzice plazmatu budeme piedpokladat, ze magnetické pole ovliviiuje pohyb na-
bitych ¢astic dominantné a zakladnim periodickym pohybem je tedy Larmorova rotace
neboli gyrace kolem magnetickych indukénich ¢ar. V plazmatu mohou byt samoziejmeé
pfitomna i dalsi pole, napiiklad elektrické a gravitacni. Pfedpokladejme, Zze vSechna
pole se za jednu Larmorovu otocku zméni jen malo. V ¢ase to znamena, Ze dojde k malé
zméné poli za dobu jedné otocky cCastice; v prostoru tato podminka tika, ze se pole
zméni malo na Larmorové poloméru. Matematicky lze oba predpoklady vyjadrit takto:
F

< —;
T

o
ot

o

< i pro Vk,I, (1.95)
axl

Ry,

kde F je jakékoli pole ovliviiujici pohyb Castic. Pole se mohou ménit v Case i v prostoru,
ale jen v malé mife. Za tohoto piedpokladu se zachovava veli¢ina, kterou nazyvame
prvai adiabaticky invariant. V dalSich vypoctech budeme Casto potfebovat znat projekci
rychlosti ¢astice do sméru magnetického pole (ve sméru pole je pohyb volny a ¢éstice se
pohybuje podél indukcnich Car) aprojekci do sméru kolmého na indukéni cary
(odpovida Larmorové rotaci):

> v) = velikost x smér:(v-%j%:(v-eg)e[; , (1.96)
| Vi =V-V =v—(v-eg)eg =Vv(eg-ep)—ep(v-ep)=epx(vxep). (1.97)

Prvni adiabaticky invariant

Pti gyra¢nim pohybu bude patfi¢nou zobecnénou soutadnici, v niz se periodicky pohyb
kona, uhel popisujici rotaci. Zobecnénou hybnosti polom bude moment hybnosti vzhle-
dem k ose gyrace. Pokud se ostatni pole méni jen malo, bude se zachovavat veli¢ina

I=¢p,dg=mRyv, -27 (1.98)

Po dosazeni za Larmortv polomér ze vztahu (1.20) dostaneme

U2
—L = const (1.99)
B
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To znamena, Ze s rostoucim polem se zvétSuje kolma slozka rychlosti, tj. thel mezi tra-
jektorii ¢astice a magnetickym polem se zvétSuje. Tento invariant se nazyva prvni adia-
baticky invariant a vétSinou se k nému pfidavaji konstanty tak, aby mél vyznam podilu
kolmé slozky kinetické energie a magnetického pole:

2

muj
| =——= =const 1.100
iy ( )

Ukazme nyni na jednoduchém modelovém piikladu, Ze se tato veli¢ina zachovava. Uva-
zujme homogenni magnetické pole, jehoz velikost v ¢ase nartistd (magnetické indukéni
¢ary houstnou). Nenulovad zména magnetického pole 6B/0f miti ve sméru pole (pole
roste) a podle Maxwellovy rovnice rot E = —0B/0¢ musi vzniknout vir elektrického pole,
které bude urychlovat krouzici Castici. Nartst kinetické energie tohoto pohybu (jde
o kolmou slozku celkové kinetické energie) bude

AW = ¢ F-di= § OE-di=
y=0S y=0S

_Qj(rotE) dS=-— Qj— S = Q— ZRE .

Pii odvozeni jsme vyuzili Stokesovu vétu, Faradayv indukéni zékon a v posledni rov-
nosti adiabatické pfiblizeni — pole se zméni mélo za jednu periodu, proto Ize ¢asovou
zménu pole v pribéhu integrace povazovat za konstantni a vytknout z integrace. Navic
miZzeme derivaci pole nahradit jeho zménou za jednu otocku, tedy za periodu:
AB b
AW, =Q=—=rR? 7TRY .

1=0 7 PRL= =0 —— Py / L
Nyni dosadime dfive odvozené vztahy pro Larmortv polomér Ry = mv,/OB a cyklo-
tronni frekvenci w, = QB/m a dostaneme relaci

AWL_”“’l AB BB
B B
AW, _AB deL (£
w, B
In un =ln£ =
10 0
w, B
LA N
Wi By
W, W
ZL L0 _ onst =
B 0
Wl (1.101)
=75 " 2B ' '

Na konkrétnim piikladeé jsme tedy ukdzali, Ze obecna formule (1.100) plati.
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Poznamka: Prvni adiabaticky invariant ma nékolik vyznamu:

2
muv WL
l :—:—;
) A 2B B
2) u=IS; (1.102)
3) ,u=‘%Qr><v.

Z druhého nebo tietiho vyjadreni vidime, Ze jde o velikost magnetického momentu
gyrujici Castice. Ekvivalence vSech vyjadieni je zfejma z ptfimého dosazeni (/ je
elektricky proud generovany gyrujici céstici):

2

15=2”Rﬁ=...=ﬂ;

T 2B
L orscvl=LoR, v = _mvl
2 Lo 2B

Pohyb gyracniho stiredu

V mnoha piipadech nepotfebujeme znat detailni pohyb ¢astice v magnetickém poli.
Vystiedujeme-li pfes znamy gyraéni pohyb, miizeme se zabyvat jen pohybem samot-
ného gyraéniho stfedu. Pii odvozeni budeme pouzivat maly parametr ¢, ktery bude ur-
Covat, které Cleny jsou podstatné a které nikoli. Po vystfedovani provedeme limitu
€ — 1. Az do vystfedovani budeme pouZzivat dva Casy:

t pomalu se ménici ¢as ve shod¢ s adiabatickym pfiblizenim (Cas, ktery popisuje
zmény poli),
7 rychle se ménici ¢as popisujici jednotlivé faze gyrace. Pfes tento Cas budeme

sttedovat a budeme predpokladat, ze 7 ~ t/¢€.

Oznacme (viz obrazek) R(f) polohu gyracniho stfedu, r(¢, 7) skutecnou polohu gyrujici
castice a p(t, 7) vektor gyrace, ptes ktery budeme stiedovat:

Obr. 1.10: Pohyb gyracniho stfedu (teckované) a pohyb ¢astice (¢arkované)

Soutadnicovy systém zavedeme tak, aby tieti osa lokaln¢ mifila ve sméru magnetického
pole, tedy bude platit
e;(1)=B/B. (1.103)

Polohovy vektor ¢astice podle obrazku bude:
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r(¢,7) =R(@)+€p(¢,7) . (1.104)

Parametrem ¢ oznaCujeme, Ze gyrace je pro nas méné podstatny jev nez pohyb gyrac-
niho stfedu. Podle (1.19) budeme pro gyraci v naSem soufadnicovém systému mit

p(t,7) = —e; (H)Ry (1) cos (@, (1)T) +ex(H)Ry (1)sin (@, (1) 7). (1.105)

Povsimnéte si, ze rychlé zmény souvisejici s gyraci jsou oznaCeny ¢asem tz, pies ktery
budeme stfedovat. Pohybovou rovnici ¢astice zapiSeme ve tvaru
d’r

dr
mEZFCXt-’-QEXB' (1106)

V principu bychom mohli i v pohybové rovnici parametrem ¢ odlisit dilezité a méné
dilezité ¢leny, ale neni to pro dalsi vypocet podstatné. Pole jsou v této rovnici pocitana
v misté pohybu nabité Castice, tedy v argumentech (z, r):

2
m%z ext(t,r)+Q%xB(t,r), (1.107)

Nyni ve shodé s (1.104) vypocteme jednotlivé Cleny. Derivaci podle ¢asu ¢ budeme
oznacovat teckou, derivaci podle rychlého ¢asu 7~ t/e ¢arkou, tj. 0/0t — -, 0/0r — .
Dale plati dz/d¢ ~ 1/e. Obé€ pole (F, B) vyjadfime v argumentu (1.104) a provedeme Tay-
lorGv rozvoj do prvniho fadu:

r(t)=R(@)+ep(t,7);
dr

—=R+ep+p’;

& p+p

2
u=l'i+.9;')'+2;'>’+lp”;
dr? €

Foyi (1,1) = Foy (1, R) + £(p- V)Fext ;
B(t,r)=B(t,R)+&(p-V)B.

Po dosazeni ziskame pohybovou rovnici ve tvaru
m|{R+ep+2p"+—p" |=
£
=Fo (R)+£(p-V)Fo +O[ R+£p+p”|X[B(R) +£(p-V)B].
Nyni provedeme stiedovani pfes rychle se menici €as 7. Z (1.105) je vidét, ze

), =0),=(p),=(p), =(p), =(p"), =0. (1.108)

Nenulové zlistanou jen stfedni hodnoty z druhé mocniny vektoru gyrace p. V pohybové
rovnici ponechame jen ¢leny do prvniho fadu v &:

mR = Fey (R)+ ORXB(R)+£0(p'x(p-V)B)_.
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Zbyva tedy provést stfedovani posledniho ¢lenu. Za vektor gyrace dosadime z (1.105),
za gradient e)0, +e,0,, +e30, a vyuZijeme relaci

e Xe, =ej3; e, Xey =¢; e;Xe =e; ; B=2Be;;

(cos@,7)_ =(sin@,7) =(sina,cosw,r) =0; <0052 a)cr>T = <sin2 a)cT>T =—

Stredovani se netyka vektort e, které se méni s pomalym ¢asem ¢. Pii stfedovani zmizi
treti slozka gradientu. Na viné je predpoklad, Ze se Castice pohybuje jen v roviné (xy).
Vysledek provedeného sttedovani je

2
ULIR 'S

mR =F,,(R)+ ORxB(R)—¢& Y

Po provedeni limity £ — 1 ziskame hledanou pohybovou rovnici pro gyracni stfed

mR =F,,, +ORXxB—uVB;

> vaf (1.109)
H="g

Poznamka: Vsechny sily v rovnici jsou fiktivni, plisobi v gyracnim stfedu, kde ve
skutecnosti zadna ¢éstice neni.

Sila -pgrad B

Nova sila —uVB vytlacuje Castice z oblasti silngjsich magnetickych poli. Zavisi jen na
velikosti pole B, nikoli na jeho sméru. Miii z oblasti siln¢jstho magnetického pole do
oblasti slabsiho pole. Koeficientem je prvni adiabaticky invariant. Sila opét plsobi
v misté gyra¢niho stfedu a jde tedy o fiktivni silu. Pavod této sily je pro ptfipad zhus-
tujicich se silocar patrny z obrazku 1.11. Lorentzova sila je kolma k indukénim ¢aram
a vzhledem ke konecné velikosti trajektorie musi pii stfedovani vzniknout nenulova
slozka rovnobéznd s osou systému, kterd gyrujici ¢astici vytlacuje z hustého pole.
Predpokladejme, Ze ptivodni neporusené pole mifilo v ose z:

B=(0,0,B).

Obr. 1.11: Grad B sila pfi ,pfiblizovani“ indukénich ¢ar
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Zaved’'me nyni malou poruchu pole 0B/dz >0 podle pravého obrazku. V tu chvili ale
nutné vznika nenulové radidlni slozka pole B, (ve valcovych soufadnicich) a sila F.
vytlacujici ¢astici z oblasti zhusténi. Nejlépe je to vidét z rovnice div B = 0 pfepsané do
valcovych soufadnic (B, = 0):

19 (,)+ %= _,
ror 0z
0 0B
—(rB.)=—r—= /
ar(r P)=r oz I
rB ——ﬁaBz
2 oz
B __rdB. _ rdB

" Eaz_ Eg

Tato radialni slozka pole ( B, < B, = B') zpisobuje vznik sily v ose z:

RL9B)__Qw.Ri 9B
2 9z ) 2 oz

Fz = _Qv(pBr = _Q(_chL )[_

Podle obrazku 1.11 je uhlova slozka rychlosti pro kladny ndboj zaporna. Po dosazeni za
uhlovou frekvenci a Larmorav polomér z (1.20) dostaneme

__mvidB__ 0B
z 2B 0z #az'

VB <

Obr. 1.12: Grad B sila pti zhustovani indukénich ¢ar

Silu —uVB lze tedy ziskat i jinak neZ stfedovanim pies gyraci. Postup pies stfedovani je
ovSem obecnéjsi, protoze tuto silu ziskdme i v piipad¢, kdy ptsobi kolmo na indukéni
Cary a pole se zhust'uje ve sméru kolmém na indukéni Eary, tj. napiiklad dB, /dx #0:

Driftova rovnice

Néasobme rovnici pro pohyb gyra¢niho stfedu (1.109) vektorové magnetickym polem.
Po standardni Gpravé dvojného vektorového soucinu a vydéleni celé rovnice vyrazem
QB2 dostaneme

R—( . BJB _ FxB-uVBxB-mRxB
2 :

R —
B Q32
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Druhy vyraz na levé strané je projekci rychlosti gyracniho stfedu do sméru magnetické-
ho pole, tj. leva strana ma tvar R — R” , coz je kolma projekce rychlosti gyracniho stiedu:

> Rl:Fexth—ﬂVB;B—mﬁxB .
0B

Odvozena rovnice se nazyva driftova rovnice. Gyracni stied se miize pohybovat nenu-

(1.110)

lovou rychlosti R kolmo na indukéni ¢ary magnetického pole. Takovy pohyb nazyva-

me drift a mize vzniknout tfemi zplsoby odpovidajicimi tfem ¢lenlim rovnice na pravé
stran€. Prvni pfi¢inou mohou byt vnéjsi pole, naptiklad elektrické nebo gravitacni. Dru-
hou pfic¢inou mize byt nehomogenita magnetického pole, ktera vede na grad B drift.
Posledni pfi¢inou mize byt nerovnomérny pohyb gyra¢niho stfedu. Bud’ je zplisobeny
zménou sméru rychlosti gyra¢niho stfedu pod vlivem zakfiveni induk¢nich car (drifty
zakriveni) nebo zménou velikosti rychlosti gyracniho stiedu (inercidlni drifty).

Driftovani nabitych ¢astic kolmo na magnetické pole je velice Castym jevem v plaz-
matu. Vétsinou jde o kombinaci nekolika driftd naraz, nebot’ nékteré drifty zptsobi
separaci naboje a vznik elektrického pole, které nasledné vede na drift v elektrickém
poli. Pokud se situace pomalu méni, driftova rychlost gyra¢niho stfedu tyto zmény sle-
duje a posledni ¢len v driftové rovnici je nenulovy. Vznikne napfiklad inercialni drift
zpusobeny zménou velikosti rychlosti gyracniho stiedu.

Drifty

ExB drift
Jde o drift nabité Castice v elektrickém a magnetickém poli. V jednoduché podobé¢ jsme
se s nim jiz seznamili v kapitole 1.2.1. Z driftové rovnice (1.110) plyne pro F = QE

_ExB

> VE =— (1.111)
B
Driftova rychlost je kolma k obéma polim a jeji velikost je
E
Vp =—sina, 1.112
E=p (1.112)

kde « je thel mezi obéma poli. Diive odvozeny vztah (1.33) pro driftovou rychlost je
specialnim ptipadem vztahu (1.111). Driftova rychlost nezavisi na hmotnosti a naboji
Castice, elektrony i ionty v elektrickém poli driftuji stejnym smérem. Tento drift nebude
puvodcem elektrického proudu.

Gravitacni drift
V tihovém poli F = m g a magnetickém poli dochazi k driftu rychlosti
_mgXB

> —
OB’

Vg (1.113)
ktera je kolma ke gravitaénimu i magnetickému poli. Jeji smér zavisi na naboji Castice
a pro elektrony a ionty je opacny. Velikost sily zavisi na hmotnosti ¢astic. Drift mtze

byt zdrojem elektrickych proudt, vede k separaci naboje, ktera nasledn€ zptisobi sekun-
darni ExB drift.
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Grad |B| drift

Tento drift je zplisoben zménou velikosti magnetického pole. Prislusna driftova rychlost
ma velikost

~uVBxB _mvi BxVB
0B? 20 B

0<0 ///
)l////x‘

Obr. 1.13: Grad B drift

> Vyp = (1.114)

Grad B drift zavisi na kolmé sloZce rychlosti, hmotnosti a naboji ¢astic. Vede k riznému
driftovani elektron a iontti a ke vzniku elektrického proudu v plazmatu. Drift nasledné
vede k separaci naboje, ktera zptisobi sekundarni ExB drift.

Drift zakriveni
P1i pohybu kolem zakfivené indukéni ¢ary bude na ¢astici plisobit odstrediva sila

2
. muj R
F=-mR=—1I0 "k, (1.115)
R Ry
kde Ry je polomér kiivosti indukéni ¢ary.
mo? R
[
F= — —K
Obr. 1.14: Drift zakfiveni
Rychlost driftu zaktiveni je
2
my; Ry xB
> vg =—I k22 (1.116)

0B* R;
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Drift zakfiveni zavisi (na rozdil od grad B driftu) na podélné slozce rychlosti. Opét
povede ke vzniku proudu v plazmatu a separaci naboje. Polomér kfivosti parametricky
zadané ktivky r = r(f) mizeme urcit ze vztahu:

1
R, “dzr/ds2 “, dSZ\/dx2 +d? +d? =i+ pE 22 A, (1.117)
k
Ne&kdy mize byt uziteéné jiné vyjadieni poloméru kiivosti, které se hodi k piimému

dosazeni do vztahu (1.116).

R, R

L_k=_k5(5vj5, (1.118)
Ry Ry R} B B

Polariza¢ni drift

Bude-li se velikost elektrického pole pomalu ménit v Case, bude se také ménit driftova
rychlost gyracniho stfedu vg (7). To povede ke vzniku inercialniho driftu odpovidajicimu
inercialni sile

dv () __ dE/dixB

~mR=—m
de B2
a polariza¢nimu driftu
> % =§[Bx(dE/dsz)}, (1.119)

ktery je opét ptivodcem vzniku proudu v plazmatu. Drift vede k separaci naboje, ktera
nasledné zplsobi sekundarni ExB drift. BéZnou situaci tak je, Ze jeden drift je pficinou
dal$ich naslednych driftt.

ooooooooooooooooooooooooooo
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1.2.4 Pohyby ve specialnich konfiguracich

Magnetické zrcadlo

Pokud se ¢astice pohybuje pomalu proménnym magnetickym polem, bude se ménit
sklon gyra¢ni kruznice vzhledem k magnetickym indukénim ¢aram. Ozna¢me thel mezi
rychlosti ¢astice a indukénimi carami a:

a=0° ——-p

"\
-~ Y 1Y
—6n°e Lo '\ Y \
o 60 "/ ‘ Il ’l \II a:900
N

Obr. 1.15: Magnetické zrcadlo
Slozky rychlosti ve sméru pole a kolmo na pole budou dany vztahy
V| =vcosa ; v, =vsine. (1.120)
Ze zakona zachovani energie ¢ a adiabatického invariantu u

| LI S,
¢ =—mv” +0¢=—mv] +—mvj =const;
2 Q9 =gmuLtym

) (1.121)
U= MUL _ const
2B
plyne tzv. zrcadlova rovnice
) .2 .2
> X onst ;o SR @S % (1.122)
B By

Index 0 oznacuje hodnoty pole a thlu v misté nastielu ¢astice. Do ¢im silnéjsiho pole se
dostane Castice, tim kolméji je postavena jeji Larmorova Sroubovice. Pokud bude rovina
gyrace kolma k poli (o = 90°), Castice se odrazi. Z (1.122) plyne, Ze ¢astice nastielena
pod thlem o v misté s polem By bude obracena zpét, vzroste-li velikost pole na kritic-
kou hodnotu
B, = .lio . (1.123)
sin” o

Nedosahne-li magnetické pole této hodnoty, Castice oblasti hustych indukcnich car
prolétne. Mame-li naopak zadano maximalni pole Bmax, potom Castice, které nalétly



44 Teorie plazmatu

v misté s polem By, prolétnou oblasti zvyseného pole, pokud bude pro jejich impaktni
thel platit (budou v tzv. unikovém kuzelu)

. B
sin’ o, = 0

a<do,,

(1.124)

C

magnetlcke zrcadlo VB _» jk

azimutalni zrcadlo

= R

Obr. 1.16: Magneticka zrcadla tvorena civkami

Nejjednodussi magnetické zrcadlo ziskame pomoci dvou shodné orientovanych civek
na obrazku vlevo. Zaménou sméru proudu v civkach vznikne tzv. azimutalni zrcadlo
(obrazek napravo). V azimutalnim zrcadle je v centru B = |B| = 0, Larmortv polomér je
nekonecny, cyklotronni frekvence nulova a zmény poli nejsou malé ve srovnani s Lar-
morovou rotaci. Adiabaticky invariant u se nezachovava a Castice, které prosly centralni
oblasti, se snadno dostanou do Gnikového kuZele. Pohyb ¢astic v azimutalnim zrcadle
neni mozné fesit v adiabatickém pfibliZeni, je tfeba pouzit kompletni Lorentzovu pohy-
bovou rovnici.

Druhy adiabaticky invariant, Fermiho mechanizmus

Uvazujme nyni pohyb ¢astice mezi dvéma zrcadly. K takové situaci mtze dojit v poli
dipdlu (Van Allenovy pasy u Zem¢), tokamaku (bananovy orbit) nebo mezi dvéma civ-
kami.

Obr. 1.17: Druhy adiabaticky invariant. V Sedé oblasti se pohybuji ¢astice.

Castice kona dva periodické pohyby:
1) Larmorovu rotaci, se kterou je spojen prvni adiabaticky invariant u;
2) pohyb od jednoho zrcadla k druhému a zpét (zakmitavani, bouncing).
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Predpokladejme, ze magnetické pole se méni s ¢asem pomalu v porovnani s perio-
dickym pohybem mezi zrcadly. Pfi takové zméné se samoziejmé¢ bude poloha zrcadel
Z, a Z, presouvat. Z teoretické mechaniky vime, ze by se mél zachovavat tzv. druhy
adiabaticky invariant

=y dl. (1.125)
pro ktery plati

Fermiho urychlovani prvniho druhu

Predstavme si, Ze pole sili a obé zrcadla se k sob&é pomalu piiblizuji. Dale predpokla-
dejme, Ze oblast zmény pole je mala v porovnani se vzdalenosti mezi zrcadly. Pak mi-
zeme pro druhy adiabaticky invariant pfiblizné€ psat:

| 2 2Ly, = const, (1.126)

kde L je vzdalenost mezi zrcadly. Je ziejmé, Ze pii zmensovani vzdalenosti L mezi zrca-
dly musi dochéazet k zvétseni podélné slozky rychlosti a tim i k zvétSeni celkové energie
Sastice. Castice piebird pii odrazu energii od vstiicné se pohybujiciho zrcadla a dochazi
k jejimu urychlovani. Tento mechanizmus nazyvame Fermiho urychlovani prvniho
druhu. Pokud se zrcadlo proti ¢astici pohybuje rychlosti vz, bude po odrazu rychlost
¢astice v + 2vz.

Fermiho urychlovani druhého druhu

Predstavme si, Ze ve vesmiru se pohybuji ndhodné nabité Castice v prostfedi rizné se
meénicich magnetickych poli. Nabita ¢astice bude tu a tam odrazena od magnetickych
zrcadel pohybujicich se ndhodnym smérem. Diky Fermiho mechanizmu bude statisticky
nékdy urychlena a né€kdy zpomalena. Rychlostni rozdéleni se proto bude rozsitovat
a mezi Casticemi se objevi urcité procento velmi rychlych ¢astic, které nahodné ziskaly
energii z ,,piiznivych” odrazli od magnetickych zrcadel. Tento mechanizmus nazyvame
Fermiho urychlovani druhého druhu a italsky fyzik Enrico Fermi se jim pokusil vy-
svétlit vysoké energie ¢astic kosmického zatfeni.

Magneticky dip0l, treti adiabaticky invariant

Zdrojem dipolového pole miize napiiklad byt elektricky proud tekouci po malé kruznici.
Velikost magnetického dipdlu je dana magnetickym dipdlovym momentem py. Pro
soustavu nabitych Castic je magneticky moment dan vztahem (viz [2])

PMm :Z%Qa (r,xvg,). (1.127)

a

Sumace probiha pies vSechny Castice. Pro jednu cCastici pohybujici se po kruznici je
magneticky moment prvnim adiabatickym invariantem castice a podle (1.102) plati

2
UL _ s, (1.128)
B

PMm :‘%Q(rxv)

kde 7 je elektricky proud tekouci po obvodu kruznice s plochou S zptisobeny pohybem
nabité Castice. Objemova hustota magnetického momentu se nazyva magnetizace a je
rovna
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1 1
M= lim — Y -0, (r,xv, ). 1.129
AV =0 AV < 2Q“(“ a) ( )

Obr. 1.18: Magneticky dipél. Carkované je znazornéna proudova smycka
generujici dipélové pole.

Ze znalosti magnetického momentu mizeme urcit vektorovy potencial (viz [2], kapitola
Elektromagneticke pole) a magnetické pole:

A:f“_;_pMsxr , (1.130)
r
. 2
B:rotA:Zl—03(pM r)fj "Pm (1.131)
74 r
Pro magneticky dipolovy moment orientovany ve sméru osy z mame:
Ho 3zx 3zy 3z2° 1
B=— —_ =, =, 1.132
47[171\/{ SS0S 3 ( )
_ _ Mo : 2
B—(BL,B”)—4—3pM(3cos¢951n0, 3cos 9—1). (1.133)
r

Diky témto explicitnim formulim mtizeme snadno fesit pohyby nabitych ¢astic, napfi-
klad numericky. Pokud vime, pod jakym thlem a kde do pole Castice vnikla, ze zrca-
dlové rovnice snadno zjistime kritické pole nutné k otoceni castice na dané indukéni
cate. Pokud se pole dipolu nemeni mezi odrazy, zachovava se prvni i druhy adiabaticky
invariant. Diky driftu zakfiveni se Castice jest¢ pohybuje v azimutdlnim sméru kolem
dip6lu a kona tak tfi kvaziperiodické pohyby: 1) Larmorovu rotaci, 2) odrazy mezi
zrcadly v polarnich oblastech, 3) drift zakfiveni. S driftem zakiiveni jakozto dalSim
kvaziperiodickym pohybem je spojen treti adiabaticky invariant, ktery je umérny
magnetickému indukénimu toku plochou, jejiz hranici tvoii trajektorie gyracniho stfedu
pfi driftu zakiiveni.
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Obr. 1.19: Periodické pohyby nabitych ¢astic v magnetickém dipdlu

V zemském dipdlovém poli je perioda jednotlivych déju (energie castice 1 keV, silo-
kiivka ve vzdalenosti ¢tyfnasobku poloméru na rovniku, ¢astice s nulovou podélnou
rychlosti) [22]:

Castice 1—gyrace | 2-—pohyb mezizrcadly | 3 —drift
elektron 1 keV 107 4s 180 h
proton 1 keV 0,14 s 170s 180 h

Driftova rychlost elektront a iontd vychazi stejna, jde o drift zakfiveni, jehoz hodnota
z4&visi na podélné slozce kinetické energie Castice.

Poznamka: Dipolové pole ubyva se tfeti mocninou vzdalenosti, proto astrono-
mové vyjadiuji dipolovy moment planet a ostatnich téles jako soucin pole na rov-
niku a tieti mocniny poloméru. Jednotkou je Tm’. Tato veli¢ina je umérna skuted-
nému dipolovému momentu (1.127).

Planety Slunec¢ni soustavy maji vétS§inou nenulovy magneticky moment. Vyjimkou jsou
Mars a Venuse, které nemaji zadné globalni magnetické pole. U Marsu objevila americ-
k& sonda Mars Global Surveyor magnetické pole v povrchovych hornindch. Z charakte-
ru tohoto pole je zfejmé, Zze Mars v minulosti magnetické pole mél, a z néjakych davoda
o ného pfisel. Na Venusi je povrchova teplota kolem 460 °C, coz je nad Curieovou
teplotou, pfi niz se magneticky zaznam v horninach maze, takze u Venuse nelze timto
zpusobem zjistit, zda nékdy v minulosti pole méla.

Magnetosféry planet jsou charakteristicky deformovany sluneénim vétrem: na denni
strané vznika celni razova vina, na no¢ni stran¢ dlouhy magneticky ohon. V blizkosti
planety ma pole piiblizné dipolovy charakter. V polarnich oblastech jsou poldrni kaspy
(z anglického ,,cusp™ — roh, cip) — trychtyfovité oblasti, kterymi do polarnich oblasti
vnikaji nabité ¢astice slune¢niho vétru. Zachycené nabité Castice vytvareji tzv. radiacni



48 Teorie plazmatu

pasy, v nichz krouzici nabité Castice emitujici elektromagnetické zateni (u Zemé jim
fikdme Van Allenovy pasy). Pro pozndvani interakce slune¢niho vétru s magnetosférami
je nejcennéjsi magnetosféra Merkuru. Jednak je u ni slunecni vitr nejsilngjsi, a jednak je
interakce slune¢niho vétru s magnetosférou minimalné ovlivnéna atmosférou, ktera je
velmi ridka.

Nejrozsahlejsi magnetosféry maji plynni obii (Jupiter, Saturn Uran a Neptun).
Nemaji pevny povrch, jejich kapalné nitro je ¢aste¢né vodivé, coz pfispiva ke vzniku
silného magnetického pole. Naprosto vyjimecnou je magnetosféra Jupiteru, kterd ma
ohon dlouhy 5 astronomickych jednotek, tj. sahd az ke draze Saturnu. Objem magneto-
sféry Jupiteru je mnohonasobné vétsi nez objem, ktery zaujima Slunce i s celou koro-
nou. Jupiter ma také mimofadné intenzivni radiacni pasy. Radiové viny generované

témito pasy jsou referenénim zdrojem, pomoci néhoz se kalibruji pfistroje na sondach.

laneta dipdlovy pole na rovniku | vyoseni dipdlu | uhel mezi dipélem

P moment (T m’) (uT) (% priméru) | arotacni osou (°)
Merkur 5x10™ 0.33 17 169
Venuse - - - -

Zemé 8x10" 31 7.25 11.4

Mars - remanentni - -

Jupiter 160x10" 430 13 9.6
Saturn 5x10"® 21 5 <1

Uran 0.4x10"® 23 30 59
Neptun 0.2x10"® 14 55 47

Elektricky a magneticky monopdl

Magnetické monopdly sice neexistuji, ale Cisté teoreticky miizeme zkoumat pohyb v po-
li elektrického a magnetického monopolu, u kterych jsou pole dana vztahy:

E=QE r.

— 1.134
471'60 r3 ( )

r
B=QM_3
r

Celkem snadno lze ukazat, ze se pii pohybu testovaci ¢astice s nabojem g nebude za-
chovavat moment hybnosti, ale vektor

N =rxmv—qQy ~. (1.135)
r
Pojd’'me toto tvrzeni dokazat:
r
dN_d r (e
—=—|rXmv-— — |=vxXmv+rxF— — =
P dt( 99m J 99m 2

v r-v)r
:0+r><(qE+qV><B)—qQM7+qQM%:
-
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—grx| 2T vxou 5 |- g0u Y +qQM (r V)r
47[80 r3 r3 r
0+ (vxr) = g0y L+ g0 T =0,

r

Vektor N se pii pohybu zachovava. Pohyb se déje po kuzelové plose s osou totoznou
s vektorem N. Rostouci magnetické pole v pocatku soufadnic zptisobi, ze kazdy naboj
bude odraZzen silou —uVB v né&jaké vzdalenosti rpmin od monopolu. Ma-li naboj
pohybujici se Castice shodné znaménko s Qg, bude se odpuzovat a pohyb bude neo-
mezeny, 7 € (Fmin, ). Ma-li opaéné znaménko, bude se pfitahovat a pohyb bude
omezeny, ¥ € (Fmin > *max)- Hodnotu ryax mizeme urcit ze zakona zachovani energie.

Obr. 1.20: Elektricky a magneticky monopdl

Tokamak

V tokamaku (z ruského TOroidnaja KAmera v MAgnitnych Katuskach) je plazmové
vlakno stocené do toroidalni geometrie, zakladnim polem je toroidalni pole sledujici
plazmové vlakno. Zpravidla je generovano civkou navinutou na plast’ toroidu. Tokamak
navrhli v 50. letech 20. stoleti v Sovétském svazu Igor Tamm a Andrej Sacharov. Pouhé
toroidalni pole vede na drifty, které zpasobi unik nabitych Castic z tokamaku.

Obr. 1.21: Drifty v toroidaIni geometrii

V toroidalni geometrii dochdzi k driftu zakfiveni, ktery zptisobuje separaci naboje, tim
vznika elektrické pole a nasledny E x B drift, kterym ¢astice unikaji z prostoru toroidu.
Tomu lze ¢asteéné Celit zkroucenim indukénich Car pole dodateénym poloidalnim
polem. Pohybem castic po kroucenych indukénich Carach bude vlastné spojena oblast
kladného a zaporného naboje, v jistém slova smyslu dojde ke zkratovani separovaného
naboje. Dodate¢né poloidalni pole mizeme ziskat riiznymi zptisoby. Jmenujme alespoii:
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1) stelarator — vinuti je Sikmé.
2) tokamak — torus je sekundarnim vinutim transformatoru. Tim v prostoru tokama-
ku vznika elektricky proud, ktery generuje poloidalni pole.

4P  primarni
o 7P vinuti
2

sekundarni
Lvinuti“ — tokamak

Obr. 1.22: Tokamak

3) multipoly — v pracovnim prostoru jsou vodice, které generuji poloidalni pole.

Nasim cilem nyni bude urcit alespon pfiblizné analytické vyrazy pro pole v toroidalni
geometrii. To umozni odhad pohybu nabitych ¢astic v kombinaci toroidalniho a poloi-
dalniho pole a numericky vypocet jejich trajektorie. Skute¢na pole se v dané konfiguraci
tokamaku pocitaji z robustnich simula¢nich programi.

Obr. 1.23: Magnetické pole v tokamaku

Toroidalni pole musi podle Ampérova zakona ubyvat se vzdalenosti od stiedu jako 1/r:
R
BT(V)ZBT07; Brg =Br(R). (1.136)

Velikost poloidalniho pole mize byt na kazdém magnetickém povrchu s polomérem p
(viz obrazek) rizna a bude ubyvat se vzdalenosti stejné jako toroidalni pole:

Bo(pr)=Boo(P) i Bro(P)=Bp(p.R). (1.137)
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Urceme nyni projekce poloidalniho pole do radialniho sméru a do osy z. VyuZijeme
k tomu podobnost trojuhelnikii zvyraznénych v pravé ¢asti obrazku:

Rz
Bp,(p,r)=Bp COSﬂ:BPo(P)7;, (1.138)
. RR-r
Bp-(p.r) = Bpsin f= Bpo(p) -~ (1139)
Ztejme plati
Ba=B3 +Bs,: p*=(R-r)’+z°. (1.140)

Predpokladejme, Ze ¢astice nalétne pod uhlem oy na vnéjSim okraji magnetického po-
vrchu, kde je pole z celého povrchu minimalni:

R
Bunin =/ Bfo + B (p) ——— . (1.141)
R+p
Céstice bude sledovat indukéni ¢aru smérem do oblasti mensich hodnot 7, kde pole
roste. K pfipadnému odrazu dojde podle zrcadlové rovnice v kritickém poli (1.123)

B
B, = % (1.142)
sin” o
K odrazu dojde jen tehdy, pokud je kritické pole mensi nez maximalni pole na vnitinim
okraji, tj. Castice se na své pouti setka s dostatecné silnym polem, které ji otoci:

[p2 . p2 R
B < Biax =+ Bto +Bpo(p) . (1.143)

R-p

Kombinaci poslednich tfi rovnic ziskdme podminku pro otoceni pohybu &astice:

. R-
sin oy > 2 (1.144)
R+p
Neni-li podminka splnéna, céastice se pohybuje po indukéni ¢afe na magnetickém
povrchu. Je-li podminka splnéna, odrazi se v ur€itém misté zpét. Diky driftim vznika
v fezu tzv. bandnova orbita pojmenovana podle tvaru trajektorie gyra¢niho stiedu

. S : - : :
P N : X, : >

y; \ : RN : NS
Loy \: : Y : AN
Cog v : Coy : R
S B¢> Bmax 1 ] B¢ <Bmax : I ¢ Be<Bmax L
HE I : : I : : I
AN /: : iftt: /¢ : i VAV A:
LY S E bez dnftuE S 5 s drifty E/// :
N s a7 5 s
B¢ Bmax Bmin Be Bc

Obr. 1.24: Vznik bananové orbity v tokamaku

V tokamacich je kromé toroidalniho a poloidalniho pole také civkami generované verti-
kalni pole. Toto pole vytvaii radialni silu mifici do osy tokamaku, ktera zabranuje zvét-
Sovani rozmért plazmového prstence.
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Plazma neni v komote tokamaku dokonale izolovano od stény komory. Vnitini po-
vrch komory musi odolavat extrémnimu tepelnému toku. Tepelny tok je odklanén do
oblasti komory, kde je zafizeni z mimofadné odolného materialu (wolframu, grafitu),
které aktivné chladi plazma unikajici z reaktoru. Ve starSich tokamacich $lo o limiter
umistény zpravidla v dolni ¢asti komory. Limiter byl prvnim mistem dotyku plazmatu
s komorou. Limiter zasobil plazma necistotami a neumoziioval odvod produkti termo-
jaderné reakce. Od 80. let dvacatého stoleti se namisto limiteru pouziva bezkontaktni
divertor, ktery je zdrojem magnetického pole a vytvofi v dolni ¢asti vnéjsiho magnetic-
kého povrchu plazmatu linii siloar ve tvaru pismene X. Touto linii plazma bezkon-
taktné unikd z vnéjsi oblasti plazmového prstence k chlazenému divertoru, ktery se
nachazi mimo aktivni oblast plazmatu.

Ohtev tokamakového plazmatu primarné zajistuje protékajici proud. Ve vétsing to-
kamakd je vyuzivan i dodate¢ny ohfev plazmatu, at’ neutralnimi svazky ¢i elektromag-
netickym zafenim na vhodné rezonanc¢ni frekvenci (cyklotronni ohfev, dolni hybridni
ohfev). Experimentaln¢ se ukazalo, ze piekroCi-li dodate¢ny ohfev urcitou hranici,
v plazmatu se nahle vyrazn€ snizi turbulence a plazma je mnohem snaze udrzitelné
(hovotime o tzv. H modu — High Confinement Mode). Poprvé byl tento jev pozorovan
na tokamaku ASDEX v roce 1982. Dnes pracuje v H modu pfevazna vétsina velkych
tokamakd.

V nasledujici tabulce je porovnani soucasnych velkych tokamakd Tore Supra/WEST
a JET s obfim experimentalnim tokamakem ITER a ¢eskym tokamakem Compass D.
Tore Supra je tokamak postaveny ve vyzkumném stfedisku Cadarache ve Francii. Stav-
ba zapocala v roce 1982 a prvni plazma bylo v tokamaku vytvoieno v roce 1988. V roce
1996 se zde dosahlo rekordniho udrzeni plazmatu 2 minuty a v roce 2003 dokonce 6,5
minuty. V letech 2010 az 2016 prob¢hl upgrade, po némz je tokamak provozovan pod
nazvem WEST (W Environment in Steady-state Tokamak). Tokamak JET (Joint Euro-
pean Torus) je zafizeni postavené v anglickém Culhamu. Stavba byla zapocata v roce
1978 a byla dokoncena v roce 1983. Prvni fizenad termojaderna syntéza ve ,,vétSim
mnozstvi® byla uskuteénéna v roce 1991 (1 MW), v roce 1997 byl dosaZen fizni vykon
16 MW. Spolecnost JET Joint Undertaking provozujici tokamak ukoncila ¢innost v roce
1999. Od té doby provozuje JET spolecnost UKAEA (United Kingdom Atomic Energy
Authority). ITER (International Thermonuclear Experimental Reactor) je mezinarodni
termojaderny pokusny reaktor s predpokladanym vykonem reaktoru 500 MW, ktery
bude zprovoznén ve francouzském stedisku Cadarache nékdy po roce 2025.

V Ceské republice je provozovan mensi tokamak Compass D, ktery je umistén
v Ustavu fyziky plazmatu Akademie véd Ceské republiky. Compass D byl do Prahy
prestéhovan v roce 2006 z anglického Culhamu, kde ho nahradil vétsi tokamak MAST.
Tvarem plazmatu je Compass D blizky navrhovanému tokamaku ITER, obé komory
maji prifez podobny pismenu D. Compass D neni prvnim ¢eskym tokamakem. Je na-
sledovnikem malého tokamaku CASTOR (Czech Academy of Sciences TORus), ktery
byl postaven v Kurcatovové institutu v SSSR v roce 1958. Od roku 1977 byl umistén
v Praze a slouzil pro védecké a vyukové cile Ustavu fyziky plazmatu AV CR. V roce
1983 prosel rekonstrukci a ziskal novou komoru. Jeho provoz byl ukoncen v roce 2006.
Polomér tokamaku CASTOR byl 40 cm, maximalni pole 1,5 T. Po demontazi byl pfe-
vezen na Fakultu jadernou a fyzikalné inzenyrskou CVUT v Praze, kde byl v roce 2009
opétovné zprovoznén pro vyukové ucely pod novym nazvem Golem.
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tokamak WEST JET ITER Compass D
velky polomér (m) 2,5 3 6,2 0,56
maly polomér (m) 0,5 1,25 2,0 0,23
objem plazmatu (m°) 25 155 837 0,5
proud v plazmatu (MA) 1,7 5+7 15 0,4
teplota elektrond (eV) 5000 3000 8 800 500
koncentrace elektrond (m™) 3,5x10" 4x10" 10%° 10"
magnetické pole (T) 3,7 3,4 5,3 1,15
doba udrzeni (s) ~ 400 10 > 300 2
termonukledrni vykon ~1kw 16 MW | 500 MW -

Obr. 1.25: Schéma tokamaku ITER. Patrnd je komora ve tvaru pismene D.

Poznamka: Snaha o udrZeni termojaderné fize neni jen doménou tokamaki.
Cetné pokusy se konaji v laserem iniciované fuzi i v dalsich zafizenich. Cilem je
dosahnout tzv. Lawsonova kritéria, které zajistuje, aby vzniklo vEét§si mnozstvi
energie, nez je potiebné k ohfevu a nahradé ztrat zarenim. Anglicky fyzik John
Lawson (1923-2008) spocetl, ze postaci, aby byl soucin koncentrace elektront
a doby udrzeni vétsi nez jista funkce teploty ner > f(7), kterda ma minimum. Na
pravé stran¢ se zpravidla bere hodnota v tomto minimu, jenz nastava pro teplotu
Tp. Napriklad pro D-T reakci ma prava strana minimum pro teplotu 25 keV
(290x106 K) a minimalni hodnota sou¢inu ner je 1,5%1020 s/m3.
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Plazmové vlakno a souvislost drifti s proudy

V gravitacni interakci je typickym rovnovaznym utvarem koule. Tento tvar zaujimaji
hvézdy i vétsi planety. Elektromagneticka interakce ma ale jiné vlastnosti a vytvari
v plazmatu predevsim linearni utvary — rGzna vlakna, casto stocena do Sroubovic nebo
a pozdéji uvidime, Ze vyraznéjsi stability mohou dosahnout jen tzv. helikalni vlakna,
v nichz mé magnetické pole jak azimutalni, tak osovou slozku.

Predstavme si nyni nejjednodussi rovnovazné plazmové vlakno protékané elektric-
kym proudem podle obrazku. Magnetické pole ma jen azimutalni smér a jedinou nenu-
lovou slozkou je By, Uvnitf vlakna musi byt magnetické pole rostouci se vzdalenosti od
stiedu vlakna — plyne to z Ampérova zékona, vétsi indukéni ¢ara uzavira vétsi plochu
a tece ji vetsi celkovy proud. Vné vladkna pole ubyva jako 1/r.

/N /N

Obr. 1.26: Plazmové vlakno protékané pouze osovym proudem (tzv z pin¢)

Pohyb ¢&astic vné vlakna je jednoduchy, budou podléhat driftu zakfiveni (kladné Castice
driftuji ve sméru osy z) a grad B driftu stejného sméru. Vysledkem je drift ¢astic podél
vlakna. Zaméime se ale na pohyby Castic uvniti vlakna. Naleznéme rotaci magnetického
pole B:

rotB:,uOrot(H+M):,uo(jC +aa—]t)+ij. (1.145)

V zavorce je celkovy proud tekouci vldknem. Prvni ¢len pfedstavuje vodivostni proud,
ukdZeme, ze je tvoien driftem zakfiveni a grad B driftem ¢astic uvnitf vlakna. Druhy
¢len je v nasem pripad¢ statické rovnovahy nulovy (v pfipadé ¢asové proménnosti by
souvisel s polarizaénim driftem). Posledni ¢len je magnetizacni proud jy = rot M — ten
vznika diky Larmorové rotaci Castic, kterd neni sousednimi Casticemi kompenzovana
presné na nulu. Odvod'me nyni vztahy pro jednotlivé proudové hustoty uvniti vliakna.

Proud zpisobeny grad B driftem

Pro stiedni hodnotu proudové hustoty mizeme za pomoci koncentrace a rychlosti
nosicl naboje psat

v = <Z Qanava> .
o
kde sumace probiha pies elektrony a ionty, stfedovani pies vSechny Castice. Za rychlost

dosadime driftovou rychlost ze vztahu (1.114) a vyuzijeme cylindrické symetrie prou-
dového vlakna:
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2
i - L n mevé‘+n- il a—Be
VB B2 (S > i > or z:*

Pfipomeiime, Ze pole uvnitt vlakna s rostoucim r roste a tedy derivace dB/dr>0.
Z geometrie problému je ziejmé, ze grad B drift mifi v zdporném sméru osy z. Stfe-
dujme nyni kolmou slozku kinetické energie. Kolma slozka ma jen dva stupné volnosti,

a proto plati
2
muvy 1
=2 —kpT = kyT,
< B > 5 B B
a tedy
.1 0B poB
v —_?(nekBTe‘*‘”ikBTi)gez = —?gez . (1146)

Proud zpisobeny driftem zak¥iveni
Podobné¢ jako pfi grad B driftu uréime z driftu zaktiveni (1.116) proudovou hustotu

.1 2 2
JR = ——\(n:me UeH +nimi Ui|| €, .
rB

Vypocteme stiedni hodnotu slozky kinetické energie (Castice ma jeden stupen volnosti
podél magnetického pole)

m U||2
2

1 1
=1 kT = —kpT
2B T8

a pro proudovou hustotu zptisobenou driftem zakfiveni mame vysledny vztah

. 1 P
ir :E(nekBTe +nikgT;) e, = 5o (1.147)

z

Magnetiza¢ni proud

V piipadé homogenniho plazmatu a konstantniho magnetického pole je proudovy pii-
spévek od soustavy shodné Larmorovsky rotujicich ¢astic nulovy. Je-li pole nehomo-
genni, jsou Larmorovy orbity v riznych mistech rizné a praimérny piispévek k tekou-
cimu proudu mize byt nenulovy. Podobné¢ v nehomogennim plazmatu v nékterém
sméru narlstd pocet nosi¢ll naboje a pfi pramérovani prispévku k celkovému proudu
dostaneme nenulovy vysledek. Magneticky moment jedné Castice je

_mid

= c,.
28 ¢

(1.148)

Poznamka: Gyrujici nabitd Céastice generuje vlastni magnetické pole, které ma
opacny smér nez pole puvodni. Hovofime proto o diamagnetizmu plazmatu.
V soufadnicové soustavé na obrazku ma ptivodni magnetické pole smér —e,, mag-
neticky moment ¢astice ma smér +e,,.
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Nyni uréime celkovou magnetizaci a opét vystfedujeme pies druhé mocniny rychlosti:

2 2
<neme Vel +nim; UiJ_> (nekpT, +nikgT;) p
M= %naua = Y e, = 2 ey =§e¢.
Magnetiza¢ni proud ur¢ime v zadané geometrii jiz snadno:
1a( p
i =totM=———| r— |e,. 1.149
M ror [ BJ z ( )

Na zavér ukazme, Ze soucet vSech tii proudovych hustot odvozenych vyse da celkovy
proud tekouci plazmatem:

. L poB p 1d( p 1 dp
WBHIRTIM =gt 1 (=

B2or rB ror\_ B Bor’
Ziejmé tedy plati
) oL 9
(Jva *+Jr +]M)B=_a_]:s (1.150)

coz je podminka rovnovahy jxB = —Vp, ve které vystupuje celkovy proud. Mikrosko-
pické procesy jsou tak pfirozenou cestou provazany s makroskopickymi proudy ve vo-
divém kontinuu.

oooooooooooo°°°oooooooooooo
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1.3 Magnetohydrodynamika

1.3.1 Minimalni varianta

Popis plazmatu v ramci teorie kontinua poprvé pouzil svédsky fyzik a astrofyzik Hannes
Alfvén (1908-1995). Za prace v oblasti magnetohydrodynamiky ziskal v roce 1970
Nobelovu cenu za fyziku. Zakladni rovnice magnetohydrodynamiky zobectiuji hydro-
dynamiku na vodivou tekutinu, pfipadné na vice prolinajicich se tekutin, jejichz chovani
dominantné ovlivituje magnetické pole. VeliCiny popisujici plazma jsou polni veli¢iny,
tj. jsou funkci ¢asu a prostoru, napiiklad hustota latky p(z, x), magnetické pole B(z, x) ¢i
teplota 7(¢, x). Namisto rychlosti jednotlivych castic v budeme mit rychlostni pole
u(t, x). Rychlostni pole zna¢ime zamérné symbolem u, aby nedoslo k zaméné s rych-
lostmi jednotlivych ¢astic v. Existuje nékolik moznych variant vychozich predpokladi
teorie, v této Casti se zaméfime na tzv. minimalni variantu s nejjednodussimi predpo-
klady. Nejprve se ale seznamime s nékterymi pojmy z teorie kontinua, které budeme pro
pochopeni magnetohydrodynamiky pottebovat.

Zakladni pojmy

Substancionalni derivace

Naleznéme uplnou ¢asovou derivaci né¢jakého vektorového pole A(z,x):

04, 04
9 = L P
dt ot dx; dt
04, A, 04y
= + = +(u-V)4, .
a0 oy T TV

Uplna derivace vektorového pole (tzv. substancionalni derivace) se sklada ze dvou &asti

—A=Z2+(uV)A. (1.151)

Prvni ¢ast odpovida explicitnim zménam poli, druhd souvisi s proudénim. Pro substan-
cionalni derivaci miizeme operatorove psat
d d

> — = —+u'V. (1.152)
de ot

Rovnice proudnice
Uréeme nyni ¢asovou zménu elementu proudnice 01, ktera je zptsobena zménou rych-

lostniho pole:

L~ Su=u(r+ 0 -u(r) =(31-V)u,
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> = = (a-V)u. (1.153)

ol

Obr. 1.27: Element proudnice

Tok a rovnice kontinuity

S rovnici kontinuity jsme se seznamili jiz v druhém dile ,,Vybranych kapitol®, v ¢asti
11.3.4.2. Vzhledem k tomu, Ze v magnetohydrodynamice jde o klicovy pojem, odvozeni
zde zopakujeme. Uvazujme proudéni extenzivni (Casto se fika aditivni) velic¢iny 4. To je
takova veli¢ina, kterd roste s poCtem Castic, napiiklad hmotnost, naboj, energie, hyb-
nost, teplo...). Opakem jsou intenzivni veli€iny, které na poCtu ¢astic nezavisi (teplota,
rychlostni pole, intenzita elektrického pole...). Proudéni aditivni veli¢iny popisujeme
¢tvetici veli€in, prvni z nich nazyvame hustotou aditivni veliciny a definujeme ji vztahem

> = lim 22, 1.154
PA= 0 AY (1.154)

Piikladem mizZe byt hustota hmoty (kg/m®), hustota naboje (C/m’), hustota energie
(J/m?), hustota vykonu (W/m’) nebo hustota hybnosti (kg'm's'/m?); obecné ma hustota
aditivni veliCiny rozmér

[pal==" (1.155)
m

Druha veli¢ina je vektorova, fikame ji tok veliciny A a definujeme ho vztahem
jA =p4u. (1156)

Jako kazda vektorova veli¢ina ma i tok velikost a smér. Smér je jasny na prvni pohled,
jde o smér rychlostniho pole, popisujiciho proudéni. Velikost toku snadno zjistime,
pokud budeme sledovat teceni nasi entity kolmou plochou. Za cas df se jednotlivé
atomy a molekuly dostanou o d/ = ud¢ dale k jiné myslené plose:

dl=udt

Obr. 1.28: Tok extenzivni veli¢iny
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Pro velikost toku plati:

dddl _ d4 dI_ dd

dddr_ dd df _ dd (1.157)
dv dr dSdidr  dSdr

Ja=pu=

Tok veli¢iny ma tedy vyznam mnozstvi veli¢iny proteklé kolmou jednotkovou plochou
za jednotku Casu a jeho rozmér je

- 14]
al=—F-
m-s (1.158)
Piikladem mize byt tok energie (J'm s ™), tok naboje (C'm *s ), tok hmoty (kg'm *s ")
atd. Jestlize se veli¢ina A pii proudéni neztraci ani nepfibyva, musi byt jeji Casovy uby-
tek z libovolného objemu roven toku veli¢iny ptes plochu obklopujici tento objem:

—iijdV= [i4-ds. (1.159)
dr
V k14

Hranice objemu ¥V je oznaena 9V . Na levé strané piesuneme Casovou derivaci do
integrace, p, je ale funkci ¢asu i prostoru, proto se derivace zméni na parcialni. Na pra-
vou stranu budeme aplikovat Gaussovu vétu a plosny integral pfevedeme na objemovy:

—I%dV:JdivjAdV. (1.160)
|4 Jt V

Oba integraly nyni spojime:

9 .
j[ﬁ+dlvjA]dV=o. (1.161)
ot

14

Uvedeny vztah musi pfi proudéni platit v libovolném objemu, a to je mozné jen tehdy,
je-li argument integralu roven nule (mohl by v principu byt nenulovy jen v nékterych
bodech nebo plochach, obecné na mnoziné mensi dimenze, nez pies kterou integru-
jeme):

> 94 | givi, =0. (1.162)
ot
Odvozeny vztah se nazyva rovnice kontinuity a na pravé stran¢ je nula, pokud se veli-

¢ina A4 pfi proudéni zachovava. Nezachovava-li se, neni na pravé stran¢ nula, rovnici
kontinuity miizeme pak psat ve tvaru

> a'a';;udivjA - P+, (1.163)

kde ¥ popisuje srazkové procesy a  vliv silovych poli piisobicich na systém. Oddéleni
¢asovych a prostorovych proménnych je jen formalni, rovnici kontinuity miZzeme také
zapsat ve tvaru ¢tyfrozmérné divergence

%4_%_}_8&_}_%:0
dxy 0x; Jdxy Jx3 . (1.164)
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kde jsme oznacili
Jo=pPacs h=Jxs J2=Jys 3= )z (1.165)
Xo=cClt; X=X, Xp=);, X3=2. (1.166)
Index 4 jsme pro jednoduchost vynechali. Rychlost svétla v nultych komponentach
Ctyfvektport zajistuje, aby rozmér vSech Ctyf slozek Ctyfvektoru byl stejny. Obé po-

sledni Ctvefice se v relativité transformuji stejnym zpisobem (Lorentzovou transfor-
maci) a pfedstavuji typické ¢tyfvektory.

Predpoklady minimalni varianty

1) Plazma lze povaZovat za kontinuum

Plazma je srazkové dominantni a na prostorovych i ¢asovych skalach jsou srazky pod-
statnym jevem. Stfedni volné drahy ¢astic jsou mnohem kratsi nez rozméry L sledova-
ného plazmatu a stfedni kolizni ¢as pro jednotlivé ¢astice je mnohem kratsi nez doba 7,
po kterou plazma sledujeme:

Aos sy < L5 7o, 7,7, < T (1.167)

2) Plazma je kvazineutralni

V plazmatu jsou volné nosi¢e ndboje, ovSem v kazdém makroskopickém objemu je
stejny pocet kladnych a zapornych naboji. Prostorova hustota naboje je nulova:

Po =0 = D). Oung =0, (1.168)

kde n je koncentrace, tj. pocet jedincli v objemové jednotce. V nékterych variantach
magnetohydrodynamiky neni tento pfedpoklad splnén.

3) Jednotekutinovy model

Plazma lze v prvnim pfiblizeni povazovat za jedinou tekutinu. V. modelu pouzivame
namisto rychlosti riznych komponent jen tézistovou rychlost vSech slozek a proudovou
hustotu neboli tok naboje j = pou = nQu, kde n je koncentrace (pocet jedincii v objemo-

vé jednotce)

> oL (1.169)
Zma
> i=D.0gngu, . (1.170)

Pokud je plazma slozeno jen z elektroni a iontl, dochazi k ambipolarni difuzi
a uniknou-li ze systému leh¢i elektrony, tdhnou za sebou pomoci Coulombova pole t&éz$i
ionty. Rychlosti elektronové i iontové slozky jsou zhruba vyrovnané a rovny tézistové
rychlosti:

=u. (1.171)

Nepatrny rozdil rychlosti elektronti a iontl souvisi s proudovou hustotou tekouci plaz-
matem. Napfiklad pro jedenkrat ionizované plazma je ne = nj = n, j = en(ui—ue).
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Obr. 1.29: Smér proudové hustoty

Existuji samoziejme i magnetohydrodynamické popisy zaloZené na vicetekutinovém
modelu. Odvod’'me vztah pro hustotu Lorentzovy sily v jednotekutinovém modelu

F,=0,E+0,v,XB;
fo = OongE+Oynguy XB
=3 (QungE+Q0ynguy xB)=(D. Oyny JE+(D Oynyu, )xB = jxB.

Prvni ¢len na pravé strané je nulovy z divodu pozadavku kvazineutrality. Rychlost v
jedné Castice prejde v kontinuu na stfedni rychlost proudéni u. V minimalni varianté
magnetohydrodynamiky tedy vyuzivame pro hustotu sily vztah

> f = jxB. (1.172)

4) Nerelativistické plazma
V minimalni variant¢ MHD pozadujeme nerelativistické rychlosti vSech druhii ¢astic, tj.

Yo o, (1.173)
C

To ssebou nese relativné jednoduchou podobu Ohmova zakona (v pohybujicim se
plazmatu je tfeba transformovat elektrické pole E z laboratorni soustavy na pole E
v soustavé pohybujici se s plazmatem, kde plati Ohmuv zakon j = ¢ E):

E+uxB

\/1—142/02

,»Vybranych kapitol“ v ¢asti Obecna transformace elektromagnetického pole na str. 229.

j=cE=0 = o(E +uxB). (1.174)

vvvvvv

5) Posuvny proud je zanedbatelny

V Maxwellové rovnici rot H=j + dD/d¢ zanedbame Maxwellilv posuvny ¢&len oproti
proudové hustoté. To je mozné jen pro nizkofrekvenéni déje, konkrétné pro periodickou
zavislost viny na Case ve tvaru exp[iwt] vychazi omezeni na frekvenci

|oD/or| <|j| =
liocE|<0E =
| 2 w<Ko/E. (1.175)

Podminka je splnéna pro vysoce vodivé plazma nebo nizké frekvence déjti. Neni-li tato
podminka splnéna, musime se zabyvat i ¢asové proménnymi elektrickymi poli.
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Rovnice pro magnetické pole

Casovy vyvoj magnetického pole uréime z Maxwellovych rovnic doplnénych Ohmo-
vym zédkonem v pohyblivém prostiedi (1.174)

9B

rotE:—E, pQ:O;

rotH=j; j=o(E+uxB); (1.176)
divB=0; D=¢E;

divD = pg ; H=B/u.

Z prvni rovnice uréime ¢asovou zménu magnetického pole, za elektrické pole dosadime
z Ohmova zakona a za proudovou hustotu z druhé z Maxwellovych rovnic:

8_B=_ rotE = —rot(i—uxBj =—Lr0trotB +rot(uxB).
ot o ou

Dvojnou rotaci prepiSeme pomoci vztahu 1.3.218 (prvni dil ,,Vybranych kapitol®, ¢ast
Matematika pro fyziku) a ziskame vyslednou rovnici

> B _ Lyyp, rot(uxB) . (1.177)
ot ou

Rovnici pro ¢asovy vyvoj magnetického pole lze upravit do tvaru se substancionalni
derivaci. Pouzijeme k tomu piepis druhého ¢lenu pomoci vyrazu 1.3.219

9B _ L V28 4 B-V)u - Bdivu - (u-V)B,
ot ou
9B

—+(u-V)B=LV2B + (B-V)u — Bdivu.
Jt ou

Alternativni tvar rovnice pro ¢asovy vyvoj magnetického pole tedy je

9B _ 1 v28 4 B-V)u - Bdivu. (1.178)
dt ou

Magnetické pole se mize podle (1.177) zménit dvéma zpisoby. Prvni €len na pravé
strané je klasicka difiize — pomalé pronikani magnetického pole do okolniho plazmatu.
Druhy ¢len souvisi s pohybem plazmatu, fikd se mu clen zamrzani. Magnetické induk-
¢ni Cary sleduji pohyb plazmatu, jsou jakoby vmrznuty do plazmové tekutiny. Nyni
zhruba odhadnéme pomér ptispévki obou ¢lenl (tzv. Reynoldsovo magnetické Cislo).
Vsechny vektory odhadneme jejich velikostmi a derivace pfevracenou hodnotou rozme-
ri systému:
1
¢len zamrzani L
> ReM =1 difiaze 11
ou 1?

uB

=ouul. (1.179)
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x * 4 v
=
difuze zamrzani

Obr. 1.30: Difuze v plazmatu a zamrzlé pole v plazmatu

Pro idedlné vodivé plazma (¢ — o0) dominuje ¢len zamrzani (#geMm > 1). Naopak pro

pomalé pohyby plazmatu dominuje €len diftize (#rem < 1). Limitni pfipady maji tvar

O — oo B_B = rot(uxB);
ot
(1.180)
u—0: a—B=77MV2B, 771\/[5L
ot ou

Clen zamrzani
Zabyvejme se nyni jen ¢lenem zamrzani

B_B = rot(uxB).
ot

Rotaci na pravé stran¢ upravime pomoci dvojného vektorového soucinu — viz 1.3.219

%_]jz(B.V)u — (u-V)B - Bdivu.

Dosad’'me za divu z rovnice kontinuity

E;—’t’ﬂﬁvpu:o = aa—’;+(u~V)p+pdivu=0 =

Po elementarnich Gpravach mame (zanedbavame ¢len diftze)

9B = (B-V)u - (u-V)B + Ea—'O+E(u~V),0.
ot pot p

Celou rovnici vydélme hustotou a pfeskupme jednotlivé ¢leny

1B _Bdp _

B 1 B
5 75 [—-Vju - —@V)B + —(u-V)p.
p ot p° ot P P

P

Prvni dva ¢leny na levé strané lze spojit do jednoho vyrazu a druhé dva ¢leny na pravé
strang také:
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3(5] _ (E.V]u _wwnB
at\ p p o

Substituci b =B/p rovnice piejde na

?)—t; +@-V)b = (b-V)u.

Po zavedeni substancionalni derivace ziskame rovnici proudnice (1.153) pro veli¢inu b
db

— = (b-V)u. 1.181
= (b-Y) 1181

Magnetické pole proto sleduje proudnice a je vmrzlé do plazmatu. Pojem zamrzani lze
zformulovat i jinak: Magneticky tok uzavienou smyckou, jez se pohybuje spolu s plaz-
matem, je konstantni.

Clen diftize
Zabyvejme se nyni druhou alternativou, diftiznim ¢lenem. Koeficient 7y se nazyva
koeficient magnetické difiize. Rovnici difuze miizeme piepsat do tvaru

A

[B=0; L=—-nyV>. (1.182)

ot

Operator L je linearni, feSeni mizeme hledat jako superpozici Fourierovych modu
B(t,x) = j B, (,x)d’k = j ¢ (e ¥ *dk . (1.183)
Kazdy z Fourierovych modi By, musi spliiovat rovnici difiize:

(%—UM szck(l‘)eik.x =0 =

2
¢ (1) = ¢, (0)e MK

Celkové feseni tedy napiSeme ve tvaru
2. .
B(t,x) = j ¢ (0)e MK gikx g3y (1.184)

Dosadime-li =0 a provedeme inverzni transformaci, ziskame vztah pro pocatecni
hodnoty

¢, (0) = ! 3jB(o,x)e‘“"" dx. (1.185)

(27)

PovSimnéte si vztahu (1.184). Kazda Fourierova komponenta exp(ik-x) se v ¢ase tlumi
faktorem exp(—yyik’?). Tedy fluktuace malych rozmért (velkych k) jsou utlumeny mno-
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hem rychleji nez fluktuace velkych rozmérd. To je pro diftizi charakteristické, difuzi
zanikaji nejprve drobné nepravidelnosti.

Najdéme nyni Greenovu funkci pro rovnici difuze v neomezeném prostiedi, tj. za
pocatecni impulz budeme volit Diracovu distribuci lokalizovanou v bod¢ x":

By(x) =B(0,x) =By 5(x-x);  Bo=(1LD.

Situace je stejna, jako bychom pocitali Greenovu funkci pro kazdou slozku magnetic-
kého pole zvlast, vSechny slozky totiz splituji rovnici diftize. Diractiv impuls postupné
dosadime do (1.185) a (1.184), vysledné feSeni oznac¢ime G

Cx (O) = BO 3 J.é‘(x_x/)e—ikx d3x — BO - e—ik.x' N
27) (27)

2, . ’
G(t,x,x’)=B—°3 [emk kOO i By =(1,1,1) (1.186)
(27)

Jde o obecny zapis trojice Greenovych funkci pro rovnici difize ve vSech tfech sou-
fadnicovych osach. Vysledek integrace zavisi na okrajovych podminkach a volbé sou-
fadnicové soustavy. Proved'me integraci v jednoduchém ptipadé neomezeného prostiedi
popisovaného v kartézské souradnicové soustave:

2 . ’
G(t,x,x')=B—03 I ¢kt Ik () g3y = /x—x'=a
(27)" g3
__Bo ,[ okt gika g3y __Po J‘ kK g3y
271')3 3 (27:)3 3
(27)" ¢ R
= Bo 3 I exp{—m\/lt[k2 __1k~a]:| &’k =
(27) R3 vt
5 i
Bo ( ia ] a’ | 4
= eXp —77Mt k—— — d k =
(2z) RL 2mat) At

2
a

- . 2]
:B_Oe 4t jexp —th[k— 1a ] d’k =

(2z) ”3 2wt ) |
2 2
_.4 3/2 __a
_ Bo e 4t (L] _ Bo o At ’

kde jsme argument doplnili na ¢tverec ve vinovém vektoru k. V neomezeném prostiedi

mame tedy vysledek:

2

2 ,
‘xfx

/]
‘X*X

G(t,x,x')=B—Oe L Glxx) = — e M (1 187)

(4 )™ (4 )"
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Je zfejmé, ze Diractv impuls lokalizovany v x' je gaussovsky s Casem ,,rozmyvan®.
V jednorozmérném problému je situace ukdzana na obrazku 1.31. S ¢asem jdoucim
limitné k nule se Gausstiv ballik méni v Diractiv impulz.

Obecnou pocatecni podminku rozlozime na jednotlivé Diracovy impulzy a vysledna
feSeni secteme (Greenova funkce je pro vSechny tfi slozky pole stejnd):

‘X—X

B(1,x)=G * B, =;3/2.[e 4t B(0,x") d°x’. (1.188)

® ()

Pole je tedy prostorovou konvoluci poc¢ateéni podminky a Greenovy funkce. Piimym
dosazenim do rovnice diftize lze snadno ukazat, ze vztah (1.188) je jejim feSenim.
Obecné odvozeni nalezne ¢tenaf v prvnim dile ,,Vybranych kapitol®, v ¢asti 1.3.8.4
Greenova funkce, kde je odvozeno obecné feSeni rovnice difuze v N dimenzich.

2>
Oz

Obr. 1.31: Casovy vyvoj Diracova impulzu

Poznamka 1: Alternativné lze pfi feSeni vyuzit shodného tvaru rovnice difuze se
Schrédingerovou rovnici a operatorove ihned napsat feseni

2
|B(1)) =™V (=0) |B).

Dosazenim do rovnice difuze okamzité vidime, ze jde o feseni, které navic spliuje

pocatecni podminku. Standardnimi metodami popsanymi v prvnim dile ,,Vybra-

nych kapitol v ¢asti 1.3.4.5 Spektralni teorie je tieba najit spektrum Laplaceova

operatoru V2 a poté pouzit vétu o spektralnim rozvoji:

B0} = T ) Bo).

V2|k)= A k).
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Poznamka 2: Stejné feSeni ma i rovnice pro difuizi ¢astic:

on D)
—=DV-<n;
ot
2
1 =
G(t,x,}i{')z—g'/2 e 4Dt (1.189)
(47D1)

n(t,x) = jG(r, x,x)1(0,x")d>x’

Poznamka 3: Pro 1D zdroj Castic, ktery je doplnuje tak, aby v pocatku byla neus-
tale koncentrace n, je feSenim rovnice difiize (Ize snadno dokéazat dosazenim)

n(t,x):no{l—gb[\/%ﬂ, (1.190)

kde ¢ je chybova funkce definovana vztahem

_ 2 -2 4
¢(x)_\/;£e £ (1.191)

¢ Piiklad 1.1: Naleznéte stfedni polohu a stfedni kvadratickou fluktuaci polohy ¢astic
pro difazi Diracova impulzu, tj. pro Greenovu funkci (1.189) pro zdroj umistény v po-
¢atku soutadnic (x' = 0)

Reseni: Uréeme naptiklad ( x ) a (x ):

1 _X2+y2+22
4Dt xdxdydz=0,

(x)= IG(t,X,X,)deXZ jme
v

1 _X2+y2+22
4Dt X2 dxdydz=2Dt.

(=[G, x,x)x* Ex=[———¢
I [
Integraly se rozd¢li na jednotlivé integrace a ty urime ze vztaht 1.3.574 az 1.3.576. Je
zfejmé, ze stfedni poloha je v pocatku soufadnic (tam, kde byl lokalizovan Diractiv
impulz) a plati:
(x)=(0,0,0),

<x~x>=<x2+y2+zz>=6Dt,

ley =J{x-x)=(x)-(x) =+6Drt.

Pro difuzi je typické, Ze stfedni kvadratické fluktuace rostou s ¢asem jako 7172, b
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Rovnice pro vektorovy potencial
Nékdy je vyhodnéjsi namisto magnetického pole pouzivat vektorovy potencial spliujici
vlnovou rovnici a Lorentzovu kalibra¢ni podminku
1 0°
VIA-— S A=—].
) ¢ Jt (1.192)
2¢ +divA=0.
c“ot

V magnetohydrodynamice zanedbavame MaxwellGv posuvny proud, coz je ekvivalentni
omezeni se na nizké frekvence dé&ju, viz (1.175). Z rovnice pro vektorovy potencial
potom zbude jen

V2A = —pj.
Za proudovou hustotu dosadime z Ohmova zakona (1.174)
V?A =—yyo (E+uxB).

V magnetohydrodynamice je elektrické a magnetické pole dano jen potencidlem A:

= —a—A ; B=rotA,
ot
coz po dosazeni do piedchozi rovnice dé vyslednou rovnici pro vektorovy potencial
> A _ L 92a ruxrotA. (1.193)
ot Hyo

Rovnice pro vektorovy potencial ma opét ¢len zamrzani a clen difuze. RozepiSeme-li
dvojny vektorovy soucin napravo, ziskame snadno tvar se substancionalni derivaci

T gy (1.194)
dt oy X ;

Rovnice pro hustotu

Za rovnici pro ¢asovy vyvoj hustoty plazmatu poslouZzi rovnice kontinuity (1.162), kte-
rou zapiSeme ve tvaru

| a—p+div,0u =0. (1.195)
ot
Snadno ji upravime do tvaru se substancionalni derivaci:

9
L opuy =0 =

P9, %M

+
o ok TP oy,

Z—/t)+(u-V)p+p divu=0.
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Vysledny tvar s tplnou casovou derivaci proto je

> C:l—’t’ + pdivu = 0. (1.196)

Z posledniho vyrazu je zfejmé, Ze nestlacitelna tekutina (kapalina) spliiuje vztahy

| p = const S dp/dt=0 S divu=0. (1.197)

Obdobna rovnice kontinuity plati i pro koncentraci nebo pro hustotu naboje. Jde o jednu
a tu samou rovnici, nebot’ hustotu hmoty ziskame vynasobenim koncentrace hmotnosti
jedné castice. Analogicky ziskame hustotu ndboje vynasobenim koncentrace nabojem
jedné Castice.

Rovnice pro rychlost

Rovwnici pro rychlost odvodime ve tfech fazich. Nejprve pro idealni hydrodynamiku (bez
viskozity), poté pro viskézni proudéni a nakonec pro proudéni za pfitomnosti magnetic-
kého a gravitacniho pole. Ve vSech pfipadech nalezneme jak konzervativni tvar (ve
tvaru rovnice kontinuity) tak tvar se substancionalni derivaci. Vysledky budou kompati-
bilni se sttedovanim Boltzmannovy rovnice pfes rychlost ve statistice.

1) Idealni hydrodynamika
Pro objekt o hmotnosti m plati Newtonova pohybova rovnice
dv

m—

dr

Pro proudici prostfedi zavedeme hustotu sily

=F.

f= lim ﬂ. (1.198)
AV—0 AV

V hustotach bude Newtonova pohybova rovnice mit tvar (rychlost v jedné ¢astice se
stane rychlosti proudéni u)

p— = 1. (1.199)

Po rozepsani substancionalni derivace ziskame rovnici

pg—u+p(u~V)u =f. (1.200)
t
Zbyva uréit hustotu sily. Ta se 1i8i podle procesi, které popisujeme. Mize jit o hustotu
Lorentzovy sily j*B, u zvukovych vin v plynech pljde o tlakovou silu. Standardné sila
mifi k minimu potencialni energie:

F=-VWp (1.201)

nebo v hustotach
f=-—Vwp. (1.202)

Tlakova energie je W, = [ p dV, hustota tlakové energie proto je w,=p a hustota sily
zpusobena tlakem vychazi
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f=-Vp. (1.203)

Pohybova rovnice (1.200) s hustotou sily zptisobenou tlakem ma proto tvar

paa—l;+p(u~V)u =-Vp. (1.204)

Jde o hledanou rovnici pro ¢asovy vyvoj rychlostniho pole.

> p((ii—l; =-Vp, neboli p(—;—l;+p(u-V)u =-Vp. (1.205)

Nyni tuto rovnici piepiSeme do konzervativniho tvaru, tj. budeme hledat zdkon zacho-
vani hybnosti ve tvaru rovnice kontinuity. Naleznéme c¢asovy vyvoj hustoty hybnosti

9 ap du;
at(p”")_at”" +p 5

Za ¢asovou zménu hustoty dosadime z rovnice kontinuity (1.195) a za ¢asovou zménu
rychlosti z pohybové rovnice (1.205):

d
E(p”k) ==0;(pup)uy — p(u0;)uy —yp.

Vsechny ¢leny pievedeme na levou stranu a upravime:

—”k + (pul)aﬁ +a_p =0 =

i( u) +
al P k Bxl axl axk

0 d op
E(puk) + aTJ(ﬂ”l”k) + o =0 =

0
E(P”k) + POy + pugu;) =0.

o
ax /
Ziskali jsme zakon zachovani hybnosti. V zavorce v prostorovych derivacich je tok
hybnosti neboli tenzor tlaku. Sama hybnost je vektorova veli¢ina a proto jeji tok tvori
tenzor druhého fadu. Symetrie tenzoru tlaku zajistuje zachovani momentu hybnosti
v proudici tekuting. Tenzor tlaku se sklada ze dvou casti — skalarni ¢asti, kterou tvori

normalni tlak piisobici ve vSech smérech stejn€. Druhou ¢asti je tenzorova ¢ast souvise-
jici s proudénim tekutiny. Zakon zachovani hybnosti mizeme napsat ve slozkovém zapisu

J I (7)) _g. 7P
| 2 g(puk) + a_xl(Tkl ) =0; Tkl =p§k/ +pupu; . (1206)

nebo v invariantnim tvaru
> ai(pu) + V-TP =0; TP Epﬁ+pu®u . (1.207)
t

Index (P) oznacuje tlak, pozdéji pribude tenzor viskozity a Maxwelliv tenzor pnuti.
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2) Viskézni tekutina

Pro viskozni tekutiny jsou typické nenulové prostorové derivace rychlosti. Naptiklad
tekutina proudici mezi dvéma deskami ma u povrchu desek rychlost nulovou a mezi
deskami maximalni, tj. pficnd zména rychlosti Ou,/0y je nenulova. Ztraty hybnosti
zpuisobené viskdznimi procesy proto popiSeme tenzorem viskozity

Via = fra(Qu;/0x ) .

¥

.>

—
—>
—

.>

X

Obr. 1.32: Proudéni viskdzni tekutiny

V nejjednodussim piiblizeni bude tenzor linearni v derivacich rychlosti, ptipadné pro-
vedeme Tayloriv rozvoj do prvniho fadu v derivacich rychlosti. Tenzor musi byt symet-
ricky tenzor druhého fadu (z diivodu zachovani momentu hybnosti). Nejobecnéjsi tvar
symetrického tenzoru za nasich predpokladii bude

Vkl=‘{aﬁ+%J + bé‘kl aun = a[aﬁﬁ'ai] +b5kldivu.

ox;  oxy ox ox;  oxy

n

Symetricky tenzor ziskame pomoci souctu derivaci v zavorce nebo souctem vsech dia-
gonalnich ¢lent (divergence rychlosti). V matematice i ve fyzice se dobfe pracuje s ten-
zory s nulovou stopou (souctem diagonalnich ¢lent). Stopa tenzoru se zachovava. Proto
se ¢ast druhého (skalarniho) vyrazu pfida k prvnimu vyrazu, tak aby mél nulovou stopu:

du, du
Vig = n(a—k+—l—gé}d divu] + {0y divu . (1.208)
X Bxk 3

Stopa tenzorové Casti v kulaté zavorce je nulova:

aﬂ+aﬁ—z5kk divu |= (divu+divu—z-3-divuj = 0.
axk axk 3 3

Koeficienty 7 a ¢ se nazyvaji prvni a druhd vazkost. Konzervativni tvar zdkona za-
chovani hybnosti potom ma tvar

0 0
Z(puy) + =—TY) =05 Ty = pdy + puguy —Vyy - (1.209)
at axl

nebo v invariantnim tvaru

%(pu) +V-Tp =0; Tp=pl+pu®u-V . (1.210)
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U viskézniho tenzoru piSeme znaménko minus, protoze jde o ztraty toku hybnosti.
S touto konvenci jsou oba viskozni koeficienty za bézné situace kladné. Odvod'me nyni
pohybovou rovnici. Ve vztahu (1.209) dosadime za oba tenzory a provedeme vSechny
derivace:

E) a auk Bul 2 . .
— + —| poy + - = +—-=0divu | — O divu| =0 .
5, (P o [P ki + PURU U{axl ox, 30w ¢y, div

Po pfimocarém vypoctu ziskame pohybovou rovnici

> pg—l;+p(u-V)u = -V p + nV%u + (C+n/3) V(divu) . (1.211)

Jde o slavnou Navierovu-Stokesovu rovnici pro viskézni tekutinu. Je-li tekutina nestla-
citelna (kapalina, divu = 0) ziska pohybova rovnice jednoduchy tvar

du

ot

a kapalinu lze popsat jedinym viskéznim koeficientem #.

> p—+pu-Viu = -Vp + nV%u (1.212)

3) Vodiva tekutina
V piipadé magnetohydrodynamiky se v rovnici (1.211) objevi na pravé strané jesté hus-
tota Lorentzovy sily:

du

ot

Pro odvozeni konzervativniho tvaru staci upravit jen hustotu Lorentzovy sily, konzer-
vativni podobu vSech ostatnich ¢lenli zname:

(jXB)k =(rOtHXB)k = Ekim (rOtH)[ By = EkimEinoOn (Ho) By, =

p—+pu-Viu = -Vp + nV>u + ({+7/3)V(divu) + jxB. (1.213)

o0H o0H oH
=_glkmglnoan(Ho)Bm =(_ 5kn5mo + 5k05mn) axo Bm == axl:n Bm + axk Bm =
n m
0 (H-B d 0B
=——| —|+—(H;B,,)— H L
axk( 2 j axm( ) k&xm

Posledni ¢len je nulovy a v prostfednim ¢lenu zaménime séitaci index:

0 (H-B 0 J |H-B
ixB) =———| —— —(H, B))=——| ——6,, - H, B |.
(ix )k axk( 5 j+8x,( «Br) ax,[ 5 %M k /}

Vyraz v hranaté zavorce je Maxwelliiv tenzor pnuti pro magnetické pole. Ma stejné jako
tenzor tlaku skalarni a vektorovou ¢ast. Po pfevedeni na levou stranu pohybové rovnice
dostaneme vztah

d O (7(P) , (M) _
> = (pwy) + aT[(Tkl +THV) =0. (1.214)

Jednotlivé tenzory maji slozky
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P .. -
Tlgl)Ep5kl+P“k”1—sz, Tp =p1+pu®u-

(M) = _H-By .

VklEﬂ aﬁ+ai—gé‘k1 divu | + §5k1 divu.
axl axk 3

Skalarni ¢ast Maxwellova tenzoru pnuti se nékdy nazyva magneticky tlak a je rovna
hustoté energie magnetického pole
‘B_ B’
> = —=_
Pm > 2u

(1.216)

Poznamka 1: Magnetické pole pfitomné ve slunecnich skvrnach je zodpovédné za
jejich nizsi teplotu (tlak ve skvrné je dan magnetickou 1 hydrodynamickou ¢asti)

Poznamka 2: Lorentzova sila ma dv¢ casti:

ij:—VTMz—VpM+l(B-V)B. (1.217)
U

Prvni ¢ast je gradientem magnetického tlaku, druha cast souvisi se zakfivenim
magnetickych indukénich ¢ar. Plazma se pod vlivem sily bud’ snazi induk¢ni cary
napiimit a nebo pokud jde o ¢ary uzaviené, snazi se z nich udélat kruznice.

Uzavreni soustavy

Ve statistice jsme si ukazali, jak stfedovani Boltzmannovy rovnice pies rychlostni ¢ast
fazového prostoru vede na rovnice kontinua. Jedna se o rovnici kontinuity, rovnici pro
rychlost, energii (teplotu, tlak), tepelny tok, atd. Nekonec¢nou soustavu parcialnich dife-
rencialnich rovnic ziskanou stfedovanim pfes mocniny rychlosti je tieba v urcité fazi
ukoncit algebraickym vztahem. My tak u¢inime u rovnice pro tlak a budeme ptredpokla-
dat, ze tlak spliuje algebraicky vztah p = p(p) (mtize jit o polytropni ¢i jinou zavislost).
Na zavér zapisme piehledné ziskanou sadu MHD rovnic v konzervativnim tvaru

A = LV2B + rot(uxB),
ot ou
adQp ..
> o, +Hdivpu =0, (1.218)

—(P”k) + i(T(P) +T(M)) ,
ox;

p=p(p).

a ve tvaru s aplnymi ¢asovymi derivacemi:
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d_B = LVzB + (B-V)u - Bdivu,

det ou
dp .

> — 4+ pdivu = 0, (1.219)
dt
du 1 2 .
Py = ~Vp -Vpy +—B-V)B + nV-u + (¢ +7/3) V(divu),

U

p=p(p).

Existuji rdzné modifikace uvedené soustavy rovnic, rovnice kontinuity a pohybové
rovnice mohou byt napiiklad uvazovany pro elektronovou a iontovou slozku oddélen¢,
soustavu miizeme uzaviit az po rovnici pro energii algebraickym vztahem pro vedeni
tepla, rovnice lze zobecnit 1 pro dominantni vliv elektrického pole. K nejcastéji pouzi-
vanym uzavienim soustavy MHD rovnic patfi:

Uzavieni nestlacitelnou tekutinou

Piedpokladame, Ze hustota je konstantni, tj. p = const. Uplna asova derivace hustoty je
proto nulova
dp/ot+u-V)p =0 (1.220)

a z rovnice kontinuity lze ukéazat, ze div u = 0.

Uzavi‘eni polytropou
Predpokladame polytropni zavislost mezi tlakem a hustotou

p=Kp?. (1.221)

Po upravé mame

_ d _ d _
%(PP 7):0 = E(PP y)"‘”k@(l?/) 7):0,

Provedeme ob¢ derivace jako derivace soucinu funkci a za parcialni derivaci hustoty
podle ¢asu dosadime z rovnice kontinuity. Po jednoduchych tpravach ziskame

%+(u-V)p + ypdivu = 0. (1.222)

Uzavi‘eni CGL

Toto uzavieni magnetohydrodynamiky zohledniuje anizotropni chovani plazmatu. Je
nazvano podle pocateCnich pismen autord této aproximace (F.Chew, M. Goldberg,
F. Low), ktefi jiz v roce 1956 uvazovali prubéh tlaku ve tvaru

BB,
Br

PO = P =P1% +(pj—pL) (1.223)

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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1.3.2 Vybranée jevy

Hartmannovo reSeni

Z klasické hydrodynamiky je znamo chovani nestlacitelné viskozni kapaliny mezi dvé-
ma vodorovnymi deskami. Je-li na zacatku a konci desek rozdilny tlak, mtze vzniknout
jednoduché laminarni proudéni, které se tidi Poiseuillovym zdakonem, ktery objevil fran-
couzsky fyzik a matematik Jean Louis Marie Poiseuille (1797-1869). Rychlost ma para-
bolicky pribéh — v tésné blizkosti desek je rychlost nulova, uprostfed toku maximalni.
To je zptisobeno viskdznimi procesy v kapaline. Okrajové efekty desek zanedbavame.

Y
)—x u

z

y=+a

y=-a
Obr. 1.33: Tekutina mezi dvéma rovinnymi deskami
Je-li kapalina vodiva, 1ze nalézt obdobné feseni z rovnic magnetohydrodynamiky, které

poprvé odvodil dansky inzenyr Julian Hartmann v roce 1937. NapiSme nejprve vychozi
soustavu rovnic magnetohydrodynamiky:

divu=0,
p%—l;+p(u-V)u:—Vp+77V2u+{ﬂxB}, (1.224)
Y7
a—B=LV2B +rot[uxB].
ot  ou

Prvni rovnice je rovnice kontinuity pro nestlacitelnou kapalinu, druha rovnice je pohy-
bova rovnice, napravo je postupné tlakova sila, viskdzni sila a Lorentzova sila. Posledni
rovnice je rovnice pro magnetické pole s difiznim ¢lenem a ¢lenem zamrzani.

Poznamka 1: Stavovou rovnici, kterou se bézné€ uzavira MHD soustava, nemu-
zeme u nestlacitelné kapaliny pouzit, protoze tlak neni funkci hustoty. Tlak klesa
ve sméru proudéni linearng, zatimco hustota kapaliny je konstantni. Soustavu lze
uzavrit predpokladem konstantniho gradientu tlaku ve sméru proudéni.

Soufadnicovou soustavu zvolime podle obrazku (tak, abychom maximalné vyuzili sy-
metrii problému). Budeme pfedpokladat stacionarni proudéni, tj. casové derivace ve
vztahu (1.224) budou nulové. Proudéni predpokladame jen podél desek, tj. rychlostni
pole bude mit jen slozku u,(y), zavislost na y je ddna symetrii problému, u desek (pro
y = =a) je rychlost nulova, uprostied oblasti maximalni. Budeme ptedpokladat nenulové
magnetické pole v fezu proudéni podle obrazku, tj. nenulové By(y) a By(y). Z Max-
wellovy rovnice div B =0 plyne, Ze By, je konstantni. Tlak musi klesat podél proudéni
a miize byt stejné jako ostatni veli¢iny zavisly na soufadnici y. ReSeni mé tedy tvar:

u=[u(»),0,0]; B=[B() By,0]; p=p(xy). (1.225)
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Pole By ma vyznam pii¢ného pole, které brani pohybu vodivé kapaliny. Pole B(y) je pii
pohybu ve vodivé kapaliné indukovano, tedy pohybem vznika. Po dosazeni do sedmi
rovnic (1.224) zbudou netrivialni vztahy

ap+nd2u+BodB

(1.226)

Redeni ziskané soustavy neni slozité. Predpokladejme (stejné jako v Poiseuillové za-
kong) linedrni ubytek tlaku ve sméru proudéni, tj. dp/dx = const. Lze ukazat, Ze jiny
prubeh ani neni mozny. Potom prvni a tfeti rovnice dava soustavu pro rychlost a mag-
netické pole, z druhé rovnice je tfeba dopocitat tlak. Pro # a B tedy mame:

d*u _ Bo dB
— +———=const,
dy~ u dy
1 d’B
——2 + BO ﬂ =0.
OH dy dy
Prvni rovnici derivujeme podle y a z rovnic vylou¢ime druhé derivace magnetického pole:
Pu 1.d | 0B
Su 1oy 10K
dy> D~ dy D n
Po prvni integraci mame
du 1
TR
dy- D

Jde o linearni diferencialni rovnici s pravou stranou. ReSeni nalezneme jako soucet
homogenniho a partikularniho feseni (Ize ho hledat ve tvaru konstanty):

u(y) = ug(y) + up(y) =C ch[%} +Cy sh{%}—clw .

Namisto exponencial jsme zvolili bdzi homogenniho feSeni z funkei ch a sh. Konstanty
integrace uréime z podminek u(+a) = 0; u(0) = up. Vysledné feseni je

ch(gj—ch(g)
> u(y)=ug————————= D= /Lz (1.227)
ch(aj—l 0B
D
Nyni jiz snadno zprvni nebo tfeti rovnice (1.226) dopoéteme magnetické pole.

Integracni konstanty ur¢ime z podminky spojitosti te¢nych slozek vektoru magnetické
intenzity H na rozhrani B1/u| = Bai/uz, odkud plyne B(a) = 0. Vysledek je
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> B(y) = pugJony —22 4 D/ D= |- (1.228)
ch(aj—l 0B
D

Nalezeny profil rychlostniho a magnetického pole je na obrazku 1.34. Pfitomnost mag-
netického pole zpusobuje zplosténi rychlostniho pole ve stfedu proudéni a jeho rychly
pokles v blizkosti desek. Nenulova konstantni slozka pole ve sméru y (napfi¢ proudéni)
zpusobuje existenci slozky pole ve sméru proudéni, jejiz profil je také na obrazku.

y=+a
B ;

Obr. 1.34: Hartmannovo reseni

y=-a

Polohu maxima a minima magnetického profilu je mozné ziskat derivaci vztahu (1.228)

y1, =+ Dargch [2 sh(iﬂ . (1.229)
’ a D
Slaba pole

Pro slabé pole (a/D < 1) provedeme rozvoj exponencial do prvniho fadu a dostaneme
znamy Poiseuilldv parabolicky profil, magnetické pole ma na proudéni maly vliv:

2
u:uoll—(lj } (1.230)
a

Pro silné pole (a/D > 1) musime fesit pfipad y > 0 a y < 0 oddélené. Ve vysledku pone-
chame vzdy kladnou exponencialu, vyjde

uzuo{l—exp[b}'l)_aﬂ. (1.231)

Rychlostni pole v tomto piipadé exponencialné ubyva u stén. Veli¢ina D charakterizuje
tloustku hraniéni vrstvy. Nékdy se zavadi bezrozmérné, tzv. Hartmannovo Cislo #p,
vztahem

Silna pole

Hiya = — = Bya, |— . (1.232)

Pomér hustot magnetické a viskdzni sily je roven druhé mocniné Hartmannova Cisla:

jBy O©EB, ouB} oBid®
~ 3= > = =, - (1.233)
nAu - nu/a nula n
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Viny kone¢né amplitudy

Soustava MHD rovnic je nelinearni a velmi slozita. Pfi provadéni linearizace sice do-
stavame feSeni ve tvaru rovinnych vln, ze kterych mizeme slozit viny komplikovanéjsi,
ale vzdy s infinitezimalni amplitudou. Podstatnou cast feSeni ale viilbec nenachazime.
V této Casti ukazeme, Ze existuji specialni feseni, ktera splituji obycejnou vinovou rov-
nici. Resenim je pak postupujici vina libovolného tvaru a libovolné amplitudy. Uvazme
soustavu pro nestlaéitelnou, neviskozni, idealné vodivou kapalinu ( = (= 1/6 =0)

du

pat

+ p(u-V)u =—Vp+i(rotB)><B;
# (1.234)

a—B=rot[u><B];
Jt

divu=0;
divB=0.
Jde o rovnici pro rychlostni pole (pohybovou rovnici s tlakovou a Lorentzovou silou)
a rovnici pro pole magnetické se ¢lenem zamrzani. Doplikové jsou rovnice pro nestla-
¢itelnost a Gaussova véta pro magnetické pole.
Predpokladejme nyni, ze veli¢iny se méni jen v jednom urcitém sméru. Volme osu z
soufadnicové soustavy v tomto sméru. Potom hledame feseni ve tvaru

u=u(,z); B=B(,z); p=p(,z). (1.235)
Z doplikovych rovnic (divergenci) v (1.234) okamzité plyne
u; =ug(t); B, =Bo().
Predpokladejme, Ze chceme nalézt feSeni v podobé¢ presouvajiciho se vinového baliku,

ktery je lokalizovany v prostoru, proto nemtize rychlost plazmatu byt nenulova v neko-
nec¢nu a musime polozit ug = 0. V uvedené geometrii tedy mame

u= (ux,uy,O), B= (Bx,By,BO), V —(0,0,0/9z).

Napisme nyni slozitéjsi cleny v prvnich dvou rovnicich (1.234):
(u-Vyu=/[0,0,0];
B B, o|Bi+B;

0
rotBxB = Boa—x,BO ay,—a— >
Z 1z zZ

9p
V = 0909_ 5
r-lood]

rot(uXB) = |:BO a—
Iz

0
aux , Boﬁ: 0:| )
0z

Vidime, Ze rozpisy jednotlivych veli¢in se lisi ve sméru osy z a v rovin€ (x, y). Nase
vychozi rovnice daji:
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Podélny smér (v ose z)

2, 2

B: +B oB

0= pe 22| Po g
0z 2u ot

Z prvni rovnice plyne nezavislost celkového tlaku na soufadnici z, slozku B, = By mi-
zeme do pravé strany prvni rovnice klidné pridat, protoZe By nezavisi na z. Podle druhé
rovnice B nezavisi ani na ¢ a jde o konstantu v ¢ase i v prostoru. Pro celkovy tlak plati

2
T=p+2 ).
2u

Kolmy smér (v roviné xy)
u_ 1, 08
ot up = 0z
B_, u
dt 0z

(1.236)

V kolmém smeéru je soustava rovnic linedrni, aniz bychom byli nuceni linearizaci pro-
vadét. Obé rovnice jsou navic trivialné splnény i ve sméru osy z, protoze zde jsou veli-
¢iny konstantni. Lze je tedy chéapat jako vychozi soustavu rovnic pro vlnéni v obou
smérech. Jednoduchym vylou¢enim proménnych ziskdvame pro rychlostni i magnetické
pole vlnové rovnice (sta¢i prvni rovnici derivovat podle asu a za dB/d¢ dosadit z druhé
rovnice nebo naopak derivovat podle ¢asu druhou rovnici a dosadit za du/d¢ z rovnice
prvni). Vysledek je

(1.237)

| Up E

(1.238)

Jde o vlnovou rovnici s charakteristickou rychlosti rovnou Alfvénoveé rychlosti. Neline-

arni MHD soustava rovnic pro pripad idealné vodivé nestlaCitelné kapaliny bez tfeni

poskytuje feseni ve tvaru obecné viny libovolné amplitudy. Poznamenejme, ze hodnotu

Alfvénovy rychlosti snadno ur¢ime z rovnosti hustoty kinetické a magnetické energie
pvi B B

TNZ = UA:ﬁ.

Alfvénovu rychlost ziska plazma, pokud se veskera magneticka energie pfemeéni v kine-
tickou energii. K tomu dochazi naptiklad pii prepojeni magnetickych induk¢nich car.
Alfvénovou rychlosti se pohybuji také nékteré typické viny v plazmatu.
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Helicita

V plazmovych vlaknech se Casto pozoruji typické Sroubovicové utvary. Nachazeji se
v laboratornim i vesmirném plazmatu, v pin¢ich i v kometarnich ohonech. V matema-
tice se pro podobn¢ strukturovana pole zavadi pojem helicity.

Helicita a Beltramova podminka

Hustota helicity vektorového pole V se definuje jako

| 2 H(t,x)=V 10tV , (1.239)
celkovou helicitou potom rozumime integral

> K(t)= j H(t,x)dx . (1.240)
V

Helicita je skalarni veli¢ina charakterizujici helikalnost (Sroubovitost) indukcnich car
pole. Je nulova pro vSechna pole splitujici podminku nevitivosti (rot V =0) a také pro
vSechny viry s kruhovymi proudnicemi. Pole s helikdlni strukturou maji helicitu imér-
nou sin 3, kde 3 je uhel stoupani Sroubovice. Pro plazmova vlakna popisovana v rimci
MHD teorie mtize byt dalezita hustota helicity magnetického pole, ktera se definuje
pres vektorovy potencial A, hustota helicity elektrického pole E a rychlostniho pole u:

Hy=A-totA =A-B,
HE=E-rotE=—E-a—B, (1.241)
ot
H,=u-rotu=u-0.
Veli¢inu ® = rot u nazyvame vifivost. Zabyvejme se nyni poli, ktera spliuji tzv. Bel-
tramovu podminku: rotace pole je umérna samotnému poli (Beltramovo pole)

> rotV=aV, neboli VxrotV=0. (1.242)

Jde o pole pojmenovana podle italského matematika Eugenia Beltramiho (1835-1899).
Koeficient imérnosti & se miize ménit v ¢ase i v prostoru, my ho budeme v dal$im textu
povazovat za konstantni. Beltramovo pole je 1) nezdrojové, 2) helikalni, 3) spliiuje
Helmholtzovu rovnici. Nezdrojovost (div V = 0) plyne aplikaci divergence na podmin-
ku (1.242). Helikalnost je pro nenulové pole patrna piimo z definice:

H=V.rotV = aV-V = aV?. (1.243)

Aplikaci rotace na podminku (1.242) zjistime, Ze Beltramova pole splituji Helmholtzovu
rovnici (8lo o neekvivalentni tipravu, opacné to platit nemusi)

> V2V + &’V = 0. (1.244)

Vektor V je vtomto piipadé vlastnim vektorem Laplaceova operatoru v odpovidajici
geometrii. Typickym matematickym piikladem Beltramovych poli jsou tzv. ABC toky:

V = (Acosy+ Bsinz, Bcosz+ Csinx, Ccosx + Asiny). (1.245)

Pro ABC pole plati rot V=V a V2V = —V. Tyto toky jsou dulezité v teorii chaosu.
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Ve fyzice plazmatu se Casto uvazuji bezsilové konfigurace, ve kterych mifi
proudova hustota ve sméru magnetického pole j|| B (tzv. Birkelandovy proudy).
V tomto pfipadé je hustota Lorentzovy sily jxB nulova. Konfigurace ma nejnizsi
moznou energii a disipativni plazma se ktéto konfiguraci vzdy postupné blizi.
Magnetické pole v bezsilové konfiguraci spliiuje Beltramovu podminku. Snadno to
ukazeme z Ampérova zakona:

jllB = j—B = rotB ~B = BxrotB=0. (1.246)
Magnetické pole v bezsilové konfiguraci je proto vzdy helikalni.
Zachovani magnetické helicity

Nyni ukdZeme, Ze integralni magneticka helicita se zachovava za téchto predpokladi:

1. Plazma ma nekonecnou vodivost (tzv. idealni plazma). V rovnici pro ¢asovy vyvoj
magnetického pole tedy dominuje jen ¢len zamrzani

a—l::rotuxB. (1.247)

Ohmuv zakon (1.174) v limité nekoneéné vodivosti ziska tvar
E=-uxB. (1.248)

2. Nestlacitelnost plazmatu. Magnetické indukéni ¢ary spliuji div B =0. Pozaduje-
me, aby (diky zamrzani pole) spliiovalo stejnou rovnici i rychlostni pole, tj.

divu=0. (1.249)

3. Normdlova slozka magnetického pole na povrchu systému je nulova. Tento pred-
poklad znamena uzaviené indukéni ¢ary. Na povrchu systému plati vztah

B-n=0, (1.250)
kde n je vektor normaly k plose povrchu. Aby tento pfedpoklad byl pravdivy,
musime vzit za systém celou magnetickou trubici nebo musi byt systém velmi roz-
sahly.

Integralni helicita pro vektorovy potencial magnetického pole je definovana jako

K:jA~rotAdV=jA.Bd3x. (1.251)

Uplna ¢asova derivace vede na vyraz

E‘I[ (A-B)+(u-V)A- B)} dx

Prvni ¢len budeme derivovat jako soucin, druhy upravime do tvaru divergence (vyuzi-
jeme nestlacitelnost divu=0)

dt I(— B+A- —jd3x + jle u(A- B)]

s vyuzitim Gaussovy véty pro posledni ¢len dostaneme
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K _ (B—A-BJ&H (A-a—Bjd3x+ (A-B)(u-n)ds.  (1.252)
dt £ ot £ ot S=J‘8V

Nejprve upravime prostiedni ¢len rovnice. Za €asovy vyvoj magnetického pole dosadi-
me ¢len zamrzéani a upravime ho pomoci identity A rot B = B rot A — div (AxB), kterou
naleznete v prvnim dile ,,Vybranych kapitol®, viz vztah 13.120:

IA-a—Bd3x: IA-rot(uxB)d3x=
V ot 14

=—jdiv[A><(u><B)J d3x+'[(u><B)-r0tA dx =
= —[div[(A-B)u—(A-u)B]d’x+ [(uxB)-Bd’x =
= —jdiv[(A-B)u—(Au)B] dx =
Vv

= - J[(A-B)(un)~(A-u)(B-n) ] ds =

N
= [(A-B)(u-n)ds.
N

Pravy ¢len na ptedposlednim fadku je nulovy, protoZe na hranici systému je nulova —
dle ptedpokladu (2) — normalova slozka magnetického pole B-n. Zbyly nenulovy clen
se vyrusi s poslednim ¢lenem v rovnici (1.252), ze které proto zbude:

K A
& _ ja—-Bd3x. (1.253)
dr ot
V
Casovou derivaci vektorového potencidlu uréime z rovnice pro elektrické pole
0A
E=-Vo—— 1.254
9 E» (1.254)
a nasledné dosadime do rovnice (1.253):

d_K:—J(E-B+V¢-B)d3X=
dr 7

=—[[(~uxB)-B+div(¢B)|d’>x = (1.255)
Il (¢B)]
vV
=—[¢(B-n)ds=0.
S

Integralni helicita se tedy za vySe zminénych predpokladti zachovava.
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Stav s minimalni magnetickou energii

Uvazujme nyni magnetickou trubici vyplné€nou dokonale vodivym plazmatem. Na po-
vrchu plazmatu je normalova slozka pole nulova. Difuzni procesy jsou zanedbatelné,
zachovava se magneticka helicita K. Hledejme proto extrém magnetické energie s vaz-
bou danou zachovanim magnetické helicity. Pouzijeme standardni metodu Lagrangeo-
vych multiplikatort pro extrém s vazbou. Nutna podminka extremalnosti je:

Sy +AK)=0 =

BZ
5j Z 4+ IA-B|dx=0 =
24

j£l3.53+,15A~B+,1A-5B] dSx=0.
Ho

Variace pole 0B je provazana s variaci magnetického potencialu dA. Vzhledem k tomu,
ze B =rot A, plati 6B = rot A (derivace a variace jsou zaménné)
1
I[—B-rot6A+/1§A-B+/1A-r0t5AJ Px=0.
Ho
Cleny s rotaci prevedeme na divergence za pomoci vztahu A rot B = B rot A — div(AxB),
ktery naleznete v prvnim dile ,,Vybranych kapitol, viz vztah 13.120:
.. 1 .
I[——le(BX5A)+—r0tB -0A+A6A-B—Adiv(AXFA)+ ArotA- JAJ dx=0.
Ho Ho

Nyni za pomoci Gaussovy véty pifevedeme integraly pres divergence na integraly pies
povrch magnetické trubice, zbylé integraly ponechame a dosadime rot A = B:

—j HLB+/1A]><§A}-dS + HLrotB+2/1B]-5A} d*x=0.
o /uO v lu()

Variace vektorového potencidlu musi byt na hranici oblasti nulova, a proto prvni inte-

gral vymizi:
j{[irotmzm] : EA} $x=0.
L\ Ho

Vzhledem k tomu, Ze tento vysledek plati pro jakoukoli oblast a variace vektorového
potencialu dAy jsou nezavislé, musi byt nulovy (,,skoro v§ude) samotny integrand:

LrotB+2ﬂB =0.
Ho

Odtud ale okamzit¢ plyne nutnd podminka extremalnosti magnetické energie ve tvaru
| 2 rotB=oB. (1.256)

Ve stavu s minimalni energii, za podminky zachovani magnetické helicity, je tedy mag-
netické pole Beltramovym polem. Proudova hustota mifi ve sméru pole, jde o bezsilo-
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vou konfiguraci, ve které tecou proudy podél magnetickych indukénich car (tzv.
Birkelandovy proudy). Stav s minimalni magnetickou energii je nutné helikalni. Magne-
tické pole spliiuje Helmholtzovu rovnici, kterou ziskame aplikovanim operace rotace na
rovnici (1.256):

> (V2+a2)B=0. (1.257)

Je tieba ovSem poznamenat, Ze ne vSechna feseni rovnice (1.257) jsou feSenimi rovnice
(1.256), nebot’ derivovanim jsme zvysili fad rovnice. Helmholtzova rovnice (1.257) jiz
tedy neni nutnou podminkou extremalnosti magnetické energie. Pokud ma plazma ko-
necnou vodivost, dochédzi k disipaci energie a pfepojovani magnetickych indukénich

v

stavu bezsilové konfigurace. Pii téchto procesech se ovSem helicita méni.

Disipace magnetické helicity

Tuto podkapitolu miZze Ctenaf, ktery nepotiebuje znat podrobnosti, vynechat. Ma-li
systém uzaviené magnetické indukéni ¢ary (nulovou normalovou slozku magnetického
pole na povrchu), jsou jedinou cestou jak zménit helicitu pole disipativni procesy
a prepojeni indukénich ¢ar. Odhadnéme ulohu difizniho ¢lenu v rovnici (1.177). Pokud
provedeme krok za krokem odvozeni uvedené vyse s nezanedbanym difiznim ¢lenem,
dostaneme jednoduchy vztah

K ik (1.258)
dt o
V

Energie magnetického pole je dana vztahem

Wy = lsz dx. (1.259)
2/IV

Casova zména energie je dana Jouleovou disipaci

AWy

= —ljﬂ dx. (1.260)
det oy

K dal§imu vypoétu vyuZijeme Schwarzovu nerovnost (I.3.165) na prostoru L*:

(GlB) < lil-IBl = |fiBay < [ @x [ .

Okamzité tak ziskame odhad

dK

dK [L4VE
dr

(o dt

1/2
] . (1.261)

Vztah jesté upravime pomoci dvou dalSich rozmérovych odhadi: Podil magnetické
energie a helicity je nepfimo umérny rozmériim systému

< (z_ﬂWM

Wu  (B2m)AV  B*)2p 1 L] (1262)
K| [4B|AV  BL-B 2yl M ouL’ '
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Druhym odhadem je charakteristickd doba difuze magnetického pole (tzv. rezistivni ¢as):

B/t = VB = B/TR:LB/L2 = g ~LPou. (1.263)
ou ou

Odhad (1.261) nyni mizeme upravit do pouzivaného tvaru

172 1/2 1/2
D 770 L L R U S O
~ o 2uL2uL At 20uUL* At 27R At

a pro relativni zménu helicity plati fadovy odhad
AK At "2

> ‘—‘ <|— . (1.264)
K R

Pro rychlé d&je (At < 1R) je zmeéna helicity AK zanedbatelna. Naptiklad slune¢ni koro-
nalni erupce s dobou rekonekce Az~ 1 000 s, linearnimi rozméry L ~ 5 000 km a koefi-
cientem magnetické diftize ny ~ 10 °km?s' daji charakteristicky rezistivni ¢as 7g ~ 10" s
a relativni zménu helicity AK/K < 10~°. Opacna situace je v plazmatu tokamaku. Rezis-
tivni ¢as je v fadu jednotek sekund a doba udrZeni v desitkach sekund. Zména helicity je
zde podstatna.

AK
At

Tekutinové dynamo

Velmi dulezitou casti magnetohydrodynamiky je problematika generovani magnetic-
kych poli v nitru Slunce a planet. Soucasna teorie tekutinového dynama nedokaze vy-
svétlit vznik téchto poli, ale Gspésné popisuje jejich udrzovani, zesilovani a preklapéni
mezi dipolovou a azimutalni slozkou.

Cowlingiv anti-dynamo teorém

Anglicky astronom Thomas George Cowling (1906—1990) ukazal v roce 1934, ze staci-
ondrni osové symetrické magnetické pole nemiize vznikat osové symetrickym proudenim
plazmatu. Ptedstavme si jednoduché osoveé symetrické pole podle obrazku.

v

Obr. 1.35: Anti-dynamo teorém

Elektricky proud generujici pole teCe v proudové trubici podél neutralni linie, kde je
rotace pole nenulova a samotné pole nulové. Na obrazku je neutralni linie vyznacena



86 Teorie plazmatu

carkovang. Integrujme proudovou hustotu podél této neutralni linie s vyuzitim Ohmova
zakona (1.174):

$i-di=¢o(E+uxB)-d.
/4 /4

Magnetické pole je podél neutralni linie nulové, a proto je nulovy i druhy ¢len integrace.
Prvni ¢len pievedeme na plosny integral ze Stokesovy véty a upravime ho pomoci Max-
wellovych rovnic. Ze stacionarity plyne poté i nulovost prvniho ¢lenu:

j-di=0cf(rotE)-ds =crj(—a—3j~ds =0.
V4 S S ot

Dostali jsme se do sporu s pfedpokladem, ze stacionarni osové symetrické pole je gene-
rovano nenulovym proudem tekoucim podél neutralni linie. Generovani magnetického

vvvvvv

Parkeriiv model tekutinového dynama

Soucasnou teorii tekutinového dynama v rotujicim télese rozpracoval americky astrofy-
zik Eugene Parker (1927-2022). K teorii dynama ovSem pfispéla i fada dalSich fyzikd,
napiiklad vyznamny sovétsky teoretik Jakov Borisovic Zeldovi¢ (1914-1987) nebo
skotsky astrofyzik Henry Keith Moffatt (*1935). Pokud t€leso rotuje s diferencialni
rotaci, jsou ptivodné dipolové magnetické indukéni ¢ary vytahovany v mistech rychlejsi
rotace (u Slunce v okoli rovniku) v azimutalnim sméru. Tim dochézi k natahovani mag-
netické indukéni Cary, tj. zvEétSovani jeji délky. Tomuto jevu fikame omega efekt (podle
pismene omega, kterym se zpravidla znaci thlova frekvence rotujiciho télesa, ale i pod-
le tvaru vychlipené indukéni Cary). Pii omega efektu se meéni dipdlova slozka v azimu-
talni slozku. U Slunce k tomuto jevu dochdzi nejvyraznéji v blizkosti tzv. tachovrstvy,
coz je oblast pfechodu mezi radia¢nim a konvektivnim pfenosem energie. Nachazi se
ptiblizné 220 000 km pod sluneénim povrchem. Navinuti magnetické indukéni Cary
kolem dokola Slunce trva ptiblizné 8 mésici. U Zemé dochézi k obdobnému jevu ve
vodivém plastickém prostiedi na hranici jadra a plaste.

R .
0 %\Oﬁﬁﬁd\
MEGA EFEKT <\ ALFA EFEKT

Obr. 1.36: Slune¢ni dynamo
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Druhym vyznamnym jevem je alfa efekt. Dochazi pti ném k vychyleni magnetické tru-
bice vlivem Coriolisovy sily, k jeji deformaci a pteklopeni do dipolové slozky. Jev je
nazvan podle tvaru vychlipené indukéni Eary, ktera pfipomina pismeno alfa. Tyto jevy
umoznuji vzajemnou transformaci obou slozek pole a udrzovani pole tekutinovym dy-
namem. VZzdy je jedna slozka postupné zesilovana na ukor druhé a poté naopak. Magne-
ticky dipdl se proto pravidelné pieklapi. Naptiklad pro Slunce trva cely cyklus (doba, za
kterou je severni pdl zpét na svém miste) 22 let. V obdobi pieklapéni dipolu ma pole
vyrazné vyssi momenty (kvadrupdlovy a oktupolovy), pole ptipomina viasatou kouli, na
jejimz povrchu se stiida vice oblasti vystupujicich a vstupujicich indukénich Car.

Pii odvozeni omega a alfa efektu je podstatnd jednak diferencidlni rotace télesa
a jednak fluktuace magnetického a rychlostniho pole. Rozlozme obé¢ pole na ¢ast stie-
dovanou pfes kratkodobé fluktuace a na fluktuaéni ¢ést:

u={u)+ou; B=(B)+JB. (1.265)
Stfedni hodnoty fluktuaénich ¢asti jsou zjevné nulové:
(ou)=0; (6B)=0. (1.266)
Dosad’'me nyni rozklad (1.265) do rovnice pro magnetické pole (1.177):
M - Giﬂvz [(B)+0B] + rot] ((u)+Su)x((B)+3B)]. (1.267)

Stredovanim této rovnice zmizi ¢leny linearni ve fluktuacich a ziskame tak rovnici pro
stfedni hodnotu magnetického pole:

HB) _ LV2<B> + rot[(u)x(B)|+rot(Sux5B). (1.268)
ot ou

>

Odecteme-li nyni od (1.267) rovnici pro stfedni hodnoty (1.268), ziskdme rovnici pro
fluktuace magnetického pole:
0

> E(JB) :O_LIUV2 (6B) + rot[(u)XIB+Sux(B)+5uxIB —( SuxsB)|. (1.269)

Ziskali jsme tedy jak rovnici pro ¢asovy vyvoj stiedni hodnoty pole, tak pro ¢asovy
vyvoj fluktuaéni ¢asti. Prvni ¢len na pravé strané rovnice (1.268) popisuje standardni
difazi pole, druhy clen je zodpovédny za Q efekt a treti za o efekt, ktery ma ptivod ve
fluktuacich rychlostniho a magnetického pole.

Omega efekt
Pro Q efekt je podstatny druhy ¢len rovnice (1.268):
> % = rot[(u)x(B)]. (1.270)

Stredni hodnota magnetického pole je zamrznuta do stiedni hodnoty rychlostniho pole,
tj. magnetické pole sleduje pohyby plazmatu. Pokud téleso rotuje konstantni thlovou
rychlosti, tvar dip6lového pole se neméni. Naptiklad Slunce ale rotuje diferencialni
rotaci, na rovniku je tthlova rychlost o tietinu vétsi nez na polech. Vysledkem diferen-
cidlni rotace je vznik azimutalni slozky magnetického pole. Pro tplnost uved’me, ze na
Slunci je v blizkosti tachovrstvy nenulova diferencialni rotace i v radidlnim sméru.
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Obr. 1.37: Omega efekt

Alfa efekt
Pro a efekt je podstatny tieti len rovnice (1.268):
> % = rote;  &=(SuxJB). (1.271)

Alfa efekt zajistuje transformaci azimutalni slozky pole zpét na dipolovou. Cela rezie
alfa efektu je Cisté ve fluktuacich rychlostniho a magnetického pole. Z hlediska statis-
tické fyziky predstavuje vyraz € =(JuxJB) korelacni funkci (ab) mezi slozkami
fluktuaci rychlosti a magnetického pole. Pokud by byl vyraz nulovy, neexistovala by
zadna korelace mezi rychlostnim a magnetickym polem, to ale neni pfipad nami
popisované vodivé tekutiny. Vypocet korelacni funkce € = ( JuxJdB ) muze byt velmi
komplikovany, ¢asto se provadi jen numerickym feSenim rovnice pro fluktuace magne-
tického pole (1.269). Z ni je patrné, Ze fluktuace pole je umérna stfedni hodnot€ pole,
proto bude mit pii pomalu se ménicim poli korela¢ni funkce tvar

& =0 By )+ Lm0, By )+ (1.272)

Koeficienty a, f zavisi na statistickych vlastnostech fluktuaci. Specialné pro izotropni
turbulence bude mit vztah pro korela¢ni funkci jednoduchy tvar

& =0 By )+ €0 { By )+ (1.273)

Po dosazeni do rovnice (1.271) dostaneme vztah

> %:amum—mmw-- (1.274)

Prvni ¢len na pravé strané popisuje alfa efekt — kladnou zpétnou vazbu, pfi niz je ¢asova
zména stfedni hodnoty pole imérna samotné stfedni hodnoté. Z chaosu povstava novy
fad. Alfa efekt je pojmenovan podle koeficientu a u prvniho ¢lenu. Druhy ¢len na pravé
strané (f < 0) piedstavuje tzv. turbulentni difiizi a nebudeme se jim dale zabyvat. Pole
(B) je axialnim vektorem, proto musi byt koeficient o pseudoskalarem, tedy ménit
znaménko pii zméné pravotoCivé souifadnicové soustavy za levotocivou. Jednoduchym
mefitkem této ztraty zrcadlové symetrie fluktuujiciho plazmatu je hustota helicity rych-
lostniho pole. Pokud je nenulova, naptiklad diky Coriolisov¢ sile, stane se ve vodivém
plazmatu automaticky helikalnim i magnetické pole, u které¢ho se objevi slozka kolma
na puvodni smér a ta podle rovnice (1.274) dale nartista, nebot’ u helikalnich poli je
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alespon ¢ast pole Beltramova, tj. rot ( B') ~( B ), a proto je o( B )/0t~ ( B ). Tato kladna
zpétna vazba bude jakoukoli statisticky vzniklou pficnou slozku pole nadale zesilovat az
do ptipadné saturace. Pro fungovani o efektu jsou tedy podstatné tfi podminky:

1) Plazma ma alespon maly nenulovy odpor (jediné tak se helicita nezachovava
a pole se mohou stat helikalnimi);

2) Fluktuace rychlosti jsou helikalni (zajisti pseudoskalaritu koeficientu a);

3) Dojde ke vzniku kladné zpétné vazby, tj. malé poruchy musi nartstat a pertur-
bacni analyza vést k nestabilité. Pro plazma ve hvézdach je podminka splnéna.

Ve Slunci je pro alfa efekt nejdilezitéjsi tzv. tachovrstva na spodni casti konvektivni
zony, kde se obraceji sestupné proudy na vzestupné a fluktuace rychlostniho pole jsou

veliké, a navic helikalni.

¢ Piiklad 1.2: Pfedstavme si, Ze se v plazmatu vytvoii kruhové polarizovana vlna §itici
se ve sméru osy z (lokalné, mize jit i o azimutalni smér):

Su = (uq cos(kz — wt), uy sin(kz — 1), 0) .
Vysledkem takové poruchy je nenulova vifivost
dm=rotdu=—kdu.
Uvazovana fluktuace rychlostniho pole je Beltramovym polem a ma hustotu helicity
H=06u-60=—kuf.
Takovy tok okamzité povede k deformaci magnetického pole do helikalni struktury. D

Rotace stfedni hodnoty magnetického pole je imérna proudové hustoté, a proto ma
nové vznikajici pole slozku ve sméru tekouciho proudu. Magnetické pole tak diky fluk-
tuacim ziskdva komponentu ve sméru proudové hustoty a nové vznikajici (a postupné
silici) ¢ast pole je nutné helikalni (jde o Beltramovo pole). Tim se vytvafi slozka pole
kolma na pole ptivodni. Pokud jsou rychlostni fluktuace periodické, jako v ptikladu
s kruhov¢ polarizovanou vinou, méni se periodicky i smér indukovaného proudu a mag-
netické pole vytvofi prekroucenou smycku [8]:

a) b) c)

Obr. 1.38: Prekrouceni smycky

Uved'me na za&vér, ze alfa efekt sam postaci k preklapéni jak toroidalni slozky v poloi-
dalni, tak i poloidalni v toroidalni. Modelu postavenému jen na a efektu se fika ao mo-
del. Mnohem G¢inngjsi mechanizmus, ktery jsme popsali jiz dfive, je tzv. Parkertv
neboli a2 model.
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¢ Priklad 1.3: Odhadnéme korela¢ni funkci pro plazma s vysokou hodnotou Reynold-
sova magnetického cisla. Takova situace je jak na Slunci, tak ve fiznim plazmatu.
Ctenar, ktery nepotfebuje znat detaily, mtize tento ptiklad vynechat.

ReSeni: V rovnici (1.269) pro fluktuaci magnetického pole bude na pravé strang
dominovat treti ¢len, nebot’ magnetické fluktuace jsou zplisobeny pfedevsim fluktua-
cemi rychlostniho pole. Prvni ¢len je vzhledem k pfedpokladu vysokého Reynoldsova
Cisla zanedbatelny, ¢leny s druhymi mocninami fluktuaci jsou vyssiho fadu. Proto v na-
Sem priblizeni mame pro fluktuaci pole

%(éB) =~ rot[é‘ux(B)] =

jgklm mnoa ou (t)< >(t)dt

kde jsme provedli integraci fluktuace podle casu a rozepsali dvojny vektorovy soucin.
V zéapisu vynechavame zjevné prostorové zavislosti. Nyni upravime dvoji vektorovy
soucin:

t t
5By = [0,0u(t) (B, )(t)dt' ~[0,6u, () (B ) (') dr' .
0 0

V dalsim kroku provedeme naznacené derivace souCinu a budeme piedpokladat, ze
plazma se chova jako nestlacitelna kapalina (divergence obou poli jsou nulové):

! t
8By = [Suy (1) (B,) () dt' = [ Su, () By, )(1)de'.
0 0

Parcialni derivace piSeme ve zkratce za Carku v indexu. Nyni jiz mizeme pfistoupit
k vypoctu korela¢ni funkce € = ( duxoB ), ktera je zodpoveédna za a efekt:

£ =g k<§u §Bk>

t
- < [ & 0u;(t) Sy, (¢)(B, ) (t') dt’> - <jg,-jk5u (1) Su, () <Bk,n>(t’) dt’> .
0 0

Vysledek lze napsat ptehledné takto:

t
<Ia (t,) (B, )(1) dt > <I77ikn (6, (Bi ) () dt’> ;
0

O (1,1') = € Ou (1) Suy (1) (1.275)
Miten (8,17) = €51 Ou ; (¢) Ou, (1) .
Lze predpokladat, ze korelacni koeficienty jsou funkci ¢asové odlehlosti, tj.
o, (1) = 0, (t = 1),

) ) (1.276)
nikn(t’t ) = nikn(t_t )
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a do minulosti rychle konverguji k nule. Pomalu se ménici stfedni hodnotu pole a jeho
derivaci lze z integrace (1.275) potom vytknout:

(1) = 0y () By, )(O) = Tign (D By )(0) 5

t
&) =( [0, (1=1) '), (1.277)
0

t
Tion ) = { [y (£ =) A
0

Fluktuace magnetického pole je tedy v naSem piiblizeni imérna stfedni hodnoté pole
samotného a jeho derivacim. Koeficienty umeérnosti jsou dany integraly z fluktuaci
rychlostniho pole. Pokud budeme pro jednoduchost predpokladat izotropii plazmatu (to
ale nemusi platit vzdy), musi platit

~al i (1.278)
Mikn =~ €ikn -

Za nasich zjednodusujicich pfedpokladi tedy pro korelacni funkci € = ( JuxdB ) plati
e=a(B)-nJ (1.279)

a skutecné ma ¢ast umérnou stfedni hodnoté pole.

V obecném piipade€ jsou k uréeni slozek pole potiebné numerické simulace vychozich
rovnic alfa a omega efektu, které jsou mimoradné naro¢né. Na obrazku jsou vysledky
takovych simulaci pro zemské dynamo v superpocitacovém centru v San Diegu.

pujici a vystupujici indukéni ¢ary. Nalevo je prevazné dipolové pole, napravo stav pfi prepdlovani,
kdy ma Zemé nékolik pdll severnich a nékolik jiznich. San Diego Supercomputer Centrum, 1999.
Gary Glatzmaier, Paul Roberts.
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Prepojeni magnetickych induké¢nich ¢ar

V piirod¢ je velmi Casté, ze magnetickda pole riznych zdrojii se vzajemné propojuji
a vytvareji tak jakousi pavucinovou sit’ magnetickych poli. Napiiklad pole strelky kom-
pasu ma jak uzaviené indukéni céry, které se vraceji do druhého poélu, tak i oteviené
indukeni ¢ary vyvérajici z oblasti pola strelky, které se nikdy nevrati zpét. Napojuji se
totiz na indukéni ¢ary pole Zemé. Prave proto stielka kompasu miii k severu.

V ptirodé také dochazi k prepojovani magnetickych indukénich ¢ar, tzv. rekonekci.
Magnetické pole (vétSinou velmi rychle) piejde do stavu s niz§i energii tim, ze zméni
topologii svych indukénich c¢ar. Indukéni Cary se uspotfadaji do jiné, energeticky
vyhodngjsi konfigurace. Uvolnéna energie zahieje okolni plazma. K pifepojeni dochazi
nejcastéji v oblastech, kde magnetické indukéni ¢ary mifi opacnym smérem. Tak tomu
je napiiklad ve smyckach magnetického pole ve slunecni koréné, na celni strané
magnetosféry Zeme nebo v magnetickém ohonu Zemé.

Bohuzel neexistuje uspokojivy analyticky model, ktery by popisoval piepojeni in-
dukénich ¢ar na vSech skalach. Vétsina modell je jen bilanci, kolik latky do oblasti
rekonekce vteklo a kolik z ni vyteklo. Detailnéjsi popis se zpravidla opird o robustni
numerické simulace. K popisu pfepojeni magnetickych indukénich car jiz nelze pouzit
idealni magnetohydrodynamiku, ve které ma plazma nulovy elektricky odpor, resp.
nekonecnou vodivost. V takovém prostiedi ma rovnice pro ¢asovy vyvoj jen ¢len zamr-
zani a plazma je dokonale provdzané s magnetickym polem. Budeme piedpokladat, ze
se plazma chova jako nestlacitelna kapalina, tj. div u =0, coz koresponduje s rovnici
divB=0 a je jistym vyjadienim provazanosti rychlostniho a magnetického pole.
V idealni magnetohydrodynamice neni mozné proudéni plazmatu napti¢ magnetickych
induk¢nich cCar, neexistuje disipace energie, magneticky tok libovolnou uzavienou plo-
chou je konstantni, magneticka helicita magnetické trubice se zachovava a dvé castice
lezici na jedné indukéni ¢afe budou na této ¢afe neustale. Jakakoli zména topologie
induk¢nich ¢ar je v ramei idealni magnetohydrodynamiky nemozna.

Pro popis pfepojeni magnetickych indukénich ¢ar v ramci tekutinovych modeli je
proto nutné pouzit tzv. rezistivni magnetohydrodynamiku, ve které ma plazma nenulovy
odpor. Energie nahromadénd v magnetickém poli se pii prechodu do jiné topologie
indukénich ¢ar musi uvolnit, a to je mozné jediné v plazmatu s nenulovym odporem.

Pro rezistivni magnetohydrodynamiku je velmi vyznamny rezistivni ¢as (1.263) od-
vozeny rozmérovou analyzou z rovnice difiize. Jde o charakteristickou ¢asovou kon-
stantu magnetické difuze, za kterou je odpovédny nenulovy odpor plazmatu.

Vétsina pohybil v plazmatu s magnetickym polem je charakterizovana Alfvénovou
rychlosti (1.237). Doba, za kterou rozruch projde touto rychlosti plazmatem, se nazyva
Alfvénitv cas. Oba charakteristické Casy jsou dany relacemi

L:@. (1.280)

2
TR ~ Lou; Ay B
A 0

Z experimentl je zndmo, ze typickd doba rekonekce lezi mezi obéma Casy a je rovna
priblizné geometrickému priméru téchto casu:

TREC =\TRTA - (1281)

Dulezitou charakteristikou plazmatu je Lundquistovo cislo #, (nékdy se znaci S), které
je pomérem rezistivniho a Alfvénova Casu:
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H,=S=-LR= = Louvy . (1.282)

Lundquistovo ¢islo je shodné s Reynoldsovym magnetickym c¢islem, pokud za rychlost
plazmatu dosadime Alfvénovu rychlost. Pro riizna plazmata ptiblizné plati [26]:

Plazma L (m) TR () 7 (S) #
oblouk 107 107 107 1

tokamak 1 1 10°° 10°
jadro Zemé 10° 10" 10° 10’
slunecni skvrna 10’ 10* 10° 10°
slunecni kordna 10° 10" 10° 10"

Vidime, ze s vyjimkou obloukového plazmatu je Reynoldsovo (Lundquistovo) ¢islo vel-
mi vysoké a jak pro fuzni, tak pro astrofyzikalni plazma dominuje v rovnici pro casovy
vyvoj ¢len zamrzani. Ve vétsing€ plazmatu lze proto pouzit idealni magnetohydrodyna-
miku. Oblasti pfepojeni indukénich ¢ar, kde jsou podstatné diftzni procesy, jsou prosto-
rové omezené a nachazeji se jen v mistech slabého nebo nulového magnetického pole.
Témto oblastem fikame difiizni region. V ném musime pouZit rovnice rezistivni magne-
tohydrodynamiky a na jeho hranicich navéazat feSeni na feSeni idealni magnetohydro-
dynamiky, tedy i s ¢lenem popisujicim difuzi magnetického pole. Zpravidla se do rovnic
pridava i rovnice kontinuity pro energii, jejiz zmény jsou pii rekonekci podstatné.

Samovolna 2D rekonekce v magnetické vrstvé

==
i-0-0-6-0-0- > = <

| e~
— . B

Obr. 1.40: Princip prepojeni magnetickych indukénich car

Nejjednodussi mozna situace je zakreslena na obrazku. V kolmém sméru (na obrazku
v ose y) magnetické pole postupné slabne az na nulovou hodnotu pro y =0. Zde pole
obraci smér a opét roste. V oblasti nulového pole musi téct elektricky proud (rotace pole
je nenulova). V rovin€ (xz) se vytvaii tzv. neutrdalni vrstva, kde proud mifi v ose z.
Na plazma ptisobi Lorentzova sila j*B a stlacuje ho smérem k neutralni vrstvé. V plaz-
matu s nulovym odporem se vytvoii rovnovaha mezi hustotou Lorentzovy sily a gra-
dientem tlaku plazmatu, veskery makroskopicky pohyb ustane.
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Ma-li plazma ovSem nenulovy, libovolné¢ maly odpor, nejsou jiz magnetické induk-
¢ni ¢ary vmrznuté do plazmatu a plazma se miize pohybovat (driftovat) napti¢ indukc-
nim ¢aram. Rychlost tohoto pohybu je dana prvnim vyrazem obecného vztahu pro drif-
tovou rychlost (1.110):

ud:Esz jxB :rothB. (1.283)

B> oB? 0',uB2

Vzajemny pohyb plazmatu a indukénich Car v prostfedi s nenulovym odporem zpuso-
buje jejich pretrhavani a napojovani na jiné indukéni ¢ary. Uvolnéna magneticka
energie Jouleovsky zahteje plazma. Podle tvaru indukénich ¢ar se bod, ve kterém doslo
k piepojeni, nazyva X bod. Casto je takovych bodii v neutralni vrstvé cel fada a mezi
nimi vznikaji tzv. magnetické ostrovy (plazmoidy), v jejichz stfedech jsou tzv. O body:

Obr. 1.41: Body X a O vznikajici pfi prepojeni indukcnich car

Carkovanou ¢arou je oznatena separatrisa, kiivka oddélujici rizné topologie magnetic-
kého pole. V horni ¢asti mifi indukéni ¢ary magnetického pole jednim smérem, v dolni
mifi smérem opaénym. V oblasti kolem neutralni vrstvy se vytvorily magnetické ostrovy.

Pro posouzeni rychlosti rekonekce se pouziva tzv. index rekonekce (Machovo-Alf-
vénovo ¢islo). Index rekonekcee je definovan jako pomér rychlosti plazmatu vstupujiciho
do oblasti rekonekce a Alfvénovy rychlosti, kterou je plazma samovolné vytlacovano
z oblasti rekonekce ven. Pro samovolnou (spontanni) 2D rekonekci mame

g oM Mg Vop 1 1
S| s
P gy A ua Louvs  #py
tedy plati
1
> #Sp = E . (1284)
u

Pro samovolnou 2D rekonekei je index rekonekce pievracenou hodnotou Lundquistova
Cisla, pro fuzni i astrofyzikalni plazma je velmi maly (u;, <K uyy), COZ znamena, ze
rekonekce probihd velmi pomalu. V kapitole 1.3.3 ukaZeme, Ze v dostate¢né ,,tlustém*
plazmovém vlakné se neutralni vrstva nulového pole vytvoifi samovolné. Na opa¢nych
stranach vrstvy ma pole opac¢nou polaritu a dochazi zde k samovolné 2D rekonekei.

Rizena 2D rekonekce (Sweetiiv—Parkeriiv model)

K pfepojeni indukénich ¢ar nemusi dojit samovolné, jako v minulém piipadée, kdy se
v plazmatu vytvorila neutralni vrstva (nulova vrstva, vrstva nulového pole neboli prou-
dova vrstva) a plazma samotné se diky relaxacnim procesim zacalo pohybovat k neut-
ralni vrstve.
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V malé oblasti plazmatu v okoli neutralni vrstvy ¢asto dochézi k znaénému zvyseni
odporu plazmatu. Mechanizmy, které k tomu vedou, nejsou dosud zcela jasné. Oblast se
zvySenym odporem plazmatu se nazyva difiizni region. Plazma je do difizniho regionu
hnano difuzi magnetického pole. Podél indukénich ¢ar plazma z difizniho regionu
volné vytéka ven Alfvénovou rychlosti (plazma vytlacuje magneticky tlak). Typickym
prikladem takové rekonekce jsou procesy ve slunecni koron€ a nasledna erupce jako
projev uvolnéné energie.

Jednoduchy model fizené rekonekce navrhl anglicky astronom Peter Alan Sweet
(1921-2005) v roce 1958 a nezavisle americky astrofyzik Eugene Parker (1927-2022)
v roce 1957. Model predpoklada, ze oblasti plazmatu s opa¢n¢ orientovanymi indukéni-
mi ¢arami jsou difuzi (magnetického pole) vtlacovany do diftizniho regionu k neutralni
vrstveé rychlosti uj,. V této oblasti probiha rekonekce indukénich ¢ar. Na bocich oblasti
musi byt plazma vytlaovano ven z difuzniho regionu rychlosti ugy, ¢asto v podobé
plazmovych vystiikii. Sweetiv—Parkertv model pfedpoklada, ze pro rozméry regionu
plati A> ¢, tj. difiizni region je rozsahly, ale velmi tenky. Elektricky proud teée opét
Vv roving x-z ve smeru osy z.

BE—
Obr. 1.42: Difuzni region

Sweetliv-Parkertiv model se opira o tfi tvrzeni:

1) Vtékajici plazma sleduje difundujici indukéni ¢ary magnetického pole, tj. rychlost
pohybu plazmatu je dana rezistivnim ¢asem R, viz (1.263)

o o 1

R Sou dou

2) Vytékajici plazma se pohybuje volné (tedy je vytlaCovano magnetickym tlakem),
proto ma Alfvénovu rychlost

(1.285)

Upn =

2
B 1 B
Zm—pudy D gy ~UA = (1.286)

2y 2 JHp
3) Vztah mezi obéma rychlostmi je dan zachovanim hmotnosti (rovnici kontinuity ve
tvaru uS = const)
Ui A =1y 0 . (1.287)

Uréeme na zavér jesté index fizené rekonekce, ktery je roven Machovu-Alfvénovu
¢islu. Vyjdeme z rovnice kontinuity (1.287) a ze vztahu (1.285) pro uip:
Uy, 6 dou 1 1

#2 _ Uin
dr = A 4 By
Uout Uout UA CHUA Lu
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Po odmocnéni mame
| 4 #ae =1/ \#Ly - (1.288)

Obr. 1.43: MHD simulace rekonekce s difiznim regionem.
Stupném Sedi je znacena proudova hustota. J. Birn.

Rychla 2D rekonekce (Petschekiv model)

Index fizené rekonekce je vetsi nez index samovolné rekonekcee, fizena rekonekce proto
probiha rychleji. Nicméné nékteré déje, jako napiiklad koronalni vyrony hmoty, jsou
jesté rychlejsi, nez by odpovidalo Sweetovu—Parkerovu modelu. Za rychlou rekonekci
povazujeme dé&je s indexem rekonekce srovnatelnym nebo vys§im nez 0,1. Casto se
pouziva model, ktery odvodil americky fyzik a inzenyr Harry Petschek v roce 1964.
K rekonekei dochazi jen ve velmi malé oblasti (4 = J) a je zplsobena rozvojem ostriiv-
kové (tearing) nestability vznikajici z MHD vin. V blizkosti difizniho regionu se vytvari
razova vina, ktera proces rekonekce urychli. Rychlost vtékani i vytékani plazmatu neni
pfi tomto mechanizmu pfili§ odlisna. V takovém modelu vychazi pro index rekonekce

1
In(#ry )

Petschektiv model je vynikajici pro popis rychlé rekonekce. Jeho hlavnim problémem je
to, Ze nijak nefesi vznik malého regionu se zvySenou rezistivitou a neni tedy vnitingé
konzistentni. Zcela selhava pro plazma s homogennim pribéhem rezistivity. Navic
rezistivita dana Spitzerovym vztahem je jen ptiblizeni platné pro malé hodnoty elektric-
kého pole, pii rekonekcei 1ze ocekavat genezi silnych elektrickych poli a anomalni pri-
béh rezistivity. Spravné predpoveédi nékdy nedava ani v astrofyzikalnim plazmatu, kde
diftzni region neni ,,maly“. Pfes vSechny nedostatky jde o prvni model zalozeny na
rozvoji ostrivkové nestability, ktery dobie postihuje zakladni fyzikalni mechanizmus.

> #p . (1.289)

Rychla 2D rekonekce s Hallovym jevem
Pro difiizni regiony mensi nez Larmoriv polomér iontl je tieba zapocitat Halliv jev
(vznik elektrického a magnetického pole kolmého na tekouci proud). Zobecnény Oh-
muv zakon ma tvar
a .
j=o(E+uxB)—-2(jxB-Vp,)-—2- (1.290)
On gy Ot

Prostiedni ¢len s vyrazem jxB odpovida Hallovu jevu. Halliv jev zasadné ovliviiuje
strukturu poli na vzdalenostech mensich, nez je typicka prostorova periodicita pohybu
iontd dana Larmorovym polomérem, nebo tzv. inercialni $kala ionti:
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=ML (1291)
OB
Ri = C/C()pi . (1292)

Na tak malych §kalach dojde k oddéleni elektronii od iontd, coz umozni vznik Hallova
proudu. Takova situace vede pii nenulové rezistivité k rychlé rekonekci Petschekova
typu (Shay, 1999). Uvazujeme-li Halliv jev, neni k rekonekci zapotiebi srazkového
plazmatu. Tuto obdobu Petschekova modelu Ize odvodit i Cist¢ kinematicky a beze-
srazkoveé. Model je, na rozdil od Petschekova modelu, vnitiné konzistentni. Vzniklé
MHD viny patfi do skupiny hvizdi (viz kapitola 1.4.5) a jejich frekvence je umérna
druhé mocniné vlnového vektoru

o~k (1.293)
viny s malymi rozméry ziskavaji vysoké rychlosti, které predavaji plazmatu
dw 1
Ugyt ~— ~k ~—. 1.294
out ~ 4y s ( )

Index rekonekce s Hallovym jevem neni zavisly na Lunquistovu Cislu a je roven pfi-
blizné 0,1:

> #y =0,1. (1.295)

Prikladem rekonekce Hallova typu je rekonekce v magnetickém ohonu Zemé. Tloustka
nulové vrstvy protékané proudem je za normalnich okolnosti 5000 km. Pfi magne-
tickych boufich dojde k jejimu ztenceni az na 200 km, coz odpovida Larmorovu polo-
méru iontd v magnetickém ohonu. V tu chvili zacne bouflivé probihat rekonekce Hallo-
va typu.

Turbulentni 2D rekonekce (GS95 model)

Procesy rekonekce muze déle urychlit ¢i ovlivnit pfitomnost vin a turbulenci v plazma-
tu. Vroce 1995 byl napiiklad vytvoren turbulentni model GS95 (pojmenovany podle
americkych teoretikl Petera Goldreicha a Seshadri Sridhara), ve kterém je index reko-
nekce dokonce roven

> fos =~ #d (1.296)

Rekonekce v tomto modelu tedy probiha mimotadné rychle. Charakter difizniho regi-
onu je fraktalni, struktury se na mensich vzdalenostech opakuji az do Larmorova polo-
méru iontd. V difiznim regionu se vytvaii velké mnozstvi magnetickych ostrovii nej-
ruznégjsich velikosti, které pfipominaji saponatovou pénu. Turbulentni rekonekce mize
ve vesmiru urychlovat ¢astice kosmického zafeni za pomoci Fermiho mechanizmu,
v oblasti silngjSiho pole vznikaji magneticka zrcadla. Také vzniklé magnetické ostrovy,
jez se pohybuji a méni svou velikost, mohou nabitym Casticim piedavat energii. Turbu-
lentni rekonekce mutize ovlivnit i proces vzniku hvézd, prepojovani indukénich Car efek-
tivné zeslabi pivodni pole; pokud by bylo pole jen ,,zamrzIé*, hvézda by ziskala pfi
prosté kontrakci ze zarode¢né mlhoviny extrémné silné magnetické pole. Model GS95
dale rozvinuli v roce 1999 ameriéti astrofyzici Alexander Lazarian a Ethan Tecumseh
Vishniac — vytvofili tzv. model stochastické rekonekce zalozeny na nahodnych fluktua-
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cich magnetického pole v plné ionizovaném neviskéznim plazmatu, kde nartstajici alfa
efekt vytvari nové magnetické usporadani.

Obr. 1.44: Oblasti rekonekce magnetickych indukénich ¢ar z PIC simulaci autora

3D rekonekce a dalsi oteviené otazky

Pokud ma magnetické pole i vyraznou slozku kolmou na neutralni vrstvu, hovotfime
o 3D rekonekci. Situace mize vypadat obdobné jako na obrazku 1.45, oproti obrazku
mize byt vé&jif indukénich Car v realné situaci jesté stoCen do spiraly v roviné (xy).
Mechanizmy 3D rekonekce jsou prozkoumany zatim jen velmi malo.

2D modely popisujici rekonekci jsou vétsinou jen stacionarni, rekonekce ma ovSem
v mnoha piipadech eruptivni charakter, ktery tyto modely nemohou postihnout. Na
rekonekci magnetickych indukénich ¢ar mohou mit zasadni vliv i rizné dalsi jevy,
napfiiklad separace elektronli a iontli, anomalni rezistivita nebo urychlovani nabitych
castic. K rekonekci magnetickych indukénich ¢ar mize dojit i v bezesrazkovém plaz-
matu. Popis takovych d&ji se neopira o magnetohydrodynamiku (ta je srazkoveé domi-
nantni), ale o statistické modely plazmatu. Uplny popis rekonekce neni v tuto chvili
k dispozici, je pravdépodobné, Ze k rekonekci vede cela fada mechanizmu, které se
vétsinou zkoumaji za pomoci numerickych simulaci.

Pro rozsahlé difizni regiony dobtfe funguje Sweetiiv-Parkeriv model, ktery byl
v roce 2007 zobecnén na asymetricky pfipad (Paul Cassak, Michael Shay). Pro oblasti
mens$i, nez je Larmorv polomér iontd, je tieba zapocitat Halltv jev, ktery s sebou nese
katastrofické chovani a rychlou rekonekci Petschekova typu s indexem rekonekce ~ 0,1.
Existuje fada otevienych otdzek: Je index rychlé rekonekce vzdy 0,1? Pro¢? Mize
existovat stacionarni rekonekce a nebo jde vzdy o eruptivni jev? Jak z mikroskopickych
rekonekei vznikaji makroskopické jevy (slune¢ni erupce, magnetické boute, koronalni
vyrony hmoty)? Jaka je role turbulenci pii rekonekci? Jak probiha tfirozmérna reko-
nekce?

Pfipomenime na zavér, ze pocatky chapani rekonekce spadaji do roku 1946, kdy
australsky astronom Ronald Gordon Giovanelli (1915-1984) navrhl, ze zdrojem ohievu
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plazmatu a urychleni ¢astic mohou byt nulové body magnetického pole ve tvaru pis-
mene X. Oznaceni magnetické prepojent (anglicky magnetic reconnection) zavedl ang-
licky fyzik a astronom James Dungey, ktery v roce 1953 objevil, Ze zména topologie
magnetickych induk¢nich ¢ar je mozna jeding v plazmatu s nenulovym odporem. V roce
1961 Dungey navrhl, ze magnetické pfepojeni je mechanizmus odpovédny za transport
energie slunecniho vétru do magnetosféry Zeme. Diive se pofepokladalo, ze je magne-
tickd rekonekce také zodpovédna za ohtfev slunecni korony. Dnes je jasné, Ze v koroné
mikrorekonekce sice probihaji, ale hlavnim zdrojem ohievu je rozpad magnetoakus-

tickych vin.
N .
- JoO®

Obr. 1.45: Ttirozmérné prepojeni magnetickych indukénich éar

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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1.3.3 Neékteré rovnovazné konfigurace v plazmatu

Rovnovaha v plazmatu

V ustaleném stavu, kdy je plazma v rovnovaze a nepohybuje se, musi byt prava strana
pohybové rovnice (1.213) nulova.

> -Vp+jxB = 0. (1.297)

Viskozni procesy se v rovnovaze neuplatiiuji, nebot’ se plazma nepohybuje. V rovno-
vaze je gradient tlaku latky roven hustoté Lorentzovy sily. Udélame-li skalarni sou¢in
rovnice rovnovahy (1.297) s proudovou hustotou nebo magnetickym polem, okamzité
dostaneme:

j'Vp:Oa

1.298
B-Vp=0. ( )

Vzhledem k tomu, ze gradient je kolmy na plochy konstantniho tlaku, je zfejmé, ze
elektrické proudy v rovnovaze te¢ou podél ploch konstantniho tlaku. Stejné tak sleduji
plochy konstantniho tlaku i magnetické indukéni ¢ary. Proudové trubice jsou tak totozné
s magnetickymi trubicemi, i kdyz smér vektort j, B obecné neni totozny.

Obr. 1.46: Rovnovaha v plazmatu

Magneticky povrch
Predpokladejme, Ze existuje funkce w(x) takova, ze povrch magnetické trubice je dan
rovnici

w(x) =const . (1.299)

Gradient hledané funkce bude kolmy na povrch magnetické trubice, a proto musi platit
B-Vy=0. (1.300)

Magnetické pole mizeme ve valcovych soufadnicich (r, ¢, z) snadno vyjadfit za pomoci
vektorového potencialu ze vztahi
g 104 %y o4, o

1o
B, =0 %% p 19 gy
: rar( 2

1 94,
" rop oz’ ? 0z or ’

;agp

(1.301)

Rovnici (1.300) splnime ve valcovych soufadnicich pro jednotlivé symetrie tlohy
snadno nésledujicimi volbami:
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Translacni symetrie (0/0z = 0):

y(r.p)=4.(r,9). (1.302)
Osovd symetrie (0/0p = 0):
Y(r,z)=rd,(r,z). (1.303)
Helikalni symetrie se stoupanim o:
y(r,p—az)= A (r,p-az)+ard,(r,p—oz). (1.304)

Funkce, ktera charakterizuje povrch magnetické trubice, je v uvedenych symetriich dana
vhodnymi kombinacemi slozek vektorového potencialu.

Rovnoviha v osové symetrii

Predpokladejme osovou symetrii (proménné nezavisi na toroidalnim thlu ¢, viz obr. 1.47).
Funkci, ktera uruje tvar magnetickych povrchi, uré¢ime ze vztahu (1.303)

W(r,z)=rd,(r,z).

Radialni a osovou slozku pole mame okamzité z (1.301):

a——l

r oz

(1.305)

B, = +la—w

r or

Posledni komponentu uréime z Ampérova zékona:

1

B, =4IV (1.306)

4 2rr

kde I(y) je elektricky proud tekouci v poloidalnim sméru skrze kruh ohrani¢eny magne-
tickym povrchem, viz obrazek 1.47:

Obr. 1.47: Osové symetricka rovnovaha v plazmatu

ZapiSme nyni pro tuto symetrii radialni slozku podminky rovnovahy (1.297), ve které za
proudovou hustotu dosadime z pfislusné Maxwellovy rovnice:
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py) | . ,
- B.-j.B, =0;
or oz
—M+L[rotB] B, —L[rotB] B, = 0;
or Ho 14 Ho :
_apam;[aﬁ_a&}@_L[li(rgq,)}% - 0.
or Mol 0z Or Ho L7 or

Nyni dosadime za magnetické pole ze vztaht (1.305) a (1.306) a vyjadiime derivaci
tlaku a proudu jako derivaci slozené funkce of{y)/0r = Of/Oy -Ow/Or. Po piimocarych
upravach dostaneme rovnici pro y:

2 2 2
Oy, 010y H o

2 Op
+ —=0. 1.307
oz2 orr or 8zl oy Hor ( )

Iy

Jde o Gradovu-Safranovovu rovnici pro rovnovéhu plazmatu za ptedpokladu osové
symetrie. Vztah poprvé odvodili v roce 1958 Harold Grad a Hanan Rubin z Newyorské
univerzity a nezavisle na nich v roce 1959 v tehdej$im Sovétském Svazu Vitalij Dmitri-
jevi¢ Safranov. Safranovova prace byla publikovana v zapadnim svété aZ v roce 1966.

>

Proudové vlakno (pinc)

Proudova vlakna neboli pince ¢i filamenty patfi snad k nejbéznéjsim utvarim v plazma-
tu. V nejjednodussi situaci tece proud v ose pince (axialni smér) a kolem pince vytvari
magnetické pole (azimutalni smér), které ptisobi Lorentzovou silou na proudové vlakno
a snazi se ho smrstit. Po ¢ase se ustavi rovnovaha mezi gradientem tlaku plazmatu, ktery
se snazi plyn rozepnout a Lorentzovou silou, ktera pin¢ komprimuje. Takovy utvar se
nazyva z-pin¢, pismeno z naznacuje, ze proud tee v ose z pince. Slovo pin¢ pochazi
z anglického pinch (stisknout).

/\ ’ /\ B I -\‘\‘ J i ‘\‘
i :. - I:' - B
-1 A H
VAV VAV

z-pin¢ helikalni pin¢ 6-pin¢

Obr. 1.48: Rlizné druhy proudovych vldken

V kapitole 1.5.2 uvidime, Ze rovnovéha je nestabilni a pin¢ tohoto typu se rychle roz-
pada. Staci vSak, aby magnetické indukéni Cary byly zkroucené do magnetického
provazce, a pin¢ se stava relativné stabilnim Gtvarem. Proudova hustota i magnetické
pole maji axialni i azimutalni slozky. Axialni slozka proudu generuje azimutalni pole
a azimutalni slozka proudu generuje axialni pole. V tomto pifipadé hovofime o heli-
kalnim (Sroubovicovém) pinci. V laboratofich jsou vyznamné jesté dalsi konfigurace.
Znamy je 6-pin¢, ve kterém proud teCe v elektrodé po povrchu pince v azimutalnim
sméru. Vytvorené magnetické pole je axidlni. Dalsi konfiguraci je toroidalni pin¢ —
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plazma drzené v toroidalni geometrii v tokamacich. Jde vlastné o stoCeny pin¢ do tvaru
toroidu. Misto axialniho pole zde byva zvykem hovofit o poli toroiddlnim a misto
azimutalniho pole o poli poloidalnim.

Bennettova rovnovaha

Naleznéme nyni rovnovahu z-pince za ptredpokladu homogenné rozlozeného elektric-
kého proudu a zanedbatelnych radiac¢nich procesti. Podminky rovnovéhy z-pince za
vyse uvedenych predpokladl poprvé fesil finsky védec a vynalezce Willard Harrison
Bennett (1903—-1987) jiz v roce 1934. Nejprve nalezneme v pinéi o poloméru R azimu-
talni magnetické pole B(r) z Ampérova zakona prepsaného do valcovych soufadnic:

rotB=14j =

1d .
——(rB)=pyj =
rdr
B(r) zﬂr—kg.
2 r

Je zjevné, Ze prvni Clen popisuje chovani pole uvniti pince (druhy by v centru pince
divergoval, a proto je C = 0. Naopak vn¢ pince je proudova hustota nulova a tim i prvni
&len. Obé feseni navazeme na hranici pince a dosadime j = I/zR*:

Mol

5 T <R;
B(r)=127R (1.308)
Kl SR,
2rr

Integraci jsme provadéli uvniti pince, proto bylo pouzito vnitini feSeni pro magnetické
pole. Vyznam integraéni konstanty pg je zfejmy. Jde o tlak v centru pince. Tlak v pinc¢i
by mél klesat az k povrchu, kde je nulovy, tj. p (R) =0. Z této podminky urcime inte-
gracni konstantu pg a celkové feseni:

2 2
1

> P =po|1-2 s pp = (1.309)
R 4r7°R

Jde o znamé Bennettovo feSeni s parabolickym pribéhem tlaku. Tlak v centralni ¢asti

pince je tmérny kvadratu celkového proudu. Pokud dosadime za tlak elektronti a iontt
ze stavové rovnice

po = nkgT, +nikgT; = nkg (T, +T,/Z), (1.310)
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a nasledné za koncentrace a za koncentraci n, = N, /V = N, /zR*], ziskame dalezity vztah
mezi teplotou centralni ¢asti a celkovym tekoucim proudem:

N,
> Nokg (T+TZ) =202 N, =2y 2R?. (1.311)

4r [
Veli¢ina N, predstavuje pocet elektrond na jednotku délky pinée na centralni linii.
Vidime, Zze dosazena teplota je umérna druhé mocniné protékajiciho proudu.

Bezsilova helikalni konfigurace pince, reverzni piné¢

Predpokladejme, Zze se po dostatecné dlouhé dobé dostane helikalni pin¢ do stavu
s minimem energie v magnetickém poli. Potom je magnetické pole nutné helikalni
a spliuje Beltramovu podminku rotB = @B . Ve valcové geometrii bude radialni slozka
pole nulova a azimutalni i axialni slozka bude zaviset jen na proménné . Beltramovu
podminku rozepiseme ve valcovych soufadnicich po slozkach:

0=0aB,,
dB
rotB=aB; = -—==aB,, (1.312)
dr
1d
——|\rB,|=aB, .
rdr ( (p) z
Po dosazeni za pole B, z druh¢ do tfeti rovnice dostaneme rovnici
d*B, 1dB
Z4——Z40’B =0. (1.313)
&2 rodr

Jde o Besselovu rovnici, kterd ma feSeni

BZ(I") = Bo._]o(ar) N
| 4 1.314
B¢(r)=BOJ1(05r). ( )

AR
\
\\
TN
N,
\\ / N
\q A
PN 6 / 8 x
L \ //
\._//

Obr. 1.49: Prabéh Besselovych funkci Jg a J1

Funkce Jy a Ji jsou Besselovy funkce prvniho druhu, ve valcovych soufadnicich nahra-
zuji funkce kosinus a sinus znamé z kartézskych soufadnic. Obdobné jako derivace
kosinu je minus sinus, je i derivace Jy rovna minus Ji. Besselova funkce Jy méni zna-
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ménko v argumentu 2,4. Pokud ma pin¢ dosti velky polomér, nutné dojde pro » > 2,4/a
k obraceni sméru pole B,. Vznikly utvar nazyvame reverzni pin¢. Na poloméru

2,4
a=
(04

(1.315)

vznika neutralni vrstva, na jejichz opa¢nych stranach ma pole opacny smér, tedy situace
vhodna pro rekonekci magnetickych indukénich ¢ar a pro rozvoj ostrivkové (tearing)
nestability.

Obr. 1.50: Nejznaméjsim plazmovym vidknem je kanal blesku.
Zdroj: Ing. Jaromir Jindra, Ceska astronomickd spole¢nost.
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Kratce z rané historie vyzkumu pinc¢ia

1790

Holandsky védec Martin van Marun (1750-1837)
vybil 100 leydenskych lahvi ptes dratek, ktery ex-
plodoval. Vytvofil tak prvni zdokumentovany (i kdyz
nevysvétleny) pinc.

1905

Australsti védci J. A. Pollock a S. Barraclough pozo-
ruji v blizkosti Sydney v Australii trvalou deformaci
dutého hromosvodu (fotografie napravo) po pri-
chodu blesku a spravné deformaci vysvétlili jako
disledek tlaku zpisobeného magnetickym polem.

1934

Willard Harrison Bennett (1903—1987) naSel feseni
prubéehu tlaku pro stacionarni z-pin¢ s konstantni
proudovou hustotou.

1946

George Thompson a Moses Blackman z Imperial
College v Londyné¢ patentuji fizni zafizeni zalozené
na toroidalnim pin¢i.

1946

George Thompson a Peter Thonemann provadéji
rozsahlé experimenty s toroidalnim pincem.

1954

Martin David Kruskal (1925-2006) a Martin
Schwarzschild (1912-1997) vytvareji prvni teorii
nestabilit pince, zejména fesi koralkovou

a smyc¢kovou nestabilitu.

1956

Rendel Sebastian Pease (1922-2004) a Stanislav
Iosivovich Braginskij nachazeji feSeni v podobé
elektromagnetického kolapsu, kdy ztrata energie
zarenim zpusobi nekontrolovatelny kolaps pince
k ose.

1957

V anglickém Harwellu bylo zkonstruovano prvni
velké toroidalni zafizeni ZETA o primeéru 3 metry
s proudem 900 000 A.

1958

Na toroidalnim pin¢i SCYLLA v Los Alamos byly
detekovany prvni fuzni neutrony.

Nestabilitami plazmového vlakna se budeme zabyvat v kapitole 1.5.2.
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Proudova sténa

Proudova sténa je dvojrozmérnou analogii proudového vldkna. Proud tekouci v plose
generuje na obou stranach magnetické pole, které tlaci na sténu magnetickym tlakem.

Obr. 1.52: Plazmova sténa

Pouzijeme-li na kiivku naznac¢enou na obrazku Ampériiv zakon v integralnim tvaru, zis-
kame jednoduchy vztah

$B-dl=pgl = 2BI=pl =
4

B:%%u (1.316)

kde i je elektricky proud vztazeny na jednotku piicné délky. Proudové stény byvaji
velmi tenké vzhledem ke své Sifce (tloustka a Sitka se 1iSi o mnoho fadl). Nejvetsi
proudovou sténou ve slunecni soustavé je neutralni vrstva heliosféry, jde o rozvinénou
oblast nulového magnetického pole Slunce, ktera se nazyva Parkerova plocha. Jeji
tloustka je v naSem okoli cca 1 000 km. Na opacnych stranach Parkerovy plochy ma
slune¢ni magnetické pole rtiznou polaritu.

Obr. 1.53: Parkerova plocha v okoli Slunce
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Planety prochazeji stiidavé nad a pod touto plochou, pii prichodu se méni polarita slu-
necniho magnetického pole. Jina proudova sténa vznika v magnetickém ohonu Zemé.
Pravé v blizkosti proudovych stén, kde je magnetické pole na riznych stranach stény
opacné orientované, dochazi Casto k pfepojeni magnetickych indukénich ¢ar a rozvoji
ostruvkové (tearing) nestability.

Dvojvrstva

Dvojvrstvou nazyvame skok elektrického potencialu v plazmatu. V literatufe se vétsi-
nou oznacuje symbolem DL z anglického ,,Double Layer“. Dvojvrstvy se vyskytuji
v hojném mnozstvi v plazmatu vSude tam, kde tece elektricky proud zpisobeny elek-
trony a ionty pohybujicimi se proti sobé. Pfi tomto vstficném pohybu se mtize projevit
tzv. dvousvazkova nestabilita, ktera vede ke vzniku skoku elektrického potencialu ¢.
Situace je obdobna vodé tekouci v Sikmém kanalu. Samovolné se na jejim povrchu
vytvori tu a tam vySkové schody. Obdobné se v plazmatickém prostiedi se spadem
elektrického potencialu samovolné vytvoii tu a tam schody v potencidlu. Stejny typ
dvojvrstvy vznikd i z nahodné fluktuace koncentrace iontll nebo pii pohybu nabitych
castic podél indukénich ¢ar magnetického pole.

Jinou moznosti vzniku dvojvrstvy je rozhrani dvou plazmatickych prostiedi s riznou
teplotou nebo koncentraci elektronil. Elektrony zacnou vlivem gradientu teploty ¢i kon-
centrace difundovat do druhého prostiedi, ve kterém se proto objevi zvySeny zaporny
naboj. Vznikne elektrické pole a s nim souvisejici schod v potencialu. Takovymi dvoj-
vrstvami netece elektricky proud trvale.

Zakladem vzniku elektrické dvojvrstvy je vzdy existence pohybu elektronl vici
okoli a nasledné naruseni kvazineutrality vedouci na vznik elektrického pole, a tim sko-
ku potencidlu.

Pro posouzeni vyraznosti dvojvrstvy slouzi tzv. parametr dvojvrstvy, ktery je defi-
novan jako podil energie schodu potencialu a tepelné energie elektront:

eAg

—_—. 1.317
o (1317)

> #pL =

Dvojvrstvy vznikajici na hranici dvou prostiedi s rtiznou teplotou maji tento parametr
pfiblizn€ rovny jedné. Dvojvrstvy vznikajici pfi velkych spadech potencialu jsou velmi
vyrazné a maji #pp > 1. Pro takové dvojvrstvy se castice rozdéli do ctyf skupin zna-
zornénych na obrazku 1.54:

1) ionty urychlované ve sméru poklesu potencialu,
2) elektrony urychlované ve sméru naristu potencialu,
3) ionty zachycené na nizsi strané potenciélu,

4) elektrony zachycené na vyssi stran¢ potencialu.

Pribéh koncentraci n téchto ¢tyt druhii ¢astic je na obrazku b, teCkované jsou vykres-
leny koncentrace zapornych Castic a plnou carou kladnych. Odpovidajici celkova hus-
tota naboje py je zobrazena na obrazku d. Vysledkem je vrstva kladného naboje na vyssi
strané potencialu a vrstva zaporného néboje na nizsi strané potencialu. Tato konfigurace
dala dvojvrstvé jeji jméno. Pred a za schodem potencidlu je celkovy prostorovy naboj
nulovy, kladné a zaporné naboje se piesn¢ vyrusi. Elektrické pole E dvojvrstvy je zna-
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zornéné na obrazku ¢, mezi obéma vrstvami je zvySené a odpovida zadporné vzaté deri-
vaci potencidlu. Dvojvrstvy mohou (ale nemusi) byt dlouhodobé stabilnimi utvary, ve
kterych schod potencidlu vede na vznik vySe zminénych Ctyf skupin Castic a jejich
elektrické pole zpétn€ napomaha udrzeni skoku v potencialu.

o | a

n

> @1

1@ —»

20 4— |+ 02

40 : @3

1 1 x
A ) ! N
> 5 2= | |
5 T 6g o
N . a
X I / X

Obr. 1.54: Dvojvrstva

Dvojvrstvy jsou utvary, na kterych dochazi k urychlovani nabitych ¢astic. Jde o jakési
ptirozené urychlovace v laboratofi i ve vesmiru. Vzhledem k separaci kladného a za-
porného naboje se také chovaji jako piirozené kondenzatory. Prave energie téchto ,,kon-
denzatord“ se transformuje na kinetickou energii urychlenych ¢astic. Vykon uvoliiovany
na dvojvrstvé je dan souc¢inem skoku potencialu a elektrického proudu tekouciho dvoj-
vrstvou:

P=AgI. (1.318)

Ke vzniku relativistickych elektrontt mize na dvojvrstvé dojit tehdy, pokud je energie
schodu potencialu vétsi nez klidova energie elektronu, tedy relativisticky parametr dvoj-
vrstvy zavedeny vztahem

eAg

2
e

> #piR = (1.319)

je vetsi nez jedna, #p g > 1.

Dvojvrstvy zpravidla vytvareji rizn€ zprohybané plochy malé tloustky. Tloustka
dvojvrstvy je dana naruSenim kvazineutrality naboje, ktera v plazmatu nemtize byt vyssi
nez nékolikanasobek Debyeovy vzdalenosti. Nejtlustsi dvojvrstvy maji pfi¢ny rozmér
cca deset Debyeovych polomérd. V laboratornim plazmatu jde o milimetry, v ionosfére
o centimetry, v meziplanetdrnim prostfedi o desitky metrii a v mezigalaktickém pro-
stiedi o desitky kilometra.

Dvojvrstvy mohou plazmatickym prostiedim driftovat, mohou prudce zvysit svou
tloustku a rozpadnout se nebo zaniknout difiznimi jevy pokojnou cestou. Normalni
dvojvrstvy jsou kolmé na magnetické pole, podél které¢ho se pohybuji ¢astice, a vzniklé
elektrické pole je rovnobézné s polem magnetickym. Existuji ale i §ikmé dvojvrstvy.
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Na dvojvrstvach mohou byt urychleny elektrony a ionty na znacné rychlosti
a magneticka energie elektrického obvodu se zde miize pfemeénit na kinetickou energii
Castic. Dvojvrstvy se vyskytuji vSude tam, kde teCou plazmatem elektrické proudy.
Nachazime je v magnetosférach planet, naptiklad na nékolikanasobku zemského polo-
meéru vznikaji ve dvojvrstvach energetické ionty urychlené ve sméru indukénich car
zemského pole. Skok potencialu je zde 102+104 V. Dvojvrstvy pravdépodobné vznikaji
ve slunecnich filamentech protékanych proudem. Zde se odhaduje skok potencialu az na
109+1011 V a energie protont urychlenych ve dvojvrstvé na nékolik desitek gigaelek-
tronvolti. Pokud vznikaji dvojvrstvy v plazmovych vldknech v blizkosti jader galaxii,
mohl by byt skok potencialu az 1017 V a uvoliiovany vykon fadové 1037 J/s.

Velmi zajimavou aplikaci dvojvrstev jsou iontové motory. V Australské narodni
univerzité vyvinuli v roce 2003 Christine Charles a Rod Boswell iontovy motor, ve
kterém se vytvofi dvojvrstva na hranici mezi vysoce koncentrovanym plazmatem zdroje
a plazmatem s nizkou koncentraci ve vystupni trysce. Dvojvrstva urychli ionty na vy-
soké energie a vyznamné piispéje k tahu motoru. Takovy motor mize piispét k zefek-
tivnéni meziplanetarnich lett.

Dvojvrstva vytvorena pouhou zménou koncentrace elektronu

Predpokladejme, Ze v plazmatu dojde z né&jakych dtivodi, naptiklad fluktuaci, ke zméné
koncentrace elektront. Budeme hledat nejjednodussi stacionarni feSeni v jedné dimenzi
bez magnetického pole a tlaku elektronti. VyuZzijeme rovnici kontinuity a pohybovou
rovnici. Z rovnice kontinuity mame

d
g(ne”e )=0.
Vzhledem k tomu, Ze x je jedinou proménnou, miizeme psat
- __Je
nell, = const = Nolly = —— =
e
___Je
Uy (x) =— . (1.320)
eng(x)

Tedy hustota elektrického proudu elektronti je konstantni a rychlost elektront se v ob-
lasti se zménénou koncentraci méni tak, aby zlstala v platnosti rovnice kontinuity.
Napisme nyni pohybovou rovnici pro elektrony pro ustaleny stav

noMm.u

Melle — U = —Nel .
X

Z této pohybové rovnice spocteme elektrické pole, které se vytvorilo zménou rychlosti
pohybu elektrond:

2
2 ma

ox 2e

Po dosazeni za rychlost z (1.320) mame pro vzniklé elektrické pole vztah

.2
E(x) =—ai';’°%. (1.321)
X 2e’ng (x)



1.3 Magnetohydrodynamika 111

Zména koncentrace elektronti s sebou pfinasi vznik elektrického pole. V oblastech kon-
stantni koncentrace je elektrické pole nulové, nenulové je jen v oblastech, kde se kon-
centrace méni. Ze souvislosti elektrického pole s elektrickym potencidlem miizeme psat

.2
me]e
263n§ (x)

P(x) = (1.322)

DL2 X

Obr. 1.55: Dvojvrstva vytvorena gradientem koncentrace

V oblasti zmény koncentrace elektronti se méni i elektricky potencial a vznika elektric-
ka dvojvrstva. Lokalni sniZzeni koncentrace elektronli vede na vznik dvojité dvojvrstvy.
Dodejme pro tuplnost, Ze toto feSeni nalezli $védsti fyzikové Hannes Alfvén (1908—
1995) a Per Carlkvist (1938) v roce 1968.

Reseni potencialu uvnitf dvojvrstvy udrZzované dvéma svazky

Hledejme nyni feSeni pro potencidl uvnitt dvojvrstvy, ktery klesa z hodnoty ¢y, na nulu.
Obecny vypocet musi probéhnout pro v§echny 4 populace ¢astic, tedy pro urychlované
svazky elektronil a iontll a pro zachycené tepelné elektrony a ionty. V tomto odvozeni
budeme uvazovat jen svazkové populace, tj. zanedbame tepelné jevy. Predpokladejme
svazek elektrond letici s konstantni rychlosti ze strany niz§iho potencialu a svazek iontl
ze strany vyS$§iho potencidlu. Oba dva svazky budou na dvojvrstvé urychleny. Vycho-
zimi rovnicemi budou: zakon zachovani energie, rovnice kontinuity a Poissonova rov-
nice pro potencial.

1 1
Emeug —eg = const = Emeugo ;

. . (1.323)
Emi”iz + Ze¢ = const = Emi”izo +Zedpy, .
nelte = const = _de ;
¢ (1.324)
Ji
nju; = const =—;
Ze
2 Zen,
M:%__‘_ (1.325)

dx? N =)
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Konstantu v zékoné zachovani energie pocitame na té stran€ schodu, ze které dana Cas-
tice piiléta z nekonecna. VSechny proménné (i, 14, @) jsou funkcemi polohy x v dvoj-
vrstvé. V Poissonové rovnici (1.325) dosadime za koncentraci z kontinuity (1.324) a za
rychlosti ze zdkona zachovani energie (1.323). Vysledkem je rovnice pro potencial

2 ; /€
9 __ el /i’ . (1.326)

d 2 2e 2Ze
* \/“50 +m*¢ \/“iz() +?(¢DL -9)
1

(S

Jde o obycejnou diferencidlni rovnici druhého tadu pro funkci ¢(x), kterou je sice
mozné fesit analyticky (vede na eliptické integraly), ale zpravidla se feSi numericky.
Integracni konstanty jsou dany okrajovymi podminkami — na obou krajich dvojvrstvy je
nulové elektrické pole, tj. nulova derivace potencialu a samotny potencial je na jedné
stran¢ nulovy a na druhé ma hodnotu ¢p;. Vysledkem je Langmuirova-Childova relace
mezi celkovou proudovou hustotou ;j tekouci dvojvrstvou, tloustkou dvojvrstvy d a spa-
dem potencidlu ¢pr na dvojvrstve:

jd* = Ag} A:o,207z4[1+ &] /% J=Jetii- (1.327)
€

m

V obecném piipadé musime vzit v uvahu i populace zachycenych tepelnych Castic,
jejichz koncentrace je dana Boltzmannovym rozdélenim (tj. pfipustime nenulovou tep-
lotu) a na pravé stran¢ Poissonovy rovnice pfibudou jesté dva ¢leny ve tvaru

Ny =Ny exp[— 0y @ /kgT, ] a=e,i.

Kratce z historie vyzkumu dvojvrstev

1929 | Americky plazmovy chemik a fyzik Irving Langmuir (1881-1957) detekuje
dvojvrstvy v laboratornim plazmatu.

1958 | Svédsky plazmovy fyzik Hannes Alfvén (1908—1995) navrhuje, Ze elektrony
zodpovédné za polarni zafe jsou urychlovany smérem k Zemi dvojvrstvami
v magnetosféie Zemé.

1967 | Svédsti plazmovi fyzikové Hannes Alfvén a Per Carlqvist (1938) navrhuji
teorii slunecnich erupci, ve které hraji vyznamnou roli dvojvrstvy.

1987 | Svédska druzice Viking detekuje vyrazné dvojvrstvy v magnetosfere Zem¢.
Druzice pracovala na polarni draze v letech 1986 az 1987. Ctyii ramena se
senzory elektrického pole byla dlouha 40 metrd.

1992 | Americky plazmovy fyzik Noah Hershkowitz nalézd v laboratornim
plazmatu nasobné dvojvrstvy se schodovitym pribéhem potencialu.

2003 | Australsti fyzikové Christine Charles a Rod Boswell vyvinuli iontovy motor
pro kosmické lod¢, ktery vyuziva k urychleni iontd dvojvrstvu. Evropska
kosmické agentura provedla prvni laboratorni testy motoru v roce 2005.
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Obr. 1.56: lontovy motor ESA

Evropska kosmicka agentura vyviji novy iontovy pohon pro meziplanetarni lety. Plazma
vznika radiofrekvenénim ohfevem a je udrZzovano civkami magnetického pole. Na vy-
stupu z komory se vytvoii stabilni dvojvrstva, kterd urychli ionty na vysokou energii.
Tim vzniké tah tohoto nového typu motoru.

Razové viny

V plazmatu se casto vytvaieji oblasti, ve kterych se prudce méni nékteré parametry,
napiiklad rychlost, koncentrace, teplota nebo magnetické pole. Takové oblasti nazy-
vame razovymi vlnami, nékteré z nich se mohou plazmatem pohybovat. Typickym
prikladem je razova vina vznikajici interakci slune¢niho vétru s magnetosférou Zemé.
Na ,,navétrné* strané se vytvoti obloukovita razova vina obdobna razové viné vzniklé
pred ptidi lodi pohybujici se po mofi. Razové viny vznikaji i tam, kde se proudéni méni
z nadzvukového na podzvukové a jsou typickymi rysy laboratorniho i astrofyzikalniho
plazmatu. Na razovych vinach muze dojit k vyznamnému urychleni ¢astic. Dvojvrstva
probirana v minulé kapitole je vlastn€ specialnim pfipadem razové viny.

Réazové viny studovali v klasické hydrodynamice skotsky inzenyr William John Mac-
quorn Rankine (1820-1872) a francouzsky inzenyr Pierre Henri Hugoniot (1851-1887).
Podminky, které musi jednotlivé veli¢iny spliiovat na razové ving€, nazyvame Ranki-
novy-Hugoniotovy podminky. Pokud pro né&jakou aditivni veli¢inu A plati rovnice
kontinuity ve tvaru

ag%+divj/, -0, (1.328)

je vyjadienim zakona zachovani této veliiny. Postupem obdobnym jako u Maxwello-
vych rovnic (kapitola 11.2.1.7 v druhém dile ,,Vybranych kapitol*) nalezneme podminku
pro obé¢ strany skoku platici v soustavé spojené s raizovou vinou

(Gm)y =), = (i), —(m) =0 =
2 (1.329)
[i-n]; =0.
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Vyznam hranaté zavorky je stejny jako u urcitého integralu. Index oznacuje strany ra-
zové viny a n je normalovy vektor. Ze zdkona zachovani hmotnosti a hybnosti ziskame
okamzité podminky

> [pu-n]’ =0, (1.330)
5 2

> {pu(u~n)+[p+B—Jn—(B.n)B} —0, (1.331)
2t Ho ],

vvvvvv

1
jE=eu+5pu2u+pu+E><H, (1.332)

jednotlivé ¢leny postupné€ znamenaji: tok vnitini energie, tok kinetické energie (uspofa-
dané slozky pohybu), tok tlakové energie (neusporadané slozky pohybu) a Poyntingtv
vektor vyjadiujici tok elektromagnetické energie. Odpovidajici podminka na razové
cvlné bude mit tvar

2
pu’
e+T+p (u-n)+(ExH)-n| =0. (1.333)
1
Vnitini energii pro polytropni plazma s koeficientem y vyjadifime za pomoci tlaku:
p=nkgT , (1.334)
A f
e=—nkpT ==p, 1.335
5, el =P (1.335)

kde f'je pocet stupniil volnosti jednoho atomu ¢i molekuly. Mezi polytropnim koeficien-
tem a poctem stupiiti volnosti excistuje jednoduchy vztah

Y= S+2 , (1.336)
f
ze kterého vypocteme f, dosadime do vztahu pro energii a dostaneme
e=-L_ (1.337)
y—1

Pro skokova feseni vyuzivame idealni magnetohydrodynamiku (difuzni ¢leny zptsobi
koneénou tloustku razové viny) a za elektrické pole proto dosadime

E=—uxB. (1.338)
Nyni jiz snadno ziskame relaci

2 2 2
> A By BB W (1.339)
2 -1 Ho |
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Tyto podminky musime doplnit spojitosti normalovych slozek magnetického pole
(div B = 0) a te¢nych slozek elektrického pole (rot E = —0B/0f). Vyuzijeme op¢t fakt, ze
v idealni magnetohydrodynamice je E =—uXxB :

> [B-n]} =0, (1.340)

> [nx(uxB)] =0. (1.341)
Podminky (1.330) az (1.341) nazyvame Rankinovy-Hugoniotovy podminky.
¢ Priklad 1.4: pohybujici se razova vlna. Pfedpokladejme, Ze se klidnym plazmatem

pohybuje rychlosti ¥ razova vina tvotfena skokem magnetického pole rovnobézného
s touto razovou vlnou:

©O e 6 © 6 6
ceoeeoeo00t o o o y
@@@@@@@i@ ®©® © o X
o000 0E © © © /
©P 0000060 ®© © o

B —>u=u —V u,=0 B,

Obr. 1.57: Pohybujici se razova vina

Pred ¢elem viny je rychlost plazmatu nulova, za vinou je plazma strhavano rychlosti u.
Urcete tuto rychlost # z hodnot magnetického pole na obou stranach razové viny.

ReSeni: V soustavé soufadnicové spojené s razovou vinou se pro nerelativistické rych-
losti podle transformace (I1.3.83) magnetické pole nezméni (viz druhy dil ,,Vybranych
kapitol*). Z podminky (1.341) potom v této soufadnicové soustavé plyne

Bi(u-V)=B,(-V). (1.342)

Nyni jiz snadno uréime rychlost u prostfedi za razovou vinou:

1

|18
u—{l ; ]V. (1.343)
)

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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1.4 Linearni viny v plazmatu

1.4.1 Zakladni pojmy

Superpozice rovinnych vin
S linearni analyzou vinéni jsme se jiz setkali v druhém dilu ,,Vybranych kapitol®, v ¢asti

Pokud je soustava rovnic popisuyjicich vinéni linearni, mtizeme ihned hledat feseni jako
superpozici jednotlivych Fourierovych modu

(6,9 = [Yox dk; (1.344)
Vox =ae'? =a(@k)e' =), (1.345)

kde y je komplexni vinova funkce — zastupny symbol pro jakékoli vinéni, z néhoz ma
skute¢ny vyznam pouze realnd Cast; y, k je pfisluSny fourierovsky mod, a je jeho
amplituda a ¢ jeho faze. Superpozice (1.344) neni ni¢im jinym nez Fourierovou
transformaci, z fyzikalniho hlediska jde o slozeni vysledného feseni z rovinnych vin.
Ctvefice ¢isel (w, k) se nazyva vlnovy &tyivektor. Je tvofen uhlovou frekvenci o
a vlnovym vektorem k:

> w=-22. (1.346)
ot
09
> k=""=Vgp. (1.347)
ox

Znaménko minus u thlové frekvence zajistuje jednak stejny smér vinového vektoru
arychlosti Sifeni vinoplochy (plochy konstantni faze), a jednak spravné chovani éty-
fvektoru viici Lorentzové transformaci. Detaily nalezne ¢tenaf v druhém dilu ,,Vybra-
nych kapitol®, v kapitole 2.5 Elektromagnetické viny. Pro rovinnou vinu ve velikostech
plati jednoduché vztahy

2z

o=, 1.348

o= (1348)
2r

k=2, 1.349
7 (1.349)

kde T je perioda vinéni a 1 jeho vlnova délka. Integrace modi probihd pouze pres k
prostor, nebot’ je Ctvefice Cisel popisujicich vinéni zavisla. Tuto zavislost lze vyjadfit
disperzni relaci

dw,k)=0 (1.350)

V néekterych ptipadech z disperzni relace miizeme vypocitat bud’ vztah o = w(k) nebo
k = k(w). Jednotlivé mody se Sifi fazovou rychlosti
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@
> Up =—; vp=—— =—Kk. 1.351
f= ) (1.351)

Na fazovou rychlost nemame zadnd omezeni, mize a v n¢kterych piipadech dokonce
musi byt vy$si, neZ je rychlost svétla ve vakuu. Jako celek se superpozice vin, naptiklad
vlnovy balik, $ifi tzv. grupovou rychlosti

>

_Bw_{aw Jw aa)} (1352)

e "ok | ok, ok, "ok,

Obdobny vztah ve sférické soutadnicové soustaveé (k, 0, ) ma tvar (gradient v k pro-
storu)

(1.353)

v, = |20 100 1 Jdo
& 0k’ k 00 ksin@ g )
Superpozice rovinnych vin jiz mize pfenaset informace, proto je grupova rychlost vzdy
podsvételna.
Je-li soustava rovnic popisujicich vinéni linearni, plati princip superpozice a do sou-
stavy mizeme dosazovat jednotlivé parcialni mody (1.345). Jejich chovani vzhledem
k diferencialnim opearcim je mimoiadné jednoduché:

Vyraz Priklad
i—>—ia) a—f=—ia)f
ot dt
0 . '
— > +ik; 9f _ +ik f
xl xl
V > +ik Vf =+ikf
div—>ik- divV = ik-V
rot - ik x rotV = ikxV
V2 o —k? Vif = —k%f

Soustavu parcialnich diferencidlnich rovnic tak pfevedeme na algebraickou soustavu
pro fourierovské mody vSech hledanych veliCin. Aplikace téchto pravidel neni ni¢im
jinym neZ provedenim Fourieorvy transformace. Je-li to mozné, snizujeme fad soustavy,
bud’ jest€ na urovni parcialnich diferencialnich rovnic, nebo na tGrovni algebraickych
rovnic. Soustava algebraickych rovnic nemé pravé strany, podminkou nenulového te-
Seni je nulovost determinantu soustavy. Tato podminka je vztahem mezi w, k, tj. jde
o hledanou disperzni relaci. Z ni pak mizeme urcit fdzovou a grupovou rychlost daného
vinéni. Cely postup jsme si nékolikrat procvicili v druhém dile ,,Vybranych kapitol*
v pasazich vénovanych elektromagnetickym vindm ve vakuu, v anizotropnim prostredi
a ve vodivém prostedi. Na zavér celého vypoctu se muzeme vratit k ptivodni soustavé
rovnic a hledat sméry jednotlivych vektord (naptiklad elektrického, magnetického ¢i
rychlostniho pole).
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¢ Priklad 1.5: Kleinova —Gordonova rovnice

Kleinova-Gordonova rovnice je spravnou relativistickou rovnici pro volnou castici se
spinem rovnym nule

2 2.2
[Vz_La__ 2},”:0; 2=l (1.354)
C

Jde o vInovou rovnici s konstantnim ¢lenem, ktera limitné prechazi v nerelativistickou
Schrodingerovu rovnici. Detaily nalezne ¢tenat v prvnim dile ,,Vybranych kapitol®,
v Casti 1.2.7.3 Kleinova-Gordonova rovnice. Rovnice je linearni, jeji feSeni budeme
chapat jako superpozici rovinnych vin. Po provedeni Fourierovy transformace
Kleinovy-Gordonovy rovnice dle pravidel na pfedchozi strané ziskame disperzni relaci

@* =k + PP (1.355)

Standardnim postupem ur¢ime fazovou a grupovou rychlost:

2 242
=2 =¢ {1+“—2 = c 1+”’i : (1.356)
k k ar

vg=g—c;:= < _ - 02 _ . (1.357)
\/1+#2 \/1+’U/12
k 4r

Na prvni pohled je zfejmé, ze grupova rychlost je vzdy podsvételna. Oproti tomu fazova
rychlost je nadsvételnd a nemé vyznam pienosu informace. Mezi obéma rychlostmi je
jednoduchy vztah vfvg = c2. Obé rychlosti zavisi na vinové délce parcialni viny (tzv.
disperze). Jedin€ pro castici s hmotnosti rovnou nule («=0) jsou jak fazova, tak
grupova rychlost rovny rychlosti svétla ve vakuu. Céstice s nulovou klidovou hmotnosti
a ji prislusici vinovy balik se jinou rychlosti $ifit nemtze. Obdobné chovani budou mit
plazmové viny diskutované v kapitole 1.4.3.

Nelinearni soustava rovnic

Je-li vychozi model nelinearni, mize jit o zna¢ny problém. Rovnice jsou feSitelné jen
nékdy a zadné obecné postupy neexistuji. Rovnice je mozné linearizovat, ale tim ztra-
cime mnoho z vlastnosti skuteénych feSeni. Linearni aproximace je ospravedlnitelna jen
pro viny malych amplitud, které chapeme jako malé poruchy néjakého znamého (nej-
1épe stacionarniho) feseni vychozi soustavy rovnic. Nékdy je linearizace jedinou moz-
nosti, jak se o feSeni vilbec néco dozvédét. Z chovani malych poruch mizeme obdob-
nymi postupy jako v teoretické mechanice feSit problém stability feSeni. Linearizace
probiha ve dvou krocich. Nejprve nalezneme ,.klidové* feseni vychozi soustavy rovnic
bez pfitomnosti vin. V homogennim neomezeném prostiedi jde zpravidla o konstantni
kroku chapeme vilnu jako malou poruchu nalezeného feseni. ,,Mala porucha® znamena,
ze relativni poruchy (vydelené né&jakou charakteristickou hodnotou) se chovaji jako
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maly bezrozmérny parametr, jehoz mocniny vyS$i nez prvni zanedbavame. V praxi
feSeni s pfidanou poruchou dosadime do vychozi soustavy rovnic a zanedbame druhé
a vy$8i mocniny vSech poruch. Vysledkem je linearni soustava rovnic pro poruchy, na
kterou aplikujeme jiz znamy postup. Nez se pustime do feSeni rovnic magnetohydrody-
namiky, ukaZeme si jednotlivé kroky na obycejnych zvukovych vinach v plynech.

1.4.2 Zvukové viny v plynech

U nelineérni soustavy rovnic muzeme tedy pouzit postup zalozeny na linearizaci, ktery
je obdobny vySetfovani stability u soustav obycejnych diferencialnich rovnic [1]. I zde
zkoumame chovani malych poruch, které mohou byt utlumeny (stabilita), exponenci-
aln¢ nartstat (nestabilita) nebo mit vlnovy charakter. Shriime nyni zakladni kroky feSeni
nelinedrni soustavy metodou linearizace (metodou perturbaci, malych poruch):

Nalezeni n&jakého (nejlépe stacionarniho) feseni.
Linearizace pomoci malych poruch.

Mozna eliminace proménnych.

Fourierova transformace.

Mozna eliminace proménnych (algebraicka).
Nalezeni disperzni relace (determinant soustavy = 0).
Vysetieni stability feSeni.

Nalezeni fazové a grupové rychlosti.

© g e s BN

Nalezeni vzajemnych sméri mezi vektory.

U linearnich soustav za¢ina vypocet krokem 3. U nelinearnich soustav musi probéhnout
cely uvedeny postup, ktery si ukaZzeme na zvukovych vinach Sificich se v homogennim
izotropnim plynném prostiedi.

Klidné prostredi
Za vychozi model budeme povaZovat soustavu rovnic:

?)—/;+divpu =0,
Jdu
pg+p(u~V)u =-Vp, (1.358)
p=p(p)=Kp’.

Prvni rovnice je rovnici kontinuity pro hustotni pole p, druhd rovnice je pohybovou rov-
nici pro rychlostni pole u a soustava je uzaviena polytropni tlakovou zavislosti (tlak
zavisi na hustoté mocninnym vztahem, takové chovani je pro plyny i plazma velmi
typické). V soustave je celkem pét neznamych (o, u, p) a soustava je nelinearni, vystu-
puji zde souciny hledanych funkci. Proto provedeme cely postup (body 1 az 9):
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1. Stacionarni feSeni: Resenim (napiiklad nepohyblivy plyn v mistnosti) je
pP=py, u=0, p=p.
2. Linearizace: Prepokladejme pfitomnost malé poruchy stacionarniho feSeni
pP=po+op, u=Jdu, p=po+op.

Tuto poruchu dosadime do soustavy (1.358):

J :
5, (o + ) +div[ (pg + o) (6w | = 0,

d(ou)

T+p(§u~V)(§u) = -V(pg+p),

(po +9p)

9
Sp=0a(py)dp; asa—p.
p

V soustavé ponechame jen poruchy prvniho fadu, poruchy vysSich fada zane-
dbame. Derivace konstant jsou nulové. Ze soustavy po linearizaci proto zbude:

d .
= (@) +div| py(8w)| = 0,

o—a(;u) =-V(p), (1.359)
Sp=0(py)p .

3. Eliminace proménnych: Soustava (1.359) je jiz linearni soustavou pro neznamé
op, ou, dp. V principu mizeme nyni eliminovat ze soustavy poruchu tlaku Jdp
dosazenim z posledni rovnice. Tento krok ale také miizeme provést pozdeji.

4. Fourierova transformace: Soustavu pfevedeme na algebraickou pomoci Fourie-
rovy transformace. Nase soustava je jiz linearni a tak je tento krok ekvivalentni
dosazeni rovinné viny do soustavy. Vysledkem je

—-iwdp +ipy(k-Su) = 0,
—iwpydu = —ikSp, (1.360)
op=0dp.

5. Eliminace proménnych: Ziskana soustava je pro pét neznamych a determinant by
se pocital z matice 5x5. Pomoci posledni rovnice eliminujeme tlak:

—wdp+pyk-ou) =0,
kadp-awpydu = 0.
Nyni mame jen ¢tyfi rovnice (jednu skalarni a jednu vektorovou) pro Ctyfi neznamé
dp,ou a determinant by se poéital z matice 4x4. Z druhé (vektorové) rovnice mi-
zeme jeste spocitat poruchu rychlosti a dosadit do prvni rovnice:

(- a? +ak2)5p =0.
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Vysledkem je jedna jedina rovnice pro jednu jedinou nezndmou dp. Ne vzdy lze
provést eliminaci proménnych az do konce.

6. Disperzni relace: Podminkou nenulovosti feSeni je nulovost kulaté zavorky pred
dp (jde o determinant matice 1x1):
—a’ +a(pg)k? = 0. (1.361)

Nalezenou disperzni relaci Ize snadno fesit vzhledem k @, za o dosadime z (1.359):

we 197 & (1.362)
ap

7. Stabilita FeSeni: Disperzni relace vysla realna, redlnému vinovému vektoru odpo-
vida realnd tihlova frekvence a feSenim jsou vlny. V systému nedochdazi ani k ttlu-
mu, ani k nestabilite.

8. Fazova a grupova rychlost: Vysledna disperzni relace je linearni, fazova a grupo-
va rychlost maji stejnou hodnotu, zvuk se §ifi rychlosti

¢, === |22 (1.363)

Specialné pro polytropni déje p = Kp? vychazi (mg je hmotnost jednoho atomu)

G = ,/7£=,[7]€B—T~ (1.364)
P Mo

9. Vztahy vektori: Z druhé rovnice (1.360) je ziejmé, Ze porucha rychlostniho pole
mifi ve sméru §ifeni vin (vinového vektoru), a jde proto o vinéni podélné.

Za pomoci rychlosti zvuku lze disperzni relaci zvukovych vln zapsat v ¢asto pouziva-
ném tvaru

> w=ck; =, [Y—.. (1.365)
P

Pohybujici se prostiedi
Pripustme nyni nenulovou rychlost ve stacionarnim feseni (to odpovida Siteni zvuku
v pohybujicim se prostiedi) a pozadujme feseni ve tvaru

pP=pyt+op,
u=uj+du, (1.366)
P=po+op.

Co vsechno se zméni? Vypocet probihd zcela analogicky, nyni ale pfi linearizaci pii-
sp&je ikonvektivni ¢len v pohybové rovnici. Po snadném vypoctu ziskame disperzni
relaci

(0-k-uy)* —a(pg)k> =0; azg—p (1.367)
0
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a z ni pozorovanou thlovou frekvenci

u
W=k +k-ug =k + kug cosgo:csk(l +—Ocos¢7J. (1.368)

Cs

Ve vyrazu jsme ¢ oznacili thel mezi vinovym vektorem k a rychlosti prostiedi ug. Ozna-
¢ime-li jesté frekvenci zvuku v nepohyblivém prostiedi wg = cgk, mame vysledny vztah

u
> wzwo[lJr—Ocosq)J, (1.369)

Cs

ktery neni nic jiného nez Doppleriv vzorec pro zménu frekvence vlivem pohybu zdroje
vinéni. U pohybujicich se tekutin se tedy v disperzni relaci objevi misto thlové frek-
vence @ kombinace °

Q=w-Kkup. (1.370)

Jeansovo Kritérium

Popisme nyni viny v oblaku plynu a prachu, ktery je ovladan gravitaénim polem (mlho-
vinu). Zejména se budeme zajimat o to, za jakych podminek je zvukova vlna nestabilni
amize dojit k zhrouceni ¢asti mlhoviny a vzniku globule — zhuSténiny, ktera je pred-
chtidcem budouci hvézdy.

V nasledujici tabulce jsou porovnany veli¢iny popisujici elektrostatické a gravitacni
pole. Spravny koeficient u Laplaceovy-Poissonovy rovnice pro gravitani potencial
ziskate porovnanim vztaht pro potencialni energii v prvnim tadku.

Velicina Elektrostatické pole Gravitacni pole

. . . __ 9 M
potencial bodového zdroje PE drEy PG = _G7
potencidlni energie Ve =q0g Vg =mog

P
rovnice pro potencial V2¢E = —g—Q V2¢G =4rGpy,
0

sila vyjadfend z energie F=-VIg F=-VI;
sila vyjadiena z potencialu F=-¢gVgg F=-mVg¢g
hustota sily f=-pp Vg f=—py Vog

Za vychozi sadu rovnic budeme povazovat soustavu (1.358) doplnénou o hustotu gravi-
tacni sily a rovnici pro gravitacni potencial:

dp/dt +divpu = 0,
pou/dot+p(u-Viu = -Vp-pVop,
(1.371)
V24 =4rGp,

p=p(p).
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Vzhledem k tomu, Ze jde o gravitacni problém bez pfitomnosti elektrickych poli, a ne-
miize proto dojit k zdméné hustot ani potencialii, vynechavdme index G. Celkem mame
6 rovnic pro 6 neznamych p, u, ¢, p . Reseni budeme hledat v perturbovaném tvaru

p=po+dp, u=du, =g+, p=po+op.

Veli¢iny nultého fadu musi spliiovat rovnici A@y = 4nGp,, ze které plyne, ze by mélo
platit Vg, # 0. To je ale v rozporu s klidovym feSenim pohybové rovnice pro py = const.
Tato nekonzistence vznika nahrazenim konecné mlhoviny nekonecnym prostorem vypl-
nénym latkou s konstantni hustotou, tlakem a teplotou. V pfiblizeni rozsahlé mlhoviny
miZzeme zanedbat okrajové jevy a v perturbaéni analyze nadale pozadovat Vg, = 0. Tato
,hekonzistence™ byla obsazena jiz i v pivodnim Jeansové feseni. Obdobnym postupem
nalezneme disperzni relaci zvukovych vin ovlivnénych gravitaénim polem

0
? =2k —4nGpy; 2 =SL (1.372)
ap
Oproti relaci (1.365) je zde navic druhy ¢len na pravé strané. Reseni vzhledem k frek-

venci wje jednoduché:
w=1* .2k —4rnGp, . (1.373)

Na prvni pohled vidime, Ze tthlova frekvence nemusi byt realnou veli¢inou. Pro
2 k* <4nGp, (1.374)

je uhlova frekvence ryze imaginarni, @ =+ib a v rovinné viné se objevi ¢leny

Nekteré typy poruch proto mohou exponencialné nartstat a mlhovina se stava nesta-
bilni. Pravé v takovém prostfedi mohou vznikat hvézdy jako pivodné malé poruchy
narostlé do makroskopickych rozmérti. Prozkoumejme proto podminku (1.374) podrob-
néji:
2
2 4z
fon /1—2 <4rnGp, =

kgT
i> |-Z Cg = I z y—5=.

Gpo \I Gpo |~ mo
Pti odvozeni jsme pouzili pro rychlost zvuku vztah (1.364), mo je hmotnost jednoho
atomu ¢i molekuly mlhoviny. Poruchy s vinovou délkou vétsi nez urcitd mez jsou gra-
vita¢né nestabilni. Aby se v mlhoviné mohly tvofit hvézdy, musi mit rozméry vétsi nez

tato kriticka mez. Uvedené tvrzeni se nazyva Jeansovo kritérium a bylo odvozeno v roce
1902:

> L> | ZrksT (1.375)
Gpomg

Z disperzni relace (1.373) neni samoziejmé problém dopocitat fazovou a grupovou
rychlost §ifeni poruch mlhovinou. V ionizovaném prostiedi za pritomnosti magnetic-
kych poli mohou hvézdy vznikat, aniz by spliiovaly Jeansovo kritérium.
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Je-1i splnéno Jeansovo kritérium a v mlhoviné vznika kulovy objekt, je tfeba jeste
fesit podminky rovnovahy tohoto objektu. Gravitacni sila ptsobici na né&jakou vrstvu
uvniti vznikajici hvézdy ma tvar

1
Fyry ~— .
grav R2

Tlakova sila na tuto vrstvu je timérna soudinu tlaku p ~ p” a povrchu S ~ R? 4

1

2 p3yp2
Fyak ~ P R™ ~ RT7R S

Obé¢ sily za normalnich okolnosti klesaji s rostoucimi rozméry hvézdy. Rovnovaha se
ustavi pfi rovnosti obou sil. Styl poklesu obou sil je stejny pro koeficient

v 3

Diskutujme dva piipady. Nejprve y>4/3. Tlakova kiivka je strmé&j$i nez gravitacni.
Jestlize hvézda zcela nahodné zvétsi své rozméry, prevladne gravitacni sila a hvézdu
opét smrsti. Zmensi-li hvézda své rozméry, prevladne tlakova sila a nafoukne hvézdu na
puvodni rozmér. Hvézda je stabilni a vykyvy v jejich rozmérech neohrozi jeji existenci.

V piipad€ y <4/3 je tomu jinak. Jestlize hvézda zcela ndhodné zvétsi své rozmery,
prevladne tlakova sila a bude hvézdu nadale nutit zvétSovat rozméry. Hvézda bude
nestabilni a minimalné odhodi obalku. Zmensi-li hvézda své rozmery, prevladne gravi-
ta¢ni sila a bude nutit hvézdu ke kolapsu.

F . F
y > 4/3, stabilita . y < 4/3, nestabilita

(tlakova strméjsi) s (tlakova méné strma)

R R0—5 r R

Obr. 1.58: Rovnovaha polytropni hvézdy

Pozniamka: Materidl bilych trpaslikd ma polytropni koeficient blizky 4/3. Poly-
tropni koeficient se pon¢kud méni s hmotnosti trpaslika. Pfi hmotnosti pfiblizné
1,4 hmotnosti Slunce ma polytropni koeficient praveé hodnotu 4/3 a pro vyssi hmot-
nosti je bily trpaslik nestabilni. Této hranici se fika Chandrasekharova mez.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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1.4.3 Plazmové oscilace a viny

Oblast vyplnéna plazmatem je schopna na zakladé riznych vnéjsich podnéti prenaset
mnoho druhti vinéni. V této kapitole se budeme zabyvat nejjednodus$imi plazmovymi
oscilacemi a vlnami, které probihaji bez pritomnosti magnetického pole. Hybnou silou
je pouze pole elektrické, které tvofi vratnou silu a umoziuje periodicky pohyb. Poca-
te¢ni porucha zplsobi rozkmitani elektronové a iontové tekutiny na dvou charakteristic-
kych frekvencich a soucasné vznik globalniho elektrického pole. Elektronova tekutina
je schopna oscilaci na podstatné vyssSich frekvencich neZ iontova tekutina. Proto za
vychozi soustavu rovnic nemtizeme vyuzit jednotekutinovy model, ale dvoutekutinovy
model. Viskozni ¢leny zanedbame. Pro tento typ vInéni plati Maxwellova rovnice
rot E =0 (i pfi nulovém magnetickém poli je mozna vina elektrického pole), ze které
bezprostredné plyne k x JE = 0. Proto plati JE || k a vlnéni je podélné.

Odvozeni disperzni relace
Za vychozi soustavu rovnic budeme volit sadu

a": +div(nou,) =0,

Bni .
7+d1V(}’liui)=0,
3 (1.376)
mene%+mene(ue-V)ue = —Vpe _eneE’
Ju;
’"i"ia—tl+ min;(u;-Viu; = =Vp; + ZenE,
E_ 1

—= (Zen;u; —enu,),
at 80 171 € e

e
Pe = nckpTy = Ceng s

7i
pi =nikgly =Cin; .

Jde o rovnice kontinuity pro elektrony a ionty, pohybové rovnice s tlakovym a elektric-
kym ¢lenem, rovnici pro elektrické pole a polytropni stavové rovnice. Rovnice pro
elektrické pole je odvozena z Maxwellovy rovnice rot H = j + dD/0¢, ve které je mag-
netické pole nulové a proudova hustota je vyjadiena ze vztahu (1.170). Budeme piedpo-
kladat Z-nasobnou ionizaci plazmatu. Uvedené rovnice budeme linearizovat, tj. prove-
deme perturbaci klidového feSeni:

He =Ngy +O0Ng 5 Nj=n;g+0n;; Uy,=0u,; u;=0u;;

(1377)
E=0E; p.=pe+0p.; pi=pio+op;.

Po dosazeni do ptivodni sady a zanedbani ¢lenti vyssich rada ziskame:
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9% | div(n. Su,) =0,
aé'ni
+diV(l’lio 5lli)=0,
ddu
mene()Te = -Vip, —eny, K,
aé'ui
miniOT = —V5pi +Zeni0 OE ,
00E e
?=—5(Znio5ui —neo5ue) .
T
Spe =meclong; ¢t = vekpTe ,
me
T T
op; =mici25ni ; ciz = V%8 i .
ms

1

Dalsi postup je pfimocary. Snizime fad dosazenim poslednich dvou rovnic do pfedcho-
zich a provedeme Fourierovu transformaci:

—won, +ngy(k-0u,)=0,

—a)5ni +ni0 (k-5ui)=0,
iomengodu, = ikmecgé'ne-i-eneoé‘E,
iwminioﬁui = ikmici2§ni—Zeni0§E,

iwdE = i(Znioéhi — NgOU,) .
€
Jde o soustavu 11 algebraickych rovnic pro jedenact neznamych dne, dn;, due, ou;, JE.
Pokusime se snizit fad soustavy. Z tieti a Ctvrté rovnice vypocteme due, du; a dosadime
do zbyvajicich. Potom z posledni rovnice vypoéteme JE (bude se vyskytovat na obou
stranach rovnice) a dosadime do zbyvajicich dvou. Ziskame vysledek

[(a)2 ~ 02 — )@ - 2P - wf)ecgkz]&ne + [wa)ec%kz]ani =0,

1
{Ea)ﬁ,ic%kz}é'ne + [(a)2 - @}, — o)) (@ — k) - wf,ic%kz}sni =0,
kde jsme vzniklé kombinace veli¢in oznacili jako rychlost zvuku (u elektront jde o for-
malni oznaceni, lidské ucho zvuk neseny elektrony neslysi) a plazmovou frekvenci:

knT ikpT;

rehple 2 BT (1.378)

me m;

2 _
Ce =
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2 2 2
Nep € npZ-e
2= A= (1.379)

pe = ’ pi
me&y mi&

Ma-li mit vznikla soustava nenulové feseni, musi byt jeji determinant nulovy.
2 2,2 2 242
[(w — 0k~ )@~ - a)pecek } )

4 _
_wpewplce 1k

2 2 2 2,2 2 2
X|:(a)2 _wpe_a)pi)(a) _cik )~ @ p1 lk :I
Vhodnym pieskupenim ¢lend (MATHEMATICA, MATLAB) ziskame disperzni relaci

) 2 2
l: (@ _a)pe)(a) p1) (() a)plj| x 0
= b
22 2,2y, 2 2 2,2 2 2

x[ (0" — e — k™ )" — 0y — k™) — @, a)pl}

ktera ma dvé zakladni vétve, prvni nezavisi na vlnovém vektoru (tzv. plazmové oscilace

— viznasledujici text), druha zavisi (plazmové viny — viz strana 128 a iontové viny — viz

strana 129):

> [(a)z—a)f,e)(a)z—a)f,i)—a)z a)f,l] 0, (1.380)
> (@ =0~ N& — 0 =) =~ oy | =0 (1.381)

Plazmové oscilace
Po roznasobeni rovnice (1.380) ziskdme nenulové feseni

2 2 2
" =W + Wi -
Kvadrat plazmové frekvence elektrontl je o tfi fady vys$si nez ionti. Druhy ¢len na pravé
strané predstavuje jen nepatrnou korekci na hmotnost iontl a vétSinou se viibec neuva-

zuje. Upravme pravou stranu (z dvodu kvazineutrality je nijg = neo/Z):

a)2 n 02262 E
i i m m
w2=a)f,e+a)gi=w%e 1+ =@ 1+ ——— 0 = 1+ 22| =
wpe €0 nep€ 1
Zm
> o = a)lzje S (1.382)
m¢

1

Kdyby mély ionty nekonecnou hmotnost, oscilace by probihaly pfesné na plazmové
frekvenci elektronti a ionty by se viibec nepohybovaly. Mizeme si predstavit, ze teku-
tina elektronti osciluje na nehybném pozadi iontd. Druhy ¢len v zavorce je malou ko-
rekci na kone¢nou hmotnost ionti. Plazmova frekvence elektronti je jednou z nejdile-
zit€jSich charakteristik plazmatu. Plazma Casto reaguje na vnéjsi podnéty oscilacemi
nebo vlnami na plazmové frekvenci elektront, kterd se pro vétSinu druhii plazmatu
pohybuje v radiové oblasti.
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Plazmové viny

Vénujme se druhé vétvi (1.381) disperzni relace. Realizujme nerovnost me << m;
limitnim pfechodem m; — . Tim budeme sledovat vysokofrekvenéni ¢ast vin, pfi kte-
rych se ionty nestihaji pohybovat a efektivné maji nekonecnou hmotnost. Limitni
prechod dava

2 . 2
@ —>0; ¢ —0.

Z disperzni relace (1.381) zistane jen vztah
2 2 2,2
O —Wp —cck” =0,

ze kterého plyne disperzni relace plazmovych vin

> W = (012Je +c§k2 ;  resp. o=, 1236 +cgk2. (1.383)
w &
0)///
R\
o
o
w = Wpe w = a)pe
Wpe e e e e ity sl el
plazmové oscilace
o
2z 0w =w
= Wpi
Opi [ === = — — —— e = =
iontové oscilace
O
9‘ (Lc}‘
0)///

Obr. 1.59: Disperzni relace plazmovych oscilaci a vin

Limita dlouhych vin (k malé)

Druhy ¢len v disperzni relaci je zanedbatelny a jde o oscilace na plazmové frekvenci
elektronti
0= Wy -

Limita kratkych vin (k velké)
Prvni ¢len v disperzni relaci je zanedbatelny a jde o linearni zavislost

w=cck .
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Smérnici zavislosti je rychlost ,,zvuku‘ elektronti (pfiblizné tepelna rychlost elektront).
Skutecny zvuk je samoziejme nesen tézkymi Casticemi (ionty a neutraly) a ma mnohem
niz§i frekvenci.

vvvvvv

plazmatu (zpravidla v oboru radiovych frekvenci). Disperzni relace (1.383) ptipou-
Sti jen feSeni

0> (1.384)

pe

P1i nizsich frekvencich se vlna nesifi. Je to patrné z disperzni relace pfimo i z pfi-
lozeného obrazku. Pro nizsi frekvence, nez je plazmova, poskytuje disperzni relace
komplexni feseni a vlna je tlumena.

Poznamka 2: Co znamena malé ¢i velké k? Jde o to, ktery ze dvou ¢lent ve vyrazu
(1.383) prevladne. Vzhledem k tomu, ze wp?/c2k2 = J2/4n2yip?, mizeme limitu
malych k chapat jako dlouhovinnou oblast 4 >>Ap a limitu velkych £ jako kratko-
vinnou oblast s 1 << Ap, kde Ap je Debyeova vzdalenost.

Poznamka 3: Druhy ¢len v disperzni relaci (1.383) je dan tepelnym pohybem elek-
trond. Kdyby neexistoval tepelny pohyb, viny by se nesifily, §lo by jen o oscilace.

Poznamka 4: Z disperzni relace (1.383) snadno spocteme fazovou a grupovou
rychlost:

0w
Ug :a_kZCe (1385)
Snadno nahlédneme, Ze pro fazovou a grupovou rychlost plati vztahy:
Uf > ¢ Ug <Ce 3 VpUg =c§ . (1.386)

Poznamka 5: V pritomnosti magnetickych poli piejde vysokofrekvencni vétev
na slozit€jsi komplex elektromagnetickych vin v plazmatu. Naopak nizkofrekven-
¢ni vétev popsana v nasledujici kapitole prejde v pritomnosti magnetickych poli
na komplex magnetoakustickych vin.

Iontové viny

Realizujme nyni nerovnost me << mj limitnim ptechodem me — 0. Elektrony s nulovou
hmotnosti se stanou jakymsi vSudypfitomnym zapornym oblakem. Ionty maji nyni ko-
necnou, i kdyZ velkou hmotnost. Budou oscilovat s velmi nizkymi frekvencemi na po-
zadi elektrond. Limitni pfechod znamena
2 .
Wpe —> 0
2 oo,

V disperzni relaci (1.381) zdstanou podstatné ¢leny

2 2,2\ 2 2 2,2 2 2
(~Wpe — ek N@™ — 0 — ¢ k™) — ey =0.
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Relaci snadno vyfesime vzhledem w:

2 2
Wy @
o’ = + Ak -
pi T i 2 L 22
a)pe Ce
a po jednoduché upravé dostaneme
1
> @ = oy | |l —————— |+ ik’ . (1.387)
I+ cohk™/ @p,

Vztah je mozné (ale neni to nutné) prepsat také za pomoci Debyeovy stinici vzdalenosti,
se kterou se seznamime v kapitole 1.6.4, str. 231. Mezi rychlosti zvuku (1.378), plazmo-
vou frekvenci (1.379) a Debyeovou stinici vzdalenosti plati jednoduchy vztah

Cé/wga = 7/05/131 >

pomoci kterého se disperzni relace iontovych vin nékdy upravuje do tvaru:

> o =w |1 - %Jr yiAS k| (1.388)
1+ 7e)‘Dek

Limita dlouhych vin (k malé)
V limit¢ dlouhych vIn upravime disperzni relaci (1.387) takto

1
a)zza)%i I—T +Ci2k2 =
1+ cek™ /g,
2 2:2,. 2 2,2

- a)pi[l—(l—cek /a)peﬂ+cik N
2 2
Wy ¢
@ =k 1+
2 2
wpe G

Vyuzijeme-li definice rychlosti zvuku (1.378), plazmové frekvence (1.379) a kvazineu-
tralitu n;y = nyy/Z , dostaneme

T
o’ = k? 14z ; resp.
vl

T
w = Cik 1+Zh
viT;

Jde o zvukové viny $itici se rychlosti

T
¢ =¢4 ,1+Z}/e—Te.
Vili
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Limita kratkych vin (k velké)
Z disperzni relace (1.387) zbude pro kratké viny jediny ¢len

o = cizk2 ;  Tesp. w=cik.

Jde opét o zvukové viny Sifici se rychlosti

=Ci.

Nizkofrekvenéni feseni jsou zvukové viny s malou zavislosti rychlosti na vinové délce.

Dalsi vlivy

Pohyb prostredi

Plazmové oscilace a viny ovliviiuje samoziejmé cela fada dalSich faktorti zde neprobi-
ranych. Pohybuje-li se prostfedi, v némz je generovana vlna, rychlosti ug, zméni se
disperzni relace (1.381) na relaci

2 2 2,2 2 2 2,2 2 2
[(a)—k-uo) ~ a2k ]-[((o—kuo) ~ ok~ J—wpea)pi =0,

ktera v sobé prirozenym zptisobem zahrnuje Dopplertiv posun frekvence.

Srazky

V plazmatu mohou probihat srazky, které by se projevily srazkovym ¢lenem na pravé
stran¢ pohybové rovnice. Srazkovy ¢len je umérny rychlosti a srazkové frekvenci v.

Vzhledem k tomu, Ze plazmové oscilace elektronti jsou podélné, 1ze ucinit odhad vlivu
srazek na oscilace jen v jedné dimenzi a bez nepodstatnych ¢leni (tlak atd.):

on, 9
— 4+ —(n.u.)=0,
5 ax( elle)
ue
mene§= —enE —n.mVu, ,
8E_ 1 enu
ot & erer

Po provedeni perturbaci a Fourierovy transformace ziskame disperzni relaci. Bez sraz-
kového ¢lenu ma tvar (jde asi o nejrychlejsi zpiisob jak odvodit hodnotu plazmové frek-
vence)
2
2 ) b _ noe

a)pe

me&oy

Se srazkovym ¢lenem dostaneme z podminky na nulovost determinantu

2
. .V 14
@ +iov -, =0 = w=—i—*, |t —| =] .
pe 2 2

Srazky zptisobuji utlum plazmovych oscilaci s koeficientem Gtlumu 6 =v/2.
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Magnetické pole

Pritomnost magnetického pole ovlivni zasadné charakter vin. Vysokofrekvencni vétev
prejde v komplex anizotropnich elektromagnetickych vin (viz kapitola 1.4.5) a nizko-
frekvencni vétev v komplex anizotropnich magnetoakustickych vin (viz kapitola 1.4.4).

1.4.4 Magnetoakustické viny

V této kapitole si povSimneme nizkofrekvencnich vin generovanych pohybem ionth
v ptitomnosti magnetického pole. Samo magnetické pole vnasi do hry zcela novy prvek
— anizotropii. Dal§imi ¢initeli ovliviiujicimi charakter vin jsou samoziejmé elektricky
naboj iontl a vodivost prostiedi.

Odvozeni disperzni relace
Za vychozi sadu rovnic budeme uvazovat klasickou jednotekutinovou magnetohydro-
dynamiku:

g—’i +div(pu) = 0,

Ju rotB
—+ V)u = -Vp+ xB,
5 TPV P (1.389)

9B__ 1
ot ol
p = p(p).

P

V2B + rot (uxB),

Difazni ¢len v rovnici pro magnetické pole je zodpovédny za Gtlum magnetoakustic-
kych vin. V piipadé vysoce vodivého plazmatu ¢ — oo je mozné tento ¢len zanedbat
a magnetoakustické viny nebudou tlumené. Kdybychom tento ¢len v soustavé pone-
chali, poskytovala by disperzni relace komplexni feSeni pro frekvenci i vinovy vektor
a rovinna vina by tak byla exponencialné tlumena. Cela vychozi soustava je opét algeb-
raicky uzaviena stavovou rovnici.
Postupujme nyni obdobné jako v minulém piipadé, tj. provedeme perturbace klido-
vého feSeni
pP=py+Wp; u=9du; B=B, +JB; p=py+op. (1.390)

Hledané feSeni (1.390) dosadime do soustavy (1.389), zanedbame druhé a vyssi
mocniny poruch a budeme pifedpokladat poruchu ve tvaru rovinné vlny. Vysledna
linearizovana algebraicka soustava rovnic je:

—wdp+pyk-ou =0,

k§p —p0w5u+L(B0§B)k—L(BOk)§B = O,
Ho Ho
(1.391)
kx(Byxdu)— woB =

S

s

Sp—cidp =0; &=

sl
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Jde o soustavu osmi rovnic (2 skalarni a 2 vektorové) bez pravych stran. Postupnou
eliminaci proménnych je mozné nalézt jen rovnici pro rychlost (druha rovnice). Nejprve
dosadime za dp z posledni rovnice. Poté za dp z prvni rovnice a nakonec za JB ze treti
rovnice (upravime dvojny vektorovy soucin). Ziskame tak soustavu rovnic pro pertur-
bace rychlostniho pole

M- Su=0. (1.392)

Slozky symetrické matice M maji tvar
My =[ @ = (kv [ + e vad ko + ko) = (0} +63 kel
Tuto matici miZeme také zapsat v invariantnim tvaru
M =[a)2 —(k-vA)zJi + ke va)[K®vy +v, ®K] - (0} +¢7) k@K
Veli¢ina v, se nazyva Alfvénova rychlost a je definovana jako

VA EL.
V4o Po

Pro dopocet disperzni relace mizeme zvolit soufadnicovy systém. Osu z volme ve
sméru magnetického pole By (ve sméru Alfvénovy rychlosti). Kolem této osy oto¢ime
soufadnicovy systém tak, aby vilnovy vektor k byl v roviné (x, z). V takto zvoleném
soufadnicovém systému plati By = (0,0,B0), va = (0,0,0,) a pro vlnovy vektor mame vy-
raz k = (ksine, 0, k cos @) . Uhel mezi vektory Bp a k je a.

(1.393)

Obr. 1.60: Volba soufadnic

Pro tuto volbu ma matice M jednoduchy tvar:

- kzvi - cszk2 sin? o 0 - cszk2 sin¢ cos o
M= 0 * —kzvi cos’ & 0
- cszk2 sino cosx 0 - cszk2 cos’ o

Vzhledem k tomu, ze hledame nenulové FeSeni soustavy (1.392), musi byt determinant
matice M nulovy. Z této podminky ziskame disperzni relaci magnetoakustickych vin,
a to dokonce ve tvaru nezavislém na souradnicové soustave

[(02 —(k-vA)z]-[a)4 k203 +¢2)? + 22 (k~vA)2} =0, (1.394)
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Alfvénova rychlost mifi ve sméru magnetického pole By. Jiz na prvni pohled je vidét, ze
magnetoakustické viny jsou mnohem slozitéj$i nez obycejny zvuk. Bude-li vyraz v prv-
ni hranaté zavorce nulovy, ziskdme jeden z moda, tzv. Alfvénovu vinu (4). Bude-li nu-
lovy vyraz v druhé hranaté zavorce, ziskdme snadno feSitelnou bikvadratickou rovnici
pro uthlovou frekvenci. Jeji feSeni poskytuje dalsi dva mody magnetoakustickych vin,
tzv. pomalou vinu (S, Slow) a rychlou vinu (F, Fast). Disperzni relace jednotlivych
modu ziejme jsou (o je thel mezi vinovym vektorem a magnetickym polem resp.
Alfvénovou rychlosti):

o = vf\ K cos’ e,

1 1 2
> o = Ekz (cs2 +vi) - Ekz\/(cs2 +Ui) —4052in cos” o, (1.395)

> l,a(2 . 2 122, 2)2 22 2
10 2k (cs +UA) + 2k \/(cs +vA) 4civp cos” o .

Poznamenejme, ze v nékteré literature se Alfvénovymi vinami nazyvaji vSechny tii zde
zavedené mody magnetoakustickych vin. V klasické zvukové viné dochazi k prelévani
hustoty energie mezi chaotickou (tlakovou, p) ¢asti energie a uspotradanou (kinetickou,
pU2/2) Casti energie. V magnetoakustické vin€ je rovnocennym partnerem je$té hustota
energie magnetického pole (magneticky tlak, py = B2/2ug). Polozime-li sobé rovny
hustotu kinetické energie a magneticky tlak, ziskame hodnotu Alfvénovy rychlosti:

1pvz 1B . yep. - B
: _ 15 —u, = .
2 2 1 JHoP

Vinoplochy magnetoakustickych vin
Z disperznich relaci (1.395) snadno uréime fazové rychlosti Sifeni jednotlivych modu:

vif = vicosza,

1 1 2
v§f = E(Csz +Ui) - 5\/(652 +v,§) —4cszvi cosza, (1.396)

1 1 2
v%f = E(cs2 +vi) + E\/(CSZ +vi) —4cszvi cos’ ar .

Naleznéme nyni tyto rychlosti ve sméru magnetického pole By (o = 0) a ve sméru kol-
mém na toto pole (a = 7/2). Vysledek je v nasledujici tabulce:

mod A S F
a=0 VA min{vy ,cg} max{vu,cg} (1.397)
o=/ 0 0 vi + cS2 (1.398)

Ve sméru pole je fazova rychlost Alfvénovy viny rovna Alfvénové rychlosti, pomala
vlna ziska mensi z obou zakladnich rychlosti (rychlosti zvuku a Alfvénovy rychlosti)
a rychlé vlna se bude $ifit vétsi z obou rychlosti. Ve sméru kolmém na ptivodni magne-
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tické pole ma nenulovou rychlost Sifeni jen rychla vina, pomald a Alfvénova maji nu-
lové rychlosti.

Situace je dobfe patrna na polarnim diagramu zavislosti fazové rychlosti vSech tii
modu. Takovy diagram miZeme interpretovat jako tvary jednotlivych vinoploch. Pti
zmens$ujicim se magnetickém poli se vinoplochy Alfvénovy viny a pomalé magneto-
akustické viny zmensuji a vlnoplocha rychlé magnetoakustické viny se stava ,,obycej-
nou“ zvukovou vinoplochou. Magnetické pole vnasi do §ifeni zvuku anizotropii. Cho-
vani vinoploch pfi riznych hodnotach pole si miZete vyzkouset v apletech na serveru
aldebaran.cz (jejich podpora webovymi prohlize¢i ale stale bohuzel klesa). Tvar
vinoploch resp. polarni diagram fazové rychlosti pro rizné hodnoty magnetickych poli
si prohlédnéte na obrazcich. Pokud je v plazmatu pfitomen prach, je vinoploch jesté
vice a jsou slozit&jsi.

Obr. 1.61: Na hornim obréazku je znazornéna situace pro slabé pole (va < ¢s). Rychla vina (F)
reprezentuje ,normalni“ zvukovou vinu. Na levém dolnim obrazku je vyrovnan vliv magnetického
a dynamického tlaku (va = ¢s). Na pravém dolnim obrazku dominuje magnetické pole (va > cs).

Smeéry vektort v magnetoakustickych vinach

Chceme-li zkoumat sméry jednotlivych poruch u konkrétniho médu, musime dosadit
pfislusnou disperzni relaci do ptivodni linearizované soustavy (1.391). Volba souradni-
cového systému zlstava zachovana. Ze soustavy rovnic (1.391) nalezneme vzajemné
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sméry jednotlivych vektorti. Ukazuje se, ze magnetoakustické viny jsou smésici podél-
nych i pfiénych vin. Z rovnice 0B/0t = rot uxB plyne —wdB = kx(duxBy), tj. porucha
magnetického pole je vzdy kolma na smér Sifeni viny. Pov§Simnéme si nyni alespon tii
zajimavych situaci.

Alfvénova vina

Alfvénliv mod je nejjednodussi ze tfi nalezenych disperznich relaci. Ze soustavy rovnic
(1.391) snadno uréime, ze plazma kmita napfi¢ magnetickému poli i sméru Sifeni a jde
tedy o vInu pfi¢nou. Porucha magnetického pole je kolma na pivodni magnetické pole.
To zptsobuje rozvinéni magnetickych indukénich ¢ar podle obrazku. Je-1i pole oriento-
vano ve sméru tfeti osy, ma disperzni relace tvar w = vak cosa = Uak; a grupova

rychlost je rovna v = (0, 0, v,). Energie se v Alfvénove ving $ifi jen podél magnetického
pole By a to Alfvénovou rychlosti.
B
b for

Obr. 1.62: Sméry vektort v Alfvénové viné

Kompresni vina
V rychlé magnetoakustické vIné je pfi sméru Sifeni kolmém na magnetické pole
(kL Bg) porucha pole rovnobézna spolem pivodnim. Tim vznika vlna hustSich
atidsich oblasti magnetickych induk¢nich car, kterou nazyvame kompresni vlna.
Plazma kmita podél sméru Sifeni vin k (kolmo na pole By). Jde proto o podélnou vinu.
Vinéni je velmi podobné ,,obycejnému* zvuku. Roli pruzného prostiedi vSak ptebira
nejenom hydrostaticky tlak p, ale i magneticky tlak py = B2/2u9. Rychlost vin je dana
ob&ma vlivy a ma hodnotu vg=(cs*+va?)"%. Kompresni vina se n&kdy nazyva kompresni
Alfvénova podélna vina.
y
e —
3B dor Kk

7

z B=B,+5B

Obr. 1.63: Sméry vektord v kompresni viné

Klasicka zvukova vina

Ve sméru magnetického pole By se bud’ rychla nebo pomala vina $ifi rychlosti zvuku cg
(podle velikosti magnetického pole). Plazma kmita podél sméru Sifeni a neni ovlivnéno
pritomnosti magnetického pole. Porucha magnetického pole je nulova.
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or

A

Obr. 1.64: Sméry vektort v klasické zvukové viné

y‘z/
k

1.4.5 Elektromagnetické viny

Elektromagnetické viny S§ifici se plazmatem interaguji piedevs§im s malo hmotnymi
elektrony. Ionty nemohou vysokofrekvenc¢ni déje sledovat. V elektromagnetické viné
bude vzdy platit

divB=0 = OB Lk,

(1.399)
rotE=—aa—B = OB L OE.

t

Konstantni magnetické pole By zptsobuje anizotropii v Sifeni vin, viny se $ifi jinak
podél pole By a jinak kolmo na pole Bg. Podobné jako u krystali nalezneme v plazmatu
Fadnou a mimoradnou vinu, budeme-li viny sledovat kolmo na smér pole. Tytéz viny se
ale podél pole budou jevit jako smésice levotocivych a pravotocivych modu.
K projeviim plazmatu patii také nékolik sekund trvajici nizkofrekvencéni zablesky vzni-
kajici jako doprovodné efekty bleski a $itici se podél zemského magnetického pole, tzv.
hvizdy. Velmi zajimava je také otadzka reakce materialu na vysokofrekvenéni viny
a vypocet permitivity plazmatu.

AAANANAY B,
ANAAANY
ANANANANAY
NN\ NN\
AANANANY

Obr. 1.65: Pi interakci elektromagnetické viny s plazmatem
Ize vybudit celou fadu médd

Disperzni relace elektromagnetického komplexu

Za vychozi rovnice budeme volit rovnici kontinuity pro elektrony, pohybovou rovnici
pro elektrony a Maxwellovy rovnice pro ¢asovy vyvoj elektrického a magnetického
pole. Maxwelliiv posuvny proud nelze vzhledem k frekvenci déji zanedbat. Vsude
uvazujeme limitu m; — oo; p — 0, tj. pro Sifeni elektromagnetickych vin plazmatem
zanedbavame pohyb iontdl a tepelné déje v plazmatu (omezime se na chladné elektro-
nové plazma):
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on .
a—: +div(ngu,)=0,

d
R % + mgn, (U, - V)u, =—enE+ jxB,

(1.400)
a—B=—r0tE s
ot
E 1 j
a—=—rotB—i; j=—en.u, .
At Eoly €

Standardnim postupem provedeme linearizaci

ne=ng+on,, uw,=0u,, B=By+JIB, E=0E (1.401)

a Fourierovu transformaci soustavy (1.400). Perturbace koncentrace se nikde nevysky-
tuje, a proto je mozné rovnici kontinuity vynechat. Za proudovou hustotu vSude dosadi-
me z posledni rovnice:

e e

ou, =—i OE —i ou,xB ,
¢ Mo @ maw <
1
0B =—Kkx0E, (1.402)
10}
O0E =— kxJ0B+i—du, .
EoMo@ €00
Zaved’'me standardni oznaceni
2
1 npe B,
A=y =, =2 (1.403)
Eolg me€ me

pro rychlost svétla, plazmovou frekvenci a cyklotronni frekvenci a dale zaved'me jed-
notkovy vektor ve sméru magnetického pole

B

=— . 1.404
By (1.404)

€p

V soustavé (1.402) budeme eliminovat proménné, z druhé rovnice dosadime za JB do
ostatnich rovnic:

. e . @,
ou, =—i OE —i— Jdu, xep,
Mm@ 1)
? . €ng
OE =——Kkx(kXJE) +i—du, .
@* EoW

V dal$im kroku vypocteme z druhé rovnice poruchu rychlostniho pole a dosadime do
rovnice prvni (vyjadiime dvojné vektorové souciny). Ziskame tak samostatnou rovnici
pro poruchu elektrického pole:
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(@ - k%) SE+i 2% (0 —cPK?) (SExep) +
w

+c (k b‘E)k+1 (k OE)(kxep)=0.

Soutadnicovy systém zvolime stejn¢ jako v minulé kapitole, tj. osa z bude mifit ve
sméru pole By = (0, 0, Bp) a vektor k bude v roviné (x, y), tj. k= (k sin a, 0, k cos a):

Obr. 1.66: Volba soutradnicového systému

Rovnice pro poruchu elektrického pole ziska v této soutradnicové soustave tvar

Mg SE=0; (1.405)
o) .
? —a)g —*kcos’ o, i—(P- ZkP), Zk* cosa siner,
w
[0) . @ .
Mg = —1—°(a)2—(:2k2 cos? ), a)z—wg—czkz, —i 2%k cosasiner,
w w
k% cosa sina 0, e —wg —K2sin? .

Pro netrivialni feSeni musi byt determinant matice Mg nulovy, coz vede na relaci

[ 4t o asin? ] [(w -2 (- zkz)]+

1.406
(a)2 —wf) —c?k? cos a)(a) a) zkz) ( )
+ wz—wﬁ—c2k2sin2a - o\ =0
_ H (2 -8 ) -2 cos’ @)
@
U elektromagnetickych vin je velmi ¢asto dulezity index lomu dany vztahem
N=lo ¢ %k (1.407)

vy wk o

Disperzni relaci byva proto nékdy vyhodné fesit vzhledem k ck resp. ck/w. Vysledny
index lomu je potom funkci tthlové frekvence

ck(w)

N(w)= (1.408)



140 Teorie plazmatu

Index lomu zavisi samozfejmé i na koncentraci (prostfednictvim plazmové frekvence)
a na magnetickém poli (prostfednictvim cyklotronni frekvence). Zajimavé jsou limitni
situace, kdy index lomu je nekoneény (tzv. rezonance) nebo nulovy (tzv. cut-off, mezni
frekvence za kterou se vlna nesifi):

rezonance: N =0 (v = 0); (1.409)

mezni frekvence: N =0 (vp —>e0). (1.410)

R a L viny - viny Sirici se podél pole By
Podél pole plati o = 0 z disperzni relace ztistane relativné jednoduchy vyraz

2
&~ {(aﬂ - a? —c2k2)2 —(%) (@? —czkz)z} = 0. (1411
Reseni vzhledem k @ ma tii zékladni mody. Prvni méd ziskdme vynulovanim levé za-
vorky, jde o plazmové oscilace elektronti na plazmové frekvenci. Tentokrat se ve vyrazu
neobjevila oprava na hmotnost iontli, protoZe je povazujeme za nekone¢né hmotné.
Vynulovanim pravé zavorky ziskame dal$i dva médy, tzv. R a L viny.

R aL vina

Disperzni relaci ziskame z rovnosti

(0 -0 -) (2] (o2 -] <o
p W ’

ze které nejprve vypoéteme kombinaci w2 — ¢2k2 (vyskytuje se v obou zavorkach). Z ni
poté uréime ¢2k2 (teSeni disperzni relace vzhledem ke £ je jednodussi):

w2
> =0t -—L— o =|a| (1.412)
1Fo./0
Pro index lomu mame
o,/ 0)*
> N, - @er (1.413)
’ l¥w./®

Po dosazeni ¢2k? z disperzni relace (1.412) do linearizované rovnice (1.405) pro
elektrické pole zjistime, Ze

SE,=+idE,; OE,=0. (1.414)

Imaginarni jednotka znamena vzajemny fazovy posun slozek Ex a Ey, 0 71/2, tj. (podobné
jako u skladani dvou fazové posunutych kolmych kmiti). Jde o pravotoCivé a levotocive
polarizovanou kruhovou vinu, tzv. R vinu (Right, horni znaménko) a L vinu. (Left, dolni
znaménko). Porucha elektrického pole je kolma na zakladni magnetické pole, JE L By.
Pro vinu JF, = A exp(ikz—iwt) je realna Cast ¢asové slozky rovna Re(dEy) ~ A cos wt
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a podle vztahu (1.414) je Re(dE)) ~£A sin wt. Smér staCeni proto odpovida nasleduji-
cimu obrazku:

Obr. 1.67: Pravotociva a levotociva vina

Pravotocivost a levoto¢ivost posuzujeme podle vektoru elektrického pole pii pohledu ve
sméru magnetického pole By. Uréeme nyni rezonan¢ni a mezni frekvence:

Cyklotronni rezonance. Situace N — oo nastane jen pro R vlnu pfi frekvenci
w=a,. (1.415)

Vina je absorbovana na frekvenci Larmorova pohybu elektrond. L vina rezonanci
s elektrony nepodléha (elektricky vektor se otaci opacné, nez je pfirozeny pohyb elek-
tronll kolem magnetického pole).

Mezni frekvence (prava a leva). Situace N — 0 odpovida odrazu vin, respektive hra-
nici §ifeni vin a nastava pro tzv. levou a pravou mezni frekvenci:

=g si%wc+%,/w§+4wf). (1.416)

Pfi feSeni kvadratické rovnice bylo pouzito pfed diskriminantem jen znaménko “+”, aby
vysledna frekvence byla kladna. Veskeré mozné kombinace jsou zastoupeny a zadné
feSeni se neztrati. Moznosti Sifeni R a L vin jsou na obrazku 1.68.

0 a X viny - viny Sirici se kolmo na pole Bo
Pro a = m/2 z disperzni relace (1.406) mame

[a)z—wp 2k2J [(a) wp)(a) a) 2kz) a)z(a) 219)}20.(1.417)

Radna vlna (0)

Anulovanim prvni zavorky ziskdme rddnou vinu (O vinu — Ordinary Wave), jejiz dis-
perzni relace ma obdobny tvar jako disperzni relace plazmovych vin:

> o =af +7k° (1.418)

Pro index lomu fadné viny z této disperzni relace odvodime

2,2 a 2
> N3 =K 1—(—"} -1 (1.419)

w2
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Index lomu je frekvencné zavisly, rizné frekvence elektromagnetické viny se Sifi riz-
nou rychlosti. Na vztahu (1.419) pro index lomu jsou zalozeny rtizné diagnostické me-
tody pro plazma, naptiklad §lirova fotografie, pti které se zobrazuji pticné gradienty
indexu lomu. V experimentalni fyzice se Casto vyuZziva zjednoduSeny vztah (plati pro
w>> @), ktery ziskame jako prvni €len Taylorova rozvoje

2 _, 1y’
> =

RN 2me&,

npe

No = [1- (1.420)

R

Rovnice (1.418) resp. (1.419) je zakladni disperzni relaci pro Siteni elektromagnetické
viny plazmatem. Uhlova frekvence a vinovy vektor budou redlna &isla pro @> . Pro
@< @}, dochazi k atlumu vInéni (komplexni k, @), vlna se nesSiii. Dochdzi k rozkmitani
elektront a absorpci vinéni. Oblasti Sifeni O viny jsou patrné z obrazku 1.68.

Rezonance. Pro fadnou vinu nedochazi k Zadnym rezonancim (N — ), index lomu je
vzdy konecny.

Mezni frekvence (plazmova). Mezni frekvenci (N — 0) je plazmova frekvence elek-
tronl @,

e Sifeni fadné viny neni ovlivnéno magnetickym polem. Vlna se §ifi, jakoby mag-
netické pole neexistovalo.

e Réadna vina mé kmitajici poruchu elektrického pole rovnob&znou s pivodnim
magnetickym polem, JE || B.

e Pro frekvence vySs$i nez plazmova frekvence je plazma pro elektromagnetické
viny ,,prahledné®.

Mimoradna vina (X)
Anulovanim druhé zavorky v (1.417) ziskame disperzni relaci mimofadné viny (X
viny — eXtraordinary Wave).

(wz—wg)(a)z—wg—czkz)—wg(wz—czkz)zo. (1.421)

Po vypocteni kombinace w2—c2k2 uréime c2k? a nasledné index lomu mimotadné viny:

o, ) a)z—a)g
> N)z(zl—[—pJ 5 5 Tesp.
D) o -y -a;
2 2
, 1-(w, /o
> NZ=1-| =2 (co2p ) = (1.422)
w 1—(a)p/a)) —(@,/w)

Standardni limitni situace nastavaji pro
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N =5 (v —0) =

> o=, =0} +a; . (1.423)

N —0 (v — ) =

1 1
> O=0LR =F 0+ o + 40> (1.424)

N

obou stran rovnosti), ze mezi indexy lomu plati velmi uzitecny vztah (oznacte si napii-
klad wp/w=2, w/w="©)

_2miag

2
Nx = 2 2
Ni +N{

(1.425)

ze kterého plyne, ze Nx =0 pro Ny = 0 nebo N =0, tj. pro levou a pravou mezni frek-
venci.

Horni hybridni rezonance. K rezonanci dochazi pro tzv. horni hybridni frekvenci @y,
pii které vina nepostupuje, porucha magnetického pole je nulova a jde o ¢isté elektro-
statické oscilace elektronii na horni hybridni frekvenci (vg = 0). Jde o zobecnéni plaz-
movych oscilaci, které jsou vyvolany elektromagnetickou vinou. Vratnou silou je kromé
Coulombovy sily jest¢ Lorentzova sila (Larmorova gyrace kolem By), proto je frek-
vence vyssi nez u Cistych plazmovych oscilaci bez magnetického pole. Pfi nenulové
teploté elektronti (zapocteni tlakového Clenu) se tyto oscilace zacnou §itit jako viny.

Mezni frekvence (prava a leva). Hranice Sifeni X viny je dana mezni pravou a levou
frekvenci wg;. Mimotfadna vlna se §ifi v intervalu frekvenci w € (wr, wnh) U (wg, ).
Jednotlivé oblasti jsou patrné na obrazku 1.68.

e X vlna se nesifi v oblastech (0, wy) U (wh, wg).
e X vlna je dominantné ovlivnéna ptitomnosti magnetického pole By.

e V X viné je kmitajici porucha elektrického pole kolma na ptvodnim magne-
tickym polem JSE L By, elektrony osciluji podél elektrického pole a soucasné
gyruji kolem magnetickych silocar.

V ptipadé obecného sméru viny vzhledem k magnetickému poli By je Sifeni elektro-
magnetické viny popsano obecnou disperzni relaci (1.406). Poznamenejme, Ze na rezo-
nancnich frekvencich je elektromagnetickd vlna pohlcovana, coz vede k ohievu
plazmatu. Takovy dodate¢ny ohfev elektromagnetickymi vinami vhodnych frekvenci je
vyuzivan u riznych zatizeni, naptiklad u tokamakii. Vzhledem k tomu, ze jsme dosud
neuvazovali pohyb iontil, nevysSla nam cyklotronni iontova rezonance pro L vinu a dolni
hybridni rezonance pro X vinu.
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oy, )

p Wy R w

Obr. 1.68. Disperzni relace L, R, O a X viny. Viny se Sifi jen ve svétlych pasech.

Na nasledujicim obrazku jsou disperzni relace elektromagnetickych vin pro chladné
elektronové plazma. Kfivky jsou vykresleny pro w¢ = 2,5 wp. V grafech neni uvazovan
ani vliv iontd ani vliv tlakového ¢lenu (tepelnych déji) — v takovém piipade by byly
disperzni relace se dotkne x-ové osy). Jedingm modem elektromagnetické viny, ktery se
muze §ifit i pti ultranizkych frekvencich je R vina, jde o tzv. hvizdy. Z dolniho grafu je
patrné, ze elektromagneticka vina ma v plazmatu index lomu vétsi nez jedna pro R vinu
v oblasti @ < ¢ a X vlnu v oblasti w € (wp, wp). Grafy byly vykresleny v programo-
vém baliku Mathematica.
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1/N?

3 a)/a)p

Obr. 1.69: Disperzni relace elektromagnetickych vin pro chladné elektronové plazma

Stixovy koeficienty, CMA diagram

Obecna disperzni relace ¢(w, k) =0 se bud’ fesi vzhledem k frekvenci w, nebo vzhle-
dem k vinovému vektoru k. Nékdy je také uzite¢né z disperzni relace vypocitat index
lomu N = ck/w. Vyhody jsou zjevné: index lomu je bezrozmérné ¢islo a disperzni relace
v tomto tvaru nezavisi na volbé jednotek; rezonancni a mezni frekvence Ize snadno najit
jako limity N — oo, resp. N — 0. Pro kvadraty indext lomu se ¢asto pouziva oznaceni

2, 2 )
o/ w ol w
R=Ni=1-—— L=Nt=1-—2—"_;
- .l ./
1-,/ 1+ @,/
> (1.426)
2
o 2RL
P=Nj=1-—2; X=Ng = :
a)z R+L
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Posledni vyraz je jen piepsanim vztahu (1.425). Pro vice tekutin se s¢itd pres vSechny
komponenty plazmatu (v nasem ptipadé bylo wcq = wce = —eB/m).

2, 2
o
Nézl_za)pa—.

b
o LT Oyl

M =1-X;

:
Pl X O

2

a)pa

|&*

(1.427)

2
)
2 _ pa
NO —1—2—2.
a @

Je také vyhodné zavést symetrickou a antisymetrickou ¢ast kvadratd indextt Ny a Ny:

S= %(R +L);
X (1.428)
D=1(R-1).
2
Veli¢inu X lze pak jednoduse zapsat ve tvaru
X=RL/S . (1.429)

Koeficienty S, D, P a X se nazyvaji Stixovy koeficienty. Jsou pojmenované podle ame-
rického plazmového fyzika Thomase Howarda Stixe (1924-2001), ktery je zavedl
vroce 1962. Na grafech disperznich relaci z pfedchozi kapitoly je na svislé ose vzdy
prevracena hodnota piislusného Stixova koeficientu, kterd je imérna kvadratu fazové
rychlosti. Obecnou disperzni relaci (1.406) 1ze vytesit vzhledem k indexu lomu

N?=1- # ;
1.2 .2 ?
—¢“sin“ o 2
1-2 + ! \/1((’4sin4a+(€2[1—%2} cos® &
> 1-2> 1-22\4 (1.430)
7/5&' ,%)E&_
®’ w

Ziskana formule se nazyva Appletonova-Hartreecho formule podle anglického fyzika
Edwarda Victora Appletona (1892—-1965) a anglického matematika a fyzika Douglase
Reynera Hartreecho (1897-1958). Nezavisle na nich odvodil vztah jiz dfive némecky
radioinzenyr H. K. Lassen, jeho prace ale nebyla v anglicky mluvicich zemich znama.
Pro vinu S$ifici se podél vnéjsiho magnetického pole se relace vétvi (znaménko + ve
jmenovateli) na R a L mod, pro vinu $ifici se kolmo na pole na O a X mod.

Pokud se budeme zabyvat dvoutekutinovym plazmatem (tekutinou elektrond
aiontl), ziskame jesté dvé rezonancni frekvence: cyklotronni rezonanci ionti pro L
vilnu (ionty maji Larmorovu rotaci ve vn&j§im magnetickém poli shodnou s otac¢enim
poruchy elektrického pole v L vIn€) a dolni hybridni rezonanci pro X vinu. Tvary vlno-
ploch naleznete na nasledujicim diagramu (tzv. CMA diagramu) a vSechny rezonan¢ni
a mezni frekvence jsou piehledné shrnuty v nasledujicich tabulkach.
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w,/w ~B R
(0]
N, =0 (0.
mi/me L ( 01)
A
BO
1
(w=aw,,) Ny = (@)
Ny = (wh) z L
Ng =0 (ax) L OO
Oo
R
/ X
w
— 2/m2 ~
0 T(w=a,) wylw* ~ ne

Obr. 1.70: CMA Diagram. Tvary vinoploch (polarni diagramy fazové rychlosti) se zakresluji do CMA
diagramu, ktery je pojmenovan podle pocatecnich pismen autor( (P. Clemmow & R. Mullaly —
1955, W. Allis — 1959). Na osach diagramu je magnetické pole akoncentrace plazmatu.
ViInoplochy se skokem méni na hranicich oblasti, kde je index lomu rliznych vin (L, R, O, X) nulovy
nebo nekonec¢ny. Na obrazku je CMA diagram pro chladné dvoutekutinové plazma slozené
z elektrond a iontl. Povimnéte si, Ze v pravé poloviné diagramu (w < w,) neexistuje fadnd vina
(O). Oblast hvizd(, kde se Sifi pouze R vina (a Zadna jind), je omezena zleva podminkou w < Wy

a zdola podminkou w < wWee.
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Rezonanéni frekvence

ZeBO
Ny, — © cyklotronni iontova rezonance D= W0c; = T
1
eBO
Nr — © cyklotronni elektronova rezonance O=|0 = P
(&
Ng — © —

Nx — ©

, _ R ) 2
horni hybridni rezonance D= Qp =4|Whe + D
dolni hybridni rezonance O=04 = 0; D |

Mezni frekvence

, 1 1

N.=0 mezni frekvence L vin O=0] =—— W | += a)cze +4a)2e

2 2 &
— ‘ [ 2 2

Nr=0 mezni frekvence R vin W=0R =+— | e | + Wy +4a)]De
n.e’

No=0 mezni frekvence O vin O=@..= |-=

pe

me&y

1 1 [ 5
mezni frekvence L vin O=0; =—— |0, | +— 2. +4
L ) ce ) ce wpe
. 115 2
mezni frekvence R vin O=0R =+— | e | + Wee +405,

Tabulky rezonanénich a meznich frekvenci (pfedpokladdme wee > Wi, Wpe > wpi)

Faradayova rotace

Uvazujme linedrné polarizovanou vinu §ifici se chladnym plazmatem ve sméru magne-
tického pole. Linearné polarizovanou vlnu mizeme vytvorit slozenim pravotocivé
a levotocCivé viny se stejnou amplitudou. V geometrii pouzivané v této kapitole (magne-

tické pole mifi v ose z) pro kruhové polarizované viny mame:
Er =E, el(kRZ_wt) (e, +iey);

‘ (1.431)
i(kp z—wt)

EL:Eoe (ex—iey).

SloZku E), jsme zapsali ve shod€ se vztahem (1.414) (zkuste si oddélit Ey a Ey). Nyni

budeme zkoumat pohyb linearné polarizované viny ve sméru pole. Kazdou linearné
polarizovanou vinu miizeme zapsat jako superpozici kruhove polarizovanych vin:

EZ%(EL+ER)=706_MM |:(elkLz+elkRz)ex —i(elkLZ—elkRZ)ey}. (1.432)
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Pokud by oba vlnové vektory kg, k. byly stejné, y-ové slozky se vyrusi a zlstane line-
arn¢ polarizovana vilna v roviné (zx). V plazmatu se ovSem vlnovy vektor levotocivé
a pravotocCivé viny nepatrné lisi, coz vede ke staceni polarizace elektromagnetické viny.
Tento jev se nazyva Faradayova rotace a byl objeven vyznamnym anglickym fyzikem
a chemikem Michaelem Faradayem (1791-1867) v roce 1845.

Obr. 1.71: Faradayova rotace

Pro vlnové vektory podle (1.412) mame

) a)lf/a)2
krp =—4|l-————.
T 1Fo, /0

V limité vysokych frekvenci @> @, @, 1ze psat

2, 2 2 2
) 1 o,/o ) @, 0,0,
kRL=_ —_——t . |=—|l-———F +eee
e 2 (17w, /w) ¢ 200 208
neboli
kR’L=k$Ak;
2
ky +k o
p=fLtR @ . (1.433)
2 C 20)2
2
AkEkL_kRzl&_C_
2 Za)z c

Po dosazeni (1.433) do (1.432) mame

E =%(ER +EL) =%ei(kz—a)t) [(e+iAkz+e—iAkz)ex _i(e+iAkz_e—iAkz)ey} ,
neboli

E = E, ¢ (@) [cos(Akz) e, +sin(Akz)e, J .
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Je ztejmé, Ze odlisnost obou vektorti bude zplisobovat stoceni polarizacni roviny na
jednotku vzdalenosti dz

49 _ k.
dz

Po integraci mame pro stoceni na celkové vzdalenosti d

3 d
9= +e—2i2jne(z)30 (z)dz . (1.434)
2eqcmg @

Pro konstantni koncentraci i pole mame jednoduchy vztah

e 1

> Ap=————n.Byd . 1.435
¢ zgocmg wz eP0 ( )
V astronomii jsou typickym zdrojem radiovych emisi s vysoce polarizovanym svétlem
pulzary objevené v roce 1967. Z méfeni zmény thlu polarizace pulzaru se znamou frek-
venci a rovinou polarizace lze urcit integral ze souéinu koncentrace elektronti a podél-
ného galaktického magnetického pole podél usecky spojujici pulzar a Zemi.
Obdobny jev také probiha v prithlednych dielektrikach (véetné kapalnych) v silném
magnetickém poli. V diamagnetickém materialu plati experimentalni vztah

> Ap=1Byd , (1.436)

kde 7 je tzv. Verdetova konstanta, jejiz hodnota zavisi na konkrétnim materialu. Kladna
hodnota znamena staceni proti sméru hodinovych rucicek (pii pohledu podél magnetic-
kého pole), zaporna ve sméru hodinovych rucicek. Krystaly terbium galiového granatu
(TGG) vyuzivaného jako opticky izolator maji Verdetovu konstantu s hodnotou az
¥ ~—40rad T 'm".

Hvizdy (whistlers)

Hvizdy vznikaji jako doprovodné efekty bleskii v dolnich vrstvach atmosféry a vysky-
tuji se také v magnetosférickém plazmatu. Jde o elektromagnetické viny s frekvencemi
v rozsahu 300 Hz az 30 kHz, jejichz energie se Sifi pfiblizné ve sméru induk¢nich car
zemského magnetického pole. Hvizdy byly objeveny némeckym fyzikem H. Barkhau-
senem v roce 1919 a podrobné popsany az britsko-francouzskym fyzikem a elektro-
inzenyrem Llewelynem Robertem Owenem Storeyem v roce 1953. Jde o modifikaci
R vIn s nenulovym thlem mezi smérem magnetického pole Zemé a §iteni. Disperzni
relace hvizdd je obdobna relaci R vin a ziskame ji z Appletonovy-Hatreeho formule
(1.430) pro malé uhly (sin a = 0):
s (0,/®) ck

N=l-—un—; N=—. (1.437)
1- (@, /w)cosax w

Pro vétsinu hvizdi je frekvence vin podstatné nizsi nez cyklotronni frekvence (@ << w¢)

a lze pouzit jednodussi aproximaci (zanedbame jednotku ve jmenovateli):

2
[0
PR TS B Loy (1.438)
), cos


http://en.wikipedia.org/wiki/Metre�
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Pro velmi nizké frekvence Ize zanedbat i kvadrat frekvence na levé strané a ziskat jesté
jednodussi aproximaci pro nizkofrekvencni hvizdy:

2,2
ok.0) =, cosa . (1.439)
Dp

Fazova a grupova rychlost

Urceme nyni fazovou a grupovou rychlost (thel a je odklon k vektoru od magnetického
pole, thel f odklon grupové rychlosti od magnetického pole):

y
X
Pro fazovou rychlost mame
V¢ =Us€
o 2k (1.440)
Uf = P wg W, cos o .

Slozky grupové rychlosti uréime ze vztahu pro gradient v k prostoru ve sférickych
soufadnicich

_Jdo  1dw 1 Jw

vV, =—e€;, +———e —e,. 1.441
€ % " koa “ ksinadp ? (1.441)
Po derivovani mame pro jednotlivé slozky
>k
Vg = 2—2 ), cos
1)
p
2
Vgqr = —% @, sina, (1.442)
1)
P
Ugp =0.

I z rozkladu na obrazku je patrné, Ze slozka o mifi proti sméru rostouciho thlu « a je
zapornd. Tato slozka je mnohem mensSi nez slozka ve sméru k, kterd je zcela
dominantni. Z posledni rovnice (1.442) je zfejmé, Ze vy lezi v rovin€ (e, k).

Naleznéme nyni rychlost $ifeni energie v zavislosti na frekvenci. Do vztaht (1.442)
dosadime za vlnovy vektor z disperzni relace (1.439):

2c c @, .
> Ugk =—— /@, cOS o' Ugg =—— ¢ sina v’ (1.443)
@, @, \cosa
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Ob¢ slozky jsou umérné w!/2. Vzhledem k malému uhlu $ifeni je vgy << Ugr. Hvizd se
od mista uderu blesku §iti podél magnetické indukéni ¢ary zemského pole. Vyssi frek-
vence se $ifi vySS$i rychlosti a proto k pozorovateli dolétnou diive. Hvizd trva fadové
sekundy a postupné k mistu pozorovani prichazeji niz$i a nizsi frekvence. Vzhledem
k nizké frekvenci je mozné zaznamenané zmény elektrického pole pfivést na repro-
duktor a slyset jako zvukovou nahravku. Hvizdy se podél induk¢nich ¢ar zemského pole
$ifi od pdlu k polu a ne€kolikrat se i odrazi. Za boutkové ¢innosti jsou pravdépodobné
zodpovédné za urychleni elektronti na relativistické rychlosti.

- >'7" :
Se— —"

1280 Hz '
#

Obr. 1.73: Typicky hvizd s postupné se snizujici frekvenci. NASA, 2001.

Maximalni odklon Sifeni hvizdii od magnetického pole
Pro odklon grupové rychlosti od fazové je z obrazku ziejmé, ze plati

Usgy .
tg(ar—B)=——== 4.
ng

tg(a—ﬂ)=%tg0€-

Druha relace plyne dosazenim z (1.442) do prvni relace. Z této rovnice ur¢ime thel S
odklonu grupové rychlosti od magnetického pole

) sin(e—f) _sina
cos(a—f) cosa

) sinacos f—cosasin B sina

cosarcos f+sinasin i cose
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sin xcos & sin2¢
fB =arctg —— — |Farctg| ———— .

1+cos” & 3+cos2ax

Najdéme nyni maximalni hodnotu f (stac¢i polozit derivaci argumentu podle o rovnou
nule, vyjde cos 2a =—1/3, sin 2a = (8/9)"?

> B = arctg[2_3/ 2} =19°29" (1.444)

Maximalni odklon §ifeni energie nizkofrekvenénich hvizdd od sméru magnetického
pole Zemé je 19°29’ (tzv. Storeylv uhel). Smér §ifeni vin je pfi tomto nejvétsim od-
klonu a = 54°44’ (2a =109°28").

Tenzor permitivity pro elektromagnetické viny v plazmatu

Pii vysokych frekvencich a v pfitomnosti magnetického pole se plazma chové zcela
jinak nez bézné vodivé prostiedi. Proto ur¢ime tenzor permitivity pro nas ptipad chlad-
ného elektronového plazmatu s polem Bg. Uréeme nyni indukci elektrického pole
v plazmatu reagujicim na vysokofrekvencni vinu:

SD = £y0E + 6P = £,0E — en,6x, = £,0E + — 5, . (1.445)
10

K pfevodu poloh na rychlostni pole jsme vyuzili integraci piislusné rovinné Fourierovy
komponenty. Perturbaci rychlostniho pole musime urcit z pohybové rovnice pro elek-
trony, nejlépe v perturbovaném tvaru po Fourierové transformaci (1.402):

e e

ou OE —i

me@ my@

=—1i 5ue><BO.

€

Rovnici zapiseme ve slozkach a vypocteme poruchu rychlostniho pole elektront:

1e 5Ek— 1e

Suy =~ EmOU By =
m.@

(5 €

. Q), ie
(51(1 + l—cgklmﬂmj&fl =———0k .
® me@

Rovnice pro rychlost ma jednoduchy maticovy tvar

ie

M- Jfu=- OE; (1.446)
me @
1 i,/ 0
M=|-io/o 1 0
0 0 1

K uréeni poruchy rychlostniho pole postaci najit inverzni matici k matici M. Porucha
indukce elektrického pole potom podle (1.445) bude
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2
i W,
6D = £, 0B+ u, = £y0E+| - & MISE |=¢)| 1-—L2M" |SE.
i io\ mw @
Hledany tenzor permitivity proto je
5 @
E=gy|1-—M"|. (1.447)
>

Poslednim krokem tedy bude ureni inverzni matice k matici M. Mtizeme pouzit jakou-
koli standardni metodu — vypocet pies subdeterminanty, Gaussovu eliminaci nebo
spektralni rozvoj (matice je hermitovska a ma realna vlastni ¢isla 1, 1- o/w, 1+ /o).
Vysledek je

1; -i(w,/ w); 0;

M =———|i(@/); 1; 0;
1-(w,/w) )
0; 0; 1-(w,/w)

Po dosazeni do (1.447) ziskame tenzor permitivity

S -iD 0
> E=gy|iD S 0. (1.448)
0 0 P

Tenzor permitivity je zjevné anizotropni, ma nediagonalni prvky a prvek na diagonale
odpovidajici sméru magnetického pole (P) je jiny nez ve zbyvajicich smérech (S). Ten-
zor permitivity je navic komplexni. Nasobeni imaginarni jednotkou zpusobi fazovy
posuv mezi vektorem 3D obsahujicim reakci plazmatu a ptivodnim vektorem JSE.

Slirova fotografie

L — )
laser 5
L L1

plazma
Ly :
S :
film | k""" ’ i
P Z
; £ L2

Obr. 1.74: Princip Slirové fotografie
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Sifeni elektromagnetickych vin v plazmatu se také vyuziva v riiznych zobrazovacich
technikach. K nejzndméjSim patfi tzv. slirova fotografie. Jako zdroj svétla slouzi koli-
movany (nerozbihavy) svazek, naptiklad z laseru. Laserovy paprsek se plazmatem §iti
zpravidla jako fadna vina s indexem lomu (1.420). Pfi¢ny gradient koncentrace plazma-
tu zpasobi zménu indexu lomu a odklon paprsku od ptivodniho sméru. Bfit S v ohnisku
F (viz obrazek 1.74) zacloni neodklonéné paprsky a na stinitku (filmu, CCD) se zobrazi
jen paprsky ovlivnéné plazmatem. Vznikla fotografie je obrazem pticnych gradienti
koncentrace plazmatu. Slovo Slirova pochazi z némeckého schliere (Smouha). Postup
lze vyuzit u jakychkoli nehomogenit vedoucich ke zméné indexu lomu, tedy i pro
fotografovani turbulenci a razovych vin v obycejnych plynech.

Na slirové fotografii nevidime samotné plazma, ale oblasti s nenulovym gradientem
indexu lomu (neboli koncentrace). Zvyraznény jsou tak hranice veSkerych struktur
v plazmatu.

Obr. 1.75: Slirova fotografie explodujiciho vldkna (uhlik, pramér 120 um, délka 7 mm).
Expozice 3 ns. Pavel Kubes a kol., FEL CVUT.

oo000000000000000000000000o
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1.5 Nestability v plazmatu

1.5.1 Neomezené chladné plazma

Zakladni pojmy
Ve vétsing piipadi ziskame disperzni relaci v implicitnim tvaru

?(w,k)=0 (1.449)
a zajima nas, kdy je feSeni w(k) nebo k(w) komplexni, nebot’ komplexni thlova frek-
vence ¢i vlnovy vektor znamenaji, Ze kmitava exponencidla exp[i(k-x—wf)] se stane
rostouci nebo tlumenou exponencialou v ¢ase nebo v nékteré prostorové proménné.
ReSeni v o (vyvoj v ¢ase)

Predpokladejme, Ze je vinovy vektor realny a Ze jsme disperzni relaci vyfesili vzhledem
k thlové frekvenci w:

w=wk); resp. @=a k)+ia, (k). (1.450)

Redeni v ¢ase miize byt podle znaménka w; rostouci nebo tlumené. V rostoucim piipadé
muzeme zavést koeficient ndriistu nestability typu exp[yt] vztahem

¥ = = Im(a). (1.451)
Vzhledem k vyvoji v ¢ase rozliSujeme dva mody nestabilit:

C nestabilni mdéd (konvektivni mdd): V kterémkoli fixnim bodé bude po uréité dobé
amplituda poruchy s ¢asem klesat. Nestabilita ,,odtekla* do jiného mista.

A nestabilni méd (absolutné nestabilni mdd): V kterémkoli fixnim bod¢ bude amplituda
poruchy nardstat.

oy

oy

C madd

/\

X0 X X0 X

Obr. 1.76: RGzné zpUsoby narlstani nestability

Rozdéleni na A méd a C mod mtize (ale nemusi) zaviset na volbé souradnicového sys-
tému. Nachazime-li se napfiklad u C médu v soufadnicové soustave spojené s pohybu-
jici se poruchou, bude se pozorovateli jevit jako A madd.
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ReSeni v k (vyvoj v prostoru)
Predpokladejme, ze thlova frekvence je realna a Ze jsme disperzni relaci vyfesili
vzhledem k vinovému vektoru k:

k=k(w); resp. k=kj(o)+ik,(w). (1.452)

ResSeni poruchy mtze byt v nékterém sméru od zdroje exponencialné klesajici — potom
hovotime o evanescentnim modu, nebo rostouci — potom hovoiime o zesilujicim modu.

Nesvazané médy disperzni relace

Nékdy je mozné disperzni relaci rozlozit na jednotlivé mody
[m—wl(k)]-[m—wz(k)]---[w—wN(k)]=0. (1.453)

Kazda z hranatych zavorek mtize byt vynulovana zvlast’ a pfisp&je jednou vétvi k cel-
kové disperzni relaci. Pfedpokladejme pro jednoduchost jen existenci dvou vétvi v je-
diné prostorové dimenzi

[o-w,(0) ] [o-0,()]=0, (1.454)

které se protinaji v bodé P = (w9, ko):

0]

Oy === —5

I
I
1
I
I
:
1
ko k

Obr. 1.77: Dva médy disperzni relace

V okoli mista kiizeni mizeme oba mddy nahradit pfimkovou zavislosti

w
(k)= a)0+a—k1(k—k0) = o+ (k—ky);
S (1.455)
[0
0, (k) = a’o*'a—kz(k—ko) =)ty (k—ky),

kde vy, v, jsou grupové rychlosti obou vétvi disperzni relace.

Svazané médy disperzni relace

Pokud se v plazmatu objevi dvé viny se stejnou vinovou délkou a frekvenci (obecné
zptsobené riznymi mechanizmy), budou se samoziejmé vzajemné ovliviiovat a energie
jednoho médu bude pumpovana do druhého a naopak. Nejjednodussi zptsob, jak oba
mody provazat, je zavést nenulovou konstantu na pravé stran€ disperzni relace (1.454):

[o-0,(0) ] [0-0,00)]=¢. (1.456)
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Pro malé ¢ v porovnani s ¢leny na levé strané hovoiime o tzv. slabé vazbe. Konstantu &
nazyvame vazebnou konstantou. Ukazme, Ze jeji nenulova hodnota zcela zméni portrét
kiizeni obou vétvi disperzni relace. Vyuzijme v rovnici (1.456) linearni aproximace
(1.455):

| 0=y vy (k—kg) |- -y —vy(k—kp) | =& .

Diky vazebné konstanté jiz nemizeme kazdy z mddu polozit roven nule, konstantou
jsou vzajemné svazané. V linearni aproximaci je posledni rovnice kvadratickou rovnici
jak pro w, tak pro k. VyfeSme rovnici v obou proménnych. Pro @ najdeme kombinaci
E=w— wp, v diskriminantu vyuzijeme, Ze (v1tv2)?2 —4viv2 =(v1-v2)2. Analogicky
postupujeme pro vlnovy vektor. Oba vysledky jsou:

=0, +%[(vl +vz)(k—k0)i\/(vl —0y)* (k—k)? +4g}; (1.457)

k=ko+ [(u1 +0, )(@—wg) J_r\/(vl —0y)2(w-wy)? +4evpv, } . (1.458)

2U1U2

Je zfejmé, Ze jiz nebude dochazet ke kfizeni moédd a pro nékterd znaménka velicin &
a v1U, nebudou existovat redlna feSeni pro tthlovou frekvenci nebo pro vlnovy vektor.
Celkem mohou nastat Ctyfi pfipady znazornéné na obrazku. Oblasti neexistujicich real-
nych feSeni jsou oznaceny Sedymi pasy.

Obr. 1.78: Disperzni relace pfi vazbé maédu
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Vicesvazkova nestabilita

Uvazujme plazma slozené z rizné se pohybujicich tekutin né¢kolika druhti a. Pfi odvo-
zeni disperzni relace vyuzijeme nasledujicich predpokladi:

1. Plazma je neomezené. V plazmatu nejsou zadné hranice. Na nich by se feSeni
muselo navazovat a takovou situaci se budeme zabyvat v piisti kapitole.

2. Plazma je chladné. V pohybové rovnici nebudeme uvazovat gradient tlaku. Tento
predpoklad zjednodusi vypocet a umozni zjistit podminky nastupu nestability. Pfi
jejim nasledném rozvoji dochazi k termalizaci plazmatu a predpoklad jiz neplati.
K popisu horkého plazmatu je nejvhodnéjsi vyuzit statistické metody, viz kapi-
tola 1.6.

3. Nestabilita je Fizena elektrickym polem. Zanedbavame magnetické pole, coz pod-
le rovnice rot E = —0B/0t vede na kxdE = 0, tedy poruchy jsou zptisobené podél-
nym elektrickym polem. V nepfitomnosti vzajemného ptelévani poruch magne-
tického a elektrického pole neni nutné uvazovat rovnici pro ¢asovy vyvoj elek-
trického pole, postaci jen poc¢ate¢ni podminka div D = py,.

Za vychozi soustavu rovnic budeme uvazovat

Ny .
—=+divnu, =0,
at aro

P
Mg Mgy —;f +ighg (Ug - V)ug =0yn,E, (1.459)

divE =i2naQa :
=) o

Poruchy budeme predpokladat ve tvaru
Ny =Nyg + 00, ; u, =ug, +ou,; E=0E.

Po provedeni standardni perturba¢ni analyzy a Fourierovy transformace ziskdme v prv-
nim fadu linearizovanou soustavu pro poruchy:

(w_k"UOa)ana _HOa(k'aua) =0,

i(@-Kk-ugy,)du, =—&5E ,

My

ik~5E=iZQa5na.
&y o

Z prostiedni rovnice vypocteme poruchu du, a dosadime do prvni rovnice. Z ni ur¢ime
poruchu dng, a dosadime do posledni rovnice. Vysledkem je disperzni relace

6()2

2
> —P 1 &, _ 0ol (1.460)
= (0-k-ugy) Myt

Uvazujme jednoduchou situaci dvou svazkti pohybujicich se v jednom sméru (Bunema-
nova nestabilita; pro razné sméry svazkl v rychlostnim prostoru hovotime o Weibelové
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nestabilité). V témze sméru se objevi porucha elektrického pole a vlna Sifici se podél
tohoto pole. Disperzni relace bude
2 2
wpl pr
2 2
(0—ku)”  (@—kuy)

U neporusenych rychlosti jsme pro jednoduchost vynechali index 0. Funkci f(w) na levé
strané muizeme snadno vykreslit do grafu:

S ()

f(w)= =1. (1.461)

Obr. 1.79: Leva strana disperzni relace

Reseni nalezneme jako prise¢iky funkce f(w) s jednotkou, f(w) = 1. Charakter feseni
bude zaviset na poloze bodu C, kde ma funkce f'lokalni minimum. Pokud bude yc <1,
existuji Ctyfi realna feSeni. V pfipadé, ze yc > 1 (Carkovana kiivka), budou existovat jen
dvé realna tfeSeni. Vzhledem k tomu, ze disperzni relace je ¢tvrtého fadu v @, budou
v tomto ptipadé dvé feSeni komplexni a rozvine se nestabilita. Kriticky bod nalezneme
z podminky

2/3 2/3
u +u @
j—f=0 - wc=% (1.462)
@ @p1” + @
Podminku stability odvodime ze vztahu f(ac)<1:
3
2/3 2/3
) |:wp] + wpz :|
| k® 2 5 (1.463)
(g =)

Vztah odvodil Oscar Buneman (1914-1993) v roce 1959. Pro dostatecné kratké vinové
délky je v chladném plazmatu situace stabilni. Nestabilita vznikne vzdy pro dosti dlouhé
vinové délky. V horkém plazmatu tomu tak ale nemusi byt, situaci je vhodnéjsi analy-
zovat metodami statistické fyziky, viz kapitola 1.6. Svazky se budou brzdit, ale nikoli
srazkami. Vznikne silné elektrické pole s vinovou délkou 1> A, které zpusobi jejich
postupnou termalizaci.

Dva symetrické svazky

Uvazujme nyni dva stejné svazky pohybujici se symetricky proti sobé. Disperzni relace
ma jednoduchy jednodimenzionalni tvar

s s

> P ~+ P -=1 (1.464)
(a)—kuo) (a)+ kuo)
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Po roznasobeni ziskame bikvadratickou rovnici pro tthlovou frekvenci, kterd ma reseni

2 _ . 2,,272 2 22
0" =y +kuy £y, ay +4kup (1.465)
Je zifejmé, Ze po prvnim odmocnéni jsou vSechna feseni redlna. Oblast realnych feSeni

(a tedy stability) ziskame bud’ ptimo z relace (1.465) nebo z jiz ptipravené Bunemanovy
podminky stability (1.463):

w? — ok
kZZZé - kz%e(—oo,—\/i>u<+x/5,°°). (1.466)

Disperzni relaci (1.465) je vyhodné piepsat do bezrozmérného tvaru

@ =1+k% £\1+4k% ;

1.467
E)Eﬂ; ];Eku_o ( :
@ b

Po odmocnéni dostaneme Ctyii feSeni, obecné komplexni ve tvaru @ = @ +i@, . Realné
i imaginarni ¢asti disperzni relace jsou vykresleny v nasledujicim grafu:

Obr. 1.80: Redlné a imaginarni vétve disperzni relace

Povsimnéte si, ze pro velké vinové vektory (na obrazku k) jsou 4 realna feSeni v w. Pro
malé vinové vektory (bezrozmémé) z intervalu (—V2, \2) existuji jen dvé realna feseni
a dvé komplexni (na obrazku vektor k). Pro nestabilitu je klicovy bod K na obrazku, ve
kterém je nejvétsi hodnota imaginarni ¢asti thlové frekvence a tim i nejvétsi koeficient
narQstu nestability. Jeho vodorovnou soufadnici nalezneme jako lokalni maximum dis-
perzni relace (1.467). Derivaci pravé strany polozime rovnu nule a ziskame hodnotu
k=~3/2. V tomto bod& dava disperzni relace (1.467) étyfi feseni
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i
w=t—.
2

>

o=t

N%
O

Z hlediska nestability nas zajima imaginarni feSeni, soufadnice bodu K jsou (V3/2, 1/2)
a koeficient maximalniho ristu nestability

y=In(o) = In(@) @, =2 (1.468)

Pro dva rizné svazky lze provést obdobny rozbor, jen disperzni relace jiz nebude symet-
ricka jako v naSem piipadé¢. Nastup dvousvazkové nestability znamena rozvoj vin a nas-
lednou termalizaci obou svazkt. Jejich energie se tedy nakonec proméni v energii tepel-
nou. Tam jiz ale naSe ptiblizeni chladného plazmatu neplati. Nestabilita dvou symetric-
kych svazki se Casto pouziva k testovani riznych simulacnich algoritmd pro pohyby
nabitych ¢astic. Elegantni analytické feSeni a oblast nastupu nestability je v numerické
simulaci snadno ovéfitelna.

Obr. 1.81: Numericka simulace dvousvazkové nestability (O. Hastings, E. Liang, Rice University)
pro dva svazky prolinajicich se pozitronG. Na spodnich Ctyfech obrazcich je Casovy vyvoj
nestability ve fazovém prostoru (x, p). Na pocatku byla hybnost svazki +p,.

Nestabilita typu svazek-plazma

Vénujme nyni pozornost svazku, ktery interaguje s klidnym plazmatem. Z obecné dis-
perzni relace (1.460) mame
2 2
;
Lbz+&—l, (1.469)
(0—kuy)” @

kde jsme oznacili w, plazmovou frekvenci plazmatu, w,, plazmovou frekvenci svazku
a uy, jeho rychlost. Podminku stability (1.463) snadno ptepiSeme do tvaru
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()
P AP )

Uy, a)p

V limit¢ slabého svazku (tak se nazyva situace, kdy plati wpp << wp, napfiklad pro ionty
pronikajici do elektronového plazmatu) piiblizné plati k> wp/up. Disperzni relaci
(1.469) 1ze snadno prepsat do jiné¢ho elegantniho tvaru:

[wz—wg]-[(w—kub)z— gb]=w§bw§ . (1.471)

Jde o tvar analogicky (1.456), v nasem piipadé jsou Ctyfi vinové mody svazané vazbou.
Nékdy se hovoti o c¢tyivinné interakci. Limita slabého svazku je soucasné limitou slabé
vazby, tj. malé konstanty na pravé strang.

Nestabilita typu svazek-plazma je velmi casta. Objevuje se ve slunecnim vétru po-
bliz razovych vin planet, pfi prostupu ruznych plazmovych vytryski okolnim prostie-
dim. Vysledkem je termalizace svazku. T¢ lze vyuzivat i pii ohfevu plazmatu pomoci
svazkil nabitych ¢astic.

(1.470)

Dalsi nestability (driftova, Weibelova)

Dalsi situace, kdy se v plazmatu pohybuji dvé tekutiny opacnym smérem, nastava
v pfitomnosti driftovych pohybt. U vétSiny drifti se elektrony a ionty pohybuji opac-
nym smérem, a proto mize dojit k rozvoji nestability. Podminka stability (1.463) dava

2/3 3/2

[0) a,;
j— Y . (1.472)
UDi_UDe| a)pe

Nestability vzniklé vzdjemnym prolinanim dvou nebo vice prostiedi s riznymi rych-
lostmi obecné nazyvame vicesvazkové nestability. Neni to ndzev pfili§ $tastny, nebot
ne vzdy musi jit o svazky. V 1D piipad€ (rychlosti vSech prostiedi, elektrické pole
a vlnovy vektor maji stejny smér) hovoiime o Bunemanové nestabilité. V ptipad¢ ani-
zotropie v rychlostnim prostoru (2D a 3D ptipad) hovofime o tzv. Weibelové nestabilité
(Erich S. Weibel, 1959).

X
Obr. 1.82: Weibelova nestabilita. Prvni radek je v (x, y) prostoru, druhy v (x, p) prostoru.
O. P. Hastings, E. Liang, Rice University, PIC simulace, 2007.
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1.5.2 Plazma s hranici a vymeénné nestability

Zakladni vztahy, vektor posunuti

Budeme uvazovat plazmatické prostredi s rozhranim v rdmci idedlni magnetohydrody-
namiky. Tedy zanedbame difuzni ¢len, posuvny proud (vysokofrekvenéni déje) a samo-
ziejmé predpokladame, Ze vinova délka déju je veétsi nez stiedni volna draha vSech ¢as-
tic (jinak by nebylo mozné pouzit teorii kontinua).

Pfitomnost hranice znacné komplikuje feSeni ulohy. Musime nalézt feSeni na obou
stranach hranice a tato feSeni na hranici navazat. Tato uloha vyzaduje znalost prubéhu
perturbované hranice a budeme se ji zabyvat v této kapitole. Dalsi komplikaci je, ze
zékladni neperturbované feseni jiz zpravidla neni konstantni, ale zavisi na nékterych
proménnych, napiiklad na vzdalenosti od hranice. V takovych proménnych jiz neni
mozné hledat periodickou poruchu jako dfive. Uvazujme nejprve rovinné rozhrani a po-
té valcové rozhrani (plazmové vlakno).

Rovinné rozhrani
Predpokladejme rozhrani v roving€ (xz). Klidové feseni mize byt funkci vzdalenosti,
tedy funkci y. Perturbace klidového feseni proto bude mit tvar

W) =w N+ Sy =y (y)eTiEmion (1.473)

Porucha se nyni sklada ze dvou ¢asti: neperiodické, kterou oznacujeme y, a periodické,
ktera je obsazena v kmitavé exponenciale. Periodicka ¢ast povede na algebraické vztahy
jako diive, neperiodicka na diferencidlni rovnice, které bude tfeba fesit. Index 1 u nepe-
riodické ¢asti oznacuje, Ze se nachazime v prvnim fadu poruchové teorie. V promén-
nych, kde to je mozné, provedeme opét rozklad na parcidlni viny, coz povede na sadu
pravidel pro piislusnou Fourierovu transformaci:

> 9 »—iw; 9, —ik,; 0, —»>ddy; 0. —ik, . (1.474)

Jedinou zménou je tedy to, Ze v prom&nné y, ktera nemiize byt diky hranici periodicka,
derivace zustane. Stane se vSak obycejnou derivaci, protoze po aplikaci pravidel jiz ve
vyrazech zadna jind proménna neZ y nezlstane.

y

V4

Obr. 1.83: Rovinné rozhrani dvou prostredi

Valcové rozhrani

Predpokladejme nyni valcové rozhrani plazmového vlakna neboli pince. Klidové feseni
(naptiklad Bennettovo feSeni) bude funkci radidlni vzdalenosti od osy vlakna. Pertur-
bace klidového feseni proto bude mit ve valcovych souradnicich tvar

ikpp+ik,z—iot

y(t.r,g.z) =y (r) +y(r)e (1.475)
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Porucha dy se opét bude skladat z neperiodické ¢asti y(r) a kmitavé exponencidly.
Reseni musi spliiovat periodicitu v polarnim thlu ¢:

w(t,r,p+2rm,z)=y(t,r,z). (1.476)

V

r

Obr. 1.84: Vélcové rozhrani dvou prostiedi

Tuto podminku splnime, pokud plati

ik ik, (p+27 2rik,
elw’:el‘"(¢ ) = e =1 = k,

¢=m=0,il,i2,...

Cislo m nazyvame ¥ad (méd) poruchy resp. nestability a vyraz (1.475) ziska tvar
W(t,r,0,2) =W (r) +yy (r)e™MPHRETO0 0 2140, (1.477)

Odpovidajici pravidla pro rozklad do parcialnich vin jsou

> d, > -iw; d, —»d/dr; Bweim; d, —ik, . (1.478)

Proménna r je neperiodicka a v rovnicich zlistane véetné svych derivaci. Prvni tfi mody
poruchy jsou znadzornény na nasledujicim obrazku

Obr. 1.85: Prvni tfi moédy poruch



166 Teorie plazmatu

Poznamka 1: Pokud bychom ztotoznili levy a pravy okraj vldkna (jde o jednodu-
ché priblizeni toroidalni geometrie), musi platit y(z, r, ¢, z) = w(¢, r, ¢, z+L), kde L
je délka vlakna, coz vede na podminku

kZ=277[n; 51//=1//1(r)exp[im(p+i27”nz—iwt}; n=0,1,2... (1.479)

Poznamka 2: Obecna hranice vede na poruchu
—iot

iq, -k
(G0 9p.) = Wo (@) +¥1(gy)e PP (1.480)

kde q, jsou neperiodické proménné a q, periodické proménné.

Vektor posunuti

U problému s hranici nas vétSinou nezajima rychlostni pole, ale vektor posunuti zvolené
oblasti plazmatu definovany vztahem

t

> 5&(1,x) = j su(t,x)de’. (1.481)
lo

Opacna relace ma tvar

Su =@. (1.482)
ot

V pocatecnim case je vektor posunuti nulovy. Tato vlastnost ale jiz neplati pro jeho
parcialni Fourierovy komponenty, ze kterych se vysledny vektor slozi. Opét budou mit
periodickou (q,) i neperiodickou (qy) ¢ast:

—iwt
b

5§a) = §1w(qn)elqp.kp

5§=j5§a,dw

(1.483)

U parcialnich vin se index w zpravidla pise jen tehdy, mohlo-li by dojit k zameéné.
Vektor posunuti vyjadiuje posunuti kazdého vnitiniho elementu plazmatu v pribéhu
poruchy. Pravé pres tento vektor bude definovan i tvar nové, narusené hranice.

..., nova hranice

plGvodni hranice

..

Obr. 1.86: K definici vektoru posunuti
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Zakladni rovnice pro vektor posunuti

Vyjdéme ze standardni soustavy idedlni magnetohydrodynamiky pro jednoslozkové
plazma s polytropni stavovou rovnici (1.222), k pohybové rovnici ptidame ¢len s tiho-
vym zrychlenim:

%—f+div(pu)=0,
pa—u+p(u-V)u =-Vp +pg+r0tB><B,
ot Ho

(1.484)
P

5 +@-V)p + ypdiva = 0,

oB
—=rot(uxB).
5, =mot(uxB)
Nyni provedeme linearizaci:
P=pPo(An)+dp; u=0du; p=py(q,)+dp; B=By(q,)+IB. (1.485)

Zakladni feSeni je ovSem funkci nékterych prostorovych proménnych, proto jiz nebu-
deme moci pfesouvat toto feSeni pred prostorové derivace a nebo pokladat jeho derivaci
rovnou nule. Vysledkem linearizace bude soustava (vypisujeme jen ¢leny 1. fadu)

aa%+div(p05u) =0,

p()@: —V§p+g5p+r0t5BxB0+r0tB0xé‘B,
ot #o Ho 1.486
35 (1.486)
a—tp+(5u-V)p0 + ypodivéu = 0,
%=rot(5uxBo).

V dal$im kroku dosadime za poruchu rychlostniho pole du = dd§/dr. Vyuzijeme, Ze
v linearizované soustavé jsou jediné Casové zavislosti v perturbovanych ¢lenech typu
Jy. VeliCiny typu wo jsou jen prostorove zavislé. S vyjimkou druhé rovnice bude mozné
vSechny integrovat v ¢ase (od nuly do Casu ¢). Integracni konstanty v urcitych integra-
lech nebudou, v dolni mezi jsou poruchy nulové:

dp+div(py6§)=0,

2
2o aa§2§ =—V5p+g6p+r°t§B><B0+mtB0><§B,
t

Ho Ho (1.487)
Sp+(6§-V)py + ypydivég = 0,

OB =rot(5§xBy).
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Druhé rovnice (pohybova rovnice) je rovnici pro vektor posunuti. Z poslednich dvou
rovnic do ni dosadime za dp a dB, z prvni rovnice za dp. Vysledek je

9’5 . .
Po at;’: V(38-V)py + V(ypydiveg) —gdiv(pyd§) +

rot OB rotB
XBO + 0

Ho Ho
OB =rot(5EXBy)).

| 2 +

x6B;  kde (1.488)

Prava strana je linedrnim diferencialnim operatorem puasobicim na poruchu vektoru
posunuti

92 5¢

i 7 5% . (1.489)

> Po

V celém odvozeni nebyl proveden Fouriertiv rozklad na parcialni viny. Budeme-li pied-
pokladat ¢asovy prib¢h ve tvaru exp[—iw¢], mame

> 9 58 =—pyw” 5. (1.490)

Jde o problém vlastnich hodnot operatoru ¢ vlastni &islo je funkci uhlové frekvence.
Na navazovani feseni na hranici zavisi, zda bude mit operator diskrétni spektrum, a tim
poruchy diskrétni mody s frekvencemi w,,, a nebo bude mit spojité spektrum a frekven-
ce poruch o bude libovolna. Celkové feSeni potom slozime obvyklym zptisobem

5§=>a, el resp. 5€= ja(a)) e dg. (1.491)
n [
Lze ukazat, ze v idedlni magnetohydrodynamice (nestladitelnd dokonale vodiva teku-
tina) je operator 74 hermitovsky ve smyslu skalarniho sou¢inu

(flg)=[f - g0 dx= [ ff g0 dx, (1.492)
tedy plsobi v obou Castech skalarniho soucinu stejné:
(f19g)=(9f|g). (1.493)

Prvky prostoru povazujeme za komplexni, nebot’ k popisu vinéni vyuzivaime komplexni
vinové funkce. Operator ma proto realna vlastni ¢isla a mohou nastat jen pfipady w2 >0
(stabilni feSeni) nebo w2 <0 (frekvence je ryze imaginarni a feSeni nestabilni). V ryze
imaginarnim piipadé obsahuje feSeni jak exponencialné rostouci mody, tak exponenci-
alné tlumené (evanescentni) mody, nezlstane vSak pfitomna kmitava ¢ast. V neidealni
magnetohydrodynamice s disipaci magnetického pole miize mit thlova frekvence real-
nou i imaginarni Cast a feSeni jak exponencialni, tak kmitavou cast.

Z rovnice (1.489) je zfejmé, ze vyraz f= 9 0§ predstavuje hustotu sily pisobici na
plazma. Napiseme-li potencialni energii jako zdporné vzatou praci, mame

oW =—[88 - 5§ Px=-[9 &, d3x=—<5§

7 5§> : (1.494)
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Pokud se potencialni energie ptesunem plazmatu o J§ zmensi oproti pfedchozimu stavu,
plazma muize (ale nemusi) piejit do nové energeticky vyhodnéjsi konfigurace. Pokud by
se ale potencidlni energie méla pohybem plazmatu zvysit, samovolné k tomu nikdy
nedojde. Postacujici podminkou pro stabilitu plazmatu tedy je

(5819 58)<0. (1.495)

Navazovani poli na hranici
Je-1i bod ptivodni hranice x¢, je bodem nové hranice v prvnim fadu poruchové teorie

X =Xg +0§(2,X) . (1.496)

Po dosazeni feSeni za vektor posunuti pro konkrétni situaci mame rovnici nové hranice,
ke které standardnim postupem (zapiSeme hranici v implicitnim tvaru a najdeme gradi-
ent) odvodime normalovy vektor, ktery bude mit ¢ast nultého i prvniho fadu:

n=ny+on. (1.497)

Znéame-li rovnici hranice a normalovy vektor k ni, mizeme jiz na hranici navazovat
vektorova i skalarni pole.

Spojitost normalové slozky vektorového pole
Piepokladejme, ze normalova slozka pole je spojita (napfiklad magneticka indukce),
potom na hranici plati

K -n=const, (1.498)

coz v prvnim fadu poruchové teorie dd podminku pro navazani feSeni na obou stranach

K, -on+JK-nj = const. (1.499)

Dosadime-li za poruchy parcialni viny a na obou stranach rovnosti zkratime periodické
¢asti, mame finalni podminku pro navazani

> Ky -n; +K; -ny =const. (1.500)
Spojitost te¢né slozky vektorového pole

Prepokladejme, Ze tecna slozka pole je spojitd (napiiklad intenzita elektrického pole),
potom na hranici plati

K Xxn = const (1.501)
a obdobnym zptsobem jako v minulém piipad¢ dostaneme podminku navazani

> K¢ xn; +K;Xng =const . (1.502)

Spojitost skalarniho pole

Uvazujme jakékoli skalarni pole, které ma byt na hranici dvou prostiedi spojité (napii-
klad celkovy tlak):

w(t,X) =Wy (X) + W (t,X). (1.503)
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Na nov¢ hranici bude mit pole hodnotu
w(t,Xg +08) =y (xg +68) + oy (t,xo +6§) =
= +(98-V)y + 0y +(58-V) oy ,

na pravé strané jsme provedli Taylordv rozvoj obou ¢lenti do prvniho fadu (vSechny
¢leny bereme v argumentu X,). Pfedpokladejme, Ze v nultém fadu je nase skalarni pole
spojité, potom staci fesit spojitost v prvnim fadu poruchové teorie, coz da

(8- V)yy + Oy = const .

Dosadime-li za poruchy opét parcialni viny a na obou stranach rovnosti zkratime perio-
dické ¢asti, mame finalni podminku pro navazani skalarniho pole

> (& -V)wo +y; =const . (1.504)

Nestability plazmového vlakna

Uvazujme nejjednodussi mozné plazmové vlakno s valcovou symetrii, ve kterém tece
elektricky proud jen po povrchu. (Druhym nejjednoduss$im piipadem by byl Bennettiv
pin¢ s konstantni proudovou hustotou v celém prifezu a parabolickym priibéhem tlaku.)
Jedinou neperiodickou proménnou bude radialni vzdalenost, tedy kazdé feseni bude mit
tvar (1.477).

Obr 1.87: Volba souradnic u valcového vldkna

ReSeni uvniti

V tomto jednoduchém piipadé plyne z Maxwellovy rovnice rot H=j, Ze rovnovazné
magnetické pole uvnitt je nulové a z rovnice rovnovahy jxB=-Vp, ze tlak je kon-
stantni. Celkové tedy pro rovnovazné feseni uvnitt mame vSechny veli¢iny konstantni
(to by neplatilo u Bennettova pince):

Po =const ; P =const ;
(1.505)
Uy = BO =0.
Z rovnice pro vektor posunuti (1.488) v tomto ptipadé zbude jen

—po @& =ypVdiveE;  SE=§,(r)e"PTikE (1.506)
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V principu miizeme vektor posunuti urcit z této rovnice. Jedinou neperiodickou pro-
meénnou je radialni soufadnice a tak jde o tfi vzjemné provdzané obycejné diferencialni
rovnice pro komponenty &y, &g, ¢1z. V takto trividlnim piipad€ by ale tento postup byl
zbytecné slozity. Piimo z rovnic (1.487) po dosazeni rovnovazného feSeni mame

@’ py6§=Vép,
Op+ypydivdg =0, (1.507)
OoB=0.

Z posledni rovnice okamzité vidime, Ze porucha magnetického pole uvniti vldkna je
nulova a proto je nulova i neperiodicka ¢ast

B, =0. (1.508)

Prvni dvé€ rovnice v (1.507) tvofi soustavu rovnic pro vektor posunuti 6§ a pro poruchu
tlaku dp. Vylouéime-li z rovnic poruchu tlaku, ziskdme rovnici (1.506) pro vektor posu-
nuti. Pokud naopak dosadime za J§ z prvni rovnice do druhé rovnice, ziskame skalarni
rovnici pro poruchu tlaku a po jejim vyfeSeni jiz snadno dopocteme vektor posunuti
z prvni rovnice. Tento postup zvolime:

c Po

S

2
£V2+a)—2]5p=0; 2=1P (1.509)

Nyni vyjadiime Laplacetiv operator ve valcovych soufadnicich, detaily ¢tenaf nalezne
v prvnim dile ,,Vybranych kapitol“, v ¢asti 3.10.3 Operatory v kiivocarych soufadnicich)

2 2 2
li(raé'p}ria 5p+8 op @

+—0p=0.
ror or 72 a(oz 022 2 d

S

Po aplikaci pravidel (1.478) nebo pifimém dosazeni dp = p1(r) exp[imp+ikz] a zkraceni
kmitajici ¢asti feSeni mame rovnici

2 2
e/ WL TR - TR PR SOl e (1.510)
dr? dr Csz
Oznaéme
(()2
q2=k2——2; x=gqr. (1.511)
C,

Veli¢ina ¢ mize byt obecné komplexni, ale pro y — oo, coZz odpovida isochorickému
dé&ji a tedy nestladitelné tekuting, je g2 > 0. S timto oznaCenim ziska rovnice tvar modi-
fikované Besselovy rovnice

2
29n +xdﬂ—[m2+xﬂpl=0- (1.512)
dx? dx

Detaily k této rovnici jsou popsany v prvnim dile ,,Vybranych kapitol®, v ¢asti 3.7.1
Besselovy funkce. ReSeni rovnice ma tvar
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n(r) = Al (qr)+ BK,, (qr) . (1.513)

Vzhledem k tomu, Ze pro » — 0 funkce K, diverguje, je konstanta B nulova a feSeni
tedy je

p(r)=Al,(gr). (1.514)
Jako posledni krok nalezneme vektor posunuti z prvni rovnice (1.507):
58 = 2l Vop= 2l [i’li’ijAlm(qr)eimqpﬁla—iwt _
o p W py \Or rop oz

m»

:( Ijq I izmA I ifA ]mje[im(pﬁkz—iwt] )
wpy @ pyr WPy

Pro neperiodickou ¢ast vektoru posunuti plati

A , 1mA kA4
§1=[ A r =1~ ImJ. (1.515)
w'py @ Py WPy

Celkové tedy pro neperiodické Casti poruch mame uvniti plazmového vlakna ve valco-
vych soufadnicich (r, ¢, z) feseni

B, =(0,0,0), B; =(0,0,0),
> Py =const, p=4l,@qr), (1.516)
Aq imA ikA
& =(0,0,0), g = [2—"1,,, (@), ——In(qr), ——1, (qr)] .
@ Py " por " Py

ReSeni vné
Vné plazmového vldkna rovnovazné magnetické pole ubyva podle Ampérova zakona
jako 1/r alze pro n¢ho psat

B, =Bo(r0)r70e¢, (1.517)

kde 7o je polomér vlakna. Vné neni plazma a tak jsou poruchy pj i § nulové. Jediné
nenulova bude porucha magnetického pole, pro kterou vné vldkna plati Maxwellova
rovnice rot 0B = 0. Porucha magnetického pole je tedy nevirova a musi existovat ska-
larni potencial:

SB=Vép. (1.518)

Divergence magnetického pole musi byt nulova, tj. div(By+dB) = 0. Vzhledem k tomu,
ze pro rovnovazné feseni plati div Bo = 0, musi platit i div 6B = 0. Kombinaci s (1.518)
mame pro potencial poruchy rovnici

V256 =0. (1.519)

Rozepiseme-li Laplacetiv operator do valcovych soufadnic, dostaneme pro jeho neperio-
dickou ¢ast rovnici
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d? d
240 +rﬂ—[m2+k2r2]¢l =0. (1.520)
dr? dr
Za vnitini proménnou tentokrat zvolime
x=kr, (1.521)
a dostaneme opét modifikovanou Besselovu rovnici
d? d
29 +rﬂ—[mz+x2]¢1 -0 (1.522)
dxz dx
s feSenim
¢(r)=CIL, (kr)+ DK, (kr). (1.523)
Vn¢ vlakna pro r — oo diverguje funkce 7, takze feseni je
¢1(r)=DK,, (kr). (1.524)

Nyni jiz snadno nalezneme poruchu magnetického pole z rovnice (1.518), neboli

SB = V5¢ (a 1o i]¢leim(p+ikz—ia)t (a 19 ajDK (k) 1mg0+1kz 1a)t

8(08 or’ rana

Po provedeni derivaci a oddéleni kmitajici ¢asti mame vysledek

1Dm

B, =(DkK,’n, K,, ikDKm). (1.525)
Shriime tedy vysledky vné vlakna:
B, = [o, B, (ro)r7°, oJ : B, = (DkK (o), LM (), kDK (kr)j
> | &,: vnéneniplazma, €1: vné neni plazma, nema smysl, (1.526)
Po=0, n=0.

Navazani FeSeni
Nejprve nalezneme vektor normaly k hranici proudového vlakna, pro kterou plati

r=r +§1r (ro)eim(pﬁkz—iwt .

Hranici zapiSeme v implicitnim tvaru

F(t,r,g,z)=-r+r+&, (rO)eim(p+ikZ_iw’ =0

a vektor normaly urc¢ime jako gradient

NV = (aaF lgF aaFj (_Limgl”eim‘/’+ik2_th,ikéilreim("‘*'ikz_iw’].
rorde oz r

(1.527)

(1.528)

(1.529)
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Vektor normaly mtzeme rozdé€lit na pivodni a perturbovanou ¢ast n =ngpton a poté
z perturbované ¢asti oddelit neperiodickou ¢ast:

ny = (-1,0,0), (1.530)
im . L
§n=[0, é:lr ’ikglrjelm¢+1kz—la)l’ (1531)
.
im
n, =[o, i ,ik(f],J. (1.532)
r

To je vSe co potiebujeme pro Uspé$né navazovani: feSeni uvnitt (1.516), feSeni vné
(1.526) a casti vektoru normaly ng a mnj. Jako prvni navazme normalovou slozku
magnetického pole B-n podle vztahu (1.500):

vné

[By -n; +B; -ng] (1.533)

uvnité

Uvniti vldkna je vyraz nulovy a venku da Boyni, + Bi,nor = 0. Vzhledem k tomu, Ze
hranice je spole¢na, musime za vektor posunuti &1, dosadit z vniténiho feSeni. Ve vSech
vyrazech provedeme limitu » — rp:

. A{Mmqm)},ﬂkmﬂ@%)]=o. (1.534)
@ Py

Zbyva navazat celkovy tlak w = p+ B?/ 24y podle vztahu (1.504):

d B2 B. B vné

0pB1

Gy — ot ——2 =0.
dr 24 Ho

uvnitt

Opét dosadime nalezena feSeni uvniti i vné, hranice je spolecna (tedy dosazujeme
vnitini), provedeme derivaci a poté ve vSech vyrazech limitu » — rg:

1mBy Km(kro)}:o. (1.535)
HoTp

Blq
> 1‘{1»1((]%))"'—2 04 [m(qu):|_D|:
@~ PokoT

Rovnice (1.534) a (1.535) jsou soustavou rovnic pro hledané integracni konstanty 4 a D.
Netrivialni feSeni bude existovat jen tehdy, pokud bude determinant soustavy roven
nule:
imBy(ry)q imB , Blq
0 1 (gr) | ——2 Ky (k) |+ KK, (k)| 1 (qr) +———— I, (7)) | = 0.
W poty Hoh " pototy

Posledni dva vyrazy roznasobime a z rovnice vypoéteme w”:

2 2 2
> ot = VA Inan) |, m K,,,,(kro) : v2=Ban) (1.536)
o Inar)| kg Ky (krp) Polo
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Ziskali jsme tak disperzni relaci v naSem jednoduchém pfipadé¢ a soucasné vlastni Cisla
problému (1.490).

Rozbor feSeni

Ziskana disperzni relace je skuteéné takova, jak jsme jiz avizovali u rovnice pro vektor
posunuti — mohou nastat jen piipady w2 > 0 (stabilni feSeni) a w2 < 0 (frekvence je ryze
imaginarni a feSeni nestabilni). Zakladni podminka stability je

iql;n(qro) Lo Ky |
rn 1,(qrn) kry K,'n(kro)

Uvédomime-li si (viz 1.3.7.1), Ze funkce I, je vzdy kladna a stejné tak jeji derivace I,
veli¢ina ¢2 je v rezimu blizkém nestladitelnému (idealni magnetohydrodynamika, y vel-
ké) také kladna, ziskame finalni tvar tzv. Kruskalovy-Safranovovy podminky stability.

m® K,y (krp)

> 7
kl”o Km(krO)

<0. (1.537)

Povsimnéte si, Ze jedina veli¢ina obsahujici materidlové vlastnosti plazmatu ¢ ve final-
nim vztahu neni. Oznacime-li x = kry, miZzeme podminku ptepsat do tvaru (K, je klad-
né, K'y, zaporné):

F(x)=xK), (x)+m*K, (x) > 0. (1.538)
Podminka stability v tomto tvaru je vhodna pro grafické feSeni (vykreslime levou stranu
vztahu a sledujeme, zda je vysledek kladny). Z obou poslednich vztahii je okamzité

vidét, Ze pro m = 0 neexistuje feSeni a vlakno bude vzdy nestabilni vii¢i porucham moédu
nula. Totéz lze ukazat pro mod m = 1.

m=0 @ B m=1 ﬁ

iy i)

Obr. 1.88: Nulty a prvni méd poruchy vlakna

Nestabilitu m = 0 nazyvame kordlkova nestabilita (sausage instability), nestabilitu m = 1
smyckova nestabilita (kink instability). V obou pfipadech se objevi silngjsi pole (hustsi
magnetické indukéni ¢ary) na ,,nespravném‘ misté a tlak magnetického pole pocatecni
deformaci nadale prohlubuje.

Na grafech v obrazku 1.89 je vykreslena leva strana nerovnosti (1.538). Prvni dva
médy nemaji zadné nulové feSeni a jsou vzdy nestabilni. VSechny dal§i mody jsou
stabilni pro x < xp, které je pro prvnich pét modu zaznamenano v tabulce za obrazkem.
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i m=0 Tr m=1
B B
R R
- | 1 1
1 2 377 \ 1 2--=3 4
// \_/”
///
-1 // -1
0.05 =2 l‘ 0.0001[,, =3 ‘|
B \ S '
& \ & \
\ — 1 | 1 ‘-
2 \4_-6""8 «x 2 4 6 8 x
\\_,//
-0.05 —0.0001
maéd m 0 1 2 3 4 5
Xo = krg - - 3,04 8,02 15,01 24,01
Obr. 1.89: K vypoctu stability viakna. V tabulce pod obrazkem
jsou argumenty, pro které prochazi grafy nulou
Pro x plati pfiblizna formule
xg=m>—1. (1.539)
Od moédu 2 je feSeni stabilni pro krg < xo, tedy pro vinové délky
27
> A>T m=23 (1.540)
m”—1

Reseni pro nenulové osové pole

V ptipad¢, ze by na pocatku existovalo osové pole By, budou prvni dva mody jiz ale-
spon v nékterych oblastech parametrt stabilni. Osové pole ma na proudové vlakno sta-

bilizujici ucinek.

Obr. 1.90: Obecnéjsi pripad plazmového vladkna
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Obdobnym postupem mtizeme ziskat disperzni relaci i nyni. Uved'me jen vysledek,
ktery je nutné fesit graficky, pro prvni dva moédy budou existovat stabilni oblasti feSeni:

2 ’ 2 ’
1 K, (kr 1
w2=k20ﬁ,in—[kUA,ex+vaJ q Ln(qry) K,y (kry)  viaq Ly (qrp)

i )k L,(qry) Ko, (k) 1y I,(qr)°
2 2
B2 By - B
> oy e L LT P L ek L ¥ (1.541)
PoMy PoHo PoMy

(£ =013 )(k? - o

k* - lct - I i

2
q° =

Rayleighova-Taylorova nestabilita

Rayleighova Taylorova nestabilita (RT nestabilita) vznika na rozhrani dvou tekutin
riznych hustot (napfiklad je-li v gravita¢nim poli hustsi kapalina ,,nad* fid$i). Pro teku-
tiny v konstantnim tihovém poli byla poprvé tato nestabilita popsana anglickym fyzi-
kem, lordem Rayleighem (1842—1919) v roce 1883. Anglicky fyzik a matematik Geo-
ffrey Ingram Taylor (1886—1975) zobecnil tuto nestabilitu v roce 1950 i pro jakékoli
konstantni zrychleni, které mifi smérem od hustsi k fidsi tekutiné. V takové situaci se
snazi hustsi tekutina zaujmout polohu ,,pod* fidsi tekutinou (v daném poli) a pocatecni
poruchy na rozhrani se rozvinou do charakteristickych tvari podobnych prstim a poz-
déji klobouckim hub. Nékdy se nestabilitam tohoto typu fika vyménné nestability, pro-
toze si rizné oblasti tekutiny vymeénuji pozici a ,,hledaji” stav s nizsi energii. Typickym
ptikladem jsou dvé nemisici se kapaliny nalité do sklenice tak, aby hustsi kapalina byla
nad fidsi. RT nestabilita ale vznika i pfi inverzi na rozhrani dvou vzdu$nych mas nebo
pii interakci expandujiciho hvézdného vétru s Krabi mlhovinou, jez je pozlstatkem po
explozi supernovy pozorované v roce 1054. RT nestabilita je zodpovédna i za hiibovity
utvar vznikajici pfi atomovém vybuchu. V misté exploze vznikne lehky a horky plyn,
ktery za pomoci RT nestability pronika vzhiru.

Obr. 1.91: Numerickda simulace rozvoje Rayleighovy-Taylorovy nestability.
Pittsburg Supercomputing Centrum.
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V roce 1954 ukéazali Martin Kruskal (1925-2006) a Martin Schwarzschild (1912-1997),
ze pritomnost magnetického pole mize u kratkych vlnovych délek zabranit rozvoji této
nestability na rozhrani dvou druhd plazmatu.

Soufadnicovou soustavu zvolime tak, aby rozhrani obou prostiedi bylo v roving
y = 0. Pfedpokladejme, ze ve sméru osy y pusobi homogenni tihové pole a na plazma
pusobi vn&jsi magnetické pole By rovnobézné s rozhranim. Na rozhrani obou prostiedi
se rozvine mala porucha. Osu z mtizeme opét volit ve sméru magnetického pole a zajis-
tit tak kompatibilitu s pfedchozimi vypocty. Jinou moznosti je volit osu z ve sméru
Sifeni poruchy — periodicka ¢ast pak bude mit jednoduchou zavislost exp[ikz]. Postup
odvozeni, ktery nasleduje, na volbé osy z nezavisi. Dilezité je jen, Ze vektory Bg a k
jsou rovnobézné s rozhranim. Pro urcitost predpokladejme soufadnicovy systém zvo-
leny dle obrazku:

y
gl oy

z<4p, ¢ k Pa

Obr. 1.92: Volba souradnicového systému

Vypocet vektoru posunuti
P1i nasi volbé soufadnicového systému budou mit poruchy tvar

V) =YD +HOYEx); Sy =y (elTETed (1542
U vektoru posunuti budeme pro jednoduchost index 1 vynechavat
SE&(t,x) = &(y) el kst thzz-0t] (1.543)
Z geometrie problému pro jednotlivé veliciny plyne
k =k =(k,0,k;),
S =2S1e, +§ = (G- S1.92) s
By =B (y) = (Bo,, 0, By.)
Po=pPo(¥); po=pro(y).

(1.544)

Symbol || znamena rovnobézny s rozhranim, symbol L znamena kolmy na rozhrani
(tedy ve sméru osy y). Hodnota By, je v nasi geometrii nulova, ale pro dalsi odvozeni to

neni podstatné. Pro jednoduchost budeme piedpokladat nestladitelné plazma, tj.
div 6§ = 0. Po rozepsani da tato podminka jednoduchy vztah

§i+ik~§” =0 = & +ik-§=0 = k-§=i&] . (1.545)
Céarka ve vSech vyrazech znamena derivaci podle jediné neperiodické proménné y.

V rovnici pro vektor posunuti (1.488) ur¢ime nejprve poruchu magnetického pole v
dané geometrii (div Bg = 0; div § = 0):
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OB =rot(SExBy) = (B, -V)5E—(5E-V)B, =i(By -k)5E— 5, B).  (1.546)
Poruchu dosadime do rovnice (1.488) pro vektor J§, ktera pro nestladitelné plazma dava

rot 6B «Bg+
Ho Ho

rot By v

~@’py 5§ = V(5§-V)p, — gdiv(pyE) + SB. (1.547)

V rovnici rozepiSeme vSechny ¢leny, provedeme derivace, zkratime periodické casti,
upravime dvojné vektorové souciny a za vSechny vyskyty (k-&) dosadime z (1.545):

4

ot {apa By &) (By )+ (BB )&, | — L (By k) + gpp |
Hoy Ho Ho

—(02,00§|| =ik¢, py +Lk(Bo -§)(By ~k)—L§” (By 'k)2 +Lk(Bo ‘By)E) -
Ho Ho Ho

Jde o tii rovnice (1+2) pro vektor posunuti. Druhou rovnici vynasobime skalarné vekto-
remk, za k-§, =k-§ opét dosadime z (1.545), a vypocteme kombinaci

L(Bo -§)(By k) =&, pp +w—22/)o§i - 5 (By k)¢ +§—i(Bo ‘By),
Hy k Mok Hy

kterou dosadime do prvni rovnice. Tim ziskame jednu jedinou rovnici pro kolmou
slozku vektoru posunuti:

2 ’ 2
szpo —%]4 e [wzpo —@]@ — gk ppé, =0, (1.548)
0

0

Pokud oznaéime kulaté zavorky symbolem .%p, ziska rovnice pro kolmou slozku vek-
toru posunuti jednoduchy tvar

(Hp&L ), —k? (A& L) - gh* ppéL =0;
> (1.549)
» ) 1 2
Hy = py——(k-Bg)~ .
Ho

Zavedeme-li Alfvénovu rychlost odpovidajici neporusenému magnetickému poli vzta-
hem

By

VoA = , (1.550)
VHoPo
1ze funkci A, piepsat do podoby
.V{OEpO[a)z—(k-VOA)Z]. (1.551)

Pokud budeme uvazovat infinitezimaln¢ tenké rovinné rozhrani (pfechodovou vrstvu),
jsou hustota po(y) a magnetické pole Bo(y) v obou poloprostorech konstantni, ale
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v roviné y = 0 maji skok, takze derivace p'y, B’y vedou na distribuce. Nicméné pro y # 0
je p'o = 0 a funkce 4 je konstantni. Rovnice ma proto v obou poloprostorech tvar

&N -k =0. (1.552)

Resenim je linedrni kombinace dvou exponencialnich funkci, z nichz v kazdém polo-
prostoru vybereme tu, ktera v nekonecnu klesa k nule. Vektor posunuti bude spojity:

e y>o0,

. (1.553)
Ce™ ; »y<0.

£ () =Ce Ml = {

Navazani ieSeni a disperzni relace

Je zfejmé, Ze prvni derivace nalezeného feseni ma v roviné y = 0 skok a druha derivace
se chova jako distribuce. VSechny derivace skokd se musi v ptivodni rovnici (1.549)
vyrusit. Toho miizeme vyuzit k navazani feSeni na rozhrani. Nalezené feSeni dosadime
do ptivodni rovnice (1.549). Integraci v proménné y se zbavime derivace v prvnim vy-
razu (a s ni souvisejicich derivaci skoktl). V druhém vyrazu derivace skokli nejsou.
V poslednim vyrazu provedeme integraci per partes a derivaci skoku v hustoté tak
pievedeme na derivaci spojité veli¢iny & :

l:—#foksgnye ‘yq kzj Hoe Mdy [gkz,o e M] jgk Posgnye Mdy 0.

Nyni provedeme limitu / — 0 (tedy z obou poloprostorii se blizime k rozhrani). Oba
integrandy jsou omezené a v limité se integraly blizi k nule. Zbyva podminka

y—>0+

[—.V{Ok sgny e b _ gk*p, (y)e_k‘y‘:| =0,
y—0~
ze které okamzit¢ plyne disperzni relace
| Hy + Ky, +gk(pp —p,) =0, (1.554)

kde indexy a a b znaci dolni a horni poloprostor. Po dosazeni za funkci <4 mame finalni
disperzni relaci problému

> wz(pa+pb)—ﬂi[(k-Ba)2+(k-Bb)2]+gk(pb—pa)=o. (1.555)
0

Rozbor Feseni (nulové magnetické pole)

Pro nulové magnetické pole vychazi:

> > ——gk Pb = Pa ) (1.556)
Pat Pp

Situace je tedy vzdy nestabilni, pokud je t&2§i tekutina nad leh&i (o < 0, pp > pa). Koe-
ficient nariistu nestability je
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y= /gk%, (1.557)
a b

tedy k nejrychlej$imu rozvoji nestability bude dochazet pro kratké vinové délky a pro
velké rozdily hustot (pp >> pg, hustsi kapalina je nad Fidsi).

Rozbor ieSeni (nenulové magnetické pole)
V piitomnosti magnetického pole mame disperzni relaci

2 2
- k-B k-B
> o =—gk Lo~ Pa L 1 kB +(k-By) (1.558)
PatPpr Ho PatPp
ktera vede na podminku stability ( @* >0 )
2 2
k-B k-B
—gk(pb—pa)+( B Sy (1.559)
Ho
Snadno ji pfepiSeme do tvaru
27[(83 coszaa +B§ coszab)
> A< (1.560)

,Uog(/?b _pa)

Uhel mezi magnetickym polem a vlnovym vektorem jsme oznaéili a. Pro poruchu §ifici
se podél pole tedy vzdy existuje pro dosti kratké vinové délky oblast stability i v ptipadé
hustsi kapaliny nad #ids$i. Pro kuzel stability plati (pokud jsou oba uhly stejné, tj.
Og=0ap=a)

A
ae<0,0p,y); Omax = arccos ;
ax

2;;(33 +Bb2) (1.361)

lgﬂ'max Pb > Pq -

 Hog(py—pa)’

Kelvinova-Helmholtzova nestabilita

Dalsi typickou nestabilitou, ktera se mtize rozvinout na rozhrani dvou prostiedi je Kel-
vinova Helmholtzova (KH) nestabilita. Vznika tam, kde se vici sobé ob¢ prostiedi po-
hybuji (vitr nad vodni hladinou, sluneéni vitr obtékajici na bocich magnetosféru, roz-
hrani past obfich planet nebo rozhrani dvou vrstev atmosféry Zemé). Pti dostatecné
velikém rozdilu rychlosti dojde k rozvoji nestability i tehdy, pokud je situace RT sta-
bilni (tj. leh¢i tekutina je nad t€z8i). KH nestabilita vznika i pfi velkém stfizném (kol-
mém na smér rychlosti) gradientu rychlosti v tekutiné jediné. K stabilizujicim prvkim
patii pfitomnost gravitaéniho pole, magnetického pole v plazmatu nebo neostrost hra-
nice rozhrani (rychlost se neméni skokem, ale postupn¢).

Nestabilitu poprvé popsal Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894)
v roce 1868 a nezavisle na ném lord Kelvin (1824-1907) v roce 1871. Kompletni feseni
pro nestlacitelné kapaliny nalezl v roce 1961 Subrahmanyan Chandrasekhar. V roce
1963 zobecnil toto feseni pro idedlni magnetohydrodynamiku Amiya Sen, o rok pozdéji
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nalezl i feSeni pro stlacitelny pfipad, které v roce 1968 zobecnil Richard Gerwin a v
témze roce jesté David John Southwood pro magnetopauzu. V roce 1980 nalezl Attilio
Ferrari alespon ¢astecné feSeni pro relativistické rychlosti, které je dilezité naptiklad u
relativistickych vytryski z ¢ernych dér.

e A Ttk v

Sk,
- il

Obr. 1.93: Porovnani KH nestability v obla¢nosti s numerickou simulaci.
Foto: University of Notre Dame. Simulace: Programovy balik FLUENT.

Disperzni relace

Uvazujme obdobné podminky, jako u Rayleighovy-Taylorovy nestability, tj. nestlaci-
telné plazma s infinitezimalné izkym rovinnym rozhranim v roviné y = 0. Opét budeme
predpokladat zavislost poc¢atecnich podminek na soutadnici y, tj. po = po(v), Bo = Bo(»),
ug = ug(y). Magnetické pole By i vektor rychlosti ug lezi v roving rozhrani y = 0. Sou-
fadnicovy systém muzeme zvolit obdobné jako u RT nestability (na této volbé je ale
vysledna disperzni relace nezavisla):

gi g

Obr. 1.94: Volba soufadnicového systému

Disperzni relaci 1ze odvodit stejnym postupem, obdobné jako ve vztahu (1.367) dojde
jen k zaméné
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w— o-k-ug. (1.562)
Disperzni relace tedy opét bude mit tvar (1.554):
Hy + Ky +8k(pyp = pg) =0
1.563)
i 2 1 2 (
o =[o-k-uo]" py —ﬂ—(k'Bo) :
0

Po dosazeni mame
_(k-B,)” +(k-By)*

Ho

> (w-k-u, ) p, +(o-k-uy) pp +gh(py —p,) =0. (1.564)

Rozbor FeSeni (nulova tiZe, nulové magnetické pole)
Predpokladejme pro jednoduchost, Ze tekutina v poloprostoru a je v klidu, rychlost up

ma pak vyznam vzajemné rychlosti Aug obou prostfedi, uhlova frekvence je méfena
v nami zavedené soustave, tj. vzhledem k tekutiné v klidu. Disperzni relace je

@ p, +(0-k-Aug ) py =0,

2
@’ p, + &% py —20(k - Aug)pp, +(k-Aug)” p, =0,

+3

a+r) Pa

Vzhledem k tomu, Ze ma uhlova frekvence nenulovou imaginarni ¢ast, dojde k rozvoji
KH nestability vzdy, dokonce i pro » = 1, tj. pro stejné tekutiny pohybujici se vii¢i sobé
nenulovou rychlosti. Koeficient narGstu nestability (kladna imaginarni cast ahlové frek-
vence) je

(1.565)

_ (k'Auo)\/;.

T (1.566)

Rozbor feSeni (vliv tize)
Opét budeme predpokladat, ze tekutina v poloprostoru a je v klidu. Jediné pole, které na
obé¢ tekutiny plsobi, je tize. Z disperzni relace snadno nalezneme feseni pro w:

2
> wu=(k-Auo)ri\/gk(l—r)_(k-Auo) ro Py

; r=—. 1.567
1+7 1+7 (1+7)? D ( )

Z teseni je patrné, ze tize ma stabilizujici vliv, thlova frekvence jiz nemusi mit nenulo-
vou imaginarni ¢ast. Podminkou stability je, aby vyraz, ktery je pod odmocninou, nebyl
zaporny, tj.

ghk(1—r?)—(k-Aug)?r 0.

Predpokladejme, Ze situace je RT stabilni (tj. leh¢i tekutina je nad t€zsi, » < 1, v opac-
ném piipadé by byla RT nestabilita jen zvyraznéna). Podminka stability potom je
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A 2
> A2 A €052 B3 A =200 =k, Aug).  (1568)
g 1-r

Viny vétsi nez Amax jsou stabilni, pokud by viibec vznikly, nebudou zesilovany. Napii-
klad pro vitr nad vodni hladinou (vitr je sice stlacitelny, ale v prvnim pfiblizeni lze
vztah pouzit) vznikaji viny ve sméru vétru (f = 0) a hustota vétru je mnohem mensi nez
vody (7 <« 1). Podminka stability se v tomto ptipadé redukuje na vztah

A 2
A2 s Ay =200 (1.569)
g

Nutno ale poznamenat, ze kratkovinné mody jsou stabilizovany povrchovym napétim.

Rozbor FeSeni (vliv tiZe a magnetického pole)
Disperzni relace (1.564) bude mit pfi nenulové tizi a nenulovém poli feseni

_ (k-Aug)r gk(l—r)+[("'va)2*“"Vb)zr]_(kﬂuw%

2 I+r I+7 I+7 (1+r)2
> v, = B, ; Vp = B, ; (1.570)
VHoPa NHoPp
r=fb
Pa

Variabilita moznosti je nyni znacn4, pfitomnost tize i magnetického pole ma stabilizu-
jici ucinek (piispivaji ke kladné ¢asti vyrazu pod odmocninou). Podminka stability ma
tvar (pfedpokladame RT stabilni systém, tj. » < 1)

> k(Aug)? rcos® B < g(l—r2)+k(v§ cos’a, +u§rcos2a,,)(1+r) . (1571)

Z relace je mozné pro konkrétni situaci dopocitat oblasti stability systému.

Dalsi nestability (Richtmyerova-Meskovova, diocotronova)

Richtmyerova-MeSkovova nestabilita

Dalsi nestabilitou vznikajici na rozhrani dvou prostiedi je Richtmyerova-Meskovova
nestabilita (RM). Dochazi k ni pfi prudkém urychleni hranice dvou prostfedi, naptiklad
pfi prichodu razové viny. K rozvoji této nestability dochazi pii explozich supernov,
vzniklé miseni je kombinaci RM a RT nestability. Jinym typickym piikladem je rozvoj
této nestability pfi inercidlni fuzi, kdy dochazi k implozi horké obalky na zatim stude-
ném peletu s jadernym palivem. Odraz rdzové viny na rozhrani mtze vést ke vzniku
virovych struktur. Teoreticky existenci této nestability predpovédél Robert Davis
Richtmyer (1911-2003) v Los Alamos National Laboratory v roce 1953. Nestabilitu
poprvé experimentalné pozoroval Evgenij Meskov vroce 1970 v Sovétském svazu,
v Vserusskom naucnom issledovatelskom institute.
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Obr. 1.95: Vznik Richtmyerovy-Meskovovy nestability

Diocotronova nestabilita

Jde o obdobu KH nestability, u které pohyb plazmatu podél rozhrani vznika diky naru-
Seni kvazineutrality plazmatu. Vzniklé elektrické pole zptsobi spolu s magnetickym
polem drift nabitych Castic, ktery vede k rozvoji nestability. V oblasti ménici se rych-
losti se vytvafeji charakteristické viry. K diocotronové nestabilité dochazi na povrchu
plazmovych vlaken, pii priniku svazku elektronti plazmatem, ve sténach polarnich zaii
nebo ve spiralnich ramenech galaxii (NGC 3646). Nazev nestability pochazi z feckého
slova prondsledovat. Nestabilitu zavedl Hannes Alfvén (1908—-1995) v roce 1950 k vys-
vétleni vzniku virovych struktur v polarnich zafich.

Diocotronova nestabilita vznika vSude tam, kde se po sobé posouvaji dvé vrstvy
divodu doslo k separaci elektrického naboje v radidlnim sméru. Vzniklé radialni elek-
trické pole zpisobuje spolu s osovym magnetickym polem B, azimutalni drift rychlosti
U,. Celé vlakno zacne rotovat diferencialni rotaci (oblasti rizné vzdalené od osy maji
ruznou uhlovou rychlost). Na povrchu vldkna se stykaji dvé oblasti s rtiznou rychlosti
(rotujici vlakno a okolni prostifedi) a mize dojit k rozvoji diocotronové nestability.

K separaci naboje v radidlnim sméru, které je zdkladni podminkou vzniku diocotro-
nové nestability, mize dojit mnoha zptisoby. Nejcastéji jde o rlizné drifty, na které rea-
guji elektrony jinak nez ionty. Vlastni zafeni pince také mlze zplsobit separaci naboje.
Zativé procesy odnaseji Cast tepelné energie uvolnéné pii vyboji, tim vznika radialni
gradient teploty, ktery zptsobi nejen separaci elektrického néboje (analogie termoelek-
trického jevu), ale iseparaci jednotlivych chemickych prvki. Také rizné typy jinych
nestabilit mohou vést ke vzniku nekompenzovaného naboje.

Diocotronova nestabilita je pro plazmova vlakna velice Casta. Je pozorovéna v mno-
ha laboratornich experimentech, ve vesmirném plazmatu a v numerickych simulacich.
Rozvoj diocotronové nestability podminény povrchovou rotaci mize byt dominantnim
impulsem k pfestavbé vldkna do helikalni struktury.
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Obr 1.96: Diocotronova nestabilita

Vyménné (tlakem rizené) nestability

K Rayleighové Taylorové nestabilité dochazi proto, ze je té€zsi tekutina nad lehci. Pti
presunu téz8i tekutiny pod leh¢i (a leh¢i nad tézsi) dojde k takovému preskupeni, které
vede ke snizeni vnitini energie tekutiny. Stejny princip plati ale i obecné. Pokud je
situace takova, ze presunem plazmatu mizeme docilit, aby se snizila vnitini energie sys-
tému, je plazma nestabilni. Podminkou stability tedy je

Mg 205 Wiy =—[ 8 7 58 d'x . (1.572)

K vyjadreni energie jsme vyuzili vztahu (1.494). Pfedpokladejme plazma s dominan-
tnim magnetickym polem (8 = p/py < 1) a vypoétéme zménu vnitini energie, pokud by
se plazma z okoli jedné magnetické indukéni ¢ary zameénilo za plazma z okoli jiné,
blizké magnetické indukeni ¢ary (vymeénime plazma ve dvou sousednich magnetickych
trubicich).

B

Obr 1.97: Vyménna nestabilita

Pro vnitini energii podle vztahu (1.337) plati

i

int = >
-1

(1.573)

kde p je tlak plazmatu v magnetické trubici, V jeji objem a y polytropni koeficient. Pro
tlak plazmatu piedpokladejme polytropni chovani, tj.
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pV? =const. (1.574)

Pokud ptejde plazma z trubice 1 do trubice 2, bude zména vnitfni energie rovna

SW. - = paVa—pVi  piW V) Vs — pi¥
1-2 — - .
y—1 y-1

Pokud ptejde naopak plazma z trubice 2 do trubice 1, zméni se energie o hodnotu

W PN A CUNAI S

oW,
21 }/_1 }/_1

Celkova zména energie obou trubic bude

1 nY v, Y
6W26VI/1_>2+5W2_>1:_ pl _1 Vz_PlVl"'PZ _2 Vl_p2V2
r-1 £ 4

Pokud vychozi tlak a objem oznacime p1 = p, resp. V1 = V a zapiSeme zménu tlaku a ob-
jemu jako pr =p + dp, resp. Vo=V + 6V, mizeme provést rozvoj v poruchach. Nulté
a prvni fady vSech poruch se odectou, rozvoje je tedy tieba délat do druhého fadu

V+oV

Y
j V—(p+op)V+9dV)

1 v Y
5W_ﬁ|:p(V+5VJ (V+5V)_PV+(P+§I7)(

-y 4
[p(1+5—;j (V+§V)—pV+(p+5p)[l+%J V—(p+dp)V+V)]|.

1

oW =——
y—1

Nyni vyuzijeme pro rozvoj mocnin vztah

(4x) =l 20D 2

a po roznasobeni vSech ¢lenti ponechame jen vyrazy do druhého fadu v poruchach:
p 2
5W=}/;(5V) +opdV. (1.575)

Vztah jsme odvodili za pfedpokladu dominantniho pole, v pfipadé slabého pole bychom
museli u sousednich magnetickych trubic jesté uvazovat rizny magneticky indukeni tok
a tedy zménu magnetické energie, coz by vedlo na nepatrné odlisny vztah. Objem tru-
bice (predpokladame, ze je koneéné délky) je potom

V=de1.

Plochu budeme volit kolmou na element délky trubice a vyjadiime ji ze zadkona zacho-
vani induk¢niho toku ¢ = BS , t;.

V:¢I%:¢U; UEI%.
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Veli¢ina U je objem magnetické trubice vztazeny na jednotku indukéniho toku. Vypo-
¢ita se jako prevracend hodnota magnetického pole vyscitana podél celé délky trubice.
Zakladnim kritériem stability plazmatu vzhledem k vyméné plazmatu v sousednich
magnetickych trubicich je vztah (vnitini energie se nesmi snizit, nebot’ takova situace
by vedla k vyméné trubic a tim k nestabilitg)

d/

)4 2
> L(6U) +6posU=0; Us=|—. 1.576
y;(6U) +6p I5 (1.576)

Postacujici podminka stability
Vzhledem k tomu, Ze prvni vyraz je vzdy nezaporny, je postacujici (nikoli nutnou)
podminkou stability vztah

SpdU>0; UEI%. (1.577)

Oba ¢leny musi mit stejné znaménko, tj. naptiklad s rostoucim tlakem musi rust i veli-
¢ina U, tj. magnetické pole musi klesat. Ke stabilité tedy postaci, aby ve sméru poklesu
tlaku plazmatu magnetické pole rostlo (nebo naopak ve sméru ristu tlaku klesalo).

¢ Piiklad 1.6: Konvexni a konkavni zrcadlo

e
konvexni >
V
(]

konkavni

Obr. 1.98: Konvexni a konkavni zrcadlo

Na obrazku je nalevo azimutalni neboli konvexni (vzhledem k plazmatu) zrcadlo, nékdy
také nazyvané kasp z anglického slova ,,cusp® (roh, cip). Budeme-li se pohybovat napfic¢
indukcnich ¢ar (v tomto sméru probihd vymeéna plazmatu mezi magnetickymi trubice-
mi) smérem od plazmatu, bude klesat tlak plazmatu a riist magnetické pole. To je
postacujici podminka pro stabilitu a takovato konfigurace bude stabilni vzhledem k pro-
nikani plazmatu napti¢ indukénich car.

U klasického (konkavniho) zrcadla je situace pfesné opac¢na. Budeme-li se pohybo-
vat napfi¢ indukénich Car, klesa tlak plazmatu i magnetické pole. Takova situace nam
stabilitu nezarucuje a systém mize (ale nemusi) byt nestabilni.

Nutna i postacujici podminka stability

Vysetieme nyni celou podminku stability (1.576). Pro jeji aplikaci je nutné nascitat
veli¢inu 1/B podél magnetické indukeni ¢ary a zjistit zavislost na poloze indukéni Cary.
Pokud se jednotlivé indukéni cary 1isi parametrem r (napiiklad vzdalenosti od osy
systému), musime znat prubéh tlaku p(r) a zavislost U(r). Systém je stabilni praveé
tehdy, kdyz
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dU AU, Usjﬂ. (1.578)
dr dr dr B
Nékdy je vyhodné ptepsat podminku stability (1.576) do alternativniho tvaru
Onp o _ (1.579)
olnU
Dalsim alternativnim pfepisem podminky stability (ve tvaru soucinu) je
5U§[ln(pV7)} > 0. (1.580)

Vzhledem k tomu, ze ptipadny rozvoj ¢i utlumeni nestability zavisi vyhradné na pra-
béhu tlaku, nazyvaji se nestability tohoto druhu nékdy tlakem rizené nestability.

¢ Priklad 1.7: Nekoneény vodi¢
Uvazujte nekonecny vodi¢ protékany konstantnim proudem. Pfedpokladejte, ze v okoli
vodice je plazma.

1) Jak rychle mize ubyvat tlak plazmatu se vzdalenosti od vodice, aby byl systém
jeste stabilni?
2) Naleznéte zavislost f parametru na vzdalenosti od vodice pro rozhrani mezi sta-

bilitou a nestabilitou.

ReSeni: Piedpokladejme, Ze tlak ubyva se vzdalenosti od vodi¢e jako C/re. Indukéni
cary magnetického pole tvoii kruznice a na kruznici o poloméru » je magnetické pole
dané Ampérovym zakonem, B(r) = D/r. Na celé kruznici ma toto pole stejnou hodnotu,
a proto ob¢ klicové velidiny jsou:

P(V)=r£a; U@r)= IB(Z)_D/F Kr?.
Z kritéria stability ve tvaru (1.578) mame po dosazeni za p(r) a U(r)
a<ly.
Parametr ff bude mit pro a = 2y zavislost
B=plpy ~ p/B? <1/ 7% =1/127%2.

Zaver: Plazma v okoli vodice bude stabilni vzhledem k pohybu mezi magnetickymi
trubicemi, pokud tlak klesa pomaleji nez 1/#27. Pokud tlak klesa rychleji, plazma je ne-
stabilni. Kriticka hodnota parametru 8 ubyva se vzdalenosti jako 1/r27 +2,

¢ Priklad 1.8: Dipél

Reste piedchozi piiklad pro vodi¢ stoéeny do kruznice o poloméru a. Pfedpokladeite, Ze
se nachazite dosti daleko od vodice, tj. r>a.

ReSeni: Budeme postupovat obdobné jako u minulého piikladu, délka indukéni Cary je

umérna vzdalenosti od vodi¢e a magnetické pole dipolu klesa dosti daleko od zdroje
s tfeti mocninou vzdalenosti
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1 d 4
B(r)~—; = Ur)ys|—~r".
(1)~ (=]
Aplikaci kritéria na tlak s pribéhem C/r¢ ziskame podminku stability

a<4dy. (1.581)

Obr. 1.99: Magneticky dipdl

Zavér: Plazma v okoli magnetického dipdlu bude stabilni vzhledem k pohybu mezi
magnetickymi trubicemi, pokud tlak klesa pomaleji nez 1/r4r. Pokud tlak kleséa rychleji,
plazma je nestabilni. Kriticka hodnota parametru 8 ubyva se vzdalenosti jako 1/-47 +2.

Poznamka 1: Plazma ve Van Allenovych pasech je stabilni, a proto zde tlak klesa
pomaleji nez 1/r4.

Poznamka 2: Jednou z konfiguraci pro udrzeni plazmatu pti termojaderné fuzi je
také pole magnetického dipolu (obdoba Van Allenovych past). Pokud je pokles
tlaku plazmatu se vzdéalenosti od stfedu pfili§ rychly, unika plazma ze systému
vyménnou nestabilitou.

Poznamka 3: Pokud by parametr f nebyl maly, bylo by tfeba pfi odvozeni uvazo-
vat i zmény magnetické energie. Kritérium stability v takovém ptipadé je [13], [21]

)4 2 pU d/ 1
L(6U 1+y==|6pSU=20; U=|—; I=—|Bdl. 1.582
75 )+(+7ij I5 #Of (1.582)

Poznamka 4.: Pritomnost stfizného (pole podél rozhrani, jehoz velikost zavisi na
vzdalenosti od rozhrani) magnetického pole mize tlakem fizné nestability stabili-
zovat (obdobné jakou RT nestability).

Schwarzschildovo kritérium konvekce

V roce 1906 odvodil némecky fyzik Karl Schwarzschild (1873-1916) kritérium pro
rozvoj konvektivniho proudéni v nitrech hvézd. Jeho kritérium pro vznik konvekce je
platné nejenom ve hvézdach, ale i pro jakykoli plazmovy systém. Predpokladejme, ze
néjakym nahodnym procesem dojde k pfesunu malé oblasti plazmatu do jiného mista
hvézdy. Pro urcitost uvazujme malou oblast plazmatu, ktera se presune z nitra hvézdy
o néco vyse ve sméru osy z (viz nasledujici obrazek).
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Obr. 1.100: Schwarzschildovéo kritérium

Pted pfesunem jde jen o myslenou oblast a parametry nasi ,,bubliny* jsou shodné s para-
metry okolniho plazmatu. Po pfesunu bude ale situace jina, v bublin€ bude teplota T,
hustota py, a tlak pp, v okolnim plazmatu budou hodnoty 7, p, p. Jen tlaky se musi sho-
dovat, jinak by hranice bubliny probihala jinde. Pokud bude v nové oblasti hustota bub-
liny vétsi, neZ ma okoli, bude mit tendenci se vracet zpét (ve sméru tize) a pujde o sta-
bilni situaci. Pokud bude hustota bubliny mensi, nez ma okoli, bude se dale pfesouvat
ve stejném sméru a dojde k rozvoji konvekce (proudéni). Rikame, Ze situace je konvek-
tivné nestabilni. Podminka pro vznik proudéni je tedy velmi jednoducha:

> Pp<P. (1.583)
Nejprve rozepiSeme levou stranu kritéria. Pfedpokladejme, Ze presun bubliny je klasic-
kou poruchou, trva velmi kratkou dobu a bublina nesta¢i vymeénit s okolim tepelnou

energii, tedy jde o adiabaticky dé&;:

C
pp=Kp?; y=—Lt. (1.584)
v

Nyni provedeme Taylorv rozvoj tohoto vztahu do 1. fadu:
Iy
po=Kp” =p, +a—(Pb —po) =
I
=po+Kyp{ " (P —po) = (1.585)
Po
=po+—7(Po=Po)-

Po

Konstantu K jsme urcili ze vztahu (1.584). Nyni jiz snadno dopocéteme hustotu bubliny
do levé ¢asti kritéria (pfi vypoctu vyuzijeme, Ze tlak v bubling je stejny jako v okoli):

Py = o +L(p=py)- (1.586)
YPo
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Pravou stranu kritéria vyjadiime ze stavové rovnice plazmatu
p=ApT. (1.587)

Opét provedeme rozvoj do 1. fadu a konstantu A4 poté vyjadiime z posledniho vztahu:
dp 9p
=po+—(p— +—(T-Ty) =
P=Do ap(/’ Po) BT( 0)
=po+ATo(p—po)+Apg(T-Ty) = (1.588)
p p
= po+—2(p=po)+->(T=Ty)
Po Ty
Nyni ur¢ime hustotu do prvé Casti kritéria:
p=po+2(p=po)- 20T -1y) (1.589)
Po Ty
Po dosazeni (1.589) a (1.586) do kritéria (1.583) mame podminku pro rozvoj konvekce

L0 (p—po) <22 (p-po)-Lo(r-Ty). (1.590)
VDo Do Ty

Dalsi upravy jsou jiz ptimocaré a vedou na vztah

-1\ T;
dT<(7/—lj—0dp. (1.591)
v JPo

Pro situaci znazornénou na obrazku je ale d7 i dp zaporné (s rostouci vyskou klesa tlak
i teplota), takze vysledny vztah je (indexy 0 uz mtzeme vynechat, jde o obecné misto,
v némz jsme v plazmatu konali myslenkovy experiment):

> |dT|>(7—_1jZ|dp|. (1.592)
v )p

K rozvoji konvekce je nutné, aby v plazmatu byl dostateéné velky teplotni gradient, coz
je napiiklad v naSem Slunci splnéno az 200 000 km pod povrchem a vySe. Energie
z nitra Slunce se nejprve pienasi zafenim a az poslednich 200 000 kilometrti proudénim.
U hvézd, v jejichz nitru probiha CNO cyklus je produkce energie v jadfe podstatné
vy$§i nez u naseho Slunce a teplotni gradient je naopak nejvétsi v okoli jadra. U téchto
hvézd se konvekce rozvine pouze v okoli jadra a ve vné€jSich vrstvach se energie prenasi
pouze zafenim. Schwarzschildovo kritérium se uvadi v riznych alternativnich tvarech,
uved’'me jeste nekteré:

ar| (y-1)|d
> | |>(7 1)' p', (1.593)
T Yy ) p
> din? y=1 (1.594)
dlnp /4

Schwarzschildovo kritérium plati obecné, a tam, kde je velky gradient teploty, dojde
v plazmatu k nestabilni situaci a rozvoji proudéni.
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1.5.3 Rezistivni nestability

Zakladni vztahy
Nenulovy odpor plazmatu umoziuje piedevsim piepojovani magnetickych indukénich
¢ar a s tim spojenou ostrivkovou (tearing) nestabilitu rozvijejici se na rozhrani dvou
oblasti s opaénym smérem magnetickych induk¢nich Car. Na hranici takové oblasti
nemuzeme zanedbat difizni ¢len v rovnici pro magnetické pole (1.177). Podstatné jsou
ovSem 1 jevy spojené s piipadnym gradientem rezistivity napfi¢ rozhranim. Proto
odvodime rovnici pro magnetické pole jesté jednou s uvazenim nenulového gradientu
rezistivity. V celé kapitole budeme uvazovat opét poruchy ve tvaru

V(G 0p.) = Vo (A) +¥i (@y)e P07 (1.595)
kde gy jsou neperiodické proménné (zpravidla kolmo na rozhrani) a qp periodické pro-
meénné. Budeme také predpokladat ,,nestladitelnost™ magnetického pole (je splnéna vzdy
z Maxwellovych rovnic) a nestlacitelnost plazmatu (je zpravidla splnéna, dominuje-li
zamrzani plazmatu nad difuzi, tato situace plati pro naprostou vétSinu laboratorniho
i vesmirného plazmatu):

divB = 0, (1.596)

divE = 0. (1.597)

Rovnice pro magnetické pole
Vyjdéme z Maxwellovy rovnice pro ¢asovy vyvoj magnetického pole

rotE =_8_B (1.598)
ot
a Ohmova zakona v diferencialnim tvaru
j=o(E+uxB); o =0(x). (1.599)

Do rovnice (1.598) dosadime za elektrické pole z (1.599) a po piimocarych tupravach

dostaneme

> 9B _ iszﬂot(uxB)—i(Vn)xrotB, (1.600)
a Iy Ho

kde jsme zavedli rezistivitu vztahem

(1.601)

Prvni ¢len popisuje diftzi pole, druhy predstavuje zamrzani a v dal$im uvidime, Ze tieti
¢len se chova jako nové silové pole, které mize vyrazné ovlivnit pfepojovani magnetic-
kych indukénich ¢ar. Napisme je$té linearizovany tvar rovnice pro magnetické pole pro
ugp =0 a By spliujici rovnici V’By=0 (magnetické pole splituje vlnovou rovnici a toto
je jeji stacionarni podoba):
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998 _ U—OV2§B+rot(5u><B0)—L(Vno)xroté‘B—L(V&])xrotBo. (1.602)
ot Mo Ho Ho

Rovnice pro rezistivitu

Ptivod gradientu rezistivity plazmatu mtize byt rizny. Zpravidla zname pocatecni pri-
béh rezistivity a potiebujeme zjistit jeji zmény zptisobené priichodem vilny nebo nesta-
bility. V takovém ptipad¢ se nemusime opirat o detailni mechanizmus ptvodu vodivosti
plazmatu a mizeme konstatovat, Ze se diky pohybum plazmatu budou pfenaset od mista
k mistu i oblasti s konkrétni rezistivitou, tedy bude platit dy/dz = 0. Po rozepsani mame
rovnici pro rezistivitu ve tvaru

> %—7+(U-V)n=0. (1.603)

Linearizovana podoba rovnice pro rezistivitu bude

%+(5u-V) My=0.
Oba cleny lze pfimo integrovat v ¢ase

on+(6§-Vyn, =0.
Po vynechani periodickych proménnych mame finalni tvar

> m+@&-V)n,=0. (1.604)

Tim, Ze nefesime fyzikalni mechanizmy, ale pouhy pfesun oblasti s danou rezistivitou,
mizeme z vektoru posunuti piimo spocitat poruchu rezistivity #1. Cela rovnice pro re-
zistivitu je proto v linearnim pfiblizeni trivialni zaleZitosti.

Vyznam gradientu #,
Prepisme Ohmuv zakon (1.599) do tvaru s rezistivitou:
nj=E+uxB.
V linearnim pfiblizeni mame
onjo+ny 0j=OE+ouxBy.

Vzhledem k tomu, Ze jde o algebraické vztahy, mizeme na obou stranach rovnosti vy-
pustit periodickou ¢ast

Mo +7o i1t =E; +u; xBy .

Poruchu 71 dosadime ze vztahu (1.604) a ur¢ime poruchu proudové hustoty ji:

. & Vyny. E; +uxB
iy = 1 oJOJr 1 W XBo
o o

Novému elektrickému proudu bude piisluSet hustota Lorentzovy sily pisobici na plazma
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& -V (joxB0)+E1XB0 +(u; xBy)xBy .

fi =i xBy =
o Mo

Zatimco druhy ¢len je standardni zména hustoty sily zplisobena perturbacemi, prvni
¢len je zcela novy. Jde o silu zptisobenou gradientem pocateéniho rozlozZeni rezistivity,
ktery mizeme zapsat jako:

> O & -V)m (

Vi = jo xBy) . (1.605)

Pokud ma magnetické pole na obou stranach rozhrani opacny smér, tece proudova hus-
tota jo v rozhrani a nova sila ma smér kolmy na rozhrani. Takova sila mize vyrazné
vznik nestability na rozhrani ovlivnit (podobné jako tihové zrychleni je podnétem
k rozvoji Rayleighovy-Taylorovy nestability). V tomto pfipadé bude ale na jedné stran¢
nestabilitu podporovat a na druhé tlumit.

T fV’?o

==

< fy
< B, vV

Obr. 1.101: Neutralni vrstva v rezistivni magnetohydrodynamice

Rovnice pro vektor posunuti
Pohybovou rovnici budeme uvazovat ve tvaru

pa—u+p(u-V)u=—Vp+pg+L(rotB)><B , (1.606)
ot Ho
po linearizaci mame
925¢ 1 1
| 2 Po—— +=-Vép+3p g+— (10t By)xoB+—(rot SB)xBy,. (1.607)
ot Ho Ho

DalSsi rovnice

Rovnice (1.602), (1.604) a (1.607) je tieba doplnit podminkami nestlacitelnosti nebo
néjakym jinym uzavienim soustavy. V pfipadé nestlacitelnosti bude tlak i hustota sledo-
vat pohybujici se plazma obdobné jako rezistivita a mizeme tedy psat analogicky se
vztahem (1.604)

> P+ -V)py=0, (1.608)
> p+E-V)py=0. (1.609)

Jedinymi skuteCnymi rovnicemi jsou tedy rovnice pro magnetické pole a pro vektor

posunuti. Zbylé rovnice jsou jen algebraické a trivialng fesitelné.
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Ostruvkova (tearing) nestabilita

Geometrie ulohy

Uvazujme dvé oblasti s opacné orientovanymi magnetickymi poli oddélenymi rovinnym
rozhranim. Soufadnicovou soustavu zvolime obdobné jako pii feseni Rayleighovy-Tay-
lorovy nestability, tedy tak, aby rozhrani bylo v roviné y = 0 a magneticky vektor mifil
v ose z. Veli¢iny budeme opét rozkladat do paralelniho sméru (roviny y = 0) a kolmého
sméru

y

x
z B, a Yk
Obr. 1.102: Geometrie ulohy
Porucha libovolné veli¢iny potom bude mit tvar
i[k k,y—
Y(t,%) = W (0)+ 0y = o (»)+y () e xrHiar=er (1.610)

Neperiodickd proménna je ve sméru kolmém na rozhrani, periodické proménné jsou x
a z. Z podminek nestlacitelnosti (1.596) a (1.597) budeme pfi této volbé mit

divéB =0 =

00B, 00B, N 0B, 0
ox dy oz
dB
> = ik-By =0 . (1.611)
dy
Stejna situace je s vektorem posunuti (div & = 0),
> doiy +ik - =0 . (1.612)

dy

Obdobné jako u RT nestability je tfeba nalézt kolmou slozku vektoru posunuti a kolmou
slozku poruchy magnetického pole, vodorovné projekce je mozné opét eliminovat po-
moci vztahu (1.611) a (1.612).

Pfi znamém pribéhu By(y) a 7o(y), piipadné ostatnich rovnovaznych hodnot, vede
za predpokladu symetrie (1.610) cely problém na soustavu obycejnych diferencialnich
rovnic. Bud’ je feSime numericky, nebo mizeme provadét riizné rozmérové odhady, ve
kterych vystupuje Sitka prechodové oblasti mezi obéma sméry pole €L, ,,malost™ pfe-
chodové oblasti je urCena parametrem e.
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Obr. 1.103: Pfechodova oblast

Na vodorovné ose je vzdalenost od rozhrani. Veli¢ina k-Bg je vlastné projekci pole do
sméru §ifeni viny (aZ na normovaci konstantu). Vidime, Ze na jedné strané poloprostoru
je kladna a na druhé zaporna. Samotna rovina oddé€lujici poloprostory s rtiznym polem
je definovana vztahem

k-By=0 (1.613)

a fikame ji rezonancni povrch. V grafu je ¢arkované vykreslena derivace této veliciny,
kterd ma v misté rezonanéniho povrchu maximum. V rozmeérové analyze problému lze
pro derivaci k-Bg psat
k-B,

eL

k-Bj ~

Nebo naopak, veli¢ina k-By, ktera je nulova na rezonan¢nim povrchu, se pise jako
k-By=€eLk-B.

Z rozmérové analyzy rovnic v popsané geometrii Ize odhadnout koeficient nartistu ne-
stability y definovany vztahem (1.451). Numerické feSeni rovnic da kolem rezonan-
¢niho povrchu charakteristicky pribéh magnetického pole s magnetickymi ostrovy
(body O) a priseciky separatris, kde dochazi k rekonekei (body X).

By

YVYVYY

AAAAA

Obr. 1.104: Rekonekce a vznik bodd X, O

Elektricky proud tece i nadale v roviné rozhrani, neni jiz ale homogenni. V mistech
magnetickych ostrovll je proudova hustota vyssi. Dojde k rozvrstveni (roztrhani) prou-
dové stény. Odtud pochazi anglicky nazev fearing instability (tear = trhat).

Rizené rezistivni nestability

Rizenou nestabilitou nazyvame nestabilitu, jejiz chovani ovliviiuje n&jaka vng&jsi sila.
V piipadé Rayleighovy-Taylorovy nestability to miize byt naptiklad tihové pole. V jed-
nom sméru tihové pole situaci stabilizuje (tekutina s vyssi hustotou je dole) v druhém
sméru dochazi k fizené nestabilit€¢ (hustsi tekutina je nahofe). Chovani ostriivkové
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nestability mize ovlivnit tihové pole také (pak hovofime o tzv. g modu). Mnohem
diilezit€jsi je ale ovlivnéni zplisobené gradientem rezistivity plazmatu, ktery je kolmy na
rozhrani (tzv. rippling mod). Jiz jsme si ukazali, ze se takovy gradient projevi jako sila
pusobici kolmo na rozhrani. Jenze na rozdil od tihového zrychleni ma v obou polo-
prostorech opa¢ny smér (bud’ k rezonanénimu povrchu, nebo od ného). V jednom
poloprostoru tato fidici sila nestabilitu stabilizuje a v druhém ji naopak rozviji. Je ziej-
mé, Ze rozvoj nastane v poloprostoru s niz§i rezistivitou, kde mohou téci vyssi proudy.

Tokamakové nestability

Jestlize v tokamaku oznacime toroidalni thel ¢ a poloidalni 8, mizeme pro rizné veli-
Ciny psat
w =y (p)emOte-ol .y =0, 41,42, (1.614)

Rovnice div B = 0 pro magnetické pole da

dB
£ +ﬂB9+£B¢=O. (1.615)
dpo p r
Periodicka ¢ast této rovnice neni nic jiného nez definice rezonancniho povrchu:
m

P

k-B="By+"B,=0. (1.616)
r

Obr. 1.105: Situace v tokamaku

Rovnici lze pfepsat do tvaru
pBp _m
rBy n’

Znaménko neni podstatné, obé Cisla m, n mohou nabyvat kladnych i zapornych hodnot.
Zaved’'me nyni tzv. rotaéni ¢islo (bezpecnostni parametr) jako primérny pocet toroidal-
nich otac¢ek pole na jednu poloidalni:

dp_prdp _pBy _pBr

1WP)= 497 pae r By RBp
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V tokamacich s a <« R plati proto pro rezonan¢ni povrchy rovnice

pBT m
| 2 =—=— 1.617
q(p) RBy n ( )

Na téchto tzv. ,,mn* povrsich dochazi k rozvoji ostrivkové (tearing) nestability. Na
povrchu se objevi m ostrovi. Jejich opakovana geneze je doprovazena znamymi pilovi-
tymi signaly elektrického pole.

©

Obr. 1.106: Vznik ostrovt v tokamaku prom =3

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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1.6 Statisticky popis plazmatu

P1i popisu typického plazmatu je technicky nemozné popsat trajektorie vSech ¢astic. Jen
v fidkém plazmatu mezihvézdného prostoru nalezneme miliony ¢éstic v jednom metru
krychlovém, v tokamacich 1018 ¢astic v m3 a v jadru Slunce dokonce 1031 ¢astic v m3.
Pro tak obrovské systémy castic je mnohdy vyhodné vyuzivat statisticky popis a spoko-
jit se jen s informaci o statistickém rozdé¢leni jednotlivych druhl ¢astic a o jejich pri-
mérmém chovani jakozto celku. Statistickym popisem plazmatu se budeme zabyvat
v této kapitole.

1.6.1 Boltzmannova rovnice

Predpokladejme, ze systém mize byt slozen z nékolika druht Eastic (elektrony, neut-
raly, ionty), které budeme oznacovat indexem a. V celé této kapitole plati s¢itaci kon-
vence pro indexy psané latinkou (i, J, k,...). Neplati pro fecké indexy popisujici druh
¢astic. Ozna¢me hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astic druhu a

Jo=Fa(t.X,vy) .

V termodynamické rovnovaze nezavisi hustota pravdépodobnosti na ¢ase a splyva s ka-
nonickou nebo grandkanonickou rozdélovaci funkci p [2]. Hustotu pravdépodobnosti
zavislou na ¢ase budeme normovat vzhledem k poctu ¢astic, tj.

[fatxve) &y = ng(t,%),
> (1.618)

[Fattxva)&xdvg = Nyo).

Integrovanim pfes rychlostni prostor ziskame koncentraci ¢éstic

AN
n = lim —~& 1.619
Y AVS0 AV ( )

a dostaneme se tak na pozici kontinua. Dal$im stfedovanim pies prostorové proménné
ziskame celkovy pocet Castic NV, Pii sttedovani obecné dynamické proménné 4 musime
vzhledem ke zptisobu normovani vysledek délit souctem vsech pravdépodobnosti:

[4futxv)d v,
A(t,x)=(A4). = ;
< >v Ifa(t,x,va)d3va
> (1.620)
_ jAfa(t,x,va)d3xd3va

[ faltxvg)dxddy,

a0 =(4),,

Veli¢ina .+/(¢,x) ma vyznam hustoty veli¢iny 4. Diky normovani je
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> jA Fat X v )y, = 0y (6,%)A4(1,X) . (1.621)

Temto vyraz je pti vypoctech velmi uzite¢ny a €ysto ho budeme pouZivat.

Riizné varianty Boltzmannovy rovnice

Hustota pravdépodobnosti vyskytu ¢astic druhu a se s casem méni z divodu srazek Cas-
tic se sebou samymi i s ostatnimi druhy:

d
Efa(taxava):zsaﬁ . (1622)
B

Cleny napravo se nazyvaji Boltzmannovy srazkové integraly a budou diskutovany v na-
sledujici kapitole. RozepiSme uplnou derivaci na levé stran¢:

afa afa dxk a dvak
=k =Y's
al " axk dt al}ak Z Olﬂ

Sumacni konvence plati v pfedchozim vztahu jen pro indexy psané latinkou, pro fecké
nikoli. Casové derivace poloh jsou rychlosti a ¢asové derivace rychlosti jsou zrychleni,
ktera vyjadiime pomoci sily z druhého Newtonova zakona:

afa afa ak afa
+ S,
ot Cark axk mg, avak 2 ap

Cleny pies které se s€ita na levé strané, zapiSeme jako plsobici operatory:

> aaﬁ + (Va'Vx)fa + L(FOt'Vv)f(Jl = ZS(Z,H' (1.623)
t m B

(24

Ziskana rovnice se nazyva Boltzmannova rovnice a je zékladni rovnici statistiky ne-
rovnovaznych procesii. Cleny na pravé strané se nazyvaji Boltzmanntv srazkovy inte-
gral (viz str. 208) Ize je vyjadrit jako integral pres ¢ast fazového prostoru). Podle moz-
nych zplsobt vyjadieni srazkového integralu tuto rovnici nazyvame riznymi zpusoby:

Boltzmannova rovnice

Srazky jsou zcela obecné a vyjadiuji se pomoci srazkového integralu (viz str. 208).
Boltzmannova rovnice je pojmenovana podle Ludwiga Boltzmanna (1844—-1906), ra-
kouskeého fyzika a zakladatele statistické fyziky.

Fokkerova-Planckova rovnice, Landauova rovnice
Srazkovy €len zapocitava jen parové Coulombovy interakce, pro které je ucinny prufez
dobfe znam. Rovnice je pojmenovana podle Adriaana Daniéla Fokkera (1887—-1972),
holandského fyzika a muzikanta a podle Maxe Plancka (1858-1947), rakouského fyzika
a jednoho ze zakladateltl kvantové teorie. Velmi piibuznou variantou Fokkerovy Planc-
kovy rovnice je Landauova rovnice.

Jako dolni mez parovych Coulombovych srazek zvolime zdmérnou vzdalenost, pri
které se srazejici se castice odchyli o pravy thel (srdzky na mensi vzdalenosti jsou malo
pravdépodobné) a jako maximalni zdmérnou vzdalenost srazky Debyeovu vzdalenost



202 Teorie plazmatu

(vzdalenost pfirozeného stinéni bodovych zdroji). Rovnice je pojmenovana podle Lva
Davidovice Landaua (1908-1968), sovétského teoretického fyzika a nositele Nobelovy
ceny za fyziku pro rok 1962.

BGK rovnice

Predpokladame, ze systém neni piili§ daleko od lokalni termodynamické rovnovahy f; g
a srazky zpusobuji jeho navrat do této rovnovahy, srazkovy ¢len ma jednoduchy tvar

Sa = (Mol Ab)col = ~(fafre)/ e = —Ve(fafLE) 5

kde 7. je stfedni doba mezi srazkami a v, je srazkova frekvence (charakteristicka kons-
tanta). Rovnice je pojmenovana podle autord, jimiz jsou indicky matematik Prabhu Lal
Bhatnagar (1912-1976), americky teoreticky fyzik Eugene Paul Gross (1926-1991)
a americky matematik a astrofyzik Max Krook (1913-1985).

Vlasovova rovnice

Srazky nemaji vliv nebo je zanedbavame (na pravé strané je nula) a ptisobici silou je jen
Lorentzova sila. Jde o nejméné piesnou, ale nejcastéji pouzivanou aproximaci. Rovnice
je pojmenovana podle Anatolie Alexandrovice Vlasova (1908-1975), sovétského teore-
tického fyzika, ktery se po vétsinu Zivota vénoval statistické fyzice.

¢ Piiklad 1.9: UkaZte, Ze stacionarni feSeni Boltzmannovy (Vlasovovy) rovnice vede
na kanonické rozdéleni. Reste v jedné dimenzi, pro jediny druh ¢astic, které nepodléhaji
srazkam a pro potencialni silové pole F =—dV/dx.

Reseni: Z Boltzmannovy rovnice v tomto piipadé zbude

ox mdx Jv

Rovnici feSme substituci 1 (x,v) = A(x) B(v). Pokusime se separovat proménné:

d4 1dV dB d4 1 dB
V—B———A4— =0 = = — .
mdx dv AdV m Bvdv

Na levé strané rovnosti jsou vSechny proménné funkci soufadnice, na pravé strané
funkci rychlosti. Je ziejmé, Ze maji-li se sobé rovnat dvé funkce riznych proménnych,
musi byt obé konstantni:

ldd_

= =
A dV

%:cw/ = A(x)= K, exp[CV(x)];

1 E:C = d—Bszvdv = B(v)=KUeXp[Cmvz/2].
mBv dv B

Celkové feseni je

F(r,0) = A(x)- B(v) = Kexp[C(mvz/2 + V(x))] .
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Reseni méa skute¢né charakter kanonického rozdéleni. Hodnotu koeficientu C bychom
zjistili porovndnim s experimentem, v naSem piipadé s termodynamikou, stejné jako pfi
odvozeni kanonického rozdéleni v uéebnicich statistiky, napiiklad v [2]. Vyjde

C=—1/kgT . (1.624)
)

Poznamka (Sahova rovnice): Z rovnovazného rozdéleni a kvazineutrality plyne
okamzité rovnice pro pomerné zastoupeni iontti rizné nasobnosti v plazmatu. Tuto
rovnici poprvé odvodil indicky astrofyzik Mehd Nad Saha (1893-1956) v roce
1920 a nezavisle na ném v roce 1923 také americky fyzik a chemik Irving Lang-
muir (1881-1957). Dnes se zapisuje ve tvaru

Miy1Me _Cgi+1ge . _EinTE
n; 8i ksT |
> , (1.625)
_ (27ZmekBT)3
(275?1)3

kde g; je stupen degenerace pro ionty nasobnosti i, g. je stupen degenerace elek-
trond, zpravidla se poklada roven 2, ¢; je energie potfebna k vytvoreni iontu nasob-
nosti i (k odstranéni i elektronti z obalu, i = 0 odpovida neutralim). Faktor (27#)3
je velikost jednoho kvantového stavu elektronu ve fazovém prostoru, podrobnéji
viz [2]. Sahova rovnice se Casto pouziva pro urceni koncentrace elektront pii jed-
nonasobné ionizaci, kdy 7; = ne:

2 3
> Te _ Cﬁexp{—L}, (1.626)
n, g0 kgT

kde / je ionizacni energie.

Boltzmannova rovnice v chaotickych rychlostech
Vzdy musime rozliSovat mezi tfemi rychlostmi:

Vo fazova proménna,
u,(t,x)= <va> rychlostni pole (primérna, stfedovana rychlost), (1.627)

W, =V, — U, chaoticka (tepelnd) slozka rychlosti.

Doposud jsme vyuzivali fazovy prostor se sedmi proménnymi (¢, X, v,,). Fazova rychlost
obsahuje ¢ast odpovidajici proudéni i tepelnou ¢ast (v, = u, + w,). NEkdy je vyhodné
pracovat s promé€nnymi obsahujicimi jen tepelnou ¢ast pohybu, tj. provést transformaci

(t,X,Va) - (t,X,Wa).

V Boltzmannové rovnici potom musime nahradit derivace a rychlosti podle schématu:
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9, 0. M 9 9 9 0
at at at aWk at at aWk ’
0 o I 9 o dup 9
—_ 5 —t—— = —
dx; dx; dx; dwp  dx; Ox; dwy
0 0

;s
vj wj

= w;tu;(t,x).

J J
Vysledek je
ey, Vwa[%—‘Z‘—fJ-%—
—[(WmVx)"a]'sv]:z =Zﬁ:Sa/;, (1.628)
kde —E%+ua \

Relativisticka Boltzmannova rovnice

Tuto podkapitolu mtize ¢tenaf pfi studiu vynechat. Obecny piepis srazkového ¢lenu do
relativity neexistuje. Leckdy ho neni tfeba ani znat, nebot’ pfi vysokych rychlostech
udinny prufez srazek zpravidla rychle klesa a lze je zanedbat. Neplati to ale pausalné
a relativisticky ptepis srazkového Clenu by byl v nékterych ptipadech velmi uzite¢ny.
S levou stranou Boltzmannovy rovnice je situace jednodussi, lze ji snadno ptepsat do
lorentzovsky kovariantniho tvaru. Odvozeni provedeme pro jeden jediny typ castic,
fecké indey budou v této podkapitole oznacovat pouze slozky Ctyfvektorti. Namisto
rychlosti, jakozto nezavislé proménné, musime pouzit hybnost, resp. étythybnost, tedy

f=r&%P%) = f(t,x,E.p); (1.629)
Ctythybnost méa vzajemné provazané slozky (velikost étyrhybnosti je —m,°c?), tedy plati
E* =p2c? +mic*, (1.630)

a tedy £ = E(p). Normovani se nyni bude tykat hybnosti namisto rychlosti, takze bude-
me pozadovat

[ra® P& p=n(t,x). (1.631)

Takovy zapis vypada na prvni pohled nerelativisticky, ale musime si uvédomit, Ze
E = E(p) a relativisticky lze normovani zapsat ptes Diracovu distribuci:

> [ £t.x,E.p) S(E-E(p) d*P=n(t,x). (1.632)

Relaci (1.622) musime relativisticky zobecnit, proto namisto soufadnicového ¢asu pou-
zijeme vlastni Cas, ktery je invariantem Lorentzovy transformace, tj.
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ﬂ=S; (1.633)
dr

Po rozepsani derivace vlevo mame

T

=S. (1.634)
ox* dr  gp% dr

Prvni ¢len obsahuje jak ¢asové, tak prostorové derivace a je zobecnénim prvnich dvou
¢lenl na levé stran¢ Boltzmannovy rovnice. Uvédomime-li si vyznam obou ¢asovych
derivaci, miizeme psat

U“alﬂvaizs. (1.635)
ox? oP%
Lorentzovu ¢tyfsilu vyjadiime ze vztahu 1.1.267, viz prvni dil ,,Vybranych kapitol*
U“ai+QF“ﬂUﬂ‘l=S. (1.636)
ox? oP“

Jako posledni krok musime ¢tyfrychlosti prevést na ¢tyfhybnosti:

> Pa(_%JrQFaﬁpﬁ a?{“_:mos' (1.637)

Jedna se o hledany relativisticky kovariantni zapis Boltzmannovy rovnice. V prvnim

Clenu mzeme Ctythybnost piesunout k hustoté pravdépodobnosti a nic se nestane.

U druhého c¢lenu ale to 1ze udélat také, protoze
L(F“ﬁpﬂf)=F“/”5aﬁf+F“/3Pﬁa—f=F“ﬂPﬁa—f. (1.638)
oP* oP“ oP“

Prvni ¢len je po derivovani soucinu nulovy, protoze jde o zizeni symetrické a anti-

symetrické matice. Pro obecné silové pole zavislé na rychlosti to ale platit nebude.

Miuzeme tedy psat

> i(P“f)+aP%(QF“/’7Pﬁ f):mOS. (1.639)

ox?
Tento tvar je elegantnim zapisem Boltzmannovy rovnice pro piipad elektromagnetic-
kého pole a Lorentzovy Ctyfsily.
Obecné relativisticka varianta

Tuto podkapitolu miize ¢tenaf pti studiu bez problémut vynechat. Zajimavou ulohou je
prepis Boltzmannovy rovnice v obecné relativité, kde je pohyb castic dan zakiivenim
Casoprostoru. V tomto piipad€¢ zavadime kovariantni derivaci ¢tyfvektoru

DA% =A%
DxV

=A%, + TS, 4, (1.640)

kde prvni Clen je obycejna parcialni derivace a druhy clen souvisi se zménou ctyivek-
toru A* zpisobenou zakiivenim Easoprostoru. Koeficienty I" se nazyvaji Christofellovy
symboly a jsou dany formuli
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1
rgl/ =Egaﬂ(gﬂ/1,v+gﬂv,/1_g/1v,ﬁ)- (1641)

Rovnice geodetiky (nejrovnéjsi mozné drahy v zakiiveném Casoprostoru) je
d>x” + I, defdy” =0. (1.642)
Ctyfsilu v rovnici (1.635) vyjadiime z rovnice geodetiky:

dp” du” d>x o A d”

F“ =—m o &
dr dr? 0T 4z dr

=-my, URUY . (1.643)
Boltzmannova rovnice (1.635) po ptepsani do ¢tythybnosti bude mit tvar

> P“a—f—r“ P/‘PVa—fszS. (1.644)
x%* oP%

Boltzmannuv srazkovy ¢len

V této kapitole se budeme zabyvat pravou stranou nerelativistické Boltzmannovy rovni-
ce, tedy srazkami. Predpokladejme pruznou srazku dvou ¢astic a a f.

Obr. 1.107: Srazka dvou Castic

Nejprve piejdeme od rychlosti Castic v, a vg k relativni rychlosti g (n€kdy ji oznacujeme

Vap) a t€zistové rychlosti vr (n€kdy ji oznaCujeme v(qp)). Transformace jednim smérem
ma jednoduchy tvar:

gEVaﬂ=Va—Vﬂ;

MoV o +I’I’IﬁVﬂ (1.645)
Vi=Vep = -
my +m B
Determinant matice transformace je roven jedné, proto nalezneme inverzni matici tak,
ze ke kazdému prvku ur¢ime subdeterminant, opatiime ho znaménkem a matici transpo-
nujeme:

mp
Va=VT +7g;
m m
a™ Tk (1.646)
Vg=vy e
Mg, +I’}’lﬂ

Zformulujme v novych proménnych zékon zachovani energie a hybnosti:
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P=mgVy +mpgV g =(my+mpg)Vr = const,
1 1 1 1 m,m 1.647
E:—mavé+—mﬁv%:—(ma+mﬁ)v2T + —0(—'Bg2 =const . ( )
2 2 2 2my+mp
Zakon zachovani hybnosti vede na zachovani t€zistové rychlosti. Zdkon zachovani
energie v kombinaci se zdkonem zachovani hybnosti vede na zachovani velikosti vza-
jemné rychlosti:

Vv

e Tézistova rychlost obou ¢astic se pii srazce nemeéni.
e Velikost vzajemné rychlosti dvou ¢astic se pfi sraZzce nemeéni.

vt =const,

> (1.648)

| g|=const.

Jedina veli¢ina, kterd se pfi srazce meéni, je smér vzajemné rychlosti. Zaved'me proto
dvé nové veliCiny charakterizujici srazku:

gaﬂ5|g|:|vaﬂ|;
g Vop (1.649)

Kpyp =—=——.

FIRE™

Prvni veli¢ina je velikost vzajemné rychlosti a po celou dobu srazky se neméni, tj. plati
Zap = &'ap- Druhd veliCina je smér vzdjemné rychlosti a piedstavuje 2 stupné volnosti
srazky (dv¢ slozky vektoru K, tieti 1ze dopocitat, protoze jde o vektor jednotkovy). V li-
teratufe se Casto oznacuje vzajemna rychlost symbolem g, neboli v,5 =845 -

U¢inny prifez srazky
Standardné se zavadi ucinny pruiez srazky castic druhu ¢ nalétavajicich na Castice
druhu £ pomoci jako koeficient imérnosti ve vztahu pro sraZkovou frekvenci

Vo ~180a85 Vo =D VB =D OopNplnp - (1.650)
B B

U¢inny priifez je definovan jako ,,i¢inna plocha® &astice na kterou nalétava astice o
Frekvence srazek je pak samozfejmé umérna ucinnému prifezu, primérné hodnoté
vzajemné rychlosti obou druhti ¢astic a koncentraci cilovych ¢astic. V nasem piipadé
pruzné srazky dvou ¢astic zavedeme U€inny prifez zcela analogicky — ptijde o podmi-
nénou pravdépodobnost (za podminky konstantniho g4 ), kterou oznacime

O-(kaﬂ | k,aﬁ 5 gaﬂ)
a ktera je normovana tak, aby

dw , 24 7

E=go{ﬂo_(kaﬂ Ko 3 8ap) A Kpp (1.651)
byla ¢asova zména podminéné pravdépodobnosti, ze jednotkovy vektor ve sméru rela-
tivni rychlosti bude po sraZce leZet v intervalu (K'qp, K'op + dK'qp). Uginny prifez se ne-
meéni pfi:
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e obraceni pohybu ¢astic: 0(kgp | kop s 2op) = 0(=Kpp | =Kpp s 808) s
e pfiinverzi souf. soustavy:  0(kyg |k 5 €08) = 0(=Kop | —Kpp 5 €0p) -

Z obou vlastnosti plyne dilezity symetricky vztah
> o(kop |Kop s 8ap) = 0(kpp |Kop s 8ap) - (1.652)

Boltzmanniv srazkovy integral
Nyni jiz miizeme napsat srazkovy €len na pravé strané Boltzmannovy rovnice jako

Sup = [[atX Ve S p XV p) = St x Ve Sy txv ) |

5 3 (1.653)
‘8op O-(kaﬁ |k,aﬁ §gaﬁ)d k,aﬁd \'E

Interpretace je ziejma. Pravdépodobnost srazky dvou Castic je imérna soucinu hustot
pravdépodobnosti obou ¢astic (tj. vyskytu Castic v daném misté fazového prostoru)
nasobené ucinnym prafezem srazky. Prvni ¢len popisuje pfiznivé jevy, kdy ze vSech
ostatnich oblasti fazového prostoru se po srazce castice dostanou do daného mista fazo-
vého prostoru. Druhy ¢len jsou nepfiznivé ptipady, kdy Castice z daného mista fazového
prostoru po srazce uniknou. Integrace je provedena pies volné parametry srazky. Diky
vlastnosti (1.652) bylo mozné oba G¢inné prifezy zapsat jednotné a vytknout z hranaté
zavorky. Srazkovy ¢len ve tvaru (1.653) znamend automaticky predpoklad, ze par inte-
ragujicich Castic neni nijak korelovany. Tento predpoklad nékdy nazyvame podminkou
molekularniho chaosu.

Srazkovy invariant

Ozna¢me ¥, n&jaky sumacni invariant (hmotnost, hybnost, energie), pro ktery plati
WatVp =Wy V5. (1.654)
Potom pro srazkovy ¢len plati velmi dtlezity vztah

> Y [VaSapdvy = 0. (1.655)
a.pB

Diikaz tohoto vztahu je sice jednoduchy, ale pon¢kud pracny, a proto ho muze ctenar
z dnesni uspéchané doby, kterému nejde o detaily, vynechat.

Dukaz:

§= Z IWaSaﬁd3Va =
a.p

= [Va| fath = Tutp | 8up OKap [Kiop : 20p) Ko dvedPvg .
af

V integraci provedeme transformaci k t€zistové a relativni rychlosti podle schématu
3 3 3 3 3 2 2
d Vo d Vﬁ =d V(O!,B) d Vaﬂ =d V(O!,B) gaﬁ dgaﬁ d ka,B 5

kde v elementu dzkaﬂ jsou zahrnuty veskeré thlové zavislosti. Vysledek bude
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S= (Vo foth = Tatp|2ap oKap Ko s 8ap)d ks d°Kop dga d¥v(gp) -
off

Nyni zaménime ¢arkované a ne¢arkované veli€iny a pouzijeme relace
gz,zﬁ =8op > Vzaﬁ) =Vep) > O-(k|kl;gaﬁ):a(k,|k;gaﬁ)~
Vysledek bude

S=[val futp = 1015 |2ap oKap Ko s 8ap)d Kiyp A7k op dgas d¥v(gp) -
off

Jako dalsi krok provedeme symetrizaci: napiSeme vysledek jako polovinu posledniho
kroku a polovinu ptedposledniho:

1 ’ ’ 4 ’ ’
S= EZI(Wa_Wa) [fafﬁ ~folp :| g;ﬁ o(KgplKep:80p) dzkaﬁ dzkaﬂdgaﬂ d3V(04B)-
op
V dal§im kroku zaménime indexy ora fa opét provedeme symetrizaci:
1 ’ ’ ’ ’ ’
§= ZZI(Wa HWp—Vo—Vp) [fafﬁ ~falp J o O+ 7Kg K g A2 s A7V ).
ofp

Pro sumacni invarianty je ale prvni zavorka nulova a proto S =0.

Rovnice prenosu (momentova rovnice)

Casto nepotiebujeme pravdépodobnostni informace o celém fazovém prostoru, ale po-
sta¢i nam informace jen o vyvoji dynamickych proménnych v ¢ase a v poloze. Pres
informace o rozlozeni v rychlostech je mozné vystfedovat. Nezapomente, Ze pravdépo-
dobnosti jsou normovany k poctu ¢astic a proto podle (1.620) je

jvafa(t,x,va)d3va

[ fatxve)dv,

Ztrata informace o proménné v, zpisobena stiedovanim vede od statistiky k rovnicim
kontinua. Vynasobme Boltzmannovu rovnici (1.623) libovolnou funkci rychlosti ¢4(vy)
(mize, ale nemusi jit o sumacni invariant). Nakonec rovnici vystfedujeme pies rych-
lostni proménné:

u,(t,x) =

j%aﬁd%a + [00 (Ve Vi) fr Py + j¢—“(Fa-Vv)fad3va =
ot Mg

= J.q)azsaﬂ d3Va .
B

Postupné nyni upravime vSechny tfi ¢leny na levé stran¢:
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Prvni ¢len:

[outy a>af“d3 2 G o P =200 )y = ),
Druhy &len:
90 G 0Va = 5 [ fr 5 = 509 ()
=;’7k<na¢avak>v
TFeti ¢len:
P v S0 .

={ka:| _LJ. ’ [¢aFak]fad3Va=
0Q

Mg My Vg

Pti Gpravé tietiho ¢lenu musime predpokladat, ze silové pole mize byt i funkci rychlosti
(naptiklad magneticka slozka Lorentzovy sily). Provedli jsme integraci per partes. Prvni
¢len je nulovy, protoze na hranicich oblasti predpokladame nulové hustoty pravdépo-
dobnosti vyskytu ¢astic, symbolem v je oznaCen vektor normaly. Stfedovanim pies
rychlostni prostor z Boltzmannovy rovnice zlstane

d J 1 0 _
E(na ¢a>v + a_xl_<na¢a Uia>v - m_<nam(¢aFa)> =

o

> v (1.656)
= I%ZSW dv, .
B

Jde o rovnici pfenosu (neboli momentovou rovnici), kterd je zakladem teorie kontinua.
Nez si o této rovnici fekneme trochu vice, napiSme ji pro elektromagnetickou interakci

F,=0,E + O, v, XB.

P1i derivovani tfetiho ¢lenu v rychlostech musime piejit bud’ ke slozkam, nebo vyuzit
definice vektorového soucinu, ktery zapiSeme pies Leviho-Civitiiv tenzor. Postup je
pfimocary s vysledkem:

) O d¢y _
g(na¢a>v+vx'<”a¢a Vo{>v _a<na(E+V0{XB)-E> =
> v (1.657)

= [0 Supdvg .
B
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Poznamka 1: Statisticka fyzika vyuziva proménné (¢, x, v,). Po stfedovani ptes
rychlostni prostor ztracime ¢ast informace. Vystifedované proménné jsou jen funkei
(t, x). Sama stfedni hodnota rychlosti u,(z, x) se ale v rovnicich kontinua samo-
zfejmeé objevuje. Ztracime jen statistickou informaci o rychlostni casti fazového
prostoru.

Poznamka 2: Cela rovnice pfenosu ma tvar rovnice kontinuity. Prvni ¢len je Ca-
sova derivace hustoty aditivni veliiny, pak nésleduje divergence toku veliCiny.
Tteti ¢len odpovidd zdrojovym c¢lenim od poli a prava strana zdrojovym ¢lenim
od srazek. Proto se rovnici tika rovnice prenosu — popisuje, jak tecou (pfenasi se)
ruzné veliCiny.

Poznamka 3: V rovnici pfenosu je volna funkce rychlosti ¢,. Za ni se dosazuji
ruzné mocniny rychlosti a tim ziskavame tzv. momenty Boltzmannovy rovnice.
Proto se rovnici ptenosu fikd momentova rovnice.

Poznamka 4: Pokud byla funkce ¢, sumacnim invariantem, bude po secteni vSech

rovnic (1.657) prava strana nulova, tj. ¢leny od srazek se vyrusi. Plyne to okamzité
ze vztahu (1.655):

32 ), + Vi (i va>v-%<<mvaxm%> 0.

> Ot My, oV,
Tomuto pfiblizeni fikame jednotekutinovy model a velmi Casto se pouZziva.

Poznamka 5: Pro nulty moment mtzeme polozit ¢, rovno m, a v jednotekutino-
vém priblizeni dostaneme rovnici kontinuity:

J J . .
Ep-’-@ﬂ{:o; pz%pa, JE%‘,mana“a-

Z rovnice kontinuity pocitame ¢asovy vyvoj hustoty (nult¢ho momentu Boltzman-

novy rovnice). Ve druhém ¢&lenu se ale objevila nova veli¢ina — tok hmoty j obsa-
hujici stfedni hodnotu rychlosti proudéni. Proto musime mit i rovnici pro casovy
vyvoj toku hmoty (hustoty hybnosti) neboli pohybovou rovnici. Ziskame ji jako
prvni moment Boltzmannovy rovnice polozenim ¢, = m,v;,

9,9 p _

5k ox T
V pohybové rovnici se objevuje dalsi nova veli¢ina — tenzor tlaku. Obsahuje dy-
namicky tlak (tok hybnosti), bézny tlak latky (skalarni slozka odpovidajici chao-
tickému pohybu), viskozitu (tenzorova ¢ast tlaku) a u elektromagnetické interakce
Maxwelltiv tenzor pnuti (tlak zptisobeny pfitomnosti elektromagnetickych poli.
Jako dal$i moment Boltzmannovy rovnice ziskdme rovnici pro ¢asovy vyvoj ten-
zoru tlaku (odpovida rovnici pro ptenos energie, jde o kvadraty rychlosti):

d d
—P —_— =0.
YR + ox, i



212 Teorie plazmatu

V druhém clenu se opét objevuje nova velicina popisujici tepelny tok. V této pro-
cedure bychom mohli pokracovat libovolné daleko a ziskame tak nekonecnou po-
sloupnost momentovych rovnic pro kontinuum. V praxi se soustava uzavira néja-
kym algebraickym vztahem (napfiklad Fourierovym zakonem pro tepelny tok) po
konecném poctu momentt.

Poznamka 6: V teorii plazmatu se ¢asto vyuziva i vicetekutinovy model (plazma
se sklada z tekutiny elektrond, tekutin riznych typa iontd a tekutiny neutralnich
¢astic). V tomto pfiblizeni nevymizi srazkové Cleny a je tfeba s nimi pocitat.

v

vu rovnici doplnénou o piislusné polni rovnice. Postaci-li nam informace na Grovni
kontinua, opirame nase vypocCty o soustavu momentovych rovnic.

V nasledujici kapitole odvodime prvni tfi momenty Boltzmannovy rovnice a piepiSeme
je pomoci stfedni rychlosti proudéni u, =( v, ) a tepelné rychlosti w, = v, —u,. V mo-
mentové rovnici (1.657) dosadime za ¢, postupné funkce m, (Qq), MoUgk a MEUE2/2
a poté rychlost rozdélime na uspofadanou a tepelnou Cast vy = Uy Twer. Nezapomen-
te, ze pro tepelnou cast plati { w, ) = 0.

1.6.2 Prechod od statistiky ke kontinuu

Nulty moment (zachovani naboje) - castice

Za funkci ¢, postupné dosadime skalary mg, Oy a 1. Tim dostaneme zakony zachovani
hmotnosti, naboje a poc¢tu castic. Pro nulty moment jsou srazkové ¢leny vSech pravych
stran nulové, protoze funkce ¢, nezavisi na rychlosti a tvrzeni (1.655) by platilo i bez
sumaci pies a. Je to vyjadienim faktu, ze se Coulombovou srazkou neméni hmotnost,
naboj ani pocet ¢astic. Vysledné zakony zachovani (rovnice kontinuity) jsou:

.(m,r)
P + U 0,
at axk
9 0i(Q®)
> Poa Ik _y . a=e i iin,... (1.658)

at axk

on, Ongu
o ook _

at axk

0.

Pripomenme, ze v celé této kapitole plati sCitaci konvence pro indexy psané latinkou
(i,J, k,...). Neplati vSak pro fecké indexy popisujici druh ¢astic. Pokud bude potieba
index napsat do horni ¢asti symbolu, umistime ho do zavorky, aby se odlisil od
mocniny. Kurzivou jsou sazeny jen proménné, do kterych Ize dosadit. Nékdy je namisto
sloZzkového zapisu vhodny invariantni zapis (nezavisly na zvolené soufadnicové bazi):
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ap ,
51;,0: +V~Jm70, 0,
)
> %W-jwzo, a=eiiin,... (1.659)
on
a—to’+V~(naua) =0

V Casovych derivacich vystupuje postupné hustota hmoty, hustota naboje a koncentrace
¢astic druhu a. V prostorovych derivacich je tok hmoty, tok naboje a tok poctu ¢astic
druhu ¢. VSechny tyto veli¢iny jsou jiz jen funkci ¢asu a prostoru a jsou definovany

vztahy (pouZijeme jen invariantni zapis):

3
Pm,o = Mol = jmafad Vo >

PQ.a = Oy = IQafa d3va ’

3 (1.660)
Im,a =Ml = _[mavafa d'vg s
i 3
i0.0 = Ouhigliy = anVafa dv, .
Po secteni momentovych rovnic pro vSechny druhy ¢astic (pfes o) ziskame
9%Pm
+V =0,
ot m
9pg
— Vg =0, 1.661
on
—+V-(nu)=0,
=tV (m)
kde jsme oznadili
pm Ezpm’azzma}’la, ijij,a:Zmanaua’
o o o o
PQ=2.P0.a =2 Calte » i0=2 000 =200y » (1.662)
o o o o
Zmanaua

nEZnas u=
o

o
Z Moy
o

Nulty moment (zachovani naboje) - pole

Vypocet poli pro Boltzmannovu nebo momentovou rovnici vychazi ze soustavy Max-
wellovych rovnic

divD=pg (1.663)

divB=0, (1.664)
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rotE = —a—B, (1.665)
ot
JD
rotH=j,+—. 1.666
ot ( )

Zdrojové cleny jsou dany vztahy

PQ =2 .0u"g =ZIQafa dv,
“ "’ (1.667)
ig= ZQanaua = ZJQaVafa d3va .

Zdrojové ¢leny Maxwellovych rovnic jsou v souladu s nultym momentem Boltzman-
novy rovnice. Pokud derivujeme rovnici (1.663) podle ¢asu a secteme ji s divergenci
rovnice (1.666), obdrzime zédkon zachovani naboje

> —24V.jo =0,

ktery jsme jiz odvodili jako nulty moment (1.661) Boltzmannovy rovnice. V odvozeni
dal$ich momentti budeme ptredpokladat, ze v plazmatu plati linearni zavislost mezi
obéma elektrickymi vektory E a D obéma magnetickymi vektory B a H.

Prvni moment (zachovani hybnosti) - ¢astice

Do momentové rovnice nyni dosadime za fukci rychlosti ¢, vztah pro k-tou slozku hyb-
nosti ¢g = MyUyk, kterd je sumacnim invariantem. Po dosazeni budou mit momentové
rovnice pro jednotlivé druhy ¢astic tvar:

d d
E(Hama”ak )+a_xl(nama <Uakval>v ) =10y (E+uy XB)k +Imavak%saﬁ d3va .
Prvni ¢len je ¢asovou zménou hustoty hybnosti ¢astic druhu a. Druhy ¢len je prostoro-
vou derivaci toku hybnosti. Tok hybnosti je tenzorem druhého fadu, nebot’ kazda slozka
hybnosti miize téct ve tfech nezavislych smérech. V tomto ¢lenu rozepiseme rychlosti
na chaotickou a uspofadanou ¢ast dle vztahu vgr = Uk +Wek a roznasobime. Cleny
umérné prvni mocniné chaotické rychlosti maji nulovou stfedni hodnotu a vypadnou.
Zustanou jen dva cleny. Prvni souvisi s uspofadanou slozkou rychlosti a nazyvame ho
dynamicky tlak Dy;. Druhy souvisi s chaotickym pohybem a nazyvame ho tenzor tlaku
Py. Celd leva strana ma tvar rovnice kontinuity a tedy tvar zdkona zachovani k-té slozky
hybnosti. Nenulové ¢leny na pravé strané znamenaji, ze se hybnost nezachovava. Prvni
¢len popisuje nezachovani zpusobené ptitomnosti poli (elektromagnetické pole predava
hybnost ¢asticim) a druhy nezachovani hybnosti zptisobené srazkami. Vysledny vztah
tedy je:
d d

(o) _
Eyak +a_xlTkl _fak +F0{k N (1668)

kde jednotlivé ¢leny jsou definovany takto:
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Yok = NgMolle)e = ma_[vakfa d3Va ;
TN = nymgtt gt gq + o Wop Wop )y = DAY + B ; (1.669)
DIE(IX) = Ng Mol Ual 5
Pk(7) = Mo (W Wq | )y = maj(vak ~ g WUy —tgr)) S Vg, 5
Sk =100y (E+u, XB)k = (pQ,aE +iQe XB)k ;
Lok Emajvwkzﬁlsaﬂ d3va _

Cleny jsou vazany na druh &astic a a postupné maji vyznam: hustota hybnosti, tenzor
toku hybnosti, tenzor dynamického tlaku, tenzor tlaku, hustota Lorentzovy sily, ¢asova
zména hustoty hybnosti zplsobena srazkami. ZapiSme nyni zédkon zachovani hybnosti
¢astic druhu o invariantné:

] .

aya+V-Ta:fa+Fa, (1.670)

kde pro jednotlivé Cleny nyni mame

— — 3v .
Yo =NgMelg = majvafa vy

T, =nampu, u, +n,mg, (wa ®w0[>V =D, +P,;
D, =n,myu, Oug ;

- 3 (1.671)
P, =n,m, (wa ®w0,>V =maj(va —Uuy)®(vy —uy)fpdvy;

fo=pQoE+iqaxB;

Ty =[mgved Sepd’vg .
B

Casto byva zvykem tenzor tlaku souvisejici s chaotickou slozkou rychlosti formalng
rozdélit na dvé ¢asti tak, aby jedna ¢ast predstavovala skalarni tlak a druhd (tenzorova)
meéla nulovou stopu. Tato ¢ast odpovida viskozité a viskozni tenzor se oznacuje zapor-
nym znaménkem (pasobi proti toku hybnosti):
o) _ a) _ 1 2 1

B = pody =V = 3 eMa <Wa >V Okt = Moo\ S Wa Okt ~Workler )
X | Vo (1.672)

P, =p, -V, =—n,m, <w§,> 1-n,m, —wg,i—wa dOw,
3 v 3 v
Pokud chceme plazma chapat jako jednu jedinou tekutinu, secteme vSechny rovnice
(1.670). Vzhledem k tomu, ze funkce ¢, byla sumacnim invariantem, srazky se vyrusi
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a ziskame jednoduchy tvar zdkona zachovani hybnosti, ktery jiz uvedeme jen v invari-
antnim tvaru

> %yp +V-Tp =1 ; (1.673)
kde pro jednotlivé ¢leny mame:
Tp = Znamaua )
o
Tp =D+P =) (nymyu, ®u,) + Z(”ama (wg ®Wa>v) . (1.674)
o o
f= pQE+jQ xXB.

Index P znamena, Ze jde o castice (Particles). Obdobny zédkon zachovani také odvodime
pro pole. Hustota Lorentzovy sily na pravé stran¢ je casovou zménou hustoty hybnosti,
kterou pole predavé asticim. Sipky nad vektory jsou v nékterych vyrazech proto, aby
nedoslo k zdmén¢ s tenzory.

Prvni moment (zachovani hybnosti) - pole

Zakon zachovani hybnosti elektromagnetického pole jsme jiz odvodili v druhém dile
»Vybranych kapitol®, v sekci Elektromagnetické pole. Piesto si odvozeni zopakujme.
Pole mtizeme chépat jako soustavu fotonti s nulovou klidovou hmotnosti, tj

52=p202+m%c4 = E=pc.

Pro hybnost pole potom mame (v€etné¢ sméru)

Ee
PEM =~
cc
Nyni pfepiseme vztah do hustot
pec
YEM = —gz .
c

V Cditateli je soucin hustoty energie a rychlosti §ifeni, tj. tok energie, ktery je dan Poyn-
tingovym vektorem, proto

ExH
YEM =5 -
C

Vyjadiime-li rychlost svétla za pomoci permitivity a permeability (c2 = 1/gu), dosta-
vame vysledny vztah pro hustotu hybnosti pole:

Nasim cilem je nyni sestavit zakon zachovani hybnosti elektromagnetického pole, tedy
najit ¢asovou derivaci vztahu (1.675). Pii Gpravach vyuzijeme soustavu Maxwellovych
rovnic (1.663) az (1.666):

IVem _ 9 D JB :
T=5(D><B) = = XB+Dx—" = (rotH-jo )xB + Dx(-rotE) = ---
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Naésleduji standardni upravy, ve kterych ¢leny s prostorovymi derivacemi pfevedeme do
tvaru divergence. Lze to provést napfiklad za pomoci prepisu vektorovych soucinili
pomoci Levi-Civitova tenzoru. Vysledkem elementarnich tGprav s vyuzitim Maxwello-
vych rovnic je

> %yEM +V - Tgy = (1.676)

kde pro jednotlivé ¢leny mame:

’YEM =DxB N

TEM ETE +TM .

. E-D. E-D
TEE—Z 1 - E®D; ) = > O —ExDy (1.677)
. HB . H B
Ty=——1- H®B; ™ = =26, -H.B,,
2 2
prQE+jQXB

Tenzor toku hybnosti pole TEM se nazyva Maxwellitv tenzor pnuti. Vidime, ze hybnost

elektromagnetického pole se nezachovava. Je to dano predavanim hybnosti pole ¢asti-
cim. Teprve celkovy soucet hybnosti vSech ¢astic a pole méa tvar zdkona zachovani.
Ziskéame ho sectenim rovnic (1.673) a (1.676):

> %(pmquDxB) + V~{ZT¢Z+TE +TM} =0. (1.678)

o

Odvozena rovnice je zakonem zachovani hybnosti pro soustavu ¢astic a elektromagne-
tického pole. Prvni ¢len v ¢asové derivaci ma vyznam hustoty hybnosti latky pmu, coz je
ale soucasné tok hmoty z rovnice kontinuity. Druhy ¢len DxB je hustotou hybnosti
elektromagnetického pole. V prostorovych derivacich se nachazeji tenzory toku hybnosti
castic, elektrického a magnetického pole.

Zopakujme si na zavér jednotlivé parcialni zakony zachovani hybnosti. Hybnost sa-
motného pole ani ¢astic se nezachovava:

)

P -
E(pmu) + V{ZTa] = poE+pquxB .
o

Casovou zménou hustoty hybnosti je u &astic hustota Lorentzovy sily vystupujici na
pravé strané. U elektromagnetického pole je na pravé strané ¢len s opaénym znamén-
kem. Teprve soucet obou rovnic da na pravé strané nulu. V zakonech zachovani hyb-
nosti pro jednotlivé druhy ¢astic (momentové rovnice neseéteme) se na pravych stra-
nach objevi jest¢ nevykompenzované srazkové Cleny:
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)
E(pm,aua) + VT, = pooE+pPQauaxB + ijavaSaﬁd3va .
B

Poznamka: Plati-li zikon zachovani hybnosti ve tvaru oy/ot+ V- T, lze zakon za-
chovani momentu hybnosti psat jako 0%/0t+0.4j,/dx, = 0, kde hustota momentu
hybnosti je % = xi y1— x1yx a tok momentu hybnosti je Ak, = xx T}, —x/ Tk, Detaily
odvozeni zékona zachovani momentu hybnosti elektromagnetického pole ctenar
nalezne v druhém dile ,,Vybranych kapitol“, v sekci Elektromagnetické pole.

Druhy moment (zachovani energie) - ¢astice
Volme nyni za ¢, kinetickou energii ¢astice druhu a, tj.

Oy = mavé/z =MV Vgt /2.

Pribéh vypoctu je identicky s prvnim momentem. Po dosazeni do momentové rovnice
rozdélime rychlost na uspofadanou a chaotickou ¢ast (Vg = Ugk tWek) a vSechny Cleny
roznasobime. Stfedni hodnoty ¢lendt s prvni mocninou chaotické rychlosti daji nulu
a zbyvajici daji zakon zachovani energie ve tvaru:

2 2
0| Pm.al Pm.al
mote | y.| fmete

= 3 ” U, ey + Py iy +q, | = jo.o B+, (1679)

kde jsme oznadili

2 2 2
w, w, . m,U 3
€ = Pm,a 70{ 5 dg =Py Tawa ; '70::2,'[ Oéasaﬁdvaa
B

Symbol e, je vnitini energie souvisici s chaotickym pohybem, q, je tepelny tok a .7, je
srazkovy ¢len. V Casové derivaci je hustota kinetické energie ¢astic druhu « a hustota
vnitini energie ¢astic druhu o. V prostorové derivaci jsou foky energii: tok kinetické
energie, tok vnitini energie, tok tlakové energie a tepelny tok. Na pravé strané (1.679)
jsou Cleny zpusobujici nezachovani energie: Joulelv ohfev castic (hustota Jouleova
vykonu) a ¢len souvisici s pfedavanim energie srazkami.

Pokud nam postaci jednotekutinové priblizeni, se¢teme vSechny rovnice (1.679).
Vzhledem k tomu, Ze funkce ¢, byla sumacnim invariantem, srazky se vyrusi a ziskame
jednoduchy tvar zakona zachovani energie:

2 2
9| Pt | 4 v Lt u+eu+Pii+q|=joE;
2 2

ot
eZZea; q=2qa.
o o

Ostatni veli¢iny jsou definovany stejné jako u pfedchozich momentt. Energie plazmatu
se nezachovava, plazma je ohiivano elektromagnetickymi poli. Teprve celkovy soucet
energie vech Castic a pole ma tvar skuteéného zakona zachovani.

(1.680)
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Druhy moment (zachovani energie) - pole

Zakon zachovani energie elektromagnetického pole jsme jiz odvodili v druhém dile
»Vybranych kapitol®, v sekci Elektromagnetické pole. Piesto si pro ucely statistiky
zakon zachovani energie pole jesté jednou odvodime. Z klasické elektrodynamiky je
dobfe znama hustota energie elektrického pole jako E-D/2, jde naptiiklad o hustotu
energie na kondenzatoru. Obdobné hustota energie v magnetickém poli je H-B/2, jde
napiiklad o hustotu energie civky. Z Maxwellovych rovnic (1.663) az (1.666) vypoc-
teme Casovou zménu hustoty energie a upravime do tvaru zakona zachovani. Opét
budeme uvazovat linearni vztahy mezi obéma elektrickymi vektory a mezi obéma
magnetickymi vektory:

8(E~D+H‘Bj oD oB

= =E-—+H-— = E-(rotH-j,) + H-(-rotE)=
A 2 ot ot (m JQ) ( o )

= E-rotH-H-rotE—j,-E = —div(ExH)-jo -E.
Vysledny zakon zachovani energie pro pole ma proto tvar:

> ] (E-D H'B

===y V- (ExH) = —j»-E. 1.681
P 2+2j+ (ExH) ig ( )

V cCasové derivaci je hustota elektrické a hustota magnetické energie. V prostorové
derivaci je tok energie ExH, ktery nazyvame Poyntingtiv vektor. Clen na pravé strané je
hustota Jouleova vykonu odvadéna z pole na ohfev Castic. Celkovy zdkon zachovani
energie ziskdme sectenim casticové ¢asti (1.680) a polni casti (1.681):

2 2
Pi(pu +e+E D+H2B] + V~[%u+eu+f’~ﬁ+q+EXH] = 0. (1.682)

or| 2 2

V Casové derivaci jsou hustoty energii (kinetické, vnitini, elektrické, magnetické);
v prostorové derivaci jsou toky energii (kinetické, vnitini, tlakové, tepelné, elektromag-
netické). Zakon zachovani energie plati jen pro soustavu vSech druhi ¢astic a pole. Od-
délené zakony zachovani maji nenulové pravé strany s hustotou Jouleova vykonu.
Pokud nese¢teme momentové rovnice a budeme uvazovat zdkony zachovani energie
pro kazdy druh castic zvlast, objevi se na pravych stranach srazkové ¢leny. Predpokla-
dejme nyni polytropni chovani plazmatu s ¢asticemi, které maji f stupnd volnosti, tj.

p=Kn’; yzf;z. (1.683)

Pro tlak soucasné plati stavova rovnice ve tvaru
p =nkgT (1.684)

Pro hustotu vnitini energie potom mame

e=inkBT=L. (1.685)
2 y—1
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Pochopitelné by bylo mozné odvozovat dal§i momenty Boltzmannovy rovnice, jejich
jako funkci ¢, pouzijeme obecnou mocninu rychlosti a neptijde o sumacni invariant, ne-
dojde po secteni rovnic pro vSechny druhy ¢astic k vyruseni srazkovych ¢lent.

Kazda momentova rovnice ndm piinese novou veli¢inu, pro kterou musime napsat
dal$i momentovou rovnici. Ziskame tak nekonecnou posloupnost momentti Boltzman-
novy rovnice. Rozhodneme-li se, ze nam dané pfiblizeni postaci, odvozovani dalich
momentt ukon¢ime néjakym empirickym vztahem, v pfipadé druhého momentu napfi-
klad Fourierovym zakonem pro tepelny tok.

1.6.3 Jednoduché transportni jevy

Statisticky pfistup je vyuzivan zejména pii feSeni tii okruhti problémd:

1. Transportni jevy. Jde o vypocet prenosu hmoty, hybnosti, energie a dalSich
veli¢in na zaklad¢ srazkovych procesti v plazmatu.

2. Relaxacni jevy. Jde o navrat naruSeného systému k termodynamické rovnovaze
vlivem srazek, vypocet relaxacnich ¢ast a s nimi spojenych velicin.

3. Mikronestability a Landauiiv utlum. Ttida jevu, pro které je podstatna rych-
lostni cast rozdéleni a které nemohou byt odvozeny v ramci magnetohydrody-
namiky (teorie kontinua). Jsou-li charakteristické frekvence dé&ji podstatné
veétsi nez frekvence srazek, je mozné vyuzit bezesrazkové priblizeni (Vlaso-
VOVU rovnici).

Uvazujme nejprve relativné jednoduché, ale u¢inné BGK piiblizeni. Oznaceni pochazi
z pocCatecnich pismen jmen autord (Prabhu Lal Bhatnagar, Eugene Paul Gross, Max
Krook). V tomto pfiblizeni predpokladame, ze srazkovy Clen je umérny odchylce od
lokalniho rovnovazného rozdéleni a srazky maji vratny charakter, tj. navraci plazma
z pocatecni odchylky zpét do rovnovahy:

Sa = (M /A o1 = ~(fo = fLe)/ 7=V (o = fLE) -

Pokud nebudeme popisovat vice druhti ¢astic naraz, budeme v dalSich odvozenich index
o vynechavat. BGK rovnice tedy je

a—f+(v-Vx)f+[£~vvjf=—v(f—fLE); (1.686)
ot m
3/2 2
_ m _m(v—u(x))
Jue = n(x)[27szT(x)j P T ke T(x) (1.687)

Funkce f1 g je lokalni rovnovazné kanonické (Gibbsovo) rozdéleni rychlosti, které nazy-
vame Maxwellovo rozdéleni. Pfedpokladame, Ze se miize ménit misto od mista. ReSeni
pro hustotu pravdépodobnosti budeme hledat ve tvaru perturbacni fady

f=forefi+eify+- (1.688)

V nasledujicich vypoctech je fy znamé feseni a v odchylkach od n¢ho se omezime na
¢leny prvniho fadu a poté provedeme limitni pfechod ¢ — 1. Pfedpokladame tedy malé
odchylky od Maxwellova rozdéleni.
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Transport naboje (Ohmuv zakon)

Predpokladejme homogenni rovnovazné plazma, pro které je

P2 2
= = exp| — . 1.689
Jo=/iE n(z;:kBT] P{ ZkBT:l ( )

Budeme hledat ustalenou (nezavislou na ) homogenni (nezavislou na x) poruchu f
rozdéleni zplisobenou zapnutim slabého elektrického pole €E =-£V¢ (chipeme ho

jako prvni fad poruchové teorie, v systému vznikl maly spad potencialu ¢). V prvnim
fadu poruchové teorie z (1.686) proto zistane

O o _

m ov

-Vfi.

Po dosazeni za f;, dopocteme poruchu rozdéleni

3/2 2
fo= QEY f m exp| -2V | (1.690)
vikgl | 27kgT 2T

Maxwellovo rozdéleni soustavy nabitych Eastic je elektrickym polem v prvnim fadu
perturbacni teorie charakteristicky deformované, f=f + f1. Na obrazku je hustota prav-
dépodobnosti souboru pro slozku rychlosti ve sméru elektrického pole.

S(vy)

Obr. 1.108: Porucha Maxwellova rozdéleni

Urceme nyni tok naboje neboli hustotu elektrického proudu tekouciho plazmatem:
jo=0mu=[ovf &v=[ov(fy+ f)dv=[ovfidv.

Integral z vfj je nulovy (jde o lichou funkci). Do vztahu dosadime za f] a integrujeme:

3/2 o oo oo 2 2 2
) O*E( m m(vj +vy +v3)
=n v U; exp| ————=——= |dv,dv,duv, .
JOk =1 T\ 2k T I [ e 2T 196260

—00 —00 —00

Vsechny nediagonalni integraly (ve vxv;) jsou nulové, nebot’ jde vzdy o lichou funkci
nékteré z rychlosti. Diagonalni ¢leny jsou vSechny stejné a tak miizeme vypocitat napfi-
klad prvni:
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2 3/2 00 oo oo 2 2 2

. Q°E | m 2 m (v +v3 +03)

=n 0, vj exp| —————=—== |dy;dv,duy .
Tk =TT\ 2mkgr ) _L _{O _L e 2kgT 190255

Dvé z integraci daji Gaussuv integral 1.3.576 a zbyvajici ur¢ime jako dvojnasobek
vztahu 1.3.574 (prvni dil ,,Vybranych kapitol*). Vysledek je

2
> jp=oE=-0Vg; o=2" (1.691)
my
Hnaci silou toku naboje je elektrické pole (zaporné vzaty gradient skalarniho potencia-
lu). Koeficient imérnosti ¢ se nazyva diferencialni vodivost. Vztah (1.691) je znam
jako Ohmuv zadkon a je pojmenovan podle némeckého fyzika George Simona Ohma
(1789-1854). Stejny vztah mlizeme ziskat i z jednoduché Drudeho teorie elementarni
vodivosti, kterou navrhl vroce 1900 Paul Drude (1863—1906). Pfedstavme si, Ze na
nabitou ¢astici v prostiedi plsobi sila zplisobena elektrickym polem a sila ,,tfeni* zpu-
sobend srazkami, ktera je imérna ztraté hybnosti Castice a koeficientem tmeérnosti je
srazkova frekvence v = 1/t (z je stfedni doba mezi srazkami):
du

m2 = E-"" = OE —ymu .
dr T

V ustaleném stavu ma Castice rychlost u = QE/mv a tok naboje (proudova hustota) bude
2

ip=0nu =@E,
my

coz je stejny vysledek jako (1.691). Poznamenejme, Ze v piipadé anizotropniho
prostiedi je vodivost tenzorem a Ohmtiv zakon ma tvar

. 0
Jo.k = OwE =0 a—z . (1.692)

Transport ¢astic (Fickiiv zakon)
Opét budeme piedpokladat rovnovazné, ptivodné homogenni plazma. Jako poruchu

zaved'me nyni do plazmatu maly spad jeho koncentrace, ktery bude hnaci silou pfesunu
¢astic. Lokalni rovnovazné Maxwellovo rozdéleni bude tyto zmény sledovat:

m 3/2 mv2
fLEsn(x{mBTJ exp{—ZkBT]

Na plazma nebudou ptsobit zadna silova pole. V okoli libovolného mista plazmatu
bude koncentrace spliiovat

n(x)=n(x0)+£§—n (x,=x0;) = Vn-~e
x,

Llxg

a prostorovou derivaci (V) proto musime chapat jako operaci prvniho fadu poruchové
teorie (VfL g je prvniho fadu, Vf; druhého fadu, Vf, tietiho fadu atd.). Je to tim, ze
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v Maxwellovée rozdéleni se prostorova zavislost normalné nevyskytuje. V BGK rovnici
zlstane po dosazeni f = f{g + f] +-: v prvnim fadu poruchové teorie:

(v-V)fig=-Vv/fi.

Poruchu f; tedy ziskame ihned ve tvaru

3/2 )
pr=EVmEm Y| (1.693)
v\ 27kl 2T

Tok ¢astic ziskdme obdobné jako v minulém piipadé:
jv =nu=[v(fig+ A Ev=[vfdv,

Integrace se provede stejnym zplsobem jako v piipad€ transportu naboje. Jednotlivé
¢asti integralu budou nenulové jen v diagonalnich c¢lenech viv;, k jejichZ integraci
vyuzijeme vztah 1.3.574 (prvni dil ,,Vybranych kapitol®):

_ kT

mv

> iy ==DVn; (1.694)

Hnaci silou toku Castic je zaporné vzaty gradient koncentrace. Koeficient umérnosti se
nazyva koeficient difiize. Vztah (1.694) je znam jako Ficklv zakon diflze a je pojmeno-
van podle némeckého fyziologa Adolfa Eugena Ficka (1821-1901).

Poznamka 1: Dosadime-li do rovnice kontinuity vztah pro tok ¢astic, dostaneme
rovnici diftize

8n/8t+diVjN=O,} o
= ot

= =DV?%. (1.695)

Z matematického hlediska jde o parcialni diferencialni rovnici parabolického typu.
Fyzikaln€ jde o prototyp rovnice popisujici diftizi néjaké veli¢iny do okoli. Ob-
dobnou rovnici spliuje napriklad teplota [1] nebo magnetické pole, jak uvidime
pozdéji.

Poznamka 2: Z rozmérové analyzy lze koeficient difuze chapat jako soucin kva-
dratu stfedni volné drahy a frekvence srazek:

D~ A%y (1.696)

Ambipolarni difuze

Elektrony v plazmatu maji vyrazné¢ mensi hmotnost a tak na jakékoli silové podnéty
reaguji rychleji a maji tendenci plazma opustit. Tim ovSem vznika elektrické pole, které
pusobi na ionty. Toto pole piibrzdi elektrony a urychli ionty takovym zpiisobem, aby
obé¢ slozky zachovavaly pii difizi kvazineutralitu, tj. celkovy naboj v jakémkoli makro-
skopickém objemu byl nulovy. Takovou vazanou difizi elektronii a iontll nazyvame
ambipolarni difiize.
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Velice dilezitou velicinou pii ambipolarni diftizi je mobilita neboli pohyblivost Cas-
tic. Jde o koeficient imérnosti mezi prumérnou rychlosti jejich pohybu a elektrickym
polem, tedy

u, =U,E (1.697)

° o
+ + +
@20 @
E
- +t
Obr. 1.109: Ambipolarni difuze

V této kapitole se zabyvame jak tekutinou elektront, tak tekutinou iontt a proto musime
psat indexy o urcujici ptislusnost k danému druhu ¢astic. Je zfejmé, ze pomoci mobility
muizeme zapsat tok naboje (proudovou hustotu) i tok ¢astic zplisobeny pouze elektric-
kym polem:

jQ,a =0yhgly = OpngtiE (1.698)

INa =18y =gl E. (1.699)
Vyraz pro mobilitu snadno uré¢ime ze vztahu pro proudovou hustotu (1.691):

=L (1.700)

MoV

Mobilita elektront je zaporna, elektrony se pohybuji proti sméru elektrického pole.
Pohyb elektrontl a iontli pfi ambipolarni difuzi bude ve skutecnosti zpisobeny jak elek-
trickym polem, tak gradientem koncentrace castic (difuzi):

ive = nttcE ~ DV, ,
. e = Mele eV le (1.701)
ini=nitiE-DiVn;.

Pozadavek kvazineutrality a shodné rychlosti obou slozek plazmatu Ize pro Z-nasobnou
ionizaci vyjadfit takto:

0. =—e, Q;=Ze,
=nlZ;

ne=n==2n;, n;

ine=7, ini=JZ.
Po dosazeni koncentraci a tokti do (1.701) ziskame
J=nuE-DVn,
J/Z =nu;E/Z -D,Vn/Z .

Z obou rovnic vylou¢ime elektrické pole a ziskame finalni vztah pro ambipolarni difuzi:
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D; - ;D
> J=-DVn; D, =tiTHe (1.702)
He —H;

Ve vztahu (1.702) plati |ue| > |1, @ proto midZeme psat

D, =D, —ﬂDe. (1.703)

He
Za pomoci mobility (1.700) lze zapsat vztah pro koeficient difize (1.694) takto:
kBT o _ kB T, [2

D

o a
Mo Vo Oy

(1.704)

Uvedeny vztah se nazyva Einsteinlv vztah a pfesouva srazkovou frekvenci ve vyrazu
pro koeficient difize do mobility dané Castice. Budeme-li pfedpokladat stejnou teplotu
obou slozek, mizeme z Einsteinova vztahu (1.704) odvodit De = —(Zue/pi)Di a vztah
(1.703) pro ambipolarni difazi ziska tvar

D, =(1+Z)D;. (1.705)

w7

Vyslednou ambipolarni difazi uréuji podle ocekavani hmotné&;jsi ionty.

Difize v magnetickém poli

Predpokladejme, ze v plazmatu je maly gradient koncentrace a homogenni magnetické
pole (0,0,B0). Pripustime gradient koncentrace jak ve sméru pole (v ose z), tak ve sméru
kolmém na pole (zvolime osu x), abychom mohli prozkoumat difuzi ¢astic podél pole
a kolmo na né¢j, tedy n = n(x, z). Magnetické pole vnasi do plazmatu anizotropii, a proto
budeme piedpokladat, ze chaotické slozky rychlosti, resp. teploty Castic mohou byt
rizné ve sméru magnetického pole a ve sméru na né&j kolmém. Za lokalni rovnovazné
rozdéleni proto pfipustime tvar

1/2 2 2 2
m(vy, +v
n ] exp| - ) vz (1.706)

fip =n(%,2)| s
LE = ’ Zﬂ'kBTL 27[an| 2kBTL 2kBT|1‘

V BGK rovnici v prvnim fadu poruchové teorie ziistanou ¢leny (prostorové derivace se
opét chovaji jako prvni fad poruchové teorie)

(V.afLEj+(QVXBO '%j:_vﬁ :

ox m ov

Lokalni rovnovazné rozdeleni obsahuje poruchu v soufadnicich, a proto vystupuje jako
prvni poruchovy clen v prostorovych derivacich. Neobsahuje ovSem poruchu v rych-
lostech, a proto je v rychlostnim ¢lenu jako linearni porucha az ¢len fi. Tok Castic zjis-
time tak, Ze posledni rovnici pfenasobime rychlosti a vystiedujeme pies rychlosti:

J'V(V.a]gﬂjd%+IV[M.%jd3v:—vIvfl dv;

X m ov
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Integral na pravé strané¢ ma pfimo vyznam toku Castic. Prvni integral nalevo je mozné
snadno dopocist pfimo. Druhy integral napiSeme ve slozkach a upravime per partes.
Vysledkem je

kgT| on OB . .
ST TNy = Vi

m ox m
0B, . .
— INx="VINny >
m
kgTj on .
— ==V -
m oz

Veli¢ina OBy/m je tzv. gyracni (cyklotronni, Larmorova) frekvence, se kterou Castice
krouzi kolem indukénich Car. Z prvnich dvou rovnic dopocteme oba hledané toky:

. . on . . on . @, .
Ine T Na :_Di-a_x’ INIT Ty :_Q\g’ IN,y :_TC]NJ-’
> (1.707)
p =kTL 1 . _ kg o = 0By
 omv 2 1= ’ ° )
1+(w,/v) my m

Obr. 1.110: Difuze v magnetickém poli

Vysledek je mimoradné zajimavy. Ve sméru magnetickych indukénich ¢ar je koeficient
difaze stejny, jako by pole neexistovalo. Difize neni magnetickym polem v tomto
difuze je modifikovan faktorem v hranaté zavorce. To je divodem existence dvou typt
slune¢niho vétru — pomalého a rychlého: v oblasti rovniku ¢astice opoustéji Slunce
napfi¢ indukénim Caram a rychlost slune¢niho vétru je 300-500 km/s. V polarnich
smérech se ¢astice pohybuji podél indukénich Car a jejich rychlost je 700+900 km/s.

V limité extrémné slabych poli piechazi vztah pro koeficient pficné difuze v nor-
malni difuzni koeficient. Naopak, v pfipadé extrémné silnych magnetickych poli mi-
zeme jednotku ve jmenovateli zanedbat a vztah pro koeficient pfi¢né difuze bude

_ kT mv =Rv - @, >V. (1.708)

D,
2 a2 2’
0" By B
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Cistice je v silném poli vazana na Larmorovu orbitu a ulohu stfedni volné drahy A ve
vztahu (1.696) piejima Larmortv polomér R, = mvt/QOB, gyra¢niho pohybu pro stfedni
tepelnou rychlost vy = (kgT/m)"?. To je piirozené, nebot v plazmatu je stfedni volna
draha definovéna jako vzdalenost, na které se castice od pivodniho sméru odchyli
0 90°, coz je v extrémné silném magnetickém poli pravé na Larmorove poloméru.

Gyromagneticka (Bohmova) diftize

Dal§im novym jevem je difuze ¢astic ve sméru kolmém jak na gradient koncentrace
(hnaci silu), tak na pole samotné, tj. nenulovy tok Castic jy,, ve vztahu (1.707). Jde
0 obdobny jev, jako jsou drifty. Vysledny tok ma tvar

> o= @ekBTL ! on (1.709)
IN,y 2 2 [ox :
my 1+(w,/v) X

Pro silna magneticka pole mizeme zanedbat jedni¢ku ve jmenovateli a po dosazeni za
cyklotronni frekvenci z (1.707) mame
_kgTyon 1

= —. (1.710)
QBO ax BO

IN,y
Povsimnéme si n¢kolika zajimavosti:

1. Tok castic je kolmy na magnetické pole a na gradient koncentrace, mifi ve stej-
ném sméru (viz obrazek) jako drift zpusobeny ,,silou” —Vn.

2. Na rozdil od vztahu (1.708) je vysledny tok nepfimo Umérny jen prvni
mocniné magnetického pole, pro silnd magneticka pole bude tedy tento tok
dominovat.

3. Vysledny vztah (1.710) nezavisi na srazkové frekvenci, tok ¢astic neni dusled-
kem srazek a nejde o difuzi v pravém slova smyslu.

Co tedy zpisobuje nenulovy tok? Pfi nulovém gradientu koncentrace se gyracni pohyby
¢astic pfesn¢ vyrusi. Pii nenulové koncentraci (viz obrazek) se pohyb castic v kladném
a zaporném smeéru osy y nevyrusi a vznikne tak nenulovy tok Castic ve sméru osy y,

ktery ale nesouvisi se srazkami. Tomuto jevu fikame gyromagneticka difiize a pro silna
pole je pro ni charakteristické, ze tok ¢astic je imérny 1/B,,.

1000 1o
OO0 ]
| OO0, | O

0
By By *

>

"y

Obr. 1.111: Gyromagneticka (Bohmova) difuze
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Neoklasicka a anomalni difize
Pokud je pole prostorové nehomogenni, jako naptiklad v tokamaku, dochazi k dal§im

driftiim, z nichZ nejvyznamnéjsi je grad B drift zptisobeny zménou velikosti pole nebo
drift zaktiveni zpisobeny zménou sméru indukénich Car (viz kapitola 1.2.3, str. 40).
Posunuti gyra¢niho stfedu za jednu otoCku byva typicky vétsi, nez je Larmoriiv polomér
a stfedni volna draha se proto vyrazné zvétSuje. V ivahu je mozné vzit i tzv. bananové
orbity. Prvni moznosti, jak zahrnout tyto jevy, je pfimy vypocet analogicky ptedcho-
zimu odvozeni. Druhou moznosti je pouhy odhad stfedni volné drdhy v pfitomnosti
daného driftu a nasledné vyuziti vztahu (1.696). Obéma zplsoby tak mizeme ziskat
vztah pro tzv. neoklasickou difiizi, ktera uvazuje gradient ¢i zakfiveni pole. Zakfiveni
indukénich €ar znekolikanasobi difuzi kolmo na magnetické pole. V toroidalnich zafi-
zenich je skute¢né méfena difuze jesté 10x az 100x vyssi nez neoklasicka. Hovoiime o
tzv. anomalni difuizi, pii které do transportu nabitych Castic zasahuji jesté turbulentni
procesy v plazmatu. Anomalni difuze je Casto pfedmétem numerickych simulaci na
vykonnych pocitacich a detaily vSech procesii vedoucich k anomalni diftizi nejsou
dodnes prozkoumany.

Transport tepla (Fouriertuv zakon)

Predpokladejme opét plivodné homogenni rovnovazné plazma a jako poruchu zaved'me
nyni do plazmatu maly spad jeho teploty, ktery bude hnaci silou tepelného toku. Lokalni
rovnovazné Maxwellovo rozdéleni bude tyto zmény teploty sledovat:

m 3/2 m V2
Jue = "(X)[znkBT(x)j GXP{_ 2kBT(x)} '

V rozdé€leni jsme zavedli i prostorovou zavislost koncentrace ¢astic, nebot’ ta je prova-
zéana s prostorovym prabéhem teploty. Pokud budeme pocitat tepelny pfenos za kon-
stantniho tlaku p =nkgT , budeme po derivovani mit

TVn+nVT =0. (1.711)

Obdobné jsou obé& veli¢iny provazany i u polytropniho plazmatu (p = Kn’). Lokalni
rovnovazné rozdeleni budeme povazovat obdobné jako u toku ¢astic za nulté feseni.
Prostorovy gradient se opét chova jako operace prvniho fadu poruchové teorie. Po dosa-
zeni f = f g + fi ++-- do BGK rovnice (1.686) dostaneme:

3/2 )
v 9 n(x) _m exp __mv_ =—Vf.
Fox, 2k T (%) 2T (x) !

Po provedeni derivace soucinu vSech tii funkci s vyuzitim (1.711) ziskame

3/2
Y —_n(V'VT)l mv? 5 m ox _mV2 (1.712)
: v T|2gT 2| 27kgT) 7| 2kgT | '

Nyni jiz zbyva ,,jen urcit tepelny tok

o172\ 1 2 3, _ 1 2 3
q=mn5<w w>—EJ.m(v—u) (v-u)fid’v = Ejmv v fidv.



1.6 Statisticky popis plazmatu 229

Do vyrazu dosadime za f; ze vztahu (1.712) a integrujeme ptes rychlosti jako v minu-
lych ptipadech. Integrace je piimocara, i kdyz zdlouhava. Nejvyssi mocnina rychlosti je
Sesta. K integraci je vhodné vyuzit n€ktery standardni program (Mathematica, MAT-
LAB) nebo pouzit vztahy z prvniho silu ,,Vybranych kapitol®, str. 369. Vysledek je
2

> q=—-xVT; KzSnk—BT. (1.713)

2mvy
Hnaci silou tepelného toku je zdporné vzaty gradient teploty. Koeficient imérnosti se
nazyva tepelnd vodivost. Vztah (1.713) je znam jako Fourieruv zékon. Je pojmenovan
podle francouzského fyzika a matematika Jeana Baptista Josepha Fouriera (1768—1830).
Ve stredoskolskych ucebnicich je zmifiovana jednodussi varianta Fourierova zakona pro
homogenni ty¢ prifezu AS a délky / popisujici tok tepla ty¢i nebo deskou za dobu At :

AQ T, -T, AS
=K = AO=x—- (T, —T; ) At.
AS - At I 0=r7 (2 =1i)

Produkce entropie, Onsagerovy relace

V minulych kapitolach jsme se zabyvali jevy, které navraci systém do termodynamické
rovnovahy. Maly gradient elektrického potencialu, koncentrace ¢i teploty zptsobil mak-
roskopické toky

jQ:_O-V¢7
| 2 jN=—DVn,
q=—-xVT,

které postupné slabnou, az v termodynamické rovnovaze zaniknou. Systém opét do-
sahne Maxwellova rozd€leni. Zaporné vzaté gradienty makroskopickych veli¢in jsou
jakymisi hnacimi silami transportnich jevii a nazyvame je termodynamickymi silami Xj.
Jedna termodynamicka sila zpravidla vytvoii nékolik typi makroskopickych toki a na-
opak jeden druh makroskopického toku je ¢asto zpuisoben nékolika termodynamickymi
silami. Gradient koncentrace i gradient teploty mohou zplisobit tok castic, naboje
i tepla. Napftiklad tok naboje zplisobeny gradientem teploty nazyvame termoelektrickym
Jjevem, tok Castic zplsobeny gradientem teploty termodifiizi. Obecné mize byt kazdy tok
linearni kombinaci vSech termodynamickych sil (pfedpokladame, Ze nejsme daleko od
termodynamické rovnovéhy a linearni vztah je proto dobrou aproximaci):

Ji = ey X - (1.714)

Proces navratu systému k termodynamické rovnovéaze je nevratny, a proto je pii ném
vytvafena entropie (ta pfi nevratnych procesech musi rist). Tento fakt ma mimotadnou
diilezitost a podrobné se jim zabyval norsko-americky chemik a teoreticky fyzik Lars
Onsager (1903-1976). Zkusme naptiklad zjistit produkei entropie dS=dQ/T zpisobe-
nou tokem elektrického naboje (proudovou hustotou). Hustota Jouleova tepelného vy-
konu pfedavana nabitym casticim je j-E. Praveé tento Clen se objevil s riiznym znamén-
kem na pravych stranach zakonl zachovani energie pro ¢astice a pole. Produkce entro-
pie v tomto jednoduchém piipad¢ je

s_1do o ds_ 1y 65 _[1E gy [T,

= = —
d T dt d T dr
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Symbolem s jsme oznacili hustotu entropie. V obecném piipadé je produkce entropie pii
konkrétnim procesu umérna objemovému integralu z toku a ptislusné termodynamické
sily. Pro vice procesii bude tmérna souctu takovych ¢lenti:

%~Mxk v > 0. (1.715)

Spojenim vztaht (1.714) a (1.715) ziskame obecny tvar zakona pro produkci entropie:

> (:l—f='[Lile~Xk v > 0. (1.716)

Vidime, ze produkce entropie je pozitivné definitni kvadratickou formou termodyna-
mickych sil. Koeficienty imérnosti Lj; nazyvame kinetické koeficienty. Lars Onsager
ukézal na zaklad¢ statistického vypoctu, Ze plati tzv. relace reciprocity

> L'k =Lki . (1717)

1

V odvozeni relaci je tfeba vyuzit mikroskopické reverzibility, tj. invariantnosti pohybo-
vych rovnic vzhledem k ¢asové inverzi. Relace reciprocity jsou velmi dilezité vztahy
mezi kinetickymi koeficienty, které nelze odvodit v ramci fenomenologické termody-
namiky. Proto se n¢kdy nazyvaji ctvrtou vétou termodynamickou a termodynamika je
chape jako nezavisly princip. Za objev relaci reciprocity byla Larsu Onsagerovi udélena
Nobelova cena za chemii pro rok 1968. Sylvestrovo kritérium aplikované na pozitivné
definitni formu (1.716) dava

Ly Ly

>0; - (1.718)
Ly Ly

L >0

Z Onsagerovych relaci reciprocity ihned plyne symetrie tenzoru elektrické vodivosti,
nebot’

dS _ kB 5, _ (kBB 5, _
E‘I - v =] - AV =[ Ly ExEy dV = [ Ly X, X, 4V

Obdobné musi byt v anizotropnim prosttedi symetricky tenzor tepelné vodivosti.
Uved’'me na z&vér obecny tvar rovnice difiize. Vyjdéme z rovnice kontinuity

9Py .
—%+V.j. =0.
o Jk

Ptedpokladejme, ze
k=X =—cVyrs  pr=ayy;.

Potom ma obecna rovnice difuze tvar

d
ak1%=V~ck1Vl//l. (1719)

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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1.6.4 Coulombova interakce

Debyeova stinici vzdalenost

Predpokladejme plazma slozené z nékolika riznych druhi ¢astic. Pokud budeme sledo-
vat prub¢eh potencialu v okoli vybraného bodového zdroje (at’ jiz konkrétni ¢astice nebo
néjaké poruchy), bude ovlivnén ostatnimi nabitymi ¢asticemi. Pokud neni plazma da-
leko od termodynamické rovnovahy, presunou se k vybranému zdroji ¢astice opacné
polarity a budou ho stinit. Vysledkem je exponencidlni ubytek pole naseho zdroje
s charakteristickou vzdalenosti Ap, ve které potencial i pole poklesne na 1/e hodnoty
dané¢ Coulombovym zakonem. Tato vzdalenost se nazyva Debyeova stinici vzdalenost
a je pojmenovana podle holandského fyzika a chemika Petera Debyeho (1884—-1966).
Elektricky potencial ¢(r) v okoli zdroje ur¢ime kombinaci Maxwellovy rovnice
div D = py s definici potencialu E = —V¢, coz vede na Poissonovu rovnici pro elektricky
potencial
2 Po
Vip=—-. (1.720)
€
Pravou stranu urcime z definice hustoty naboje, do které za koncentraci dosadime rov-
novazné Maxwellovo rozdéleni a vzhledem k tomu, Zze piredpokladame plazma blizké
rovnovaznému, provedeme rozvoj exponencialy do prvniho fadu:

Po _ Lz Oty () = ZQa”aO exp{ Q‘M(X)}
50 o kBT

€o

Q n,
~—ZQa"ao - | = g(x) + -
80 o o OkBT

Prvni ¢len je nulovy diky kvazineutralité plazmatu, kterou predpokladame ptimo v defi-

nici plazmatu. Druhy c¢len je umérny hledanému potencialu, a Poissonova rovnice
(1.720) ma proto tvar

V2p=ap: o= zsznaO

EOkBT

Rovnici budeme fesit ve sférickych soutadnicich se sttedem v nami vybraném zdroji:

1 d? d’y
7—[r¢(r)] of = a2

=ay;  y@)=re(r) =

Jar Jar

+Ce

w(r)=Ce Var Co e
r

= p=te

Vzhledem k tomu, Ze potencial bodového zdroje nemiize divergovat v nekonec¢né vzda-
lenosti, je C1 = 0. Konstantu C; uréime tak, aby potencial v limit¢ malé vzdalenosti od
zdroje ptesel v klasicky Coulombiiv potencial zdroje s nabojem Qy:
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_r
o) e D .
4reyr

P(r) = (1.721)

Ve specialnim pfipadé Z nasobné ionizovaného plazmatu slozeného jen z elektronti
a iontd stejné teploty je Q. = —e, Qi = Ze, nyy = neo/Z, T, = T; = T. Pro Debyeovu vzdale-
nost mame potom jednoduchy a asto pouzivany vztah

dp = % . (1.722)
A+ Z)ngge

Dulezitym parametrem je také pocet elektronit v Debyeove sféte, coz je oblast, ve které
castice ,,vnima“ své sousedy jako bodové Castice. Nad touto hranici je potencial odsti-
nény a ¢astice pocit’uji jen spojité kontinuum:

Np =§7£/113) Meg - (1.723)

Pokud je Np>> 1, je celkova primérna sila od jednotlivych ¢astic nulova a hovotime
o idealnim plazmatu. K jeho popisu je vhodna stavova rovnice idealniho plynu. Takové
plazma ma bud’ vysokou teplotu (a tim vodivost) nebo nizkou koncentraci.

Coulombiiv rozptyl (Rutherfordova formule)
Predpokladejme, ze svazek nabitych ¢astic nalétava na nepohyblivy teré. Vybereme si

jednu castici ze svazku (na obrazku je Sedd) a jednu z tere. V té€zistové soustave
mizeme interakci s Castici terce fesit jako pohyb v centralnim poli, pokud za kinetickou
energii Gastice budeme brat 7= ug”/2, kde u = mamp/(mgtmyp) je tzv. redukovana hmot-
nost a g je relativni rychlosti obou ¢&astic, viz rozklad (1.647), ve kterém je tézistova
rychlost v tézistové soustavé nulova. Srazka uz nyni neni okamzitd, proto se velikost
vzajemné rychlosti bude v prubéhu coulombické srazky ménit, ale nadale plati, ze
v limitach ¢ — +oo (pfed srazkou a po srazce) bude mit stejnou hodnotu gy, tedy velikost

vzéajemné rychlosti pied srazkou a po srazce je stejna.

y hi
/ .
4 .
N /7 .,
\ /7 v
\ 7/ .
. " ,
) ’”
\ / e X
\ P d e
-~
_______ o —— (poo /'/
] .
24N IR
b d N
o \ a
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Polarni uhel odecitdme od nejkratsiho privodice.
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Budeme se zabyvat vyslednym stavem po rozptylu a ur¢ime vztah mezi thlem rozptylu
%, zamérnym parametrem b (neboli impaktnim parametrem) a relativni rychlosti g,
nalétavajici Castice vzhledem k Céstici terce. Jako posledni krok vypocteme ucinny
prutez pro Coulombovu interakci. Cely problém budeme chapat jako rovinny, Lagran-
geovu funkci pro nalétavajici Castici zapiSeme ve tvaru

1 2 QaQﬁ_l o 1 2.5 9405

L 2,ug Amegr Zﬂr +2/1r v

dregr

Vzhledem k tomu, ze Lagrangova funkce nezavisi na polarnim thlu ¢, zachovava se
moment hybnosti p,. Lagrangeova funkce dale nezavisi explicitné na Case, a proto se
bude zachovavat celkova energie systému. Namisto feSeni pohybovych rovnic miizeme
vyuzit tyto zdkony zachovani (o je tihel mezi vzdjemnou rychlosti a radiusvektorem):

Py E%:,urz(j):const =urg, = purgsina = ugrsina = ugyb ,
@
000p 1

L 2. 2
E=— +g.)+ =—
S 18 +8p) dmegr 2

QaQﬂ
4reyr

1 . 1
/1r'2 +E,ur2¢)2+ =const=5,ug§.

Integracni konstanty jsme urcili pro ¢t — —oo (r — ), b je ramenem momentu hybnosti.
Z prvni rovnice nalezneme Casovou zménu uhlu a z druhé Casovou zménu radialni
vzdalenosti (za ¢asovou zménu thlu dosadime z prvni rovnice):

T o P
dt r2 ’ dt 0 271'80#1” r2 ’

Vzhledem k tomu, Ze nam postaci zjistit stav v limité ¢ — o, nemusime pocitat casovy
prubeh trajektorie. Vydélenim obou rovnic se zbavime parametrizace a po separaci
proménnych mame

b
j r dr=jd¢,
1 Q5 b ¥
Z”EOIL[bgO r 1”2
Zavedeme substituci
b 0,0
§=—+&;: &= a—ﬁz
r 4reo b g

a po elementarnich upravach ziskame

_I—zl = dé=p-9y; a* 51+§02.
la? -

Integrace je nyni pfimocara a vede na

arccos(éjz(p—(po = &=acos(p—¢y) = 2+§0=\/1+§§c0s((p—¢0).
a e
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Uhel budeme odeitat od nejkratsiho priivodice, jak je to b&zné v laboratorni soustavé
(viz obrazek 1.112). Pak musi mit vzdalenost r extrém pro ¢ = 0. Posledni vztah proto
budeme diferencovat, nasledné ur¢ime dr/dg a pro ¢ =0 zapiSeme nutnou podminku
extremalnosti, tj. dr/dp = 0. Z této podminky plyne, Ze integracni konstanta ¢g musi byt

nulova, ¢g = 0. Dosti dlouho po rozptylu (»r — o) plati proto vztah

_ i+ &2 - !
&y =y1+&5 cosp, = cos@., = =
1+(1/&)

Porovname-li vyraz se vztahem 1.3.558 (prvni dil ,,Vybranych kapitol*) mezi funkcemi
cosinus a tangens, zjistime, Ze

1
tg ., =§—~

Uhel ¢.. souvisi s tthlem rozptylu y vztahem (viz obrazek 1.112) y + 2¢.. =z, proto

544

o X _ Ao gh

cotg =
2 0408
X b
4 b(x)=bh cotgz ; x()= 2arccotgb— , (1.724)
0
kde jsme oznadili
%Y mgm
bOEa—ﬁ; gE|V0(_Vﬂ|; luza—ﬂ.
Amey 1t g Mgy +mg

Vyznam parametru b je zfejmy. Jde o zamérny parametr, pfi kterém bude thel rozptylu
90°, tedy o spodni hranici srazek branych v tivahu v Landauové rovnici (viz kapitola
1.6.1). Parametr by se nazyva kriticky zameérny parametr. Nyni zbyva urcit diferencialni
ucinny prurez Coulombovy interakce. Uvazujme céast nalétavajiciho svazku ve tvaru
prstencového mezikruzi se zamérnym parametrem z intervalu (b, b +db), ktera se
rozptyli do thlu (y, ¥ +dy). Pro G¢inny prufez mame:

X

db COS —
—‘d,x=7rb§ 2 dy. (1.725)
dl Sin 5

> do =27zbdb =27b

Absolutni hodnota je ve vyrazu proto, Ze s rostouci zamérnou vzdalenosti thel rozptylu
klesa a derivace ve vztahu je zaporna. Formuli pro diferencialni G¢inny prifez miizeme
zapsat také pomoci elementu prostorového tihlu (viz obrazek 1.113)

de E%=M=2ﬂ'sm;{djg =
R R
dy = e de

272X grsinZ cos %
22
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Obr. 1.113: K odvozeni diferencidlniho Uc¢inného prirezu

Vysledna formule pro diferencialni t¢inny prifez proto bude

2
d0'=—b0 da;
4sin* £
> 2 (1.726)
00 Mg
boza—'b)z; gs|va—vﬂ|; ﬂza—'g.
Amey i g Mg +mg

Jde o slavnou Rutherfordovu formuli, kterou odvodil skotsky fyzik a chemik Ernest
Rutherford (1871-1937) pti zkoumani rozptylu alfa ¢astic na atomarnich jadrech v ten-
ké zlaté folii. Pfi téchto experimentech bylo objeveno atomové jadro. PovSimnéte si, ze
vysledna formule nezalezi na znaménku naboje srazejicich se ¢astic, je shodna pro pii-

vvvvvv

vala pomoci funkce cosecans:

do = lb& cosect £ d02.
4 2

Fokkerova-Planckova rovnice

Naleznéme nyni srazkovy ¢len pro Coulombovu interakei v limité slabych, ale mnoho-
nasobné¢ opakovanych srazek. Pokud to nebude nezbytné nutné, budeme vynechavat
index pfislusnosti k ¢asticim druhu a. Pfi odvozeni vyuzijeme nasledujici predpoklady:

1. Kazda ¢astice v plazmatu prodéla za maly, ale koneCny casovy interval At
velmi mnoho srazek, pfi nichz se smér jeji rychlosti méni pomalu, tj. celkova
zména rychlosti Av =v’—v za sledovany maly ¢asovy interval Af bude mala.

2. Srazky jsou pruzné, tj. energie se neméni pii sraZce na jiné formy energie.
Pole u sledované castice je superpozici poli ¢astic v Debyeové sféfe. Tyto Cas-
tice vnima sledovana Castice jako bodové. Interakci pro ¢astice za hranici De-
byeovy sféry neuvazujeme.

4. Neuvazujeme srazky, pti kterych je tihel rozptylu prili§ veliky. Takové srazky
jsou v plazmatu malo pravdépodobné a velka zména vektoru relativni rychlosti
by byla v rozporu s prvnim piedpokladem. V Landauové piiblizeni se uvazuji
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naptiklad jen srazky s tthlem rozptylu mensim nez 90° (zdmérnym parametrem
b veétsim nez by).

5. Srazky tvoii markovsky fetézec, tj. proces srazeni si nepamatuje historii,
a proto pravdépodobnost Av, Av) d3(Av), ze Castice za ¢as At zméni svou
rychlost z hodnoty v na hodnotu v+Av, nezavisi na ¢ase. Jde samoziejmé jen
0 jisté pribliZeni realité, které vypocetné situaci zna¢né zjednodusi.

Za téchto predpokladl najdeme srazkovy ¢len na pravé strané Boltzmannovy rovnice, tj.
zménu hustoty pravdépodobnosti danou srazkovymi procesy:

S:(alj _ f(t,x,v)—f(t—At,x,v)’ (1.727)
col

ot At

Standardné u markovskych fetézcl miZzeme pro pravdépodobnosti psat

we =D Wi s
[
kde wj je pravdépodobnost konfigurace k a Py, je pravdépodobnost pfechodu z konfi-

gurace / do konfigurace k. Obdobné v naSem piipad€ zapiSeme vyslednou hustotu prav-
dépodobnosti v ¢ase ¢ jako superpozici v§ech moznych piechodl z ¢asu t—At:

F&xV) = [ £(t=At X, v=AV)2 (v~ AV, AV (AV). (1.728)

Funkci #(v,Av) piechodu ze stavu v do stavu v+Av nalezneme pro Coulombovu in-
terakei v piisti kapitole. Jeji zakladni vlastnosti je normovaci podminka vyjadiujici, ze
vzdy k néjakému pfechodu dojde, tj.

j P(v,Av)d>(Av) =1. (1.729)

Integrand vyrazu (1.728) nyni rozvineme do druhého fadu Taylorovy fady v argumentu
v (k tomu je podstatny prvni ptredpoklad zajistujici, ze za sledovany usek Ar bude
zména rychlosti mald):

@) 2 @)
flt,x,v) = j F(t=ALX, V) P(v,AV) - Ay, M+1A01Auk TU y|g (Av).
8vl 2 aUlaUk

Integrace prvniho €lenu je trividlni, / vytkneme pfed integral a vyuZijeme normovani
(1.729). Ze zbylych ¢lentl vytkneme vse, co se integrace netyka:

2

Fx, V)= f(t—ALx, v)—i fjAu, 2 d3(av)++ f j AvjAv, 2 d3(Av).
8vl 2

aUIaUk

Poté prevedeme prvni Clen na levou stranu rovnosti. Oba integraly na pravé strané
reprezentuji sttedni hodnoty zmény rychlosti:

2

Ft,x,v)— f(t—At,x,v) = —%(f(Avl>)+l (f{(AvAu ).
!

2 8vlavk

vvvvv

nosti v ¢ase jako f(t—Atx,v)= f(t,x,v)—At If (t,x,v)/dt £---. Vzhledem k tomu,



1.6 Statisticky popis plazmatu 237

ze jsme pozadovali, aby Af bylo malé, postaci nam v linearnim pfiblizeni se omezit jen
na prvni ¢len f(¢,x,v). Divodem je to, ze pfi markovskych procesech jsou obé¢ stiedni
hodnoty linearné zavislé na ¢asovém useku At. Je to dano tim, ze jak stfedni odchylka,
tak stfedni kvadratickd odchylka pro nahodné procesy roste linearné s ¢asem. Pokud
tedy na pravé strané posledni rovnosti ponechame oba dva ¢leny a fuvazujeme v Case f,
ponechali jsme napravo vSechny ¢leny linearni v casovém useku At. Po trivialni Gprave
mame srazkovy clen ve Fokkerové-Planckove pfiblizeni (pravou stranu Fokkerovy-
Planckovy rovnice):

f(t,x,v)—f(t—At,x,v)=_ii(f<Av >)+L 9>
At At Bvl 2At Bvlavk

(f(AUIAUk>) .
Zapisme nyni celkovy vysledek, tj. Fokkerovu-Planckovu rovnici:

LBf(Av» +L82f<Alevk> )
At aUl 2At aUlaUk ’

ﬂ+(V~VX)f+[E-Vv)f:—
ot m

> (Av))= j Av, 2 & (Av), (1.730)
(AvjAve) = [ Ay v 2 & (Av) .

Casty je i zapis v invariantnim tvaru:

UV 729 7= LT () +5 (T OV )i (ave av))

> (Av)= jAvx/ dAv), (1.731)

(Av®AV) = [AVOAY 7 & (Av).

Operace dvojtecka znamena dvoji skalarni soucin podle pfedpisu (1.730). Znak tenzoro-
vého soudinu se nékdy vynechava. Srazkovy ¢élen Fokkerovy-Planckovy rovnice ma
tedy dveé Casti. Vyraz obsahujici { Av ) se nazyva dynamicky treci ¢len, nebot’ vypovida
o brzdéni nalétavajiciho svazku castic vlivem srazek s ¢asticemi terce. Vyraz obsahujici
(Av ® Av ) se nazyva difuzni ¢len, nebot vypovida o rozptylu nalétavajiciho svazku
Castic vlivem interakce s Casticemi tere. V piisti kapitole uréime oba dva ¢leny pro
Coulombovu interakci aukazeme, Ze je lze zapsat pomoci tzv. Rosenbluthovych
potenciald. Vime, ze podle pfedpokladi miizeme uvazovat jen srazky s malym rozpty-
lovym thlem, kterych je vétsina. Pokud budeme zamérny parametr uvazovat v intervalu
(bmin, bmax), kde za byin zvolime zadmérny parametr by, pii kterém dojde ke srazce
s thlem rozptylu 90° a za bpax Debyeovu vzdalenost, bude Fokkerova-Planckova rov-
nice ekvivalentni s tzv. Landauovou rovnici.

Rosenbluthovy potencialy

Pro konkrétni vypocet hodnot ( Av ) a { Av ® Av ) jiz bude nutné rozliSovat nalétavajici
¢astici a Castici terce. Ve shod¢ s predchozimi kapitolami budeme oznacovat nalétava-
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Jici Castici a a ¢astici terCe f. Rychlosti ped sraZkou budou v,, Vg a po srazce v'q, V'p.
Vzijemnou rychlost ¢astic ozna¢ime g = Vo= v~ vg. Z (1.648) vime, Ze pfi sraZce se
zachovava velikost vzajemné rychlosti g =|g]|, veli¢ina g je proto pro srazku charak-
teristickd. Smér vzajemné rychlosti k = g/g se pfi srazce méni. Z (1.724) zname také
zéavislost mezi zamérnym parametrem b a tthlem rozptylu y pro Coulombovu interakei:

b(y)=b cotg% ; x(b)=2 arccotgbi ,

0
(1.732)
0,0 m,,m
boza—ﬂz; gE|V0t_V,B|; qua—ﬁ.
Armegu g My +mp

Ze vztahi je zfejmé, Ze parametr by je takovy zadmérny parametr, pti kterém je thel roz-
ptylu 90°, tedy dolni mez nami uvazovaného intervalu zamernych parametri. Pristupme
nyni k samotnému vypoctu tfeciho a difizniho ¢lenu ve Fokkerové-Planckové rovnici.
K tomu budeme nejprve potfebovat rychlost nalétavajici Castice vyjadienou pomoci
téziStové a relativni rychlosti, viz vztah (1.646)

m ﬁ m
V, =V +—— v =V +———
@ (@B) mg +Mﬁ o T mgy, +I’I15
Odecteme-li hodnoty po srazce a pted srazkou a oznac¢ime-li relativni rychlost g, dosta-
neme

"np
Av,=—P Ag.
mg +7}’Iﬂ

Vv

Té&zistova rychlost se pii sraZce neméni, a proto v rozdilu vymizi. Hledané vyrazy jsou:

__ g » 13
(Av,)= b jAg 2 &3 (Av),

2
(Av, ®Av, )= (mmfﬂmﬁ] j Ag®Ag # d>(Av).
o

Pravdépodobnostni element vyjadiime analogicky jako v (1.653), tj. bude umérny veli-
kosti vzajemné rychlosti nalétavajicich castic a castic tere (Cim je veEtsi, tim s vyssi
frekvenci bude dochazet ke srazkam), hustoté pravdépodobnosti vyskytu Castic terce,
casovému intervalu a samoziejmé u€¢innému prafezu Coulombovy interakce:

P & (Av) =g fgAtdod’vy,

__ "B 3
<AVa>=WAtIAggd0fﬂd Vﬂ 5

m 2
(Av, ®Ava>s[ﬁj At [Ag®Ag gdo frdivy.
o
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Obr. 1.114: K vyjadreni diferencialniho ucinného prirezu

Z obrazku 1.114 je ziejmé, ze do = b db dg a integrace pies element uc¢inného prifezu
znamena integraci pres vSechny hodnoty uvazovanych zamérnych parametrt a pies
azimutalni uhel. Tim je pokryt prifez celého nabihajiciho svazku ¢astic. Integrace pres
ucinny prifez se tyka jen veli¢in g, proto nejprve uréime koeficienty

Vi = [Agy gdo = [Ag, gbdbde; (1.733)

& = [ AgiAg; gdo = [AgAg; ghdbde. (1.734)

Pokud se nam podaii tyto koeficienty urcit, budou tfeci a dynamicky ¢len dany vyrazy

m
—L i [y fyvpdivg.

<Ava> mg + I’I’lﬂ

(1.735)

mgy +Mﬂ

2
(Avy ®Av,) s(m—ﬂ] A (€500 dPvy .

Klicem k urceni pravé strany Fokkerovy-Planckovy rovnice tedy je vypocet koeficienti
7 a&y. Ze symetrie koeficientl je zfejmé, Ze mohou byt jen nasledujicimi funkcemi
vektoru g:

Ve =Agks
S =By +C grg; -

(1.736)

Staci tedy ur€it konstanty 4, B a C. Tyto konstanty mohou zaviset maximalné na
velikosti vzajemné rychlosti g, nebot’ ta se pfi srazce neméni. Hodnoty konstant 4, B
a C muzeme bez ujmy na obecnosti urcit v jakékoli souradnicové soustavé. Budeme
proto volit soustavu, ve které vektor g = v, pred srazkou mifi v ose e3:

Nezapomerite, Ze vektory g, g’ maji stejnou velikost g, jsou jen vici sob& potoceny.
Z obrazku jsou ziejmé velikosti slozek vektoru Ag, ktery vystupuje v integracich (1.733)
a(1.734):

Agy =gsiny cos@;

Agy =gsin ysing ;
Agz =—g(l—cosy).
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Obr. 1.115: Volba souradnicové soustavy

Vzhledem k tomu, ze integrace (1.733) a (1.734) budeme provadét pres zamérny para-
metr b, je nutné vyjadrit zavislost na thlu rozptylu ¥ pomoci zdmérného parametru
b = by cotg(x/2), tedy pievést funkce sin y, cos y: na cotg y/2. K tomu vyuzijeme vztahy
1.3.562 a 1.3.563 (prvni dil ,,Vybranych kapitol*:

2cotg(y/2) _ 2bby
1+cotg®(y/2) B> +b3

sin y =

cotg?(y/2) -1 _b* —b}
cotg?(y/2)+1  b* +b3

cosy =
Vysledné vztahy pro slozky vektoru Ag tedy jsou:

2bb,
Agy=g—— 5 cos@;
L2

0
2bb
Agy =g——2>sing; (1.737)
b” +b;
263
R IEIvES

Ve shodé s (1.736) bude mit integral (1.733) v na$i soufadnicové soustaveé jedinou
nenulovou slozku, a to v ose e3, ze které ur¢ime konstantu 4 = y3/g. Z (1.736) je patrné,
ze £11 =B, &p =B tedy B ur¢ime pomoci &11, &2 nebo jako (&1 + £22)/2. 'V upravach
po integraci budeme predpokladat, ze Ap> bg, integraci provedeme od nuly, protoze
srazek se zamérnym parametrem mensim nez by je malo a jejich pfispévek k integracim
je zanedbatelny:

1 268 ,
A=plg=—[Agygbdbdp=[| ———— |gbdbdp=-2rbjg | -—db =
g b” +b o b7 thy
A yrEm
=—27rb§gln[b2+bﬂ ? = 2nbfgin D2 - 4migin D
0 bO bO

Obdobny postup zvolime pro konstantu B (v integraci substituujeme za b + bg ):
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2
Sitén L 2| 2bby
B=2""222 = | (Ag,Ag; + Ag, A bdbdp=— bdbdo =
57 = [(Anidg +A2202,) gbdbdg=—[ 2 bes ) S0

p 3 2 D
b
=7g’b; | deb=2ﬂg3b§{ 2 +1n(b2+bg)} ~ 47g’b] ln/Z—D.
0 (6705 | b*+by 0 0

Nyni zbyva urcit posledni konstantu C. V nami zvolené soufadnicové soustavé z roz-
kladu (1.736) vidime, ze £33 = B + Cg2:

2
263
B+Cg” =&y = [AgsAgs gbdbd(p=j(—gﬁ] gbdbdp=
0

=74y | ————db=rg 4} |-———| =0.
2,2\ b 453
0 (b +b0) 0 Jo

Posledni integral neobsahuje podstatny logaritmicky ¢len a je tedy fadové In(Ap/bg) krat
mensi nez 4 a B. Proto bude v naSem pfiblizeni platit C=-B/g2. Celkovy vysledek
celého vypoctu tedy je

A~—4zbigin |, B~4zhig’ In b |, C ~—-4rmbigin p |, (1.738)
by by bo

Poznamenejme jesté, Ze prispévek k integracim od 0 do bg je nepodstatny, a proto bylo
mozné integrace provadét od nuly. Naopak ofiznuti integralu shora Debyeovou vzdale-
nosti je podstatné, integral by bez ofiznuti shora divergoval. Nyni mame vse potfebné
pro uréeni tfeciho a dynamického ¢lenu (1.735). Konstanty 4, B, C dosadime do roz-
kladu (1.736) a ten do vztahu pro tfeci a dynamicky ¢len (1.735). Vysledny vyraz upra-
vime pomoci definice zamérného parametru by:

Vi = Cop InApp (—g—’;J ;
g

(1.739)
2
g 0 —gig
i = Cop ln/laﬁ(—kl — 1}
g
kde jsme oznacili
(0a05)" p mam
Cpp=—"": InAyz=h|2|; u=—2+-_ (1.740)
ob drel 1> op b my +m
TEY U 0 a Mg

Pomalu se ménici funkce In A se nazyva Coulombuv logaritmus a budeme ji nadale
povazovat vzhledem k derivacim i integracim za konstantni. (Pro rovnovazné plazma je
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g2=kpT/m a argument Coulombova logaritmu je az na faktor 3 roven poctu Eastic
v Debyeove sféfe.) Jako integrand zde vystupuji slozky relativni rychlosti gg; a kon-
stantni velikost relativni rychlosti g = (gxgr)/2. Integrandy lze upravit za pomoci relaci

2
98 _ 8k . i(lj:_g_k- o’g _ 8 088 (1.741)
ogr g g g 0g40g; g
Vzhledem k tomu, Ze g = Uax — Uy, plati 0/0gy = 0/0vy a tfeci a diflizni ¢len miZeme
prepsat do podoby

(Avg) = Atm—ﬂCaﬁ In Ay LJM&”

My +mg Wy g

(1.742)

mg 2 82
AUy AV ) = At| —F— In Ayg ——— Pvg.
(AvgrAvg) {maﬁnmJ ap ,Ha alfgfﬂ(Vﬁ) \7
Zaved'me Rosenbluthovy potencialy H a G za pomoci predpist

(vy)= d3v ;

> HapVe J g (1.743)

Gop (Vo) Ejgfﬁd Vg

Tyto potencialy jsou pojmenovany po vyznamném americkém plazmovém fyzikovi
Marshallu Nicholasi Rosenbluthovi (1927-2003) a vyjadiuji vliv rozptylového centra
na rozptylovanou ¢astici a. Upravme nyni srazkovy ¢len na pravé stran¢ Fokkerovy-
Planckovy rovnice (1.730) za pomoci vyrazu (1.742) a (1.743)

K 51 f Dl o’ f 9" Gag
= + .
Sap =~Kaplt dap 35— a @ a e S o | T Bo vy |

Sup =—Kap ]nAaﬁVv.(faVvHaﬂ) + Do n Ay (Vi V)1 (f ViV Gop):
mpg :L[QaQﬂJ ma+mﬂ'

My +mg 4r\ gymy, mg ’

_1 mg V' _1(0u0pY
Pet =30 vy | 5\ eomy )
aTMp T\ €My
Prvni zapis je ve slozkach, druhy je invariantni. Tenzorové (diadické) souciny nejsou
v zapisu pro piehlednost znaCeny, zpusob zizeni tenzorl je patrny ze slozkového za-
pisu. Rychlostni gradienty plsobi na rychlost nalétavajici ¢astice, ptes rychlosti terce je
v Rosenbluthovych potencialech jiz integrovano. Rosenbluthovy potencialy se ve fyzice
plazmatu ¢asto vyuzivaji. Zname-li hustotu pravdépodobnosti ¢astic terée, 1ze pro Ro-
senbluthovy potencialy odvodit rovnice, které jsou analogii znamé Poissonovy rovnice.
Proto je l1ze snadno rozvinout do kulovych funkci a feSit pomoci nich sféricky symet-
rické problémy. Porovnejme elektricky potencial dvou naboju v elektrostatice s definici
Rosenbluthova potencialu H:

(1.744)

Kap =Cop
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1 pﬁ 3
B (ty) = —— dry ;
Olﬂ a 47[80 I |r _rﬂ| 16
3
aﬂ(va) J
Vvl Vﬁ’|
Elektricky potencial spliiuje Poissonovu rovnici
P
v? ¢aﬂ - ﬁ
Z analogie je jasné, ze bude platit
V2 Hpyp =—4rf5. (1.745)

Ptimo z definice lze ukazat, Ze V%,Gaﬁ =2H 5. Druhy potencidl proto bude spliovat

rovnici
V2 V2 Gop =87 1. (1.746)

Zname-li tedy hustotu pravdépodobnosti ¢astic v ter¢i, mizeme z poslednich dvou rov-
nic uréit Rosenbluthovy potencialy interakce nalétavajiciho svazku s teréem. NapiSme
na zavér prehledné vysledek této kapitoly — Fokkerovu Planckovu rovnici pro svazek
¢astic a nalétavajicich na ter¢ f za pomoci Rosenbluthovych potenciald:

9fa : ¥y _ :
7"'( o Vx)fa"'(m ijfa_%'sa >

o

Vo (foVyHop )+

——(V,V,): V., V.G
+2ma+mﬂ( v v) (fa vVyv 0!,5)

1
Hop(Va) = | s dvg,
_ 3
Gup (Vo) = [ f5dvyg.

V nasledujicim textu se nejprve seznamime s chybovou a Chandrasekharovou funkci.
Ob¢ budou velmi dtlezité pti vypoctu Rosenbluthovych potencialli pro maxwellovsky
ter¢. K piislusné integraci budeme potiebovat rozvoj do Legendreovych polynomu. Vse
podstatné naleznete v prvnim dile ,,Vybranych kapitol“, v ¢asti 1.3.7.2 vénované spe-
cialnim funkcim. Komu nezalezi na detailnim vypoctu, mize nasledujici text vynechat
a jen akceptovat vysledné vztahy pro Rosenbluthovy potencialy.
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Chybova funkce a Chandrasekharova funkce

K vypoctu Rosenbluthovych potencidli se nam hodi chybova funkce ¢ a ji pfibuznma
Chandrasekharova funkce -

2 % _52
> == dé; 1.748
P(x) ﬁie ¢ (1.748)
> wix) = —2 fgz ¢ de. (1.749)
NP

Obr. 1.116: Chybova a Chandrasekharova funkce

Naleznéme limity obou dvou funkci pro malé a velké argumenty:

2

NEs

x<l: wy(x)= (li“-)df:\/_ix,
b4

T 2

[t )de~—=x ¢(x)=
0 Nz (1.750)
2

T

e_‘f2 dé=1.

Sl §
ce—8 O—x

2 % ) _52 1
x> y)=——|& e dé=—r, P(x) =
Jr x? '([ 2x?
Priib¢h obou funkci je na predchozim obrazku. Chandrasekharova funkce je pojmeno-
vana podle indického fyzika Subrahmanyana Chandrasekhara (1910-1995). Funkce ¢, w
spolu souvisi jednoduchym vztahem

> w(x) = ¢_’;¢' . (1.751)
2x

Dtikaz je jednoduchy. Dosad’'me do levé strany definici Chandrasekharovy funkce a do
pravé strany definici chybové funkce a na obou stranach vynechame jmenovatel x*:

2t _g? ? 1 % _g2 1 .2
— d& = — dé—x— .
_ﬂgf e & ;E[e E—x 7re

Na obou strandch zkratime ¢iselné koeficienty a vyrazy budeme derivovat podle x:
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2 ? 2 2 2
2x2e™ = ¥ —(e ¥ _oxte ™ j

Ob¢ strany jsou si rovny, a tak se pivodni funkce mohly liSit jen o konstantu. Snadno
zjistime, ze je nulova. Prepis Chandrasekharovy funkce (1.751) za pomoci chybové
funkce je tedy spravny. Vyuzijeme-li, ze

¢ = 2, (1.752)

Jr

mizeme vztah (1.751) mezi Chandrasekharovou a chybovou funkeci obratit:

> b= 2y + 2o (1.753)

N2

Rosenbluthovy potencialy pro maxwellovsky terc
Predpokladejme Maxwellovo rozdéleni ¢astic terce:

o

3/2 _
_ mg 2kgTp
fp=ngl —L—| e . (1.754)

Vypocet potencialu H

Z izotropie terCe (funkce f3) plyne, Ze vysledny potencial miize zaviset jen na velikosti
rychlosti v,. Jmenovatel integrandu rozvineme do Legendreovych polynoml podle
vztahu 1.3.456 (viz prvni dil ,,Vybranych kapitol*):

H(,)= I | d3vﬂ=

V(Z_V,B|

- meﬁ( ﬂ)%ﬂ(cos@) vf; sinfdpdfdug .
v

Var>Vp

Integrace pres azimutalni thel ¢ je trivialni a da 2z. Integrace pres thel @ mezi vektory
Va, V j€ také jednoducha. Budeme substituovat cos@ = x :

vz min’ (v,,vg)

Hog) =27y | %U ) (g |.
1=0| o max (va,vﬂ)

Pro integraly z Legendreovych polynomu plati jednoduchy vztah dany jejich symetrii:

Iilﬁ(x)dx =28, (1.755)

Integral z Legendreova polynomu je nenulovy jen pro /=0 a ma hodnotu 2. Z celé fady
tedy zlstane jen nulty ¢len:
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H(vy) =47 devﬂ =

max(va,vﬁ)

Uy oo

> H(v,)=4x 1 [ vh1s(vp) dug + [vpfpvg) dug|. (1.756)

Ve Uy
Po6l v pivodnim integralu tak rozdé€lil integraci na dvé Casti. Jde o obecny vztah, do
kterého 1ze nyni dosadit jakékoli rozdéleni f3, tedy naptiklad Maxwellovo nebo Fer-
miho-Diracovo rozdéleni. V nasem pifipadé dosadime Maxwellovo rozdéleni (1.754)
a snadno ziskame

2 2

El

m m
H(vg) =np 2ksﬁ = jgz “4¢ + g 2k3/;ﬂﬁe

Vor
A ¢2kBTﬁ/mﬂ i

Tento vysledek lze ptepsat pomoci definice Chandrasekharovy funkce (1.749) do tvaru

H(,)=ng I%{%W(x) + %e_xz]

Pomoci vztahu (1.753) mame ihned vysledny vyraz pro potencial H:

X

-1/2
. H(va)=[2kBTﬂ] nﬁM~ x=——Ye (1.757)
mg

x [2kgTp/mpg

Vypocet potencidlu G
Postup je obdobny, jen vyuzijeme vztahu

2
|va—Vﬂ| B vé—Zvavﬂ cos¢9+v%

|V0!_V,3| |V0!_V,3|

|Va -V ﬂ| =
Jmenovatele opét rozvineme do fady Legendreovych polynomt a postupujeme analo-
gicky jako u potencialu H:

vg, — 20,05 cos@+v%

D

G(v,) = ”va—vﬁ|fﬂd3vﬁ =I

= Zjﬂfﬁ(uﬁ)(va ~ 20,04 cos¢9+vﬂ)wﬁ(cosﬁ) v} sinfdpdfduy =

max (va,vﬂ)
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oo -l 1
& min’ (v,,Vg)
.[—m AR Uf;f/;(vﬂ) J(vé—2vavﬂx+v%)P,(x)dx dvg |.

/=0| { Max (Umvﬁ e

=2

Kazda z integraci ptes Legendretiv polynom ponecha podle vztahu (1.755) jediny nenu-
lovy €len z celé fady. Obdobnym postupem jako pro potencial H ziskame

4rv,, | % v} =( 3v3
Gloe) == [ |35+ | fpep)dog + [ |~ Eroqup | ptwp)dug | (1758
0 o o

Va

Opét jde o obecny vyraz pro jakékoli rozdéleni fg. Pro Maxwellovo rozdéleni Ize pro-
vést vypocet analogicky, jako pro potencial H. Vysledek lze opét zapsat za pomoci
chybové funkce a jeji derivace:

1/2
N o0 1 2]
G(va)—[ g J nﬂ{x¢(x)+ . +\/;e ;

| 2 (1.759)
= Y&
A 'ZkBTﬂ /mﬁ
Jednoduse zapsatelna je prvni derivace tohoto potencialu podle rychlosti:
dG(v,)
a—a: ng[9(x)—y(¥)]. (1.760)
vﬁl

Brzdéna a ubihajici testovaci c¢astice

Uvazujme nyni jednoduchou situaci, kdy monochromaticky svazek o (Castice maji stej-
nou rychlost a konstantni koncentraci) nalétava do homogenniho izotropniho maxwel-
lovského plazmatu a je v ném brzdén na rychlost v(f). V plazmatu nepisobi zadné
vnégjsi silové pole. Hustota pravdépodobnosti ¢astic svazku bude dana Diracovou
distribuci a hustota pravdépodobnosti terée Maxwellovym rozdélenim:

Su=ng8(vy—v(@®);

fg=ng| —2L

32 _ mup (1.761)
J 2kpTg

Uvazujme nyni Fokkerovu-Planckovu rovnici ve tvaru (1.747). Monochromaticky sva-
zek je ekvivalentni jedné vyslané Castici a nejevi proto difuzi. Staci tedy urcit vliv po-
tencialu H (tfeciho ¢lenu) na pohyb svazku. Vynasobme nyni Fokkerovu-Planckovu
rovnici rychlosti v, a integrujme ji pfes vq, tedy naleznéme prvni moment FP rovnice.
Hustota pravdépodobnosti f, nezavisi na X, a proto na levé strané¢ zmizi druhy ¢len.
Diky nepfitomnosti poli je nulovy i ¢len tfeti. Na pravé strané¢ budeme zkoumat jen vliv
prvniho Rosenbluthova potencidlu (pfispévek druhého potencidlu je vzhledem
k izotropii nulovy):
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jaaf“cﬁ =—KopInAgg [ve V(1o V H)d (1.762)

Za hustotu pravdépodobnosti nalétavajici ¢astice nyni dosadime Diracovu distribuci
ngd(ve—v(t)) a provedeme stiedovani pies rychlost nalétavajici ¢astice. Upravme nej-
prve levou stranu rovnice (1.762):

af 00(v, —v(t)
LS= I V& d3va :”a_[va%d%’a =
8 av
= naajvaé‘(va —v(0)dlv, = no S
Nyni zbyva nalézt pravou stranu FP rovnice:
0 0H(vy) ) 5. ©
PS=—KplnAys [ v, o 1 ® (Ve = V(1)) . v, =

aH(va)J By -

Vo

:naKaﬁ 1Il/laﬂ J.(é‘ - (l‘))

oH
=ngK off In Aaﬂ (V)

Operace (1) oznacuje integraci per partes. Pokud bychom na pravé strané ponechali
i druhy Rosenbluthv potenciél, provedla by se integrace per partes dvakrat, vysledek
bude vzhledem k izotropii nulovy. Prvni moment FP rovnice pro testovaci castici da

av 0H(V)

In A ; H(v)=n 1.763
a ‘ opp M Ao oV (V)= ﬂ ¢ Vo ( )
Vidime, ze potencial H je zodpovédny za zménu rychlosti Castice a oznaceni tohoto
¢lenu jako dynamické tieni bylo opravnéné. Proved’'me nyni derivaci na pravé strané

L
a1 (1 J Y
E(;gﬁ(v/voﬂ)j=$(;¢(v/voﬂ)ja—:=(;—€ ;:—200/3 y/(v/voﬁ) %

kde jsme vyuzili vztah (1.751) pro Chandrasekharovu funkci. Stfedovanou FP rovnici
(1.763) 1ze nyni ptepsat do jednoduchého tvaru

v (v/voﬂ)
EY —=-K ﬂln/laﬁznﬂ UOﬁ— (1764)

Vysledek jsme zamérné upravili do tvaru ov/ot = —v,pv ze kter¢ho lze odeCist sraz-
kovou frekvenci ¢astice prolétavajici plazmatem s Maxwellovym rozdélenim:

v/v
Vap = 2K o5 In Ay such M (1.765)
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Poznamka 1: Uvedeny postup je zcela obecnym postupem ke zjisténi srazkové
frekvence pro urcity dé€j. Prevracena hodnota této frekvence je relaxacnim Casem
daného d&je. Do plazmatu vysleme testovaci Castici a stiedujeme FP rovnici pies
urcity moment rychlosti (pfi sledovani pfenosu hybnosti pfes prvni, pii sledovani
pienosu energie pies druhy). Poté FP upravime na tvar d4/d¢t =—v 4, kde 4 je sle-
dovana veli¢ina. Z pravé strany zjistime frekvenci v, jeji pfevracena hodnota je re-
laxacni Cas pro prislusny dé;.

Poznamka 2: Relaxacni Casy a prislusné frekvence samoziejmé zavisi na déji. Ji-
nou rychlosti systém vyrovnava hybnost s okolim a jinou svou energii.

Poznamka 3: Obecné da prispévek i druhy Rosenbluthtiv potencial, ktery souvisi
s difuzi nalétavajiciho svazku. Tenzor diflize ma tvar Dy; = 492G/dugduy.

Poznamka 4: V nasem pripad¢€ zavisi srazkova frekvence na rychlosti castice jako
w(v/vg)/v. Pro malé rychlosti (napfiklad teceni elektrického proudu) je zavislost
dana vztahem w(x) = 2x/371/2 a srdzkova frekvence na rychlosti nezavisi. Naopak
pro velmi vysoké (relativistické) rychlosti je w(x)~ 1/2x2 a srazkova frekvence
s rostouci rychlosti prudce klesa jako 1/v3.

Poznamka 5: Obecné se srazkové frekvence pocitaji numericky, zejména v pri-
tomnosti poli a v plazmatu, které nema Maxwellovo rozdéleni.

Je-li v plazmatu ptitomné slabé elektrické pole urychlujici ¢astici, 1ze pro ni napsat po-
hybovou rovnici

E E
W_2F Lopw = W28 yum,. (1.766)
dt m d m
Zda bude c¢astice urychlovana nebo brzdéna zalezi na tom, ktery ¢len vpravo prevladne.
y(x)
I I 11
OE/MC frrrereres (s s
| i
| |
X Xy x=0/y,

Obr. 1.117: Brzdéné a ubihajici ¢astice

Pro malé rychlosti v oblasti I dochazi k urychlovani ¢astic polem (teckovana polo-
primka je nad Chandrasekharovou funkci). V oblasti II jsou Castice naopak brzdény.
Rovnovaha v bodé¢ x je stabilni. Zde je vliv urychleni polem vyrovnan brzdénim tiecim
¢lenem. Castice se pohybuji konstantni rychlosti, prostiedi vede elektricky proud. Na-
opak pro rychlosti vyss§i, nez odpovida priseciku xj, (oblast III) dojde k nekontrolo-
vatelnému urychlovani castic. Interakce s prostfedim klesa na zanedbatelnou miru
a Castice je urychlovana polem na stale vyssi a vySs$i rychlosti. Takové Castice se nazy-
vaji ubihajici (runaway). Podrobnéji se s nimi seznamime v kaptilole 1.7.2. Rovnovaha
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v bod¢ x, je nestabilni. K tomu, aby ¢astice byla nekontrolovatelné urychlovéana, po-
staci, aby v daném poli byla jeji rychlost vys$si nez hodnota dana prisecikem x,. Napfi-
klad elektrony vzniklé interakci kosmického zafeni s atmosférou mohou mit pocatecni
rychlost vyssi, nez je mez pro nekontrolovatelné urychleni v elektrickém poli mrak.
Takové elektrony ziskavaji snadno relativistické rychlosti, jsou zodpovédné za gama
zablesky pozorované v atmosféie pii bourkdch a mohou pronikat do Van Allenovych
pasu, kde je nazyvame zabijacké elektrony, nebot’ jsou nebezpeéné pro pristroje kos-
mickych lodi i pro jejich posadky.

Relaxacni casy a srazkové frekvence

Relaxacni Casy ¢i srazkové frekvence se pocitaji zplisobem naznacenym v minulé kapi-
tole, vétSinou numericky. Analyticka feSeni jsou vzdy jen urcitym piiblizenim, zpravi-
dla pro malé rychlosti nebo malé prfedané energie, kdy 1ze Chandrasekharovu nebo jinou
obdobnou funkci nahradit rozvojem pro maly argument. Vzdy jde o vypocet momenta
Fokkerovy-Planckovy rovnice pro urcity typ pienosu. Zpravidla se pocitaji Ctyfi typy
srazkovych frekvenci:

1) brzdéni testovaci ¢astice o okolni prostiedi,

2) difuze testovaci ¢astice kolmo na magnetické pole,
3) difuze testovaci Castice podél magnetického pole,
4) energetické ztraty testovaci ¢astice.

Ziskané hodnoty se uvadgji v limit¢ pomalych nebo v limité vysokych rychlosti a ¢tenar
je nalezne v kazdorocné aktualizované publikaci NRL Plasma Formulary [36]. Uved'me
zde pro ilustraci vysledek srazkové frekvence pro brzdéni ¢astice a o prostiedi ¢astic f.
P1i vypoctu typu 1) se pocita prenos kolmé slozky rychlosti, nebot’ je doba mezi sraz-
kami definovana ¢asovym intervalem, pii kterém se zménil smér rychlosti ¢astice o 90°.
Vysledkem je vyraz

212
I
M | (000 v0p) =¥ (W0 T00p) | - (1.767)

Vo =N
P A 2ﬂ€0mavoa

Je ziejmé, ze Vo ~ ZVee > Vi >V, . Je to pfedevsim dano riiznymi hmotnostmi a riz-
nymi tepelnymi rychlostmi elektronti a iontl. Ve vztahu je rychlost vg, nejpravdépo-
dobnéjsi rychlosti nalétavajici ¢astice pii dané teploté, vgs nejpravdépodobnéjsi rych-
losti ¢astic prostiedi. Mezi zékladnimi frekvencemi plati poméry:

Vei : Vee : Vii : Vie

z : 1 : \Jme /my : me /My

¢ Priklad 1.10: Urcete vztah pro elektronovou vodivost pro malé rychlosti elektrontl.
Vyjdeme ze vztahu pro vodivost (1.691), do kterého dosadime vyraz (1.767):

(1.768)

2mem3§ [kBTe

3/2
O-ee = 2 J 5 ¢(1) - l//(l) = 056 =
e’ InA [p() -y (D]

Me
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2 3/2

kg T,

> o, ~ 0% T B | 32 (1.769)
3 e“InAl mg

Elektronova vodivost plazmatu nezavisi na koncentraci. S rostouci koncentraci roste
pocet nosict elektrického proudu a tak by se méla vodivost zvétSovat. Roste ovSem
i srazkova frekvence, coz vodivost plazmatu zmenSuje. Oba faktory se pravé vyrovnaji.
Proto vodivost plazmatu zavisi jen na teploté plazmatu. Formule (1.769) se nazyva
Spitzerova formule a je pojmenovana podle amerického teoretického fyzika Lymana
Spitzera (1914-1997). Nékdy ma plazma podstatné vyssi vodivost — tzv. anomdlni
rezistivitu zpusobenou drifty, turbulencemi nebo interakci vin s ¢asticemi.

1.6.5 Mikronestability

Zakladni vztahy

Pti pfechodu od statistického popisu plazmatu ke kontinuu (naptiklad k magnetohydro-
dynamice) ztracime informace o statistickém rozdéleni v rychlostni ¢asti fazového pro-
storu. Pfichazime tak i o celou tfidu nestabilit, jejichz piivod je pravé v prerozdélovani
pravdépodobnosti vyskytu Castic v rychlostni casti fazového prostoru. V této kapitole se
zaméfime na linearni nestability ve statistickém pfistupu v bezesrazkovém plazmatu.
Jde do jist¢ miry o druhy extrém. Kontinuum je dominantné srazkové, my se budeme
v této kapitole zabyvat plazmatem, v némz lze srazky zcela zanedbat, tedy vyhradné
nestabilitami zptisobenymi interakci ¢astic s poli. Za vychozi rovnici budeme povazovat
Boltzmannovu rovnici pro hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astic druhu a

9/, 0,
a—“ + (v V) [y + ZZ[(E+v,%xB)-V,]f, =0, (1.770)
t mg,
doplnénou Maxwellovymi rovnicemi pro pole
divD=pq, (1.771)
divB=0, (1.772)
oB
rotE =———, 1.773
Ey (1.773)
rotH = jq +aa—It). (1.774)

Casticova a polni ¢ast je provazana zdrojovymi Cleny

PQ =ZQ0!n0! =ZIQafa dsva )
v « \ (1.775)
jQ =2Qanaua =ZJ.Qavaf0!d Vo -

S touto sadou rovnic budeme provadét linearni perturbacni analyzu stejnym zptsobem
jako v teorii kontinua. Obdobné miizeme roz¢lenit i jednotlivé typy jevi:



252 Teorie plazmatu

= Vysokofrekvencni déje bez magnetického pole. Jde o zobecnéni plazmovych vin
o Landautiv utlum na elektronech.

» Nizkofrekvencni déje bez magnetického pole. Jde o zobecnéni iontovych vin
o Landautiv utlum na iontech.

= Vysokofrekvencni déje s magnetickym polem. Jde o vzajemnou interakci ¢astic
a elektromagnetického komplexu vin.

» Nizkofrekvencni déje s magnetickym polem. Jde o vzajemnou interakci Castic
a magnetoakustického komplexu vin.

Landautv atlum na elektronech

V kapitole 1.4.3 Plazmové viny a oscilace jsme se zabyvali plazmovymi vlnami, které
souvisi s pohyby elektronii na plazmové frekvenci. Viny a oscilace byly tvofeny
elektrickym polem a k jejich vzniku nebylo tfeba zadné klidové magnetické pole. Podle
disperzni relace, kterou jsme ziskali z tekutinového modelu, se viny s frekvenci vyssi
nez plazmovou §itily bez atlumu.

Ve skutecnosti i v linearni teorii dochazi k utlumu vin, ktery souvisi se statistickym
chovanim castic. Tento Gtlum se nazyva Landauiiv utlum (Lev Davidovi¢ Landau,
1946) a neni mozné ho odvodit z tekutinového modelu, kdy je Boltzmannova rovnice
vystfedovana pfes momenty rychlosti a ¢ast informace se ztraci. K odvozeni musi byt
pouzita Boltzmannova rovnice pro rozdélovaci funkci elektrond. Samotny Utlum se
projevuje i bez ptitomnosti srazek a proto Ize vyuzit Vlasovovu rovnici (bez srazkového
¢lenu).

Uvazujme tedy bezesrazkové plazma a zkoumejme interakci elektronti s plazmovou
vlnou v okoli plazmové frekvence elektronti v neomezeném prostiedi. Pfedpokladame
dale, Ze interakce je zprostfedkovana jen elektrickym polem, tj. rot E=0 a jde tedy
o podélné vinéni s JE| k. Soufadnicovou soustavu budeme volit s osou x ve sméru
Sifeni vInéni, tj.

k =(£,0,0); OE =(JE,0,0). (1.776)

Obecna porucha bude mit tvar
v =yo+ oy =y +y; P (1.777)

Budeme sledovat jen pohyby elektrontl, pohyby iontii v okoli plazmové frekvence elek-
tronll zanedbame. Proto bude mit vychozi soustava rovnic tvar (Qe = —e, m = me):

a_f+va_f - iE.a_f = 0’
ot ox  m, OV

divE = -, (1.778)
€9

n(t,x) = [ftxv)dy,

kde f'je rozdé€lovaci funkce elektronti. Poznamenejme, Ze rychlost v zde nemé vyznam
vystiedované rychlosti proudéni, ale vyznam fazové proménné, /= f(z, x, v). Z celé sady
Maxwellovych rovnic postaci rovnice pro elektrické pole ve tvaru divergence. Je to
dano tim, ze neuvazujeme magnetické pole, porucha elektrického pole je rovnobézna se
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smérem $ifeni a jde vlastné o jednorozmérny problém. V pfitomnosti magnetického pole
bychom samoziejmé museli vyuzit rovnici rot E = —0B/0¢. Jako prvni krok provedeme
linearizaci vychozich rovnic (1.778) pomoci perturbaci

f=ro+of;
E=0E; (1.779)
n=ng+on.

Nulové feseni budeme predpokladat klidové homogenni (nezavislé na ¢, x), rozd€lovaci
funkci fy za Gaussovu

3/2 2
v exp| ——= , 1.780
Jo(v)= ”0[2 kBTJ XI{ 2kBT‘| ( )
kterou miizeme rozlozit na parcialni funkce
Jo(V) = ng fox (V) o, (),) fo- (V) (1.781)
kde
12 2
Jortop) = exp| ! (1.782)
N Y kB 2UgT | '

Vysledek linearizace vychozich rovnic (1.778) je v prvnim fadu

ot ox m

diveE = =<2 (1.783)
on(t,x) = Iéf(t,x,v) d*v

Predpokladejme nyni existenci perturbaci ve tvaru rovinné vilny ve sméru osy x, tj.

budeme psat Sy =y e F¥ 1
d
oS+ wksf - oE. 20 g,
(53 Ux
ikoE, = — 9" (1.784)
€9

on(t,x) = jéf ddv

Do posledni rovnice dosadime za dn z druhé rovnice a za Of z prvni rovnice a prove-
deme integraci pies proménné vy, a v.. Vysledkem je disperzni relace:

> _ J [ do/doe g > _ e’ (1.785)
v, —a)/k ' '
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Veli¢iny se tykaji elektronové slozky. Hlavnim problémem je pdl prvniho fadu v rych-
losti €astic vy = w/k odpovidajici fazové rychlosti viny. Takoé integraly se fesi v komp-
lexni analyze za pomoci reziduové véty (viz kapitola 1.3.2.7 v prnim dile ,,Vybranych
kapitol“, kde naleznete i pojem hlavni hodnota integralu V.P.). Integracni cestu ale
v tomto ptipadé nelze uzavtit kruznici v horni ani dolni komplexni poloroving, protoze
integrand v nekone¢nu nekonverguje na imaginarni ose k nule (jde o Boltzmannovo
rozdéleni exp[—av2]). Integraéni cestu proto pouzijeme dle nasledujiciho obrazku:

7 h—0 h%
R—> x
Vi o
R Vs _,,4—~ :‘_ V3 +R
R T T
Vel B 12
[ ,__7/_1 ____________ |

Obr. 1.118: Integracni cesta

Pro holomorfni funkci g(z) (tou citatel hledaného integralu je) mizeme psat

(]5 8(2) 4. = zﬁiReZ( 8(2) ;Zoj = 2mig(zg) = 27ig(xp) -

z— ZO Z—2Z
Integral na levé strané napiseme jako soucet integralti po jednotlivych kiivkach
J' 8@ 4 . J‘ g(Z) 8@ 4. j RGO J‘ g(Z) dz 27ig(xg)
Z—2Z Z( zZ—2
72+76 73tYs

Vzhledem k 4 — 0 budou integraly pies y, a ys nulové. Po provedeni limit R — o
ar — 0 daji jednotlivé integraly postupné:

[
J x-x R:g X xo PX xO 2%
I 80 I ") I FACIMIN j&dpzmg(x)
X x() R_>80 - xX— xo x0+rx XO z—2Z 0/>

z ip .
j &) 4o ij 20 4 4 lim jg(ZL_re) e dp =27ig(xy).
e X=X e X=X V—)OO re

j &0 4 _ v, j &) 4oy ljg(xo)d(p = 27ig(xy) ,
X — xo 0
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> j 20 4o— v, j 8lx ) dx + mig(g) =1, +1,. (1.786)

XXO

Prvni ¢ast je tzv. hlavni Cauchyova hodnota (V.P., viz kapitola 1.3.2.7 v prnim dile
,»Vybranych kapitol*) a pocita se tak, jako by funkce byla realna a pol neexistoval, tedy
integruje se v limité, kdy obé meze jdou k nekonecnu. Integral /1 neni analyticky

fesitelny. Jde o vysokogrekvencni viny, proto provedeme Taylordv rozvoj v kv,/w:

d fo, /dv, = d fo, /dv
1,=V.P. jfox—dux=—£V.P.j%dux=
o U —wlk w L

(4]

2 3
k k k df
LT
w w dv,
Nyni provedeme integraci per partes, na hranicich integracniho oboru je rozdélovaci
funkce fo, nulova:

Kk kP K
Il=—1{5+2—20x+3—3§ fox dU =
[0

X
| w 0] w2 604 me

2 3 2 4
T

= £{£+ Zk—< x> + 3k—<v2> + } - K sk kel

2 3

)

Integraly tohoto typu z Boltzmannova rozdéleni se fesi ve statistické fyzice [2]. Nyni je
tteba najit druhou ¢ast, ktera je sri nasobkem rezidua integrované funkce v singularité.
Postup hledani rezidui naleznete v prvnim dile ,,Vybranych kapitol“ [1], v sekci Mate-
matika pro fyziku, konkrétné v kapitole 1.3.2.6.

dfOx/dvx] =i dfOx

v, —wlk dv

I :i7r~ResE

X

=8

m
= —iT—— wlk).
1 kBT kax( )

(5

V poslednim vyrazu jsme provedli derivaci Boltzmannova rozdéleni. Nyni ob&é vypoc-
tené Casti integralu dosadime do disperzni relace (1.785):

Kk kT,
P = oL +1L] = o Bey .. iz f0 (wlk) |.
: P 0)2 0)4 Mg kB e !
Po trivialni upravé (rovnici nasobime w2/k2) ziskame disperzni relaci ve tvaru
2 2
1) 3nws o
2 2 2,2 : o
> o = +—gutk 4o =i 2p = Jox (@), (1.787)

0] vy k

kde jsme oznacili kvadrat plazmové frekvence a kvadrat tepelné rychlosti
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npe” vle 3kgT,

o} ; :
me€y me

Plazmova frekvence i tepelna rychlost se tyka elektronti. Prvni ¢len disperzni relace
predstavuje nam jiz znamé plazmové oscilace. Druhy ¢len je zptsoben tepelnymi pro-
cesy a je-li maly oproti prvnimu, lze v ném psit w ~ w,, a pfejde ve znamy druhy ¢len
disperzni relace plazmovych vin. Posledni ¢len je zcela novy a reprezentuje Landautiv
utlum, zpravidla je oproti obéma prvnim ¢lenim velmi maly.

Toho miizeme vyuzit pti odmocnéni vyrazu (1.787):

a)2=a—ib; bxa; =

@ =Adexpligl;  A=Na*+0? ~a; tgp=actg(blay~-2 =
a

> [ .b}
W =aexp|—1— =
a

( bj i .(—bj b
W =+dacos| —— |+1vasin| — z\/;—1—.
2a 2a 2Ja

Vysledna frekvence bude (imaginarni ¢ast odpovidajici b ve vyrazu (1.787) je zapornd)

3107 o 2
> 0=y —i—-"= fy, (@) %E\/w§+&;vt2k2+--- . (1.788)
2uiay k w

Fyzikalni interpretace Landauova utlumu

Ze vztahu (1.788) je ziejmé, Ze imaginarni ¢ast frekvence je zaporna a jedna se skute¢né
o utlum. Odvozeni utlumu Landauem v bezesrazkovém plazmatu za pomoci integrace
funkce komplexni proménné bylo velkym piekvapenim. Pozdéji byl utlum nalezen
experimentalné. Plazmova vina je tlumena, aniz by dochazelo ke srazkdm castic. Po-
dobné jako surfaf surfuje na vodni hladiné, miiZzeme si zjednoduSené predstavit elek-
trony surfujici na podélné plazmové viné elektrického pole. Elektrony s pfili§ malou
rychlosti se na viné pohupuji a nevymeénuji si s ni energii. Také elektrony s piili§ velkou
rychlosti si nevyménuji s vinou energii. Jen elektrony s rychlosti blizkou fazové rych-
losti plazmové viny (oblast polu pfi integraci) intenzivn€ s vlnou vyménuji energii.
Obdobné jako surfaf jsou elektrony vinou neseny. Pokud jejich rychlost byla nepatrné
niz$i nez fazova, ziskavaji elektrony energii na ukor viny. Pokud je jejich rychlost vyssi
nez fazova, jsou brzdéné, svou energii ztraci, a predavaji ji ving.

/ f

Obr. 1.119. Landautv utlum
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Podle Boltzmannova rozdé¢leni je statisticky vice elektronti s nizsi rychlosti nez elek-
trontl s vys$s$i rychlosti. Tim pievlada proces tlumeni viny, sani energie z ni. To je pfi-
blizna podstata Landauova utlumu. Boltzmannovo rozdéleni je deformovano, vznika
perturbace zptsobujici sekundarni pik (pravé ten jsme poéitali jako df). Na rozdéleni
rychlosti se objevuji dvé maxima, coz ve vysledku vede k dvojsvazkové (Bunemanove
nestabilité). Pro velmi nizké fazové rychlosti plazmové viny je mozny i Landautiv atlum
zpusobeny ionty.

Urychlovace LWFA (Laser Wake Field Accelerator)

Elektrony jsou pro vyzkumné i praktické ucely vétSinou urychlovany bud’ na kruhovych
drahach v betatronu, nebo v synchrotronu. K nejvétsim urychlova¢tim tohoto typu patii
americky Tevatron s obvodem 6,3 km. Dalsi mozZnosti jsou linearni urychlovace s pro-
meénnym elektrickym polem na radiovych frekvencich. Typické urychlovaci pole téchto
zafizeni nemuze vyrazné presahnout 100 MV/m. Jiz vroce 1979 navrhli T. Tajima
a D. Dawson zcela novy typ urychlovace, ve kterém by elektrony byly urychleny na
plazmové vIné podobné jako surfai na viné v oceanu. Tato zajimava myslenka ¢ekala na
praktickou realizaci vice nez Ctvrt stoleti. Dnes se zd4, Ze nic nestoji v cesté urychlovat
elektrony v urychlovaci nové generace pfimo na pracovnim stole.

Obr. 1.120: Brazdové pole (wakefield). Za laserovym pulzem vznika pfi prichodu
prostfedim typické zvinéné podélné pole. Na obrazku je rGznym odstinem
znazornéna velikost pole.

Plazmové vlna miize vzniknout pfi priichodu intenzivniho laserového pulzu plyn-
nym prostfedim. Pulz ionizuje plyn na plazma a s sebou strhava lehké elektrony. Za
pulzem vznika brazda zvinéné koncentrace elektroni a podélného elektrického pole —
plazmova vina. V anglicting se toto pole nazyva ,,wakefield”, coz by snad §lo pielozit
jako brazdové pole, pfipadné pole v brazdé.

Toto pole muze pii vhodné hybnosti a energii urychlovat elektron, ktery je neseny
na vinég elektrického pole podobné jako vySe zminény surfaf na vodni ving€. Vinou jsou
ovsem zachyceny jen nékteré z elektrond a ty vytvoii shluky urychlenych ¢astic. To je
zakladni princip urychlovate LWFA (Laser Wake Field Accelerator). V praktickych
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zafizenich se vétSinou vyuzivaji lasery s kratkym pulsem (< 1 ps) a velkou intenzitou
(>1018 W/cm?2). Vzniklé brazdové pole ma typicky intenzitu 100 GV/m, coz je o tfi fady
vice nez v konvenénich urychlovaéich. Shluky elektroni o velikosti 109 elektront
(stovky pikocoulombit) mohou byt urychleny na energie az 60 MeV. Jde ovSem jen
o maly zlomek ptitomnych elektronli a parametry plazmatu a brazdového pole lze jen
obtizn¢ ovlivnit. To je hlavni nevyhodou dosud postavenych zafizeni, kterd méla spise
studijni charakter, a nebylo je mozné prakticky vyuzit.

Situace se zménila po roce 2004, kdy byly navrzeny urychlovace LWFA s vice lase-
rovymi pulzy. Kromé zadkladniho pulzu, ktery generuje laserové plazma s brazdovym
polem, lze dvéma dal§imi pomocnymi pulzy vytvofit za pulzem stojatou vinu (razy).
Podélna slozka elektrického pole mlze piedurychlit elektron, pii¢na slozka mtze foku-
sovat shluk elektroni. Pomocnymi pulzy mizeme ovliviiovat parametry plazmatu
v brazdé za zakladnim laserovym pulzem. Urychlovani je v této konfiguraci dvoustup-
nové. Elektrony jsou nejprve urychleny v pomalu se pohybujici (Aw/2kg) stojaté vine
generované pomocnymi pulzy a teprve poté v rychlé (~c) brazdové viné za hlavnim
pulzem. V soucasnych systémech je brazdové pole az 270 GV/m a bylo dosazeno ener-
gii az 250 MeV na pouhych dvou milimetrech drdhy. Spektrum urychlenych elektronti
je monoenergetické.

Urychlovace LWFA znamenaji revoluci v moznostech urychlovani nabitych Castic.
Hlavni vyhodou jsou pfedevs§im malé rozméry urychlovaci tohoto typu, n¢které mohou
byt postaveny piimo na pracovnim stole. Pfedurychleni pomocnymi pulzy umoziuje
ovlivilovani parametrti urychleni, bez kterého nejsou mozné praktické aplikace. Vyvoj
probiha na Coloradské univerzité, UCB, UCLA, LLNL a dalsich pracovistich.

Maximalni podélné pole 6E
Z rovnice divE =—-edn/g, mizeme odhadnout maximéalni moznou velikost generova-

ného pole:
ikOE =—edn/eg =

2
Mm@y @, Mm@, M.
(GE )y <[ 152 | < 0 e _ O ey ey
& | k& ke k e e
Pro maximalni dosazitelné pole tedy plati relace
cme @,

| 2 (OE) pax < . (1.789)

e

Landautiv atlum na iontech

Obdobou surfovani elektronit na plazmovych vlnach je surfovani ionti na iontovych
vlnach (jsou analogii zvukovych vin v plazmatu, proto jim n¢kdy fikame iontové-akus-
tické viny). Boltzmannovo rozdéleni pro elektrony a ionty je vzhledem k riznym hmot-
nostem velmi rozdilné, viz obrazek 1.121.

U iontové-akustickych vin neni hlavni ,,navratovou® silou elektrostatické pole, ale
tepelny tlak a setrvacnost iontd. Disperzni relaci iontové-akustickych vin jsme odvodili
v kapitole 1.4.3, viz vztah (1.387):
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2 2

@ = |1 + kP a? (1.790)

1
p1 pi T T 22, 2
e

V limit¢ dlouhych vin lze tuto relaci piepsat do tvaru (viz kapitola 1.4.3):

T
o= ck [1+z7

7iT;

Fazova rychlost dlouhych iontové-akustickych vin proto bude

T,
v = ¢ |14z 7e (1.791)
viTi

Ze vztahu je patrné, Ze pro vyrovnanou teplotu obou slozek (7¢ = 7;) bude mit fazova
rychlost iontové-akustické viny hodnotu v oblasti vr) na obrazku 1.121, tj. v oblasti nej-
prudsiho poklesu Boltzmannova rozdéleni ionti a podstatna ¢ast iontd bude schopna
surfovat na iontové-akustické viné. VIné budou odnimat energii ionty s nizsi rychlosti
nez fazovou a naopak dodavat energii ionty s vyssi rychlosti nez fdzovou. Iontl s nizsi
rychlosti je vyrazné vétsi pocet, proto bude iontova akusticka vina siln¢ tlumena Lan-
dauovym ttlumem na iontech. Naopak, v situaci kdy 7, >> T;, bude mit fazova rychlost
iontové-akustické viny hodnotu v oblasti vy na obrazku 1.121, kde ma hustota prav-
dépodobnosti minimalni spad a navic je zde pocet iontd maly. Landaudv utlum bude
zanedbatelny a iontové-akusticka vina se bude v takovémto plazmatu §itit témeét volné
bez utlumu. Vysoké teplota elektronii vzhledem k iontim tedy zajisti prtichod iontové-
akustické viny dlouhych vinovych délek.

Upy Uy Uy

Obr. 1.121: Boltzmannovo rozdéleni elektron( a iont(

V limité kratkych vin lze relaci (1.790) piepsat do tvaru (viz kapitola 1.4.3) o = cik
a fazova rychlost kratkych iontovych vin bude

v = ¢ (1.792)

Pro kratké viny bude mit fazova rychlost iontové-akustické viny hodnotu v oblasti vg;
na obrazku 1.121 a Landautiv Gitlum na iontech bude vzdy podstatny.
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Bernsteinovy médy

V pritomnosti magnetického pole je interakce castic s vinovymi mody znacné kompli-
kovana. Poprvé tuto problematiku fesil americky fyzik Ira Bernstein (1924) v roce 1958.
Uvazujme nejprve iontové-akustické viny v pfitomnosti externiho magnetického pole.
Z podrobné analyzy plyne, ze Sifeni vin silné zavisi na thlu a frekvenci. Viny jsou
tlumeny jednak cyklotronni iontovou rezonanci a jednak Landauovym utlumem na
iontech. Kolmo na pole je utlum vyrazné nizsi nez podél pole a vlna prochazi, pokud
neni v blizkosti nasobktl iontové cyklotronni frekvence (tj. jejich harmonickych). Tyto
vlny se nazyvaji Bernsteinovy mody, jejich realna cast frekvence lezi mezi dvéma sou-
sednimi nasobky cyklotronni frekvence iontt:

mag; <|Re(w)| < (m+w, m=1,23,... (1.793)

ci >
Imaginarni ¢ast frekvence, ktera je zodpovédna za Gtlum, razantné roste, pokud se viny
nesiti kolmo na magnetické pole. Utlum také roste s ¢islem modu m, jen n€kolik nejniz-
Sich Bernsteinovych mddia se §ifi témef bez utlumu. Elektrické pole Bernsteinovych
modt miii priblizné ve sméru vinového vektoru.

47— - T~

Obr. 1.122: Prvni tfi Bernsteinovy iontové médy. Na vodorovné ose
je bezrozmérny vinovy vektor a na svislé ose realna cast
bezrozmérné frekvence.

Obdobna sada Bernsteinovych modu existuje i pro elektrony. Tyto mody plazmovych
vin se opét §ifi kolmo na magnetické pole (v tomto sméru je jejich utlum minimalni)
a maji frekvenci mezi jednotlivymi harmonickymi elektronové cyklotronni frekvence.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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1.7 Nékteré nelinearni jevy

V nasledujici ¢asti se zamétime na nékolik zajimavych nelinedrnich jevli — popis zafici
Castice, jejiz pohyb ovlivni ztrata hybnosti zpisobena vlastnim vyzafovanim, na pro-
blematiku ubihajicich elektrontl, jez mohou snadno poskodit riizna zafizeni, na solito-
nova feSeni v podobé osamocenych vin putujicich prostorem, a na nékteré aspekty tur-
bulentniho chovani plazmatu.

1.7.1 Pohybova rovnice zarici castice

Nabita Castice vyzafuje pfi svém pohybu elektromagneticky signal. Ztrata hybnosti
a energie zplsobena vlastnim zafenim ovlivni pohyb castice. Problém reakce nabité
Castice na vlastni vyzarovani neni dodnes uspokojiveé konzistentné vyfesen.

Potencialy generované castici v jeji blizkosti
Uvazujme retardované a advanceované potencialy generované nabitou ¢astici:

JY(t-ALY)

AL (1) = A%(r) =22 | &’r’ (1.794)

o A ’ ,
A% (1) = A%(t,r) = f—; [ JUHALY) g3, (1.795)
Souhrnné budeme oba potencialy psat
o —_— 7’
A% =2 JUFALY) g3 (1.796)
4

Pokud se nachazime v t€sném okoli Castice, 1ze pfedpokladat, ze bude rozdil ¢asu pozo-
rovatele a Casu vyslani signalu maly, a proto provedeme Taylortiv rozvoj ¢tyitoku v At:

k kv, 3
At
A%, r)_”oj A1) 3 ff’r) d’r (1.797)
k 0 k ! ot
Po dosazeni za retardovany Cas ze vztahu
At=r—r"|/c (1.798)

ziskame pro ctyfpotencial vztah (pfedpokladame, ze potfadi sumace a integrace lze
zamenit)

A%, r)_”o Z { ZIZ' aak [le=r' (1% @) dr } (1.799)
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Vyraz rozdélime na sudé a liché ¢leny:

A2, r)_f‘) { e kj| — [ I & |5
T k=024
(1.800)

oo

12‘0 {k kj|r v %@y dr }

T 135 k!ot

Prvni ¢ast je shodna pro retardované i advanceované feSeni a ma pro k = 0 ¢ast divergu-
jici na svétocare castice, jde napfiklad o Coulombicka pole, ktera sice diverguji, ale
odpovidajici sila je symetrickd vici ¢astici, a vyslednice je proto nulova a na ¢astici
nepusobi. Druhd ¢ast ma jiné znaménko pro retardovany a jiné pro advanceovany po-
tencial, feSeni se lisi pro vInu pfichazejici k castici a pro vinu od ni odchazejici. Tato
¢ast na svétocare nediverguje, vyslednice je na ni nenulova a odpovida reakci ¢astice na
vlastni pole. Fyzikalnim feSenim je retardovany potencial, ten 1ze ale formalné rozlozit
na symetrickou a antisymetrickou ¢ast

ret — ret

1 1
A% =A%, = 2(A“ A, )+ 2(/15;t Ay, (1.801)
U symetrické ¢asti vymizi vSechny liché ¢leny a je dana prvni ¢asti vyrazu (1.800):

1 My
A?ym = 2(A€i:t+‘4adv) 4
7 (=0,2,4..

kk' ok .“ -r’ |k_1 Ja(tar,)d3l":| . (1.802)

Antisymetricka ¢ast potencialu odpovida lichym ¢lentim rozvoje (1.800):

_Ho !
47 155 kk' ar*

ant —

A5 _;(A[rxet Aadv)

j| ' [y dr } .(1.803)

Na svétocare Castice nediverguje a vyslednice odpovidajicich sil pisobicich na ¢astici je
nenulova. Tato sila pfedstavuje reakci ¢astice na sva vlastni pole. Najdeme ji v lokalné
inercialni soustave, ktera v nékteré pocatecni fazi pohybu spojena s ¢astici (Lorentzové
lokalni soufadnicové soustave. V takové soustaveé lze vse fesit nerelativisticky a navic
postaci vzit jen prvni nenulovy ¢len (samoziejmeé budeme muset nakonec feSeni trans-
formovat do obecné inercialni soufadnicové soustavy, tj. upravit do kovariantniho
tvaru). U skalarniho potencialu je ¢len £ = 1 nulovy, protoze integral vpravo da celkovy
naboj a jeho derivace je nulova. Prvni nenulovy ¢len proto bude az pro k= 3:

%: 570[ e 3j| 2 po(t.r)edr’ (1.804)

Prvni nenulovy ¢len pro vektorovy potencial bude pro k= 1:
A=_tol0 jot.r)dr’ (1.805)

Pro bodovou ¢astici se svétocarou xy“(t) bude



1.7 Nékteré nelinedrni jevy 263

pQ(tsr) = Qé‘(r’_ro)$
ip(t.r) =0V ~ry).
Odpovidajici potencialy (v blizkosti ¢astice) jsou po integraci

__ﬂoQi _ 2
= amcar (r=n®)"
> (1.807)
__HQd
T dze dtv(t).

(1.806)

Abrahamova-Lorentzova pohybova rovnice

Odpovidajici pole jsou:
B=rotA=0,

_OA_ 40 0
ot  24mc 83

9 #Q d

2
Vir-n) + ot dme dt

E=-V¢ v(t)=

(1.808)

3
:;UOQa_ (r_ro)+#0QE:
247c 9 4re dt

:_ﬂoQ%_’_ﬂoQ%:ﬂoQﬂ
127¢ dt  4zme At 67mc dt

Sila od reakce na vlastni pole ma proto tvar:

2
Fo,=0E=2< 4 (1.809)

6xc

Tato sila se nazyva Abrahamova-Lorentzova sila, je pojmenovana podle némeckého
fyzika Maxe Abrahama (1875-1922), ktery jeji tvar odvodil v roce 1905 [52]. Pfislusna
pohybova rovnice se nazyva Abrahamova-Lorentzova (AL) pohybova rovnice:

> mga=F a (1.810)
V lokalni Lorentzové soustaveé Castice neni tfeba rozliSovat klidovou a pohybovou
hmotnost a pohybovou rovnici Ize pfepsat do tvaru

2
> my ¥ =Ko +my7¥ ; 7, E&. (1.811)
67cmy

Konstanta 1ty ma rozmér Casu, o jeji interpretaci se zminime zanedlouho. Pro elektron je
jeji hodnota ptiblizng 107 s. Tii zékladni problémy rovnice jsou zjevné:

I. Treti derivace polohy vyZaduje nejasnou dodatecnou pocateéni podminku

Klasicka fyzika definuje stav pomoci polohy a rychlosti (hybnosti). Po¢atecni poloha
arychlost (hybnost) umozni vypocet integracnich konstant, které se objevi pii feSeni
pohybové rovnice. Pritomnost tfeti derivace v pohybové rovnici ale znamena dalsi
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integracni konstanty, jejichz vyznam je pii nejmenSim nejasny a z hlediska klasické
fyziky se jevi jako nadbytecné.

II. Pii nulové externi sile existuji nefyzikalni FeSeni rostouci exponencidlné s ¢asem
Jedno takové feseni najdeme snadno — zvolime nulovou externi silu a rovnici (1.811)
budeme integrovat tiikrat po sobé€, pfi¢emz prvni a druhou integra¢ni konstantu zvolime
nulovou:

I =1,r,

. 1.812
r:Tor, ( )
_ t/7y

r=rg,c .

Nalezené feseni je tzv. ubihajici (runaway) feseni. Takové feSeni neni fyzikalni, neni
totiz mozné, aby bez plisobeni jakychkoli sil dochazelo k exponencialnimu urychlovani
castice. Abrahamova-Lorentzova rovnice tedy poskytuje i feSeni, ktera nekoresponduji
s ptirodou. Obecné feseni pro pohyb volné ¢astice (bez externi sily) Ize napsat jako

r(t)=cye’+eir+e,. (1.813)

Je jasné, Ze volbou ¢, = 0 Ize nefyzikalni feSeni v tomto pfipad€ odstranit a dokonce tak
zredukovat pocet integracnich konstant na pfijatelny pocet.

II1. Abrahamova-Lorentzova rovnice poskytuje FeSeni narusujici kauzalitu
Pro silu, ktera je nenulova od Casu #, (byt konstantni), zavisi feSeni v Case ¢ <1, na
hodnoté sily v budoucnosti, coz je pro fyziku nepfijatelné. Takova nekauzalni feSeni

existuji 1 pro jakoukoli externi silu, ktera je pouhou funkci ¢asu. Jednim z nich je vyraz
_(-n

I Fo (e ™ dr. (1.814)
mo 0

Snadno ukaZzeme, Zze (1.814) je fesenim AL rovnice. Levou i pravou stranu (1.814)
zderivujeme podle ¢asu. U derivace pravé strany budeme derivovat kazdy vyskyt
proménné ¢ zvIast, tj. vyuzijeme vétu

—jf(z #ydr' = £, t)+jaf(’ gy (1.815)
Vysledek je
q . (t'-t)
a ’
d_=__ Fop () +—— 2 _[Fext(t)e 0 dr (1.816)
L mgTy moTy

Minus v prvnim ¢lenu vzniklo zdménou integracnich mezi tak, abychom derivovali
podle horni proménné meze. Integral napravo vyjadiime z (1.814):

B__ 1 po+ta = (1.817)
dt moTO TO
moa =K. (1) +myT (:; (1.818)
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coz je AL rovnice. Zrychleni (1.814) je tedy opravdu feSeni AL rovnice. Hodnota
zrychleni se ale pocita z hodnoty sily Fex(f) v budoucnosti a feseni je zjevné nekauzalni.
Budouci sila se integruje s exponencialné klesajici vahou, podstatné pro zrychleni jsou
hodnoty sily v nejblizs$i budoucnosti. Charakteristickou ¢asovou konstantou je pravé ¢as
Ty, proto se mu tika predakceleracni cas (preacceleration time). Pro elektron jde o hod-
notu piiblizng 10 s.

k kok

Vykon souvisici s generovanim vlastnich poli je
. d 2
P=F_ 4 -v=myTya v=myT, d—(a-v)—a . (1.819)
t

Pro Castici s konstantni rychlosti je vykon nulovy, pfi periodickém pohybu ¢astice zafi.
Stfedni hodnota prvni ¢asti bude v tomto ptipadé nulova, proto plati

2
(P)= —%@2) (1.820)

a Castice ztraci, jak jsme ocekavali, zafenim energii, tedy alespon néco je v AL rovnici
v poradku. Po dosazeni za zrychleni kmitavého pohybu dokonce dostaneme spravnou
Larmorovu formuli pro dipélové zareni (vit druhy dil ,,Vybranych kapitol*).

Lorentzova-Diracova pohybova rovnice

Pokud nebudeme v Lorentzové soufadnicové soustavé lokalné spojené s Castici, je pfi-
mé kovariantni zobecnéni pohybové rovnice (1.811) na libovolnou soustavu

o o 2
> my Y= £ gz, | 99y |, i =dlay. (1.821)
dr dr

Druhy ¢len v kulaté zavorce zajistuje spravnou velikost ¢tyfvektorii. Zkuste si rovnici
s externi Lorentzovou silou vynasobit U,:

o o 2
U=y - OFPU 4U o +mty (dLUa —%U“Uaj
T dr c

my

Clen nalevo je nulovy, protoZe ¢tyfzrychleni je vzdy kolmé na &tyirychlost, viz druhy
dil ,,Vybranych kapitol, vztah (I1.3.99)“. Prvni ¢len napravo je také nulovy, protoze jde
o zuzeni symetrického a antisymetrického tenzoru. Tteti ¢len upravime pomoci derivace

souinu a ve étvrtém vyjadiime velikost étyfrychlosti ze vztahu U,Ua = —¢*:

2
0=0+my7, (di(a“Ua)—aaaa —a—z(—cz)J
T c

Prvni ¢len v kulaté zavorce je opét diky kolmosti ¢tyfrychlosti na étyfzrychleni nulovy
a zbylé Cleny se presné odectou:

0=0+m7, (0—a2+a2)
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Bez posledniho kompenzujiciho ¢lenu by Lorentzova-Diracova rovnice (1.821) nebyla
kovariantni. Rovnici odvodil anglicky fyzik Paul A. M. Dirac (1902-1984) za pomoci
uvah o zachovani ¢tythybnosti soustavy pole a ¢astice v roce 1938 [53]. Nase odvozeni
vychazi z prehledového ¢lanku [55]. Kompenzujici ¢len mizeme upravit do nejcastéji
pouzivaného tvaru (vyuzijeme, ze Ctyfzrychleni je vzdy kolmé na Etyfrychlost, tj. plati
a;U” = 0):
B B
U =aPagu® = o 99 yyer [i(aﬁUﬁ)—dLUﬁJU“ S —dLU“Uﬁ

dr dr dr dz
a Lorentzovu-Diracovu rovnici psat v alternativnim tvaru, vnémz je radiacni sila
umérna ¢asové derivaci zrychleni (obdobné tomu je u AL rovnice)

UUy Jdaﬁ

L + myT, x| —
ot | 8 p 2 dr

> my———=FZ

a7 ext (1.822)

Pauliho zapis radiacni reakce
V obecné Lorentzové Diracoveé rovnici (1.821) ma radiacni reakce na ¢astici tvar

da® a*
F}g{d =my7, [F——zUaJ (1823)
C

Od vlastniho Casu nyni ptfejdeme k soutadnicovému cEasu, pro pfechod vyuZzijeme
vyjadfeni intervalu ve vlastni soustavé ¢astice a v laboratorni soustave:

ds?> =—c2d7? =—2d? +d? +d? +d? = (1.824)

dr=drV1-v2/c?, (1.825)

a proto miizeme psat

o _dfdi_ df

=yf. 1.826
ar dardr TV (1.826)

Teckou budeme oznaCovat, jak je obvyklé, derivace podle soutadnicového casu.
Namisto rychlosti budeme pouzivat bezrozmérnou rychlost B, kterda ma tu vyhodu, ze
jeji hodnota nezévisi na volbé jednotek

B=v/c (1.827)

Nejprve uréime ¢asovou zménu Lorentzova kontrakéniho faktoru y:

dy d 1 _d 2, 2\V2 vy 2, 2\ 32 .
5_5(—}5(14 /e ) ——2(1—v /e ) =7 B-B.(1.828)

\/1—v2/c2 c

Nyni si napocteme jednotlivé ¢leny potfebné pro sestaveni radiacni reakce (1.823):
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a {ct)
x% = ; (1.829)

a a 1
Uaz%:ydz—t: 7/(f]j:}/o[ ); (1.830)

go = 9U” _ U :72( re j
dz de " delyep 7 B-BB+7B

Pov§imnéte si, Ze odvozeny vyraz ma skuteéné rozmér zrychleni. Rychlost svétla pied
vyrazem piinasi rozmér [c] = m/s, dal§i 1/s vnasi Casova derivace (teCka). Vnimavy
student si jesté mize zkontrolovat, Ze plati a*U, = 0. Dale potiebujeme a’:

a’ =aaaa =—(ao)2 +aa=-=c [7/6([}[3)2 +74ﬁ2}, (1.832)

o
-zc[ 7 BB J (1.831)

Posledni ¢len, ktery se vyskytuje v radiaéni reakci, je da®/dr. Vypocet je piimocary, i
kdyz ponékud zdlouhavy a vede na celkem jednoduchy vyraz
da®  da® 477([3'[3)2"'75[[3'[3"',32}
e -t I ) sy
v T i 47/ B-BY'B+7° [ B-B)B+3B-BB+ 5B +7B

Jednoduchym zkombinovanim poslednich vyrazd ziskame radia¢ni ¢ast pravé strany
Lorentzovy Diracovy rovnice:

da® o* 37 BB +7 BB
=2 yr=c . iy - i 1.834
dr (2 [377(B~B)2B+75[(B'B)BH(B'B)B]W:’B] (159
Pohybova rovnice (1.821) ma nyni tvar
D 37 BB +7 BB Casss)
dr T“[3%(3-6)2&ﬁ[(B-B)B+3<B-B)B]+fB ’

kde p“ je Gtythybnost Castice. Po pievedeni levé strany do soufadnicového ¢asu mame
pro radiacni Cast
dE

> — M=o’z |37 BB+ BB (1.836)

> R = er [5G BB BB B BB ] (1837
Posledni dva vyrazy piedstavuji tbytek energie (vyjde zaporny) a hybnosti z Castice
zpusobeny vlastnim zarenim. Vyraz (1.837) odvodil v roce 1958 Wolfgang Pauli [54]
a je velmi Casto citovan komunitou zabyvajici se ubihajicimi elektrony. Pro ultrarelati-
vistické Castice sy>1 jsou Cleny v hranaté zavorce sefazeny dle klesajici mocniny
Lorentzova faktoru .
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Iteracni Feseni problémi - Landauova-LifSitzova rovnice
Zajimavym feSenim problému je predpoklad, ze radiacni ¢len v (1.811) je maly, coz
umoziuje odhadnout zrychleni iteracné:

F

a, =me—><t (1.838)
0

a tuto prvni iteraci dosadit do pravé strany rovnice (1.811):

+7,F,

male ext*

ext

(1.839)

Tato rovnice nema problémy se tfetimi derivacemi, ale nékdy neni zcela jasné, za
jakych podminek je prvni iterace dostacujici a kdy je tfeba iterace opakovat. Itera¢ni
feSeni opét funguje jen pro silu explicitné zavisici na Case (naptiklad elektron v poli
laserového impulzu). Relativistické zobecnéni iterani nahrazky (1.839) je pfimocaré:

du“ a a o\ - y
= Fg + 7875 +UsU% ) FE U7 (1.840)
T

My ext,y
Pro silu rovnou Lorentzové sile se vysledna rovnice nazyva Landauova-LifSicova
rovnice:
dUu” of o o Por ¥
> my— —=0F Uy + To(g 5+URU )QF LU (1.841)

Existuji rizné ekvivalentni pfepisy této rovnice. Zakladni podminkou pro jeji pouziti je,
aby radiaéni sila byla podstatné mensi nez elektromagnetické sily. Cas, za ktery prolétne
signal oblast interakce, by mél navic byt podstatné mensi neZ typicka doba zmén
silového pole. Zpravidla se tyto podminky vyjadtuji ve tvaru [58]

E<Ejla; A>alc, (1.842)

kde jsme oznacili Es Schwingerovo pole (prahové pole pro tvorbu elektron-
pozitronovych part z vakua), ic Comptonovu vinovou délku (typicka zména vinové
délky fotonu pfi jeho interakci s elektronem) a o konstantu jemné struktury (popisuje
intenzitu elektromagnetické interakce). Tyto tfi klicové veli€iny jsou dany vztahy:

23

Eg =% ~13x10'"® V/m, (1.843)
eh

Ao =2 24x107% m, (1.844)
myc

e’ 1
a=—% ~ (1.845)
drey he 137

Snahy o reSeni problémiu

Reseni rovnice (1.811) lze zapsat ve tvaru, ktery zcela eliminuje nefyzikalni exponen-
cialné nardstajici feseni. Ziskame ho z (1.816) substituci

s=@{t"-0/1,, (1.846)
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ktera vede na feSeni
a() = [ B (+579)e™ ds (1.847)
m
0

Problém naruseni kauzality ale pietrvava. Obecné feSeni rovnice (1.811) pro silu
zavisici pouze na Case lze zapsat v dal§im alternativnim tvaru

t
a(t) — et/TO C— 1 J‘ Fext (t/)e—t /TO dt/ (1848)
myTy ~,

Pro konstantni silu vynofivsi se v Case ¢, lze zvolit C tak, aby nefyzikalni exponencialni
feSeni vymizelo, feSeni v Casech ¢ <, ale bude zavislé na hodnoté sily v > 1, coz je
opét tézko prijatelné. Nejasnosti a nezodpovézené otazky stale pretrvavaji. Muze to byt
zpusobené i tim, ze vyzarovani je ve skutecnosti kvantovy proces a jeho popis klasickou
mechanikou neni viibec mozny.

oo000000000000000000000000o
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1.7.2 Ubihajici elektrony

Na elektron pohybujici se plazmatem pisobi tfeci sila, za niz jsou odpovédné srazky
elektronu s ostatnimi elektrony a ionty. Ptislu§né srazkové frekvence (1.765) jsme od-
vodili v kapitole 1.6.4 Coulombova interakce. Pribéh srazkové (tfeci) sily je znazornén
na obrazku 1.124. S rostouci rychlosti elektronu zpocéatku srazkova sila roste imeérné
rychlosti elektronu. Pfi rychlostech vyrazné vyssich, nez je tepelna rychlost ionti, zacne
tieci sila pasobici na elektron naopak klesat s druhou mocninou jeho rychlosti. Srazky
jsou pii vysokych rychlostech malo efektivni. Oblast maxima srazkové sily se nachazi
v okoli tepelné rychlosti iontd. Detailni prubéh tieci sily si odvodime dale v textu.

Predstavme si, Ze na elektron plsobi elektrické pole, které se ho snazi urychlit.
Srazky tento elektron naopak brzdi a snaZzi se ho zastavit. V intervalu rychlosti (vq, vc),
ktery je oznacen na obrazku 1.124 jako ohmicky rezim, je vysledkem obou procest
finalni rychlost vq elektronu. Pfi nizsich rychlostech je elektron urychlen elektrickym
polem, pfi vyssich ho naopak pfibrzdi srazky. Jedinou vyjimkou je elektrické pole, které
je vyssi, nez odpovida poli Ey maxima srazkové sily. Pro takové pole urychlovani vzdy
prevladne nad srazkami a elektron bude urychlovan na stale vyssi a vyssi rychlosti.

Pokud bude mit elektron vétsi rychlost, nez odpovida praseciku C elektrické a sraz-
kové sily, dostane se do ubihajiciho rezimu, v némz srazky nejsou schopné kompenzo-
vat urychlovani elektrickym polem a elektron mize ziskat zna¢nou energii a stat se
nebezpeCnym pro nejrizngjsi zatizeni a piistroje. Jak je patrné z obrazku, ubihajici
rezim (v angli¢tiné se pouziva oznaleni Runaway Regime, Runaway Electrons, ve
zkratce REs) muze byt ukonCen vlastnim vyzafovanim elektronu (existuji ale i jiné
mechanizmy ukonceni ubihajiciho rezimu elektronu). Ztrata hybnosti zptisobena zare-
nim rychle leticiho elektronu (pfi nenulovém zrychleni) ma na elektron podobny brzdici
ucinek, jako maji pii malych rychlostech srazky.

N
-
Z ..
N — L
[7,] R
LA
R
-
L
4
-
...
eEy M g
-
-
O
58 S
N .
g 5
(%) o
. 7 ) *
C elektricka sila 0
eE L — —f —— — L = = = e ——— oS
.0
’0
*
hmicky ubihajici o
ohmicky rezim o zafivy
* Ve
rezim - rezim
.®
‘ ---“II
Vg Un Vo Uy, Up  rychlost ¢

Obr. 1.124: Sily pGsobici na letici elektron (bez magnetické ¢asti sily)
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Historické pozadi

Ubihajici rezim elektronti nastava v oblasti, kde elektrické urychlovani ptevysuje sraz-
kové procesy 1 ztratu hybnosti vlastnim vyzafovanim. Pii dané rychlosti musi mit elek-
trické pole urcitou nadkritickou hodnotu, pfi niz se elektron ocitne v ubihajicim rezimu,
kde dochazi k jeho urychlovani. O moznosti vzniku ubihajicich elektronti poprvé uva-
zoval uz v roce 1925 vynalezce mlzné komory Charles Thomas Rees Wilson [77]. Pod-
robnéjsi teoretickou analyzu udélal australsky fyzik s italskymi kofeny Ronald Gordon
Giovanelli v roce 1949 [75]. V roce 1959 spocetl kritické pole pro bezpodminecny
vznik ubihajicich elektronii némecko-americky fyzik Harry Dreicer [73]. V roce 1992
navrhl sovétsko-rusky fyzik Alexandr Viktorovi¢ Gurevi¢ lavinovy mechanizmus
prarazu blesku za boutkové aktivity [74], ktery je odstartovan relativistickymi elektrony
ze spriek kosmického zafeni. V roce 2003 ukazal americky fyzik Joseph Dwyer, Ze ke
vzniku laviny postaci jeden jediny megaelektronvoltovy elektron [78]. Rozsahlejsi
vyzkum ubihajicich elektronti se dostal do poptedi zajmu fyzikl az v souvislosti s Cas-
tym vznikem jejich populace v komorach velkych tokamaku, pro néz je shluk ubiha-
jicich elektroni velkym nebezpecim.

Obr. 1.125: Legendarni snimek poskozeni komory tokamaku JET
zpusobené ubihajicimi elektrony. Eurofusion 2015.

Nékdy mohou elektrony ziskavat energii i v kombinaci s dal§imi procesy. Naptiklad
v zemské magnetosféte elektrony obihaji po Sroubovicich kolem magnetickych induk¢-
nich ¢ar. V ptitomnosti R vin, u nichz se elektricky vektor staci ve stejném sméru jako
obihajici elektrony, mize dojit k rezonan¢nimu piedavani energie — postaci, aby frek-
vence ob¢hu elektronti byla shodna s frekvenci elektromagnetické viny. Pfitom vznikaji
tzv. zabijacké elektrony s extrémnimi energiemi, které jsou schopné poskodit pfistroje
na druzicich.

Ubihajici elektrony se mohou vyskytnout v riiznych druzich plazmatu. Hraji dulezi-
tou roli pti boutkové aktivité, pii vzniku pozemskych gama zableskl nebo ve vytryscich
z kompaktnich objekti. Ubihajici elektrony v tokamakovém plazmatu ur¢enému k usku-
tecnéni termojaderné fuze nejsou vitanymi navstévniky. Znamé jsou piipady poskozeni
stény komory oblakem dopadlych ubihajicich elektroni. Jejich chovani se proto dostalo
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se stavbou nejvétsiho tokamaku ITER do popfedi zajmu vétSiny vyzkumnych tymt.
Ubihajici elektrony mohou vzniknout v mnoha situacich. Postaci, aby elektrické pole
bylo vys$$i nez tzv. Dreicerovo pole nebo aby pocatecni rychlost elektronu ptekrocila
urcitou kritickou mez. Nadkritickou rychlost maji naptiklad nekteré elektrony z chvostu
Maxwellova rozdéleni. Neni jich sice mnoho, ale za vhodnych podminek mize dojit
k lavinovému procesu, kdy pii srazkach vytvareji ubihajici elektrony dalsi populace
takovych jedincd. V tokamacich vznikaji ubihajici elektrony naptiklad ve fazi disrupce
(pfi zhasnuti plazmatu). V pribéhu disrupce prudce klesa teplota plazmatu, to s sebou
nese pokles vodivosti plazmatu a snizeni proudu tekouciho plazmatem. V disledku toho
velmi rychle slabne poloidalni magnetické pole. A pravé rychla ¢asova zména magne-
tického pole s sebou ptinasi podle Faradayova indukéniho zédkona genezi silného elek-
trického pole, které zpisobi vznik populace ubihajicich elektront.

Ubihajici elektrony ztraceji energii mnoha riznymi kanaly — pii srazkach s tézkymi
ionty, v turbulentnich procesech, diky kinetickym nestabilitdm, rozptylem na elektric-
kych a magnetickych polich, tvorbou elektronovych pozitronovych paru, vlastnim vyza-
fovanim i dal§imi procesy.

Treci (srazkova) sila

Elektrony pohybujici se plazmatem se srazi jak s ostatnimi elektrony, tak s ionty. Vys-
ledna srazkova sila ptisobici na elektrony bude

Fool =—meVe (Vee +Vei) (1.849)

Srazkové frekvence jsou dany vztahem (1.765). Po dosazeni za obé srazkové frekvence
dostaneme jednoduchy vyraz

4
ne InA| Z 2 v
Fcolz—e—z{ o l//(v/UTi)+Tl//(v/UTe)}—, (1.850)
Zﬂgome UTi UTe v

kde y je Chandrasekharova funkce a Z je efektivni stupen ionizace dany souctem pies
vSechny druhy iontt

1 2
Zegr :n_zzknk-
ek (1.851)

Vyraz pro srazkovou silu Ize ptepsat do tvaru

nee4 InA

: . (1.852)
47[50 MeUTe

m; \4
> Fcol =_2F0 Zeff m_ll//(v/UTi)+2l//(U/UTe):|;; FO =

e

Prvni Chandrasekharova funkce ma maximum v okoli tepelné rychlosti iontd, druha
v okoli tepelné rychlosti elektronti (poloha vodorovné soufadnice maxima numericky
vychazi x = 0,967). Vodorovné soufadnice maxim jsou v poméru (m;/mc)"*. Navic je
maximum pro ionty vyssi, koeficienty pfed obéma ¢leny jsou v poméru m;/me, tj. maxi-
mum srazek e-i je o tfi fady vyssi nez srazek e-e, viz obrazek 1.126. Soucet obou ¢lent
ma maximum shodné s iontovou ¢asti srazek, elektronové maximum se projevi na vy-
sledné ktivce jen jako malé zvInéni. Z pribéhu na obrazku je zjevné, ze az do 50 %
tepelné rychlosti elektront zcela dominuji srazky elektronil s ionty a srazky elektront
s elektrony lze zanedbat. Pro rychlosti srovnatelné s tepelnymi rychlostmi elektront
a vyssi je tfeba uvazovat oba srazkové ¢leny.
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Obr. 1.126: Zavislost srazkové sily na rychlosti elektrond v logaritmické skale, kde je patrna
poloha obou maxim. Pro nizké rychlosti jsou srazky e-i vyrazné dominantni a srazky e-e lze
zanedbat. Pro vyssi rychlost nelze zanedbat ani jeden z druhi srazek.

Limitni chovani Chandrasekharovy funkce y je dano vztahy

2
X)=——=xXx; x<l1, 1.853
w(x) r (1.853)
y/(x):%; x>1. (1.854)
2x

Pred maximem lIze tedy formuli (1.852) nahradit linearni zavislosti. Pro rychlosti vyssi,
nez je tepelna rychlost elektront, lze vyuzit aproximaci (1.854). Vztah pro srazkovou
silu potom ziska vyrazné jednodussi podobu

nee4 InA

> F, 3

col =~

2 (Zer +2)X; Upe <V C. (1.855)
4dreym,v v

Vyraz (1.852) je nerelativisticky, coz by nemélo pro velké rychlosti prili§ vadit, nebot’
jsou srazky tak jako tak zanedbatelné. Nicméné€ pokud by to bylo tieba, je pro extrémné
velké rychlosti mozné pouzit relativistickou formuli [72]

4

InA

> FCO] == neez . 2 7/ Zeff + 1 X, v > vTe . (1856)
4reymec -1 y—1]v

v

formule (1.856) v ptedchozi vyraz (1.855). Vyzkousejte si to. Chandrasekharovu funkci
1ze pro nékteré orientacni vypocty nahradit jednodussi racionalni lomenou funkci

v = 6= 2

5 (1.857)
T +4x
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Funkce G(x) méa shodné limitni chovéni s w(x) pro mald i velka x. K nejvétsi odchylce
dochazi pouze v okoli maxima (do 10 %) a ta je pro zakladni odhady akceptovatelna.

Radiacni reakce

Urychlovany elektron bude vyzatovat jak diky podélnému urychlovani, tak diky gyrac-
nimu pohybu v magnetickém poli. Vlastni zateni elektronu vede ke ztraté jeho hybnosti
a energie. Ztrata hybnosti se projevi jako sila, ktera elektron brzdi a nakonec ubihajici
rezim ukonéi (neuvazujeme jiné procesy, jako je napf. tvorba elektronovych-pozitro-
novych part). Radiacni reakce elektronu je dana vztahem Pauliho vztahem (1.837)
2 .2 .. L\ ..
Fag=——| 3" (B-8) B+7 (BB)B+3 (BB)B+7B|.  (1859)

TTE(C

kde tecka oznacuje derivaci podle soutadnicového ¢asu d/dt. Pokud se vypocet provede
se Ctyfvektory, ziskdme navic jeSté vztah pro ztratu energie

2
Los - [306.+7B-B)]. (1.859)
dt  6rmeye
Symbol S oznacuje bezrozmérnou rychlost v/c a y je opét Lorentzliv kontrakéni faktor.
Dvéma limitnimi pifipady jsou: 1) zafeni spojené se zménou velikosti rychlosti; 2) zafeni
spojené se zménou sméru rychlosti. Zména velikosti rychlosti popisuje naptiklad brzdné
zareni, zména sméru rychlosti cyklotronnni ¢i synchrotronni zafeni.

Zareni elektronu v tokamaku

Elektrony gyrujici v toroidalnim poli By, emituji synchrotronni zafeni, dale pfi ob¢hu
kolem komory tokamaku emituji betatronové zateni a v neposledni fadé mohou emito-
vat brzdné zateni spojené se zmenou rychlosti podél trajektorie. Brzdné zafeni silné za-
visi na pfitomnosti iontl a riznych necistot, mize byt podstatné pii disrupci (zhaseni)
vyboje. Odhad tohoto zafivého vykonu nelze udélat bez konkrétni znalosti situace v da-
ném vyboji. Pro zafeni zptisobené gyracnim pohybem elektront v toroidalnim poli ply-
nou z vySe uvedenych formuli (1.858) a (1.859) vztahy:

4 B2
[P g = ——— A (1.860)
6reyc” mg 1- 1
dE 4 B
T, rad __ e tor ,BJ_ ) (1.861)
dr 67 mﬁ 1_,Bi

kde S, je slozka bezrozmérné rychlosti elektronu kolma na lokalni magnetickou in-
dukéni ¢aru. Z formuli (1.858) a (1.859) mizeme odvodit i vztahy pro betatronové
zafeni vznikajici ob&éhem elektronti podél komory tokamaku:

&2 i
F . i|=—"— : (1.862)
Fo 670 R2; 1- ]
dE, 2 B
brad ___ €€ I 1.863
- 2 o ( . )
de 67y Renaj 1- B
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kde B je projekce bezrozmérné rychlosti elektronu do sméru magnetické indukéni Cary
a Ry, je velky polomér tokamaku. Napfiklad pro tokamak COMPASS, rychlost elek-
trond rovnou tepelné rychlosti a odklon &astice od siloary 10 je betatronové zateni
o osm Fadl niz$i nez zafeni zptisobené gyracnim pohybem. Je to dané predevs§im rtiznou
ktivosti obou drah. V naprosté vetSing situaci lze betatronové zafeni zanedbat.

Klicové parametry ubihajiciho rezimu

Klicovymi parametry ubihajiciho rezimu, viz obrazek 1.124, jsou: maximum srazkové
sily M a s nim spojené pole E\;, soufadnice bodu C pro vstup do ubihajiciho rezimu
a soufadnice bodu F, ktery reprezentuje ukonceni ubihajiciho rezimu vlastnim vyzato-
vanim elektront.

Bod M (maximum srazkové sily)

Vzhledem k tomu, Ze v oblasti maxima srazkové sily je vliv srazek e-e zanedbatelny,
vyuzijeme pro hledani bodu M jen iontovou ¢ast. Chandrasekharova funkce ma extrém
pro x = 0,968, v = 0,214, tedy bude platit

n.e InA Z
eEM = c 5 62ff l//(UM /le) N
2meym, v
Up /Ui = 0,968 ; (1.864)

‘//(UM/UTi) = 0,214
Odsud ihned plyne rychlost a pole odpovidajici soufadnicim bodu M (obrazek 1.124):

vy = 0,968 vy = 0,968 | v,
i
(1.865)
3 3
Ey = 0,107 w@” 0’107%nee 12nA szf .
7[80 n’le UTi }’}’le ﬂ'go UTe

Pfevod tepelné rychlosti iontd na tepelnou rychlost elektrond plati jen pro termalizované
plazma. Pti dané tepelné rychlosti elektronli ma maximum srazkové frekvence na vodo-
rovné ose cca tyficetkrat niz§i hodnotu — v poméru (mi/m.)"? — nez je tepelna rychlost
elektrond. Vodorovna soutradnice extrému M odpovida pfiblizné tepelné rychlosti iontq.
Svisla soutfadnice definuje pole Ey, nad nimz se elektron dostane do ubihajiciho rezimu
vzdy, a to bez ohledu na jeho pocétecni rychlost (viz obrazek 1.124).

Bod C (pocatek ubihajiciho rezimu, kriticka rychlost, Dreicerovo pole)
Vypocet soutadnic bodu C, tj. rychlosti a ji odpovidajicimu poli pro nastup ubihajiciho
rezimu, se pro ruzné rychlosti elektronti lisi a 1ze ho rozdélit do tii oblasti. Extrém
iontové ¢asti je na 0,968 tepelné rychlosti iontd, elektronové ¢asti na 0,968 tepelné rych-
losti elektrond. Vodorovné soufadnice extrémil (rychlosti) se 1idi v poméru (mi/m.)"?,
svislé soufadnice extrému (srazkova sila) se li$i v poméru m;/m., tj. extrém iontové ¢asti
je pro vodik 1800% vys$si nez extrém elektronové Casti.

V oblasti mezi obéma extrémy, tj. do tepelné rychlosti elektront, je prispévek elek-
tronové Casti maly a lze ho zanedbat. Iontova cast je v sestupné oblasti a Ize ji aproxi-
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movat vztahem (1.854). Mezi obéma maximy, tj. pro vyssi rychlosti nez tepelné
rychlosti elektrontl, uz nelze zanedbat piispévek elektrond. Obé Casti srazkové sily lze
v této oblasti aproximovat vztahem (1.854). V oblasti tepelné rychlosti elektronu je
iontova Cast opét aproximovatelna vztahem (1.854), zatimco elektronova cast je
nahraditelnd maximem Chandrasekharovy funkce:

" 63 In A Zeff 5 UM <k UTe,
EC = 462—2X Zeff +0856, U = Ure, (1866)
TEOMY™ | 7o +2; Upe KV C.

Prvni vztah je vyraz, ktery se objevil v ptivodnim Dreicerové ¢lanku z roku 1959 [73].
Druhy vztah je to, co dnes nazyvame Dreicerovym polem, tj. pole, pro n¢hoz se tepelné
elektrony dostanou do ubihajiciho rezimu. Pfitomnost elektronové casti, kterou nelze
v oblasti tepelné rychlosti zanedbat, hodnotu potiebného pole zvysi oproti piivodnimu
Dreicerovu vztahu. Vsechny tii vétve vztahu (1.866) lze jednotné zapsat formuli

0; Uy < U < Ure,s
n.e InA
> EC =E0 (Zeff +0!), EO =%, o= 0856, v :UTe, (1867)
Ay mev 2; Ure KUK C.

Ze vztaht (1.866), (1.867) lze pro danou rychlost elektronu dopocitat pole potfebné pro
jeho vstup do ubihajiciho rezimu.

Bod F (ukonceni ubihajiciho reZimu)
Elektron v ubihajicim rezimu ziskava energii, jeho rychlost roste a s ni klesd ucinny
prufez srazek, a tim i srazkova sila. Pti ukonceni ubihajiciho rezimu je radiacni sila rov-
na sile elektrického urychlovani (srazky uz nemusime uvazovat)
4 B2
e tor
eEc = -— /112 ) (1.868)
6reyc” m; 1- 1

Pokud pro danou vstupni rychlost uréime ze vztahu (1.866) pole Ec potfebné pro vstup
do ubihajiciho rezimu, je mozné ze vztahu (1.868) pro danou geometrii problému urcit
rychlost, pii niz elektron ubihajici rezim opusti. Uloha vede na kvadratickou rovnici.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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1.7.3 Solitonova reSeni

0d kanalu Union k solitonam

V nékterych situacich poskytuji nelinearni rovnice velmi zajimava feSeni: osamocené
viny, které nepodléhaji disperzi a $ifi se beze zmény tvaru prostiedim. Takovou vinu
nazyvame soliton. Z matematického hlediska jsou solitony v nelinearnich teoriich stejné
dilezité jako harmonicky oscilator v teoriich linearnich. Experimentalné byl soliton
poprvé pozorovan na uzkém vodnim kandle (Union Canal v Hermistonu, pobliz Edin-
burghu) skotskym védcem Johnem Scottem Russelem (1808—1882) v roce 1834.

Pocatky solitonové fyziky jsou s Russelovym jménem jednou provzdy spojeny. Rus-
sell byl nejen vynikajicim fyzikem, ale i konstruktérem lodi, parnich automobila a vy-
nalezcem. Vystudoval Univerzitu v St. Andrews a mél natolik hluboké znalosti, Ze se ve
svych 24 letech stal profesorem na Univerzité v Edinburghu. O dva roky pozdé¢ji, v roce
1834, zavedl dopravu parnimi automobily mezi Glasgowem a Paisley. Jeho pocatecni
uspéch tézko nesli ostatni dopravci, a proto zosnovali dopravni nehodu, pfi které ze-
mieli 4 pasazéfi. Pravdépodobné §lo o vibec prvni automobilovou dopravni nehodu
v historii. Russell proto ptivital nabidku spole¢nosti Union Canal Company, v ramci
které mél za ukol testovat a konstruovat ¢luny na kanalu Union. Tento velmi uzky kanal
byl postaven v letech 1818 az 1822, spojoval mésta Edinburgh a Glasgow. Slouzil pfe-
devsim pro dopravu uhli a osob na ¢lunech, jez musely byt tazeny kofimi klusajicimi po
bfehu kanalu. Kanal méa délku 50 kilometrt, vétSinou vede po vrstevnici a terénni ne-
rovnosti prekonava po akvaduktech nebo v tunelech (nejdelsi tunel ma délku 631 me-
trl). V srpnu 1834 ucinil Russell mimofadny objev, ktery sam popisuje takto:

Dival jsem se na ¢lun, ktery byl podél vizkého kandlu rychle tazen parem koni. Clun se
nahle zastavil, ale nikoliv tak voda, ktera byla tlacena pred pridi lodky. Voda pokraco-
vala v samostatném pohybu a valila se kandlem velkou rychlosti. Zformovala se do
osamocené vzedmuté viny s hladkym kulatym tvarem. Pri pohybu se neménil ani tvar
viny, ani jeji rychlost. Sledoval jsem vinu na konském hibetu a predjel ji. Stale se valila
rychlosti osm az devet mil za hodinu, neménila sviij tvar — byla dlouha kolem triceti stop
a vysoka asi jeden a pul stopy. Vyska se postupné snizovala, az jsem vinu ztratil
v zahybu kandlu po jedné nebo dvou milich. S timto neobycejnym a krdasnym ukazem,
ktery jsem nazval translacni vinou, jsem se poprvé setkal v srpnu 1834. "

Obr. 1.127: Russelova kresba lodky tazené korimi na kanalu Union

Russell si byl plné védom vyjimecnosti jevu. Jim objevena translacni vina (Great wave
of translation) odporovala zakonitostem hydrodynamiky, které ve svych pracich popi-
sovali Newton a Bernoulli. Russell vybudoval u svého domku v edinburgské ¢tvrti New
Town rybnik a tfi roky provadél rizné experimenty — jak doma, tak na kanalu Union.
Zjistil, ze translacni vina ma velmi zvlastni a neCekané vlastnosti:
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=  Rychlost zavisi na velikosti vilny a Sitka na hloubce vody. Transla¢ni vina je mimo-
fadné stabilni a mtze svij tvar udrzet i nékolik mil.

= Na rozdil od normalnich vin se transla¢ni viny nikdy nespoji. Rychlejsi vina projde
skrze pomalejsi a predb&hne ji.

Pokud je translac¢ni vina piili§ velika vzhledem k hloubce kanalu, rozdé€li se na dvé viny,
jednu velkou a jednu malou. Russelltiv vyzkum se nesetkal s ohlasem u ostatnich védca.
Ucenci nebyli na takovy objev pfipraveni a nechtéli uvétit, Zze by existovaly jevy, jez
jsou v rozporu s pracemi Newtona a Bernoulliho. Skute¢ny vyznam byl docenén az
v 60. letech 20. stoleti, kdy se fyzikové zacali zabyvat nelinearnimi jevy v ptirod¢. Dnes
se nikdo nedivi, Ze pfi komunikaci po optickych vlaknech urazi svételné pulzy beze
ztraty tvaru tisice kilometra.

V roce 1895 odvodili holandsti matematici Diederik Korteweg (1848—1941) a Gus-
tav de Vries (1866—1934) rovnici pro §ifeni vin na mélké vod€. Rovnice je nelinearni
a disperze viny mize byt piesné kompenzovéna nelinearnimi jevy. Sedesat let po
Russellovych pozorovanich byl problém vyiesen. Na vodnim kanalu se skutecné mohou
§ifit viny beze zmény tvaru a velikosti a jejich existenci Ize teoreticky vysvétlit za po-
moci nelinearnich jevi. Rovnice popisujici tuto vinu se dnes nazyva KdV (Kor-
tewegova-de Vriesova) rovnice. V soucasnosti je znama fada dalSich rovnic z riznych
oblasti védy, které poskytuji solitonova feseni.

Jaka je matematicka podstata existence solitonii? V linearnich rovnicich mizeme
skladat vysledné fesSeni z rovinnych vinoploch. Slozeny vinovy balik vSak téméf vzdy
podléhd disperzi. Rtizné vinové délky se Sifi rtiznou rychlosti a balik se rozplyva.
V nelinearnich teoriich n€které nelinearni Cleny zptsobuji tzv. modularni nestabilitu, pti
které je grupové rychlost zavisla na amplitudé baliku. Casti s mensi amplitudou jsou
potlacovany a dochazi ke kolapsu baliku. V nékterych pfipadech muze dojit ke vza-
jemné kompenzaci obou jevii — disperze (rozplyvani) a modularni nestability (kolapsu).
Vysledkem je soliton, vina stalého tvaru a velikosti §itici se prostfedim. Solitony se jako
feseni nelinearnich rovnic vyskytuji v nejriznéjsich matematickych modelech z mnoha
oblasti — od hydrodynamiky pfes nelinearni elektrodynamiku, fyziku plazmatu, biofy-
ziku, fyziku elementarnich Castic, fyziku pevnych latek az po ekonomické modely fun-
govani trhu.

T¥i priklady
1. Nejprve zkoumejme disperzni relaci obycejné vinové rovnice

1 9°
[A—c—zy]¢:0 = w=ck = Uy =Ug =cC. (1.869)

Uhlova frekvence je linearné zavisla na vinovém vektoru, faizova a grupova rych-
lost jsou si rovny a jsou konstantni. VSechny vinové délky se §ifi stejnou rychlosti
a vlnovy balik nepodléha disperzi.

2. Nyni uvazujme Kleinovu Gordonovu rovnici, kterd ma navic linearni ¢len (s koe-
ficientem imérnym druhé mocnin€ hmotnosti ¢astice)

2 v :c«ll+(,u/k)2 ,
(A_La__ 2J¢=O = a):cﬂk2+/12 = 4 (1870)
¢ vy = chf 1+ (u/k)* .
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Fazova i grupova rychlost je zavisla na vinovém vektoru, tj. i na vinové délce
(k=2r/2) a vlna podléha disperzi. VInovy balik se postupné rozplyva. Je-li jeho li-
nearni rozmér L, méni se podle vztahu

oL v, 21

Jdv
AL =—At =~ Av, At =—5 AkAt =~ —5 2= Ar (1.871)
ot § ok ok L

3. Dopliime nyni naopak k vinové rovnici nelinearni ¢len

2
(A_La_J¢+y¢3= 0, (1.872)

¢* ot
Rovnice je nelinearni a jejim feSenim jiz neni rovinna vlna, ani nelze feSeni z rovin-

nych vin skladat. Z numerického feSeni je znamo, Ze rovnice podléha modulacni
nestabilité, Casti baliku kolabuji v zavislosti na amplitudé¢ (modulu, odtud nazev

modulacni).
s N

1 2

Obr. 1.128: Tvar feSeni pro vyse uvedené priklady 1,2 a 3

Pravé nelinearity mohou vyrovnat disperzi a rovnice, ktera obsahuje oba ¢leny, posky-
tuje solitonova feseni, tj. osamocené viny $ifici se beze zmény tvaru danym prostiedim:

1 92

[A——za—zJ¢—K2¢+ ¢ =0, (1.873)
c” dt

Pridané ¢leny jsou hustoty ,,sily odpovidajici hustoté potencidlu ,,dna konakové lahve*

A@) = ad® — bg*, ktery se hojné vyuziva v teorii elementarnich &astic, pfi popisu fazo-

vych prechodt druhého druhu nebo pii popisu bifurkaci (vétveni feseni).

Soliton a solitonova vina
Pro spojité prostfedi je tfeba pouzivat namisto Lagrangeovy funkce L hustotu
Lagrangeovy funkce %, obdobné hustotu energie ¢ a hustotu hybnosti &. VSechny veli-
¢iny jsou namisto funkei ¢asu ¢ funkcemi udalosti (¢, x). Pro nase potieby bude nejdile-
7it€jsi hustota energie

oY
0Py,

Pokud nepozadujeme po energii nic jiného nez zakon zachovani pii symetrii vzhledem
k ¢asovému posunuti, je znaménko nepodstatné. Pokud chceme, aby sily sméfovaly
k minimu energie a pro kompaktni télesa tato definice pfesla v klasickou definici
energie, musime volit znaménko tak, aby kineticka ¢ast (druhé mocniny derivaci pole)
byla nezaporna (vysledek ovlivni pouzitd znaménkova konvence v metrickém tenzoru,
v naSem pfipadé¢ musime u energie volit minus). Pro ukazky z minulé kapitoly (pro
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jednoduchost v jedné prostorové dimenzi) mizeme pro hustotu lagranzianu, hustotu
energie a Lagrangeovu polni rovnici psat:

Vinova rovnice

2 2
1 1 (9¢) 1(0¢
P =—(3 0)(0%) =——| 22| +2[ 22 1.875
2( a¢)( ¢) 202( tj +2(axj ’ ( )
, 2 2
o= 9Ly —g|=L[22] [ 1[20) (1.876)
a¢k,t ’ 202 t 2\ dx
9 1 9?
—~ __— - |p=0. 1.877
[axz czat2J¢ ( )
Kleinova Gordonova rovnice
1 p 1 5.9
,(/_E(a,,q))(a ¢)+§ﬂ @, (1.878)
E=— a~(//)¢ —y _L8_¢2+la_¢2+l 242 (1.879)
a0, T T2 o) Talax) T2H 7 '
2 19
g -~ Y _ =0. (1.880)
(axz ¢* ot ,U}b
Kleinova-Gordonova rovnice s nelinearnim ¢lenem
, 1 a N, 1 20 1o 4
7=2(049)(079) 45 1207 - 50", (1.881)
P i 6~ __L[9¢ 2+l 99 2+l 2¢2_15¢4 (1.882)
ag, T ) 2o ) 2lax 1Ty
> 1% 3
g -7 _ +08° =0. (1.883)
(axz ¢* ot # }b ¢

U Kleinovy-Gordonovy rovnice s nelinearnim &lenem ¢° je znamo feseni ve tvaru §ifi-
ciho se schodu. Nejde o soliton v pravém slova smyslu, feseni neni lokalizované, tj.
dosti daleko od viny neni pole nulové. Pribéh hustoty energie ale jiz lokalizovany je.
Hustota energie je soustfedéna v oblasti schodu a pfesouva se jako balik prostorem.
Tomuto typu feSeni se fika solitonovd vina. Reseni, které je opravdu lokalizované
v prostoru, pohybuje se né€jakou rychlosti, neméni svilij tvar a pfi srazce s jinymi obdob-
nymi feSenimi dojde maximalné ke zméné faze, se nazyva soliton. Soliton ma samo-
ziejmé lokalizovanou i hustotu energie.

Definice: Soliton je lokalizované feseni parcialni diferencialni rovnice, které se presou-
va n&jakou rychlosti a neméni sviij tvar. Ma-li pred srazkou N solitonti hustotu energie
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N
> E(t,x) = Eg(x—xg —v1), (1.884)
k=1

potom se po srazce neméni ani pocet solitond, ani jejich tvar. Zmenit se mize jediné
faze jednotlivych balikd, tj. po srazce musi platit:

N
> En (LX) =D Eg(x—Xgp —VI+8;). (1.885)
k=1

SOLITONOVA VLNA

¢ ¢
f v
X X
SOLITON
¢ é
Y < v
X X

Obr. 1.129: Soliton a solitonova vina

P1i hledani solitonového feseni mtizeme vyuzit faktu, Ze soliton pfi pohybu neméni sviij
tvar. V soufadnicové soustavé spojené se solitonem jde tedy o stacionarni (v Case ne-
proménné) feseni. Sledujeme-li navic pohyb jen v jedné prostorové dimenzi, prejde
parcialni diferencialni rovnice na obycejnou diferencialni rovnici (neobsahuje cas),
ktera muze byt v nékterych piipadech fesitelna. Po nalezeni feSeni v soustavé pohybu-
jici se spolu se solitonem musime feSeni pfetransformovat do soufadnicové soustavy,
v niz se soliton pohybuje.

Sin-Gordonova solitonova vina

V této a dalSich kapitolach si ukazeme typicka solitonova feSeni, na které vedou fyzi-
kalni problémy. Pfi Gpravach parcialnich diferencialnich rovnic v mnoha pfipadech
dojdeme k jedné ze Ctyt typickych rovnic: sin-Gordonové rovnici, KdV, NLS nebo
Burgersove rovnici. Vénujme se nyni prvni z nich.

Kleinova-Gordonova rovnice s nelinedrnim ¢lenem (1.881) az (1.883) ma v energe-
tickém i Lagrangeové piedpisu potencialni cast

I S S S R
Vv =— ——0¢". 1.886
/=S H ¢ 2 ¢ ( )

Prvni ¢len potencialni energie vede na disperzi, druhy na nelinearni ¢len zajistujici
modularni nestabilitu, a tim kompenzaci disperze. Prohlédneme-li si hustotu potencialni
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energie pozornéji, zjistime, Ze pro urc¢ité hodnoty konstant jde o prvni dva nekonstantni
¢leny rozvoje funkce kosinus (nulty konstantni ¢len je samozrejmé nepodstatny a v po-
hybovych rovnicich se neprojevi). Uvazime-li, Zze diky pouzité znaménkové konvenci
pouzivame hustotu Lagrangeovy funkce ve tvaru

Y =—T+7, (1.887)
mizeme zavést periodicky potencial
¥ =—u® cosd, (1.888)

ktery bude uzitecny pro popis jevl v okoli periodickych struktur a pro malé hodnoty
pole ¢ splyne s potencidlem (1.886) nelinearni Kleinovy-Gordonovy rovnice. Snadno
ur¢ime odpovidajici hustotu lagranzianu, hustotu energie a polni Lagrangeovu rovnici:

,(/zé(aagp)(a%)—ﬂz cosg, (1.889)
& =—%(aa¢)(a“¢)— 1 cosd, (1.890)
np—p°sing=0. (1.891)

V polni rovnici je pfed druhym ¢lenem minus z Lagrangeovy funkce, minus z derivace
kosinu a minus z Lagrangeovych rovnic — vysledkem je proto minus. Sinus v polni
rovnici ji dal nazev: sin-Gordonova rovnice. Zapisme posledni vztahy pro jednu prosto-
rovou dimenzi:

2 2
,w:—z%[g—‘fj *%@_@ — 41 cosg, (1.892)
c
2 2
§‘=+2L2(%j +%(g—fj — 1% cos ¢, (1.893)
c
% 1% .
| 2 a?—c—za7=/l sm¢. (1894)

Na analogickou tulohu vede v mechanice pohyb castice v periodickém kosinovém
potencialu, sila na pravé strané pohybové rovnice je dana sinem polohy castice.
Provedeme-li rozvoj pravé strany do prvniho fadu (sin ¢ ~¢), dostaneme piesné
Kleinovu-Gordonovu rovnici. Proto je koeficient na pravé strané oznacen 4°. Rozvoj do
tietiho fadu (sin ¢ ~ ¢ — ¢*/3!) da Kleinovu-Gordonovu rovnici s nelinernim &lenem ¢°,
ktera odpovida potencialu konakové lahve. Nyni budeme hledat feSeni celé sin-
Gordonovy rovnice s funkci sinus na pravé strané. Ukazeme, ze 1ze najit feSeni ve tvaru
solitonové viny. Najdéme feSeni nejprve v soutadnicové soustaveé spojené se solitono-
vou vlnou. Vzhledem k tomu, Ze vina neméni tvar a pohybuje se konstantni rychlosti,
bude feseni stacionarni a staci fesit obycejnou diferencialni rovnici

2
> j—f=ﬂ2 sing. (1.895)

X
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Ukazme, zZe jednim z jejich feSeni je
> @, (x) = 4atg[ei/”] (1.896)

Je velmi pé€knym logickym cvienim dokazat, ze uvedend funkce je feSenim sin-
Gordonovy rovnice. Muzeme bud’ pifimo dvakrat derivovat uvedené feSeni nebo
derivovat z n¢ho plynouci vztah tg(¢/4) = exp(£ux), vypocist prvni derivaci a tu opét
derivovat. Kdekoli se vyskytne vyraz exp(fux), nahradime ho vztahem tg(¢/4).
Z dtvodu ptehlednosti pouzijeme feSeni se znaménkem +, obdobné bychom postupovali
pro druhé znaménko:

tg(4/4) = exp(ux) | d/dx,
tdg 1 _ ]
4 dx cos? (¢/4) pexp(ux) [ exp(ux) = tg(¢/4),
% = 4 cos® (¢/4) tg(¢/4) | tg(p/4) = sin(g/4) / cos(¢/4),
(}—df = 2usin(¢/2) | d/dx,
o_, 00 w
P H . cos(¢/2) e 2usin(¢/2),
2
% = ,L12 sing .

Uvedeny vztah je tedy feSenim plvodni rovnice. Nyni ho ze soustavy spojené se solito-
nem pretransformujeme do obecné laboratorni soustavy. Celd rovnice je relativisticky
kovariantni, proto miizeme pouzit Lorentzovu transformaci

X1ab — X0 —vt

Xgo] = ——. (1.897)
V1-v?/c?
V laboratorni soustavé bude mit proto pohybujici se solitonova vlna tvar
_ tuy(x—xp-vt)] | . _ 1
> by (t,x)—4atg[e[+ﬂ7 } L ym——— (1.898)
V1-v?/c?

Pokud ¢tenaf neni zcela vyCerpan derivovanim, mutize si zkusit dokazat, ze nalezeny
vyraz fesi puvodni sin-Gordonovu rovnici (1.894). Zbyva nalézt hustotu energie dle
vztahu (1.893):

827 (1+v2/c?) Y=o =vD)]
{1+exp[£2up(x—x - vt)]}2

> (tx) = P cos{4 atg[e[i” Px=xg=v0)] ]} . (1.899)

Resenim je pohybujici se schod, z hlediska klasifikace tedy nejde o soliton, ale o solito-
novou vinu, u niz je sice polni feSeni nelokalni, ale energie lokalizovana je, a to v misté
schodu. Amplituda solitonové viny nezavisi na rychlosti ani na zadnych jinych paramet-
rech vypoctu. U energie tomu tak neni, jeji amplituda je na rychlosti solitonové viny
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samoziejme zavisla. (pfedstavte si vlnu tsunami, jeji ni¢iva energie nepochybné zavisi
na jeji rychlosti). Na nasledujicim obrazku jsou feSeni ¢., €. vykreslena:

Obr. 1.130: Re$eni sin-Gordonovy rovnice

Pojd’'me si nyni ukazat, jaké jevy vedou na sin-Gordonovu solitonovou vinu. Je jich cela
fada, kratce se zminime o padajicich kostkach domina, elektrické dvojvrstvée, dislokaci
v krystalech, Josephsonové jevu a §ifeni laserového pulzu dvojhladinovym prostiedim.

Padajici kostky domina. Tahle videa asi vidél kazdy. Kostky domina jsou vyskladané
na stole na uzsi hrané. Poté do nich nékdo stréi. Kostky postupné jedna za druhou padaji
a vznika zajimavy jev. Vypada to, jakoby fadou kostek cosi bézelo, co je shazuje. Pokud
si jako nase pole oznac¢ime vysku horni hrany kostek nad stolem, tj. ¢ = A(¢, x), kde x je
vodorovna poloha dolni hrany kostek, bude jejich tizeny pad vypadat jako feSeni ¢_ na
obrazku. Sin-Gordonova rovnice je dobrou volbou pro popis padu kostek. Periodicita
potencialu odrazi periodické rozmisténi kostek a bézici ,,cosi” podél fady kostek je ve
skutecnosti lokalizovanou energii ¢_, kterou miZeme povazovat za kvazicastici (pie-
souvajici se balicek energie). Pov§imnéte si, ze amplitudu solitonové viny nelze ovliv-
nit, je dana pouze vyskou kostek domina a nezavisi na rychlosti posunu oblasti padu.

Elektricka dvojvrstva. V plazmatu se Casto vyskytnou pohybujici se oblasti, v nichz se
elektricky potencial méni z jedné hodnoty na druhou. V takové vrstvé je nenulové elek-
trické pole, které pierozdéli naboje okolniho plazmatu do charakteristické elektrické
dvojvrstvy s kladnym nabojem na jedné stran¢ vrstvy a zapornym na opacné (detaily viz
kapitola Dvojvrstva na strané 108). Elektrickd dvojvrstva ve skutecnosti neni ni¢im
jinym nez sin-Gordonovou solitonovou vinou elektrického potencialu. Energie lokali-
zovana v dvojvrstvé (musi byt vétsi nez primerna tepelna energie okoli) mize urychlo-
vat okolni Castice i na znacné energie. S elektrickymi dvojvrstvami se setkavame jak
v laboratornim, tak ve vesmirném plazmatu.

Dislokace v krystalech. Pfedstavme si krystal sloZzeny ze dvou fetézcl atomu, jeden je
pevné dan (na obrazku dolni) a druhy (na obrazku horni) je pohyblivy v periodickém
poli prvniho fetézce s potencidlem V(x) = A[1—cos(2mx/a)], a je miizkova konstanta.
Problém vede na sin-Gordonovu rovnici pro odchylku od rovnovazné polohy. Reseni
(1.898) odpovida dislokaci pohybujici se podél krystalu. ReSeni se postupné méni
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znulové odchylky od rovnovazné polohy na odchylku o pravé jednu miizkovou
konstantu a. Energie dislokace je lokalizovdna v oblasti zmény. Opét jde o klasicky
ptiklad sin-Gordonovy solitonové viny.

—¢— @ — ¢ — @ — ¢ — ¢ — @0 @0

A H A A A H H H H

Obr. 1.131: Siteni dislokace v krystalu

Josephsoniiv jev. Pfi prichodu proudu tenkou vrstvou oddé€lujici dva supravodice tu-
neluji Cooperovy pary skrze izolant. Rozhranim tece elektricky proud, jehoZ velikost
zavisi na vnéjSim magnetickém poli a teploté, coz lze vyuzit naptiklad pro senzory
magnetického pole SQUID (Superconducting Quantum Interference Device). Magne-
ticky indukéni tok prochazi Josephsonovym spojem po kvantech, ktera jsou kvazicasti-
cemi, jimz fikdme magnony. A pravé prichod magnetického indukéniho toku ¢ z jedné
strany spoje na druhou stranu se fidi sin-Gordonovou rovnici a mé charakter sin-Gordo-
novy solitonové viny. Magnon je kvazicastici popisujici pohyb balicku energie lokali-
zovaného v miste ,,schodu® toku magnetického pole.

Siteni laserového pulsu dvouhladinovym prostiedim. Piedstavme si prostiedi tvo-
fené atomy, které maji dvé energetické hladiny. VySleme-li do tohoto prostiedi laserovy
impulz o frekvenci odpovidajici rozdilu obou hladin, je intenzita laserového pulzu opét
popsana sin-Gordonovu rovnici a ma charakter solitonové viny. Reseni ¢, odpovida
stimulované emisi pfi inverznim obsazeni hladin a popisuje zesileni pulzu v takovém
prostiedi, feSeni ¢_ popisuje rezonancni absorpci svétla a koresponduje se zeslabenim
laserového pulzu.

Solitony KdV a NLS

Kortewegiiv-de Vriesiiv soliton. K nejbéznéjsim typtim solitonl patii KdV soliton
spliiyjici Kortewegovu de Vriesovu rovnici a NLS soliton spliiujici nelinearni Schrodin-
gerovu rovnici. KdV rovnice je prvni objevenou rovnici, u které bylo nalezeno solito-
nové feseni. Diederik Korteweg (1848—1941) a Gustav de Vries (1866—1934) rovnici
odvodili pti hydrodynamickém popisu vin na mélké vodé. Jeji nejjednodussi podoba ma
tvar (jednoduché odvozeni rovnice ukazeme v zavéru kapitoly)

3
> 99 0990590 (1.900)
cot ox ox>

Konstanta ¢ je materialova konstanta, ktera urcuje fazovou rychlost Sifeni rozruchu
v daném prostiedi. Konstanta a fidi velikost nelinearniho Clenu, ktery je podobny jako
substancionalni derivace rychlostniho pole a skute¢né souvisi s piesunem popisované
kapaliny. Posledni konstanta J fidi velikost disperzniho ¢lenu, ktery je timérny tieti
derivaci hledaného pole. Solitonové feseni existuje pro jakékoli hodnoty téchto kon-
stant. Vzdy lze nalézt vinu takové rychlosti a vysky, pro niz je disperze kompenzovana
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nelinearni kompresi viny. Po pfenasobeni konstantou ¢ dostaneme jen dvé nezavislé
konstanty KdV rovnice

o 99 ¢
| 4 —+Ap—+D——=0; 1.901
o T TP (1.501)

A=ca; D=co. (1.902)

Nyni fidi disperzi konstanta D a nelinearni jevy konstanta 4. Vhodnou substituci za x a
¢ bychom tyto konstanty mohli ,,absorbovat™ do proménnych x a ¢. Ponechme ale KdV
rovnici v obecném tvaru (1.901), ze kterého je dobfe patrny vyznam konstant 4 a D.
Hledané feseni bude mit dvé zékladni vlastnosti:

lim ¢=0, (1.903)

X—>too

p=90(1); nN=x—xytuL (1.904)

Prvni vlastnost (1.903) vyjadiuje lokalizovanost feSeni, tj. dosti daleko od solitonu je
funkce ¢ nulova. Druhé vlastnost (1.904) popisuje Sifeni viny napravo (—), nebo nalevo
(+) beze zmény tvaru. Pro urcitost budeme hledat feSeni pohybujici se vpravo, tj. se
znaménkem minus. Po dosazeni (1.904) do (1.901) ziskame obycejnou diferencialni
rovnici

80, 4pd0 00
Ud77+A¢dn - 0. (1.905)

Prostfedni ¢len rovnice upravime dle vztahu ¢¢'=(4%/2)" a celou rovnici integrujeme
pies proménnou 7. Dostaneme obyc¢ejnou diferencialni rovnici druhého fadu
2
—vP+— ¢ +DM C,. (1.906)
dn’?

Integracni konstanta C; je diky lokalizovanosti hledaného feseni (1.903) nulova. Vy-
slednou rovnici pfenasobime prvni derivaci funkce ¢:

-vpdo+— ;1) dg15+Dd ¢d¢ 0 (1.907)
dn’
a posledni ¢len upravime takto (Carka znaci derivaci podle #):
d2 d%g d 1d(¢) 1
Z)dqb ¢ ¢dn p'¢’dn = (9) dn==d(¢)". (1.908)
dn dn? dn 2 dp 2
Po dosazeni do rovnice (1.907) a integraci dostaneme
¢ A5 D, o
YR iy & S Wl =C 1.909
vt ¢ > (¢) =G ( )

Vzhledem k tomu, ze hledame lokalizované feSeni, je druha integra¢ni konstanta opét
nulova a KdV rovnice piesla na obyéejnou diferencialni rovnici prvniho fadu

2
o) _ 1 of 4
(dTJ =0 (v 3¢), (1.910)
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ktera je snadno separovatelnd. Po separaci je mozné za pomoci vhodnych substituci
provést pfimou integraci této rovnice. Vysledkem je feSeni

) =370ch‘2 [\/% n} (1.911)

Skutecné tedy pro libovolné konstanty existuje feSeni KdV rovnice ve tvaru solitonu:

> ¢(t,x)=370ch‘2 N% (x—xo—vt)] (1.912)

Resenim je ,.kopetek™ podobny fezu horou Rip piesouvajici se napravo rychlosti v.
Vyska solitonu je provazana s rychlosti jeho piesunu:
3v
| Ornax = — - (1.913)
A
Ruizné vysoké solitony se pohybuji riznou rychlosti, coz je pro KdV soliton typické.
Posledni vztah bylo mozné ziskat jiz zrovnosti (1.910). V maximalni vysSce je totiz
prvni derivace (leva strana) nulova a z pravé strany mame okamzit¢ hledany vztah.

Poznamka 1: KdV rovnice se ¢asto uvadi v bezrozmérném tvaru s konstantami
zahrnutymi do proménnych. Navic jsou derivace psany jako indexy, takze se Cte-
naf muze setkat s tvarem:

0, +600. +0,.,.=0. (1.914)

Koeficient 6 je volen zamérné tak, aby feSeni vyslo co nejjednodussi. V nasem fe-
Seni pro soustavu mér a vah SI postaci polozit 4 = 6, D = 1 a ihned mame feseni
normované KdV rovnice:

¢(t,x)=%ch_2 {% (x—xo—vt):|. (1.915)
Poznamka 2: KdV rovnice je nejjednodussim zobecnénim vinové rovnice typu
%+%:0. (1.916)
cdt ox

Tato jednoducha vlnova rovnice vede na disperzni relaci
w=ck (1.917)
Pripustme nyni, Ze disperze neni takto jednoducha a naleznéme prvni nejjednodus-
§i zobecnéni:
= c(k)k = (cy —c,k*) k = cok —ck* (1.918)

Druhy ¢len rozvoje vede na disipaci energie (komplexni k), proto musi byt u solito-
novych feseni nulovy. Tteti clen rozvoje musi byt zaporny, jediné tak ma k realné
feseni. Pokud pfipustime jako nejjednodussi zobecnéni disperzni relace tvar (1.918),
musime vlnovou rovnici upravit do tvaru
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G 8¢ +o—= ¢ =0 (1.919)
coat dx  9x’
Tuto vinovou rovnici snadno ptepiSeme do tvaru rovnice kontinuity:
2
%‘l‘i C0¢+C0C1M =0. (1920)
ot oJx axz

Vyraz v hranaté zavorce predstavuje tok veli¢iny ¢. Jeho prvni ptimocaré zobecné-
ni vedouci na nelinearni jevy je

2
Jj=cop+a’ +coe — (1.921)
ox
coz vede na parcialni diferencialni rovnici
at ax ax3

Pokud posuneme nezavislou proménnou x — x — ¢q, eliminujeme druhy ¢len a ze
zobecnéné vinove rovnice dostaneme KdV rovnici ve tvaru (1.901):

af ¢¢ ax?_O; A=2a; D=cyq. (1.923)

KdV rovnice byla ptivodné odvozena pro viny na mélké vod¢ a stala se prvni teorii vys-
vétlujici pozorovani solitonu na plavebnim kanéalu pobliz Edinburghu (John Scott Rus-
sel, 1834). Resenim je typickd osamocena vlna, ktera neinteraguje s jinymi podobnymi
vlnami a jejiz rychlost je zavisla na vysce viny.

NLS soliton (Non Linear Schrodinger soliton). Rada problémi z kvantové teorie, ale
i z jinych fyzikalnich oborl (fyzika plazmatu, Langmuirovy oscilace, nelinearni optika)
vede na nelinedrni Schrodingerovu rovnici, kterou uvedeme pouze v bezrozmérném tvaru:

2 2
> 99,99 a—¢+20'N¢2¢ =0. (1.924)
)y

Koeficient op urcuje typ disperze NLS, podle hodnoty délime NLS solitony na tfi typy:
= op=+1:eliptickda NLS,
=  op=—1: hyperbolicka NLS,
» o0p=0:(1+1)DNLS.

Posledm’ ¢len reprezentuje nelinearitu v uvedeném pﬁpadé kubickou, mize byt vsak

vvvvvv

= oy = +1: fokusujici,

= oy = —1: defokusyjici.
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Uved'me feSeni pro fokusujici (1+1)D NLS, kdy vznika tzv. Davydovtv soliton tvaru
2
> 4(tx) = Joch™ [\/E(x—xo —vt)] exp{i%—i(%) {+ i+ 15} . (1.925)

V feseni se objevuje volny parametr @ — NLS soliton ma ¢ast pripominajici rovinnou
vlnu, ktera je modulovéna (ndsobena) obalkou ch™'. Amplituda neni provazana s rych-
losti solitonu, ale s frekvenci v solitonu ,,uvéznéné* viny. Porovnejme oba dva zékladni
typy solitont:

= KdV soliton je pouze vyboulenim hledané funkce v misté viny (napfii-
klad vzedmuti vodni hladiny), NLS soliton mtize vypadat jako vinovy
balik, tj. mize byt obalkou vIny urcité frekvence.

= Rychlost pohybu KdV solitonu zavisi na amplitud€, rychlost pohybu
NLS solitonu nikoli.

= U KdV solitonu je soucin vysky viny a druhé mocniny Sitky konstantni,
u NLS solitonu takovéto pravidlo neplati.

= KdV solitony maji po sraZzce pfesn¢ stejny tvar jako pred srazkou,
maximaln¢ jsou fazoveé posunuty. NLS solitony si sice ponechaji pii
srazce svou identitu, ale jejich tvar se prece jen pon¢kud zméni.

Na zavér si ukazme, jak lze pravdépodobné nejjednodussim zplsobem ziskat rovnici,
ktera vede na solitonova feseni. Upravme 1D Navierovu-Stokesovu rovnici

p%—l:+pu-Vu=77Au (1.926)
do jednoduchého tvaru
2 2
u_ 9 fu | nou (1.927)
Jtr odx| 2 P ax2
Typové jde o tzv. Burgersovu rovnici
2
> a—”+Ai(uz)—z)a—”=o (1.928)
ot dx ox?

s nelinearnim a disperznim ¢lenem. Burgersova rovnice opét poskytuje solitonova fese-
ni. Postup jejich nalezeni je zcela analogicky tomu, jak jsme feSili KdV rovnici, tedy
nejprve proménné ¢, x nahradime proménnou # =x — vt, ¢imz pievedeme rovnici na
obycejnou diferencialni rovnici, kterd je snadno integrovatelna. Zbylou rovnici prvniho
fadu pak feSime separaci.

Nékdy solitony vytvori skupinu, kterd se prostfedim pohybuje ve formaci, potom
hovotime o solitonovém viacku. V nékterych piipadech soliton jakoby dycha: pravidel-
né méni svij tvar a periodicky se vraci do vychoziho tvaru. Nejde o soliton v pravém
slova smyslu (méni tvar), ale o solitonim velmi piibuzny jev, v anglictiné oznaCovany
breath (dychéani).
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Solitony v plazmatu

Langmuiriyv soliton. Magnetohydrodynamické rovnice lze ptepsat za urcitych predpo-
kladd jak na KdV rovnici, tak na NLS rovnici. Zajimavym jevem je nelinearni modifi-
kace plazmovych (Langmuirovych) oscilaci na plazmové frekvenci elektrond, které se
lokalizuji v oblasti izolované od okoli. Vznika tak hustotni dutina zaplnéna vysoko-
frekvencnim polem, ve které je koncentrace plazmatu snizena podle vztahu

on_peg _eEI2 (1.929)

Proto se n¢kdy tika Langmuirovu solitonu well (dutina, studna). Samo elektrické pole
(obalka) spliiuje vztah

E(x)= Eych™ (kyx)
a hustota energie je KdV solitonem:
E(x)=eE*/2= E| ch™ (kox)

Jde ovSem jen o limitni jednoduchy pfipad. Langmuirovy solitony mohou byt zna¢né
slozité a chovat se v urcitych situacich i jako NLS soliton. Langmuiriv soliton muze
totiz oscilovat a generovat nizkofrekvencni iontove akustické viny. Naopak, Langmui-
rav soliton mize na dlouhych vinovych délkach nasavat energii z iontové akustickych
viln pomoci tzv. parametrické nestability. Na kratkych vinovych délkach ztraci energii
Landauovym Utlumem. Mize tak dojit ke stacionarnimu toku energie v k prostoru. So-
liton komunikujici energeticky s okolim se nazyva disipativni soliton. Langmuirovy
solitony zpravidla vznikaji pfi rozpadu Langmuirovych (plazmovych) oscilaci, odsud
ziskaly své jméno. Langmuirovy solitony je mozné uméle generovat v laboratofi, napii-
klad na aparatufe Double Plasma vyvinuté v sedmdesatych letech 20. stoleti (popis
nasleduje v dal$im textu).

Davydoviiv soliton. Toto feSeni opét souvisi s Langmuirovymi vlnami a je popsano
Sacharovovou-Kuznécovovou soustavou parcialnich diferencialnich rovnic:

09 9
1 at + axz - ¢l/ja
> (1.930)
Py dy _ (4
x> o2 o0x>

Na obdobnou soustavu vedou problémy v chemii a vkvantové teorii. Ve fyzice
plazmatu je tato soustava vhodna pro popis nestabilit v elektronovém svazku ¢i popis
Langmuirovych vin v plazmatu. Veli¢ina ¢ odpovida elektrickému poli a veli¢ina ¥
odchylce koncentrace iontd od rovnovazné polohy. Elektrické pole spliiuje Schrodinge-
rovu rovnici s nelinearnim zdrojovym ¢lenem danym poruchou koncentrace ionti. Ta
naopak spliiuje vinovou rovnici s ponderomotorickym zdrojovym c¢lenem (druhou
derivaci kvadratu elektrického pole, tj. elektrického tlaku) na pravé strané. Soustava ma
znamé solitonové feSeni (Davydoviv soliton)
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2
#(1,%) = J20-v?)@ ch™ [\/B(x—w)]exp[i%—i(%) t+ia)t+i(51;

w(t,x)= — 2amch™> [JE (x— uz)] :

(1.931)

Parametry feSeni jsou rychlost pohybu solitonu v, fazovy posun ¢ a $kalovaci parametr
. Sacharovovy-Kuznécovovy rovnice lze za jistych pfedpokladii zjednodusit bud’ na
NLS rovnici nebo na KdV rovnici, kdy Davydovtv soliton piechazi v obycejny Lang-
muirGv soliton.

Trivelpieciiv-Gouldiiv soliton. Tento soliton souvisi opét s elektronovymi plazmovymi
vlnami, ale v ohrani¢eném prostoru. Vznika jako komprese plazmatu $itici se podle
pravidel KdV solitonu. Nejsnaze se tyto solitony generuji v Q aparatufe, coz je valcova
trubice s rovinnymi kovovymi deskami na obou koncich, které jsou pokryté alkalickym
kovem (cesiem nebo draslikem). Desky jsou zahtaté na vysokou teplotu a do prostoru
komory se znich odpafuji ionty a elektrony. Trubice je v silném magnetickém poli,
které snizuje difuzi elektronli kolmo na osu trubice. Plazma vznikajici v trubici ma
vyrovnanou teplotu elektrond a ionttl, coZ je jistou nevyhodou tohoto uspofadani. Pokud
maji ionty teplotu shodnou s elektrony, je fazova rychlost iontové akustické viny srov-
natelna s tepelnou rychlosti iontt, a ionty proto snadno surfuji na iontoveé akustické viné
a odnimaji ji energii Landauovym utlumem. Idealni je, kdyZ maji ionty teplotu vyrazné
nizsi nez elektrony, pak je Landautiv utlum na iontech zanedbatelny. Soliton Ize v tru-
bici vybudit naptiklad napétovym pulzem.

Experimentalné bylo ovéteno, ze soucin vysky a druhé mocniny $ifky je konstantni
a ze rychlost solitonu zavisi jen na jeho amplitudé. Za proslym solitonem bylo pozoro-
vano lehké zvinéni plazmatu. Viny spojené s timto solitonem poprvé popsali v roce
1959 Alvin W. Trivelpiece a Roy W. Gould z Kalifornského institutu technologii.

Iontové-akusticky soliton. Soliton tohoto druhu se mtize vytvorit ze zvukovych vin
Sificich se plazmatem. Tyto viny jsou, na rozdil od plynu, neseny ionty, které spolu
interaguji také prostfednictvim elektrického pole. Jde o nejlépe prozkoumané solitony
v plazmatu, snadno se generuji v Double Plasma (DP) aparatufe napétovym pulzem
vhodné frekvence. Bez problému lze vytvofit rovinné solitony, valcové solitony nebo
kulové solitony. lTontové-akustické solitony jsou popsany KdV rovnici a v experimen-
tech se podle ni chovaji.

DP aparatura je nejvyznamngjSim zafizenim, které pfispélo k vyzkumu solitond,
a proto si ho popiSeme podrobnégji. Jedna z mnoha pouzivanych variant je na obrazku
1.132. Prvni zafizeni tohoto typu sestrojili Rudolf Limpaecher a K. R. MacKenzie jiz
v roce 1973. Jde o dvojitou plazmovou komoru (anglicky Double Plasma, odsud nazev
DP), obé¢ casti jsou oddélené kovovou sitkou. Ta neni elektricky spojena s zadnym
prvkem aparatury, samovoln¢ se nabije na zdporny potencial (n€kolika desitek voltl)
a brani prichodu elektront z jednoho objemu do druhého. Napéti ¢up a dur zajistuji
zhaveni elektrod, ze kterych do komor unikaji elektrony. Napéti gap a @ar tyto
elektrony urychluji. Urychlené elektrony ionizuji pracovni plyn. Aby elektrony
neunikaly z komor, jsou na obvodu fady permanentnich dipoélovych magnett (sousedni
fady maji opa¢nou polaritu), podle velikosti komor jich miZze byt jeden az dva tisice.
Vhodné zvolené napéti ¢g brani priichodu iontth mezi komorami.

V prvni varianté zafizeni bylo mozné vytvofit pfiblizng 1 m® bezesrazkového plaz-
matu (stfedni volna draha ¢astic byla vétsi nez rozméry aparatury) s koncentraci elektro-
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ni 107 az 10" &astic v centimetru krychlovém, teplotou elektronti 1 az 3 eV a teplotou
iontl nizsi nez desetina teploty elektronti (nizka teplota iontd zajistuje, Ze generované
iontové akustické viny nejsou tlumeny Landauovym utlumem na iontech). Permanentni
magnety mély indukci 0,2 T a jejich fady od sebe byly vzdalené 10 cm. Soliton bylo
mozné vyvolat mnoha zpisoby, jednim z nich bylo pfivedeni napétového pulzu ¢s,
ktery mél za nasledek velkou poruchu hustoty iontd Sifici se z pripravné do cilové
komory (komora s méfici sondou). Jsou ale i jiné zptisoby: pfivedeni napéti na miizku,
pfivedeni napéti na kovovy predmét ponofeny do levé ptipravné komory (valcovy
pfedmét vytvofil valcovy soliton) nebo fotoionizace svétlem fokusovanym do urcité
roviny (vznikl rovinny soliton) ¢i napéti pfivedené na pole dratkil. Zatizeni tohoto typu
jsou standardem pro tvorbu a vyzkum solitontli spojenych s iontové akustickymi vlnami
a dnes se vyrabéji i s valcovymi nebo kulovymi komorami.

[Z0(ATOR /MAGNETV

K VAKUOVE
PUMPE

o 9 Y

Obr. 1.132: Double Plasma (DP) aparatura
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1.7.4 Turbulence

Posledni kapitolu teorie plazmatu budeme vénovat turbulenci. Turbulentni pohyby jsou
jednémi z nejéastéjSich pohybl v ptirodé a soucasné je turbulence jevem, ktery dodnes
neni uspokojivé vyfesen. Mlizeme k nému pfistupovat za pomoci rozmérové analyzy,
magnetohydrodynamicky, statisticky, nebo jevy numericky simulovat. Nasledujici text
je jen zakladnim pfehledem néekterych vztaht, rozhodné neni plnohodnotnym ucebnim

s

textem. Detailné&jsi informace ziskate ve specializovanych ucebnicich.

Turbuletni struktury

K turbulenci nejcastéji dochazi pii vysokych rychlostech proudéni tekutin. Nadbytek
kinetické energie zptsobi prechod z laminarniho proudéni do turbulentniho. Energie je
nelinearnimi jevy ukladana do rota¢niho pohybu vird nejriiznéjsich velikosti. S turbu-
lencemi se ale setkame i pfi obtékani prekazek, naptiklad za lodi ¢i mostnimi pilifi. Tur-
bulentni viry jsou typické pro atmosféru i pro dopad vody do hrnce na vafeni. V plaz-
matu se setkavame s turbulentnimi pohyby velmi Casto. Turbulence jsou pfitomné ve
sluneénim vétru i ostatnim astrofyzikalnim plazmatu, vyskytuji se v technologickém
i fuznim plazmatu. V plazmatu vznikaji turbulence nejcastéji v dusledku rozvoje nejriz-
néjsich nestabilit.

Pro turbulence je na prvni pohled typicky chaos, zdanlivé nahodné fluktuace rych-
lostniho 1 tlakového pole zptisobené piechodem do stavu s velkym mnoZzstvim virt.. Pro
turbulenci je ale nejcharakteristitéjSim jevem tzv. energeticka kaskada. Pti proudéni
vznikaji viry nejriznéjsich velikosti. Ty nejvétsi maji rozméry srovnatelné s nejmensim
rozmérem proudici oblasti. Velké viry se protahuji a rozpadaji na viry mensi. Viry ur-
cité velikosti pfedavaji energii nelinearnimi jevy virtm menSim, ty jeSt¢ mensim atd.
Energie je proudicim médiem transformovana od nejvétSich struktur k tém nejmensim.
Velikost virit ma i svou dolni hranici — fikame ji Kolmogorovova $kala. U malych vira
energeticka kaskada konéi a zacinaji prevladat disipativni jevy zpiisobené viskozitou
tekutiny. Energie vird se nakonec pfeméni na chaotickou tepelnou energii. Turbulentni
procesy vedou také k difuzi latky, hovotime o tzv. turbulentni difuzi.

Rychlostni pole mizeme standardnim zpisobem rozlozit do jednotlivych Fouriero-
vych média danych vztahem

> u(t,x) = ju(a),k) el g3y | (1.932)

kde ctyfi ¢isla w, k popisujici Fourierovy komponenty jsou provazana disperzni relaci.
Velikost vektoru k popisuje rozméry struktur odpovidajicich danému médu:
2r 2x
> k=—~— (1.933)
A R
Nejvetsi viry maji rozmér Rc srovnatelny s popisovanou oblasti, nejmensi Kolmogoro-
vovu 8kdlu Rg. V plazmatu je nejzazsi dolni hranici velikosti virt Larmortiv polomér
iontl Ry;. Pro turbulenci je dulezité tzv. energetické spektrum. Kinetickou energii vira
vztazenou na jednotku hmotnosti slozime z energii jednotlivych Fourierovych modua:

> (u-u/2>=T€(k)dk. (1.934)
0
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Veli¢inu (k) nazyvame energetické spektrum. V turbulenci rozlisujeme tii oblasti (pod-
le velikosti virll), viz obrazek 1.133, které se 1isi pribéhem energetického spektra:

| reZim udrZeni energie
Il inercidlni rezim
Il disipativni rezim

log E(k)

Rc Ry log k

Obr. 1.133. Tfi zakladni turbulentni oblasti

Nejvétsi viry patti do oblasti I, tzv. rezimu udrzeni energie. Viskozni procesy jsou zane-
dbatelné, viry jen malo pfedavaji energii mensim strukturam. Velké viry nejsou rozlo-
zeny ani homogenné, ani izotropné€. Pro energeticky pfenos je tato oblast nevyznamna.
Pro turbulenci je typicka oblast II, kterou oznacujeme jako inercialni rezim. Probiha zde
turbulentni energeticka kaskada popsana vyse. Viry vétsich velikosti pfedavaji energii
virim menSich velikosti. Viskozita tekutiny je pro tyto jevy podstatna, ale nedominuje.
Pro bézné tekutiny je rozlozeni viri homogenni a izotropni a energetické spektrum je
imérné & (tzv. Kolmogorovo spektrum). Existence této oblasti a energetické kaskady
odliSuje turbulenci od ostatnich chaotickych jevii. V plazmatu jsou viry ovlivnény mag-
netickym polem, které zptisobuje anizotropii jejich rozlozeni a jinou zavislost energe-
tického spektra na podélné slozce vinového vektoru a jinou na kolmé (vzhledem k mag-
netickému poli). Posledni oblasti je disipativni rezim III, v némz dominuji viskozni jevy
a malé viry zanikaji. Jejich energie se méni na teplo.

Kolmogorova turbulence

Prvni Gspésny model turbulence ptedlozil sovétsky matematik Andrej Nikolajevi¢ Kol-
mogorov (1903—-1987) v roce 1941. Tento model turbulence se vétsSinou oznacuje K41.
Kolmogorov ptedpokladal, ze vsechny viry turbulentni energetické kaskady jsou prosto-
rove i Casové malé ve srovnani s rozméry oblasti, tj. jejich velikost splfiuje < L a doba
jejich zmén je 6t<< L/u. Tyto viry nemaji preferovanou orientaci, tj. jsou rozlozeny
homogenné a izotropné. Veskeré smérové zavislosti jsou v prubéhu energetické kaskady
ztraceny, vysledna statistika vird ma univerzalni charakter a zavisi jen na mife disipace
energie ¢ = d(u*/2)/dt dané viskoznimi procesy a na velikosti vira danych vinovym &is-
lem k. Vysledné Kolmogorovovy vztahy lze snadno odvodit z pouhé rozmérové analyzy
problému. Energii vztahujeme na jednotku hmotnosti, tedy kineticka energie vira je
u*/2. Uved’'me rozméry kli¢ovych veli¢in ze vztahu (1.934) a miry disipace energie &:

[uz/ZJ =m%?;  [k]=m;  [E]=m’s;  [e]=m’sT. (1.935)

Jednoducha rozmérova analyza snadno ukaze, ze z téchto vztaht neni pro energetické
spektrum mozna jina zavislost nez
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> E =Ky kB, (1.936)

kde K, je n&jaka univerzalni bezrozmérna konstanta. Touto zavislosti se fidi mnoho
tekutin v oblasti II, v niz probiha turbulentni energeticka kaskada. Pro plazma mohou
byt podstatné fluktuace elektrického potencialu, jejichz spektrum je dano vztahem

((3p)° )= [ S(h)dk. (1.937)
0

Rozmeérova analyza zde vede na zavislost
Sty ~k>. (1.938)

Uvedeny vztah ale plati jen za pfedpokladu, ze fluktuace elektrického potencialu neza-
visi na Larmorové poloméru iontd. Larmortiv polomér by vnesl do rozmérové analyzy
dalsi veli¢inu s rozmérem metru, a proto by rozmérova analyza uz nedala jednoznacny
vysledek. Vztah (1.938) je tedy tfeba brat jen s velkou rezervou.

Dalsi veli¢inou, kterou je mozné odhadnout z rozmérové analyzy je Kolmogorovova
Skala Rg. Z kinematické viskozity v a miry disipace energie ¢ Ize slozit jedinou veli¢inu
s rozmérem délky. Proto Ize odhadnout, Ze je Kolmogorova délka dana timto vztahem

3 1/4
RKE[V—J . (1.939)

Vztah opét plati jen pro procesy, v nichz nehraji hlavni roli gyra¢ni pohyby iontl. Lze
ho tedy pouzit pro turbulence béznych tekutin bez pfitomnosti magnetickych poli.

Turbulence v magnetohydrodynamice

Predpokladejme nejjednodussi variantu magnetohydrodynamiky s viskoznimi procesy.
Tekutinu budeme povazovat za nestlacitelnou. Vychozimi rovnicemi budou

| 2 paa—?+p(u-V)u=77LAu—VpL +lr0tB><B, (1.940)
u
| 4 8—B:LAB+rotu><B. (1.941)
ot ou

Prvni rovnice je pohybovou rovnici plazmatu, napravo jsou postupné: hustota viskozni
sily, hustota tlakové sily a hustota Lorentzovy sily. Druha rovnice je rovnici pro ¢asovy
vyvoj magnetického pole, prvni ¢len popisuje diftzi pole, druhy zamrzani pole. Obé
rovnice musime doplnit rovnicemi pro divergence poli. Pro nestlacitelnou kapalinu
mame jednoduché vztahy

divB=0, (1.942)
divu=0. (1.943)

Vztah (1.943) tikd, ze plazma je nestlacitelné, tedy je jeho hustota konstantni. Rovnici
(1.940) proto vydélime hustotou a i s permeabilitou ji budeme integrovat do magnetic-
kého pole a ziskame vztahy
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> E;—l;+(u~V)u=vLAu—VPL+rotbxb, (1.944)
ob
> §=VMAb+rotu><b, (1.945)
kde jsme oznacili
B 1
b=—rn; pP=LL, = (1.946)

Preskalované magnetické pole b ma rozmér rychlosti — nejde totiz o nic jiného, nez
o Alfvénovu rychlost pfislusici danému poli. Rovnice pro rychlostni i pro magnetické
pole tak maji nyni stejny rozmér. Porovnanim riznych ¢lend mizeme ziskat bezroz-
mérné charakteristiky proudéni:

_|[@Viu| Lu (1.947)
T viaul v
4 _|rotuxb| Lu (1.948)
RM T v pab vy .
fpp = TReM._ VM (1.949)
#re VL

Reynoldsovo cislo #z. vyjadiuje podil kinetického ¢lenu k viskdznimu. Pfi velkych
Reynoldsovych ¢islech je pii proudéni nadbytek kinetické energie a dochazi k rozvoji
turbulentniho proudéni. Hodnota Reynoldsova Cisla je tedy pro samovolny vznik turbu-
lence rozhodujici. V plazmatu tomu muze samoziejmé napomoci vyvoj ruznych nesta-
bilit. Reynoldsovo magnetické Cislo #rey je podilem Clenu zamrzani a ¢lenu difuze
v rovnici pro ¢asovy vyvoj magnetického pole a uz jsme se s nim setkali. Ve vétsiné
typl plazmatu je velmi vysoké a zamrzani pole ptrevlada nad jeho difuzi. Velikost Rey-
noldsova magnetického ¢isla nijak nerozhoduje o turbulenci. Posledni, Prandtlovo &islo,
dava do podilu oba typy viskoznich procest — je podilem magnetické difuze a kinema-
tické viskozity. V astrofyzikalnim plazmatu miize mit nejrizngjsi hodnoty, od 10%
v mezigalaktickém prostoru pies 1 ve sluneénim vétru aZ po hodnotu <« 1 ve sluneéni
konvektivni zéné. Pro turbulentni procesy vyjadiuje podil vlivu magnetické (ohmické)
a viskdzni disipace energie.

Elsdasserova pole

Rovnice (1.944) a (1.945) pro rychlostni a magnetické pole jesté upravime do symetric-
kého tvaru. V obou rovnicich rozepiSeme dvojné vektorové souciny na pravé strané.
U prvni rovnice Gprava povede na rozdéleni hustoty Lorentzovy sily na pfispévek mag-
netického tlaku a prispévek zakiiveni magnetickych silocar. U rovnice pro magnetické
pole dojde k ptevedeni rovnice na rovnici s uplnou ¢asovou derivaci na levé strané. Obé
upravy jsme jiz diive provadéli, proto uvedeme jen vysledek:

Jdu

E+(u-V)u:VLAu—V(PL+PM)+(b~V)b, (1.950)

g—l;+(u~V)b=vMAb+(b-V)u. (1.951)
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Magneticky tlak je v rovnici pro rychlostni pole popsan veli¢inou

p B> b’
P ME—=——=—
P 2up 2
Obé¢ rovnice (1.950), (1.951) maji stejny rozmér, proto je miizeme vhodné kombinovat.
V soustave spojené s proudicim plazmatem budou mit ob€ pole tvar
u=ou, (1.953)

b=by+5b. (1.954)

(1.952)

Rychlostni pole ma jen fluktuacni cast, magnetické pole je dano zakladnim a fluktuac-
nim polem. V roce 1950 zavedl americky fyzik Walter M. Elsésser nové proménné

z=0u-0ob, (1.955)
w=o0u+0db. (1.956)

Nékdy se Elsdsserova pole oznacuji jen symboly z:. Abychom ziskali rovnice pro nova
pole, secteme a odecteme rovnice (1.950), (1.951) pro rychlosti a magnetické pole:
oz

> bl Vyz+(w-Vz =A{VL _ZVM w+ L +2VM z}—V(PL+ Py), (1.957)

aa—v:—(bo ‘V)w+(z-V)w =A{

v v vy -V
LT/M o YL7VM
2 2

z}—V(PL+PM). (1.958)

Rovnice pro Elsédsserova pole jsou vychozimi rovnicemi pro zkoumani magnetohydro-
dynamické turbulence, at’ uz analyticky, rozmérovou analyzou ¢i numerickymi simula-
cemi. Pokud bud’ zanedbame magnetické pole, nebo budeme piedpokladat, ze fluktuace
jsou homogenni a izotropni a typicka casova skala je dana jen nelinearnimi jevy, tj.

Ta= (o) = (k) (1.959)
ziskame (at’ uz analyticky ¢i rozmérovou analyzou) Kolmogorovovo spektrum
> E ~ 3K, (1.960)

Nas ale bude predevsim zajimat vliv magnetického pole na pozadi, kde je typicka ¢aso-
va Skala dana Alfvénovym Casem

TA:LZL. (1.961),
va by
Budeme-li i v tomto pfipadé udrzovat predpoklad izotropie fluktuaci (je to opravnéné
pro slabé pole a malé viry), dostaneme tzv. IK nebo IK64 model pojmenovany podle
sovétského fyzika P. S Iro$nikova a amerického teoretika Roberta Henry Kraichnana.
Iro$nikov timto zpisobem popsal turbulenci v roce 1964 a Kraichnan nezavisle na ném
v roce 1965. Vysledkem je spektralni zavislost

> Ex (k) ~ (vae) 2 k72 (1.962)

Spektrum IK modelu tedy zavisi na magnetickém poli na pozadi.
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Obr. 1.134: Turbulentni struktury v Jupiterové oblacnosti na severni polokouli.
Fotografie: sonda JUNO, 23. 5. 2018, NASA/JPL.
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Silna anizotropni turbulence

Silné magnetické pole vnasi do plazmatu anizotropii a pfedpoklad o homogenni a izo-
tropni turbulenci je v takovém piipadé neudrzitelny. Energetické spektrum je tfeba, na
rozdil od Kolmogorovy turbulence (1.934), definovat tfirozmérn¢:

<u-u/2>=j€(lq‘,kl)d3k. (1.963)
0

Rozmér energetického spektra je tedy ve tfech dimenzich jiny neZ u jednorozmérného
Kolmogorovova popisu. Anizotropni modely mizeme rozdélit na slabé a silné turbu-
lentni. Pti slabé turbulenci jsou obé Elsédsserova pole podstatné mensi nez magnetické
pole na pozadi, u silné turbulence takovy pfedpoklad uz neplati. Pro slabou turbulenci
(WT, Weak Turbulence) 1ze odvodit energetické spektrum

> Ewr (k) ~ k| k12 (1.964)

Podminky slabé turbulence jsou ale v plazmatu splnény jen ziidka, pokud se turbulence
uz rozvine, byva zpravidla silnd. Podminky silné magnetohydrodynamické turbulence
zkoumali americky astrofyzik Peter Goldreich a indicky fyzik Seshadri Sridhar. Jejich
vysledky z roku 1995 se oznacuji jako GS nebo GS95 model. Energetické spektrum je
velmi zajimavé. Pokud jsou fluktuace izotropni alesponl v kolmé roviné na magnetické
pole, stava se spektrum jednorozmérnym a vede na Kolmogorovuv tvar:

> Egs (k) ~ 2Pk (1.965)

Pro rovnobéznou slozku se vytvoii mezi obéma komponentami vinového vektoru rov-
novaha dana vztahem

> by~ k17 (1.966)

Koeficienty imérnosti jsou ale v GS95 modelu funkci Alfvénovy rychlosti a dalsich
parametri, takze je experimentalni ovéfovani ponékud obtizné. Z numerickych simulaci
plyne, Ze v pfipad¢ siln€ rozvinuté turbulence s magnetickym polem na pozadi jsou
vysledky pro slaba pole blizké GS modelu, zatimco pro silna pole naopak koresponduji
s IK modelem. Problematika turbulenci je stale otevienou disciplinou s mnoha nezodpo-
vézenymi otazkami.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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2.1 Numerické simulace pohybu castic

V predchozich kapitolach jsme nalezli analytické vyrazy pro trajektorii nabité Castice
v homogennim elektrickém nebo magnetickém poli. V obecnéjsim piipad¢ je nalezeni
analytického vyjadreni trajektorie bud’ velmi obtizné, nebo zhola nemozné. Soustavy
diferencialnich rovnic, na které vedou pohybové rovnice, jsou nelinearni a malokdy
analyticky fesitelné. Muizeme si pomoci rozvojem feSeni do n¢jaké nekonecné rady a ve
findle se omezit na nékolik prvnich ¢len, mizeme provést n&jaka zanedbani, ktera
rovnice zjednodusi nebo se mizeme omezit jen na urcité ptiblizeni k problému, napfii-
klad adiabatické (pfiblizeni malo se ménicich poli); vétSinou jsme ale odkazani na nu-
merické simulace.Kdysi se fikalo, Ze fyzika ma dvé neoddélitelné soucasti — experiment
a teorii. S razantnim nastupem vypocetni techniky v poslednich desetiletich mtizeme
dnes bez nadsazky fici, ze veskera fyzikalni odvétvi maji tfi propojené a nezastupitelné
soucasti — experiment, teorii a numerické simulace. Numerické simulace pomahaji
ovetit teorie bez nédkladnych experimenttl, ziskat informace o chovani sledovaného
subjektu a pfipravit experimenty tak, aby s co nejmensSimi prostiedky piinesly nejvétsi
vysledky. Numerické simulace jsou uzitecné i pifi zpracovani velkého mnozstvi dat
z experimentd. Soucasnou fyziku plazmatu si bez numerickych simulaci jiz nedokazeme
predstavit.

Tato ucebnice neni zaméfena na numerické metody ve fyzice plazmatu. Presto
si vyzkouset probirané jevy nasimulovat na svém pocitaci. Za kazdou kapitolou je proto
pridana jakasi ,.kucharka® vybranych algoritm, ktera to umozni. Jde ale vzdy o pouhy
vybér jednoho nebo nékolika algoritmil z mnoha bez podrobnéjsiho vysvétleni. Pokud
Ctenafe numerické metody zaujmou, musi sdhnout po specializovanych publikacich
vénovanych numerickym simulacim ve fyzice plazmatu.

2.1.1 Newtonovo-Eulerovo schéma (NE)

Nejjednodussim zpisobem feSeni diferencialnich rovnic je jejich pfevedeni na dife-
rencni rovnice (namisto derivaci napiSeme jen rozdily veliin, tzv. diference). Ukazme
si tento postup na jednoduché iloze pohybu nabité ¢astice v kondenzatoru.

¢ Piiklad 2.1: Naleznéte diferenéni schéma pro urychleni nabité ¢astice mezi deskami
kondenzatoru. Elektrické pole povazujte za homogenni a pohyb za nerelativisticky.

Obr. 2.1: Castice v kondenzatoru
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Reseni: Pohybova rovnice vyplyva z druhého Newtonova zikona
mh = QE . (2.1)

Vysledna diferencialni rovnice d 24/dt2 = QE/m je mimofadné jednoducha a jeji feSeni
bychom snadno mohli najit analyticky. Tvorbu diferen¢niho schématu si zameérné uka-
zeme na takto jednoduché rovnici. Stejny postup muzete aplikovat ina slozitéjsi rov-
nice, které jiz nemaji analytické feSeni.

Nejprve prevedeme diferencialni rovnici druhého fadu na soustavu dvou rovnic
prvniho fadu (ve fyzice k tomu vyuzijeme definice rychlosti jako prvni derivace hledané
proménné podle Casu):

dh

E_ >
dv _QF
A m

Reseni nebudeme hledat v kazdém case (diferencidlni rovnice), ale jen v nékterych
¢asech (diferenéni rovnice). V praxi to znamena nahrazeni skute¢ného feSeni lomenou
carou. Budou nas tedy zajimat jen hodnoty

hn :h(tn)a
Un :U(tn)a
t, =ty +nAt; n=12,...

Skute¢né derivace nahradime kone¢nymi rozdily:

h,.1—h
n+lAt n =v,,
2.2)
Un+l —Un ,__@
At m

Nyni vypocteme hodnoty v Case #, + | pomoci hodnot v Case #,:

Byt = h, +U,AL,

QOE (2.3)

Uy =V, +—AL.
m

Ziskali jsme tak diferenc¢ni schéma, podle kterého pocitame postupné jednotlivé hod-
noty

ho,UO = hl’vl = hz,Uz =
Je ziejmé, ze k numerické konstrukei feSeni postaci znat pocatedni vySku a pocateéni
rychlost (tzv. po¢ate¢ni podminky), naptiklad:
ho =H , U= 0.
b
Uvedeny postup se zda byt jednoduchy a pifimocary, nicméné ma sva uskali. Po¢itatem

generovana trajektorie se bude po urcité dobé ponckud liSit od skutecné trajektorie.
Dtivodem jsou jednak zaokrouhlovaci chyby a jednak nahrazeni derivaci diferencemi.
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Zaokrouhlovaci chyby mutizeme Castecné eliminovat vhodnou volbou bezrozmérnych
proménnych. Chybu danou pouzitim diferenci namisto derivaci miZeme snizit volbou
mensiho ¢asového kroku. Vzdy jde ale o kompromis mezi poctem provedenych operaci
a dosazenou piesnosti. Casovy krok nemusime mit v priibdhu celého vypoétu stejny.
V oblastech, kde jsou velké gradienty poli a Castice prudce méni svou polohu a rychlost,
mizeme volit casovy krok jemnéjsi nez v oblastech, kde se ¢astice pfili§ nepohybuje.

Odvozené schéma se nazyva Newtonovo-Eulerovo a z matematického hlediska patti
do skupiny tzv. explicitnich schémat. Divodem je to, Ze jsme po nahrazeni derivaci
diferencemi vyjadrili pravou stranu rovnice (2.2) za pomoci dfivéjsiho Casu #,. To ndm
umoznilo explicitni vyjadieni (2.3) veli¢in v novém case f,+1. Kdybychom pravé strany
(2.2) vyjadiili v novéjsim Case f,+1, dostali bychom algebraickou soustavu rovnic pro
hp+1 @ Uye1. Teprve po vyfeSeni této soustavy bychom z hodnot 4, v, ziskali nové hod-
noty A,+1, Up+1. Takovému schématu se fika implicitni. Obecné je stabilnéjsi a pfesnéjsi
nez explicitni schéma, na druhou stranu jsme ale nuceni v kazdém ¢asovém kroku fesit
soustavu algebraickych rovnic.

Rad schématu

U diferencnich schémat tedy rozliSujeme, zda jde o schéma explicitni nebo implicitni.
Dalsimi dulezitou charakteristikou je 7ad schématu. Pti nahrazeni derivace diferencemi
jsme se dopustili urcité chyby, kterou miizeme oznacit R (oznaceni pochazi ze slova
reziduum):

, ths)— f(t
f (tn)=M+R(At). (2.4)
At

Cilem kazdé numerické metody samoziejmé je, aby byl zbytek R co mozna nejmensi.
Pokud je jeho zavislost na ¢asovém kroku linearni, hovofime o metod¢ prvniho fadu.
Pokud se zbytek chova jako (Af)?, hovofime o metodé n-tého fadu. Cim vyssi je fad
Newtonovo-Eulerovo schéma je explicitnim schématem pouze prvniho fadu. Pokud
bychom s nim napftiklad popisovali harmonické oscilace, bude nam postupné numericky
(nefyzikaln€) nartistat amplituda oscilaci. Newtonovo-Eulerovo schéma mizeme proto

pouzit jen pro kratkodobou simulaci.

Stabilita schématu

Pro numerické simulace muzeme vyuzivat jen stabilni schémata. To jsou takova sché-
mata, ve kterych numericka chyba zptisobena v jednom ¢asovém kroku neni pii¢inou
nartstu chyby v nasledujicim ¢asovém kroku.

¢ Priklad 2.2: Navrhnéte Newtonovo-Eulerovo diferenéni schéma pro pohyb nabité
¢astice v homogennim magnetickém poli.

Reseni: z Hamiltonovych rovnic (1.13) az (1.18) snadno ziskdme pfislusné diferencni
schéma:

i

Xpp1 =X, + At
(n)
py’ —OBx
Yn+l = Vn + A,

m
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P

m

Iyt =Zp Tt At

0B(p" - 0B x,)
p)(cn+1) =p)(cn) n At

>

m
pg}n+1) pg)n) ,
p§n+l) — pgn) ]

Vlivem numerickych chyb bude Larmorv polomér ¢astice pohybujici se v homogen-
nim magnetickém poli pomalu nardstat. K dosazeni lepSich vysledkd bychom museli
zjemnit Casovy krok, coz povede na zvySeni poc¢tu provedenych operaci a nasledny
narust zaokrouhlovaci chyby.

2.1.2 Skakajici Zaba aneb Leap-Frog schéma (LF)

Neduhy Newtonova-Eulerova schématu lze celkem snadno napravit. Pokud nebudeme
pocitat polohu a rychlost ve stejném ¢ase, mizeme fad schématu zvysit o jednicku. Pfi
vypoctu nové rychlosti miizeme vyuzit hodnotu polohy v ,,mezicase®, stejné¢ tak pfi
vypoctu nové polohy vyuzijeme hodnotu rychlosti v ,,mezicase”. V ptikladu 2.1 by na
pravé strané rovnic nebyly ani staré hodnoty (explicitni schéma), ani nové hodnoty
(implicitni schéma), ale mezihodnoty. Schéma je explicitni a stejné rychlé jako Newto-
novo-Eulerovo schéma, ale bude druhého fadu. Pii simulaci harmonického pohybu
zustane u metody Leap-Frog sinusovka skute¢né sinusovkou.

Obr. 2.2: Princip skakajici Zaby (leap-frog)

\ 4

Uvedeny postup ma jedinou komplikaci. Na poc¢atku musime spocitat rychlost v case
to—At/2 a poté jiz pocitame nové hodnoty obdobné jako v Newtonové-Eulerové sché-
matu. Uved’me, jak probihd vypocet v jednodimenzionalnim ptipad€. Predpokladejme,
ze mame diferencialni rovnice

dx

— =0,

d 2.5)
dv_ F(x)
dt m

Nejprve spocitame standardnim zptisobem hodnotu rychlosti v ¢ase fg—A#/2. Vyuzijeme
Newtonovo-Eulerovo schéma a posuneme se zpét o zaporny ¢asovy krok —A#/2:
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F(xq,v9) At
Uy =vp —— (2.6)
m 2
A poté jiz rozbéhneme stale se opakujici vypocetni cyklus
F(x,,0,12)
Upt1/2 =Upo1jp +—— AL,
m 2.7)

Xpil = Xy +U012AL
Postupné urcujeme hodnoty
U_1/2,% — Uy2,X1 — U3/2,X — Us;p,X3 —

Schéma Leap-frog je ve fyzice plazmatu velmi oblibené. Ponechava si ,,dobré* vlast-
nosti Newtonova-Eulerova schématu — je explicitni a velmi rychlé. Jeho piesnost je ale,
na rozdil od Newtonova-Eulerova schématu, druhého fadu.

2.1.3 Presnéjsi schémata (RK, BB)

Rungeovo-Kuttovo (RK) schéma

Pokud mame vyssi pozadavky na kvalitu simulace, musime vyuzit n¢které z numeric-
kych schémat s vys§im fadem piesnosti. K nejoblibenéjs§im patfi Rungeova—Kuttova
metoda 4. fadu. Predpokladejme, Ze jsme soustavu pohybovych rovnic pfevedli na sou-
stavu obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu ve tvaru

dgy
?=fk(f,§17'“:§1v)' (2.8)

Nejprve uréime v Case ¢ pro kazdou proménnou & Ctvetici konstant

Ky = fi (6,50, én (D),

1 1 1
Kz’k =fk (t+5Al,§1(l)+EK1’]A[,"',§N([)+EK]’NAtj,
| . . (2.9)

K4,k = fk (f+At,§1(t)+K3,1AZL,"',§N(ZL)+K3’NAt) .
Cleny ¢&tvefice musime poéitat v uvedeném potadi, nebot’ kazda nasledujici konstanta

vyuzivéa hodnotu predchozi konstanty. Tyto ¢tvefice napocitime pro kazdou z N hleda-
nych proménnych. Numerické feseni v Case ¢ + A dostaneme ze vztahd

E (14 A1) zgk(t)%(]q,k +2K,y ; +2K3; + Ky ) At; k=1..,N. (2.10)

Tim zname feSeni v Case ¢ + At a postup mizeme opakovat. Aplikujeme-li toto schéma
na Lorentzovu pohybovou rovnici



2.1 Numerické simulace pohybu nabitych &dstic

307

dx _
dt

>

ﬁzg(E+v><B).
dt m

Nejprve vypoc¢teme pomocna ,,pole® v misté polohy ¢astice

V dalsim kroku ur¢ime vektorové konstanty K (pro polohu) a L (pro rychlost)

K =v,, L1:E+anl§;
K3=Vn+L2, L3 =E+K3X]§;

K4=Vn+2L3, L4 =E+K4X]§

Nové hodnoty poloh a rychlosti ur¢ime na zavér ze vztahti
X}’H—l = Xn + (Kl +2K2 +2K3 +K4)At/6 .

Borisovo-Bunemanovo schéma (BB)

(2.11)

2.12)

(2.13)

(2.14)

Borisovo-Bunemanovo schéma je ,,8ité na miru® pro vypocty trajektorii nabitych castic
v elektrickém a magnetickém poli. Nejprve je spoctena polovina urychleni v elektric-
kém poli (2.16), nasleduje rotace castice v magnetickém poli (2.17) a v poslednim kroku
je uskutecnéna zbyvajici ¢ast urychleni v elektrickém poli (2.18). BB schéma je velmi

ucinnym a rychlym diferen¢nim schématem ¢tvrtého tadu:

EEQ—tE,
m 2
ﬁsgﬂB;
m 2
V=v,+E,
. (V+€I><]~3)><]~3
V=v+2 — ,
1+B
Vit =’\:’+E,

(2.15)

(2.16)

2.17)

(2.18)
(2.19)
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2.1.4 Relativisticka schémata

Pti velkych rychlostech musime pouzit relativistickou Lorentzovu pohybovou rovnici

d
dt

/4

(yv)=m%)[E+v><B];

1

1—-v2/c?

(2.20)

Hlavnim problémem je, ze se rychlost vyskytuje na levé i pravé stran¢ této diferencialni

rovnice. Pokud pouzijeme substituci

us=yv,

miizeme Lorentzovu pohybovou rovnici piepsat do tvaru

d_u:g E+YxB ;
dt my Y

ktery je vychozim vztahem pro tvorbu relativistickych numerickych schémat:

(2.21)

(2.22)

Newton-Euler

Leap-frog

At ~ At
EoQAp . 5o QA g
mg mo 7n
W, = 7%uVas
u,, =u, + E + u,xB ;

Uyl .
Vel = TP
I+u,,/c
v +Vv
Xy = X, + LT Ap

E

A
QA gy
my

W12 =

v, =1/1-v2 /%,

~ A
m 27n
Vu-1/2

VI=Viii /e

u =ﬁn—l/2 +E+ﬁn_1/2 xXB;

_ [a+ixB]xB
Uyyy2 =0T (il ;
_ Unt1/2 .
Vut1/2 = 5 5
I+, /e
u
X4y = X, + 2 Ar

Vn+1/2
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Boris-Buneman

_u, +L - -
2= >
VK,

+L _ _
Ky="2""2  [,=E+K;xB,

VK

+ 2L o -
Ky=n¥223 o, —E+K,xB,
YKy

1
U, 1 =u, +§(L1+L2 +L3 +L4),

Uil

Vol = -
\/1+ufl+1 /

X411 :Xn'f‘%At(Kl'f‘sz +2K3 +K4),

Runge-Kutta
7/,,=1/\/1—Vﬁ/c2; ;/nzl/wll—vi/cz;
=94 3245 .0 A .0 A

m 2 m 2 = 2 e
mg mo <Yy
un 7nvn >
u U, = %V
KIZ—n, Ll—E+K1XB, -
u=u, +E;

>

l:l:l~H_2(u+u><~B)><B

1+B?
U, 1 = l:l +E 5
U1 .
Vel =
I+u,, /c
Xp+1 = Xy +Vn+1At

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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2.2 Diferencni schémata
v magnetohydrodynamice

Magnetohydrodynamika je zalozena na parcidlnich diferencidlnich rovnicich. Analy-
ticka feseni je mozné nachazet jen v ojedin€lych pfipadech, vétsinou jsme odkazani na
numerické metody, kterych existuje veliké mnozstvi. Reseni je mozné rozvijet do fad,
hledat na zakladé variacnich metod, za pomoci konvoluce pocatecnich a okrajovych
podminek s Greenovou funkci, metodou charakteristik, metodou kone¢nych prvk atd.
Velmi casto se parcialni diferencialni rovnice fesi za pomoci diferenc¢nich schémat na
pravouhlé ¢i jiné siti, podobné jako jsme fesili obycejné diferencialni rovnice v pred-
chozi kapitole 2.1 Na rozdil od obycejnych diferencialnich rovnic musime v magneto-
hydrodynamice provadét diskretizaci nejen v Case, ale i v prostoru. V kazdém ¢asovém
okamziku ¢, je prostor nahrazen diskrétni siti a hodnoty hledané veli¢iny zjist'ujeme jen
ve vrcholech sité. Tato kniha neni v zZddném piipadé ucebnici numerickych metod,
a proto Ctenafe seznamime jen se zaklady tvorby diferencnich schémat. Cilem je, aby si

N

2.2.1 Parcialni diferencialni rovnice

Déleni rovnic

Ve fyzice plazmatu se nejcastéji setkdme s parcialnimi diferencidlnimi rovnicemi dru-
hého tadu. Pfedpokladejme obecnou rovnici ve tvaru

2
F(a—w,a—w,l//,ka=0; kI=12,..,N, (2.23)

neznamou je funkce N proménnych, zpravidla jde o jednu ¢asovou a tii prostorové pro-
meénné. Rovnici nazveme kvazilinedrni, pokud je linearni vzhledem k druhym deriva-
cim, tj. ma tvar

821//
)

+B(x,y,Vy)=0, (2.24)
axk X]

> 4y (xy,Vy)
k,l

kde koeficienty Ay; a B zavisi na xx, v, oxy. Rovnici nazveme linedrni, pokud ma tvar

I’y Iy _
kz,,A”(x) e + %Bk (X)E+ CRY = f(x). (2.25)

Funkci f(x) nazyvame pravou stranou rovnice. Pokud je f= 0, hovotime o tzv. homo-
genni rovnici. Rovnici nazveme linedrni s konstantnimi koeficienty, pokud jsou koefici-
enty Ay, By a C konstantni.

Vhodnou transformaci proménnych lze rovnici (2.24) pievézt na jednodussi tvar.
Line4rni rovnice délime do tfi skupin podle tvaru koeficienti u druhych derivaci. Rek-
neme, Ze rovnice je elipticka v bodé xo, pokud existuje transformace, kterd ji v tomto
bod¢ prevede na tvar
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oy

Z LB (D= =+ CEY = f(x). (2.26)
k Xk k X

Piikladem eliptické rovnice je Laplaceova nebo Poissonova rovnice. Rekneme, Ze rov-
nice je hyperbolicka v bod¢ x¢, pokud existuje transformace, ktera ji v tomto bod¢ pte-
vede na tvar

N-— 132 32
Z———+ZBk<x)—+C<x>y/ f(x). (2.27)
k=1 a’Ck xN X

Jedna z druhych derivaci ma tedy opacné znaménko nez ostatni. Takovou rovnici je
napiiklad vlnova rovnice. Pokud se znaménka minus a plus vyskytuji u druhych deri-
vaci vice nez jednou, hovoiime o ultrahyperbolické rovnici. Rekneme, Ze rovnice je
parabolicka v bod¢ x¢, pokud existuje transformace, ktera ji v tomto bod¢ pfevede na

N—1 32
Za_"'sz(X)_"‘C(X)‘//"‘D(X) 0, (2.28)
oo % 0x;,

tj. jedna z druhych derivaci (zpravidla ¢asova) se v rovnici nevyskytuje. Prikladem
mize byt rovnice vedeni tepla, rovnice difize magnetického pole nebo Schrodingerova
¢asova rovnice. Pokud ,,schazi“ vice druhych derivaci, hovofime o parabolické rovnici
v Sirsim smyslu. Rovnice je vétsinou parabolicka, hyperbolicka nebo eliptickd na néjaké
oblasti v RN, tedy nemusi nutné jit jen o vlastnost v jednom jediném bodé¢.

¢ Priklad 2.3: V nasledujici tabulce jsou ukdzky nékterych typickych rovnic

rovnice nazev typ
V2¢ =0 Laplaceova rovnice | eliptickd
V4= f(x) Poissonova rovnice | elipticka
2
1
sz/__a_l// =0 vlnova rovnice hyperbolicka
2 d 2
c t
oT
E =xV’T vedeni tepla parabolicka

81// 82w 82w o’y —0
ox? ayz oz2  ow?

ultrahyperbolicka

2
Iy dy Iy _,
ax2 ay aZ

parabolicka
v SirsSim smyslu

oy dy

82
o
a2 o ot

y =0 parabolicka,
y >0 hyperbolicka,
y<0 elipticka
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Pocatecni a okrajové podminky
Obdobné jako u obycejnych diferencidlnich rovnic musime zadat pocatecni podminky,
je tieba pro feSeni parcialnich diferencialnich rovnic obsahujicich €as znat hodnotu
hledané funkce na pocatku (tzv. pocatecni podminku). Tyto pocate¢ni podminky ale
k Gisp&$nému nalezeni feSeni nestadi. Ulohu fe$ime na néjaké prostorové oblasti Q a bez
znalosti chovani hledané funkce na hranici oblasti nelze feSeni nalézt. Budeme-li tieba
hledat kmity kruhové membrany, zalezi feSeni na tom, zda je na okraji membrana volna
(mtze volné ,,plandat®) nebo zda je k né¢emu pfipevnéna.

Je tedy zjevné, Ze pied feSenim parcialni diferencialni rovnice nebo soustav parcial-
nich diferencialnich rovnic musime spravné formulovat pocatecni a okrajové podminky
kladené na rovnici (rovnice).

\_/ hranice oblasti Q

(hrani¢ni podminka)

t A

: B
........ *

t=0
g W (pocatecni podminka)

Obr. 2.3: Pocatecni a okrajové (hrani¢ni) podminky tlohy

Predpokladejme, Ze hledame funkci w(z, x), ktera je feSenim parcialni diferencidlni
rovnice. Ve vétsin¢ pripadii musime k jednozna¢nému feSeni znat pocateéni podminku

w(0,x) = go(x), (2.29)
a okrajovou podminku — k nejcastéj$im patii:
Dirichletova okrajovd podminka — na hranici oblasti zadavame hodnotu hledané funkce:

w(t,x0) = Go(t,Xy) pro Vxye 912 . (2.30)

Symbol 0Q oznacuje hranici oblasti Q. Dirichletovu okrajovou podminku vyuzijeme
napiiklad v rovnici pro vedeni tepla, pokud je okraj tyCe ¢i oblasti udrzovan na kon-
stantni teplot€, u Laplaceovy rovnice, pokud ma okraj oblasti zadany potencial nebo
u vlnové rovnice, pokud je okraj vlnici se oblasti pevné uchycen.

Neumannova okrajovda podminka — na hranici oblasti (napfiklad volny konec vlnici se
membrany) zadavame normalovou derivaci hledané funkce:

(n-V)w(t,xy) =G (t,xy) pro Vxy € 0£2. (2.31)
SmiSenda okrajova podminka — na hranici oblasti zadavame lineadrni kombinaci funkce
a jejich derivaci:
al//(t,X()) + Zﬂkakl,”(t, Xo) = G2 (t, Xo) pro VXO €042. (232)
k

Cauchyova uloha — u parcialni diferencialni rovnice N-tého fadu zadavame pocatecni
podminky pro prvnich N—1 derivaci hledané funkce, na hranici nezadavame nic.
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2.2.2 Tvorba diferenc¢nich schémat

U hledané funkce provedeme Casovou i prostorovou diskretizaci, tj. hodnoty budeme
znat jen v Casech #, a ve vrcholech prostorové sité x;, yi, z:

l//}?,k’lzl//(tn,xj,yk,zl); n=0,1,2,...; j,k,le,il,iZ,...
(2.33)
t, =ty +nAt, x;=JjAx, Vi =kAy, zp=I1Az.
Horni index bude tedy predstavovat diskrétni ¢as a dolni indexy diskrétni prostorovou
zavislost. Zékladni princip tvorby diferenéniho schématu si ukazeme nejprve v jedné
prostorové dimenzi.

I+l T

In t

In-1 i i i

xj;l xj xj'+1

Obr. 2.4: Casoprostorova diskretizace
Ze znalosti prostorovych hodnost v ¢asové vrstve ¢, ptipadné #,-1, je tfeba urcit prosto-

rové hodnoty na nové ¢asové vrstvé f,+1. Obdobné jako u obycejnych diferencialnich
rovnic mohou byt schémata explicitni nebo implicitni.

h+1 S Ge—)
tn .L. P e—)

In-1

Obr. 2.5: Razna diferenc¢ni schémata

Na obrazku 2.5 je nalevo znazornéno explicitni schéma. Hodnotu na nové ¢asové hla-
din¢ pfedpovidame ze tff znamych hodnot z aktualni ¢asové hladiny. Uprostied je im-
plicitni schéma. Z hodnot na dvou pfedchozich ¢asovych hladinach ziskame vztah mezi
ttemi hodnotami na nové hladin€. U implicitniho schématu se nevyhneme feSeni sou-
stavy algebraickych rovnic pro hodnoty na nové hlading. Napravo je implicitni schéma,
ve kterém ziskdme provazanou informaci o tfech hodnotach na nové hladiné ze tii hod-
not na aktualni ¢asové hladin€. Explicitni schémata jsou snadna pro vypocet, ale oblast
jejich stability je obecné vyrazné mensi nez u schémat implicitnich. Pojd'me se nyni
seznamit s tvorbou schémat. Zaved’me prostorové diference

pry =iV py=ti Vit
> Ax Ax (2.34)
Vial W _ Vi~V

Doy/

D =
v 2Ax Ax
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Vsemi étyfmi vyrazy miZzeme nahradit dy/dx v parcialni diferencilni rovnici. Postupné
jde o tzv. dopfednou diferenci, zpétnou diferenci, centrovanou diferenci a dvoubodovou
centrovanou diferenci. V nékterych pfipadech je mozné pouzit i slozitéjsi tfibodovou
nahradu prostorové derivace, naptiklad typu

|

Dy = (@+D)y 2oy, +(a-Dy;_ .

e (2.35)

Pro a=—1 dostaneme vyraz D, pro a =0 dostaneme D¢ a pro o =+1 ziskdme D™.
Druhé derivace miizeme nahradit riznym skladanim téchto diferenci, naptiklad

2 -
Iy = DDy = D Vi—Vj _
ox? Ax
WY)W YD) W 20ty
h 2 h 2 )
(Ax) (Ax)
Zcela stejny vysledek ziskame za pomoci dvou centrovanych diferenci:
2 =2 Y
> a—?—)D*D_l//:DCDcl//:---: Vin %2 Vi (2.36)
ox (Ax)

Vyuzitim jinych kombinaci z (2.34) ziskdme dal$i ndhrady druhé derivace, nicméné
vyraz (2.36) se pouziva nejvice. Zbyva nam nalézt diference casovych derivaci, postup
je stejny jako u obycejnych diferencialnich rovnic:

8_1// . f}1+1 _fjgz .

o A 2.37)
w S

ot At

Prvni varianta vede na explicitni schéma, druha na implicitni schéma. U sestaveného
schématu je samoziejmé nutné zjistit fad presnosti, podminky konvergence ke skutec-
nému feseni a podminky stability navrzeného schématu (aby ziskané veli¢iny naptiklad
neoscilovaly nebo se exponencidlné nevzdalovaly od skute¢ného feSeni). Uved’'me nyni
nékterd casto vyuzivana schémata.

Jednoduché explicitni schéma pro rovnici diftize

Uvazujme rovnici difuze ve tvaru

2
W _,ov (238)
ot ox?
Proved’'me nyni diskretizaci vedouci na explicitni schéma
R VRV VN
=7 , (2.39)
At (Ax)?

odkud plyne
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Vi~ 25 Y
At .
(Ax)?
Ze znalosti hodnot v ¢asové vrstvé ¢, mlizeme urCit hodnoty ve vrstvé f,+1, pokud
zname okrajové podminky pro vypocet hodnot v krajnich bodech. Na obrazku 2.5 odpo-
vidd tomuto schématu graficky symbol nalevo. Schéma je velmi rychlé a pohodiné,
nicméné je stabilni jen, pokud je splnéna podminka (viz priklad 2.4, str. 319)

AL 1 2.41)

(Ax)? 2

n+l

> v =yi+n

(2.40)

|

Du Fortovo-Frankelovo schéma pro rovnici difize

Jednoduchym trikem mtzeme zafidit, aby diferen¢ni schéma pro rovnici difuze (2.38)
bylo bezpodmine¢né stabilni. Volme diskretizaci ve tvaru analogickém k (2.39)

vt -y v - e
=1 , (2.42)
2At (Ax)?

Nalevo je nyni centralni ¢asova diference a prostiedni ¢len u prostorové derivace byl
nahrazen aritmetickym primérem aktualni a nové hodnoty. Takovéto schéma je impli-
citni (nova hodnota je na levé i pravé stran¢) v prostorové hodnot¢ x;. V tomto piipadé
nejde ale o zadnou numerickou komplikaci, nebot’ miizeme ze vztahu (2.42) hledané
hodnoty na nové ¢asové hlading snadno vypocitat:

1-K\ - K K 2nAt
> n+l =( J n 1+( ) n +[_] n ; K= . 2.43
v vk )V vk )V k)Y (Ax)? e

Uvedené schéma se nazyva Du Fortovo-Frankelovo a je bezpodminecné stabilni. Lze ho
dokonce vyuzit i pro rovnici difize doplnénou o konvektivni ¢len (proudéni)

dy oy v
C=np—=—. 2.44
at a.x 77 axz ( )

Pfi tvorbé schématu postupujeme stejné, prvni derivaci podle x v druhém ¢lenu nahra-
dime centralni diferenci Dcy a poté opét vypocteme hledanou hodnotu na nové casové
hlading.

Laxovo-Wendrofovo schéma
Re¥me nyni numericky pribéh tokd néjakych veli¢in. Pfedpokladejme, Ze piisluiné
rovnice mame zapsany v konzervativnim tvaru

oF dG o0 oH

§+g+$14§=0. (2.45)
Veli¢iny popisujici tok pfedstavuji usporadané n-tice
5 Gy H,
F=| |, G=| : |; H=|  |. (2.46)
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Resme nejprve prostorovou diskretizaci posledniho ¢lenu na levé stran¢:

Hoypp—H i
94 poapdyy = poa | izt
ox ox J Ax
1
T [Aj+1/2(Hj+1 ~H;)~ 4,42 (H; ‘H/—l)]-

Vzhledem k tomu, Zze A = A(F), jsou hodnoty v polovi¢nich argumentech dany vztahy

F.  +F; F.+F;
_ JHLTEG _ Jj il

Relativné kvalitnim explicitnim schématem k rovnicim (2.45) je

1 n noo_pgn)_ g4n "_H"
FN_F] Gly=Gly A (Ha~H] )= A1 () -1
+ +

v e e =0. (2.47)

Z vyrazu jiz snadno ur¢ime hodnoty F; na nové Casové vrstvé. Laxovo-Wendrofovo
schéma 1ze zobecnit i na pfipad dvou nebo tii prostorovych dimenzi.

Crankovo-Nicolsonové schéma

Velmi stabilnim schématem je implicitni schéma, ve kterém za prostorové derivace
vyuzivame aritmeticky prumér z aktudlni a nové casové vrstvy (pro rovnici difuze je
schéma bezpodmineéné stabilni):

LYY 1 Vv
ox 2 2Ax 2 A
> (2.48)
Py 1 YR v
n: 2 (Ax)? 2 (Ax)? '

Na obrazku 2.5 odpovida tomuto schématu situace zcela napravo.

Richtmyerovo-Mortonovo schéma
Dalsim oblibenym schématem je implicitni schéma se standardnim vyjadfenim prosto-
rovych derivaci a vyjadfenim ¢asové derivace za pomoci volitelného parametru:

n+l n+l

oy N Via —Vj
ox 2Ax

>

n+l n+l n+l

%y N Vil -2 Y
ox? (Ax)?

, (2.49)

Wy _, (@+D " 20" + (-1
ot 2At ’

Pro a =2 ziskame pro ¢asovou derivaci ¢asto pouzivany asymetricky vztah
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ntl _ n n—1
> %—"t’ S ¥ ;Z’ v (2.50)
!

Vice prostorovych dimenzi

Ve vice prostorovych dimenzich tvofime diferencni schémata obdobné. Nékdy je vy-
hodné predikovat feseni provadénim diferencnich operaci jen v jednom urcitém prosto-
rovém sméru a ziskany odhad pak korigovat pomoci diferenénich operaci v dalsim
sméru a tyto smery predikci a korekei cyklicky ménit. Algoritmus se nazyva ADI (Al-
ternating Direction Implicit method, metoda stfidavych smérti) a jeho popis nalezne
ctenar ve specializované literatufe.

Tridiagonalni matice
U implicitnich schémat se Casto setkame s rovnicemi typu
+1 +1 +1

Nové hodnoty v sousednich bodech jsou po trojicich provazany obdobné jako na ob-
razku 2.5 uprostied. K jejich nalezeni je tfeba fesit soustavu mnoha rovnic s fidkou
tridiagonalni matici:

n+l

-C, B —A 0 0 1+l D
2 2 A2 72 (2.52)
0 —C3 B3 —A3 0 : .
0 0 . yi Dy

Krajni hodnoty w1 a wy zname v libovolném &ase z okrajovych podminek. Reseni bu-
deme hledat ve tvaru

yit =Ey 4 F; (2.53)

Po dosazeni tohoto vyjadieni do (2.51) ziskame vztahy

C.
KRy
g
(2.54)
Pt A
7B, -4 '
J i
Dosad'me do vyrazu (2.53) posledni bod sité j = N, ve kterém je hodnota hledané funkce
dana ve vsech Casech pravou okrajovou podminkou:

1
Wy =ExWno +Fy -

Pravé okrajova podminka je pfedem ddna a nemtize byt funkci hledaného feSeni, proto
je Exy = 0. Konstanta Fy musi byt rovna yy, tj.
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V tuto chvili zname hodnoty obou konstant £ a F' na pravém okraji a miZzeme odstarto-
vat vypocet. Z rovnic (2.54) postupné urc¢ime

EyFy 2 Ey Fyog = ELFy. (2.56)

Nyni zname vSechny konstanty £, F; a z rovnice (2.53) postupné ur¢ime hledané feSeni
p ot s syt (2.57)

Od pravé okrajové podminky tedy postupné probéhneme sit’ zprava doleva a uréime

koeficienty E a F. Od levé okrajové podminky poté probéhneme sit’ opaénym smérem
(zleva doprava) a ur¢ime hledané feseni.

2.2.3 Posuzovani stability schématu

Popisme si nakonec John von Neumannovu metodu posuzovani stability numerického
schématu. Pro jednoduchost ji opét odvodime v jedné Casové a jedné prostorové di-
menzi. Zobecnéni je pfimocaré. Pii numerickém vypoctu se vzdy nachdzime na konecné
siti, byt’ jakkoli veliké. Pokud ozna¢ime vlnovy vektor k, miizeme provést Fourieriv
rozklad hledaného feseni do parcialnich vin

W (x) = F(k)e' ¥* (2.58)
V jedné dimenzi mame

v (x) = F(k)e ®™ . (2.59)
Na kone¢né mfiizi bude diskrétni jak prostor, tak vinovy vektor (ten bude nasobky za-

kladni prostorové ,,frekvence® kg = dp/dx = 21/Ax):

x; = jAx; Kk=k%; Jk=12,... (2.60)

alni vlna, ze které¢ budeme superponovat feseni tedy je
> v (x;) = F e 5 (2.61)
a celkové sloZené feSeni

w(x;)=Y Fe?™ (2.62)
k

Zvolené diferencni schéma je stabilni, pokud jednotlivé parcialni viny s ¢asem nena-
rustaji, tj. plati

n+l
| 2 |g| <1; g= kn . (2.63)
Fie

Tato podminka se nazyva John von Neumannova podminka stability. Ve skuteCnosti ke
stabilit€¢ schématu postac¢i méné silna podminka ve tvaru
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lg] < 1+0(Ar). (2.64)

A jak zjistime, zda je ndmi navrzené schéma stabilni? Postup je velmi jednoduchy. Do
schématu dosadime jednu konkrétni parcialni vinu (2.61), nalezneme g faktor a zjistime,
za jakych podminek je v absolutni hodnoté mensi nebo roven jedné.

¢ Piiklad 2.4: Prozkoumejte stabilitu schématu (2.40) pro feSeni rovnice difuze.

Resent: Posuzované diferencni schéma ma tvar

n+l

vt =y

Wi 29y
5 At.
(Ax)
Do schématu dosadime parcidlni vinu (2.61):
Fkn eiZ/rk(j—l)_ZFkn ei27rkj_’_1;~kn ei272'k(j+1)

@) 3 At =

Fkn+1 el 2rkj _ Fkn el 27rk]_H7

Fkn+1 ol 27kj _ Fkn |:6127rkj+ nAt (eiZﬂk(j—l)_2ei27rkj+ei27rk(j+l)) -
2
(Ax)

Fn+1 . .
g = kn :{H ﬂAfz (e—127rk_2+e+127rk )} N
Fy (Ax)

g =1+ (ZAZA); [cos(27k)—1].

Nejmensi mozna hodnota funkce cosinus je —1 a nejvétsi +1, odsud plyne
g € <1—477At/(Ax)2,1> .
Podminka (2.63) je v pravé ¢asti intervalu zjevné splnéna, v levé nesmi hodnota ,,pod-
téct pod —1, tj.
nAt 1

<_

1-4nAt/(Ax)* > -1 > <
(Av)* 2

i

coz je kritérium (2.41).
L

¢ Piiklad 2.5: Prozkoumejte stabilitu explicitniho schématu z centralnich diferenci pro
vlnovou rovnici.

Reseni: Uvazujme vInovou rovnici ve tvaru
Py 1%y
> 252 =0
ox* ¢ ot

Odpovidajici diferen¢ni schéma bude
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n+l

-1
Via -~ Vi 1LY Sy

=0.
(Ax)? ? (Ar)?

Schéma je druhého fadu presnosti v Ax i At a je zjevné explicitni (hodnota y na nové
casové hladin€ se vyskytuje jen jednou). Po dosazeni parcialni viny dostaneme pro g
faktor rovnici

1 (MY
-2+g  =-4c"| — | sin“(wk =
g g ( ) (7k)
( 12 —1/2)2 4 2[Af)2 2k
- =—4¢c"| — | sin“(mw =
g -8 (7k) .
V2 -2 . A
- =+2ic—sin(zwk =
g -8 (7k)
.. A /2
F2ic—sin(rk -1=0,
g (wk)g

coz je kvadraticka rovnice pro gl/2. Snadno nalezneme feSeni

2
1/2 . A 2 At .2
=xic—sin(wk)x,[1-c°| — | sin“(7k) .
g ( )\/ [ j (7k)

Je ziejmé, ze |g| resp. |g!/2| bude omezena jednotkou, pokud plati tzv. CFL podminka
(Courantova-Friedrichsova-Levyho):

> Aoy, (2.65)
Ax

Jde o obecnou podminku pro explicitni schémata, kterd vyjadiuje, Ze rychlost Sifeni
informace dana diskretizaci musi byt vyssi nez vSechny fyzikalni rychlosti sledované
schématem, v tomto pfipadé Ax/At = c.

oooooooooooo°°°oooooooooooo
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2.3 Numerické hledani korent
polynomialni rovnice

P1i hledani vlastnosti disperzni relace jsme Casto postaveni pfed ulohu nalézt kofeny
polynomidlni rovnice v komplexnim oboru

N
P(z)= Y 2" =0. (2.66)
k=0

Koeficienty polynomu ¢ jsou realné. Existuje fada vhodnych algoritmd, v tomto struc-
ném piehledu zminime tfi z nich, které stoji za vyzkouseni.

2.3.1 Weylliv algoritmus

Tento ucinny numericky algoritmus je Cist¢ geometricky a jeho autorem je némecky
matematik Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955). V komplexni roviné nejprve
zkonstruujeme tak velky Ctverec, aby obsahoval vSechny kofeny rovnice (2.66). Poté
Ctverec rozdélime na Ctyfi mensi Ctverce a z mnoziny ¢tvercl vyfadime ty, v jejichz
blizkosti Zadny kofen neni. ,,Podezielé” ¢tverce dale délime a nadale vynechavame ty,
v jejichz okoli zZadny koten neni. Po dostatecné dlouhé dobé vime, ze kotfeny se nacha-
zeji v blizkosti zbylych ctverct. Cely algoritmus je mozné rozdélit do Ctyi krokt:

1. Vstup

Zadame stupen polynomu, koeficienty polynomu a pfesnost ¢, se kterou chceme nalézt
kofeny rovnice (2.66).

2. Preskalovani polynomu

Kofeny z; polynomidlni rovnice (2.66) jsou obecné komplexni, maximalni absolutni
velikost vSech kotent nepfesahne hodnotu, kterou explicitné odhadl americky odbornik
na numerické vypocty Donald Erwin Knuth (¥1938) vyrazem

> Aoy = 2-ml?x{|ck leyl} (2.67)

Jinym podobnym odhadem je
> A

max = 1+m]?x{|ck leyl} (2.68)
Polynom P(Amaxz) ma kofeny zx/Amax. Proto pfeskalujeme ptivodni polynom na

N
02)=Y75gz";, z=—"—, G=qd,. (2.69)

max
k=0 4 max

Pro kofeny nového polynomu plati
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0EF)=0 = |[|z|<I1, (2.70)

tj. vSechny koteny lezi v komplexni rovin€ uvnitt jednotkového kruhu. Po jejich nale-
zeni se budeme muset vratit k pivodnim proménnym.

3. Generovani a testovani soustavy ¢tverci

Nyni zkonstruujeme soustavu ,,podezielych® ¢tvercti. V prvnim kroku jde o jediny ctve-
rec centrovany v pocatku s hranou a = 2. Jeho rohy maji soufadnice (+1,+i), (+1,—1),
(—1,71), (—1,+1) a z (2.70) mame zaruceno, Ze vSechny hledané koteny lezi uvniti tohoto
¢tverce. V dalsich kroku kazdy existujici ¢tverec rozdélime na Ctyfi mensi Ctverce a
testujeme, zda né&jaky kofen lezi uvniti opsané kruznice (koeficienty c; prepocteme
vzhledem ke stfedu ¢tverce). Ponechame jen Ctverce spliujici test

N
> 20| < Je | (2.71)
k=1

kde 7 je polomér kruznice opsané ctverci o hran€ a, tj.

av?2

r= 2 . (2.72)
2

Jen u prvniho ¢tverce mame zajisténo, Ze vSechny kotfeny jsou uvnitt. U dalSich étverct

vime z testu (2.71) jen to, Ze kofen je bud’ uvniti podezielého ctverce, nebo v jeho tésné

blizkosti. Z pocatku pocet ¢tvercli exponencialné roste, pozd¢ji linearné klesa.

Im (2)

I

— Re(2)

Obr. 2.6: Weyllv algoritmus po Ctyfech krocich. Podezrelé ¢tverce jsou Sedivé, v jejich blizkosti
se nachdazeji koreny polynomidlni rovnice. Oblast vlevo dole se po dalSim zjemnéni pravdé-
podobné rozpadne na dvé.
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4. Odhad kofenu

Soustavu ¢tverct rozdélime do skupin. Skupinu tvoii kazda mnozina vzajemné se doty-
kajicich ¢tverct. U kazdé skupiny nalezneme jeji stfed z; (mlzeme naptiklad nalézt

Nepteskalovany kofen bude mit hodnotu

Zp = AmaxEk . (273)
Kroky 3 a 4 neustale opakujeme az do ziskani pozadované presnosti. Vypocet miizeme
napriklad ukoncit, pokud rozmér ¢tverce (nebo nejvétsi skupiny) dosahne predem za-
dané hodnoty ¢. Popsanym algoritmem nezjistime nasobnosti nalezenych kofent,
nicméné existuji jednoduché metody, jak nasobnost kofenu odhadnout.

2.3.2 Newtontiv algoritmus

Newtonuv algoritmus je nejjednodussim algoritmem pro nalezeni feSeni rovnice
fix)=0. Zaénéme dle obrazku 2.7 z libovolného bodu x¢ na ose x. Dalsi bod v fadé
ziskame jako prisecik te¢ny grafu funkce v bodé [xo, fixo)] s osou x. Pokud byl poca-
tetni bod vhodné zvolen, posloupnost takto konstruovanych bodd konverguje
k prisec¢iku grafu funkce s osou x, tj. k feSeni rovnice f(x) = 0.

S )

Obr. 2.7: NewtonUv algoritmus

Matematicky predpis algoritmu je velmi jednoduchy. Napisme rovnici te€ny v bodé x;,:

y=f )= f)(x—x,) (2.74)
Novy bod je prisecikem s osou x, proto pro né¢ho plati
x=x,.; y=0. (2.75)

Dosazenim podminky (2.75) do rovnice teény (2.74) mame ihned zakladni predpis
Newtonova algoritmu:

xpag =, — 20 (2.76)
I ()
Zcela obdobné mtzeme hledat komplexni i realné kofeny polynomialni rovnice (2.66):
P
P), 2.77)

Zn+l = Zp _P'(Z ) .
n
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Newtontv algoritmus je sice rychly, ale ma jeden zakladni nedostatek — volbu pocatec-
niho bodu. Z riznych pocétecnich oblasti metoda konverguje k riznym kofentim poly-
nomialni rovnice, existuji ale i oblasti, ze kterych metoda nekonverguje k Zadnému
kofenu. Muzeme samoziejmé nahodné zkouset rizné pocatecni body a zjistovat, zda
konverguji k nékterému z kofentl, nicméné u polynomialnich rovnic vysokého stupné je
tato metoda zdlouhava a nezarucuje nam objeveni vSech kofenti. Pokud se rozhodneme
vyuzit Newtonlv algoritmus, je kliCové umét zvolit uréitou sadu pocatec¢nich bodu tak,
aby posloupnosti z nich generované konvergovaly ke vS§em kofenim dané polynomialni
rovnice.

2.3.3 Zobecnény Newtonlv algoritmus

John Hubbard, Dierk Schleicher a Scott Sutherland [41] doplnili Newtonovu metodu
o ucinny algoritmus volby pocate¢ni sit¢ bodu, ktery zajistuje konvergenci Newtonovy
metody ke v§em feSenim polynomialni rovnice (k n¢kterym feSenim bude konvergovat
vice bodd sité, ale zadné feSeni neztratime). Zakladni algoritmus ma pét krokd:

1. Vstup

Zadame stupen polynomu, koeficienty polynomu a pfesnost ¢, se kterou chceme nalézt
koteny rovnice (2.66).

2. Preskalovani polynomu

Pro uspésnost metody je tfeba zajistit, aby vSechny kofeny lezely uvniti jednotkového
kruhu. Provedeme proto preskalovani stejné jako ve Weylove algoritmu, tj. nalezneme

> A hax =1+ml?x{|ck /cN|} (2.78)

a budeme pracovat s polynomem

N
_ — _k -_ z _ k
0z)= z Gz zZ= y s ¢k = Amax » (2.79)
k=0 max

jehoz koteny lezi uvnitf jednotkového kruhu v komplexni roving.

3. Volba pocatecni sité bodii

Pocatecni sit’ bodi zajisti, Ze se v siti naleznou body, které konverguji ke vsem koteniim
polynomu pii vypoctu Newtonovou metodou. Odvozeni volby této sité¢ je v [41]. Nej-
prve ur¢ime sit’ vhodnych polomért a thli pocatecnich bodi v komplexni roving:

21-1

r,s(1+\/§)[%]“; I=1,...L; L=[0,26632InN], (2.80)
¢m52’”7m; m=0,.,M—1; M=[83254TNInN].  (281)

Hledana pocatecni sit’ bodll potom je

Zp, =1 expie,,); l=1,....L; m=0,...,M-1. (2.82)
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Pocatetni sit’ ma LM bodd. Zavorka [ x| oznacuje nejmensi celé &islo, které je vetsi
nebo rovno x, v programovacich jazycich se tato funkce oznacuje CEILING nebo CEIL.
4. Iterace
Iterace, ktera zajisti, ze K-ty Clen itera¢ni posloupnosti fesi rovnici Q(z) =0 s piesnosti
|O(zg )| < € se provadi pomoci Newtonova schématu pro kazdy bod sité (2.82), ktery
povazujeme za pocatecni bod generované posloupnosti, tj zo = zj,

_ _ zZ

Zps1 = Zf — Q,(_k) . k=1.K; K=

0(z)

Metoda zajistuje, ze uvedené presnosti bude dosazeno diive nez po K krocich. Z poca-
teni sit¢ bude mnoho kofeni ziskavano duplicitn€, nicméné zadny nebude vynechan.
Nekteré iterace nepovedou k cili, ty pozname podle toho, Ze posledni ¢len iterace nespl-
Huje relaci | Q(zg ) |< €.

ln(1+x/§) — Ine
InN - In(N-1)

w . (283)

5. Kofeny

Aproximace hledaného kotfenu je po zpétném Skéalovani

Zr = Amaxfk . (284)

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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2.4 PIC simulace

PIC (Particle in Cell, ¢astice v butice) patii mezi nejoblibenéjsi algoritmy ve fyzice
plazmatu. Jde o hybridni simulace — ¢4stice se pohybuji v prostoru volné v souladu s po-
hybovou rovnici, pole jsou ale zndma jen ve vrcholech pfedem dané miize. Castice
neinteraguje se vSemi ostatnimi ¢asticemi, ale se stfednim polem generovanym celym
souborem ¢astic. Oznacime-li N pocet Castic v simulaci, snizi tento pfistup vypocetni
naroénost z N2 (pokud interaguje kazda Castice s kazdou) na Nlog N. Kazda &astice
v PIC kédu pfedstavuje v mnoha simulacich cely shluk skutecnych castic.

PIC algoritmus je vhodny k popisu vIn a nestabilit v plazmatu, pfepojeni magnetic-
kych indukénich Car, ohfevu plazmatu, interakce laserového paprsku s plazmatem, ke
sledovani vyvoje turbulenci atd. Usp&snost simulace je podminéna vhodnou volbou
Casového a prostorového kroku. Obecné by Casovy krok integratoru pohybové rovnice
mél byt vyrazné kratsi nez perioda odpovidajici plazmové frekvenci elektronti a prosto-
rovy krok miize by mél byt mensi (nebo alesponl srovnatelny), nez je Debyeova vzdale-
nost v simulovaném plazmatu. Zakladni cyklus PIC metody probiha ve étyfech stéze-
jnich krocich:

integrator
castic

vahovani vahovani

poli PIC Castic

Obr. 2.8: Zakladni cyklus PIC algoritmu

1. Vahovani céastic. Ze znamych poloh a rychlosti ¢astic ur¢ime hustotu naboje a prou-
dovou hustotu ve vrcholech miize. Castici zpravidla rozdélime mezi nejbliz§i vr-
choly podle néjakého pravidla, které zajisti, aby nejvétsi Cast Castice ,,patfila® do
nejblizsiho vrcholu. Ve vrcholech miize po tomto kroku zname zdrojové ¢leny Ma-
xwellovych rovnic.

2. Integrator poli. Z Maxwellovych rovnic ur¢ime hodnotu elektrického a magnetic-
kého pole ve vrcholech miize. Maxwellovy rovnice se zpravidla fesi pro potencialy
a teprve poté se urcuji elektromagneticka pole. Lze vyuzit veskeré dostupné metody
pro feseni parcialnich diferencialnich rovnic (sité, kone¢né prvky, rychlou Fourie-
rovu transformaci atd.). Po tomto kroku zname hodnoty poli ve vrcholech miize.
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3. Vahovani poli. Po pfedchozim kroku jsou pole znama ve vrcholech mfize a je nutné
zjistit hodnoty poli v mistech, kde jsou lokalizovany castice. Pole je tieba ,,rozva-
hovat* do pozice konkrétni ¢astice, jde o obraceny postup nez u vahovani ¢astic. Po
tomto kroku zname hodnotu pole v misté libovolné zvolené Castice.

4. Integrator castic. Prochazime jednotlivé ¢astice (pole u nich jiz zndme) a pohneme
s nimi ve shodé s pohybovymi rovnicemi. Integraci pohybovych rovnic provadime
standardnimi metodami (napiiklad Runge-Kutta. Leap-Frog atd., viz kapitola 2.1).

Zakladni cyklus je srdcem PIC metody, nicméné k jeji implementaci je potfeba cela
fada pomocnych procedur. Dilezité jsou pocatecni podminky (jakym zpisobem je ge-
nerovano pocatecni rozdéleni ¢astic v plazmatu) a okrajové podminky (jak se plazma
ma chovat na hranicich sledované oblasti). PIC vypocet neni myslitelny bez zobrazo-
vani Castic a poli, zde se nabizi nepfeberné mnozstvi metod — barvy ¢astic mohou zna-
zornovat naboj, odstin barvy teplotu, ¢astice za sebou mohou nechavat postupné mize-
jici stopu nebo jsou zobrazeny jen jako pohybujici se body, kulicky ¢i mnohostény. Pole
zpravidla zobrazujeme pomoci indukénich ¢ar, bud’ prostorovych nebo v riznych fe-
zech. Dulezita je tzv. diagnostika plazmatu, pfi které v probihajici simulaci pocitame
makroskopicky ovéfitelné parametry plazmatu (teplotu, koncentraci, mérnad tepla,
susceptibilitu, permeabilitu, permitivitu atd.). Pomoci Monte Carlo metod mtizeme
realizovat srazky nabitych Castic s neutraly. Vzhledem k tomu, ze interakce nabitych
¢astic v ramci jedné bunky sité¢ je PIC metodou podcenéna, je mozné doplnit vypocet
i Monte Carlo metodou, kterd zahrne nahodné bindrni srazky nabitych ¢astic v ramci
dané bunky sité. Céstici vét§inou chapeme reprezentanta celého shluku &astic, proto
nékdy hovoiime o metodé CIC (Cloud in Cell).

PV Particle Simulation Viewer -0 x|
Eile View Simulation Particles Show Tools Window Help

=100 x| | B4

@#%@@@

TR SRR

0:00:00 15 FPS

- Set FPS

@ il =
STEP: 115 | PAUSED PROGRESS: 100 %

Obr. 2.9: Grafické uZivatelské rozhrani programového baliku PIC vyvijeného na pracovisti autora
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2.4.1 Vahovani

Vahovani je v PIC metod¢ provadéno dvakrat. Jednou jsou vahovany ¢astice do vrcholli
miize a podruhé je vahovano pole z vrcholi miize k ¢asticim. Oba typy vahovani by
mély byt stejného fadu. PopiSme si nyni, jak probihd vahovani ¢astic, zpétné vahovani
poli je obdobné.

Nejjednodussi je tzv. vahovani nultého radu, piti kterém predpokladame, ze Castice
patii cela do nejbliz§iho vrcholu miize. Takové vahovani je sice velmi rychlé, ale ma
své nevyhody. Predstavme si Castici letici napfi¢ miizi a sledujme naptiklad hustotu
naboje v konkrétnim vrcholu miize. Hustota ndboje bude nejprve nulova, jakmile se
Castice dostateéné ke sledovanému vrcholu priblizi, skokem vzroste na maximalni
hodnotu a po odletu ¢astice opét skokem poklesne na nulu. Takovéto skokové zmény
mohou zapfi¢init numerické nestability metody. VétSinou se proto vyuziva tzv. vaho-
vani prvniho fadu (pfipadné¢ vysSSich fadu), které si objasnime pro rovinny piipad.
Castice je rozvahovana k nejbliz§im vrcholim (v roviné jde o 4 vrcholy) v poméru
protilehlych ploch, ¢imz dosahneme toho, Ze nejbliz§Simu vrcholu patii nejveétsi cast
castice a nejvzdalenéjSimu nejmensi.

V prostorovém piipadé se vahovani déje k nejbliz§im osmi sousedim v poméru
protilehlych objemt. Existuji i vahovani vyssich fadd, ktera jsou kvalitnéjsi, ale vypo-
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Obr. 2.10: Vahovani prvniho fadu (nalevo je ukazano vahovani ¢astic,
napravo rozvahovini poli). Princip je stejny.

rad 0 fad 1 fad 2

R
!Qb

|

Obr. 2.11. Pribéh hustoty naboje ve vrcholu mtize zpUsobeny prolétavajici
Castici pfi rGznych vahovanich
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2.4.2 Reseni poli

Pro teseni poli ve vrcholech mfize existuje velké mnozstvi nejriznéjSich metod. Pokud
se pole zméni za zvoleny ¢asovy krok malo, postaci fesit Poissonovy rovnice pro poten-
cialy (pq je hustota naboje, jq je proudové hustota)

P .
V2¢=—8—Q; V2A = o (2.85)
0

Po nalezeni potencialti (jakoukoli numerickou metodou) ur¢ime pole ze vztahti
E=-V¢; B=rotA. (2.86)
PopiSme struéné metodu feSeni zalozenou na Fourierivé transformaci, kterd je vhodna

pro oblast ve tvaru kvadru (LyxLy*L;) s periodickymi okrajovymi podminkami. Cely
algoritmus ma pét kroku:

Diskretizace Poissonovy rovnice.

Diskrétni Fourierova transformace (DFT) rovnic.

Algebraickeé feseni v k prostoru.

Provedeni inverzni diskrétni Fourierovy transformace (IDFT), ziskani potencialu.
Vypocet poli ve vrcholech mfize.

wobk v =

Popisme tyto kroky na Poissonové rovnici pro potencial elektrického pole. Diskretizaci
mizeme provést napiiklad ptes centralni diference (hustotu naboje budeme znacit p):

2
¢ + A§¢ _ _pnl,nz,n3 .

a0 <Ay> (Az)° €o
AJZC(/) _ Puytlng.ny = 2Puyng,ny + Puy—Ling,ny
Ax)? Ax)? ’
(Ax) (Ax) (2.87)
Ay(D _ ¢n1,n2+1,n3 _2¢nl,n2,n3 +¢n|,n2—l,n3
(Ay)>? (Ay)?
Aﬁ(p _ Pay.nyuns+l = 2Puyng.ny + Puying.ny-1

2 - 2 :
(Az) (Az)

Diskrétni Fourierova transformace (DFT) funkce F a inverzni diskrétni Fourierova
transformace (IDFT) jsou dany vztahy:

F(ky,ky, k)= NIZZINilNi:]F(n ny,13) exp{27zl[k1”1 k2n2 +-k3”3 H .
1>12513 15742513 >
N1N2N3 m= =0 112_0 n3—0 N N2 N3

Ni=INy=IN3-1 b kome K
F(m,my,nz)= Y > > Flky,ky,ks)exp| —27i AT 22T B

k1=0 ky=0 k3=0 Ny Ny N

Aplikace DFT pievede rovnici (2.87) do k prostoru:
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4N? k 4N k, 4N} k B(ky kK
T hsin? T S22 62 T2 4 203 2 28 Pk ey, k) = PELR2KS) ) gy
L 1L Ny, L 3 €

Poznamenejme, Ze spojitd Fourierova transformace pro spojitou proménnou by dala
k*@=p le;. Kvadraty funkce sinus, které se objevily ve vysledku, jsou zpiisobeny
vlivem mtize. Algebraické feSeni rovnice je velmi jednoduché:

_ plky ko, k)
o(ky ko ks)= ; . (2.89)
4N} ., mhky AN3 o 7hky AN3 . o 7tk
80 ——=—S1n 74‘725111 TSIH
ML Ny, L

Hledany potencial ziskame inverzni diskrétni Fourierovou transformaci
¢ =IDFT(®). (2.90)

Z potencialu jiz snadno ur¢ime elektrické pole ve vrcholech miize. Namisto DFT/IDFT
algoritmu je mozné vyuzit algoritmus pro rychlou Fourierovu transformaci (FFT/IFFT),
ktery je rychlejsi (namisto N2 operaci je zapotiebi N log N operaci) a je také implemen-
tovan ve vét§iné numerickych knihoven.

Obr. 2.12: Casovy vyvoj magnetickych indukénich car v priéném fezu plazmového vldkna
(400 000 elektront a iont(). Jde o vysledek PIC simulace autora, pole je zobrazeno metodou LIC
(Line Integral Convolution).

2.4.3 Reseni pohybu ¢astic

Reseni pohybu nabité ¢astice ve znamém poli jsme se podrobn& vénovali v kapitole 2.1.
K teseni obycejnych diferencialnich rovnic 1ze zvolit libovolnou z popsanych metod
nebo jinou metodu popsanou v literature, ktera je vhodna pro simulaci pohybi nabitych
castic v elektrickych a magnetickych polich.

oo00000°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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2.5 Monte Carlo simulace

K nejvyraznéjsi skupiné numerickych metod vyuZzivanych ve statistické fyzice patfi
Monte Carlo metody. Pod timto ndzvem se skryvaji algoritmy zaloZené na posloupnos-
tech ndhodnych cisel a ve fyzice je udajné pouzil poprvé Enrico Fermi ve 30. letech
dvacatého stoleti pti popisu vlastnosti nové objeveného neutronu. Tato prace ale nebyla
publikovana a nedochovala se. Prvni prokazané vyuziti je az z konce 40. let dvacatého
stoleti, kdy byly Monte Carlo algoritmy hojné vyuzivany v americké Narodni laboratoti
v Los Alamos. K jejich prikopnikim patfili Nicolas Metropolis (ten metodu tdajné
pojmenoval), John von Neumann, Enrico Fermi, Stanislaw Ulam, Edward Teller a Mar-
shall Rosenbluth. Od té¢ doby zaznamenaly Monte Carlo vypocty nebyvaly rozvoj ve
fyzice, matematice, chemii, ale i v ekonomii a v dalich védnich disciplinach.

Je tfeba ale doplnit, Ze obdobné metody pod nazvem statistické vzorkovani vyuzivali
matematici k vypoctu vicerozmérnych urcitych integrall jiz v 18. stoleti. Nahodna cisla
tenkrat nebyla generovana pocitatem, ale za pomoci specialnich tabulek. Dnes ma
témef kazdy programovaci jazyk implementovano nékolik generatorti ndhodnych cisel
v intervalu <0, 1), jejich kvalita ale nemusi byt pro Monte Carlo vypocet dostate¢na.
V této kapitole si ukdzeme zakladni principy Monte Carlo metod a jejich nékteré vyu-
ziti. Zaénéme dvéma jednoduchymi uvodnimi piiklady.

¢ Piiklad 2.6: K velmi nazornym ukéazkam pouziti Monte Carlo metod patii vypocet
Ludolfova ¢isla 7. K tomu postaci generovat ndhodné body do jednotkového Ctverce
<0, 1>x<0, 1>.

0
Obr. 2.13: Monte Carlo vypocet Cisla

Vyuzijeme néjaky vestavény generator y; Cisel vintervalu <0, 1) a vygenerujeme
mnoho bodi ,,padnoucich* do plochy ¢tverce:

X =V2k-1>
Y =Vk > k=1,2,...
Budeme sledovat pocet bodl generovanych do jednotkového ctverce (NVp) a dale pocet

No téch z nich, které padly do jednotkového kruhu (spliiuji relaci x2+ 2 <1) podle
obrazku 2.13. Pro dosti velky pocet bodt jsou jejich pocty imérné plocham obrazci:
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N, S R? N,
o _P0_ 7 2:£ = T~4—=.
Nog Sa (R? 4 No

Pouhym pocitdnim generovanych bodi tak muzeme pii znacném poctu kroki urcit
s vysokou piesnosti ¢islo 7. >

¢ Priklad 2.7: Jako dalsi ukazku uved’me algoritmus pro vypocet ur¢itého integralu
b
I= j F(x)dx.
a
Mnohokrat po sobé generujeme bod z defini¢niho intervalu hledaného integralu (a, b):
Xy =a+y(b—a).

Nyni najdeme stfedni hodnotu integrované funkce fna integra¢nim intervalu (a, b):
- 1 &
f==2 f(x).
=1
Integral je potom pfiblizné€ roven plose obdélnika s vySkou rovnou stfedni hodnoté f:

[\ 1) dx = 7-o-a).

Pro vypocet jednorozmérného integralu neni tato metoda pfilis vyhodna. Integral je
roven plose pod kfivkou a mnohem rychlejsi je naptiklad nahradit tuto plochu vétsim
pocétem lichobéznikli a hodnotu integralu odhadnout pomoci souctu ploch téchto licho-
béznikl. Existuji ale mnohorozmeérné integraly, kde jsou Monte Carlo metody mnohdy
jedinou moznosti, jak odhadnout jejich hodnotu. >

2.5.1 Generatory ndhodnych cisel

Je ziejmé, ze pro Monte Carlo vypoclty je rozhodujici kvalita a rychlost generatoru na-
hodnych déisel. Idealni generator je odvozen od skute¢né nahodné veli¢iny, naptiklad
z Sumu elektronické soucastky nebo ngjakého kvantového jevu. Takové hardwarové
generatory se vyuzivaji jen pro specializované vypocty. Jejich hlavni nevyhodou je, ze
Jjiz jednou provedeny vypocet neni mozné zopakovat. Zpravidla se vyuzivaji softwarové
generatory zalozené na posloupnosti pseudondhodnych Cisel generovanych urcitym
matematickym algoritmem. Perioda téchto generatort je kone¢na a generovana ¢isla se
po urcité dobé za¢nou opakovat. K zakladnim pozadavkim na ,,dobry* generator patfi:

1) dostate¢né dlouha perioda generatoru,
2) vysoka rychlost generovani pseudonahodnych ¢isel,
3) rovnomérné rozlozeni generovanych cisel,
4) co nejmensi korelace mezi jednotlivymi skupinami generovanych cCisel.
K testim kvality generatoru mtze byt vyuzit napiiklad programovy balik DIEHARD

vyvinuty na Floridské statni univerziteé. K nejcastéji pouzivanym generatorim pii Monte
Carlo vypoctech patfi:
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Linearni multiplikativni kongruenc¢ni generator (LCG)

Generator navrhl v roce 1949 americky matematik Derrick Henry Lehmer. Posloupnost
pseudonahodnych ¢isel je generovana za pomoci piedpisu

Yic =(/1-}/k_1+C)m0dP, (291)

kde zplsob generovani je ovlivnén ¢tyfmi parametry A, C, P a yg. Maximalni mozna
perioda je P — 1. Prvni ¢islo posloupnosti yg je tzv. ,,seminko®. Deterministicky urcuje
celou nasledujici posloupnost. Vyuziti stejného seminka umozni opakovani jiz provede-
ného vypoctu. K velmi oblibenym generatorim 60. az 80. let 20. stoleti patiil LCG
generator IBM RANDU s parametry

p=2" 1=24+3 (C=0.

V takto generované posloupnosti se ale vyskytuji korelace typu 27, které mohou nékteré
typy vypoctl zcela znehodnotit. Body generované do 3D krychle nejsou rozmistény
rovnomérng, ale jsou lokalizovany v patnacti rovinach, které jsou pii urcitém sméru
pohledu dobfe rozeznatelné. Dnes se proto generatory LCG vyuZivaji jen jako zaklad
kombinovanych generatorii, naptiklad dvou provazanych generatord LCG do jediného
generatoru

é:k =(ﬂ/1 'fk—l +C1)m0dP1 .

e = (12 ~77k—l + Cz)l’IlOsz 5 (292)

7 = (& +1; ) mod max(Py, P) .

Obr. 2.14: Ptiklad nevhodného generatoru nahodnych ¢isel IBM RANDU.
V 3D krychli jsou ¢isla generovana jen v patnacti rovinach.

Fibonacciho generatory
Jde o generatory vyuzivajici ke generovani i starsi ¢leny posloupnosti nahodnych &isel:

Vi = (Vk—ps Vk—g)mod P . (2.93)

Tyto generatory maji zpravidla vynikajici vlastnosti, je vSak tfeba uchovavat ur€ity
pocet vygenerovanych Cisel. Funkce f miize byt prostym nasobenim, od¢itanim nebo
s¢itanim. Ke kvalitnim generatorim vhodnym pro Monte Carlo vypocty patii naptiklad
L‘Ecuyeriv generator
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Ve =(a1Yk—1 +as¥_s)mod P;
a; =107374182,

a5 =104480, 259
p=2"11
nebo velmi kvalitni kombinovany L‘Ecuyertiv generator
Ve = (g =1 )mod P ;
Sk = (@G + a6 +azgy_3)mod P ;
M = (D7l—y +bolly—p +D377_3) mod P ; 2.95)

a, =0, ay=63308, a;=-183326,
b =86098, by =0, by=-539608,
P=231_1, P, =2145483479.

V Monte Carlo simulacich je mozné vyuzit i dalSich specializovanych generatorii na-
hodnych ¢isel, jejich popis ale prekracuje ramec této knihy.

2.5.2 Realizace pravdépodobnostniho rozdéleni

Casto potiebujeme jiny generator, neZ je rovnomérny. Napiiklad mizeme chtit zkon-
struovat generator, ktery nam bude generovat déje ve shodé s né¢jakym pravdépodob-
nostnim rozdélenim. V této kapitole se naucime n¢které zpusoby realizace pravdépo-
dobnostnich rozdéleni.

Metoda stielby (distribu¢ni posloupnosti nebo funkce)
Pfedstavme si, Ze mame N déjt s pravdépodobnostmi wy,w,, ..., wy . Zaved'me néhod-
nou veli¢inu & v prvnim fadku je pofadi d&je a ve druhém Fadku pravdépodobnost déje.
1 2 3 - N
&= (2.96)
W Wy Wz st Wy

Graficky muzeme pravdépodobnostni rozdéleni znazornit naptiklad takto (na obrazku
bylo zvoleno 5 dé&ji):

W

w3
"ie WZT W“T 153 |
1 2 3 4 5
Obr. 2.15: Diskrétni pravdépodobnostni rozdéleni

Vytvoifme ,,schody, u kterych bude vyska jednotlivych stupiii odpovidat velikosti
pravdépodobnosti déje. V matematice se takovéto schody nazyvaji distribuc¢ni posloup-
nost (ve spojitém pripadé¢ distribu¢ni funkce). Posledni schod musi proto byt ve vysce 1,
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protoze je souctem vSech pravdépodobnosti. Distribu¢ni posloupnost je definovana
jednoduchym piedpisem

Dy= w;. (2.97)

Posloupnost je znazornéna na nasliedujicim obrazku. Vyska schodu vzdy odpovida
dané pravdépodobnosti, celkova vyska schodisté je rova jedné.

y € <0,1) —» W3

1 2 3 4 5
Obr. 2.16: Distribucni posloupnost (diskrétni pfipad)

Vzdy jde o rostouci posloupnost s hodnotami mezi 0 a 1. Pravé toho se vyuziva pii
Monte Carlo realizaci déje. Mnohokrat opakované generujeme nahodné Cislo z intervalu
<0, 1) a kazdé si predstavime jako stfelu, kterd zleva nalétava na nase schody. Zjistime
do kterého schodu se stiela trefila (viz obrazek 2.16). Padla-li do schodu £, prohlasime,
ze nastal d&j k. Vzhledem k tomu, Ze vyska schodu odpovida pravdépodobnosti déje,
generujeme nahodné déje presné ve shodé s pravdépodobnostnim rozdélenim. Ve
spojitém ptipadé mizeme postupovat podobné€. Je-li hustota pravdépodobnosti f(x),
zavedeme distribucni funkci predpisem

D(x) = j F(x)dx. (2.98)

Opét jde o rostouci funkci s limitou v pravém krajnim bodé danou souctem vsech prav-
dépodobnosti lim D(x)=1.

X—>o0

Jx)

D(x)
1

Obr. 2.17: Hustota pravdépodobnosti a jeji distribucni funkce (spojity pripad)
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Metodou stfelby miizeme stejné jako v diskrétnim ptipad¢€ realizovat rozdéleni pomoci
rovnomérného generatoru y z intervalu <0, 1). Rekneme, Ze padl d&j xo, je-li D(xq) = 7.
Pro uskute¢nény d¢j tedy plati

x=D"(p). (2.99)

Cely postup realizace daného rozdéleni je proto ve spojitém ptipade nasledujici:

1. nalezneme distribu¢ni funkci D(x),

2. nalezneme inverzni funkci k D(x),

3. generujeme rovnomérné nahodné ¢islo y € <0, 1),
4

prohlasime, ze ,,padl” d&j x = D~1(y).

¢ Priklad 2.8: Realizujte rovnomérné rozdéleni na intervalu (a, b) .

Reseni: Hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdé&leni je konstantni funkce f{(x).
Hodnotu konstanty ur¢ime z normovaci podminky:

b
f@=K;  [f@d=1 =

K(b—-a)=1 =

1

f@)=r—

Nyni snadno nalezneme distribuc¢ni funkci

X—a

b—a

D(x) = [ f(x)dx =

a
a polozime ji rovnou ndhodnému ¢islu y z intervalu <0, 1) a provedeme inverzi:

X—a

D(x)= =
=7 -

=y = x=a+yb-a).

Vysledek je zcela pfirozeny: Nahodné ¢islo y mezi 0 a 1 roztahneme koeficientem (b—a)
na pozadovany interval a posuneme o hodnotu a do pocatku intervalu.

¢ Priklad 2.9: Realizujte rozdéleni Kx2 na intervalu (-1, +1).
Reseni: Nejprve ur¢ime normovaci konstantu rozdéleni K:

+1
f@=Kk2: [ f@d=l = K=§ N f(x)=%x2.
1

Jako dalsi krok nalezneme distribu¢ni funkci D(x):

X +1

D(x) = j fx)dx = .
-1

2
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Distribu¢ni funkci polozime rovnou ndhodnému cislu y z intervalu <0, 1) a provedeme
inverzi:

D=y = = +1=}/ =  x=32y-1.

Vysledkem je nerovnomérny generator na intervalu (—1, +1). Ve shod¢ s parabolickou
hustotou pravdépodobnosti nejcastéji padaji hodnoty na krajich intervalu a nejméné
casto uprostied. Na distribucni funkci je dobife patrné, Ze , trefit se stfelou letici zleva®™
do pozice x = 0 je témetf nemozné:

\f(X) /
D(x)

1
Obr. 2.18: Hustota pravdépodobnosti a ji odpovidajici distribucni funkce

¢ Priklad 2.10: Realizujte rozdéleni exp[—x] na intervalu (0, )

Reseni: Normovana hustota pravdépodobnosti je f{x) = exp[—x], distribuéni funkce po
vypoctu integralu vyjde D(x) = 1—exp[—x]. Polozme D(x) =7y, tedy 1—exp[—x] =7, a po
inverzi mame vysledek x =—In(1—y). Vzhledem k tomu, Ze ¥ a 1—y maji na intervalu
(0, 1) stejné rovnomérné rozdeleni, postaci volit

x=—Iny.

Poznamka: Pozor na nazvoslovi: Hustota pravdépodobnosti se ve fyzice nekdy
nazyva rozdelovaci funkce (n€kdy také distribucni funkce). V matematice je vzdy
distribu¢ni funkce integralem s horni proménnou mezi z hustoty pravdépodobnosti.
Tak budeme chapat distribucni funkci i v této ucebnici.

Metoda von Neumanna

M¢jme hustotu pravdépodobnosti f{x) definovanou na kone¢ném intervalu (a, b). Nalez-
neme co nejmensi obdélnik, do kterého se vejde graf kiivky f(x). Na volbé vysky M
nezalezi, posta¢i M > f{x) pro kazdé x, ale metoda je nejucinnéjsi pro co mozna nej-
mens$i hodnotu M. Nejprve generujeme nahodny bod v obdélniku:

m=a+ty(b-a),

(2.100)
Ny =My, .

Pravdépodobnost, ze padne d¢j v intervalu Ax je imérna plose pod kiivkou, protoze
AP = fAx. Staci tedy algoritmus doplnit tak, aby odpovidal umérnosti této plose:
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m<f0) = padldg x=n;

) ) (2.101)
m2f(@) = volimenovybod [7y,7,].

Metodu von Neumanna lze aplikovat vzdy, ale neni tak u¢inna jako metoda stielby
(metoda inverzni funkce, metoda distribu¢ni funkce). Tyto metody jsou lepsi, pokud se
podafi nalézt inverzni funkci k distribu¢ni funkci.

S
M
S
)_< [’719 ’72]
v X
a X b

Obr. 2.19: Metoda von Neumanna

Metoda superpozice
Necht’ plati nasledujici tfi podminky

S =2 e fe();

k=1
[ fGyde=[ fr(xydx=1 pro Vk; (2.102)
0 0

m
ch =1.
k=1

Hustota pravdépodobnosti je dana souctem (superpozici) nékolika funkci. Kazda parci-
alni hustota pravdépodobnosti je normovana k jedné, stejné tak jako celkova hustota
pravdépodobnosti. To vede na podminku, Ze soucet koeficienti superpozice je roven
jedné. Zaved’me soucet parcialnich distribu¢nich funkci pro jednotliva fj:

m
D(x) =) ;D (x). (2.103)
k=1
K realizaci rozd¢€leni vede nasledujici algoritmus:
1. Zavedeme ndhodnou veli¢inu

1 2 eeom
&=
€1 & Oy

a generujeme rovnomérné nahodné Cislo y; € <0, 1). Podle nékteré z predchozich
metod (nejlépe metodou stielby). Potom zvolime podle pravdépodobnosti koefi-

cientl ¢, ¢y, ..., c, néktery zd&jt ke {l1,2,...,m}.
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2. Generujeme nahodné cislo yp € <0, 1) a realizujeme rozdéleni fj(x) nékterou
z predchozich metod (inverzni funkce, von Neumannova).

« Piiklad 2.11: Realizujte rozd&leni f(x) = % [1 +(x— 1)4} na intervalu (0, 2).

ReSeni: Metoda inverzni funkce pro celou hustotu pravdépodobnosti je principialng
mozna, ale zbytecn¢ slozitd. Hustotu pravdépodobnosti rozlozime takto (ur¢ime fi a f2
s koeficienty tak, aby byly normovany k jedné, a poté nalezneme koeficienty c1 a ¢3):

fl(x>=§; fz(x>=§<x—1)4 - f(x)=§fi(x)+%f2<x>.

Distribucni funkce nyni bude:

D(x) =%D1 (x)+%D2(x); Dy(x) =§; Dy (%) =%[1+(x—1)5]

Nejprve generujeme Cislo y1 a rozhodneme se podle predpisu:

7 <% = padl d¢j1;

;/12% —  padldgj2.

Poté pouzijeme metodu inverzni funkce. Generujeme y, a vyuzijeme piedpis:
pro d¢j 1: x=2y;

pro dgj 2: x=1+15/27/2—1 .

Celou metodu mtizeme shrnout takto: Generujeme dvojici nahodnych cisel v intervalu
(0, 1) a vyuzijeme piedpis:

5
2 s <—;
~ 72 N 6
X =

5
1+32y, -1, nzeg

>
UziteCné realizace nékterych rozdéleni
Gaussovo rozdéleni:
1 X2
Jx)= exp[——1]; = x€(-oo,00). (2.104)
N2 2

generujeme dvojici y1, y2 nahodnych ¢isel z intervalu (0, 1). Potom dvé hodnoty Gaus-

sova rozd¢leni jsou:
x; =+—2Iny cos(27yy);

Xy =+—2Iny sin(2zy,).

(2.105)
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Gama rozdéleni:

n
(na_l),xn_lexp[‘ax]; xe(0,0); ;a>0; n=12,... (2.106)

f(x)=
Generujeme %, ¥, .., ¥y, ... aurc¢ime hodnoty

1
X, =_;ln(7/1.]/2...7/n). (2107)

Body uvnitr koule o poloméru R:

Rovnomérné generované body v kouli poloméru R ve sférickych soufadnicich (r, ¢, 0):

r=R3n; @=2my; cosO@=2p-1. (2.108)

2.5.3 Metropolisova metoda

vvvvvv

ktery je dnes znam pod nazvem Metropolisova metoda. Algoritmus publikovala skupina
pracujici na vyvoji prvnich jadernych reaktorii v americké Narodni laboratofi v Los
Alamos. K autorim algoritmu patfili pfedev§im: fecko-americky fyzik Nicholas Metro-
polis (1915-1999), americky teoretik a ,,otec” vodikové bomby Edward Teller (1908—
2003) a americky plazmovy fyzik Marshall Rosenbluth (1927-2003).

Metropolisiv algoritmus umoznuje jednoduchym zptusobem vzorkovat Boltzman-
novo rozdéleni. Predpokladejme, Ze je systém v termodynamické rovnovaze odpovida-
jici teploté T. Prislusny statisticky soubor (velké mnoZzstvi stejnych castic, naptiklad
atomi urcitého druhu) podléha rovnovaznému Boltzmannovu rozdéleni

Poq(H) = Cexp[-BH]. (2.109)

Pfi realizaci rozdé€leni je zakladnim problémem uréeni konstanty C rozdeleni. K jejimu
zjisténi by bylo nutné spocitat tzv. partiéni sumu, tj. secist (resp. integrovat) exponenci-
alni faktory na pravé strané pres veskeré stupné volnosti. Faktor exp[—fH]| se muze
ménit 0 mnoho fadl a numericka integrace je komplikovana.

Metropolisova metoda umoziuje generovat tzv. reprezentativni (vzorkovaci) po-
sloupnost stavi S, s energiemi H, = H(S,). Vytvofime-li dostate¢ny pocet ¢lend po-
sloupnosti, simuluje generovana posloupnost Boltzmannovo rozdéleni a stfedni hodnoty
dynamickych proménnych nemusime pocitat ze vztahu

_ j A(S)exp[-BH(S)] dI"
j exp[-BH(S)]dI"

{4)

ve kterém integrace probiha pfes fazovy prostor (napfiklad ptes veskeré zobecnéné
polohy a hybnosti), ale ma-li posloupnost dosti velky pocet ¢lentl, postaci urcit pouhy
aritmeticky primér z ¢lenti posloupnosti, nebot’ plati:
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N
(4) = lim — > A(S,). (2.110)
N—eo N =
Metropolistiv algoritmus umoznuje nalezeni takové reprezentativni posloupnosti bez
vypoctu particni sumy:
1) Zvolime nahodné vychozi stav systému. Algoritmus zajistuje, Ze generovana
posloupnost bude simulovat vlastnosti Boltzmannova rozdéleni bez ohledu na
volbu prvniho ¢lenu.

2) Pomoci generatoru nahodnych ¢isel zvolime libovolny jiny stav systému (ge-
nerator by mél rovnomérné pokryvat mozné zobecnéné souradnice a hybnosti
nebo jiné parametry systému).

3) Novy stav piijmeme s pravdépodobnosti

P _ | exp[-BAH] pro AH >0
nonil = 1 pro AH <0’

4) Pokrac¢ujeme bodem 2).

AH = H(S,,)-H(S,). (2.111)

Poznamka 1: Bod 3) Ize snadno realizovat napiiklad takto: Pokud je AH <0, po-
vazujeme stav S,+] za nasledujici ¢len reprezentativni posloupnosti. Je-li AH > 0,
generujeme nahodné ¢islo y € (0, 1) a pro y < exp[-fAH] povazujeme Sy+1 za no-
vy Clen posloupnosti, pro y > exp[—fAH]| ponechdme pivodni stav. Stav s nizsi
energii tedy volime za novy vzdy. Pravdépodobnost volby konfigurace s vyssi
energii nez stavajici exponencialné klesa s rozdilem energii.

Poznamka 2: Generovani reprezentativni posloupnosti probihd pfi konstantni
teploté. Dalsi vypocet mizeme odstartovat s nepatrné pozménénou teplotou a po-
stupné timto zptisobem simulovat teplotni priub¢h veli¢in. Pii dostatecné pomalém
snizovani teploty muzeme vyhledat zakladni stav systému (tzv. metoda simulova-
ného ochlazovani). Nalezeni zékladniho stavu je dulezitou ulohou, nicméné Met-
ropolisiiv algoritmus nemusi v nékterych piipadech najit skute¢né minimum ener-
gie, ale jen nekteré z lokalnich minim.

Poznamka 3: Monte Carlo metody zpravidla selhavaji v blizkosti fazovych pre-
chodu, kdy se neumérné prodluzuji relaxacni ¢asy a pocet potiebnych ¢lend repre-
zentativni posloupnosti.

Poznamka 4: Metropolistiv algoritmus generovani reprezentativni posloupnosti
patii. k tzv. Markovovym procesum. Nasledujici ¢len posloupnosti totiz zavisi jen
na predchozim ¢lenu a nikoli na historii geneze posloupnosti.

Poznamka 5: V roce 1970 zobecnil tento algoritmus pro pripad libovolného sta-
tistického rozdéleni kanadsky matematik Keith Hastings (1930). Necht’ Peqg(S) je
dané rozdéleni a P,_,,+1 je navrhovana pravdépodobnost prechodu (naptiklad
Gaussovo rozdé€leni centrované kolem aktualniho stavu). Generujeme nahodné
¢islo y € (0, 1) a novy stav akceptujeme jako dalsi clen posloupnosti, pokud plati

y< min Peq (Sn+l )Pn—>n+l 1
Peq (Sn )Pn+1—>n ’

Vzhledem k podilu je zjevné, ze pravdépodobnosti nemusi byt normovany k jedné.
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2.5.4 MC simulace srazky dvou nabitych ¢astic

V plazmatu s mnoha ¢asticemi neni vétSinou mozné pocitat skute¢ny prubeh vsech sra-
zek a proto vyuzivame Monte Carlo simulace srazek. Muizeme postupovat napiiklad takto:
1) Rozhodneme se, zda podle predem urceného kritéria (naptiklad kdyz jsou ¢as-
tice blize, nez je Debyeova vzdalenost) dojde ke srazce dvou ¢astic.
2) Na zaklad¢ aktualnich G¢innych prifezl oy riznych moznych procest (napfii-
klad Coulombova srazka, excita¢ni proces, ioniza¢ni proces, nabojova vymeéna,
atd.) sestavime distribu¢ni posloupnost

>
Ok
N
D= 6,=> 0. (2.112)
Oot k=1

a metodou strelby se rozhodneme, ke kterému procesu dojde.
3) Za pomoci Monte Carlo algoritmu budeme generovat ze stavu pred srazkou
vhodny stav po srazce.
Monte Carlo odhady findlnich stavil po srazce nejsou samoziejmé v poradku pro jednu
konkrétni srazku, ale pro velké mnozstvi srazek daji pii popisu plazmatu statisticky
korektni vysledky. PopiSme nyni dnes hojné pouzivany Monte Carlo algoritmus Cou-
lombovy srazky navrzeny T. Takizukou a H. Abem jiz v roce 1977.

Coulombova srazka

Ptedpokladejme, Ze v Case ¢ dojde ke sraZce dvou Castic s hmotnostmi m, mp a s rych-
lostmi %, vig v laboratorni soustavé. Ozna¢me vzajemnou rychlost ¢astic v Case ¢:

g =vp -V (2.113)

OznaCme g; a gy, projekce relativni rychlosti do osy z a roviny (xy). Dale zaved'me thly
6 (odklon g od osy z) a ¢ (odklon projekce gy, od osy x):

€

g

ex (p gxy

Obr. 2.20: Rozklad relativni rychlosti na projekce gy, a g,

K popisu srazky zvolime novou, vyhodnéjsi soufadnicovou soustavu S’, ktera bude
pooto¢ena o thel ¢ v ose z a hel 8 v ose y. Nova soustava je volena tak, aby vektor
relativni rychlosti mifil ve sméru tieti osy:
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cos@ 0 —sind) (cosp sing 0 gxt 0Y

0 | 0 ||-sing cosp Ol g, | =0] . (2.114)
sinf 0 cosé@ 0 0 1 g )¢ \&ly

Celkové transformacéni matice ma tvar

cos@cos@ cosfsing —sind
R=| -sing cos @ 0 |. (2.115)

sinfcos@ sindsing cosf

Pro névrat k ptivodni soustavé budeme také potfebovat inverzni matici (transformace je
unitarni a tak inverzni matici snadno ziskame pieklopenim kolem diagonaly):
cos@cosp —sing sinfcos@
R = cosfdsing cos@ sinfsing |. (2.116)
—sin@ 0 cosd

Pti Coulombové srazce se neméni velikost relativni rychlosti (viz kap. Boltzm. srazkovy
¢len, str. 206), ale pouze smér rychlosti. Proto vektor (0, 0, g)! pooto¢ime o thly © a @.

Generovani uhli @ a @
Z divodu symetrie je nejjednodussi generovani thlu @, staci volit rovnomérné rozde-
leni, tj. generovat ndhodné Cislo y; € (0, 1) a za thel @ zvolit
D =2rmy . (2.117)
Volba thlu @ zavisi na u¢inném prifezu daného typu srazky. Takizuka a Abe ukazali,
ze korektni statistickou reprezentaci Coulombovy srazky lze ziskat volbou
O = arctg(20), (2.118)

kde J € (—oo, =) je nahodna veli¢ina generovana ve shodé s Gaussovym rozdélenim
s nulovou stfedni hodnotou a standardni odchylkou ¢ danou vztahem

S (2.119)

212 -

,ngtl

oo QaQﬁmm{na nﬁ} nAyg A
8regu”g

kde x je redukovana hmotnost, In 4,4 je Coulombiiv logaritmus, g je velikost vzajemné
rychlosti a Az je Casovy krok.

Navrat k piivodnim proménnym
Z Ghld @ a @ spoéteme novou relativni rychlost v pootocené soustavé S’. Poté nalez-

neme za pomoci inverzni matice R~! relativni rychlost v laboratorni soustavé S:

t+At t+At . . .
g g, cos@cosp —sing sinfcos@) ( gsinOcos D

gy =R! gy = | cosfsing cose sin@sing || gsin@sin@ |.(2.120)
g )s g s —sin@ 0 cosé gcos®
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Dulezity je rozdil relativni rychlosti po srazce a pted srazkou definovany vztahem

ALt

Ag=g g .

Po dosazeni z (2.120) vychazi
t t
Ag, =ngg; sin@cos¢—g7ygsin@sin¢—g; (1-cos@),
Exy Exy
g !
=Tyg2 sin@cos¢+g7xgsin@sin¢—g; (1—cos@),
Exy Exy

Agy

Ag. = —g;y sin@cos @ —g' (1-cosO).

Veli¢ina g je velikost relativni rychlosti g, veli¢ina gy je velikost projekce gy,:

S R T e P

Za pomoci transformace (1.646) nyni ur¢ime rychlosti ¢astic po srazce:

m m,
YA _ v+ B Ag, V?At vl o Ag.
ma+mﬁ ma+mﬂ

Popsany algoritmus mnohokrat opakujeme pro sledovanou soustavu ¢astic.

oooooooooooo°°°oooooooooooo

.121)

(2.122)

(2.123)

(2.124)
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Seznam symbolii

#al
#Bt

#pL
#DL,rel

#as

#Ha
#Lu
#m

#va
#p

#Re
HreM
#rec

Alfvénovo ¢islo
Batchelorovo ¢islo

index fizené rekonekce
parametr dvojvrstvy
parametr relativistické
dvojvrstvy

index rekonekce v modelu
GS95

Hartmannovo ¢islo
Lundquistovo ¢islo
Machovo ¢islo
Machovo-Alfvénovo cislo
index rekonekce

v Petschekoveé modelu
Reynoldsovo ¢islo
Reynoldsovo magnetické ¢islo
index rekonekce

index samovolné rekonekce
Stuartovo ¢islo

vektorovy potencial

aditivni veli¢ina

hustota aditivni veli¢iny A
Ctyfpotencial pole

vektor magnetické indukce
poloidalni magnetické pole
toroidalni magnetické pole
impaktni (zdmérny) parametr
podil magnetické indukce

a hustoty plazmatu (B/p)
rychlost $ifeni svétla
rychlost zvuku

koeficient diftize,

distribu¢ni funkce,

tloustka hrani¢ni vrstvy,
Stixtiv koeficient D
koeficient ambipolarni diftize
distribu¢ni posloupnost
dynamicky tlak (tenzor)
indukce elektrického pole
jednotkovy vektor ve sméru k-
té osy

jednotkovy vektor ve sméru B
elementarni naboj,

hustota vnitini energie
energie

intenzita elektrického pole

Jie
Ja

Fext

ic
M
Jjm
Jo
JO» Jl
S

funkce,

hustota pravdépodobnosti,
pocet stupnii volnosti
porucha hustoty
pravdépodobnosti

lokalné rovnovazna hustota
pravdépodobnosti

hustota pravdépodobnosti
vyskytu ¢astic druhu a
hustota sily

velikost sily

externi silové pole

stupen degenerace,

prenos (velikost relativni
rychlosti dvou ¢astic),
zesilujici faktor diferen¢niho
schématu,

tihové zrychleni

vektor tithového zrychleni
relativni rychlost g = v,—vg
gravita¢ni konstanta
Greenova funkce

druhy Rosenbluthtiv potencial
vzdalenost,

vyska

Planckova konstanta
Hamiltonova funkce

prvni Rosenbluthtiv potencial

hustota helicity

intenzita magnetického pole
elektricky proud na jednotku
délky

imaginarni jednotka
elektricky proud,

ioniza¢ni potencial,
hodnota integralu
modifikovana Besselova
funkce

tok,

proudova hustota
vodivostni proud
magnetizacni proud

tok castic

tok hmoty

tok naboje

Ctyfvektor toku

Besselovy funkce

druhy adiabaticky invariant
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kg
k

Kop

v
Lelmg
Lint
Lpan

my

My

z= =

Py

Boltzmannova konstanta
vilnovy vektor

jednotkovy vektor ve sméru
relativni rychlosti dvou ¢astic
konstanta,

helicita

modifikovana Besselova
funkce

délka

Lagrangeova funkce,
vzdalenost,

Stixtv koeficient L

hustota Lagrangeovy funkce
kinetické koeficienty
Lagrangeova funkce pole
Lagrangeova funkce interakce
Lagrangeova funkce astice
hmotnost,

mod nestability

klidova hmotnost

vektor magnetizace

hustota momentu hybnosti
koncentrace

vektor normaly

pocet castic,

index lomu

pocet Castic v Debyeove sféte
index lomu levotoc¢ivé viny
index lomu fadné viny

index lomu pravoto¢ivé viny
index lomu mimotadné viny

koncentrace na jednotku délky

tok momentu hybnosti

tlak,

velikost hybnosti
magneticky tlak

hybnost

elektricky dipolovy moment
magneticky dipélovy moment
zobecnéna hybnost

perioda,

vykon,

polynomialni funkce

tenzor tlaku,
pravdépodobnost prechodu,
Legendretv pfidruzeny
polynom

W"! \(Q,.Q

Rp
Ry

hustota pravdépodobnosti
prechodu,

hustota vykonu

zobecnéna soufadnice,
bezpecnostni faktor
tepelny tok

naboj

radialni vzdalenost
polohovy vektor

polohovy vektor gyra¢niho
stiedu

velka poloosa v tokamaku,
polomér plazmového vlakna,
polomér hvézdy,

Stixtv koeficient R
polomér kiivosti oskula¢ni
kruznice

driftovy polomér
Larmortv polomér
parametrizace kiivky vlastni
délkou, hustota entropie
plocha,

srazkovy Clen,

entropie,

Stixav koeficient S

cas

kineticka energie,

perioda,

teplota

tenzor toku hybnosti,
Maxwelltiv tenzor pnuti
preskalovana rychlost, u=y v,
velikost rychlostniho pole
rychlostni pole v kontinuu
napéti

vektor rychlosti

vektor Alfvénovy rychlosti
relativni rychlost
tézistova rychlost

velikost rychlosti

fazova rychlost

grupova rychlost

slozka rychlosti rovnobézna

s magnetickym polem
slozka rychlosti kolma na
magnetické pole
Alfvénova rychlost
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Yim

Bo

driftova rychlost

stiedni tepelna rychlost
potencialni energie,

objem

gravitaéni potencialni energie
elektricka potencialni energie
tenzor viskozity

vektorové pole

Verdetova konstanta

hlavni hodnota integralu
pravdépodobnost,

velikost chaotické slozky
rychlosti

chaoticka slozka rychlosti
kineticka energie pohybu
kolmého na magnetické pole
ionizacni energie
magneticka energie

poloha

soutadnice x

zobecnéna sila,

Stixtv koeficient X
soufadnice y

Besselovy funkce druhého
druhu

kulové funkce

soufadnice z,

komplexni argument

stupen ionizace

uhel,

konstanta

thel,

prevracena hodnota teploty
(1/ksT),

beta parametr (p/py)
jednotkovy vektor ve sméru
magnetického pole
relativisticky koeficient,
polytropni koeficient,
nahodné ¢islo,

thel,

koeficient nartistu nestability
hustota hybnosti
elektromagnetického pole
Diracova distribuce,
tloustka difizniho regionu,
skinova hloubka

Ho
Ve

EQJ‘N

Pa
Pm
Pw

Kroneckerovo delta

délka diftzniho regionu
rozdil hodnot,

Laplacetv operator
parametr rozvoje v poruchové
teorii, energie urcit¢ho
kvantového stavu, permitivita
permitivita vakua

Fermiho energie
Levi-Civitdv tenzor

druhy viskozni koeficient
prvni viskozni koeficient,
rezistivita

magneticka viskozita
koeficient tepelné vodivosti,
vlnova délka,
multiplikativni konstanta,
Lagrangetv multiplikator
Debyeova vzdalenost
argument Coulombova
logaritmu

uhel,

poloidalni uhel

prvni adiabaticky invariant,
magneticky moment,
pohyblivost (mobilita),
redukovana hmotnost,
permeabilita,

konstanta v KG rovnici
prvni adiabaticky invariant,
vektor magnetického
momentu

permeabilita vakua
srazkova frekvence
komplexni soufadnice,
substituovana proménna,
nahodna veli¢ina

vektor posunuti

celkovy tlak

hustota,

vzdalenost od centra komory
v tokamaku

polohovy vektor Castice
vzhledem k gyra¢nimu stfedu
hustota naboje

hustota hmoty

hustota energie
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o

TA
Tc
TR
TREC

P&
fa

Vi

W

eSS EES

ucinny prufez,
diferencialni vodivost,
povrchové napéti

gyracni Cas,

doba utlumu
predakceleracni Cas
Alfvéntv Cas

stiedni doba mezi srazkami
rezistivni ¢as

doba rekonekce

faze,

polarni/toroidalni thel
potencial,

sumacni invariant,
chybova funkce

disperzni relace

potencial elektrického pole
potencial gravitacniho pole
uhel rozptylu

sumacni invariant,
Chandrasekharova funkce,
vlnova funkce,
magneticky povrch
parcialni vina

uhlova frekvence
cyklotronni frekvence
dolni hybridni frekvence
horni hybridni frekvence
leva mezni frekvence
plazmova frekvence

prava mezni frekvence
vifivost

prostorovy uhel,

posunuta frekvence
prostorova oblast integrace

Indexy

A, Al

rec

Sp

SIS

poradové ¢islo Castice
Alfvén

cyklotronni

fizena rekonekce
dvojvrstva

elektrony

elektricky
elektromagneticky
Hartman

ionty

kartézské osy 1, 2, 3
levotocivy

Lundquist

Mach

magneticky
Mach-Alfvén

fadny

plazmovy

Petschek,

poloidalni

casticovy (Particles)
pravotoCivy
Reynolds

prepojeni, rekonekce
zvuk

samovolnd, spontanni
rekonekce

toroidalni
mimofadny

castice druhu «
rovnobézny s magnetickym
polem

kolmy k magnetickému poli

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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Teorie plazmatu

Abraham, Max (1875-1922), némecky fyzik, ktery se nejvice
zabyval teorii elektromagnetického pole. Vystudoval Humbold-
tovu univerzitu, poté pracoval na Univerzité¢ v Gottingen. Jeho
doktorskym $kolitelem byl Max Planck. Na Milanské polytech-
nice se stal profesorem klasické mechaniky (bylo to na pozvani
Tullio Levi-Civity). Nezavisle na ostatnich spocetl silu, kterou
na sebe bude plisobit Castice diky vlastnimu vyzatovani elektro-
magnetickych vin. Dnes tuto silu nazyvame Abrahamova-Lo-
rentzova sila. Byl nedidvérfivy k novym teoriim, vytvofil si svou
vlastni alternativu k obecné relativite, ktera ale nespliiovala princip ekvivalence. Také je
autorem teorie elektronu, ktery si pfedstavoval jako kuli¢ku s nabojem rozprostfenym
na povrchu. V pribéhu prvni svétové valky se z Milana vratil zpét do Némecka, kde se
na Technice ve Stuttgartu podilel na vyzkumu radiové komunikace pro vojenské ucely.
Po smrti o ném Max Born a Max von Laue napsali: ,,Miloval sviij absolutni éter, své
polni rovnice, sviij nemenny elektron, stejné jako mladi miluje svij prvni plamen, ktery
nedokdze ve vzpominkdch uhasit ani Zadna pozdéjsi zkusenost*.

Alfvén, Hannes Olof Gosta (1908-1995), svédsky fyzik a as-
trofyzik, jeden ze zakladateltt moderni fyziky plazmatu. Rozpra-
coval prvni varianty magnetohydrodynamiky, zavedl koncept
magnetického pole zamrzlého v latce. V roce 1939 publikoval
teorii magnetickych boufi a polarnich zafi, polozil zaklady teorie
magnetosféry Zemé. V roce 1950 vysvétlil vznik virovych struk-
tur v polarnich zafich pomoci diocotronové nestability. Ve fyzi-
ce plazmatu je po ném pojmenovana Alfvénova rychlost a Alf-
vénovo Cislo. Neékteré Alfvénovy domnénky se nepotvrdily. Byl
odpircem teorie velkého tiesku a véfil, ze ve vesmiru je stejné
hmoty i antihmoty. Alfvén vystudoval Univerzitu v Uppsale. Za svou praci ziskal fadu
ocenéni, napiiklad Lomonosovovu zlatou medaili, Diracovu medaili, medaili Williama
Bowicho a stal se ¢lenem Kralovské spole¢nosti. Nejvyssi ocenéni, Nobelovu cenu,
ziskal v roce 1970.

Allen, James Alfred Van (1914-2006), americky védec zaby-
vajici se kosmonautikou, ktery prosadil umisténi Geigerovych
¢itacl na prvnich americkych druzicich Explorer I a Explorer III.
Tyto druZice objevily torusy energeticky nabitych ¢astic okolo
Zemgé, které dnes nazyvame Van Allenovy radiacni pasy. Vétsi-
nu svého aktivniho Zivota se potom Allen zabyval magnetosfé-
rickymi jevy. Van Allen byl vid¢i osobnosti amerického doby-
vani vesmiru béhem studené valky, podilel se na pfipravé sond
Pioneer, Mariner a geofyzikalni observatofe OGO. Allen vystu-
doval Towskou univerzitu. Za svou praci ziskal fadu ocenéni,
mezi nejvyznamnéjsi patii medaile Elliotta Cressona, medaile Williama Bowicho, zlata
medaile Kralovské astronomické spolecnosti, narodni medaile za védu, Crafoordova
cena a cena Vannevara Bushe. Pojmenovany jsou po ném Van Allenovy radia¢ni pasy
a dvojice sond Van Allen Probes.
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Appleton, Edward Victor, sir (1892-1965), anglicky fyzik
a astronom. Zabyval se atmosférou, dokazal existenci ionosféry.
Obdrzel Nobelovu cenu za fyziku v roce 1947. Nazyva se po
ném Appletonova vrstva ionosféry odrazejici radiové viny, App-
letonova-Hartreeho formule pro Sifeni elektromagnetickych vin
v plazmatu s homogennim magnetickym polem a také jedna
z nejvyznamngjSich anglickych narodnich laboratofi — Ruther-
fordova-Appletonova laboratot (RAL). Studoval na Edinburgské
univerzité¢ a poté v Cambridgi. Kromé Nobelovy ceny ziskal
ifadu dalsich ocenéni, naptiklad Hughesovu medaili, Faradayovu medaili, kralovskou
medaili, Albertovu medaili kralovské akademie uméni a Chreeovu medaili, ktera byla
v roce 2008 pfejmenovana na Appletonovu medaili.

Beltrami, Eugenio (1835-1899), italsky matematik a fyzik. Za-
byval se neeukleidovskou geometrii, elektfinou a magnetizmem.
V matematice je po ném pojmenovan Beltramtiv teorém tykajici
se zobrazeni zaktiveného povrchu v mapach, Beltramovo pole
(jehoz rotace je umérna samotnému poli) a Laplacetv-Beltramiv
operator. Ve fyzice plazmatu hraji Beltramova pole kli¢ovou roli
pro popis helikalnich struktur. Beltrami se intenzivné zabyval
vyuzitim tenzorového poctu v teoretické fyzice. Beltrami studo-
val Univerzitu v Pavii, ale studia mu byla ukoncena z diivodu :
jeho politickych nazorti. Presto se vroce 1862 stal profesorem Bolofiské univerzity
a postupné piisobil na univerzitich v Boloni, Rimé, Pise a Pavii. V roce 1898 se z pii-
vodné mladého rebela stal ctihodny senator tehdejsiho Italského kralovstvi.

Bennett, Willard Harrison (1903-1987), americky védec a vy- |
nalezce, narodil se ve Findlay ve Spojenych statech. Studoval
ionizaci plynl elektrickym polem, vynalezl radiofrekvencni
hmotovou spektrografii, kterda je dnes vyuzivana na rtznych
sondach. Poprvé letél jeho spektrometr do vesmiru na palubé
sovétského Sputniku 3 v roce 1958. V roce 1934 nalezl feseni
rovnovahy plazmového vlakna (pince) pro konstantni proudovou
hustotu, které¢ je podle n¢ho dnes pojmenované (tzv. Bennettovo
feSeni) a které ma vyznam pro termojadernou fizi. Bennett
predpoveédél existenci radianich past Zemé Sest let pfed jejich objevem. Bennett
studoval na Carnegieho technologickém institutu a na Michiganské univerzité.

Bhatnagar, Prabhu Lal (1912-1976), indicky matematik a ast-
rofyzik. Zabyval se astrofyzikou, bilymi trpasliky a vznikem
Sluneéni soustavy. V plazmatu se vénoval statistickym vypoc-
tim a spolu s Eugenem Grossem a Maxem Krookem vytvorili
v roce 1954 tzv. BGK aproximaci Boltzmannovy rovnice. V po-
zd&jsich létech se vénoval problematice nelinearni hydrodynami-
ky. Studoval na univerzité v Allahabadu a na Univerzité v Agfe.
Ziskal Fulbrightovo stipendium na Harvardovée univerzité. V ro-
ce 1950 se stal ¢lenem Indické narodni akademie véd a v roce
1955 ¢lenem Indické akademie véd. V roce 1956 se stal profesorem aplikované mate-
matiky na Indickém védeckém institutu. Za svou praci pievzal v roce 1968 fad Padma
Bhushan, ktery mu ptfedal prezident Indie. Jde o tieti nejvyssi statni vyznamenani.
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Birkeland, Kristian (1867-1917), norsky fyzik a vyndlezce.
Vyrabél uméla hnojiva, vyvijel elektromagnetické délo, vénoval
se vyzkumu polarnich zati a pohyby nabitych ¢astic v magnetic-
kém poli. Usoudil, Ze pti n€kterych jevech na Slunci se uvolniuji
do prostoru svazky nabitych ¢astic, které nékdy zasdhnou Zemi
a vyvolaji polarni zafe. V laboratofi vyrobil tere/lu, malou napo-
dobeninu Zemé, na které zkoumal podminky vzniku polarnich
zafi. Jsou po ném pojmenovany Birkelandovy proudy tekouci
podél magnetickych indukénich ¢ar. Pracoval na Univerzité
v Oslu. Jeho portrét se i s terrelou dostal v roce 1994 na norskou
dvousetkorunovou bankovku. Jeho prace byla za jeho Zivota nepochopena. Birkelandiv
odkaz pak rozvijel Hans Alfvén. Birkelandova teorie vzniku polarnich zafi byla potvr-
zena az mnohem pozdé&ji z druzicovych méfeni.

Boltzmann, Ludwig, viz sekce Statisticka fyzika, dil II ,,Vybranych kapitol*
Buneman, Oscar, viz sekce Numerické simulace
Burgers, Johannes (Jan) Martinus (1895-1981),

Carlqvist, Per (1938), svédsky fyzik, zabyval se vyvojem hvézd, slune¢nim vétrem,
teorii dvojvrstev. Spolu s Alfvénem navrhl teorii slunecnich erupci, ve které hraji pod-
statnou Ulohu dvojvrstvy. Zobecnil Bennettovo feSeni rovnovahy pince. Vystudoval
Kralovsky technologicky institut ve Stokholmu, kde pracuje dodnes.

Coulomb, Charles, viz sekce Elektromagnetické pole, dil IT ,,Vybranych kapitol*

Cowling, Thomas George (1906-1990), anglicky astronom,
ktery v roce 1934 dokazal, ze magnetické pole Slunce a planet
nemize vznikat jednoduchym prstencovym proudem (Cowlin-
gliv anti-dynamo teorém). Slune¢ni skvrny pochopil spravné ja-
ko projevy tekutinového dynama v nitru Slunce. Klasifikoval
neradialni oscilace hvézd, a tim polozil zaklady helioseismo-
logie. Jako prvni vytvofil model hvézdy, kterd ma konvektivni
zonu v okoli jadra a radiacni zénu u povrchu (Cowlingiv mo-
del). Cowling vystudoval matematiku v Oxfordu. Pracoval na
) univerzitich v Dundee a Manchesteru. Profesorem se stal na
Waleské univerzité a na Univerzité v Leedsu. Za své prace byl ocenén Hughesovou
medaili. V letech 165 az 1967 byl prezidentem Kralovské astronomické spolecnosti.

Davydov, Alexandr Sergejevi¢ (1912-1993), sovétsky a ukra-
jinsky fyzik. Vystudoval Moskevskou statni univerzitu. Po néko-
lik desitek let byl feditelem Ustavu teoretické fyziky Ukrajinské
akademie véd. Zabyval se zejména molekularnimi krystaly a je-
jich interakei se svétlem (rozptylem, absorpci a ohybem). Obje-
vil déleni past ve vibraénich spektrech krystal. Nalezl solitono-
va feSeni pro excitace v krystalech. V roce 1973 aplikoval soli-
tony na Sifeni vzruchti ve svalech zvifat. Jeho doménou tak byla
nejen teoretlcka fyzika, ale i biofyzika. Zabyval se také atomovym jadrem a jeho
kolektivnimi excitacemi. Za svou praci ziskal fadu ocenéni, vétSinou spojenych s tehde-
j8im sovétskym rezimem, napiiklad Hrdina socialistické prace, Lenintiv fad, Sevéen-
kovu narodni cenu, Leninovu cenu a dalsi.




Rejstfik osobnosti 355

Debye, Peter Joseph William (1884-1966), holandsky fyzik
a chemik. Jako prvni popsal chovani asymetrickych molekul po-
moci dip6lového momentu a pfimo je zkoumal rentgenovou
difraktometrii. Dodnes se dipolovy moment molekul méii v jed-
notkach debye. Jeho prace méla Siroky zabér, rozsitil Einstei-
novu teorii mérného tepla o nizkofrekvencni fonony, zabyval se
teorii elektrické vodivosti elektrolytl, teorii atomarnich obald,
vysvétlil Comptontv jev. V roce 1936 obdrzel Nobelovu cenu za
chemii za piispévek ke studiu molekularnich struktur. Ve fyzice
je podle ného pojmenovana Debyeova stinici vzdalenost.

Dreicer, Harry (¥1927), némecko-americky plazmovy fyzik
zaméfeny na problémy termojaderné fuze. Jeho rodice utekli
pred bolsevickou revoluci do Némecka, kde se Dreicer narodil,
poté do Italie a nakonec v disledku pronasledovani zidti emigro-
vali do Spojenych statl. Dreicer vystudoval Massachusettsky
institut technologii (MIT), kde obh4jil doktorat na téma ubiha-
jicich elektrond. Jiz ve své doktorské praci nalezl hodnotu elek-
trického pole, které je nutné k tomu, aby se elektrony dostaly do
ubihajiciho rezimu, kdy urychlovani polem dominuje nad brzdé-
nim srazkami (dnes hovofime o Dreicerové poli). Vétsinu aktivni kariéry (42 let) stravil
v Nérodni laboratofi Los Alamos.

Drude, Paul Karl Ludwig (1863-1906), némecky fyzik a optik.
Provadél experimenty s elektfinou a magnetismem a ovétoval
Maxwellovu teorii elektromagnetického pole. Zavedl symbol ¢
pro rychlost svétla ve vakuu. V roce 1900 vyvinul model pro vy-
pocet elektrickych, tepelnych a optickych vlastnosti latek. Ve
fyzice plazmatu se vyuziva Drudeho elementarni teorie vodivos-
ti. Optiku chépal jako disledek teorie elektromagnetického pole.
Drude vystudoval matematiku a fyziku na Univerzité v Gottin-
genu. Drudeho jméno nese jeden z krater na Mésici a Institut
Paula Drudeho pro elektroniku pevné faze v Berling.

Fick, Adolf Eugen (1821-1901), némecky fyziolog, ktery jako prvni vytvofil kontaktni
cocky, tehdy ovSem sklenéné. Jako prvni navrhl techniku méfeni pratoku krve srdcem.
Formuloval zakon difuze latek, ktery je ve fyzice znam jako Ficklv zakon.

Fokker, Adriaan Daniél (1887-1972), holandsky fyzik a mu-
zikant, byl bratrancem slavného konstruktéra letadel Anthony
Fokkera. Spolu s Maxem Planckem odvodili v roce 1913 Fokke-
rovu-Planckovu rovnici, ktera je dnes standardem pro statisticky
popis plazmatu pii Coulombovych srazkach. Fokker publikoval
také n€kolik praci o specidlni a obecné relativité. Matematicky
se zabyval hudebnimi stupnicemi, byl uspéSnym konstruktérem
hudebnich néstrojti. Nejzndméjsi jsou 31 tun tézké Fokkerovy
varhany, které jsou umisténé v Teylerové muzeu v Haarlemu.

Fourier, Jean-Baptiste de, viz sekce Matematika pro fyziku, dil I ,,Vybranych kapitol*
Gibbs, Josiah, viz sekce Statisticka fyzika, dil II ,,Vybranych kapitol*
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Giovanelli, Ronald Gordon (1915-1984), australsky astronom
a fyzik. Zabyval se povahou slunec¢nich erupci a mechanizmem
urychleni elektronii v proménnych magnetickych polich. Jako
prvni navrhl v roce 1946, ze zdrojem ohfevu plazmatu a urych-
leni ¢astic mohou byt nulové body magnetického pole ve tvaru
pismene X, ¢imz oteviel problematiku piepojeni magnetickych
induk¢nich Car a predpovedel existenci tohoto jevu. V roce 1949
udélal podrobnou analyzu situace, pii niz urychlovani elektroni
elektrickym polem ptevladne nad srazkami. Vysledkem je popu-
lace tzv. ubihajicich elektroni, na které upozornil Charles Wil- ]
son, objevitel mlzné¢ komory, uz vroce 1925. Je zakladatelem observatoie ve Fleurs
v blizkosti Sydney. Vystudoval Univerzitu v Sydney, kde ziskal i doktorat. Za svou pra-
ci obdrzel medaili Edgewortha Davida.

Goldreich, Peter (*1939), americky astrofyzik, autor modelu
magnetohydrodynamické turbulence (spolu se Seshadri Shrida-
rem) a jeden z autord teorie planetarni migrace. Vystudoval
Cornellovu univerzitu, kde ziskal doktorat pod vedenim Thoma-
se Golda. V roce 1969 se stal profesorem planetarnich véd na
Caltechu. Od roku 2003 je také profesorem v Princetonu. Za
svou praci ziskal n¢kolik desitek medaili a nejriiznéjSich ocené-
ni. K nejvyznamnéj$im patii Chapmanova medaile Kralovské
astronomické spolecnosti, zlatd medaile Kralovské astronomic-
ké spole€nosti, narodni medaile za védu, cena Gerarda Kuipera
a Shawova cena. Je po ném pojmenovana planetka 3805 Goldreich.

Gould, Roy Walter (1927-2022), americky elektroinzenyr a fy-
zik se specializaci na fyziku plazmatu. Spolu s Alvinem Trivel-
piecem objevili v roce 1959 elektrostatické viny pohybujici se
v podobé solitonu po povrchu zmagnetizovaného sloupce plaz-
matu. Dnes se tento jev nazyva Trivelpieceiv-Goulduv soliton.
Zabyval se mikrovlnami a jejich $ifenim v plazmatu, mj. i radio-
vym Sumem Slunce. Podilel se také na vyvoji raketovych
motortt v NASA (Jet Propulsion Laboratory). V roce 1994 zis-
kal cenu Jamese Clerka Maxwella za pfinos k fyzice plazmatu.
Gould vystudoval Caltech (bakalaf) a Stanfordovu univerzitu
(magistr). Na doktorat se pak vratil na Caltech.

Gordon, Walter, viz sekce Kvantova teorie, dil I ,,Vybranych kapitol*

Gross, Eugene (1926-1991), americky teoreticky fyzik. Zaby-
val se interakci bosontl v kvantové teorii pole, bosonovymi kon-
denzaty, kmity a vlnami v plazmatu a kinetickou teorii plazma-
tu. Spolu s Prabhu Lalem Bhatnagarem a Maxem Krookem od-
vodili tzv. BGK aproximaci Boltzmannovy rovnice, ktera je
v nékterych situacich vhodnou nahradou srazkového c¢lenu. Eu-
gene Gross vystudoval v Princetonu. Ziskal Fulbrightovo stipen-
dium na Univerzité v Rimé. Pisobil na celé fadé univerzit, byl
naptiklad hostujicim profesorem na Massachusettském institutu
technologii (MIT), pusobil na Univerzit¢ v Syracuse nebo na
Brandeisov€ univerzite.
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Gurevi¢, Alexandr Viktorovi¢ (1930-2023), sovétsky a rusky
fyzik, ktery vroce 1992 navrhl, Ze startovacim mechanizmem
pro vznik bleski jsou ubihajici elektrony, at’ uz urychlené v nasi
atmosféte ¢i z kosmického zareni. Gurevic¢ se zabyva kinetickou
teorii plazmatu, ionosférickou fyzikou, a v poslednich desetile-
tich i magnetosférami neutronovych hvézd a problematikou
temné hmoty. Gurevi¢ vystudoval Moskevskou statni univerzitu.
Za svou praci ziskal zlatou medaili L. D. Landaua, Appletonovu
cenu, Mandelstamovu cenu a Fridmanovu cenu.

Hartmann, Julian, dansky inzenyr, ktery v roce 1937 publikoval feSeni pro tok vodivé
kapaliny v homogennim magnetickém poli a navrhl elektromagnetickou pumpu kapal-
nych kovl. Experimentalné ji na rtuti otestoval F. Lazarus. Ve fyzice plazmatu je po
ném pojmenovano Hartmannovo ¢islo a Hartmannova vrstva.

Hartree, Douglas Rayner (1897-1958), anglicky matematik a fyzik. Zabyval se pfede-
v§im numerickou analyzou a jeji aplikaci v kvantové teorii a atomové fyzice. Je po ném
pojmenovana Hartreeho-Fockova numerickd metoda a Appletonova-Hartreeho formule
pro $ifeni elektromagnetickych vin v plazmatu s homogennim magnetickym polem.

Helmholtz, Hermann Ludwig Ferdinand von (1821-1894),
némecky 1ékar a fyzik, védec s nesmirné Sirokym zabérem. Za-
byval se teorii elektfiny a magnetizmu, termodynamikou, me-
chanikou, fyzikou lidského oka, teorii barevného vidéni, akusti-
kou, estetikou... Ve fyzice plazmatu pouzivame Helmholtzovu
rovnici, kterou spliuji Beltramova helikalni pole. Po Helmholt-
zovi je také pojmenovana Kelvinova-Helmholtzova nestabilita
vznikajici na rozhrani dvou prostfedi s riznou rychlosti. Elek-
troinZenyrim jsou jeSté zndmé Helmholtziiv rezonator a Helm-
holtzova civka, které jako prvni zkonstruoval.

Hugoniot, Henri Pierre (1851-1887), francouzsky inzenyr a vynalezce. Je spoluauto-
rem teorie razovych vin v tekutinach. Odvodil spolu s Rankinem podminky pro skoky
veli¢in na razové viné, které se nazyvaji Rankinovy-Hugoniotovy podminky. Pracoval
také pro francouzské namoinictvo, kde ziskal hodnost kapitana.

Chandrasekhar, Subrahmanyan (1910-1995), indicky astrofy-
zik, pracoval v Anglii, pozdéji v USA. Zabyval se zejména teorii
stavby hvézd, matematickou teorii ¢ernych dér a obecnou
relativitou. Ze stavové rovnice odvodil maximéalni moZznou
hmotnost bilého trpaslika (Chandrasekharovu mez). Na jeho po-
Cest byla pojmenovana rentgenova druzice Chandra vypusténa
do vesmiru v roce 1999. Ve statistické fyzice a ve fyzice plaz-
matu se pouzivad Chandrasekharova fun-
kee. V roce 1983 ziskal Nobelovu cenu
za fyziku za pfinos k objasnéni fyzikal-
nich procest pii vzniku a vyvoji hvézd.

Joule, James Prescott (1818-1889), anglicky fyzik a sladek,
ktery studoval povahu tepla a jeho vztah k mechanické energii.

S Kelvinem spolupracoval na zavedeni absolutni teplotni stup-
nice. Zkoumal magnetostrikci, nalezl vztah pro teplo generované
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pfi prachodu elektrického proudu latkou. Toto tzv. Jouleovo teplo je hlavnim disipac-
nim procesem v plazmatu. Dale je po ném pojmenovana jednotka energie. Joule si sam
vyrabél velmi piesné méfici pristroje. Zjistil, ze teplo neni tekutina, jak se v té dobé
védci domnivali, ale forma energie.

Kelvin, lord (1824-1907), vlastnim jménem William Thomson,
vyznamny skotsky fyzik. Zabyval se vedenim tepla, kalorimetrii,
sestrojil fadu pfistrojii pro méteni riznych elektrickych veli¢in,
napfiiklad Kelvintiv (Thomsontiv) muistek pro méfeni malych od-
port. Podilel se na pokladani podmotskych telegrafickych kabe-
4. Je po ném pojmenovana teplotni stupnice, Kelvinova-Helm-
holtzova nestabilita vznikajici na rozhrani dvou prostiedi s riz-
nou rychlosti a Jouletv-Thomsoniv jev (ochlazeni stlateného
plynu pfi prudké expanzi).

Klein, Oskar Benjamin, viz sekce Kvantova teorie, dil I ,,Vybranych kapitol*

Kolmogorov, Andrej Nikolajevi¢ (1903-1987), sovétsky mate-
matik zabyvajici se teorii pravdépodobnosti, topologii, logikou,
algoritmickou teorii informace a vypocetni slozitosti. V matema-
tické fyzice se zaméfil na turbulenci, mechaniku kontinua a kla-
sickou mechaniku. Jeho zabér v matematice a fyzice byl obrov-
sky, je po ném pojmenovano pies tficet matematickych pojmui
avét. Z hlediska fyziky plazmatu je nejdilezitéjsi jeho teorie
turbulence (Kolmogorovova turbulence), kterou lze aplikovat
A i na neplazmatické prostiedi naptiklad atmosféru, kde zptisobuje
pri pozorovani oblohy tzv. secing (fluktuace intenzity a faze dopadajiciho svétla).
Kolmogorov vystudoval Moskevskou statni univerzitu, kde také stravil svou védeckou
kariéru. Za svou praci dostal fadu ocenéni, naptiklad Wolfovu cenu, Lobacevského cenu
a Balzanovu cenu. Ziskal i typické ceny sovétského rezimu: Stalinovu a Leninovu cenu.

Korteweg, Diederik Johannes (1848-1941), holandsky mate-
matik, ktery se nejvice proslavil Kortewegovou-de Vriesovou
(KdV) rovnici popisujici vznik solitonl v mélké proudici vodé.
KdV rovnice je prototypem popisu solitonti, které neméni svij
tvar ani pfi vzajemné interakci. Korteweg se ptivodné chtél stat
inzenyrem, ale jeho vztah k matematice byl natolik silny, ze ji
nakonec vystudoval na Amsterodamské univerzité. Gustav de
Vries, ktery s nim odvodil KdV rovnici, byl jeho studentem.
Korteweg byl 60 let clenem Holandské kralovské akademie véd
a umeéni. Je po ném pojmenovana planetka 9685 Korteweg.

Krook, Max (1913-1985), americky matematik a astrofyzik.
V matematice se zabyval teorii funkci komplexni proménné. Ve
fyzice plazmatu spolu s Prabhu Lalem Bhatnagarem a Eugenem
Grossem odvodili BGK aproximaci Boltzmannovy rovnice, ze
které se daji jednoduse odvodit rizné transportni jevy. Studoval
na Witwatersrandské univerzité v Jizni Africe, doktorat z mate-
matiky ziskal na Cambridgi pod vedenim sira Arthura Edding-
tona. Od roku 1950 pobyval a pracoval v USA, kde vystiidal
nékolik mist, az se v roce 1959 stal profesorem na Harvardu.
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Kruskal, Martin David (1925-2006), americky matematik
a fyzik. Zabyval se nelinearni fyzikou, popisem kontinua par-
cialnimi diferencialnimi rovnicemi, fyzikou plazmatu a obecnou
relativitou. Pfi zkoumani feSeni KdV rovnice zavedl do fyziky
pojem solitonu (toto oznaceni pochazi od Kruskala), zavedl
Kruskalovy soufadnice ve Schwarzschildové geometrii, je po
ném pojmenovana Kruskalova procedura v teorii Markovovych
procesti. Ve fyzice plazmatu zkoumal teoretické podminky stabi-
lity pince. Popsal Rayleighovu-Taylorovu nestabilitu pro plazma
s magnetickym polem. Je po ném pojmenovana Kruskalova- :
Safranova nestabilita. Kruskal studoval na Newyorské univerzité a na Chlcagske univer-
zité. Vétsinu aktivniho védeckého Zivota stravil v Princetonu. Je nositelem fady ocené-
ni, z nichz k nejvyznamnéjsim patii Heinemanova cena, narodni medaile za védu, Stee-
lova cena, Maxwellova cena a zlata medaile Howarda Pottse.

Kuznécov, Jevgenij Alexandrovi€, rusky matematik, profesor v Lebedévove institutu
fyziky, ktery vyznamnou meérou piisiva k teorii solitontl. Je po ném pojmenovana Sa-
charovova-Kuznécovova soustava rovnic, ktera vede Davydoviv soliton. Tento soliton
se objevuje v chemii, kvantové teorii, pfi nestabilitach elektronového svazku a mize se
také vyvinout z Langmuirovych vin.

Landau, Lev Davidovi¢ (1908-1968), sovétsky teoreticky fy-
zik, nositel Nobelovy ceny za fyziku pro rok 1962 za teorii
supratekutosti. Landau vyznamné pfispél do vSech odvétvi teo-
retické fyziky, zejména kvantové mechaniky, kvantové elektro-
dynamiky, supratekutosti, supravodivosti, fazovych ptechodd,
diamagnetismu, fyziky plazmatu a teorie neutrin. V plazmatu je
po ném pojmenovand Landauova rovnice pro hustotu pravdépo-
dobnosti pti Coulombovych srazkach a Landaulv Gtlum popi-
sujici interakci ¢astic a vin v rychlostni ¢asti fazového prostoru.

Langmuir, Irving (1881-1957), americky fyzik a chemik, zis-
kal Nobelovu cenu za chemii pro rok 1932. Zabyval se metalur-
gii, inertnimi plyny a fyzikou plazmatu. Pro ionizované prostre-
di jako prvni pouzil nazev plazma. Je po ném pojmenovana
Langmuirova sonda pro méfeni potencialu v plazmatu a Lang-
muirGv soliton. Nezavisle na Sahovi odvodil v roce 1923 Saho-
vu rovnici pro tepelnou ionizaci. Také byl prvnim, kdo experi-
mentalné detekoval dvojvrstvu. Langmuir vystudoval Kolumbij-
skou univerzitu a Gétingenskou univerzitu. Za své prace ziskal
fadu ocenéni, naptiklad Hughesovu medaili, Perkinovu medaili, cenu Willarda Gibbse,
Franklivovu medaili, Faradayovu medaili a dalsi. Je po ném pojmenovana Langmuirova
laboratof pro atmosféricky vyzkum v blizkosti Socorra.

Larmor, Joseph (1857-1942), irsky fyzik. Vysvétlil Fitz-Ge-
raldovu kontrakci nezavisle na Lorentzovi. Vypocetl vykon
uvolnovany pfi zafeni urychleného naboje (Larmorova formu-
le), vysvétlil rozstépeni spektralnich ¢ar v magnetickém poli.
Jako jeden z prvnich predpokladal, Zze geomagnetické boute
souvisi se sluneénimi erupcemi a jsou zpUsobeny elektrony
prilétajicimi ze Slunce. Na jeho pocest je pojmenovan Larmoruv
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polomér pohybu nabité ¢astice v magnetickém poli. Larmor studoval na Kralovské
univerzité v Belfastu a v Cambridgi. Za své prace ziskal Kralovskou medaili, Smithsovu
cenu, Adamsovu cenu, de Morganovu medaili a Copleyho medaili.

Lorentz, Hendrik Antoon (1853-1928), holandsky fyzik, ktery
v Sestndcti letech zacal studovat na Leidenské univerzité, pro-
moval jako dvaadvacetilety a po dvou letech se stal vysokoskol-
skym profesorem teoretické fyziky v Leidenu. Upustil diky Her-
tzovym pokusim od Helmholtzovy teorie elektromagnetického
pole a chapal Maxwellovu teorii, k niz se ihned pfiklonil, za vel-
ky uspéch. Cisté na zdkladé Maxwellovy teorie elektromagnetic-
kého pole zcela prestavél tehdejsi fyziku. Jako prvni povazoval
za zdroje elektromagnetického pole oscilujici nabité Castice.

‘ Maxwellovy rovnice odvodil z piedstavy latky jako soustavy
oscilatort. Pfedpovédél, ze silné magnetické pole povede k rozstépeni spektralnich car.
Experimentalné tento fakt prokazal jeho zak Pieter Zeeman. Oba ziskali Nobelovu cenu
za fyziku pro rok 1902. Objevil transformaci proménnych, vici které Maxwellovy
rovnice neméni svij tvar (dnes Lorentzova transformace). Po Lorentzovi je pojme-
novana Lorentzova sila piisobici na nabitou ¢astici v elektromagnetickém poli a Lorent-
zova transformace ve specialni relativité.

Maxwell, James Clerk (1831-1879), skotsky matematik a fy-
zik, publikoval matematickou a fyzikalni teorii elektromagnetic-
kého pole. Odvodil, Ze svétlo je sloZzeno z pfiénych modu a je
zpusobeno magnetickymi a elektrickymi jevy. Svoji teorii elekt-
finy a magnetizmu publikoval v roce 1873 v knize A Treatise on
Electricity and Magnetism, ve které byly zahrnuty vztahy dnes
znamé jako Maxwellovy rovnice. Maxwellova teorie elektro-
magnetického pole pfimo vede k existenci elektromagnetickych
vin. Jejich existenci dokazal Heinrich Hertz az po Maxwellové 2
smrti. Maxwell spravné odhadnul, Ze Saturnovy prstence jsou tvoieny drobnym kamenl—
tym materiadlem. S Clausiem vyvinul Maxwell kinetickou teorii plynt a jeho studie
kinetické teorie ho zavedla v roce 1867 k formulovani paradoxu Maxwellova démona.
Ukazal, ze druhy termodynamicky zakon je pouze statisticky zakon popisujici vlastnosti
velkého poctu ¢astic. V roce 1871 se stal prvnim feditelem slavné Cavendishovy labora-
tore v Cambridgi. Po Maxwellovi jsou kromé¢ Maxwellovych rovnic pojmenovany:
Maxwellovo rozdéleni, Maxwelltiiv démon, jednotka magnetického toku, horsky masiv
na Venusi, mezera mezi Saturnovymi prstenci a dalekohled JCMT (James Clerk Max-
well Telescope) pro infracerveny obor. Existuje také Maxwellova nadace.

Moffatt, Henry Keith (¥*1935), skotsky astrofyzik a matematik,
zabyval se dynamikou tekutin, magnetohydrodynamikou a teorii
turbulence. Zabyval se zauzlenymi magnetickymi toky a viry.
Moffatt je autorem pojmu helicita v teorii tekutin. Je spoluau-
torem teorie tekutinového dynama, které vysvétluje vznik a pre-
klapéni poli ve hvézdach a v planetach. Moffatt studoval na Edin-
burgské univezit¢ a v Cambridgi. Profesorem aplikované mate-
matiky byl jmenovan na Univerzité v Bristolu, po tfech letech se
: ale vratil do Cambridge. Za svou praci ziskal Smithsovu cenu,
Whlteheadovu cenu a Hughesovu medaili. Stal se také ¢lenem Kralovské spolecnosti.
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Neumann, John von, viz sekce Numerické simulace

Ohm, Georg Simon, viz sekce Elektromagnetické pole, dil II ,,Vybranych kapitol*

Onsager, Lars (1903-1976), norsko-americky chemik a teore-
ticky fyzik. V roce 1968 ziskal Nobelovu cenu za chemii. Zaby-
val se teorii elektrolytd a Brownovym pohybem iontl. Uchvatila
ho statisticka fyzika a termodynamika. Zkoumal difuzi ¢astic
zpusobenou gradientem teploty a koncentrace a produkci entro-
pie pfi téchto procesech. Své poznatky zobecnil na tzv. Onsage-
rovy relace reciprocity, které¢ popisuji symetrie mezi toky a je-
jich pfi¢inami. Onsager vystudoval Univerzitu v Yale a Norskou
univerzitu véd a technologii. Pisobil na Brownové univerzité,
Hopkinsové univerzité¢ a Univerzité v Yale. Za své prace ziskal fadu ocenéni, kromé
Nobelovy seny obdrzel také Lorentzovu medaili, cenu Willarda Gibbse, cenu Petera
Debyeho a narodni medaili za védu.

Parker, Eugene (1927-2022), americky teoretik a astrofyzik
zabyvajici se teorii slune¢niho vétru a magnetickymi poli ve
vesmiru a meziplanetarnim prostoru. Parker jako prvni pouzil
souslovi Solar Wind, tedy slunecni vitr, pro Castice vylétavajici
ze Slunce a spocetl rovnici pro unik téchto castic (Parkerova
rovnice). Je po ném pojmenovana Parkerova plocha nulového
magnetického pole Slunce (tzv. neutralni vrstva), Parkertiv mo-
del pfepojeni magnetickych indukénich ¢ar, Pakerova teorie te-
kutinového dynama, Parkerova spirala, Parkerova rovnice a Par-
kerova mez. Sonda Parker Solar Probe je jedinou americkou
. sondou pojmenovanou po zijicim ¢lovéku. Parker byl dokonce
ve svych 91 letech u jejiho startu. Parker vystudoval Michiganskou statni univerzitu
a Kalifornskou technologii. Za své rozsahlé prace v oblasti vyzkumu slune¢niho a mezi-
planetarniho plazmatu ziskal pfes deset cen a medaili. Jmenujme alespon cenu George
Elleryho Halea, medaili Williama Bowieho, zlatou medaili Kralovské astronomické
spole¢nosti, Bruceovu medaili, cenu Jamese Clerka Maxwella a Crafoordovu cenu.

Pauli, Wolfgang, viz sekce Statisticka fyzika, dil I ,,Vybranych kapitol*
Poynting, John, viz sekce Elektromagnetické pole, dil II ,,Vybranych kapitol

Rankine, William John Macquorn (1820-1872), skotsky inze-
nyr zabyvajici se dynamikou tekutin a termodynamikou. Vystu-
doval vodni a zelezni¢ni stavitelstvi na Edinburgské univerzité.
Pracoval na Glasgowské univerzité. Na poc¢atku kariéry se véno-
val vlnové teorii svétla. Poté se orientoval na termodynamiku
a hydrodynamiku. Vytvofil kompletni teorii parniho stroje. Za-
byval se také botanikou a hudbou. Spolu s Henri Pierrem Hugo-
niotem odvodil Rankine-Hugoniotovy podminky pro skoky veli-
¢in na razové viné. Zobecnéni téchto podminek se pouziva i ve
fyzice plazmatu. Je po ném také pojmenovana teplotni stupnice,
kterou vytvotil, Rankindv tepelny cyklus a Rankinova metoda pokladani zelezni¢nich
koleji v zatackach. Za své rozsahlé prace v oblasti termodynamiky a hydrodynamiky
obdrzel Keithovu medaili.
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Rayleigh, viz sekce Elektromagnetické pole, dil II ,,Vybranych kapitol

Reynolds, Osborne (1842-1912), anglicky fyzik a prukopnik
teorie tekutin. Zabyval se ale i termodynamikou, vylepsil teh-
dejsi konstrukei kotle a kondenzoru u parnich strojti, jako inze-
nyr se podilel na konstrukci parnikd. V teorii tekutin je po ném
pojmenovano Reynoldsovo ¢islo a ve fyzice plazmatu Reynold-
sovo magnetické Cislo, které je pomérem ¢lend popisujicich
zamrzani a difuzi magnetického pole. Zabyval se podminkami,
za nichz se laminarni proudéni méni v turbulentni. Vystudoval Queens' College v Cam-
bridgi. Vétsinu profesniho Zivota stravil na dnes$ni Univerzité v Manchesteru.

Richtmyer, Robert Davis, viz sekce Numerické simulace
Rosenbluth, Marshall, viz sekce Numerické simulace

Russel, John Scott (1808-1882), skotsky inzenyr, ktery jako
prvni pozoroval solitony na Union priplavu v Hermistonu. Na
zakladé tohoto objevu Scott Russel vybudoval rybnik na vlastni
zahrad¢ a provadel dalsi vyzkumy v oblasti vlastnosti solitont
(osamocenych vin). Po celou dobu Zivota byl Russell presvéd-
¢eny, ze jeho solitarni vlny jsou dulezité, ale v devatendctém
a poc¢atkem dvacatého stoleti smysleli védci jinak. Svoji slavu
ziskal za jiné objevy a prace. Uznani se mu dostalo naptiklad za
systém trub, ktery byl revoluéni v namoini dopraveé a za ktery
ziskal vyznamenani Kralovské spolec¢nosti v Edinburghu v roce
1837. V roce 1834 zavedl parni dopravu mezi Glasgowem a Paisley a provedl prvni
experimentalni pozorovani Dopplerova posuvu frekvence zvuku mijejictho vlaku.
Zalozil Institut ndmotni architektury a v roce 1849 se stal ¢lenem spravni rady Kralov-
ské spoleénosti v Londyné. Byl autorem mnoha zajimavych navrhti a konstrukci,
napiiklad prvni britské obrnéné valecné lodi (Warrior). Realizoval uc¢ebni plany pro
technické vzdélani v Britanii a v nedavné dob¢ se zjistilo, ze se pokousel o nastoleni
miru béhem americké obcanské valky. Russellem objevené solitony se staly nedilnou
soucasti moderni fyziky nelinedrnich parcidlnich diferencialnich rovnic. Praveé nelinedr-
ni jevy umoziuji kompenzaci jevt disperze a jako vysledek miize vzniknout osamocena
vlna §ifici se prostorem. Solitony nasly uplatnéni ve fyzice plazmatu (Langmuirv
soliton), v nelinearni optice, v hydrodynamice a v dal§ich védnich oborech.

Saha, Meghnad (1893-1956), indicky astrofyzik, ktery v roce
1920 odvodil rovnici (Sahovu rovnici) pro tepelnou ionizaci
plazmatu a oteviel cestu pro vyzkum astrofyzikalniho i labora-
torniho plazmatu. Velmi intenzivné se zajimal o kvantovou teo-
rii zafeni a o specialni i obecnou relativitu. Piipravoval anglické
preklady Einsteinovych praci. V roce 1919 zjistil, ze tlak zateni
ve hvézdach je protivahou gravitacni kontrakce. Dnes je po ném
pojmenovan Sahtiv tstav jaderné fyziky v indické Kalkaté. Byl
také architektem pro planovani ficnich staveb v Indii. Vystu-
doval Univerzitu v Kalkaté, kde byl jeho spoluzakem Satyendra Nath Bose, autor
Boseho rozdéleni pro castice s celociselnym spinem. Pracoval v riznych institucich
v Indii a v Anglii, napfiklad v Allahabadové univerzité, Rajabazarove koleji, Kalkatské
univerzité a v Imperial College v Londyné.
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Schwarzschild, Martin (1912-1997), némecko-americky ast-
ronom, syn znamého fyzika Karla Schwarzschilda, ktery nalezl
feSeni rovnic obecné relativity pro sférické rozlozeni hmoty.
Martin Schwarzschild se zabyval stavbou hvézd a vyvojem
hvézd. Spolu s Kruskalem fesil podminky rovnovahy a stability
plazmovych vlaken, tzv. pincl, a popsal Rayleighovu-Tayloro-
vu nestabilitu pro plazma s magnetickym polem. Jeho hlavni
doménou byla ale astrofyzika. Zabyval se strukturou a vyvojem
hvézd, zménou jejich polohy v Hertzsprungové-Russelové diagramu. Zajimaly ho faze
pulzaci, héliovy zablesk a vytvofil prvni model vyvoje vétve Cervenych obri. V 50.
a 60. letech vedl projekt vypousténi vyzkumnych stratosférickych balonti. Schwar-
zschild vystudoval Univerzitu v Gottingen, vétsinu profesniho zivota stravil v Princeto-
nu. Za své prace ziskal Newcombovu Cleveleandovu cenu, medaili Karla Schwarzschil-
da, medaili Henryho Drapera, Bruceovu medaili, Brouwerovu cenu, Balzanovu cenu
a narodni medaili za védu. Je po ném pojmenovana planetka 4463 Marschwarzschild.

Spitzer, Lyman (1914-1997), americky astrofyzik a spoluza-
kladatel teoretické fyziky plazmatu. Intenzivné se zabyval me-
zihvézdnym prostiedim, plyny, prachem a magnetickymi poli.
Na jeho pocest je pojmenovan vztah pro vodivost plazmatu.
Spitzer byl prvnim feditelem projektu Matterhorn, ktery meél
v Princetonu za cil uskute¢néni termojaderné fize. Pro tyto uce-
ly vyvinul zcela nové zafizeni — stelarator. Jako prvni navrhl
v roce 1946, jesté davno pred zaloZzenim NASA, umistit daleko-
hled na obézné draze. Jeho nesmirné usili vedlo NASA k umis-
téni dalekohledti Copernicus a HST (Hubbliv vesmirny daleko-
hled) do vesmiru. Na jeho pocest je pojmenovan SpitzerGv vesmirny dalekohled pro
infracerveny obor. Spitzer vystudoval Yalskou a Princetonskou univerzitu. Za své prace
obdrzel medaili Henryho Drapera, narodni medaili za védu a Crafoordovu cenu.

Sridhar, Seshadri, indicky fyzik pisobici v Ramanové vyz-
kumném institutu, aktivni ¢len Mezinarodni astronomické unie.
Spolu s Peterem Goldreichem vytvorili model magnetohydro-
dynamické turbulence jako Zivotaschopnou a experimentalné
uspésnou alternativu ke Kolmogorové teorii turbulence. —

Stix, Thomas Howard (1924-2001), AT
americky plazmovy fyzik. Zabyval se Al
ohfevem plazmatu elektromagnetickymi vlnami na termojader-
né teploty, studoval stochastické procesy pii pohybu nabitych
¢astic v plazmatu. Je autorem vibec prvniho matematického
pojednani o vinach v plazmatu. Za druhé svétové valky Stix fe-
§il problémy radiové komunikace. Po valce vystudoval Kali-
fornsky institut technologii a Princetonskou univerzitu. Pracoval
v projektu Matterhorn — tajném americkém projektu pro uskute¢néni termojaderné faze,
ktery probihal v Princetonu. Je drzitelem mnoha cen, napiiklad Maxwellovy ceny
(1980) — nejvyssi ceny udélované Americkou fyzikalni spolecnosti za fyziku plazmatu.
Na jeho pocest jsou pojmenovany Stixovy koeficienty ve vztahu pro vysokofrekvencni
permitivitu a Stixova civka pro ohfev plazmatu.
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Sweet, Peter Alan (1921-2005), viz sekce Numerické simulace

Taylor, Geoffrey Ingram (1886-1975), anglicky fyzik, mate-
matik a zejména expert na dynamiku tekutin a teorii vin. Véno-
val se meteorologii, vinam v kvantové teorii (ukazal, ze v dvou- \
Stérbinovém experimentu dojde k interferenci, i kdyZz je v sys-
tému pfitomen v daném case jeden jediny foton), zabyval se
turbulencemi oceant, vznikem virovych struktur a nestabilit na
rozhrani dvou prostfedi. Je po ném pojmenovana Rayleighova-
Taylorova nestabilita, Taylortv vir, Taylorovo-Couettovo prou-
déni, Taylorova disperze (v tekutin€ s nenulovou viskozitou) ne-
bo Taylorova délka (charakteristicky rozmér turbulenci). Taylor
vystudoval v Cambridgi. Obdrzel velké mnozstvi nejriznéjSich cen, naptiklad kralov-
skou medaili, Copleyho medaili, zlatou Symonsovu medaili, medaili Wilhelma Exnera,
Franklinovu medaili a dalsi.

Trivelpiece, Alvin William (1931-2022), elektroinZenyr a plaz-
movy fyzik, po némz je pojmenovan jeden ze solitont. Trivel-
piece vystudoval Kalifornsky institut technologii (Caltech). Pro-
fesorem se stal na Marylandské univerzité. Vystiidal velké
mnozstvi zaméstnani, nejdéle setrval na pozici feditele Narodni
laboratofe v Oak Ridge (21 let). Nebranil se ani politickym pozi-
cim, zastaval naptiklad vysokou funkci na americkém Minister-

- | stvu energetiky (DOE), byl v nejriznéjsich radach a odbornym
konzultantem v mnoha spole¢nostech. Je spoluautorem dvou knih o fyzice plazmatu
(Principles of Plasma Physics, Slow-Wave Propagation in Plasma Wave Guides). Za
svou fyzikalni praci ziskal cenu Alberta Nelsona Marquise. Soucasn¢ obdrzel nékolik
cen za inZenyrské pisobeni v oblasti energetiky. Je autorem nekolika patentu.

Vlasov, Anatolij Alexandrovi¢ (1908-1975), sovétsky teore-
ticky fyzik, ktery se po vétSinu zivota vénoval statistické fyzice.
Ve fyzice plazmatu je podle ného pojmenovana Vlasovova rov-
nice pro statisticky popis bezesrazkového plazmatu. Kromée fyzi-
ky plazmatu se zabyval optikou, fyzikou krystalti a teorii gravi-
tace. Vystudoval Moskevskou statni univerzitu, kde pracoval po
boku Pjotra Kapici a Lva Davidovi¢e Landaua. Jeho doktorska
studia vedl Igor Tamm. Za své prace obdrzel Leninovu cenu.
Vroce 1944 se stal profesorem, v letech 1944 az 1953 byl
vedoucim fyzikalni fakulty Moskevské statni univerzity.

Vries, Gustav de (1866—-1934), holandsky matematik, ktery je spolu s Dierikem Koor-
tewegem, ktery byl Skolitelem jeho doktorské prace, autorem slavné KdV rovnice. Tato
rovnice popsala poprvé diive pozorovany pohyb solitonii na
vodni hladiné fi¢niho kanalu. Vries vystudoval Amsterodamskou
univerzitu. Po studiich se zivil jako stfedoskolsky ucitel.

Zacharov, Vladimir Jevgenévi¢ (1939-2023), sovétsky a rusky
matematik a fyzik. Zabyva se nelinearnimi vlnami v plazmatu,
a hydrodynamikou. Je po ném pojmenovana rovnice popisujici
solitonova feSeni. Vystudoval Novosibirskou statni univerzitu.
Ziskal Diracovu medaili za ptispévky k teorii turbulence. —
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Numerické simulace

Buneman, Oscar (1914-1993), vyznamny plazmovy fyzik,
zabyval se teorii elektromagnetickych d&ji i numerickymi si-
mulacemi. Narodil se v Italii, vyrastal v Némecku a v roce 1935
emigroval do Anglie. Stfidavé pusobil v Anglii a Kanadé¢, od ro-
ku 1960 na Stanfordské univerzit¢ v USA. Zabyval se rozptylem
na fluktuacich plazmatu, teorii hvizd, numerickym feSenim
rovnic fyziky plazmatu. Je spoluautorem kédu TRISTAN, je po
ném pojmenovana Bunemanova nestabilita, Bunemanovo dife-
ren¢ni schéma, Bunemantiv potencial a Bunemanovo-Hartreeho
kritérium pro napétovy prah v magnetronu. Je povaZovan za
otce numerickych simulaci ve fyzice plazmatu.

Courant, Richard (1888-1972), némecko-americky matematik,
ktery se zabyval metodami matematické fyziky, diferencidlnim
a integralnim poc¢tem a numerickymi metodami vhodnymi k po-
pisu piirodnich dé&ju, zejména diferencnimi schématy pro par-
cialni diferencialni rovnice. Pouzil také metodu konecnych prv-
ki k simulaci rovinné torze. Courant vystudoval Gottingenskou
univerzitu, kde pozdé&ji také pracoval. Pobyval a pracoval také
v Cambridgi a na Newyorské univerzité. Je po ném pojmeno-
vano Courantovo ¢islo, Courantliv princip minima a maxima
a Courantova-Fridrichova-Lewyho podminka stability diferenéniho schématu. Skolite-
lem jeho doktorského studia byl David Hilbert, jeden z nejvyznamnéjSich matematika
vSech dob.

Crank, John (1916-2006), anglicky matematicky fyzik, ktery
se detailné zabyval numerickymi schématy pro feSeni parcidl-
nich diferencidlnich rovnic, zejména rovnice vedeni tepla.
Vystudoval Manchesterskou univerzitu, pozdéji ptsobil na
Brunelové univerzité, kde byl viibec prvnim feditelem matema-
tického tstavu. Jeho doktorskym Skolitelem byl nositel Nobelo-
vy ceny William Bragg. Po Cranckovi je pojmenované Cranc-
kovo-Nicolsonové diferen¢ni schéma. Cranck se rad vénoval
udrzbé zahrad, proto je po ném také pojmenovana zahrada Bru-
nelovy univerzity, kterou sam vytvofil.

Fridrichs, Kurt Otto (1901-1982), némecko-americky mate-
matik, spoluzakladatel Courantova ustavu na Newyorské uni-
verzité. Zabyval se parcidlnimi diferencialnimi rovnicemi, nu-
merickymi metodami, diferencialnimi operatory, turbulencemi
za kiidlem letadla, vznikem solitonovych feSeni, rdzovymi
vlnami v magnetohydrodynamice, relativistickym proudénim
a teorii rozptylu v kvantové teorii. Friedrichs vystudoval v Got-
tingen. Je po ném pojmenovana Courantova-Friedrichsova-
Lewyho podminka stability a Laxova-Friedrichsova metoda. Za
svou praci ziskal ve Spojenych statech narodni medaili za védu.
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Hubbard, John Hamal (*1945), americky matematik, ktery pfispél zejména k teorii
komplexnich ¢isel. Podrobné se také zabyval Mandelbrotovou mnozinou. Je spoluauto-
rem schématu pro nalezeni kotfent algebraické rovnice. Vystudoval Cornellovu univer-
zitu a Harvardovu univerzitu. Je profesorem na Cornellové univerzité.

Knuth, Donald Erwin (*¥1938), americky pocitacovy expert
a matematik, je povazovan za otce analyzy numerickych algorit-
mi. Studoval na Caseové zapadni vyzkumné univerzité, doktorat
ziskal na Kalifornském technologickém institutu. Knuth je mimo
jiné autorem sazec¢ského prostiedi TeX. U algebraickych rovnic
nalezl zptsob, jak odhadnout nejvétsi absolutni hodnotu vsech
kofent, coz je dulezit¢ pro vSechny algoritmy hledajici tyto
koteny. Za své rozsahlé prace ziskal velké mnozstvi cen, z nichz
nejvyznamngéjsi je Turringova cena. Obdrzel také John von Neu-
manovu medaili, Faradayovu medaili, narodni cenu za védu, Harveyho cenu a mnohé
dalsi. Stal se zahraniénim ¢lenem Kralovské spole¢nosti.

Kutta, Martin Wilhelm (1867-1944), némecky matematik, kte-
ry se zabyval numerickymi metodami pfi feSeni obycejnych di-
ferencialnich rovnic druhého fadu. Je spoluautorem Rungeova-
Kuttova diferenéniho schématu. Zabyval se také aerodynami-
kou. Je spoluautorem Kuttova-Zukovského teorému, ktery fesi
vztlakové sily na kiidle. Studoval na Vratislavské univerzit¢ (né-
mecky Breslau) a poté na Mnichovské univerzité. Zaméstnan byl
na nékolika univerzitach, pal roku stravil v Cambridgi. Nakonec
zakotvil na Stuttgartské univerzité, kde se stal profesorem.

Lax, Peter David (¥*1926), americky matematik narozeny v Ma-
d’arsku. Jeho doménou byla jak aplikovana, tak rigor6zni mate-
matika. Zabyval se integrabilnimi systémy, dynamikou tekutin,
razovymi vlnami a solitony. Resil parcialni diferencialni rovni-
ce, zejména hyperbolického typu. Je autorem nékterych diferen-
¢nich schémat pro feSeni parcialnich rovnic. K nejznaméjsim
patii Laxovo-Wendroffovo schéma. K jeho velmi vyznamnym
vysledkiim patii nalezeni maticové reprezentace k hyperbo-
lickym polynomtim tfetiho fadu. Lax vystudoval Courantiv in-
stitut, kde pozdéji také pracoval. Za své objevy ziskal fadu cen
a medaili, naptiklad americkou narodni medaili za védu, Wolfovu cenu, cenu Norberta
Wienera, Abelovu cenu, Chauvenetovu cenu a Lomonosovovu zlatou medaili.

Lewy, Hans (1904-1988), americky matematik narozeny v N¢-
mecku, ktery se zabyval parcidlnimi diferencialnimi rovnicemi a
jejich numerickym fesenim. Druhou oblasti jeho ¢innosti byla
komplexni analyza, v niz zkoumal funkce vice komplexnich pro-
ménnych. Vystudoval Géttingenskou univerzitu, kde se vénoval
nejen matematice, ale také fyzice. K jeho ucitelim patfili Max
Born, David Hilbert, Emmy Noether a Alexander Ostrowski.
Skolitelem jeho doktorské prace byl Richard Courant. V Ameri-
ce pracoval na Brownov¢ univerzité¢ a na Kalifornské univerzité
v Berkeley. Za svlij vyzkum obdrzel Wolfovu cenu. Je po ném pojmenovana Couran-
tova-Friedrichsova-Lewyho podminka stability explicitnich numerickych schémat.
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Metropolis, Nicholas Constantine (1915-1999), fecko-ame-
ricky matematik a fyzik. Vystudoval fyziku na Univerzité v Chi-
cagu, vétsinu plodného zivota stravil v americké Narodni labora-
tofi v Los Alamos, kde se podilel na stavbé prvnich jadernych
reaktorti. Uzce spolupracoval s Enricem Fermim, Edwardem
Tellerem a Marshallem Rosenbluthem. V roce. 1953 se stal spo-
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dob — Monte Carlo algoritmu, ktery vzorkuje urcité statistické
rozdéleni. Metropolisiiv algoritmus se hojné vyuziva nejen ve
fyzice plazmatu,a le téméf ve vSech oblastech lidské cinnosti, /
véetné ekonomie. Traduje se, ze tento algoritmus objevili Rosenbluth s Metropolisem
a dal§imi nad ranem v baru. Odnozi je optimaliza¢ni algoritmus, ktery se nazyva si-
mulované ochlazovani. Za své prace Metropolis ziskal cenu pritkopnika vypocetni techniky.

Morton, Keith William (*1930), britsky matematik a fyzik za-
byvajici se parcialnimi diferencialnimi rovnicemi, jejich analy-
zou a numerickym feSenim. Studoval v Cambridgi, doktorat vy-
pracoval na Courantové institutu Newyorské univerzity na téma
»VIny kone¢né amplitudy v bezesrazkovém plazmatu“. Byl
ovlivnén Richardem Courantem a Peterem Laxem. Ve spolu-
praci s Robertem Richtmyerem napsal pojednani o diferencial-
nich rovnicich a odvodil diferen¢ni schéma, které nese jeho
jméno. Po navratu do Anglie se stal profesorem matematiky
v Oxfordu. Za svou praci ziskal Morganovu medaili.

Neumann, John von (1903-1957), mad’arsko-americky mate-
matik, fyzik a pocitacovy specialista, ktery se zabyval kvanto-
vou fyzikou, teorii mnozin, ekonomii, informatikou, numericky-
mi simulacemi, hydrodynamikou, statistikou a mnoha dal§imi
obory. Je povazovan za otce digitalnich pocitact, je spolutvir-
cem matematické teorie her, podilel se na vyvoji vodikové bom-
by v Los Alamos. Podle von Neumanna je pojmenovana archi-
tektura pocitace a postup hledani podminek stability dife-
rencnich schémat. Jeho jméno nese neceld stovka dalSich vét,
teorému a postupi ve fyzice, matematice a vypocetni technice. Vystudoval Univerzitu
Pazméana Pétera, ETH v Curychu a Goéttingenskou univerzitu. Za svou praci ziskal
Bocherovu cenu, medaili Enrica Fermiho, fa4d Za zasluhy (Modry Max) a medaili
svobody prezidenta Trumana.

Nicolsonova, Phyllis (1917-1968), britskd matematicka, ktera je
spoluautorkou diferen¢niho schématu pro feSeni parcialnich
diferencialnich rovnic, vyvinutého s Johnem Cranckem. Vystu-
dovala na Manchesterské univerzité, kde také ziskala doktorat.
Puvodné se zabyvala kosmickym zafenim, ale s nastupem druhé
svétové valky se skupina Douglase Hatreeho, v niz pracovala,
musela zabyvat obrannymi problémy. Jednim z nich byl vyzkum
rovnice vedeni tepla. Spolu s kolegou Johnem Cranckem zkou-
mala stabilitu riznych vypocetnich algoritmii. Tato prace je do-
vedla ke kvalitnimu schématu pro feSeni rovnice vedeni tepla, s

jenz se dnes nazyva Cranckovo-Nicolsonové schéma. Publikovano bylo az po valce.
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Rosenbluth, Marshall Nicholas (1927-2003), americky plaz-
movy fyzik. Je jednim ze tfi spoluautorG Metropolisova algo-
ritrnu (Monte Carlo simulace v ptirodnich Védéch) jednoho
elektrontl, vinami a nestabilitami v plazmatu, turbulencemi v to-
kamacich. Ve statistickém popisu plazmatu zavedl Rosenblut-
hovy potencialy. Do roku 1999 se podilel na pfipraveé projektu
prvni experimentalni termojaderné elektrarny ITER.

Sweet, Peter Alan (1921-2005), anglicky astronom, profesor
astronomie na Univerzité¢ v Glasgow. Zabyval se magnetickymi
poli v mezihvézdném prostiedi. Je autorem jednoho z modell
magnetické rekonekce (Sweettiv-Parkertiv model, 1958). V dobé
vzniku c¢asticovych simulaci pfipravoval Peter Sweet vhodné
numerické algoritmy a demonstroval je pro pouhych 8 astic na
kapesni kalkulacce. Dnesni vypocetni technika umoziuje sledo-
vani miliardy nabitych ¢astic. Sweet studoval v Cambridgi pod
vedenim Freda Hoyla.

Richtmyer, Robert Davis (1911-2003), americky fyzik, vystu-
doval v Némecku. Puasobil v Los Alamos, ve Stanfordu, na Cor-
nellové univerzité, na Coloradské univerzit¢ a dalSich praco-
vistich. Za druhé svétové valky pracoval v Los Alamos, po valce
se stal vedoucim teoretického oddéleni. Zabyval se numerickymi
metodami ve fyzice plazmatu, diferenénimi schématy a nestabi-
litami. Je po ném pojmenovana Richtmyerova-Meskovova nes-
tabilita a Richtmyerovo-Mortonovo schéma. Ptsobil jako nakla-
datel, hral na housle ve filharmonii. Zalozil nadaci na podporu nadanych studenti.

Carl David Tolmé (1856-1927), némecky matematik a fyzik.
Je spoluautorem slavné Rungeovy-Kuttovy metody na feSeni
obycejnych diferencialnich rovnic. Zabyval se také spektrosko-
pii latek, detekoval ¢ary riznych prvki a zajimal se o vyuziti
spektroskopie v astronomii. Vystudoval Berlinskou univerzitu,
pracoval na Leibnizov¢ univerzit¢ a na Gottingenské univerzite.
Je po ném pojmenovan krater na M¢sici a jeho jméno nesou
Schumannovy-Rungeovy molekularni pasy.

Wendroff, Burton (¥*1930), americky matematik, ktery vyvijel
metody pro feSeni hyperbolickych parcidlnich diferencidlnich
rovnic (Laxovo-Wendroffovo schéma). Jeho doménou byla apli-
kovana matematika, zejména popis chovani tekutin parcialnimi
diferencidlnimi rovnicemi. Wendroff vystudoval Newyorskou
univerzitu a MIT. Pracoval v ndrodni laboratofi Los Alamos, na
Denverské univerzité a na Univerzité v Novém Mexiku. Jeho
doktorskym Skolitelem byl Peter Lax. Wendroff je Cestnym
¢lenem spolecnosti pro industrialni a aplikovanou matematiku.
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Rejstrik pojmu

adiabaticky invariant
druhy 44
prvni 34
tieti 45
obecné 34
Alfvénova rychlost 79, 92-95, 133136,
179, 296, 299
algoritmus
ADI 317
Metropolisiv 340-341
Newtontv (hledani kotene) 323
PIC 326
Weylav 321
zobecnény Newtonlv 324
anomalni rezistivita 96, 98, 251
bananova orbita 44, 51, 228
Beltramovo pole 8083, 89, 104
Bernsteinovy mody 260
body O a X 94
Cauchyho
hodnota 255
uloha 312
CMA diagram 145-148
Coulombuiv logaritmus 241, 343
cykloida 23, 24
cas
Alfvéntv 297
rezistivni 85, 92
Cislo
Alfvénovo 346
Hartmannovo 77
Lundquistovo 92, 94
Machovo-Alfvénovo 94
Prandtlovo 296
Reynoldsovo 296
Reynoldsovo magnetické 62, 90, 296
Ctyfpotencial 27, 261
Styirychlost 27-28, 205, 265
ctyivektor 16-17, 25, 60, 116, 204-205,
265,274
Ctyfzrychleni 27, 265
Ctyfvinna interakce 163
Debyeova vzdalenost 14, 109, 129-130,
231-232, 237, 242, 326, 342
diamagnetizmus 55, 150
diference, diferencni 310

diftize
ambipolarni 223
anomalni 228
gyromagneticka (Bohmova) 227
neoklasicka 228
v magnetickém poli 64—67
diferen¢ni schémata 314-315
diftizni region 93
disperzni relace 116-124, 126, 128-132,
132-136, 137-146, 150, 156-162, 175,
180184, 252, 255-256, 258, 278, 281,
285-289, 321
Dreicerovo pole 272, 275-276, 355
drift
ExB 30, 4042, 94
grad B 41
gravitacni 40
inercialni 40
obecné 40, 54
polarizaéni 42
zakiiveni 41
dvojvrstva 18, 108-113
dynamické tieni 237, 248
dynamicky tlak 211, 215
elektromagneticky kolaps 106
Elsdsserova pole 299-297, 299
energie
ionizaéni 13, 203,
entropie 229-230
Faradayova rotace — viz jev
Fermiho mechanizmus (urychleni) 44
formule
Appletonova-Hartreeho 146, 150,
353,357
Rutherfordova 232, 235
Spitzerova 251
frekvence
cyklotronni 21, 23, 31, 35, 44, 52, 138,
140, 150, 260
dolni hybridni , 148
gyracni 33
horni hybridni 143, 148
charakteristicka 220
mezni 140, 142, 145, 148
mezni leva 141, 143, 148
mezni prava 141, 143, 148
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plazmova 126, 127-131, 138, 140, 142,
162, 252, 255, 256, 290, 326
rezonan¢ni 140, 146
srazkova 202, 207, 222, 225, 270,
272,275
thlova 86, 116, 121, 122, 123, 139, 156,
168, 183,278
funkce
Besselovy 104, 171
Diracova zobecnéna 65-67, 204,
247,248
distribu¢ni 334
Greenova 65-67, 310
Hamiltonova 16, 17, 19, 22, 26, 29
holomorfni 254
Chandrasekharova 243-245, 248-250,
272276
chybova 243-245
kulové 242
Lagrangeova 1617, 25, 233, 279, 282
vlnova 116, 349
generator nadhodnych Cisel
Fibonacciho 333
LCG 333
L’Ecuyertv 333-334
obecné 332-334
gyrace — viz Larmorova rotace
Hartmannovo feseni 75-78
helicita 80-8, 89, 92
hustota
hybnosti 58, 215
Jouleova vykonu 218, 219, 229
hvizdy — viz viny
index
lomu 19, 139-147, 155
rekonekce 94-98
Jeansovo kritérium 122-124
jev (efekt)
alfa 87-89, 91, 98
Comptonuv 268, 355
Faradayova rotace 148—149
Hallav 96-98
omega 8688, 91
termodifuze 229
termoelektricky 185, 229
koeficient
difuze 223, 225, 226
kineticky 230
magnetické difuze 64
narustu nestability 156, 183, 197
polytropni 114, 124, 186
Stixtv 145-146
tepelné vodivosti 229, 230
viskozity 71, 211, 296

komplex elektromagneticky 137-154
komplex magnetoakusticky 132—136
konvoluce 66, 310
konstanta vazebna 158
korelace 88, 90, 91, 208, 332-333
kvazineutralita 12, 14, 60, 61, 108, 109,
127,130, 185, 203, 223, 224, 231
Landaudv Gtlum
na elektronech 252-258
na iontech 258-259
Bernsteinovy mody 260
Larmorova
formule 265
frekvence 141
rotace 21, 34, 43, 44, 46, 54
Larmoriv polomér 20, 24, 30, 32, 33-35,
39, 44, 96-98, 293, 295, 305
Lawsonovo kritérium 53
magnetické zrcadlo 12, 43-47, 51, 97, 188
magneticky ostrov 94, 97, 197, 199
magneticky povrch 100
magnetohydrodynamika 57-115
idealni 92, 114, 115, 164, 167, 168,
175, 181
jako teorie kontinua
minimalni varianta 57-74
rezistivni 92, 93, 195
markovsky fetézec (proces) 236237
Maxwellovo rozdéleni 220-222, 228, 231,
245, 247, 249, 360
metoda Monte Carlo 331-344
stielby (distribu¢ni funkce) 334
superpozice 338
von Neumana 337
mikronestability 251
model
jednotekutinovy 60, 125, 132, 211, 218
GS9597, 299
1K64 297, 299
K41 294
Parkertiv (dynama) 86, 89
Petschekiv 162-163
Sweetuv-Parkerav 94-98, 368
vicetekutinovy 61, 212
ao 89
o 89
mody
A nestabilni 156
Bernsteinovy 260
C nestabilni 156
evanescentni 157, 168
nestability pince 170-177
svazané 157
zesilujici 157
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molekularni chaos 208
moment
Boltzmannovy rovnice 210-220
FP rovnice 247-250
hybnosti 48, 70, 218, 233
kvadrupodlovy 87
magneticky dipolovy 36, 45-48, 55
oktupodlovy 87
Monte Carlo 331-344
monopol 48-49
multipol 45, 50
multiplikatory Lagrangeovy 83
navazani poli na hranici 169
naruseni kauzality 264, 265, 269
nestability
Bunemanova 159-163, 257, 365
diocotronova 185-186, 352
driftova 163
dvousvazkova — viz Bunemanova
Kelvinova-Helmholtzova 181-184
koralkova 175
mikronestability 251-260
ostruvkova (tearing) 196197
parametrické 290
plazmového vlakna 170-177
Rayleighova-Taylorova 177-181
rezistivni 193-195
Richtmyerova-Meskovova 184
tizené rezistivni 197
Schwarzschildova (konvekce) 190-192
smyckova 175
svazek-plazma 162
tokamakové 198
vymeénné (tlakem fizena) 186-190
Weibelova
opticka analogie 18—-19
parametr
beta 189-190, 348
bezpecnostni (rotacni ¢islo) 198
dvojvrstvy 108, 109
kriticky zdmérny 234
zdmérny 233-235
Parkerova plocha 107
permitivita plazmatu 153-154
PIC simulace 326-330
pin¢ — viz proudové vlakno
plazma
bezesrazkové 14, 97, 98, 220, 251, 252,
256, 291, 364, 367
definice 12
idealni 15, 81, 232
kvantové 13
nerovnovazné 14
nizkoteplotni 14

prachové 15
relativistické 13
rovnovaha 100
rovnovaha osove symetricka 101
srazkové 14, 60
v termodynamické rovnovaze 14, 220,
229,231
vysokoteplotni 14
plazmové oscilace 125, 127-128, 131, 140,
256, 288
pohybova rovnice
Abrahamova-Lorentzova 263
Landauova-LifSicova 268
Lorentzova 17, 18, 26, 28, 44
Lorentzova-Diracova 265
Lorentzova relativisticka 26-27
pohyblivost (mobilita) 224
Poyntingtiv vektor 114, 216, 219
proudova sténa 107
proudové (plazmové) vlakno 49, 54, 102,
118, 164, 170, 175, 176, 185
prepojeni indukénich ¢ar 92-99
radia¢ni reakce 274275
Rankinovy-Hugoniotovy podminky
113-115
razova vlna 18, 47,96, 113115, 155, 163,
184, 357, 361, 366
redukovana hmotnost 232, 343
rekonekce — viz prepojeni
relace Onsagerovy (reciprocity) 229-230
reziduum 255, 304
rezonance
cyklotronni 141, 143, 146, 148
dolni hybridni 143, 146, 148
horni hybridni 143, 148
obecné 140, 144
Rosenbluthovy potencialy 237-249
rotacni ¢islo — viz parametr, bezpeénostni
rovinna vlna 78, 116, 117, 118, 120, 123,
132,278,279
rovnice
BGK (Boltzmann-Bhatnagar-Krook) 202,
220, 223, 225, 228, 353, 356, 358
Boltzmannova 200-212, 213-230, 236,
252,353, 356
Boltzmannova relativisticka 204
driftova 39
Fokkerova-Planckova 201, 235-239, 242,
243, 247, 250, 355
Gradova-Safranovova 102
gyracniho stiedu 36
Hamiltonovy 8, 19, 22, 26, 29, 304
Helmbholtzova 80, 84, 357
Kleinova-Gordonova 118, 280-281
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kontinuity 58-59, 63, 68-70, 73-75, 93,
95,110-113, 119, 125, 137, 138, 211,
212,214,217, 223, 230, 288

Lagrangeovy 17

Landauova 201, 359

Landauova-LifSicova 268

proudnice 57, 64

pfenosu (momentovd) 209

Sahova 203

Vlasovova 202, 220, 252, 364

vlnova 68, 78, 79, 118, 193, 280, 287,
288,290, 311, 319

rychlost

Alfvénova — viz Alfvénova rychlost

fazova 116-118, 134, 151, 203, 259,
285, 291

grupova 117-118, 121, 123, 129, 136,
151, 278, 279

svétla 16, 30, 33, 60, 117, 118, 138, 216,

267, 355
zvuku 121, 123, 126, 130, 134, 136
rovnovaha hvézdy 124
separatrisa 94, 197,
schéma (numerické)
Borisovo-Bunemanovo 307
Crankovo-Nicolsonové 316
Du Fortovo-Frankelovo 315
explicitni 313
implicitni 313
Laxovo-Wendrofovo 315
Leap-Frog 305
Newtonovo-Eulerovo 302
Richtmyerovo-Mortonovo 316
Rungeovo-Kuttovo 306
relativistické 308
fad 304
stabilita 304, 318
sila
Abrahamova-Lorentzova 263, 352
Coriolisova 87, 88
grad B 38-39

Lorentzova 21, 38, 61, 69, 72, 73, 75, 78,

81,93, 100, 102, 143, 194, 202, 210,
215-217, 268, 295, 296, 360
Lorentzova ¢tyisila 205, 265
termodynamicka 229
tieci (srazkova) 270
skinova hloubka 348

srazkovy ¢len 131, 201, 202, 206, 208, 218,

220, 232, 235-237, 242, 343

srazkovy (sumacni) invariant 208-209, 211,

214-215, 218, 220
stabilita schématu
CFL podminka 320

John von Neumannova podminka 318
obecné 304, 318
stelarator 50, 363
stiedni volna draha 14, 164, 227, 228, 291
substancionalni derivace 57, 62, 64, 68,
69, 285
Slirova fotografie 142, 154-155
tenzor
diftze 249
dynamického tlaku 215
elektrické vodivosti 230
Levi-Civitav 18, 210, 217, 352
Maxwellav pnuti 70, 72,73, 211, 217
permitivity 153-154
tepelné vodivosti 230
tlaku 72, 211, 214-215
toku hybnosti 215
viskozity 71
teorie Drudeho 222
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Vybrané kapitoly z teoretické fyziky I

Prvni dil ,,Vybranych kapitol* je uvodnim dilem celé série. Za¢ina zékladnimi pojmy
z teoretické mechaniky. Ctenaf se seznami se eleganci popisu mechanickych i dalsich
déjti za pomoci Lagrangeovych, Hamiltonovych rovnic a Poissonovych zavorek. Druha
¢ast je vénovana kvantové teorii. Relativné standardni partie tykajici se stavby a inter-
pretace kvantové teorie jsou nasledovany problematikou tykajici se hranice mezi kvan-
tovym a klasickym svétem, vyvracenim existence skrytych parametri, EPR paradoxem
a Bellovymi nerovnostmi. Posledni ¢ast prvniho dilu ,,Vybranych kapitol“ je vénovana
zdkladim matematiky, které jsou nutné ke studiu fyzikalnich d&jii. Ctenat mize do této
¢asti ucebnice nahlédnout, kdykoli nebude znat matematiku potfebnou pro cetbu fyzi-
kalnich partii.

TEORETICKA MECHANIKA
= Integralni principy mechaniky

= Zékony zachovani v piirodé

»  Hamiltonovy kanonické rovnice

Vybrané ulohy z teoretické mechaniky
= Nelinearni dynamické systémy
= Lagrangeovy rovnice pro polni problémy

KVANTOVA TEORIE

=  Mikrosvét a makrosvét

= Zéakladni principy kvantové teorie

=  Harmonicky oscilator

= Jednoduché jednorozmérné systémy
= Sféricky symetricky potencial

= Casovy vyvoj

= Relativisticka kvantova teorie, spin
= Fermiony a bosony

= Kvantova teorie a skryté parametry

MATEMATIKA PRO FYZIKU

= Einsteinova sumacni konvence

=  Komplexni ¢isla a funkce

=  Vektory a tenzory

= Diracova symbolika a operatory v kvantové teorii
= Od gradientu k helicité

*  Vicerozmérné integraly

= Nékteré specialni funkce

= Zobecnéné funkce

= Kuzelosecky, trigonometrie a dalsi






Vybrané kapitoly z teoretické fyziky Il

Dalsi dil ,,Vybranych kapitol* navazuje na uvodni ucebnici, kterou pravé drzite v rukou.
Potiebné matematické zaklady pro druhy i tfeti dil jsou soucasti prvniho dilu trilogie.
Druhy dil je vénovan statistické fyzice, elektromagnetickému poli a relativité. K pocho-
peni statistické fyziky je tfeba znat alespon zaklady teoretické mechaniky a kvantové
teorie. Teorie elektromagnetického pole ukazuje eleganci Maxwellovych rovnic a odvo-
zuje znich jednotlivé fyzikalni jevy az po nejrizné€jsi druhy elektromagnetického
zateni. Posledni Cast druhého dilu je vénovana relativité, kterd zcela zménila nase
chapani, jak funguje svét kolem nas. Zacina specidlni relativitou a pokracuje zaklady
obecné relativity, soucasné teorie gravitacni interakce.

STATISTICKA FYZIKA

= Vybrané partie z termodynamiky
=  Zékladni pojmy statistické fyziky
=  Gibbstv kanonicky soubor

= Jednoduché piiklady

Dalsi priklady

Grandkanonicky soubor
Fermiony a bosony

Fluktuace a entropie

Magneticky aktivni systémy

ELEKTROMAGNETICKE POLE

Maxwellovy rovnice
Elektrostatika
Magnetostatika

Zakony zachovani
Elektromagnetické viny

=  Elektromagnetické potencialy
» Elektromagnetické zafeni

= Pole v rezonan¢ni dutiné

RELATIVITA

= (Od specialni relativity k principu ekvivalence

=  Metrika, kovariantni derivace

=  Rovnice geodetiky

= Dilatace ¢asu a ¢erveny gravitaéni posuv

= Riemanntiv tenzor kiivosti a Einsteintiv gravita¢ni zakon

»  Gravitacni viny

= Schwarzschildovo feSeni a pohyby ve Schwarzschildové geometrii
= Strhavani ¢asoprostoru rotujicim télesem

= Uvod do kosmologie
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