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Mili ¢tenafové,

drzite v rukou druhy dil ,,Vybranych kapitol“. Jeho struktura je stejna jako u dilu prv-
niho. Jedinym rozdilem je, Zze veskera potfebna matematika ke studiu je zamérné sou-
stfedéna v prvnim dilu. Matematické minimum tak nemusite hledat roztrousené v riz-
nych dodatcich, jak tomu bylo v pfedchozim vydani, ale najdete ho soustfedéné na jed-
nom jediném misté. Doufam, ze toto feseni je vyrazné praktic¢té;si.

Druhy dil ,,Vybranych kapitol” je vénovan statistické fyzice, elektromagnetickému
poli a relativité. Ve statistické fyzice se Ctenaf seznami s popisem velkého mnozstvi
systému, které tvofi statisticky soubor. Obrovské mnozstvi jedinct stejného druhu neu-
moznuje kompletni popis vSech trajektorii na irovni teoretické mechaniky ani na téch
nejvetsich pocitacich svéta. Proto se pfi popisu vyuziva statistické pfiblizeni, v némz na
zéklad¢é chovani jednoho jedince usuzujeme na vlastnosti velkého souboru takovych
jedincti. Ustfednim nastrojem pii statistickém popisu piirodnich d&ji je kanonicka
a grandkanonickd parti¢ni suma. Probrdna jsou zékladni statisticka rozdéleni jak v kla-
sické fyzice, tak Fermiho-Diracovo a Boseho-Einsteinovo rozdéleni v kvantové mecha-
nice. Poznatky jsou aplikovany napiiklad na elektronovy a fotonovy plyn. Vysledkem je
mj. kompletni odvozeni Planckova vyzafovaciho zakona. Aplikace statistického pfistu-
pu je ukazana také na rotacnich a vibra¢nich stavech molekul. Probrany jsou i zaklady
miizovych modell feromagnetik. S nerovnovaznou statistikou se student setkd az ve tie-
tim dile ,,Vybranych kapitol®.

Druha ¢ast této ucebnice je vénovana elektromagnetickému poli. Elektfina a magneti-
zmus jsou rubem a licem téZze mince. Ménici se magnetické pole vytvari pole elektrické
a meénici se pole elektrické dava vzniknout poli magnetickému. Od roku 1873, kdy Ja-
mes Clerk Maxwell publikoval své monumentalni dilo ,,4 Treatise on Electricity and
Magnetism*, uz uplynulo hodné vody. Maxwellova elektrodynamika predpovédéla
existenci mnoha jevt, které zmeénily za jediné stoleti nasi civilizaci k nepoznéni. Dnes si
nas zivot uz sotva dokazeme predstavit bez elektrickych a elektronickych pomocniki.
Elektromagnetické déje se podileji i na procesech ve vesmiru — prach v mlhovinach se
elektrostaticky lepi do zarodkd, z nichz vznikaji planety, hvézdy jsou obfimi plazmo-
vymi koulemi s vyraznymi elektromagnetickymi projevy a magneticka pole se prolinaji
vesmirem na vSech skalach. Nase technologie nevyuzivaji elektfinu a magnetizmus jen
v elektrickych strojich a elektronickych zatizenich. Razantni nastup fyziky plazmatu
prinesl zcela nevidané aplikace — nanaseni ultrapevnych povrchi, Gpravy tkanin, plaz-
mové fezani a obrabéni a plazmovou medicinu, kterd je doslova hitem poslednich let.
Podstatna ¢ast ucebniho textu o elektromagnetizmu je vénovana zafeni nabitych Castic,
které souvisi se zménou hybnosti nabité ¢astice, at’ uz ve sméru pohybu (napf. brzdné
zéfeni), tak ve sméru kolmém na trajektorii (napf. cyklotronni a synchrotronni zafent).
Probrany jsou ale i relativné vSedni formy interakce zafeni s latkou, naptiklad Thomso-
ndv rozptyl ¢i Rayleightiv rozptyl zodpovédny za modrou barvu oblohy. Vyvrcholenim
¢asti o elektrodynamice je popis elektromagnetického pole v rezonacni dutiné jako
soustavy harmonickych oscildtorti, které spliuji klasické Hamiltonovy rovnice.



9 Predmluva

Posledni cast této ucebnice je vénovana relativité. Maxwellova elektrodynamika uka-
zala, 7e se rychlosti transformuji jinak, nez tomu je v klasické mechanice. Uprava me-
chaniky dle pozadavkt elektrodynamiky vedla ke specialni relativité. Albert Einstein ji
dale zobecnil na libovolné soufadnicové soustavy, a tim dal vzniknout obecné relativité,
soucasné velmi uspésné teorii gravitacni interakce. Z obecné relativity vyplynula cela
fada dfive nepfedstavitelnych jevii — uzavieni ¢asoprostoru do cerné diry, ohyb svétla
gravitacni cockou, gravitacni viny, strhavani ¢asoprostoru rotujicim télesem a existence
mnoha dal§ich procesi, nad nimiz se i vice nez sto let od zrodu této teorie stle taji
dech. Seznamime se sice jen se zaklady obecné relativity, ale i ty mohou ¢étenafe za-
ujmout natolik, Ze se pusti do hlubsiho studia této nadherné fyzikalni teorie.

Proménné jsou ve vsech tfech dilech reprezentovany zasadné Sikmym Fezem pisma.
Zakladnim fezem jsou zobrazeny funkce, zkratky, ¢islice a rizné matematické operace.
Tuénym fezem pisma jsou sazeny vektory, tenzory a sloZzené objekty. Ve vyjimeénych
pripadech, kdy by mohlo dojit k nejednoznaénosti ¢i zaméné, jsou nad vektory a tenzory
sipky. Latinské indexy znamenaji pofadi veli¢iny, soutadnicové osy atd. Reckymi pis-
meny jsou oznaceny slozky ¢tyfvektort, naptiklad 4,, kde a = 0 (¢asova slozka), 1, 2, 3
(prostorové slozky).

Pocet pismen abecedy je omezeny, proto jsou nékteré veli¢iny oznaCeny stejnym
symbolem. Jejich vyznam lze ale snadno odhadnout z kontextu. Pomoci pii tom muzZe
i seznam symbolll zafazeny v zavéru knihy. Pfi ¢teni nepfeskakujte poznadmky, ¢asto jde
o dulezité postiehy potiebné k pochopeni probiraného jevu. V knize je naleznete na Se-
dém podkladu. Ilustrativni priklady jsou oddéleny od ostatniho textu na zacatku a na
konci ¢ernym ptilkoleckem. Dulezité vztahy jsou na levé stran¢ oznaCeny Cernym troju-
helnikem. Snad toto znaceni pfispéje k lepsi orientaci Ctenafe v naro¢ném studijnim
textu.

Co fici na zaveér? Mé podekovani patii fadé mych studentt, ktefi se z textdl, na jejichz
zéaklad¢ vznikala tato kniha, ucili a peclivé objevovali pfeklepy a nejasnosti. Mé podé-
kovani patfi také Ing. arch. Ivanu Havlickovi, ktery se postaral o vodni grafiku
k jednotlivym kapitoldm, obalku a nékteré obrazky. Budoucim studentim bych chtél
poptat, aby zazili neopakovatelnou a nesdélitelnou zévrat’ z pochopeni a porozuméni
zékontim popisujicim dé&je probihajici v pfirod€ kolem nés.

Petr Kulhanek, 2020, 2024, Praha

Odkazy na kompletni nahravky pfednasek k této ucebnici naleznou Ctenafi na serveru
aldebaran.cz v sekci Studium. Zde si také muzete stahnout elektronickou podobu vétSiny
¢asti této ucebnice a dalsi dopliujici materialy k prednaskam.
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12 Statistickd fyzika

1.1 Vybrané kapitoly z termodynamiky

Chceme-li popisovat chovani velkého souboru mnoha stejnych systémi (klasickym
ptikladem je plyn slozeny z mnoha stejnych molekul), miizeme v podstaté pouzit jen
Ctyfi pristupy:

1) chovani prohlasime za ,,bozi zdzrak* a dale nezkoumame.

2) na zéklad¢ vysledkd jednoduchych experimentii se snazime nalézt zakony, kterymi
se soubor fidi. Napfiklad zjistime, Ze v uzaviené nadob¢ roste tlak s rostouci teplo-
tou ¢i rostoucim poctem castic a naopak tlak plynu klesa, budeme-li zvétSovat roz-
méry nadoby. Kombinaci téchto vztahli miizeme nalézt stavovou rovnici. Vzdy
vSak musime mit na mysli, Ze jde o odvozeni na zaklad¢ experimentt, bez zkou-
mani podstaty jevll samotnych a ne vzdy budeme zcela rozumét, kdy odvozené za-
kony ptesné plati. Timto pfistupem se zabyva termodynamika a nazyva se popisny,
odvozeny ze zkuSenosti, neboli fenomenologicky.

3) pokusime se vypocitat trajektorii kazd¢é ¢astecky tvorici soubor ze zakladnich za-
kont, naptiklad z Hamiltonovych rovnic. Tento postup musi nutné selhat u soubort
mnoha castic, kde je takovy popis nad nase moznosti. MiZzeme ale pouzit rizné
numerické metody, nepopisovat v§echny systémy ze souboru a podobné.

4) zakony popisujici chovani souboru jako celku se pokousime odvodit teoreticky ze
znalosti chovani jednotlivych ¢lenli systému statistickymi metodami. Ziskané vy-
sledky maji pravdépodobnostni charakter, ale u soubori mnoha ¢astic to viibec neni
na zavadu, spiSe naopak. Timto piistupem se zabyva statisticka fyzika.

Soubor systémti popisovany metodami statistické fyziky mize byt velmi rozmanity.
Muize jit o jednoduchy monoatomarni plyn, o neutronovou hvézdu slozenou z neutronti
¢i o feromagnetikum slozené z mnoha elementarnich magnetkt (spint1). Systémy popi-
sovaného souboru mohou byt jak klasické, tak kvantové. Jiz v kvantové teorii jsme se
zminili o mimotfadné dtlezitosti harmonického oscilatoru, a proto i v této ¢asti budeme
vénovat pozornost souboru kvantovych harmonickych oscilatori.

Samoziejmé si odvodime jednoduché zakony idealniho plynu, stavovou rovnici, ze
statistického hlediska se seznamime s pojmem entropie. Stejné tak ale budeme studovat
kvantové systémy fermionl a bosonii nebo mnoha elementarnich kvantovych rotatort
(napriklad rotujicich molekul). Statisticka fyzika je mimoradné krasna a elegantni partie
fyziky, s jejimiz pocatky jsou spjata jména takovych velikand, jako byli naptiklad Lud-
wig Boltzmann ¢i Josiah Gibbs nebo v kvantové statistice Enrico Fermi, Paul Dirac,
Satyendra Bose a Albert Einstein.

Nez se ale pustime do vlastni konstrukce statistické fyziky, musime se seznamit
s n€kterymi zakladnimi pojmy z termodynamiky. Tato ¢ast neni v zddném pfipad¢ néja-
kym systematickym vykladem termodynamiky. Jde jen o ptehled nckterych pojmt
z tohoto oboru, které budou potfeba k porovnani vysledkd termodynamiky a statistické
fyziky. V termodynamice budeme hovofit o popisované soustavé. Ve statistické fyzice
pak budeme dusledné rozliSovat systém (jedna popisovana entita) a soubor (velké mnoz-
stvi téchto entit).
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Ke studiu této ¢asti byste z matematiky méli znat Pfaffovy diferencidlni formy. Je-
jich zéklady naleznete ve ,,Vybranych kapitolach I, v kapitole 3.9.

1.1.1 Prvni a druha véta termodynamicka

Prvni véta termodynamickd neni nic jiného nez zédkon zachovani energie soustavy:
Vnitini energie soustavy se miize zvysit dodanym teplem nebo pridanim dalsich castic
a snizit soustavou vykonanou pract.

dU =d0 - dd + dU, . (1.1)

Sama vnitini energie soustavy je uplnym diferencidlem. Cleny na pravé strané ale tpl-
nymi diferencialy nejsou. Plyne to z mnoha experimentii. Dodané teplo [dQ je riizné po
ruznych cestach ve fazovém prostoru (p, V, T), a zavisi tak na cesté. Podobné je to
i s dal§imi Cleny na pravé stran¢. Podivejme se na jednotlivé ¢leny podrobnéji:

Prace vykonana soustavou (d4)

Prace vykonana soustavou mize byt nejriznéj$i povahy: mechanické, elektrické, mag-
netické, polarizadni, elastické, atd. a vysledny vyraz je souétem mnoha ¢lend. Prozatim
se ale spokojime jen s vyrazem pro mechanickou praci, elektrické a magnetické Cleny
budeme diskutovat pozdéji.

dd=Fdl+- =pSdl+- =pdV +- (1.2)

Vnitini energie spojena se zménou poctu castic (dUy)
Prichazeji-li do soustavy dalsi ¢astice z vnéjsku, roste vnitini energie soustavy imeérné
prirtstku ¢astic:

dUy =udN. (1.3)

Koeficient imérnosti ¢ se nazyva chemicky potencial soustavy a zavisi na typu latky, ze
které se soustava sklada. Z matematického hlediska o zadny skuteény potencial nejde
anazev ma jen historicky ptvod. Obsahuje-li soustava vice druhti Castic, je prirtstek
vnitini energie spojeny se zménou poctu Castic dan souctem podobnych ¢lenti pies
vSechny druhy ¢astic (pouzivame sumacni konvenci):

Tepelna energie (dQ)

Teplo je jednim z ustfednich pojmi termodynamiky a je proto obzvlasté nepiijemnou
zalezitosti, Ze neni ve tvaru Uplného diferencidlu. Nastésti 1ze ukazat, ze vzdy existuje
integracni faktor, ktery teplo pfevede na diferencialni formu ve tvaru Gplného diferenci-
alu. To je obsahem druhé vety termodynamicke, ktera se vyskytuje v mnoha podobach.
cena hodnota absolutni teploty. Nové vzniklou uplnou diferencidlni formu nazyvame
entropie a oznacujeme ji dS:

1
= do. (1.5)
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e  Existuji i jiné formulace druhé véty termodynamické, které maji hluboky vyznam
pro termodynamiku, naptiklad: Neexistuje perpetum mobile druhého druhu (stroj
trvale a cyklicky konajici prdaci ochlazovanim teplotni lazné). To, jak spolu obé
formulace souvisi, miize ¢tenai nalézt v kazdé ucebnici termodynamiky.

e Ke spravnému integraénimu faktoru Ize dojit napfiklad rozborem Carnotova cyklu,
kde se ukazuje, Ze integrace dQ zdvisi na cesté integrace, ale integrace veli¢iny
dQ/T je nezavisla na cesté, a je proto uplnym diferencialem.

e To, ze prevracena hodnota teploty je spravnym integracnim faktorem diferencialu
tepla, 1ze také ukazat porovnanim derivaci ,.ktizem® u diferencialu entropie.

eV termodynamice rovnovaznych déji ma entropie vyznam diferencialu tepla, ktery
je integracnim faktorem opraven na Uplny diferencial. Pro entropii plati vSechny
tvrzeni véty o péti ekvivalencich: integral z entropie nezavisi na cesté, integral po
uzaviené kiivce (cyklicky d&j) je nulovy, atd. Proto vzdy davame pfednost entropii
a misto diferencialu tepla piSeme:

| do=TdS. (1.6)

Po vyjadfeni vSech veli¢in na pravé strané prvni véty termodynamické (1.1) ziskame
tvar, ktery budeme pouzivat:

> dU =TdS - pdV + u, dN, . (1.7)

V poslednim ¢lenu pouzivame sumacni konvenci, s¢itd se pfes vSechny druhy castic,
jejichz pocet se miize ménit (napiiklad v plazmatu elektrony, neutralni ¢astice a ionty).

1.1.2 Termodynamické potencialy

V minulé kapitole jsme se seznamili se dvéma veli¢inami, které tvofi diferencialni
formy ve tvaru Uplného diferencialu. Jde o vnitini energii a entropii. Existuje vSak po-
stup, kterym mizeme vytvaret celou fadu dalSich, velmi uzite¢nych tplnych diferenci-
alnich forem. Nyni zminime o entalpii, volné energii, Gibbsové potencialu a grandka-
nonickém potencidlu. Vyznam téchto veli¢in je pro statistickou fyziku velmi dulezity.

Entalpie H

Pravou stranu diferencialu vnitini energie (1.7) ,,z(plnime* v ¢lenu p dV. Zapiseme ho
jako d(pV') — Vdp a prvni ¢len pfevedeme na levou stranu. Tak ziskdme novou veli¢inu
ve tvaru uplného diferencialu, tzv. entalpii:

dU=TdS—pdV+/ldek,
dU=TdS -d(pV)+Vdp+ w dN,,
dU+pV)=TdS+Vdp+u, dN,.

Pro nové zavedenou veli¢inu miizeme napsat celou fadu relaci. Zname jeji definici (na-
levo v zavorce) a také zname jeji prvni diferencial (prava strana rovnosti). Z tvaru prv-
niho diferencialu pozname, na kterych veli¢inach entalpie zavisi. Navic vime, ze jde
o uplny diferencidl, tj. parcidlni derivace entalpie daji koeficienty diferencialni formy na
pravé strang:
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H=U+plV,
dH:TdS+Vdp+,deNk,

H=H(S,p,N,), (1.8)

(aHJ (BHJ [8Hj
e L B~ B
A N, dp SN, ON, S N,

i#k

Ze znalosti entalpie muzeme uréit teplotu, objem a chemické potencidly soustavy.
Z prvni relace (1.8) mizeme také urcit za pomoci entalpie vnitini energii soustavy:

U=H—pV=H—p(a—Hj. (1.9)
ap

Tato rovnice se nazyva Gibbsova-Helmholtzova rovnice prvniho druhu. Z vnitini ener-
gie pak mizeme pocitat tepelné kapacity soustavy i dalsi veliCiny.

Poznamka 1: Indexy u parcialnich derivaci znamenaji, Ze ptislusné veliiny jsou
pfi derivovani konstantni, zkratka si jich nev§imame tak, jak jsme bézné zvykli.
V termodynamice, kde d€je zavisi na cesté, byva zvykem tuto cestu explicitné
vyznacovat. V nasem textu budeme automaticky rozumét, ze veliiny, podle
kterych se derivace neprovadi, jsou konstantni, a indexy nadéle nebudeme psat.

Poznamka 2: Pismeno H znamena velké fecké éta (souvisi se slovem enthalpy).

Volna energie F

Budeme postupovat obdobné jako u entalpie, jen nyni ve vyrazu (1.7) pro vnitini energii
zuplnime ¢len T dS:

dU:TdS—pdV+,lldek,

Opét tak ziskavame novou diferencidlni formu ve tvaru uplného diferencialu, kterou
nazyvame volnd energie. Stejné jako u entalpie mizeme kromé definice ihned napsat
celou fadu relaci:

F=U-TS,

> F=F(T,V,N,), (1.10)

g=_|9F __[9F _[ 9F
or ) P o) M ow )

Prave volna energie ma ve statistické fyzice mimotadny vyznam. Uvidime totiz, Ze tuto
veli¢inu na zaklad¢ statistickych vah budeme schopni zjistit. Volna energie je funkci
snadno piedstavitelnych veli¢in: teploty, objemu soustavy a poc¢tu ¢astic riznych druhti.
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Pozname-li tuto funkci, snadno pouhym derivovanim urcime entropii soustavy, jejiz
intuitivni pochopeni casto narazi na problémy. Derivovanim volné energie podle ob-
jemu zjistime tlak v soustave, tedy stavovou rovnici, a derivovanim podle poctu Castic
miizeme urcit chemické potencidly soustavy. Co vice si prat? Snad jest¢ vnitini energii,
ale ani to neni problém. Z definice volné energie F'= U — TS ur¢ime U= F + TS a dosa-
dime jiz vypoctenou hodnotu entropie:

> U:F—T(a—F]. (1.11)
oT

Jde o tzv. Gibbsovu-Helmholtzovu rovnici druhého druhu, jez je vychodiskem k mnoha
dal$im odvozenym veli¢inam, které se pocitaji z vnitini energie.

¢ Piiklad 1.1: Dokazte, Ze Gibbsovu-Helmholtzovu rovnici (1.11) lze zapsat v jedno-
duchém tvaru U = 0(BF)/0B, kde S=1/T. D

Gibbsiv potencial G
Naprosto stejnym postupem jako v piedchozich piipadech ziplnime diferencidl vnitini
energie v obou ¢lenech p dV a T dS. Vysledkem je nova veli¢ina, Gibbstv potencial, pro
ktery zfejmé plati:

G=U-TS+pV,

G=G(T, p,Ny), (1.12)

oG G G
(3TJ’ [810]’ He [3NJ

Gibbsiiv potencial ma velky vyznam pro chemii a termodynamiku, my ho ve statistické
fyzice nevyuzijeme. Kulaté zavorky znamenaji, Ze veskeré ostatni veli¢iny (kromé té,
podle které se derivuje) jsou drzeny konstantni, indexy jiZ nevypisujeme.

Grandkanonicky potencial £2

Poslednim z potenciali, ktery pro nas bude mit velky vyznam, je grandkanonicky po-
tencial. Diferencial vnitini energie zaplnime v ¢lenech 7 dS a ¢ dN. Vysledek je:

QEU—TS—ﬂka,

> Q=QT,V,u,), (1.13)

s=-[22)  ,-_[22) N -_[22)
Vs P P

Ve statistické fyzice souborti s proménnym poctem castic budeme schopni, alespon
teoreticky, urCit pravé grandkanonicky potencial. Z ného pak jiz snadno nalezneme
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entropii soustavy, tlak (stavovou rovnici) a pocty jednotlivych Castic. Z definice grand-
kanonického potencialu potom vypocteme vnitini energii:

02 02
> U=Q+TS+uN, =Q-T| &2 | — | 222, 1.14
+ TS + 1y Ny (aTj #k(aﬂk] (1.14)

kterd je vychodiskem k vypoctu mnoha dalSich veli¢in. Pokud chcete termodynamiku
studovat hloubé&ji, zkuste si sehnat sice star$i, ale vynikajici ucebnici Jozefa Kvasnici
[3]. Od stejného autora existuje i velmi podrobna ucebnice statistické fyziky [4]. Dalsi
informace o statistické fyzice se dozvite z publikaci [5], [6], [7].

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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1.2 Zakladni pojmy statistické fyziky

1.2.1 Slovnicek pojmi

Systém

Systémem rozumime jakoukoli popisovanou entitu. Sadu nezavislych parametrti nut-
nych k popisu nazyvame zobecnéné soufadnice. Standardnimi postupy teoretické me-
chaniky pfifadime kazdé zobecnéné soutadnici zobecnénou hybnost. Zname-li poca-
tecni hodnoty soufadnic a hybnosti, mizeme v klasické fyzice piedpovédet trajektorii
systému za pomoci Hamiltonovych rovnic. Jde-li o kvantovy systém, je stav dan vekto-
rem v Hilbertové prostoru a casovy vyvoj urc¢ime pusobenim evolu¢niho operatoru.
V tomto pifipadé ma trajektorie pravdépodobnostni charakter a je kvantové ,rozma-
z4na®.

Fazovy prostor

Féazovym prostorem nazyvame prostor zobecnénych soufadnic a hybnosti (¢, p). Nepi-
Seme-li indexy, automaticky myslime celé mnoziny vSech zobecnénych soufadnic
a hybnosti. Pro¢ se pouzivaji hybnosti namisto rychlosti? Je pro to n¢kolik divodi:

e  Chceme-li sledovat ¢asovy vyvoj, pouzivame Hamiltonovy rovnice pro polohy
a hybnosti.

e Svét je na elementarni urovni kvantové rozmazan diky Heisenbergovym relacim
neurcitosti. Ty plati opét mezi zobecnénou soutadnici a ji pfislusejici zobecnénou
hybnosti.

e Je-li situace symetrickd vzhledem k posunuti v n¢které zobecnéné souradnici, za-
chovava se piislusna zobecnéna hybnost. Tyto dvé veli¢iny neoddglitelné patii
k sobg.

e Poissonovy zavorky zobecnénych soufadnic a odpovidajicich zobecnénych hyb-
nosti jsou rovny jedné, ostatni zavorky jsou nulové.

e Ve statistické fyzice uvidime, Ze ve fazovém prostoru s osami (g, p) se pfi statistic-
kém vyvoji mnoha systémi zachovava objem a soubor systému se chova jako ne-
stlacitelna kapalina (Liouvilltiv teorém), coZ je pro popis velmi vyhodné.

Soubor

Souborem rozumime velké mnozstvi stejnych systémi se stejnym fazovym prostorem.
Systémy mohou mit rizné pocate¢ni podminky a ve fazovém prostoru jsou v daném
okamziku reprezentovany mnozinou mnoha bodu. Pii ¢asovém vyvoji se jednotlivé
body piesouvaji po svych fazovych trajektoriich danych Hamiltonovymi rovnicemi.

Fazovy objem
Ve fazovém prostoru miizeme standardnim zpisobem zavést elementarni objem fazo-
vého prostoru jako 2frozmérny diferencial (fje pocet stupiii volnosti)
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dg=dg;--dqydpydp; =Tldg, Tldp, = /g d’p. (1.15)

Jde o pfirozené zobecnéni ,,bézného* objemu ve tfech dimenzich, kde je dV' = dx dy dz.
Konecné oblast £2 fazového prostoru méa potom objem

> Ag = jd¢= jdfq d’p . (1.16)
0 0

pl-

q

Obr. 1.1: Fazovy objem s jednou prostorovou
a jednou hybnostni souradnici

¢ Priklad 1.2: Fazovy objem oscilatoru

Urcete fazovy objem, ktery zaujimaji ve fazovém prostoru harmonické oscilatory, je-
jichz maximalni energie je E. Urcete také, jaky objem zaujima jedno kvantum energie
harmonického oscilatoru.

ReSeni: Z teoretické mechaniky vime, Ze fazovou trajektorii harmonického oscilatoru je
elipsa. Harmonicky oscilator pfi svém pohybu zachovava energii, proto miizeme rovnici
elipsy jednoduSe zapsat jako rovnici energetické ,,nadplochy*

2 2.2
ma-x
HEp—+

2m

=E. (1.17)

Na této nadplose (v tomto pripadé obycejné elipse) se nachdzeji oscilatory, které maji
energii pravé E. Uvniti elipsy lezi trajektorie oscilatorti s nizsi energii, vné elipsy tra-
jektorie oscilatorti s vyssi energii. Energetickd nadplocha vymezuje ve fazovém pro-
storu mnozinu (véetn¢ hranice), v niz se mohou nachdzet oscilatory, jejichz energie je
mensi nebo rovna E. Fazovy objem této mnoziny bude

ma 2 2
p=[dvdp:  Q={(x.p): +2 <pl. (1.18)
2 2m
Q
Provedeme-li substituce &= (mw?/2)"*x; n=p/(2m)"?, zjednodusi se oblast integrace
na kruh (dvojrozmérnou kouli)
2 2, 2
p=={[dedn; @={E&m: &+n’<E}. (1.19)
@5

Vysledkem integralu je objem 2D koule V5(E"?), v tomto piipadé jde o oby&ejnou plo-
chu kruhu o poloméru E"%:

¢=27E|w. (1.20)
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Energetické spektrum harmonického oscilatoru ,,skace” po kvantech AE = fiw, jednomu
kvantu tedy bude pfisluset velikost fazového prostoru

| Ap=2rAE/w=2rhw/w=2rh. (1.21)

Hodnota 2z znamena velikost jednoho (jednorozmérného) stavu ve fazovém prostoru.
Soucasné jde o velikost ,,pixelu* rozmazani fazové trajektorie v kvantové teorii.

Pl kva ntovy

systém
Ap

klasicky
systém

A \ 27h

q q
Obr. 1.2: Objem stavu ve fazovém prostoru

¢ Priklad 1.3: Fazovy objem molekuly

Vypocététe fazovy objem, ktery ohraniCuje energeticka nadplocha molekuly chovajici se
jako tuha ¢inka.

Obr. 1.3: Molekula jako tuha Cinka

Reseni: Molekula ma celkem 5 stupiiti volnosti. MiiZe se pohybovat jako celek (tento

Vv v

vislych uhlech (popiseme je uhly 6 a @ sférickych soufadnic). Fazovy prostor ma tak 5
soufadnicovych os a 5 hybnostnich os, je tedy desetirozmérny. Molekula o hmotnosti m
se ve fazovém prostoru vzdy nachazi v nékterém bodé¢ tzv. energetické nadplochy

v

E:%m()'c2 +)'/2 + z'z) +%m(éj2 (92 +sin? 9(p2)=c0nst.

Standardnim postupem ur¢ime hamiltonian

2 2 2 2

2
H:p_x+&+p_z+_ p§+ p(p
2m 2m 2m mi? sin” @

Nyni se jiz mizeme pustit do vypoctu objemu oblasti fazového prostoru, kterou uzavira
energeticka nadplocha:
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j dxdydzdpd@dp,dp,dp.dp,dpy, =
H<E

2 T
= [dxdydz [dp[sinode [ 2m¥?Pdp =
v 0 0 p12+--»p§SE

0=252 2V mS22ES 2y ().

V druhém fadku jsme provedli standardni substituce, podobné¢ jako v pfedchozim pii-
klad¢. Diferencial paté hybnosti ma dvé ¢asti, ale integral prvni z nich je nulovy. Veli-
¢ina V(1) je objem jednotkové pétirozmérné koule. b

Vahovy faktor

Kazdy stupen volnosti je v kvantové teorii rozmazan s hodnotou ,,pixelu* 2z#, kterou
zaujima jeden kvantovy stav (a nemusi jit jen o kvantovy oscilator, pro ktery jsme tuto
hodnotu odvodili). Ve vice dimenzich je velikost ,,zdkladniho pixelu” neboli velikost
jednoho kvantového stavu (277)” (jde o prosty sougin ,,pixeli jednotlivych dimenzi).
Velmi vyhodné bude zavést bezrozmérny fdzovy objem vyrazem

Saadf
AV L

| 2 dl" = ; —.
Qrn)’ 5 rn)!

(1.22)

Tato bezrozmérna veli¢ina se nazyva vahovy faktor, vyuziva se zejména u kvantovych
systému. Jde vlastné o fazovy objem vydéleny velikosti jednoho kvantového stavu, I”
ma tedy vyznam poctu kvantovych stavli obsazenych ve fazovém objemu ¢.

Hustota pravdépodobnosti

Bude-li soubor obsahovat velké mnoZstvi systémt, mizeme zavést hustotu poctu sys-
témii v elementu fazového objemu AN/Ag. Cim bude toto &islo vyssi, tim vice je
v daném misté systémi a tim vyssi je pravdépodobnost nalézt v dané oblasti né&jaky
systém. Hustota pravdépodobnosti je imérna hustoté poctu systémi ve fazovém pro-
storu. Z divodu normovani se nékdy hustota pravdépodobnosti déli jesté celkovym
poctem Castic. Také je mozné vyuzit bezrozmérny fazovy objem (vahovy faktor) a tak
jsou celkem 4 moznosti zavedeni a normovani hustoty pravdépodobnosti:

pz%, dw=pdg, jdw j—dq) N; (1.23)
> z%% dw=pdg,  [dw= j——d(p_l (1.24)
pE%, dw= pdrl’, de=f%dF=N; (1.25)
> ps%%, dw=pdl’,  [dw= j——dr_1 (1.26)
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Celkova pravdépodobnost je normovéana bud’ k jedné (tak tomu je nejcastéji v mate-
matice) nebo k celkovému poctu ¢astic. V této ucebnici budeme vyuzivat druhé a ctvrté
moznosti normovani hustoty pravdépodobnosti (k jedné).

Stredovani pres fazovy prostor

Je-li znama hustota pravdépodobnosti, miizeme primérovat dynamické proménné pies
fazovy prostor. Se¢teme hodnoty dynamické proménné 4 pro vSechny systémy s vahou
danou hustotou pravdépodobnosti p:

(4)=[4q.pydw=[4(g.p)pdg  nebo

> (4)= j A(g, p)dw= j A(g,p)pdl”  nebo (1.27)
()= Aw,

Prvni pfipad plati, pouzijeme-li fazovy prostor, druhy, pouzijeme-li vahovy faktor, tieti

pro systém s diskrétnimi stavy, kde prosté s¢itame pres pravdépodobnosti jednotlivych
stavi. Pravdépodobnosti spliiuji normovaci podminku

faw=1; >w,=1. (1.28)

1.2.2 Ergodicky problém

Stfedni hodnotu dynamické proménné A(q, p) v souboru mohu v zasad¢ urcit dvojim
zptsobem. Prvni z moznosti je stfedovani pfes soubor pomoci zavedené hustoty prav-
dépodobnosti:

(4)=[ 4(q. p)dw=[ A(q.p) pdT". (1.29)
Druhou z moznosti je zvolit si jeden ze systémua souboru a primérovat veli¢inu 4 po

dostate¢né dlouhou dobu 7:

lh+7

A= lim - j A(q(0), p(t))dt . (1.30)

T—oo
fo

Samoziejmée by vysledek limity nemél zaviset na pocateCnim case #,. Velmi diskutova-
nou a velmi starou je otazka, zda obojim zpiisobem ziskame tyz vysledek:

(Ad)=4. (1.31)

Tento problém se nazyva ergodicky problém, je vyfesen kladné v mnoha jednotlivych
pfipadech, ale obecné feSeni pro mechanické systémy znamo neni. V tomto textu bu-
deme stfedovat veli¢iny pomoci vztahu (1.29) a budeme doufat, ze i primérovani (1.30)
by vedlo ke stejnému vysledku.
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1.2.3 Liouvilliv teorém

Proudéni zpravidla popisujeme hustotou a tokem néjaké aditivni veliCiny 4. Muze jit
o tok hmotnosti, ndboje, tepla, energie a podobné. Hustota a tok jsou definovany vztahy

. AA
p= lim —,
AV =0 AV (1.32)
i=pu
a tvoii relativisticky ctyfvektor (p,j) transformujici se pomoci Lorentzovy matice.
Veli¢ina u(t, x) je rychlostni pole. Jestlize se pti proudéni veli¢ina 4 zachovava, plati

rovnice kontinuity

%—/to+divpu=0. (1.33)

Jde o soucet pfes Casovou i vSechny prostorové derivace:

d d
_p + ﬂ f— 0 .
at axk
v souboru, hustotou je hustota pravdépodobnosti. Tok ale musime brat ve fazovém
prostoru vSech soufadnic a hybnosti
i=Pqy, P4y, PP1s PPy
stejné tak jako divergence v rovnici kontinuity bude obsahovat derivace pres vSechny

osy fazového prostoru:

dp 9Pqr 9P Py
—+ + =
at aqk apk

0.

Je jasné, ze pokud se systémy ve fazovém prostoru neztraceji, musi takovy zakon za-
chovani poctu systému platit. Proved'me nyni derivace souéind:

dp dp . 94 dp . 9pi »

o g g P am M o -
Ve tietim a patém ¢lenu vyuzijeme Hamiltonovy rovnice
. _O0H . O0H
qk —Ea P ——%
a dostaneme
9p , 9p - 0’ H . op . 0°H =0,

g Pr— =
ot oq ¥ dg op ! ap X dp.oqs
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Diky zdménnosti druhych parcidlnich derivaci se nakonec oba zminéné cleny vyrusi.
Dostavame tak rovnici kontinuity ve tvaru
0 op . ap .

p,2oP P =0.

—_ + —
o agy 9k I Pk

Vzhledem k tomu, ze p = p(t,qy, p; ) dostdvame tak

> b _y. (1.34)
dt

Hustota pravdépodobnosti se neméni a pravdépodobnost vyskytu systémil ve fazovém
prostoru se chova jako nestlacitelna kapalina. Rovnice (1.34) se nazyva Liouvilldv teo-
rém a ma ve statistické fyzice zasadni dilezitost.

Poznamka: Rovnici kontinuity miizeme obdobné upravit i u proudéni bézné teku-
tiny, kterou popsujeme pouze hustotnim a rychlostnim polem:

dp

E+divpu:0 =3 ?9—/;+8k(puk):0 = 8_p+8_pu Iy

at axk

Prvni dva ¢leny davaji Giplnou ¢asovou derivaci hustoty a posledni ¢len lze upravit
za pomoci divergence:

dp .
—+ pdiva =0
dt &
Je jasné, Ze proudéni normalni tekutiny je nestlacitelné, tj. dp/d¢ = 0, je-1i div u = 0.

Hustota pravdépodobnosti je podle vztahu (1.34) konstantni. Kolik konstant mame ve
vypoctu k dispozici? Pocitame-li zobecnéné soufadnice a zobecnéné hybnosti z Hamil-
tonovych rovnic, vyjde feseni zavislé na pocatecnim stavu (f polohach a fhybnostech),
tj. obsahuje 2f integracnich konstant pohybu, pfesnéji 2f— 1, protoze jednu konstantu
spotiebujeme na volbu pocatku casové osy f.:

Gk =4 (6,05, 05 5),
i = ity ""’a2_f—l)~

Kdybychom ziskané feseni dokazali beze zbytku invertovat a spocitat tyto integracni
konstanty

ak =ak(qlasqf sp]s"'ypf)y

ziskali bychom vSechny zakony zachovani souboru. Bohuzel ne vzdy jsou definovany
na celém oboru a z mechaniky mame zaji$ténu existenci jen sedmi zakladnich zakont
zachovani: energie, hybnosti a momentu hybnosti. Ma-li byt Gplnd derivace hustoty
pravdépodobnosti podle Liouvillova teorému konstantni, je rozumné piedpokladat, ze je
funkci téchto znamych integrali pohybu:

p=pE.p.L).
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s nim, ziistava jedina nenulova velicina, na které mize zaviset hustota pravdépodobnosti
— energie:

> p=p(E). (1.35)

Vv

p . p

q q

Obr. 1.4: LiouvillGv teorém. Fazovy objem se mlize ménit,
ale jeho velikost zlstava konstantni.

Diky nestladitelnosti ,,proudici pravdépodobnosti® se neméni fazovy objem zaujimany
vybranou makroskopickou casti systémui. Jestlize systémy zaujimaly na zacatku ve
fazovém prostoru uréity objem ¢, bude se tento objem v prub&hu ¢asového vyvoje rizné
deformovat, ale jeho velikost se nebude ménit. Tento objem (nebo vahovy faktor) tedy
bude opét jen funkci energie systému

> ¢=§(E); T'=I(E). (1.36)

To je jen jina formulace Liouvillova teorému. Vice se dozvite v publikaci [8].

Hustota energetickych stavi
Pro element pravdépodobnosti mizeme diky Liouvillovu teorému psat

dw:de:p(E)dF(E):p%dE:p(E) V(E)dE , (1.37)
kde jsme oznacili
dr
E)y=— 1.38
NE) £ (1.38)

tzv. hustotu energetickych stavii (vzpomeiite si, ze /" ma vyznam poctu kvantovych
stavll v uvazovaném fazovém objemu). U spojitych problému je hustota energetickych
stavi spojitou funkei, mnohdy mé vSak i diskrétni cast:

NE)=g(E)+) g, 0(E~E,). (1.39)

Symbol & znamend Diracovu distribuci (analogie Kroneckerova delta v prostorech I,
u prostoru L,). Koeficienty g, nazyvame stupein degenerace stavu z.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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1.3 Gibbsuv kanonicky soubor

1.3.1 Odvozeni rozdéleni

Pii odvozeni pouzijeme nasledujici predpoklady:

e Systém o N Casticich miZe vymenovat energii s okolim. Znamena to tedy naptiklad
moznost vymény tepelné energie pres stény systému.

e Pocet Castic systému je konstantni. Systém nevyménuje Castice s okolim, castice
v ném nevznikaji ani nezanikaji.

e Jedinym vnéjSim parametrem je objem systému (je dan vné&jSimi faktory, tvarem
nadoby). Prace obecné muze zéaviset na mnoha vnéjSich faktorech: d4 = Ay day.
Veli¢iny A, nazyvame zobecnéné sily a veliiny a; vnéjsi parametry. V nasem jed-
noduchém ptikladé mame jediny ¢len d4 = pdV.

e Energie vazana na povrch soustavy Eyy je zanedbatelnd vzhledem k celkové energii
soustavy Ey, tj. zanedbame povrchové jevy.

e Budeme podle Liouvillova teorému predpokladat, Ze hustota pravdépodobnosti
i fazovy objem zaviseji jen na energii soustavy.

vyména energie

Obr. 1.5: Gibbstv kanonicky soubor

Uvedené piedpoklady lze jednoduse vyjadiit matematickymi vztahy:

(1) E #const,

(2) N =const,

3) dd=pdV, (1.40)
4) Ey <Eyp,

5) ¢=9(E); p=p(E).

Prvni véta termodynamicka bude pro tuto soustavu mit jednoduchy tvar

dU =TdS—-pdV . (1.41)
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Vzhledem k tomu, Ze pocet ¢astic soustavy se neméni, je posledni ¢len v (1.7) nulovy.
Proménné okoli budeme oznacovat ¢arkou. Pravdépodobnost, Ze systém i s okolim
nalezneme ve stavu s urcitou energii, je ddna aditivnosti energie a multiplikativnosti
fazového objemu:

dwioe = p(Eyo)dl o = p(E+E) AT AT (1.42)

Pro nezavislé subsystémy se ale pravdépodobnosti nasobi a mélo by proto také platit:
dwyo = dW(E) AW(E") = p(E)AT(E) p(ENAT(E") = p(E)p(E")YdIdl™".  (1.43)
Porovnanim obou moznosti zjistime, Ze pro hustotu pravdépodobnosti musi platit vztah
P(E+E") = p(E) p(E) . (1.44)

V matematice se ukazuje, Ze existuje jedina funkce s touto vlastnosti je exponenciala ve
tvaru p(E) = exp[cE]. Pfiddme-1i k tomuto rozdéleni i normovaci konstantu, ziskame
kanonické rozdéleni ve tvaru

cit+crE

p(E)=Ke* =¢ (1.45)

V exponencidle ozna¢ime konstanty linearni kombinace pismeny ¢, —f. Volba zna-
ménka je nepodstatna, a kdyby nebyla spravna, £ by vyslo zaporné. Uvidime, Ze ve
skute¢nosti s rostouci energii systému klesa pravdépodobnost jeho vyskytu, a proto je
minus pied energii spravné. Uved’'me vyraz jak pro spojity, tak pro diskrétni pfipad:

p(E)=e""FE ; w, =e% P (1.46)

Hodnoty konstant ¢ a f odvodime z podminky, Ze statistické vysledky musi limitné
prechdzet ve znamé zakony termodynamiky. V diskrétnim piipadé zavisi mozné hod-
noty energetického spektra na vnéjSich parametrech systému, v naSem piipadé na ob-
jemu zaujimaném systémem, tj. E, = E,(V).

1.3.2 Konstanty rozdéleni

Ur¢eme nyni konstanty o a . Nalezneme diferencial stfedni hodnoty energie a porov-
name ho s prvni vétou termodynamickou. Odvozeni je mozné provést spojité nebo dis-
krétn€, naptiklad pro stiedni hodnotu energie mizeme ve spojitém piipad¢ psat

U=jEdw=jEp(E)df:jEp(E)y(E)dE (1.47)

a v diskrétnim
U= Ew, =Y E,0)w,. (1.48)

My se v tomto odvozeni budeme drzet diskrétniho pfipadu a naopak nékteré pfisti od-
vozeni pro zménu povedeme spojité. Naleznéme tedy diferencial vyrazu (1.48):

dU:ZKa;/" dewn} + Y E,dw, .

Hustota energie n-tého stavu odpovida tlaku generovanému n-tym stavem (az na zna-
ménko). V mechanice je tlak hustotou energic: p=AF/AS= AF Al/(AS Al) = —AE/AV.
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Znaménko se voli zaporné (sila je minus gradient energie). V druhém vyrazu pouzijeme
genialni trik, energii £, vyjadiime pomoci pravdépodobnosti (1.46):

dU ==Y (p,w,dV) + Z(%—%lnwn]dwn :

V souctech ponechdme jen vyrazy, pies které se opravdu scitd, ostatni cleny vytkneme:

1
dU==(pw,)dV + Zd>w, — —> (Inw, dw,).
B B
V prvnim vyrazu je stfedni hodnota parcialnich tlakii rovna celkovému tlaku. V druhém
vyrazu je soucet vech pravdépodobnosti roven jedné a diferencial jednotky je nulovy.
Tteti vyraz upravime podle vztahu fdg = d (fg) — g df:

1 1
dU=-=pdV — —d) (w, Inw — w, dlnw, ).
U pdV ﬂ Z( n n) + 'BZ( n n)

Nyni ukazme, ze posledni vyraz je nulovy:

Slodinng) = [ m-an, | = Tow, = aFm, = a1-0.

Wn

Ze statistickych tvah jsme tak kone¢né dostali vyraz pro diferencial energie, ktery mii-
zeme porovnat s prvni vétou termodynamickou dU = —pdV + TdS:

dU =-pdV - %dZ(wnlnwn). (1.49)

Je ziejmé, ze koeficient f musi byt umérny prevracené hodnoté absolutni teploty a suma
v druhém vyrazu entropii. To plati az na libovolny multiplikativni koeficient, ktery musi
byt urcen experimentalné:

> B=1/(kgT), (1.50)
> S=—kg) (w,Inw,). (1.51)

Poznamka 1: Tak jako v kazdé fyzikalni teorii je i ve statistice jedna volitelna
konstanta kg. Nazyvame ji Boltzmannova konstanta a volbou jeji hodnoty mtizeme
vytvaret rizné statistické teorie. Jen jedna z nich bude ale odpovidat realné ptirod¢.
Jde o stejnou situaci, jakou jsme poznali v kvantové teorii pfi zavedeni Planckovy
konstanty. Po porovnani prvnich odvozenych vztahti (naptiklad stavové rovnice
idealniho plynu) se skutecnosti zjistime hodnotu Boltzmannovy konstanty

kg =1,38x10"% JK' (1.52)

Poznamka 2: Navic jsme ziskali statisticky vyraz pro entropii (1.51), ktery stre-
duje logaritmus pravdépodobnosti n-tého stavu. Z hlediska statistiky je az na kon-
stanty entropie rovna stfedni hodnot¢ logaritmu pravdépodobnosti:

S =—kg (Inw). (1.53)
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Poznamka 3: Vztah mezi entropii a pravdépodobnosti realizace systému odvodil
jiz Ludwig Boltzmann a je znam jako Boltzmannova rovnice ve tvaru

S=—kynP. (1.54)

Mozné vas prekvapi znaménko minus ve vztahu pro entropii. Uvédomime-li si, Ze je
pravdépodobnost normovana k jedné, tj. kazda dil¢i pravdépodobnost je mensi nez
jedna, je logaritmus pravdépodobnosti zaporny. Znaménko minus pied vztahem tedy
zajiStuje nezapornou hodnotu entropie. Porovnanim s prvni vétou termodynamickou
jsme zjistili vyznam koeficientu £ v pravdépodobnostnim rozdéleni. Dalsimi upravami
statistické definice entropie a opétovnym porovnanim s termodynamikou ziskame jesté
vyznam koeficientu o

S=—kg D [w, Inw,].
Za In wy, dosadime ze vztahu w, =%~ PEn = 1n w, =a—BE, , proto plati
S=—kg Y [w,(a=BE,)] =
:_kBang + kBIBZEn Wy
=—ky O +kg SU.

Snadno nyni ur¢ime neznamy koeficient o

g SthsfU _-S+UIT

kB kB
_U-TS _F
kgT kgT

Ziskali jsme tak hodnoty obou koeficientu:

> o=t p=_L (1.55)
Pravdépodobnostni rozdéleni tedy je (pro spojity i diskrétni pfipad):

F-E F-E,
> p(E)y=c"T . (E)= ¢ T (1.56)

Casto vyrazy zkracujeme pravé pomoci koeficientu f = 1/kgT:
> p(E) =Py (By=fPE—En) (1.57)

Odvozené vztahy se nazyvaji Gibbsovo kanonické rozdéleni. Je pojmenovano podle
vyznamného amerického fyzika Josiaha Gibbse (1839-1903), ktery se zabyval termo-
dynamikou a statistickou fyzikou. Mimo jiné také zformuloval znamé Gibbsovo pravi-
dlo fazi platné pii zméné skupenstvi. V kvantové teorii mame misto hustoty pravdépo-
dobnosti operator hustoty

p=exp[B(F-H)]. (1.58)
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Poznamka: Ve vyrazu pro pravdépodobnost dw = pdl" = py dE je hustota pravde-
podobnosti p exponencialné klesajici funkci energie. Naopak hustota energetic-
kych stavii y s rostouci energii roste. Vysledna hustota pravdépodobnosti proto ma
maximum v okoli urcité charakteristické energie, kterd je v systému zastoupena
s nejvetsi pravdépodobnosti.

P>y

7 py

E
Obr. 1.6: Hustota pravdépodobnosti
a hustota stavi

1.3.3 Parti¢ni suma a jeji vyznam

Nyni zname ob¢ dvé konstanty rozdéleni a z normovaci podminky mtzeme uréit volnou
energii. A to je prave kli¢ k uspéchu. Zname-li volnou energii, miizeme jejim derivova-
nim zjistit mnoho informaci o systému, naptiklad stavovou rovnici. Vypocet volné
energie provedeme paralelné v diskrétnim i spojitém pifipadé, abyste oba postupy mohli
porovnat. V levé ¢asti bude diskrétni vypocet, v pravé spojity:

Sw,=1 = [par=1 =
eI I = o [SE"Par=1 =
Ye e o [ePPdr=e?" =

1n(Ze’ﬂE")=—ﬂF = 1n(je‘ﬂEdr)=—ﬂF =
F=—kpTn(Ye ) F =—kyT n([e#* ar).

Veli¢ina nachézejici se v logaritmu v kulaté zavorce se nazyva particni funkce (parti¢ni
suma, stavova suma) a je Ustfedni veliCinou statistické fyziky, oznacujeme ji Z. Vzhle-
dem k tomu, Ze argument logaritmu by mél byt bezrozmérny, je pouziti vdhového fak-
toru namisto fazového objemu vhodnégj$i. V podstaté kazdy statisticky vypocet zacina
uréenim partiéni (stavové) sumy. PopiSme si nyni zakladni konstrukci statistického
vypoctu:

Schéma statistického vypoctu

1) Zjistime, jakych energii £, mize systém nabyvat. V klasickém ptipadé jde vzdy
o vSechny hodnoty energii, které se v systému mohou vyskytnout. V kvantovém
pfipadé musime urcit spektrum Hamiltonova operatoru (napriklad fesit Schro-
dingerovu rovnici).
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2) Nalezneme parti¢ni funkeci Z jako soucet tzv. Boltzmannovych faktori e~ PE
ptes cely obor energetického spektra:

Z=Ze7ﬁE” ; resp. Zz.[efﬁEdI". (1.59)

Pravé tento krok muze byt komplikovany. Casto se fesi grafickymi ¢i numeric-
kymi metodami. Je tieba seCist skutecn€ moznosti a na zadnou nezapomenout.
3) Logaritmovanim nalezneme volnou energii F, stézejni statistickou veli¢inu:

F=—kgT InZ. (1.60)

4) Ze znalosti volné energie ur¢ime entropii a tlak (stavovou rovnici) systému podle

vztahu (1.10):
oF oF
S——[a—Tj, p——{a—V\J (161)

5) Urcime dalsi odvozené veliCiny, tj. vnitini energii a jeji derivace (napfiklad mér-
na tepla, susceptibilitu atd.). Vychozim bodem muze byt Gibbsova-Helmholt-
zova rovnice (1.11) pro vypocet vnitini energie ze znamé volné energie

U=F+TS=F—T(8—FJ. (1.62)
oT

Vyznam parti¢ni sumy:
e Parti¢ni suma je souctem vSech Boltzmannovych faktort pfes mozné hodnoty ener-
gie (diskrétnim ¢i spojitym)
Z=Ze_ﬂE’1 ; resp. Z:Ie_ﬂEdf.

eV kvantové teorii Ize parti¢ni sumu zapsat pomoci operatoru energie:
2=3e P =3 ol P ) =1 .
n

kde symbol Tr() znamena stopu (soucet diagonalnich prvkid v néjaké reprezentaci)
funkce operatoru uvedeného v zavorce. Vysledny vyraz je znam jako Slaterova
rovnice. Je pojmenovana podle vyznaéného amerického fyzika Johna Clarka Slatera
(1900-1976), ktery se zabyval pfedev§im kvantovou teorii.

e  Partini suma ma jednoznac¢ny vztah k volné energii a miizeme ji urcit z experimen-
talntho méteni volné energie:

F=—kgT nZ = Z=¢Pr.
e Parti¢ni suma je pfevracenou hodnotou normovaci konstanty v pravdépodobnost-
nim rozdéleni, staci dosadit za F z ptedchoziho vztahu:

>

P(E)=ePFE) _ % FEL o (By=cP B o L s

VA
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e  Parti¢ni suma je Laplaceovym obrazem hustoty energetickych stavit (E):
Z= je‘ﬁE dr = je‘ﬁE WE)dE .
0

Naopak, zname-li particni sumu (napiiklad z experimentalniho zméfeni volné ener-
gie), dostaneme po provedeni inverzni Laplaceovy transformace hustotu energetic-
kych stavi:

O+ico

- pE
nE)y=—— [ E2(B)dB.

O—ioo

Shriime jednotlivé vyznamy particni sumy:

Z=Ze_'BE" ;

Z=Tre P,
> Z=ehP (1.63)
Z:l;
K
Z=953(7).

Nyni jiz vime vSe, co je tfeba k zahajeni a n€kdy i k tispésnému dokonceni statistického
vypoctu. V pfisti kapitole se s timto postupem seznamime na jednoduchych piikladech.

¢ Piiklad 1.4: Maximum kanonického rozdéleni
Dokazte, ze kanonické rozdéleni md maximum pii E, = <E > .

Reseni: Uvazujme diskrétni kanonické rozdéleni w,(f) = A exp[—BE,]. Z normovaci
podminky nalezneme normovaci konstantu A4:
1 e_ﬁEn

SePh TS R
k k

ZWk:l j—t A=

vvvvv

sumy. Nyni najdeme podminku pro maximum vzhledem k parametru £:

d
o0 = E,=YEw = E,=(E).
o P
Nejvice je v systému zastoupen stav odpovidajici stfedni hodnoté energie. >

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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1.4 Jednoduché priklady

1.4.1 Idealni plyn

Nyni provedeme poprvé kompletni statisticky vypocet podle postupu z kapitoly 1.3.3.
Systémem bude N stejnych klasickych Castic, které neinteraguji ani vzéjemné, ani s oko-
lim (potencialni energie je nulovd). Souborem by bylo mnoho téchto systémi (systé-
mem je napiiklad nadoba napInéna plynem, souborem je mnoho téchto nadob). Rozhod-
li jsme se tedy popisovat nadobu jako celek, to n&m umozni napiiklad zjistit tlak v této
nadobé. Postupujme nyni ptesné podle diive uvedeného schématu:

1) Energetické spektrum. Energie systému mize nabyvat libovolné nezaporné hodnoty
a je dana pouze souctem kinetickych energii vSech ¢astic:

N 2
|y
E=2 o

2) Particni funkce. Nalezneme particni funkci jako soucet (v tomto piipadé spojity,
tedy integral) vSech Boltzmannovych faktori:

N 2 3N 3N
Z:je‘ﬁEdF:_[exp—z Py d xd3Np _
a=1 kaBT (2”h)
1 N Yo p; 3N
=——7— V" |exp| — —4& _|d"p =
zny*N I [ é 2mhkT
3N

:; N Texp - 52 d¢ =
Qrhy*N 2mkgT

- v ()

kde jsme rozepsali do slozek jednotlivé hybnosti, 3V souctll v argumentu exponencialy
jsme pievedli na soucin exponencial. Integral se tak stal soucinem 3N stejnych integralt
Gaussova typu (1.3.576). Vysledna parti¢ni suma tedy je

Z(T, V,N)= 4N vV N2
(1.64)
A= Qrmkg)*? | 2zh)*.

3) Volna energie. Volnou energii snadno uréime ze vztahu (1.60):

F(T,V,N)=-kgTInZ ==NlgTIn(4VT*?).
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4) Termodynamické veli¢iny. Ur¢ime nyni entropii a tlak (stavovou rovnici) jako par-
cialni derivace (1.10) volné energie. Chemicky potencial je vzhledem ke konstantnimu
poctu Castic nepotiebny.

S:—(a—F]:+NkBln(AVT3/2)+%, (1.65)
oT 2
OF\ NigT
o _ Nkl 1.66
P (avj % (160

Provedeme-li limitni pfechod k nulové teploté (tedy k absolutni nule), bude prvni ¢ast
ve vztahu (1.65) pro entropii divergovat k —o. To je dano tim, ze v oblasti nizkych
teplot selhava klasicky vypocet a bylo by tfeba provést vypocet kvantovy. Po takovém
vypoctu by se prvni ¢ast vyrazu s klesajici teplotou blizila k nule. Prvni ¢ast vyrazu
(1.65) zavisi prostiednictvim koeficientu 4 na Planckové konstanté. To je proto, Ze
Planckova konstanta urcuje velikost jednoho stavu ve fazovém prostoru a entropie jako
statisticka veli¢ina souvisi s pravdépodobnosti vyskytu urcitého stavu. Druhd cast
vztahu pro entropii ma charakter integracni konstanty Sy = 3Nkg/2, kterd je hodnotou
entropie pfi teploté absolutni nuly (jeji nenulova hodnota je mimo jiné pfedmétem treti
véty termodynamické, o které jsme se nezmiiiovali). Pov§imnéte si, ze velikost entropie
je imérna poctu castic. To je logické, jde o tepelnou energii vyndsobenou integracnim
faktorem a energie je v poctu Castic aditivni. Entropii budeme vénovat samostatnou
kapitolu pozdé&ji.

Druhy odvozeny vztah (1.66) je stavovou rovnici idealniho plynu (pV = NkgT') a na
Planckové konstanté samoziejm¢ nemize zaviset. Tlak je v tomto vztahu klasickym
projevem nekvantového plynu. Uved’'me i alternativni vyjadieni pro stavovou rovnici:

p= # ; (1.67)

p=nkgT; n= (1.68)

Veli¢inu n nazyvame koncentrace ¢astic. Stavova rovnice se n¢kdy vyjadiuje i za po-
moci univerzalni plynové konstanty, pro nase ucely nebude takové vyjadieni nutné.

5) Vnitini energie. Vnitini energii bychom mohli ur¢it pfimou integraci z jeji definice,
tj. U= ( E )y =|E dw, ale rychlejsi je vyuzit definici volné energie F = U — TS:

U=F+TS=
=~ NkpTn(4VT¥?)+ %+NkBT1n(AVT3’2)=%NkBT
Vysledek tedy je
3 U 3
U =—NkgT ; u=s—=—kgT, 1.69
5 Ve N ks (1.69)

kde u je energie jedné Castice. Vnitini energie opét nezavisi na Planckové konstanté,
povsimnéte si, ze kazdy stupen volnosti systému pfispiva k vnitini energii hodnotou
ksT/2. Toto tvrzeni je znamo jako ekviparticni teorém.
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Na zavér vypisme vSechny odvozené vztahy pro idealni plyn:

N 1 N73N/2 mkg i
Z=A"V"T ; A= )

27h?
F:—NkBTln(A VT3/2),
> s=M8 | vi, (4 732), (1.70)
V 9
U=3 NigT
2 B

Poznamka: Zpravidla se vypocet partiéni sumy provadi jen pro systém s jednou
jedinou castici. Parti¢ni sumu jedné ¢astice oznacujeme malym pismenem z. Jak je
z vypoctu vidét, budeme-li mit N nezavislych ¢astic, bude celkova particni suma
souc¢inem integralti particnich sum jednotlivych ¢astic. Pro identické nekvantové
Castice proto plati

Zzzlzz...zszN. (1.71)

Parti¢ni suma je multiplikativni v poctu Castic, volna energie, entropie, tlak a vniti-
ni energie jsou naopak aditivni veliciny.

1.4.2 Céastice ve vnéj$im poli

Prozkoumejme nyni vlastnosti hustoty pravdépodobnosti ¢astice ve vnéj$im potencial-
nim poli ¥(x, y, z). Souborem je mnoho takovychto ¢astic. Fazovym prostorem bude
n-tice soufadnic a hybnosti (x, y, z, ps, p;, p-). Energie systému ma tvar

2 2 2
_Pxtpytp;
2m

E +V(x,y,2).

Element pravdépodobnosti bude
dw=pdgp=ePT D PxdPp=ke PP &xd’p.
Pokud bychom namisto fdzového prostoru vyuzili vahovy prostor, budeme mit
313
dw=de=eﬁ(F_E)w=1§e_ﬁE dxdp.
(2rzh)

Z toho je patrné, Ze ob¢ vyjadreni vedou na stejny finalni vztah, normovaci konstantu
musime v obou piipadech uréit z podminky Jdw = 1. Po dosazeni za energii ziskivame
vysledné pravdépodobnostni rozdéleni:

2 2 2
Py + Dy +pX

+V(x,y,2) | |dxd®p. (1.72)
2m

dw(x,p)=Kexp| -4
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Vzhledem k vlastnostem exponencialni funkce vidime, Ze vysledek lze napsat jako
soucin pravdépodobnosti pro soufadnice a pro hybnosti, tj. rozdéleni soufadnic a hyb-
nosti je nezavislé

dw = dw;(x)dw, (p) ;

2 2 2
+po+
kT 2mhkgT

V piipadé vhodného tvaru potencialni energie se mize rozdéleni rozpadnout dokonce
i na nasobky pravdépodobnosti v jednotlivych osach. Pro hybnosti to jde vzdy automa-
ticky. V dalsim textu budeme ob¢& pravdépodobnosti probirat odd€lené, proto je budeme
znacit jedinym symbolem dw.

dw(p) =dw(p,) dw(p,) dw(p.);

2 2 2

Dy py P
dw(p)=K _ exp| — dp XK exp|— dp, XK _exp|-— dp, .
®) * p{ 2kaT:| PRy p{ 2kaT} Py 75z p{ kaBT} vz

Vsechny tii elementy pravdépodobnosti jsou dany stejnou funkci (exponencialou), proto
jsou pravdépodobnosti vSech tfi projekci hybnosti shodné. Konstanty rozdéleni mtizeme
snadno urdit znormovaci podminky Jdw =1, ktera plati pro kazdou &ast rozdéleni
zvIast.

Barometricka formule
Zabyvejme se nyni rozdélenim poloh ¢astic v tthovém poli V' =mgy . Hmotnost jedné
Castice je m, vySka nad povrchem y. Pravdépodobnost vyskytu ¢astice bude

dw(x,y,z)=K exp{— km]‘?(j;})} dxdydz.
B

Je evidentni, ze pravdépodobnost vyskytu Castice nezavisi na soufadnicich x, z, pfes
které mizeme integrovat a vysledek integrace zahrnout do normovaci konstanty. Za-
stane jen pravdépodobnost vyskytu ¢astice ve svislém sméru:

dw(y)zCexp{—kmz‘?(j;)}dy. (1.73)
B

Hustota pravdépodobnosti vyskytu ¢astice dw/dy musi byt imérna poctu jedinct v dané
oblasti fazového prostoru (v tomto pfipadé jen v objemu), tedy koncentraci n(y) ¢astic
nad zemi:

n(y)=n exp{—kmz‘wg(j;)}. (1.74)
B

Nyni jiz snadno uréim tlak p = nkgT:

P(y)=ngky T() exp{— km;’(yy )}. (1.75)
B
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Jde o znamou Boltzmannovu barometrickou formuli, ktera popisuje pokles tlaku castic
s vyskou v atmosféte. Zname-li teplotni profil atmosféry, snadno dopocteme vyskovy
profil tlaku.

¢ Priklad 1.5: Rotujici valec
Urcete hustotu plynu ve valci o poloméru R a délce L, ktery rotuje kolem své osy
uhlovou rychlosti @.

Reseni: Potencialni energii jedné rotujici ¢astice urime jako zaporn¢ vzatou rotacni
energii (T + V' = const)

Jw? mr’w*
Viry=———=— .
2 2
Z barometrické formule mame okamzité koncentraci ¢astic
2 2
mr-@
n(r)=nyexp| ——|. D
(r) 0 p{ 2T }

Boltzmannovo pravdépodobnostni rozdéleni

Zabyvejme se nyni rozdélenim jedné slozky hybnosti i rychlosti. Pro konkrétnost uva-
zujme projekci hybnosti ¢i rychlosti do osy x, mohli bychom vsak zvolit libovolnou osu:

2

p
d =Kexp| — X dp..
w(p,) XI{ 2kaT} p,

Ur¢eme nejprve konstantu rozdéleni z normovaci podminky. Integraci provedeme za
pomoci vztahu (1.3.576):

Jawpy=1 =

mkgT

K\ 2mmkpT =1 =
1
27mhgT

Boltzmannovo rozdéleni v hybnostech ¢i rychlostech ma tedy charakter Gaussova ba-
liku y = 4 exp(—ax’):

oo 2
J.Kexp{—sz }dple =

K =

1 p2
| 2 d = exp| — —= dp, ; 1.76
> dw(v,) = —1 exp| - UL (1.77)
T PamigT 7| 2kt | '
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Nejpravdépodobnéjsi projekei hybnosti nebo rychlosti je nulova hodnota, to je dano
chaoti¢nosti pohybu. Cim vyssi je teplota, tim vysii je podil ¢astic s vysokymi rych-
lostmi. Kladné i zaporné projekce jsou zastoupeny stejné, rozdéleni je symetrické. Plo-
cha pod rozdélenim je vzdy rovna jedné, tj. celkové pravdépodobnosti vyskytu Castice.

dw dw

T T, >T, T T, >T,

dv 2 1 dv 2 1

k k T,
TI // —\\\
/’—__N\\ 7 \\
L. — = T2 e 7 T2 \\~

. [ -
Uk v

Obr. 1.7: Boltzmannovo rozdéleni (nalevo)
a Maxwellovo rozdéleni (napravo)

Maxwellovo pravdépodobnostni rozdéleni

V tomto odstavci se budeme zabyvat rozdélenim velikosti celkové rychlosti ¢astice, tzv.
Maxwellovym rozdélenim. Nejprve napiSme rozdéleni ve vSech tiech rychlostech, které
je sou€inem rozdé¢leni v jednotlivych osach:

3 ;n(u§-+v§—+vf)

exp| — dv dv, dv. .
P 2T <0y

m
dw(v) = dw(v,) dw(vy) dw(v,) = (27Z'kaT)3/2

Piejdeme-li v prostoru (x, y, z) k sférickym soutfadnicim a pies uhlové proménné inte-
grujeme, zastane jedina proménna — vzdalenost od pocatku » a objemovy element bude

dV =4mr* dr. Nyni provedeme tuté operaci, ale v rychlostnim prostoru, tj. s osami
oznacenymi (vy, Uy, U,). Vysledek je analogicky: objemovy element bude mit hodnotu

dv, dv, dv, = 4nv*dv.
y Ux
dr dv
p v
KJ ! k

Obr. 1.8: Sféricky element v rychlostnim prostoru

Nyni jiz miizeme napsat rozdéleni ve velikostech rychlosti (Maxwellovo rozdéleni)

2
v? exp| — L
2kgT

Jde o funkci typu y = x2 exp[—x2], prubéh vidime na obrazku 1.7 napravo. Pravdépodob-
nost nalézt ¢astici s konkrétni rychlosti ma maximum zavislé na teploté. Je malo pravdé-

dzm’
QramisT)>?

> dw(v) = (1.78)
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podobné nalézt ¢astici s nizkou i s vysokou rychlosti. U vysokych rychlosti pravdépo-
dobnost nalezeni ¢astice s touto rychlosti exponencialng klesa. Castice s vysokymi rych-
lostmi z chvostu Maxwellova rozdéleni mohou mit unikovou rychlost od Zemé a zem-
ské atmosféra je ztraci. Prohlédnéte si hustotu pravdépodobnosti dw/dv na obrazku.

Typické rychlosti

Ze znalosti rozdéleni miizeme snadno urcit nejpravdépodobnéjsi hodnotu rychlosti (pfi
ni ma rozdéleni maximum), stfedni hodnotu velikosti rychlosti (d€li plochu pod kiivkou
rozdéleni na dvé stejné poloviny) a stfedni kvadratickou rychlost (ta je dulezita pro
urceni stfednich kvadratickych fluktuaci, kterym budeme vénovat samostatnou kapi-
tolu). Nejpravdépodobnéjsi rychlost ur¢ime jako maximum hustoty pravdépodobnosti:

2
[24kT
iv2 exp| — AL ) = Uy = B— .
dv 2kgT m

Stfedni hodnotu velikosti rychlosti spo¢teme z definice, ktera vede na integral typu
(1.3.575):

oo 3 it 2
T
US=<U>=J‘UdW(U)=4ﬂ.—mJ.U3 exp — muv dU: %
QrmkgT)? § 2kpT \ zm

0

Stfedni kvadraticka hodnota vede na jednoduchy integral typu (1.3.574):

oo 3 oo B
Uy = ’<1}2> = jvzdw(v) = 47[—7}13/2 jv4 exp| — muv dv = ,:Sk_BT .

Vsechny tii charakteristické rychlosti se 1i$i nepatrné a jsou fadové shodné:

2kxT 8kxyT 3kgT
> N el vs=4/ﬁ O (1.79)

dw

dv

Vo Us Uky v
Obr. 1.9: Nejpravdépodobnéjsi, stfredni a kvadraticka rychlost

S rostouci teplotou se hodnota stiedni rychlosti ¢astic zvySuje. Pomoci nejpravdépodob-
néjsi rychlosti, které se nékdy fika tepelna rychlost, 1ze Boltzmannovo i Maxwellovo
rozdéleni jednoduse zapsat jako

2

2
dw(v) = Cexp{— V—z} $Ev:  dw)= A0 exp| - EEJ dv.  (1.80)
vp Yo
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1.4.3 Kilasicky oscilator

Termodynamické veliCiny

Za systém budeme nyni povazovat soustavu N stejnych nezavislych harmonickych
oscilatort. Ozna¢me & energii jednoho oscilatoru a z parti¢ni sumu jednoho oscilatoru.
Urceme tyto veli¢iny:

2

) 2
_ J-exp _mo'x”  p dxdp
2kgT 2mkgT | 27h

1[5 7 1 [27kgT
. - d L [oxmicsT
: 27zh[_-[lep{ 2k T } ][I { 2mkT }pJ 27h it =

kB 7 = (kB_TjN

ha) hew
PovSimnéte si, ze parti¢ni suma je bezrozmérna, je podilem tepelné energie a energie
elementarniho kvanta energie oscilatoru. Vahovy prostor nam opét zanese Planckovu
konstantu i do nekvantového vypoctu. V klasickych veli¢inach Planckova konstanta
pfirozenym zptsobem vymizi. Déle jiz jen ur¢ime jednotlivé termodynamické veliciny:

F=—kgTInZ =—NkpTIn-2— kT
ho’

kT
s=-9F _ Nky+Niyn el
oT ho

U=F+TS=NkgT

Parti¢ni suma je opét multiplikativni v poctu ¢astic, ostatni veliCiny jsou aditivni. Entro-
pie ma opét konstantni ¢len a logaritmicky ¢len, ktery diverguje v limité 7 — 0, protoze
klasicky vypocet nelze na situaci v okoli absolutni nuly aplikovat. ZapiSme prehledné
dosazené vysledky pro klasicky oscilator:

_(kBTjN.
ho )’
kT

—NkpT In——
B ho (1.81)

kgT
S = Nkg + Nkg In-3—;
ha

U=NkgT.
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Pravdépodobnostni rozdéleni

Napisme na zavér jesté pravdépodobnostni rozdeleni v polohach a hybnostech klasic-
kého oscilatoru s ur€enymi normovacimi konstantami (normovaci konstanty jsou pre-
vracenou hodnotou odpovidajici ¢asti partiéni sumy):

2 2.2
dw(x) = no exp _mox dx,
2wkgT 2hkgT

(1.82)

1 p2
dw(p) = exp| — dp .
) =\ migT p{ 2kaT} ?

Obé rozdéleni maji charakter Gaussova baliku a v principu jsou u souboru mnoha osci-
latort pfi dané teploté mozné i velmi velké vychylky z rovnovazné polohy a velké hyb-
nosti. Jsou ale velmi nepravdépodobné. PovSimnéte si, ze na teploté zavisi jak ampli-
tuda, tak polosiika Gaussova baliku.

ooooooooooooooooooooooooooo
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1.5 Dalsi priklady

1.5.1 Kvantovy oscilator (vibrator)

N

q

Pun

Termodynamické veliciny
Problém jednoho harmonického oscilatoru je definovan vztahy (1.2.50)

2

O

Alny=e, |n); H= ma? X2,

+ 1
m 2

[\®}

Energetické spektrum harmonického oscilatoru (1.2.63) jsme odvodili nékolika zptisoby
(Schrédingerova, Diracova, Heisenbergova reprezentace):

8n:(n+%jha), n) =y, @) =a,Hy (e €20 n=012....

Nezavisla proménna a normovaci koeficienty jsou dany vztahy

1
= V N
T'° n! 2"

Nyni jiz mizeme pfistoupit k vypoctu parti¢ni funkce, nejprve pro jeden oscilator:

(n+ )hw
Z—Zexp ——T =

hw o nhw
=exp| — > exp| - =
| 5 el 222
ho | ho "
) )
=exp| — exp| ——— || .
p{ 2kBT]§6{ p[ kBTJ:|

Zbyla tada je geometricka fada, kterou Ize snadno secist za pomoci vztahu (1.3.584), ex-
ponentem je kvantové ¢islo n:
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_ he
e 2kgT 1 1
z = = = .
_ ho o ho 5 1@
l—c kBT o 2ksT _ o 2kpT s 2T

Pro N nezévislych oscilatort je parti¢ni funkce pfislusnou mocninou,
A
2kgT

Nyni nalezneme standardnim postupem volnou energii, entropii a vnitini energii sys-
tému:

F=—kyTInZ = NkgT In| 26h| 121,

5= 28— Nkyin|2sh| 2| 4 M@ oy HO
or 2T )| T 2T T 2kgT

U=Fi1s =19 0 19
2 2T

Shriime dosazené vysledky (misto teploty pouzijeme koeficient f):
z=2""sh™" (Bhw/2);

F = NkgT In[ 2sh(Bha/2)];

S=-Nky ln[Zsh(ﬂha)/E)] + %N,Bha)kB cth (Bhawl/2) ; (1.83)

U:Nha)

cth (Bhw/2).

Posledni vztah pro vnitini energii odvodil Albert Einstein v roce 1906. V tomto kvanto-
vém piipadé¢ jiz entropie pro 7 — 0 nediverguje. Naleznéme stfedni energii soustavy
harmonickych oscilatori v limité nizkych a vysokych teplot:

1) T —0: U= tim 2 th (Bhari2)= N2
T—0 2
2) kT > hov: U= By - NP2 Nt
2 pho

Pripad nizkych teplot je ryze kvantovy. Pii absolutni nule jsou vSechny oscilatory
v zakladnim stavu a vnitfni energie je rovna poctu oscilatorti nasobenym energii zaklad-
niho stavu. Pfi vysokych teplotdch jde naopak o ryze klasicky pfipad. Stfedni tepelna
energie je podstatné vétsi nez zakladni energetické kvantum a vnitini energie je dana
klasickym vztahem (1.81). Teplota, pii které je stfedni tepelnd energie rovna vibraénimu
kvantu (argument exponencial je roven jedné, hw = kgT) se nazyva vibracni teplota,
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oznacujeme ji Ty. Limita nizkych teplot znamena 7' << Ty, limita vysokych teplot zna-
mend 7 >> Ty. Pro vibracni teplotu mame vztah

_hw

> Ty=— .
Ve

(1.84)

Pro rizné kvantové vibratory (naptiklad vibrujici molekuly ¢i krystalovou miiz) jde
o charakteristickou veli¢inu. Frekvence oscilaci a tedy i vibraéni teplota klesaji s hmot-
nosti oscilujicich jedincl. Napiiklad pro molekulu vodiku je vibracni teplota 6 100 K,
zatimco pro hmotnéj$i molekulu dusiku je vibraéni teplota ,,jen* 3 340 K.

¢ Priklad 1.6: Morsetiv potencial
Urcete vibracni teplotu pro dvojici atomt, jejichz interakce je popsdna Morseovym
potencialem (podle amerického fyzika Philipa Morseho) [10]
2
V)=V [1-e7 |7 =
(1.85)

—o(r— —20(r—r
=V, -2V,e a(r=n) 4 Voe ar=ro).
ReSeni: Nejprve uréime minimum potencialni energie tak, Ze prvni derivaci polozime
rovnu nule. Snadno zjistime, Ze minimum je v bod¢ » = ry. Tuhost oscilaci je pti malych
vychylkach z rovnovazné polohy rovna druhé derivaci potencialni energie v minimu
(I.1.26). Z tuhosti oscilatoru uré¢ime frekvenci:

w=[V"(ry)m .

Nyni jiz snadno odvodime obecny vztah pro vibra¢ni teplotu:
Ty =t0_ T e m .
kg kg

Z charakteristického prub¢hu potencialni energie lze snadno urcit vibracni teplotu.
V nasem ptipadé dostaneme po provedeni derivaci vysledny vztah
_ho _ha |2V,

T =
v kB kB m

Urc¢eme nyni tepelnou kapacitu soustavy harmonickych oscilatort

2
29U kg [ L2 sh2[ e (1.86)
oT 2kgT 2T

Na nasledujicich obrazcich jsou vykresleny vypoctené prubehy vnitini energie a tepelné
kapacity. Pii nizkych teplotach je vnitini energie dana nulovymi kmity (N Zw/2), pti
vysokych teplotach je linearni funkci teploty. K pfechodu mezi obéma pribehy dochazi
v okoli vibracni teploty. Pfi nizkych teplotich vibra¢ni stupné volnosti nepfispivaji
k tepelné kapacité. Rikame, Ze pfi teplotich vyrazné nizsich, neZ je vibraéni teplota,
jsou vibracni stupné volnosti ,.zamrzlé*. Pii vysokych teplotach pfispivaji vibracni
stupné volnosti k mérnému teplu konstantni hodnotou.
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U C

5 I
Nhw/2 W B

T<T Iy T>TF T T<T, Ty T>L, T

Obr. 1.10: Prabéh vnitfni energie a tepelné kapacity pro kvantovy oscilator

Kazdy vibracni stupen volnosti ptidava pii vysokych teplotach k tepelné kapacité sys-
tému hodnotu kg. V krystalickych latkach je tepelna kapacita vztazena na pocet vibruji-
cich jedinct blizka hodnoté 3 k. Tento vztah v krystalech experimentalné objevili fran-
couzsti fyzici Pierre Louis Dulong (1785-1838) a Alexis Thérese Petit (1791-1820)
v roce 1819. Boltzmannovu konstantu miizeme interpretovat jako tepelnou kapacitu jed-
noho jednorozmérného harmonického oscilatoru. Poznamenejme, ze u krystalickych
latek je pokojova teplota nad vibracni teplotou (na rozdil od dvouatomarnich plynt).

Pravdépodobnost nalezeni vibratoru v energetickém stavu
Pravdépodobnost je dana Boltzmannovym faktorem

W, = C exp _(n+U2)he .
kgT

Normovaci konstantu uréime bud’ z podminky, ze soucet vSech pravdépodobnosti je
roven jedné, nebo si uvédomime, Ze jde o pfevracenou hodnotu parti¢ni sumy. Vysledny
vztah je:

> w, =2sh (@j AGE L (1.87)
Opét proved’me rozbor v limité nizkych a vysokych teplot:
1 =0,
DT <Ty: w, = lim 2sh ho exp IULR )LL) pro
T—0 2kgT kgT 0 pron=#0;
2)T>Ty: w, =2sh ho exp —M - 2. ho .1=h_a).
2kgT kgT 2kgT kgT

Prvni pfipad je opét ryze kvantovy a vidime, Ze pfi absolutni nule je obsazen jen za-
kladni energeticky stav. Druhy pfipad je naopak klasicky. Pii vysoké teploté jsou vSech-
ny stavy zastoupeny rovnomeérné.

Pravdépodobnost nalezeni vibratoru v dané poloze
Vypocet hustoty pravdépodobnosti Ize provést ptimo (vinové funkce jsou realné)

P0) = (x| p|x) = (x| x) = (x[ )l | m) [ x) = 3y 8ot = D

n,m
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Za vinové funkce dosadime piislusné Hermitovy polynomy a za pravdépodobnosti roz-
déleni v energetické reprezentaci (1.87). Je tfeba ,,jen” secist pfislusSnou fadu Hermito-
vych polynomd, coz neni snadné. Jinou moznosti je nepfimy vypocet za pomoci triku,
na ktery pfiSel Svycarsko-americky jaderny fyzik, jeden z fediteld komplexu CERN
a nositel Nobelovy ceny za fyziku, Felix Bloch (1905-1983). Vyuzijeme ptisobeni ope-
ratord pp a xp v x-reprezentaci a v Heisenbergové maticové reprezentaci:

jp 22 ddtn =_Zl//n lhal//n/ax)w - 12Wn(ﬁ'//n)wn =
X n

2i — |2m®
= ;zl/jnpnkl//kwn == - (Vk“ ViV — \/El//k—lV/k)Wk =
n,k k=0
2me (—
Z k+1 Wk Wit )Wk+1Wk -

:—\}2’;160( _ﬂhw)z VE+1w vy -

Pfi vypoctu jsme pouzili maticového rozpisu operatoru hybnosti podle kapitoly 1.2.3.3
a realnost vinovych funkci. Zcela analogicky budeme hledat pisobeni operatoru xp :

x) = <x|f‘efﬁg |x> = Z‘//n‘//kxnkwk =
n,k

xp=<x X
—Z (\/k+ VWi +ky_ 11//k)Wk—

P
_Z Vk+1(wy + W )Wy =
@ 2o

7 ~ oo
='/% (1+e ﬁhw) z Vk+1Wka+1Wk .

k=0

Piisobeni obou dvou operdtori vede na tutéz fadu. V tom pravé tkvi genialni Blochtv
trik. Vydélenim obou ziskanych rovnosti se zbavime nepfijemné fady a ziskdme jedno-
duchou rovnici

dp
dx :_2ma) (l_e_ﬂhw)
xp h (1+e7/’7h“’)’

ktera vede na diferencialni rovnici v separovaném tvaru
d 2mw hao
W__ MmOy ﬁ— xdx.
Yol h

ReSeni je snadné, integracni konstantu ur¢ime jako vzdy z normovaci podminky:
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A 5 maw hw
| 2 x)=,— exp| —Ax" |; AT)=—th . 1.88
po)= [~ exp| - 4x* | (n== (szTJ (1.88)
Tuto dnes slavnou formuli odvodil Felix v roce 1932. Formule ma velky vyznam v teo-
rii kmitd krystalové miize. Odvod'me, tak jako v minulych ptipadech, limitu pfi nizkych
a vysokych teplotach:

2
) T<Ty: p(x) = m—wexp - nox =Yg (x).
h h
> )
ma ma- x
D T>Ty: x)— exp| — .
) I>Ty PO\ 2k &P { 2T }

Prvni ptipad odpovida opét ryze kvantovému fesSeni, jde o hustotu pravdépodobnosti
oscilatoru v zakladnim kvantovém stavu. Pfipad vysokych teplot dava klasicky vysledek
(1.82).

1.5.2 Kvantovy rotator

r N

\/l

Prozkoumejme nyni vlastnosti rotujici ¢astice s nenulovym momentem hybnosti L a ne-
nulovym momentem setrvacnosti J. Muze jit naptiklad o rotujici dvouatomovou mole-
kulu nebo néjaky podobny systém. Nejprve odvodime partiéni sumu pro systém tvoreny
jedinou molekulou. Standardni translaéni vztah p?2m u rotagnich pohybi piejde
v analogicky vztah L*/2.J:

2 2
L _ Wb o
2J 2J
Vyuzili jsme vztah (1.2.149) pro kvantovani velikosti momentu hybnosti. Nesmime za-
pomenout, ze kazdy takovy energeticky stav je degenerovan, vyskytuje se 2/+1 krat,
jednotlivé stavy se stejnou energii se 1iSi magnetickym kvantovym ¢islem, které nabyva
hodnot m=-1,-1+1,...,0,...,/—1,/. Proto v partiéni sum¢ musime kazdy Boltzman-

nav faktor vzit v ivahu tolikrat, kolikrat je dany stav degenerovan:

- (+Dn* | & I(1+1)n*
= exXp|l———mmmm | = 2l+1 expl——mmmm | .
: g‘)g’ p{ 2JkBT} ,;)( ) p{ 2 kT

Poprvé se setkavame s fadou, ktera neni analyticky fesitelna. Tuto fadu muZzeme seCist
jen numericky nebo v limité¢ nizkych ¢i vysokych teplot. Oblast nizkych a vysokych
teplot je dana argumentem exponencialy. Je-li argument roven jedné, dostavame cha-
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rakteristickou teplotu, pfi niz je tepelnd energie rovna rotacni energii. Vyjdeme-li ze
vztahu /* = 2.J kg T, dostaneme pro tzv. rotacni teplotu vztah

2k
Rotacni teplota je pro dany systém, podobné jako vibra¢ni teplota, zcela charakteristic-

kou veli¢inou. Hodnoty rota¢nich a vibra¢nich teplot n€kterych plynt naleznete v na-
sledujici tabulce:

(1.89)

plyn rotacni teplota vibracni teplota
Hz 85K 6100 K
HCI 15K 4140K
N2 3K 3340K
02 2K 2230K

Pokusme se secist fadu pro particni sumu alespon v limité nizkych a vysokych teplot:

Nizké teploty

P1i nizkych teplotach (7 << Tx) exponencialy v fad€ s rostoucim / prudce klesaji, leny
fady velmi rychle konverguji, a proto staci vzit v avahu prvni dva ¢leny fady:

2

h
z=1+3exp|—
|

}=1+3exp(—2TR/T).
BT

Standardnim postupem ur¢ime termodynamické velic¢iny v limité nizkych teplot:
Z=[1+3exp(21/T)]",

F=—kgTInZ =—NkpT In[1+3exp(-2T3 /T)].

Druhy ¢len je maly, proto mizeme provést Tayloriv rozvoj do prvniho fadu In(1+x) ~ x
a pro volnou energii mame jednodus$si formuli

F = -3NkgTexp (2T /T).

Nyni nalezneme entropii a vnitini energii

S= —g—; =3Nkg exp (2T /T )+ 6Nkg T7Rexp(—2TR Ty,
Vysoké teploty

Pti vysokych teplotach (7'>> Ty) je obsazeno mnoho stavi s velkym / a souc¢et mizeme
nahradit integraci:

z= i (2l+1)exp[—l(1+1)T—R} =~ T(ZXH)GXP[—X(XH)T—R}dx.
1=0 T 0 T
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V integralu provedeme substituci & = x(x+1):

T T T
zzjexp|:——R }df =—.
0 T T
Standardnim postupem urc¢ime termodynamické veli¢iny v limité vysokych teplot:

Z=(T/Tx)"

B

OF
§ === Nk [1+In(T/T})],

U=F+TS=NkgT .

Jak jsme mohli ocekavat, dostavame v limit¢ vysokych teplot klasické vysledky.
SepiSme na zavér vysledky v limité nizkych i vysokych teplot do piehledné tabulky:

T<Ty T>Ty
Z =[1+3exp(21/T)]" Z=(T/T)"

(1.90)
S =3Nkgexp(-2T; /T)+

S = Nikg [1+1n(7/7;
+6NkBT7Rexp(—27R/T) oL+ In(T/T)]

U=6NkBTR exp(—ZTR/T) U=NkBT

Situace je obdobna jako u oscilatoru. Do rotacni teploty neni systém schopen absorbo-
vat teplo. Jeho stupné€ volnosti jsou ,,zamrzlé®. Nad rotacni teplotou pfispiva k tepelné
kapacité kazdy rotator hodnotou Boltzmannovy konstanty.

U C
$\u<§ Nkgt-----—======
Tr > T Ty T>T, T

Obr. 1.11: Prabéh vnitfni energie a tepelné kapacity pro kvantovy rotator

U dvouatomarnich molekul jsou rota¢ni teploty podstatné niz$i nez vibraéni. Pti postup-
ném zahiivani plynu se nejprve uvolni rotacni stupné volnosti a teprve pozd¢ji vibracni
stupné volnosti.
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¢ Piiklad 1.7: Urcete nejpravdépodobnéjsi rotaéni kvantové ¢&islo pro kvantovy rotator
(stav s nejvySsim zastoupenim).

ReSeni: Pravdépodobnost, ze se systém nachazi ve stavu s vedlejSim kvantovym cislem
/ je dana vySe odvozenou formuli

1+

=AQRl+1)e
wy = A( )Xl{ kT

} = A(2l+1)exp{—l(l+1)T7R]

Pti nizkych teplotach systém nerotuje, pravdépodobnost je témét nulova. Pti vysokych
teplotach nalezneme standardnim postupem maximum (s proménnou / budeme zachdzet
jako se spojitou proménnou):

aW[ T 1 T
—=0 = bhax = |——= = ,|—.
dl 2Ty 2 2Tx
Z vypocteného vztahu mizeme zjistit typicka vedlejsi kvantova ¢isla rotujicich molekul

pfi dané teplote. >

1.5.3 Dvouatomarni plyn

Uvazujme nyni systém slozeny z N dvouatomovych molekul s rozliSitelnymi atomy
(jinak bychom se museli zabyvat symetrii vinovych funkci). Tak se chova fada plynt.
Energie jedné molekuly bude slozena z translacni energie, vibra¢ni energie, rotacni
energie a energie dalSich (naptiklad jadernych) stupii volnosti.

vibr

Parti¢ni suma pro jednu molekulu bude soucinem parti¢nich sum jednotlivych stupiii
volnosti a termodynamické veli¢iny budou souctem odpovidajicich ¢lenti:

E=Ey T & Tt T Epyue T -

Z:Ze_ﬂ(gtr-‘rgvib TE T
=J-e_ﬂgtrd1",ze_ﬂgvib ,Ze_ﬂgrot —

= Ztr " Zyib " Zrot """
Celkova parti¢ni suma pro N ¢astic potom bude:

__N _N _N
Z_Ztr "Zyib " Zrot """

Zakladni termodynamické veli¢iny jsou podle své definice aditivni a bude pro n¢ platit
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F:_kBTanZRr+Fvib+F;ot+"' 5
oF

S=_E=Str+svib+srot+“' >

U=F+TS=U,+U,, +U, ++-+ ,

rot

oUu
G == ] =Cu+Cp+C +
or ),

Zkoumejme nyni piispévek k tepelné kapacité jednotlivych stupinti volnosti:

Translacni stupné volnosti

1
Utr=§NkBT = C — a_U =§kB.
2 N\dT ), 2
Translacni stupné volnosti pfispivaji k mérné tepelné kapacité plynu (tepelna kapacita
vztaZena na pocet ¢astic) konstantni hodnotou.

Vibracni stupné volnosti

2
Uvib:MCth ho = CEL a_U :kB h_w Sh—Z ho .
2 2kgT N a7 ), 2kgT 2kgT

Na nasledujicich obrazcich jsou vykresleny vypoctené pribéhy. Pii nizkych teplotach je
vnitini energie dana nulovymi kmity (Niw/2), pti vysokych teplotach je linedrni funkei
teploty. K pfechodu mezi obéma priubéhy dochazi v okoli vibracni teploty. Pfi nizkych
teplotach vibraéni stupn& volnosti nepfispivaji k mérnému teplu. Rikame, Ze pfi teplo-
tach vyrazné nizSich, nez je vibra¢ni teplota jsou vibracni stupné volnosti ,,zamrzlé. Pti
vysokych teplotach prispivaji vibra¢ni stupné volnosti k mérnému teplu konstantni
hodnotou. Provedeme-li limity malych a velkych teplot, dostaneme:

T<Ty = U=Nhw!/2, C=0, c=0;
T>Ty = U = NkgT , C=Nky, c=kg.

Kazdy vibraéni stupeii volnosti pfidava pfi vysokych teplotach k tepelné kapacité plynu
hodnotu kg. Jak uz vime, Boltzmannovu konstantu miZeme interpretovat jako tepelnou
kapacitu jedné vibrujici molekuly.

Rotacni stupné volnosti
Pro rotacni stupné volnosti nezname analyticky pribéh vnitini energie a tepelné kapa-
city pfi konstantnim objemu. Zname ale hodnoty v limité nizkych a vysokych teplot
vzhledem k rotacni teploté, viz (1.90):

T < Ty = U=6Nkg Ty exp(-2Tx /T), C=0, c=0;

Vidime, Ze rota¢ni stavy piispivaji k mérnému teplu stejnym zpisobem jako vibracni
stavy, prispévek se projevi pfi teplotach vyssSich nez je rotaéni teplota. Pfi teplotach
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nizsich jsou rotacni stavy opét ,,zamrzlé. Kazdy rotacni stav prispéje k tepelné kapacité
op¢t hodnotou Boltzmannovy konstanty. Vysledny pribéh mérmné tepelné kapacity ma
schodovity charakter:

C

Ny f

Tx Ty T

Obr. 1.12: Tepelnd kapacita dvouatomarniho plynu

Pii zvySovani teploty pfibyvaji dalsi stupné volnosti, kazdy ,,rozmrzly* stupen volnosti
prispéje k mérné tepelné kapacité hodnotou kp. Kazdy transla¢ni stupeii volnosti ptispi-
va k mérné tepelné kapacité nezavisle na teploté hodnotou kg/2, tj. celkem 3kp/2. O ro-
tacnich a vibracnich spektrech se mizete docist dalsi detaily v ucebnici [6].

Poznamka: U kyanu HCN odpovida ptechod mezi druhou a prvni rotac¢ni hladi-
nou vinové délce 1,3 mm, coz koresponduje s vinovym maximem reliktniho zafe-
ni. Pravé reliktni zafeni proto zplsobuje rotacni excitace mezihvézdného kyanu.
Rotacni teplota kyanu je 15 K.

1.5.4 Anharmonicky oscilator

Velmi zajimava situace nastane, pokud v Taylorove rozvoji potencialni energie v okoli
minima je dulezity i tfeti (asymetrie minima) nebo dokonce ¢tvrty ¢len. Nyni jiz nejde
o harmonické oscilace, ale o anharmonicky oscilator s energii ve tvaru

2 2 2
ma’x
E=P

2m

+a3x3+a4x4. (1.91)

Za predpokladu vysoké teploty (kg7 >> hw) muzeme pocitat klasickou particni sumu
pro N nezavislych oscilatorti. Za nizké teploty by se problém musel fesit kvantové. Pro
jeden oscilator mame:

. H—ﬁm@:
2rh
2 2 2 3 4
= [exp|o| Bl MmO Y AaX = (1.92)
27 dmkgT | 2kgT kgl kgl

T kgT kgl

2mmkgT *2 22 3 4
_ m B J‘ exp _ maw-x exp _ a3x a4x dx
27h - 2kg



1.5 Dalsi priklady 53

Je tfeba poznamenat, ze jakkoli maly anharmonicky Clen tfetiho fadu vede k nekon-
vergentnimu integralu (1.92). Konvergenci zajistuje pifitomnost ¢lenu Ctvrtého fadu
s as>0. Nyni budeme piedpokladat, ze anharmonické ¢leny jsou malé ve srovnani
s harmonickym a provedeme rozvoj druhé exponencialy do druhého fadu v argumentu:

w/27rkaT J- { ma’ x }(1_a3x3_a4x4 1 (a3x3+a4x4)2de.

+
2T keT kT 2k2T2

Jde o soucet Gaussovych integrald s riznymi mocninami x nasobicimi zakladni expo-
nencialu. Integraly s lichymi mocninami jsou nulové, ponechdme proto jen sudé cleny
do Sestého fadu v x:

./271'ka J [ mae xz}(l_a4x4+ a3 x® +“'de

2kgT keT ~ 2k3T?

Po trivialni integraci za pomoci vztahu (I.3.574), nebo v programovych prostfedich MAT-
LAB, Mathematica atp., dostaneme

2
,/271'ka fZﬂkB a4kB 15 a3kBT+m N
mo’ 2 m @°
272 2
s~ kBT_3a4kBT +15 3kBT
ho e 2 mie

N
kT k> TkaT?
7~ | 5Bl _jaukeT” 15askel” (1.93)
o o mted 2 e’
Nyni uré¢ime standardnim zptsobem termodynamické veliciny
kgT . a,k3T? 15 a3kaT?
F =—kgTInZ =—NkgT In| -2~ -3-4B | (1.94)
o wmte’ 2 e
L
aT 2,
akgT askgT
2.2 2,272 1—64B+153B+-~
S = NigIn| Bl _3aak’ Ty ISasksT” e  wle' e’
o o wmle’ 2 mmie |3 daksT 15 a3kgT
m*e* 2 m’a®
2
164kl |5 askel
2 4 3.6
U=F+TS = NkgT m_@ m_@ =,

2 4 3.6

1_3a4kB +Ea3kBT+.“
m o 2 mae
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T 2kgT
UszBT[l—3a4fB4 +1—5"33k'36 +] (1.95)
mw 2 me
1543 6
ng_U:NkBJrNké( 5 2“44JT+---. (1.96)
T ma’ mw

Vidime, ze anharmonicnost vibraci v krystalech nebo molekulach vede k naruseni Du-
longova Petitova zédkona. V tepelné kapacité se objevuje linearni a pfipadné i kvadra-
ticky Clen v teplote.

Poznamenejme, ze pokud polozime c¢tvrtou mocninu x v rozvoji energie (1.91)
presné rovnou nule, nebude integral (1.92) konvergovat a systém bude nestabilni, pii
rostouci vychylce z rovnovahy pijde potencidlni energie k nekone¢né hodnoté. Pokud
budeme predpokladat, Ze ¢tvrtd mocnina x v rozvoji je byt jen velmi mala, zajistime
konvergenci integralu i stabilitu zkoumaného systému.

1.5.5 Dvouhladinovy systém

)
.

v

Naleznéme chovani kvantového systému s dvéma blizkymi energetickymi hladinami
&o=0a &, = €s degeneracnimi faktory gy a g;. Parti¢ni suma pro jednu castici bude mit
jen dva cleny

z=gy+ g, exp(-fe). (1.97)

Nyni budeme postupovat standardné:

N
I3
Z = + g exp| ——— R 1.98
{go gi p( kBTﬂ (1.98)
F=—kgTlhZ=—NkgT In| g, + g, exp £ , (1.99)
S=—a—F=NkBln go+gexp| — i + NeT ; gE&, (1.100)
1+ gexp| —
U=F+TS = Ne (1.101)

el
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exp| ——
C _0U _ Nge? p[kBTj

Y Tor kT2 . 27
1+ gexp| —
g eXp kT

C e’ exp[kTJ
> ey =V =% B (1.103)

2 2
N kT 1+ gex £
&g eXp kT

Dostali jsme velmi znamy vztah pro pfispévek dvouhladinového systému k mérnému
teplu. Prispévek konverguje k nule v oblasti nizkych i vysokych teplot. To znamena, ze
existuje teplota, pfi které je ptispévek k mérnému teplu maximalni. Maximum je mozné
urcit numericky, pro g = 1 vychdzi ¢y, ~ 0,34 k.

(1.102)

Cc/C

max

1

2 4 6 8 pe

Obr. 1.13: Tepelna kapacita dvouhladinového systému

Vice se o tepelnych kapacitach, rotacnich a vibracnich spektrech a vztahu mezi termo-
dynamikou, statistickou fyzikou a chemii dozvite z online ucebnice [9]. Zajimavé infor-
mace o spektroskopii rotacnich a vibracnich stavii naleznete také v publikaci [10].

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo



56 Statistickd fyzika

1.6 Grandkanonicky soubor

1.6.1 Odvozeni rozdéleni

vyména energie a ¢astic

N’, E!

Na rozdil od kanonického rozdéleni ptipoustime u grandkanonického rozdéleni vymeénu
¢astic s okolim. Ostatni piedpoklady jsou stejné jako u kanonického rozd€leni. Systém
samoziejm¢ muze s okolim vymeénovat energii, zanedbame povrchové jevy a jedinym
vnéjsim parametrem systému bude prozatim objem. Opét pfedpokladame platnost Liou-
villova teorému. Prvni vétu termodynamickou budeme psat ve standardnim tvaru (pro
jednoduchost uvazujeme jeden druh ¢éstic):

dU =TdS — pdV + udN. (1.104)

Vzhledem k tomu, ze N ve statistice znamena okamzity pocet ¢astic v systému, musime
sttedni pocet v prvni vété oznacit symbolem s pruhem. Pravdépodobnostni rozdéleni
v diskrétnim, resp. spojitém piipadé oznacime

WaN :WnN(E); resp. PN :pN(E)~ (1105)

Index n Cisluje kvantové stavy systému, index N pocet ¢astic v systému. Pozadujeme
aditivnost v energii a poctu ¢astic systému a jeho okoli:

Ey=E+E; Ng=N+N". (1.106)

Podobn¢ jako v kanonickém piipadé pozadujeme nezavislost (multiplikativnost) prav-
dépodobnostnich rozdéleni systému a okoli:

Wy nen (E+E)=w,n (E)w,y (E). (1.107)
Resenim je jediné exponencialni funkce typu

C]+02EnN+C3N =ea—ﬂEnN+}/N

Wy (Epy)=e (1.108)
Pro spojity ptipad bude mit hustota pravdépodobnosti tvar
a-[fEN+yN

py(Ey)=c? BENFTTN (1.109)

Konstanty linearni kombinace jsme oznacili a, —f, y a urime je v nasledujici kapitole.
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1.6.2 Konstanty rozdéleni

Pfi urceni konstant budeme postupovat obdobné jako u kanonického rozdéleni, tj. po-
rovndme diferencial vnitini energie s termodynamickym vztahem. Postup je ponékud
pracny a Ctenaf, kterého to nezajima, si mize precist vysledek na konci této kapitoly.
V principu pro urceni tif konstant musime vyuzit tfi rovnice: jde o normovani pravde-
podobnosti, sttedovani energie a stiedovani poctu ¢astic (posledni rovnice nebyla tieba
u kanonického rozdéleni). Problém muiizeme fesit jak diskrétné, tak spojité (v levém
sloupci naleznete diskrétni vztahy, v pravém sloupci jejich spojité analogie):

Z woy =1, ZIPN(EN)dFN =1,
N
ZEannN=U, > [Epn(Ey)dly =U, (1.110)
n,N N
D Nwy=N; ZNIPN(EN)dFN:N
n,N N

I ve spojitém pitipadé musime scitat pfes vS§echny mozné pocty castic. Odvozeni budeme
provadét v diskrétnim ptipad€. Podobné jako u kanonického rozdéleni nejprve nalez-
neme diferencidl vnitini energie:

dU =d) EN(V)w,y = ZKB;ZN dv + ag"N dNJ nN} + D E,ydw,y
n, N n,N n,N

Derivaci energie podle objemu budeme opét interpretovat jako parcialni tlak, zména
energie s poCtem Castic je parcidlni chemicky potencidl, v poslednim ¢lenu vyjadiime
E,n z rozdéleni (1.108):

a 1
n,N n, N n,N ﬂ ﬂ IB

Prvni €len interpretujeme stejné jako u kanonického rozdéleni jako mechanickou préci.
Posledni ¢len roznasobime a vytkneme konstanty:

AU==pdV + 3ty waydN +L2 5 Ndw,y + 2d Y wyy - Zm
n,N ﬁn,N ﬂ n,N nN

Ttreti a paty clen upravime podle vztahu pro derivaci soucinu fdg = d(fg)—gdf, Ctvrty
¢len je nulovy (soucet pravdépodobnosti je roven jedné a diferencidl jednotky je nu-
lovy):

|
AU ==pdV+ >t wndN +Ld> Ny =L S dN ——d Y (Inwy) woy
nN ﬂ n,N ﬂn,N ﬂ n,N

Jako jeden z poslednich kroki slouc¢ime druhy a ¢tvrty ¢len:
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dU=-pdV + Z(ﬂnN—Z]WnNdN +-dN - leWananN'
n,N ﬁ IB ﬂ n,N

Ma-li tento vyraz korespondovat s prvni vétou termodynamickou (1.104), musi platit

U

> - _ M
d kg T

S=—kg D w,y Inw,y . (1.111)
n,N

l v
kgT’
Druhd podminka (y/f= ) nam zajisti korespondenci tfetiho ¢lenu s odpovidajicim
¢lenem prvni véty termodynamické a soucasné vypadnuti ¢lenu druhého. Ostatni pod-
minky jsou shodné s kanonickym rozdélenim. V tuto chvili tedy mame urceny dv¢ kon-
stanty. Zbyva jedina neurcena konstanta rozdéleni — normovaci konstanta ¢. Tu ur¢ime
naptiklad ze vztahu pro entropii:

n,N n,N

Po trivialnich Gpravach dopocteme hledanou konstantu:

-TS—uN Q
a:U S—uN _

> = .

(1.112)

Nyni zname vSechny konstanty a miizeme napsat vysledné rozdéleni v diskrétnim i spo-
jitém piipadé:

B@2=Eyy +uN) = P2 Ey+uN) (1.113)

| 2 w,Ny =€

PN

Grandkanonicky potencial zjevné souvisi s normovanim pravdépodobnosti, pouzijeme-
li explicitn€ vypsanou normovaci konstantu, ma rozdéleni asto pouZivany tvar

—E v+ uN —-Ey+uUN
> WN:KeXp{L} pN:Kexp{—}. (1.114)
! kT kT

1.6.3 Parti¢ni suma

Podobny vyznam, jako méla volna energie u kanonického rozdéleni, ma grandkano-
nicky potencial u systému s proménnym poctem c¢astic. Grandkanonicky potencial vy-
pocteme z normovaci podminky rozdéleni. Vypocet provedeme v diskrétnim (nalevo)
i spojitém (napravo) piipad¢.

Swy=l = Yfovdry=1 =
n,N N
eﬂ(Q_EnN+ILIN):1 = ZJeIB(Q_EN+ﬂN)drN:1 N
n,N N
e_ﬂEnN"':BﬂN:e_ﬁQ = Zje_ﬂEN+ﬂﬂN drN:e_ﬂQ =
n,N N
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Nyni uz snadno vypocteme grandkanonicky potencial ©:

ln[z o BN+ 1 Nj; diskrétni ptipad,
Q=—kgr{ "V

(1.115)
ln(ZJ.e_’BENJr’B'UN dl"Nj; spojity piipad.
N

Velic¢ina nachazejici se v logaritmu v kulaté zavorce se nazyva grandkanonicka particni
funkce a je Ustfedni veliinou statistické fyziky s proménnym poctem Castic, oznacu-
jeme ji = (velké ksi). Vzhledem k tomu, ze argument logaritmu by mél byt bezroz-
mérny, je pouziti vahového faktoru namisto fazového objemu vhodnéjsi.

Schéma statistického vypoctu s proménnym poctem castic

1) Nejprve zjistime, jakych energii £,y mize systém nabyvat. V klasickém ptipadé
pujde o vSechny hodnoty energii, které se v systému mohou vyskytnout. V kvan-
tovém pripadé musime urcit spektrum Hamiltonova operatoru (naptiklad fesit
Schrédingerovu rovnici).

2) Nalezneme parti¢ni funkci = jako soucet vSech veliCin ¢ PE+ BN ptes cely
obor energetického spektra:

E:Ze_ﬂE"N+ﬂ'uN; resp. E:ZIe_ﬂEN+ﬂﬂNdFN. (1.116)
n,N N

3) Urcime grandkanonicky potencial

Q=—kgTIn = . (1.117)
4) Urc¢ime zakladni termodynamické veli¢iny S, p, N:
s=-[22)  ,-_[22) §-_[22] (1.118)
oT 14 ou
5) Urcime vnitini energii U a jeji derivace:
U=Q+TS+uN . (1.119)

6) Vzhledem k tomu, ze grandkanonicky potencial je funkci chemického potencidlu
M, je tfeba ho ze vSech odvozenych termodynamickych vztaht vyloucit. Teore-
ticky to lze provést nezavisle na (1.118) z relace

N=> Nw,y = N=NT.V,u) = p=pN,T,V). (1.120)
n,N

Prakticky mtze vylouceni chemického potencialu z rovnic €init problémy. Chemicky
potencial vSak lze také chéapat jako parametr v parametrickém zadani kiivek. Pozname-li
napiiklad z (1.118) zavislosti p = p(T, V, u) a N=NMT, V, 1), mizeme do grafu s osami
(p, N) vykreslovat soufadnice (p, N) pro urdity interval hodnot £, a tim zkonstruovat
graficky zavislost tlaku na primérném poctu Castic.
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Vztah grandkanonické a kanonické parti¢ni sumy

Upravme nyni vztah pro grandkanonickou parti¢ni sumu:
== Z e_:BEnN +:BIUN — Z|:(ZG_IBE;1N ],(eﬁﬂ )N:| .
n,N N n
Oznacime-li Zy kanonickou parti¢ni sumu pro N ¢astic a zavedeme-li tzv. fugacitu (zna-
¢ime ji malym feckym dzéta)
c=ePH, (1.121)

dostaneme piehledny vztah

Z =Y zys". (1.122)
N

Uvedeny vztah plati v klasické fyzice, kde jsou v systému N ¢astic jednotlivé Castice
v principu rozliitelné. V kvantové teorii jsou Castice nerozliSitelné a kazda z N! moz-
nych permutaci ¢astic je stejnym stavem. Ve vztahu (1.122) je kazda permutace v souc-
tu zapocitana, to znamena, ze jeden stav je zapocten namisto jednou vicekrat (V! krat).
V kvantové teorii je proto spravnym vztahem vyraz

z
5= YN N (1.123)
NI

ktery silné pfipomina Tayloriv rozvoj ve fugacité. Koeficienty jsou kanonické parti¢ni
sumy pro N ¢astic.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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1.7 Fermiony a bosony

NerozliSitelné ¢astice

V kvantové teorii miizeme piedpoveédét jen pravdépodobnost vyskytu ¢astice v néjakém
misté a Case. Tato pravdépodobnost ma maximum v misté klasické trajektorie, se vzda-
lenosti od ni zpravidla exponencialn¢ ubyva a dosti daleko od klasické trajektorie je sice
velmi mala, nikoli v§ak nulova. Mame-li dvé stejné Castice, nikdy si nemizeme byt jisti,
ktera castice je ktera. Pravdépodobnost vyskytu jedné ¢astice v misté druhé je nenulova.
Hovofime o tom, ze stejné Castice jsou v kvantové teorii nerozlisitelné. To ve svém
disledku vede k rozdéleni vSech ¢astic na dva zékladni typy, fermiony a bosony, které
se 1isi svymi vlastnostmi a chovanim (viz kapitola 1.2.8). Fermiony maji poloc¢iselny
spin, dva nemohou byt ve stejném kvantovém stavu (spliiuji Pauliho vylucovaci
princip), jejich vinova funkce je antisymetricka a jejich kreacni a anihilacni operatory
spliiuji antikomutacni relace. Naopak bosony maji celoCiselny spin, ve stejném
kvantovém stavu jich muze byt libovolné mnozstvi, jejich vinova funkce je symetricka
a jejich kreaéni a anihila¢ni operatory spliiuji komutaéni relace. VSechny polni ¢astice
tvorici interakce (fotony, gluony, W', W, Z%) jsou bosony se spinem 1. K bosontim také
patii Castice slozené ze dvou kvarkti (mezony), které maji spin roven 0 (skalarni mezo-
ny) nebo 1 (vektorové mezony). VSechny zakladni stavebni kameny hmoty (kvarky
a leptony) jsou naopak fermiony se spinem 1/2. K fermionim také patii castice slozené
ze tii kvarktl (hadrony), napiiklad neutron a proton. Z hlediska statistiky maji, zejména
pri nizkych teplotach, fermiony a bosony zcela odlisné chovani a jejich pravdépodob-
nostni rozdéleni jsou riiznd. Fermiony podléhaji Fermiho-Diracovu rozdéleni a bosony
Boseho-Einsteinovu rozdéleni.

Reprezentace obsazovacich cisel

Obsazovacim ¢islem nazyvame pocet ¢astic v daném energetickém stavu:

energie stavu obsazovaci ¢islo
2 N
& N2
&3 N3

Pro fermiony miiZze obsazovaci ¢islo (z diivodu platnosti Pauliho vylu€ovaciho principu)
nabyvat jen hodnot 0, 1. Pro bosony muze jit o jakékoli celé nezdporné ¢islo 0, 1, 2, ...
V reprezentaci obsazovacich ¢isel miZeme pro pocet ¢astic a celkovou energii psat

N=YN;;
i

(1.124)
i
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Grandkanonickou parti¢ni sumu mizeme upravit v reprezentaci obsazovacich ¢isel na-
sledujicim zptisobem:

=Y PENAN Sy exp{—ﬁZw,-Ni—uN,»)}:
N,n i

NI’NZ""

= Y Tlexpl-BN; —uNp]=T]2 exp[-BN; (& - w)].
i N

N, Ny,... i

Céarka nad symbolem sou¢tu ma naznait, e viechny permutace &astic povaZujeme
v kvantové teorii za jeden jediny stav a do celkového souctu pfispé&ji tyto permutace
jedinym c¢lenem. Je vidét, Ze celkova grandkanonicka suma se rozpada na soucin par-
cialnich grandkanonickych sum jednotlivych stavi:

=[1=:: 5= exp[-BN, (& - w)]. (1.125)
i N;

1

[y

V diisledku toho jsou termodynamické veli¢iny dany soucty jednotlivych piispévki:

2= a; Q =—kgThh 5,
i
FYe)
S = S, S =— T ,
s, l (aT]
agi] (1.126)

p=2.ri; pi=—(aV
— _ — 042
N=YN;; N,-:—[—'J.

1.7.1 Fermiho-Diracovo a Boseho-Einsteinovo rozdéleni

Fermiho-Diracovo rozdéleni

Zabyvejme se nejprve fermiony. Podle Pauliho vylu¢ovaciho principu nemohou byt dva
fermiony ve stejném kvantovém stavu. V daném stavu tedy neni bud’ zadny fermion,
nebo je pfitomen jeden jediny

N,;=0,1. (1.127)
Parti¢ni suma i-t€ho stavu ma proto v reprezentaci obsazovacich ¢isel jen dva ¢leny:

5 =Y exp[- BN, (6 -] = 1+ exp[-Ble; - )]
N;

1

Snadno dopocteme grandkanonicky potenciél i-té¢ho stavu
Q; =—kgTIn 5, =—kpTIn(1+ exp[-B(& — )] )

a stfedni pocet ¢astic v i-tém stavu
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_ 042, 1
> N o= ——1 = . (1.128)
du  exp[fg—-w] + 1

Tento vyraz se nazyva Fermiho-Diracovo rozdéleni. Naleznéme jeho prubch v limité
nizkych teplot (T — 0, f —> 0 ):

lim N; = lim

_ 1 I pro €;<u,
B B—oo exp[ﬁ(&‘i—ﬂ)] +1

0 pro ;> u.

Vsechny stavy jsou zaplnéné po jedné Castici az po tzv. Fermiho mez er = 1. Nad Fer-
miho mezi jsou stavy neobsazené. Fermiho mez je tak posledni obsazenou energetickou
hladinou pii nulové teploté. Chemicky potencidl je pfi absolutni nule roven Fermiho
mezi. Fermiony se chovaji ,,nesnaSenlivé”. Je-1i néjaky stav obsazen Castici, dalsi ¢as-
tice jiz tento stav nemuze obsadit. Pfi absolutni nule se snazi zaujmout stav s co nejnizsi
energii. Je-li jiz obsazen, obsadi nejblizsi dalsi volny. Tim dojde k tomu, Ze pti abso-
lutni nule jsou obsazené vSechny stavy az po Fermiho mez. Rozdéleni je pojmenovano
podle italského fyzika Enrica Fermiho (1901-1954) a podle anglického fyzika Paula
Adriena Maurice Diraca (1902—1984).

N; fermiony N; bosony
Theereeeean,, -

€ U & &

Obr. 1.14: Rozdéleni fermiond (nalevo) a boson( (napravo)

Boseho-Einsteinovo rozdéleni

Naleznéme nyni rozdéleni souboru bosont. Bosony nespliiuji Pauliho vylucovaci prin-
cip a v daném stavu jich mize byt libovolné mnozstvi. Obsazovaci ¢isla proto jsou:

N;=0,1,2,... (1.129)

Grandkanonickd parti¢ni suma i-té¢ho stavu bude nekonecnou fadou

g = Z eXp[_,BNi (& _,U)] =

= i (exp[—ﬁ(ei _#)])N,- .

Jde o geometrickou fadu, kterou bez problémi secteme:

- _ 1
T l-exp[-B&-w)]

Snadno dopocteme grandkanonicky potencial i-t¢ho stavu

(1.130)
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@, =—kpTIn 5, =
=+kgT'In(1- exp[-B(g; - )] )

a stfedni pocet ¢astic v i-tém stavu
_ 042, 1
> N, = - = . (1.131)
ou  exp[f(e-w] -1

Tento vyraz se nazyva Boseho-Einsteinovo rozdéleni. Je pojmenovano podle indického
fyzika Satyendry Boseho (1854—1948) a némecko-amerického fyzika Alberta Einsteina
(1879-1955), Povsimnéte si, ze od Fermi-Diracova rozdéleni se 1i8i jen znaménkem. To
je pro vztahy popisujici fermiony a bosony typické (symetrické a antisymetrickd vinova
funkce, komutator a antikomutator). Z podminky pro konvergenci geometrické fady
plyne, Ze chemicky potencial souboru bosoni musi spliovat podminku

USE, . (1.132)

Naleznéme pribéh rozdéleni v limité nizkych teplot (T — 0, f — o ):

lim N; = lim =
poe poe=exp[ (e - )] - 1

_ 1 o pro gi=80=/l,
0 pro &;>¢&,.

Micky jsme pii souctu geometrické fady predpokladali nekoneény pocet Castic. Pii
absolutni nule vSechny obsadi zakladni energeticky stav. V realnych systémech je pocet
castic konecny. Boseho-Einsteinovo rozdéleni pti nulové i nenulové teploté je znazor-
néno na obrazku 1.14 napravo. Stav latky, pfi kterém se Castice hromadi v zakladnim
stavu, nazyvame bosonovy kondenzat neboli BEC (Bose-Einstein Condensate). Typic-
kym piikladem jsou Cooperovy pary elektront, které pfi nizkych teplotach vykazuji
jako bosonovy kondenzat supravodivé a supratekuté vlastnosti.

Obe¢ rozdéleni 1ze souhrnné zapsat
— 1

> N; = : 1.133
Coexp[Blg-w] £ 1 (1139

Znaménko ,,+* plati pro fermiony a ,,— pro bosony. Za jakych podminek obé rozdéleni
splynou? Je ziejmé, ze k tomu dojde tehdy, Ize-1i zanedbat jednicku ve jmenovateli, tj.

exponenciala prevladne a N ; < 1. Potom
v L
" exp[B(g - )]

a obé rozdéleni piechazi v Boltzmannovo rozdéleni. Kvantové stavy jsou vétSinou
prazdné a jen tu a tam je néktery obsazeny. K této situaci dochazi, je-li

Nl =

~ K exp[—ﬂe,}

*  vysoky pocet kvantovych stavi,
+  fidky plyn (maly pocet Castic),
* vysoké teploty (Castice excitovany do vysokych energetickych stavi).
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Shriime na zavér vlastnosti fermionti a bosont do piehledné tabulky:

fermiony bosony
spin 1/2,3/2, ... 0,1,2,..
priklady ¢astic elektrony, neutrina, kvarky vSechny polnf ¢astice
hamiltonian H(1,2)=H(2,1) H(1,2)= H(2,1)
vlnova funkce |1,2> =- |2,1> 1, 2> =+ |2,1>
kreac¢nf a anihilacni + _ + _
operatory [ak -4 } + O [ak a1 ] - O
_ 1 1

statistika (N;

" exp[A(e, )] + 1 exp[B(e; - ) - 1

1.7.2 Soubory fermioni (trpaslik a neutronova hvézda)

V zéavérecnych fazich vyvoje hvézd mlze snahu gravitace zhroutit hvézdu do ¢erné diry
zastavit tlak degenerovaného elektronového plynu (bily trpaslik) nebo degenerovaného
neutronového plynu (neutronova hvézda). Proto se budeme zabyvat souborem fermiont
nenulové hmotnosti. Zakladni charakteristiky obou ¢astic jsou

s=1/2; Hu#0; my#0. (1.134)

Nenulovy chemicky potencial vyzaduje provést dopocet podle vztahu (1.120), nenulova
klidova hmotnost znamena vztah mezi hybnosti a energii (pro nerelativisticky ptipad):

1 _
e=L . p=\me; deE\/ZmSI/ZdE. (1.135)

C2m

Urceme nyni element vahového faktoru

343

d ArgV ArgV 1 -

dF€=gdx f—) ”g3p2dp=—”g3-2m€~—\/2m€mdé‘.
(27h) (27h) (27h) 2

Pro vahovy faktor nerelativistickych fermioni tedy plati
dr', = y(e)de;
> re)=ave’?; (1.136)

~ gm3/2

a= .
27n?
V pftisti kapitole uvidime, ze pocet kvantovych stavil neroste tak jako u fotont, ale ptes-

to ma rostouci tendenci a pro vyssi energie lze hustotu energetickych stavli povazovat
za téméf spojitou.
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¢ £
Y( ) elektrony, neutrony V( ) fotony
el €2
témér témér
spojité spojité
& &

Obr. 1.15: Hustota energetickych stav fermion( (nalevo). Napravo
je pro srovnani hustota energetickych stavd pro fotony.

Grandkanonicka parti¢ni funkce odpovidajici jednomu energetickému stavu je

Z,= le ¢ PNeE=t) _ 4 Pl (1.137)
Np=0

Termodynamické veli¢iny, které nas zajimaji, pro tento stav davaji

@, =—ksTIn 5, = —kBTln[He_ﬁ(‘g_'u)} (1.138)
N, = 92 _ ! ; 1.139
i v (= e (1.139)
U, =eN,=—% (1.140)

£ € eﬂ(g_tu) +1

Nyni nalezneme integralni veliiny, tedy soucty pres vSechny stavy. Logaritmické za-
vislosti v grandkanonickém potencialu se zbavime integraci per partes. Vypocéty jsou ji-
nak zcela pfimocaré:

Q=[a.dr, = j—kBTln[1+e‘ﬂ(€‘ﬂ)]an”2 de =
0

—kgTox VI £"%1n [l + e_ﬂ(g_'”)}de =
0

oo

2 —B(e—
—kBTaV{[ggyz ln[l—i-e Ble 'U)H

= ~Ble~u)
_I§53/2(—ﬂ) e }
0

0 1+eBlE-H)

Prvni vyraz z integrace per partes je nulovy — horni mez vynuluje logaritmickd zavis-
lost, dolni mocninna zavislost. Druhy ¢len s integralem bychom mohli fe$it numericky,
ale pro nase ucely postaci ho ponechat v obecné podob¢:

Q=-ZaV|[—F———de (1.141)
3 Oeﬂ(g_lu)_;’_l

Z grandkanonického potencialu ur¢ime snadno tlak, tedy stavovou rovnici
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o= I—ﬁ(g e (1.142)

p=-

Dalsi termodynamické veli€iny ziskame opét integraci veli¢in odpovidajicich jednomu
stavu:

oo 1/2
— &
N=[N.dr, = av | I (1.143)
e +1
ot 3/2
&
U=J.U£dfg=0{V.([md€. (1144)

Integraly v jednotlivych vztazich je nutné nalézt numericky. Pokud vydélime posledni
dva vztahy objemem, ziskame trojici intenzivnich veli¢in popisujicich fermionovy plyn:

2 3/2
p==o|—F—r—de (1.145)
3 leﬂ(s—ﬂ)H
}V 1/2
ns—=0o|—F———de¢ (1.146)
14 ieﬂ(e—ﬂ)ﬂ
_U_ 3/2
u== j—ﬂ(g D (1.147)

I bez vypoctu integralt je patrny vztah mezi tlakem a hustotou vnitini energie pro fer-
miony o nenulové hmotnosti:

> p=—u. (1.148)

Hvézdy ve fazich bilého trpaslika nebo neutronové hvézdy jsou v zaveérecnych fazich
svého vyvoje. V centru neprobihd termojaderna fuze, a i kdyz teplota nitra je z ,,lid-
ského* hlediska znacnd, z hlediska aktivniho zivota hvézdy je zanedbatelnd a pro
hvézdu v podstaté znamena nulovou teplotu. V limité nizkych teplot (f — ) lze integ-
raly snadno vypocitat, protoze

_ 1 {1 pro € < ;

=
€ Bl 1 "0 proe>u,,

kde u je chemicky potencial v limité absolutni nuly. Integrace pies ,,schodovité” roz-
déleni se nyni stava trivialni zaleZitosti:
4 s, 2 3. 2 sn
PEg @MY n=SapyT u=Say” (1.149)

Chemicky potencial je parametrem rovnic a lze ho snadno vyloucit z rovnice pro kon-
centraci ¢astic:
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3
| ,uo=constn2/3 = p=constn5/3; u=—p. (1.150)

2
Fermionovy plyn vykazuje polytropni chovani s koeficientem 5/3. I pfi nulové teploté
existuje obrovsky nenulovy tlak zplsobeny kvantovymi procesy (,,nesnasenlivosti“
fermiont). Plyn se stiedni tepelnou energii mensi nez Fermiho mez (kg7 < i) nazy-
vame degenerovany. V pfipad¢ relativistického vypoctu vyjde polytropni koeficient 4/3,
coz je pravé na hranici stability a nestability polytropni hvézdy (viz posledni dil
,»Vybrané kapitoly I11“ kapitola III.1.5).

TOV mez
1,4 ’7
neutronové bili /

hvézdy

Chandrasekharova
- mez

trpaslici

RIRg

Obr. 1.16: Stabilni konfigurace (plnou ¢arou) hvézdy
bez probihajici termojaderné syntézy

1.7.3 Soubor fotoni (Planckiiv vyzarovaci zakon)

Fotony jsou c¢astice elektromagnetické interakce Sifici se rychlosti svétla. Jejich zakladni
charakteristiky (spin, chemicky potencial, klidova hmotnost, elektricky naboj) jsou

s=1; u=0; my=0; 0,=0. (1.151)
Ve specidlni relativite plati pro energii ¢astice jednoduchy vztah
=4myc" +pc . (1.152)

Pro malé hybnosti vztah piejde v nerelativisticky vyraz (1.135). Nyni ale mame fotony
Sifici se rychlosti svétla, jejichz klidova hmotnost je nulova (jen takové Castice se mo-
hou §iftit rychlosti svétla). Pro jejich energii vychazi po dosazeni za my =0 jednoduchy
vztah:

£=pe. (1.153)

Predstavme si soubor fotond uzavieny v néjaké oblasti o objemu V pfi teploté¢ 7. Na
fotony budeme v prvnim pfiblizeni nahlizet jako na spojity systém a ur¢ime element
vahového prostoru systému skladajiciho se z jednoho fotonu. Degeneracni faktor g =2,
protoze elektromagnetické zafeni je pficné a existuji dva nezavislé pti¢né mody (polari-
zace) zareni. U elementu vahového faktoru provedeme automaticky vSechny provedi-
telné integrace, element hybnostniho prostoru pievedeme do sférickych soufadnic
a hybnost pfevedeme podle vztahu (1.153) na energii:
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dxdydzdp, dp, dp, 2 2
dr.=g d¢3:2 o px3py AN V347[p2dp=—12/i3d€.
(27h) (27h) (27h) Thc

Ziskali jsme tak vztah pro hustotu energetickych stavi, ktera kvadraticky roste s energii:

dr. = y(e)de: _re 1.154
e =Y(&)de; 7’(5)—m- (1.154)

Hustota energetickych stavi fotont roste podstatné rychleji, nez tomu bylo u fermiono-
vych stavli a miizeme ji povazovat za spojitou veli¢inu. Je to dobfe patrné z obrazku
1.15. Napi$me prehledné zakladni statistické a termodynamické veli¢iny pro jeden stav:

- — —f8N, 1

2= Y o PNes - — (1.155)
N, =0 I-e

Q =—ksThhE, :kBTln[l—e_'Bg} (1.156)
_ 04, 1

N, =- lim = —. (1.157)

u—0 a,u eﬁg_l
U ,=eN, = — 5 (1.158)
& & eﬂg_l *

Vsechny tyto vztahy jiz byly odvozeny dfive, viz napt. (1.131), stacilo jen polozit u = 0.
Nyni pfistoupime k vypoctu celkovych termodynamickych velic¢in:

Q:jggdrg=ZLkBTjgzln 1-¢ P |qe .
i
0 0

Po integraci per partes (obdobné jako u fermionového plynu) dostaneme:

vy 1% &

Q: — —
EAEER .o

de . (1.159)

Integral je vtomto piipad¢é analyticky fesitelny, viz (I1.3.591), ale pro nase ucely ho
miZzeme ponechat v obecném tvaru. Nyni urc¢ime tlak, stfedni pocet fotonll a vnitini
energii:

0 3
p=_aa_f=§”2;303 '([e/;’; -1 de (1160
- = v 7 &
N=IN£ng=ﬁ2h3C3 geﬂg—l de, (1.161)
e v 7 &
U=£.9Ng d]"£=”2h303 {eﬁg_l de . (1.162)
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Po zavedeni intenzivnich veli¢in (posledni dva vyrazy vydélime objemem) mame:

83

RN
p 3”27,130306,35_]

de, (1.163)

n

_ ! T‘gz de (1.164)

ye=— ]ogs de (1.165)
7[2h303 Oeﬁg—] . .

Vsimnéte si, ze i bez provedeni integrace zjistime porovnanim rovnic (1.163) a (1.165)
vztah mezi tlakem zafeni a hustotu energie

> p:%u. (1.166)

Ze vztahu (1.165) nalezneme snadno diferencial hustoty energie

1 3
du = £

=—— ————d¢ . (1.167)
E2h3c3 eﬂg —1

Tok energie neboli intenzitu zafeni (/ =uc) miZeme nyni napsat jako funkci energie
stavu ¢, hlové frekvence (& = iw) nebo vinové délky (v = 2zc/l):

3

dl(e)=— 13 . £ de: (1.168)
T°hc &
exp| — |—1
3
W
dl(w) = o) do; (1.169)
e haw
exp| — |-1
(kBTj
1—5
dIA)=-1672he? —Z—— dA. (1.170)
2rhc
exp -1
(ﬂkBTj
d//dw
CUZ e_OC(/)
uv IR 0]

Obr. 1.17: Plancklv vyzarovaci zakon
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Jde o slavny Planckiiv vyzafovaci zékon odvozeny v roce 1901. Asi nejcastéji se pouZzi-
va intenzita zafeni pfipadajici na frekvencni interval d//dew. Pribéh je na obrazku 1.17.

Pro nizké frekvence je dI/dw ~ w* (ve jmenovateli exp[x] — 1 = x). Pro vysoké frek-
vence dominuje exponencidla a plati d//dew = exp[—/Aw/kgT]. Vztah pro nizké frekvence
se nazyva Rayleightiv-Jeanstiv zakon. Byl znam jesté pied objevem Planckova zakona.
Vztah diverguje pro vysoké frekvence (tzv. UV katastrofa).

Wientiv posunovaci zakon

Naleznéme nyni maximum vyzafovani odpovidajici Planckovu zédkonu. Toto maximum
je zavislé na teplot¢ a ur¢ime ho derivovanim vztahu (1.169):

d o’ haw haw ha
—_- | — = | =0 = ——exp| — [=3| exp| — |- 1].
do |\ exp(ha/kgT) -1 kT kT kT

Vysledna rovnice je transcendentni rovnice typu

xex=3(ex—1); xE:—a;.
B

Obeé strany vydélime exponencidlou a polynomialni zavislosti pfevedeme nalevo:
3-—x=3e"".

V tomto tvaru je mozné snadno rovnici feSit graficky, tj. do grafu vykreslime levou
a pravou stranu a nalezneme pruasecik obou kfivek:

3
2
3—x
1
3eX
0
1 2 3 X

Obr. 1.18: Grafické Fedeni rovnice 3—x=3e .

Obeé kiivky se protinaji v bod¢ xy = 2,822, a proto

2,822 kT

max
h

Ve vlnové délce plati rozdéleni (3.170). Obdobnym postupem ziskame maximum ve
vlnové délce (Wienlv posunovaci zakon):

> ﬂmang; h=0,00289 Km . (1.171)

Cim teplejsi t&leso, tim na kratsich vinovych délkach vyzatuje. Reliktni zafeni (7~ 3 K)
ma maximum pro vinové délky pfiblizné 1 mm, ¢lovék (7~ 300 K) pro vinové délky
asi 10 um, chladné hvézdy (7'~ 3 000 K) vyzatuji v IR oboru na délce asi 1 000 nm,
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hvézdy jako Slunce (7'~ 6 000 K) ve viditelném spektru na vinové délce 500 nm a vel-
mi horké hvézdy (7 ~ 30 000 K) vyzatuji v UV na vinové délce 100 nm.

Stefanav-Boltzmannuv zakon

Z Planckova vyzatovaciho zakona mizeme také najit celkovou vyzarenou energii za
jednotku ¢asu z jednotkové plochy télesa.

Obr. 1.19: K integraci Planckova zakona pres Uhlové zavislosti

Intenzita vyzarena v daném sméru (¢,6) na frekvenéni interval dw je rovna dl(w),
v celém oboru frekvenci jde o hodnotu

oo

Lo =jcos9 dl(w) . (1.172)
0

Tuto hodnotu budeme sttedovat pies cely prostorovy uhel Q (k pozorovateli se dostanou
paprsky pod rtiznymi thly z raznych plosek)

1
1:<1‘/”9>QZEJ1"”9M (1.173)
(cely prostorovy uhel je 4). Element prostorového thlu ve sférickych soutadnicich je

_ds _ dl, dlg _rde-rsinfdo

7"2 7"2 7"2

de =sinfdedd; (1.174)
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o P
I cos@dw |dQ2.
o mc? exp(ha/kgT) ~1

Vztah budeme integrovat pies celé frekvenéni spektrum a ptes vnéjsi prostorovou polo-
kouli:

1 oo wl/2( 21 B w3
I=— I j oh) cos@sindde |dO |dw.
Az o o Ly 72 exp(hw/kgT) -1

Integrace pres uhly je trividlni a dava

0)3

[=
exp(hw/kgT) -

h
2

ar’c?

=

Jako posledni krok provedeme substituci x = 7@)/kgT :

_ Ky 4J‘ _ kg a7t kg g
anz? pexp(x)-1 an’r?c? 15 60n’c?

Vypocet integralu naleznete ve ,,Vybranych kapitolach I, kap. 3.10.4. Vysledkem je
znamy Stefantv-Boltzmanntv zékon

x? kg

= =58x10°* Wm2 K™, (1.175)
C

| 2 1=0T4;

Poznamka: Pii odvozeni Planckova zédkona jsme vahovy faktor odvodili spojité.
Fotony jsme si ale mohli pfedstavit jako stojaté viny v krabici ve tvaru kvadru,
které maji vlnové vektory ve sméru souradnicovych os a uzly na hranicich kvadru.
Vysledek by byl stejny jako pfi naSem odvozeni.

¢ Piiklad 1.8: Teplota Slunce

Urcete povrchovou teplotu Slunce, vite-li, Ze maximum vyzafovani je na vinové délce
500 nm.

Reseni: Podle Wienova zékona je povrchova teplota rovna

T = ~5800K.

ax

Horké hvézdy vyzatuji obecné na kratsi vinové délce. Typické modré hvézdy maji po-
Vrchovou teplotu pfes 9 000 K, Zluté a zelené hvézdy okolo 6 000 K, éervené hVézdy
¢lovek s povrchovou teplotou cca 310 K vyzaiuje priblizné jako Cerné teleso S maxi-
mem vyzafovani na vinové délce 10 um. V této oblasti musi byt proto maximalné cit-
liva ¢idla pro detekci osob.
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¢ Piiklad 1.9: Vykon Slunce
Naleznéte celkovy zativy vykon Slunce, znate-li jeho povrchovou teplotu 7= 15 800 K.

ReSeni: Zativy vykon Slunce uréime ze Stefanova-Boltzmannova zikona:
B, =1IS =0T*4zRZ = 4x10%° W . (1.176)

Obrovska hodnota zafivého vykonu Slunce je dana jeho velkou hmotnosti. V praméru
produkuje jeden kilogram slune¢ni hmoty vykon velmi maly. Pfi hmotnosti Slunce
2x10%" kg jde pouze 0 0,0002 W/kg. >

¢ Priklad 1.10: Slune¢ni konstanta
Urcete intenzitu slune¢niho zafeni v okoli Zemé.

Reseni: Sluneéni konstanta je intenzita slune¢niho zafeni (energie kolmo dopadajici na
jednotkovou plochu za jednotku ¢asu) nad atmosférou nasi Zemée. Tuto veli¢inu mi-
zeme spocitat jako podil celkového vykonu Slunce a celkové plochy povrchu koule
prochézejici Zemi se stfedem ve Slunci:

5

—=L4kWm™. (1.177)
47R7g

[Z:

U nas$i Zem¢ dopada na kazdy metr ¢tverecni plochy, kolmo postavené ke Slune¢nimu
zafeni, vykon 1,4 kW. Tento ohromny vykon je pfimo vyuZzivan ve sluneénich panelech
kosmickych sond a ve slunecnich elektrarnach. Pii povrchu Zemé je tento vykon snizen
rozptylem v atmosféfe. Kromé& jaderné energie pochazi veskera bézné dostupna energie
na Zemi ze slunecni energie. Dopadajici vykon slunecniho zafeni je naptiklad castecné
absorbovan rostlinami a pomoci fotosyntézy ukladan do energie chemickych vazeb. Po
mnoha letech je tato energie zpétné vyuzita pii spalovani uhli, nafty nebo benzinu. Do-
padajici zateni zplsobuje také odpafovani vody z povrchu Zemé a umoznuje tak vodni
kolobéh. Proto i energie vyuzivana ve vodnich elektrarnach ma prapiivod ve slunecni
energii. b

¢ Priklad 1.11: Teplota planety

Urcete rovnovaznou teplotu planety ve vzdalenosti d od matetské hvézdy, jejiz teplota
je T. a polomér R.. Planeta ma odrazivost povrchu (albedo) 4.
ReSeni: Nejprve uréime zafivy vykon hvézdy, ktery je dan Stefanovym-Boltzmanno-
vym zékonem:
P =1,S =0T, 4zR; .
Spoctéme intenzitu hvézdného zatfeni na obézné draze planety, tedy ve vzdalenosti d
(hvézda vyzatuje do celého prostoru, tj. budeme uvazovat povrch koule o poloméru d):
p. oT!4nR? OT!R?
drd®>  4nd? e

Ip

Toto zateni bude planeta absorbovat pfiblizné primétem svého povrchu otoceného ke
hvézde, z celkového dopadajiciho zafeni se cast 4 odrazi a (1-4) pohlti. Vykon pohlco-
vany planetou tedy bude:
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5 oTIR}
Pp =(=A)lp 7Ry = (1~ 4)—7—7R;

Nyni sestavime celkovou energetickou bilanci planety za predpokladu, Ze nema jiny
zdroj energie. Pohlceny vykon se vyzatuje celym povrchem planety dle Planckova resp.
Stefanova-Boltzmannova zakona:

Pp =0Ty 47R5 ,
42

# Ll

2

d
_qd=4) |R,
=4 \/;T*. (1.178)

Nase Zemé ma albedo kolem 0,25 (75 % zafeni pohlti) a rovnovazna teplota vychazi
piiblizné 280 K.

(1-4) 7R =0Ty 47R}

¢ Piiklad 1.12: Zaf¥eni husté jako voda

Urcete, pii jaké fazi expanze vesmiru (pii jaké teplot€) mélo zafeni hustotu stejnou jako
voda.

ReSeni: Mezi hustotou hmoty a energie plati jednoduchy vztah plynouci z Einsteinovy
formule

P = Py C (1.179)

Hustota hmoty py bude odpovidat hustoté vody. Hustotu energie zafeni ur¢ime z toku
energie, ktery je dan Stefanovym-Boltzmannovym zakonem:

PE =

4
I_of” (1.180)
C C

Porovnanim obou vztahli ur¢ime teplotu vesmiru, pii které mélo elektromagnetické
zafeni hustotu stejnou jako voda:

3
T=4 P _gui0d K.
(o2

Vesmir mél tuto teplotu asi 4 minuty po Velkém tfesku a pravé se v ném zacinaly tvofit
prvni lehké prvky. >

¢ Priklad 1.13: Energie fotonu p¥i expanzi

Urcete zavislost hustoty energie fotont na expanzni funkci vesmiru.

Reseni: U soustavy nerelativistickych fermiontl jsme ziskali mezi tlakem a hustotou
energie vztah p =% u, pro fotonovy plyn vyslo p = % u, v klasické mechanice je p = u.
Proto se n¢kdy zavadi obecny vztah mezi tlakem a hustotou energie ve tvaru

p=wu, (1.181)
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kde je parametr w charakteristicky pro danou entitu. Snadno urc¢ime pokles hustoty
energie zafeni (w = 1/3) s rostoucimi rozméry tepelné izolovaného systému (naptiklad
celého vesmiru, ktery nema zadné okoli). Pro dQ = 0 zistane z prvni véty termodyna-
mické jen.

dU =-pdV,

duV)= —%u dr.

Piedpokladejme, Ze je objem roven tfeti mocniné rozmérd (u vesmiru jde o tzv. ex-
panzni funkci), tj.

d(uR3):—%u dR3,

R du+3R*udR+u R*dR=0,

%+4d_R:

0,
u R
nuR* =K,
1
u~—. (1.182)
R

Hustota energie zafeni (resp. astice s nulovou klidovou hmotou) klesa jako u ~ 1/R*.
To je dano tim, Ze s rostoucim objemem klesa hustota jako 1/R°, ale navic se pii ex-
panzi prodluzuje vlnova délka fotont, ktera expanzi vesmiru ,sleduje”. Tim se dale
snizuje energie fotontl (je umérna 1/1) a vysledny pokles je roven 1/R*.

O fyzice fermionl a bosoni se muzete dozveédet vice informaci v publikacich [11], [12].

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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1.8 Fluktuace a entropie

1.8.1 Fluktuace

V minulych kapitolach jsme zavedli stfedni hodnotu dynamické proménné A stfedova-
nou pies soubor
(4)=> 4w, .
n

Definujme nyni odchylku veli¢iny 4 od stfedni hodnoty
Ad = A-(4). (1.183)

Stfedni hodnota odchylek je samoziejmée nulova (je zhruba stejn¢ kladnych i zapornych
odchylek od stfedni hodnoty):

(A4)=0. (1.184)

Chceme-li pfesto znat primérnou velikost odchylek, musime primeérovat bud’ absolutni
hodnoty odchylek, nebo kvadraty odchylek (primér z kvadrata je tfeba samoziejmé na-
konec odmocnit, aby mél vysledek stejny rozmér jako ptivodni veli€ina):

My, =(|M)); A4y, = <(AA)2>. (1.185)

Druha z veli¢in se nazyva stredni kvadraticka fluktuace veli¢iny A. Velky vyznam ma
ve statistice i sama neodmocnéna veli¢ina (prumér z kvadratd odchylek, rozptyl, vari-
ance nebo druhy centralni moment veliCiny A):

var 4 E<(AA)2> =<(A—(A>)2>=<A2 —2A<A>+<A>2>

Tedy plati:
varA=((AD)?) = (4?)Y—(4)>. (1.186)

Fluktuace rGznych fyzikalnich veli¢in tzce souvisi s dulezitymi charakteristikami
systému. Napiiklad fluktuace velikosti rychlosti v souvisi s teplotou, fluktuace energie
E souvisi s tepelnou kapacitou, fluktuace poctu Castic N s kompresibilitou systému
(0VIdp) a fluktuace magnetizace M (hustoty dipolového momentu) se susceptibilitou
(0M/0H). Tyto charakteristiky systému lze relativné snadno experimentalné méfit. Pti
pocitatovych simulacich je naopak snadné sledovat fluktuace simulovanych veli¢in
a z nich usuzovat na mérna tepla, kompresibilitu a susceptibilitu systému. Naleznéme
nyni varianci velikosti rychlosti.
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Fluktuace rychlosti

Odvod’'me nyni vztahy pro variance (rozptyly) velikosti rychlosti a kvadratu rychlosti.
Vyuzijeme pfi tom hodnotu stfedni kvadratické rychlosti a stfedni rychlosti ze vztahu
(1.79), vyssi mocniny rychlosti ziskame piimou integraci pres Maxwellovo rozdéleni:

T T T
varv =(v? ) =(v)? = vd, —v? =&—%=(3—8/n T
m m
2 2 2
kT kgT kT
varv? = (vt y = (v? >2=15[Lj _9[Lj =6[Lj .
m m m
Obé variance tedy izce souvisi s teplotou:
kgT
> varv = (3-8/x)—2—; (1.187)
m
2
T
> varv? =6(ij . (1.188)
m

Fluktuace energie
Spoctéme z definice tepelnou kapacitu pii stalém objemu

_oU _ 9 _ 9 FIT.V) - E, )
CV - oT - aT[ZEanJ aT[g‘E"(V)eXp[ kBT :D

n

O T (F—E, )k

F-FE
CV :ZE” aT 5 eXp|: n:|
n (kgT') kgT

~SkyT —(F —E,)k
C — E B n B ]
> ( (ksT)? ]W”

n

Ziskany vyraz rozdélime na jednotlivé ¢leny a ze souctu vytkneme velic¢iny, pies které
se nescita:

S F 1

=—-——)>FEw - E w, + EXw,.
V kBT ~ n''n kBng n n kBTZZn: n'n
Nyni jsou jiz upravy jednoduché:
F 1
CV=—SU— U + —(E*) =

_ —(F+TSU+(E*) _ -UU+(E*) _ (E’)-(E)’

C
g kT2 kT2 kT2
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Rozptyl energie proto je
> varE = kgT*C, . (1.189)

Po vztazich (1.187) a (1.188) jsme tedy dokazali dalsi z fluktuacnich vztahii. Tepelna
kapacita je dana fluktuacemi energie systému! Kdyby energie nefluktuovala, systém by
meél pii stalém objemu nulovou tepelnou kapacitu.

Disperze dynamické proménné 4
Disperze je bezrozmérna charakteristika fluktuaci (tzv. relativni fluktuace), jejiz kvadrat
je definovan vztahem

_(4) -4y

P 2
@ =t

(1.190)

V citateli je variance A4, ve jmenovateli kvadrat stfedni hodnoty. Pro disperzi energie
snadno ziskame vztah

E*)—(E)? E _kyT?C
6,y =L E0 <2 ) _h Gl oy (1.191)
(E) U U
Urceme disperzi energie pro idealni plyn, kde pro pocet stupnti volnosti fje U = fNkgT/2
a CV =kaB/2:
1

> Sp ~——. (1.192)

NG

Cim vétsi podet Castic systém obsahuje, tim mensi fluktuace vykazuje. Systémy
s velkym poctem Castic maji minimalni relativni fluktuace celkové energie. Systémy
s malym poctem ¢astic maji velké relativni fluktuace energie.

Fluktuace fyzikalnich veli¢in maji ve fyzice mimotadny vyznam. Sama pfiroda na
soufadnice vede podle Heisenbergovych relaci neurcitosti na velkou fluktuaci odpovi-
dajici zobecnéné hybnosti a naopak. I sama kvantova pole 1ze chapat jako zobecnéné
soufadnice, jimzZ ptislusi zobecnéné hybnosti. Ani u poli nelze fluktuace potlacit a jsou
jim vlastni. Zodpovidaji za tvorbu virtualnich pard ve vakuu i za samotnou slozitou
strukturu ¢asoprostoru v malych métitkach. Fluktuace maji vyznam také v teorii chyb,
prave fluktuace totiz zptsobuji predpovidatelné chyby méfeni. Dalsi vyznam fluktuaci
je v numerickych simulacich. Sledovanim fluktuaci 1ze zjistovat mérné teplo, suscepti-
bilitu ¢i kompresibilitu systému. Piestoze jsme fluktuacim vénovali relativné malou ¢ast
této ucebnice, maji pro statistickou fyziku mimofadny vyznam.

¢ Piiklad 1.14: Spektralni ¢ara

Naleznéte profil spektralni ¢ary zptisobeny chaotickym pohybem atomu zdroje.

ReSeni: Pohybuje-li se zdroj zafeni vzhledem k pozorovateli, méni se pfijimana frek-
vence podle Dopplerova jevu

v v,
0=, (1+—cosaj=w0 [1+—j.
c C
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Je-1i zdrojem zéfeni napiiklad néjaky zahiaty plyn ¢i obalka hvézdy, jednotlivé atomy
se pohybuji riiznymi rychlostmi ve shodé s Maxwellovym-Boltzmannovym rozd€lenim.
Pozorovatel vidi jednotlivé emisni akty frekvenéné posunuté a celkovym vysledkem je
Dopplerovo rozsiteni spektralni Cary. Ze vztahu pro Doppleriv jev urc¢ime fluktuaci
frekvence zateni:
2 UZ >
> a)—a)oza)ov—z = Aa)zza)gv—; = <Aw2>:w%<—22wékL€.
¢ c c mc
Nalezli jsme tak kvadratickou fluktuaci (varianci, rozptyl) frekvence. Je imérna kva-
dratu zékladni frekvence a podilu tepelné energie a klidové energie jedné zarici Castice.
Cim chladngjsi plyn zati, tim uzsi je spektralni ¢ara. Naleznéme nyni piesny profil &ary.
Intenzita Cary bude dana zarenim, které prichazi k pozorovateli od vSech c¢astic. Frek-
venéni zavislost je zptisobena Dopplerovym jevem. Castice s uréitou projekci rychlosti
v, do sméru k pozorovateli budou pfispivat k intenzité na odpovidajici frekvenci. Kano-
nickym rozdélenim bude dano mnozstvi Castic s danou rychlosti (a tedy i intenzita na
dané frekvenci):

d/(v,)=Kexp [—mvf /2kBT] dv, .
Rychlost v, pfevedeme na frekvenci pomoci Dopplerova vztahu
o=0,(l+v,/c) = v,=c(w-0))/ o,

a dosadime do vztahu pro intenzitu:

2 (-
> dI(@) = I exp| — —=< 0 ldw . (1.193)
2kgT | @

Spektralni ¢ara ziskava vlivem Dopplerova jevu profil Gaussova baliku.

e

Obr. 1.20: Profil ¢ary zplGsobeny chaotickym pohybem zdroja

d7/dw

o, w

1.8.2 Entropie

Entropie je veli¢ina, kterou jsme zavedli v termodynamice rovnovaznych procest jako
diferencial tepla vynasobeny integraénim faktorem. Entropie je tplnou diferencidlni
formou. Statisticka fyzika nam poskytla dal$i moznou (statistickou) definici entropie
jako stfedni hodnotu logaritmu pravdépodobnosti (az na nepodstatnou konstantu):

dS=d7Q; S=—kBanlnwn.

n
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Tim entropie souvisi s pravdépodobnosti realizace daného stavu systému. Pro entropii
plati velmi zajimavé tvrzeni:

Entropie rovnovazného stavu je extremalni & systém podléhd kanonickému, res-
pektive grandkanonickému rozdéleni < systém je v termodynamické rovnovéze.

Termodynamickou rovnovahou nazyvame stav, ve kterém se systém uz nijak nevyviji
a neexistuji zadné makroskopické toky (ty by byly svédectvim o procesech, jez teprve
vedou k budouci termodynamické rovnovaze). V rovnovaze plati kanonické (grandka-
nonické) rozdéleni a podle predchoziho tvrzeni entropie dosahuje pfi rovnovaze ex-
trému (maxima). Nerovnovazné dé&je v uzavieném izolovaném systému sméfuji
k tomuto maximu a zvySuji neuspofadanost systému. A naopak, pfijmeme-li extremal-
nost entropie v rovnovazném stavu jako vychozi princip, musi platit kanonické (grand-
kanonické) rozdéleni. Dokazme tuto implikaci pro grandkanonické rozdéleni:

S=—kBan Inw,,
n
an =1,
n
> Ew,=U,
n
ZNan =N.
n

Jde o hledani extrému entropie za tfi vazebnich podminek. Extrémy s vazebnimi pod-
minkami se hledaji metodou Lagrangeovych multiplikatorti. Zavedeme funkci:

F(w, 41,45, 43) =
=—kg Y w, Inw, +4, (an —1j+/12 (ZEnwn —UJ+/13 (Zann —]VJ.

Jde o entropii, k niz jsou pfidany vazby (nulové vyrazy) s multiplikatory A. Nyni bu-
deme zkoumat podminku extremalnosti nové zavedené funkce tfi proménnych.
oF +crEp+c3N,
a—=0 = —kBanl—kB“l‘)b]“r‘ﬂzEl“r‘/l:z)Nl = WIZGCI “2f1Tes [.
W

Odvozena podminka je skute¢né¢ grandkanonickym rozdélenim. Grandkanonické roz-
déleni je tak pfirozenym zplsobem provéazano s extremalnosti entropie. V pripad¢ ka-
nonického rozdéleni je pocet Castic konstantni a extremalnost entropie zkoumame jen za
pfitomnosti dvou vazeb. Vysledkem podobné uvahy pro konstantni pocet Castic je ka-
nonické rozdéleni.

Entropicka sila

Predpokladejme, Zze v okoli systému je né&jaka hmotna Castice, ktera se pohne. Svym
pohybem muze zplsobit narlst entropie systému. Situace mize byt i opacna: zména
entropie systému zpasobi pohyb okolni ¢astice, tedy situaci, pii které na ¢astici pisobi
sila. Energeticka bilance bude:
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TAS = FAx, (1.194)
resp.
F=TVS. (1.195)

Takovou silu nazyvame entropickou silou. Do kategorie entropickych sil patii naptiklad
pruznost gumicky, jez souvisi se zménou entropie pfi jejim natahovani. V roce 2010 se
holandsky fyzik Erik Verlinde pokusil vysvétlit gravitaéni plsobeni jako entropickou
silu zptisobenou kvantovymi projevy mikrosvéta. Ve své teorii se opiral jednak o nardst
entropie a jednak o holograficky princip (tvrzeni, Ze veskera informace o systému muiize
byt zakodovana na ménédimenzionalnim utvaru — naptiklad entropie cerné diry souvisi
s jejim povrchem). Nakolik jsou Verlindeho tvahy utopii, nebo nadéjnou hypotézou,
neni zatim znamé.

“

S S+ AS

Obr. 1.21: Princip entropické sily

O entropii se muzete dozveédet vice v publikaci [13]. S Verlindeho pracemi o gravitaci
jako entropické sile se miiZzete seznamit v publikacich [14], [15], [16].

ooooooooooooooooooooooooooo
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1.9 Magneticky aktivni systémy

1.9.1 Zakladni pojmy

Soustava nabitych castic

Obr. 1.22: Soustava ndboja v okoli poc¢atku souradnic

Predstavme si systém slozeny z N nabitych Castic, které jsou schopné reagovat na vnéjsi
elektrickd a magneticka pole, vytvaret vlastni pole a vzajemné interagovat prostfednic-
tvim téchto poli. Budeme-li chtit ilohu fesit v celé §ifi, musime pocitat pole z Maxwel-
lovych rovnic doplnénych o materialové vztahy (vztahy popisujici jak systém reaguje na
pritomnost poli jako celek) a dale pocitat pohyby cdstic z Lorentzovy pohybové rovnice.
Oznacme polohu a-té Castice r, a rychlost a-té Castice v,. Soustava ¢astic vykazuje jako
celek dipdlovy elektricky a magneticky moment. Zopakujme v této kapitole nékteré
pojmy z elektfiny a magnetismu, které budeme ke statistickému popisu potiebovat.

Elektricky dipol

Elektricky dipolovy moment pg soustavy Castic je definovan vztahem

> P =01, . (1.196)
a

Pro dvojici ¢astic s opaénym nabojem a vzdjemnym polohovym vektorem d da tato
definice vyraz (pro mala d hovotime o elementarnim dip6lu)

pPg =+0r, —0r_ =Q0(r, —r)=0d.
Interakce dip6lu s vné€j$im elektrickym polem je déna energetickym pfedpisem

> W =—pg E . (1.197)

Obr. 1.23: Elektricky dipdl v elektrickém poli
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Nejnizsi interakéni energii méa dipol mifici ve sméru intenzity elektrického pole. Za
nizkych teplot nebo v silném poli bude soustava dipoli sefazena ve sméru pole. Pfi
vysokych teplotach a slabém poli bude naopak dochazet k fluktuacim a poloha dipdlu
bude popsana odpovidajicim statistickym rozdélenim.

¢ Piiklad 1.15: Elektrické dipoly
Naleznéte rozdéleni souboru elektrickych dipdli ve vnéjsim poli.

Wi =—Pg -E=—pgEcosf =

prpEcosd

dw(p,0) =K - exp{ } de =

B

dw(@,8) = K -exp {M} sinfdpdd =
B
dw(8) = C-exp {M} sin @ dé.
’ >
Polarizaci nazgvame hustotu elektrického dipélového momentu
> P= lim Aﬁ (1.198)
AV—=0 AV

Zatimco elektricky dipolovy moment pg je aditivni veli¢ina, vektor polarizace P je in-
tenzivni veli¢ina (hustota, jeZ nezavisi na poctu ¢astic). Materialovy vztah mezi indukci
a intenzitou elektrického pole lze zapsat za pomoci polarizace (polarizace popisuje
reakci systému na elektrické pole):

> D =¢,E+P(E). (1.199)

Pro slaba pole Ize odezvu systému povazovat za linearni a provést Tayloriv rozvoj
vektoru polarizace do prvniho fadu (pouzivame sumaéni konvenci):

o
B =—"FE =¢k,, E; ; 1.200
% 3F, | = €Ky By ( )
P
Ky _ 1o (1.201)
& OE,

Prislusna matice koeficientll se nazyva tenzor elektrické susceptibility. Permitivita va-
kua v definici zajiStuje bezrozmeérnost susceptibility. Vektorove lze psat

P=¢) x-E. (1.202)
Vztah mezi indukci a intenzitou v limité slabych poli dava

Dy =¢, Ep; & =&)(0y + Ky (1.203)

D=§-E; &=¢g(1+k). (1.204)
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Matice ¢y se nazyva tenzor permitivity. Pole D a E nemusi mifit ve stejném sméru.
V dalsi kapitole uvidime, Ze tenzor susceptibility, a tedy i permitivity, je symetricky.
V homogennim izotropnim prostfedi je matice susceptibility dokonce diagonalni a jeji
vSechny prvky na diagonale jsou stejné. V limité slabych poli plati v tomto ptipadé jeste
jednodussi vztah

D=¢E. (1.205)

Hustota vnitini energie soustavy elektrickych dipola v elektrickém poli je dana vztahem
(plyne z Maxwellovych rovnic, v zakladnich kurzech fyziky jde o hustotu energie kon-
denzatoru)

Ug :%E-D. (1.206)

V prvni vété termodynamické budeme potiebovat jen diferencial hustoty energie, proto
se mizeme omezit na linearni rozvoj vektoru polarizace

E2
uE:%E-(80E+goﬁ-E):€O +%°E~1?;~E, (1.207)
dug = £,E-dE+£)E % dE = £)E-dE+E-dP. (1.208)

Prvni ¢len souvisi s hustotou energie pole, druhy ¢len odpovida reakci latky (v nasem
pfipad¢ soustavy dipolt) na prilozené elektrické pole. Tato reakce souvisi s polarizaci
latky a koresponduje s vnitfni energii systému

> du=E-dP. (1.209)
Obdobné jako u elektrického dipélu budeme nyni definovat zakladni vztahy pro in-

terakci magnetického pole se soustavou magnetickych dipola.

Magneticky dipdl

Magneticky dipolovy moment soustavy castic je definovan vztahem
1
> pM:EZQaraxva. (1.210)
a

Predstavme si nyni nejjednodussi situaci — jednu nabitou ¢astici obihajici po malé kruz-
nici (tzv. elementarni magneticky dipol).

H 0

Pm

Obr. 1.24: Magneticky dipdl v magnetickém poli

Pro velikost magnetického dipélového momentu (7 oznacuje periodu ob&hu, / proud
zpusobeny obéhem naboje) bude podle (1.210) platit

_QOrv_QOrlmr Q

2 2 T T

M xrt =18
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Magneticky dipélovy moment systému stejnych Castic souvisi s celkovym momentem
hybnosti L (hmotnost ¢astice oznacime m,, aby se nepletla s magnetickym kvantovym
¢islem):

=25 v, =L F v, =L (1211)

mo a 2m0

Vzhledem k tomu, Ze je v mikrosvété moment hybnosti kvantovan, je odpovidajicim
zpusobem kvantovan i magneticky moment. Interakce dipélu s vnéjsim magnetickym
polem je dana energetickym predpisem

> Wit ==Pm -B=—t pm-H. (1.212)

Magnetické dip(’)ly, obdobné jako elektrické dip(')ly, maji snahu se sefadit ve sméru

v

vého momentu

> M= lim 2PV (1.213)
AV—=0 AV

nazyvame magnetizace. Zatimco magneticky dipdlovy moment py; je aditivni veli¢ina,

vektor magnetizace M je intenzivni veli¢ina (hustota, jeZ nezavisi na poctu ¢astic). Ma-

terialovy vztah mezi indukci a intenzitou magnetického pole lze zapsat s pomoci vek-

toru magnetizace (magnetizace popisuje reakci systému na magnetické pole):

> B = 1, [H + M(H)]. (1.214)

Pro slaba pole lze odezvu systému povazovat za linedrni a provést Taylortiv rozvoj
vektoru magnetizace do prvniho fadu (pouzivame sumacni konvenci):

oM,
M, =—*%pH H;; 1.215
k o, 1= X H) ( )
M,
| 2 ==~ 1.216
X oH, (1.216)

Prislusna matice koeficientli se nazyva tenzor magnetické susceptibility. Vektorove lze
psat

M=j-H. (1.217)

Vztah mezi indukci a intenzitou v limité slabych poli dava

By =my Hy s ey = 1o (S + Xig) - (1.218)

B=ji-H; fi=u(i+%). (1.219)

Matice py se nazyva tenzor permeability. Pole B a H nemusi mifit ve stejném smeéru.
V dalsi kapitole uvidime, Ze tenzor susceptibility, a tedy i permeability, je symetricky.
V homogennim izotropnim prostfedi je matice susceptibility dokonce diagonalni a jeji
vSechny prvky na diagonale jsou stejné. V limité slabych poli plati v tomto pfipadé jeste
jednodussi vztah

B=uH. (1.220)
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Hustota vnitini energie soustavy elektrickych dipolti v magnetickém poli je dana vzta-
hem (plyne z Maxwellovych rovnic, v zékladnich kurzech fyziky jde o hustotu energie
civky)

Uy :%H-B. (1.221)

V prvni vété termodynamické budeme potiebovat jen diferencidl hustoty energie, proto
se miizeme omezit na linearni rozvoj vektoru magnetizace

2
uy =20l (B3 H) =20 oy 5o, (1.222)
2 2 2

Prvni ¢len souvisi s hustotou energie pole, druhy ¢len odpovida reakci latky (v naSem
pfipadé soustavy dipoli) na pfilozené magnetické pole. Tato reakce souvisi s magneti-
zaci latky a koresponduje s vnitini energii systému

> du = gty H-dM . (1.224)

1.9.2 Magneticky aktivni materialy

Prvni véta termodynamicka a volna energie

Pro interakci elektrickych a magnetickych poli se systémem zname jen hustotu vnitini
energie. Proto budeme muset i prvni vétu termodynamickou piepsat do hustot. Za-
ved'me

uzg; s=§; f=£; nzﬁ. (1.225)

14 Vv vV 14

Postupné jde o hustotu vnitini energie, hustotu entropie, hustotu volné energie a kon-
centraci ¢astic. Pozor na kolize tohoto zavedeni. Pismen abecedy je Zalostné malo, a tak
v mistech, kde je vyznam veli¢iny zfejmy, pouzijeme k oznaceni i pismeno, které ma jiz
jiny vyznam (typické kolize: magnetické kvantové ¢islo — hmotnost, elektricky dipolovy
moment — hybnost, hustota volné energie — pocet stupnid volnosti, hustota hmoty — hus-
tota pravdépodobnosti atd.). Pfeved’'me do hustot prvni vétu termodynamickou (1.7) pro
konstantni pocet castic:

du=Tds —% pdl .
Objem neni intenzivni veli¢inou a jeho vyskyt ve vztahu pro hustotu energie je nepfiija-
telny, proto ho vyjadiime za pomoci hustoty hmoty:
v _dp
vop

Prvni véta termodynamicka (zapsana v hustotach) bude mit nyni tvar:

pV=M = pdV+Vdp=0

> du=Tds+2dp. (1.226)
o)
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Nyni pfejdéme k elektricky a magneticky aktivnim systémim. Na pravé strané ptibudou
vnitini energie systému v elektrickém a magnetickém poli (1.209) a (1.224):

> du=Tds+Zdp+E-dP + y,H-dM . (1.227)
P

V zakonu zachovani energie se objevuji dalsi ¢leny vyjadiujici, Ze systém muze konat
praci elektricky a magneticky. Nezapomerite, ze posledni ¢leny jsou skalarnim soudi-
nem, tj. kazdy znich je souctem tii ¢lenti. Proved'me ztplnéni diferenciali prvniho,
tretiho a ¢tvrtého ¢lenu na pravé strané:

du-Ts—E-P—yH-M) = —sdT +£dp—P-dE - ;M -dH .
0

Ziskavame tak vztah pro hustotu volné energie a jeji diferencial:

f=u-Ts—E-P—-uH-M;
df =—sdT+£dp-P-dE - yyM -dH ; (1.228)
P

f=f(T,p,E.H).

Derivace hustoty volné energie podle jejich proménnych daji jednotlivé koeficienty
diferencialu:
_of . of. af . _LAf (1229

5 —F5 > P:__a M= .
ar:  PTP E L oH

S =

Znalost hustoty volné energie umoziiuje zjistit hustotu entropie, stavovou rovnici, vek-
tor polarizace a vektor magnetizace, tedy reakce vyvolané v systému vné&jSimi poli.
Posledni dvé relace jsou vektorové, ve slozkach maji tvar

A 1o

VA C o OH

Pomoci vztahi (1.201) a (1.216) miZeme z hustoty volné energie urcit i tenzory elek-
trické a magnetické susceptibility

2 2
DRSS L (1.230)

T 6o 0B, M T om, oH,

a samoziejme podle vztaht (1.203) a (1.218) i tenzory permitivity a permeability:

9% f

_of o f
0E, 0E,’

Ep EEO — —_—

Uiy = Moy — (1.231)

Na prvni pohled je patrné, Ze ob¢ susceptibility, permitivita i permeabilita jsou symet-
rické tenzory, jak jsme jiz diive avizovali. Znalost hustoty volné energie ndm umozni
vypocet zékladnich charakteristik systému, a to jak termodynamickych, tak elektrickych
a magnetickych.



1.9 Magneticky aktivni systémy 89

Stiredni kvadraticka fluktuace magnetizace

Uvazujme jen magneticky aktivni materidl. Odvozeni provedeme diskrétné, magneti-
zace souvisi s momentem hybnosti ¢astic a ten je kvantovany. Jednotlivé mozné stavy
magnetizace budeme indexovat indexem 7.

w, = exp[ B(F =Wy )] =exp[ B(F + 1ty V M, - H)]. (1.232)

Stfedni hodnota magnetizace bude dana vztahem

(M)=>"M,w, . (1.233)

Naleznéme susceptibilitu, pro jednoduchost jen v jednorozmérném problému:

=a<M> )

- [ZM exp[ B/ (T H)V + B oM, VH]}

7= Z{M ,B( V+uy VM, )exp[m]j.

Podobné¢ jako jsme postupovali u odvozeni fluktuace energie, oddélime jednotlivé cleny
a vytkneme ze souctu veli€iny, pfes které se nescita:

2= 2 (M, B(~to{ MYV + uoM,, V) w,);
x==Bu{ MYV Myw, + BugV > Mpw, ;

X= =BV (M) + BV (M)
2= BV ((M7)=(M ).
Ziskali jsme tak jednoduchy vztah mezi susceptibilitou a fluktuaci magnetizace:
> 7= ,B,UOV(<M2 >—(M>2) = BuyV varM . (1.234)

Dokazali jsme tak dalsi z velmi dalezitych fluktuacnich vztahi.

Zdroje magnetického momentu, Landéuv faktor

Zdrojem magnetického momentu ¢astice mtize byt jak orbitalni (L), tak spinovy (S)
moment hybnosti ¢astice. Jak se viibec v kvantové teorii s¢itaji dva momenty hybnosti?
Uved’'me jen piehled vysledkd pro dva momenty oznacené L a S bez ohledu na to, co
znamenaji:

L L= l(l+1)h L3=mLh, mLZ—l,—l+],...,l—],l
S S=4s(s+1) 7 Sy =mgh; mg=—s,—s+1,...,s=1Ls

J=L+S J=JiG+D) h; Jy=myh;  omy=—j—j+l., =1
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samo vysledné kvantové ¢islo j mze nabyvat hodnotj=|/—s|, ...,/ +5s.

I neutralni ¢astice (naptiklad neutron) mize byt zdrojem magnetického dipdlového
momentu, za ktery odpovida nenulovy spin. Magneticky dipélovy moment (1.211) je
modifikovan takto:

py=g-21. (1.235)
2m0

Veli¢ina J je celkovy moment castice a faktor g je charakteristicky pro konkrétni Cas-
tici:

g=-2; elektron,

g=+5,68; proton,

g=-3,86; neutron.

Trochu slozitéjsi je situace v takovém systému, jakym je cely atom. Zde dochézi k LS
vazb¢ — interakci kolektivnich orbitalnich a spinovych stupiiti volnosti celého systému.

+ J+D+s(s+D)—=I(+D)
2j(j+D

anazyva se Landéiv faktor. Pro zajemce zde naznacime odvozeni tohoto faktoru.
V kvantové mechanickém Hamiltonidnu popisuje interakci atomu s vnéj$im polem ¢len

g=1 (1.236)

H;,, = const (L+2S)-H.

Koeficient 2 u spinového momentu je dan anomalnim magnetickym momentem elek-
tronu. V ¢asovém primeéru prispivaji k interakci z orbitalni i spinové ¢asti jen slozky
rovnobézné s celkovym momentem J. Naleznéme proto projekci kombinace vektorti
L+2S do celkového momentu J:

() 7

Tuto projekei se pokusime pievést na kvadraty velikosti zdkladnich momentii J2, L%, S*:

J-(J+S)J_J2+J-SJ_J2+(L+S)~SJ_J2+S2+L~SJ

P (L+2S)=
! J? J? J? J?

Clen LS urdime z rovnosti J* = (L+S)* = L* + 2LS +5°. Vysledek je

Py(L+2S)=

2.,Q2 2 2 Q@2 2.,Q2_ g2 2,2 _ 12
J+S+(J -L"-S )/2J:3J +S°-L ¥ = 1+J +S°-L 3
J? 2J? 2J?

Vyuzijeme-li nyni kvantovani téchto veli¢in, mame vysledek

+j(j+1)+s(s+1)—l(l+l)JJ
2j(j+1) '

Faktor v zavorce je pravé Landéuv faktor, ktery multiplikativné modifikuje celkovy
moment hybnosti J v disledku LS vazby.

Py(L+2S) = (1
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Interakce magnetickych momentii

Energie interakce magnetického momentu s vnéj§im polem je dana vztahem

W = — pyB=—-g-2 JB. (1.237)
2m0

Moment J bude mit snahu orientovat se bud’ ve sméru vnéjsiho pole, nebo proti smeéru
pole, podle znaménka faktoru g. Cely vyraz se ¢asto piSe v podobé

Wi = —gLJZBz—githBz—mJ ggB.

2m0 Zmo 2mo

Zlomek ve vyrazu se nazyva Bohritv magneton ug (predpokladame, Ze jde o elementarni
naboj O =e) — znaménko je nepodstatné, protoze magnetické kvantové Cislo m;

probiha zaporné i kladné hodnoty.

eh .. . .
> Wine =m glpB; ,UBEW> my=—j,—j+l,....j-1]. (1.238)
0

Pro systém magnetickych momentii musime uvazit i interakci momenti mezi sebou
a namisto indukce magnetického pole je vyhodna intenzita pole, kterd souvisi s volnou
energii systému:

Wi =2 Wo(®asP) =85 =D, H. (1.239)
a,b 0 a

Zeemanuyv jev

Ve vnéjsim magnetickém poli se ptivodné jedna energeticka hladina rozstépi podle
vztahu (1.238) na 2j+1 podhladin. To vede na Stépeni spektralnich ¢ar nazyvané Zeema-
nuv jev. Rozdil energie dvou sousednich podhladin je AE =gupB, ztohoto vztahu
mizeme snadno urcit vzdalenost mezi rozstépenymi carami.

Magneticka rezonance

Systém magnetickych dipolti ve vnéj§im magnetickém poli je schopen pohlcovat kvanta
elektromagnetického zafeni, kterd odpovidaji rozdilu energetickych hladin interakce
dipdlu s vnéj$im polem. Prochazejici elektromagnetické pole vlastné zplsobuje pie-
skoky magnetického dipélu mezi stavy s riznym m;. Energetické spektrum (1.238) je
ekvidistantni a rezonan¢ni (pohlcované) fotony tak musi spliiovat relaci:

h Wie, = 8H BB :
Snadno dopocteme rezonanéni frekvenci

1,44 MHz T! pro atom,
Jrer =KB; K= o By (1.240)
0,76 kHzT™ pro jadro.
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Magneticka rezonance se vyuziva jako Uspésna zobrazovaci metoda. Pfedmét je vnofen
do pole B a ozafen elektromagnetickym zafenim rezonancni frekvence. Rezonance na
celych atomech (respektive jejich obalech) se nazyva elektronova magneticka rezo-
nance (EMR) arezonance na Casticich jadra jaderna magnetickd rezonance (NMR —
Nuclear Magnetic Resonation).

Curietv zdkon

Uvazujme nyni nejjednodussi mozny systém slozeny z N elementarnich magnetickych
dipolt, které mohou mit jen dvé projekce magnetického dipdlového momentu +up/2
(jsou naptiklad tvofeny Casticemi se spinem '2). Interakce jednoho dipolu s vné&jSim
magnetickym polem ma jen dvé mozné energetické hodnoty:

Ve skaldrnim soucinu se uplatnila jen projekce magnetického dipdlového momentu do
sméru pole, tedy jedna ze dvou moznych hodnot. Parti¢ni suma jednoho dip6lu bude mit
jen dva ¢leny:

z=exp +w + exp _M = 2ch w .
2k T 2T 2k T

Parti¢ni suma soustavy N vzajemné neinteragujicich dipo6li bude
H N
Zy =2V =| 2cn| 0B\
2kgT

Standardnim zplGsobem uréime hustotu volné energie a z ni magnetizaci, susceptibilitu
a permeabilitu:

r :—%kBTanN _— N%Tln{Zch[wﬂ,

kT
M:_La_fzn'u_Bth w , (1.241)
o OH 2 2kgT
2 2
:_L J f =n HoHp COSh_z IUO/UBH , (1_242)
Uy OH?  4kgT 2T
2 2,2
H
p=py =L e H0F o2 | Mokt | (1.243)
oH? 4kgT 2kgT

I takto jednoduchy systém (dvé moznosti orientace elementarnich magnetit) ma neline-
arni chovani. Magnetizace neni linedrni funkci intenzity pole, ale obecnou funkci
M= M(H). Magnetizace vykazuje pifi vysoké intenzité pole a nizké teploté saturaci
(ziska maximalni hodnotu nezavislou na velikosti intenzity pole). VSechny spiny jsou za
téchto podminek zorientovany ve sméru pole. Hodnota saturace je
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Provedeme-li linearizaci vztahu pro slaba pole, dostavame

Mg geM _ oMy (1244
’ OH |, _,  4kgT = '

Susceptibilita je nepifimo umérnéd teplot¢ magnetika. Tento vztah se nazyva Curieiv
zdkon a plati jen v limité slabych poli. Je pojmenovan podle francouzského fyzika Pierra
Curieho (1859-1906).

M

M
S B M

H T

Obr. 1.25: Zavislost magnetizace na magnetickém poli a na teploté

1.9.3 MriZové modely

At
R S A
Ay
Y !

Ptipustime-li vice moznych hodnot spinti a jejich interakci navzajem, je vypocet parti¢ni
sumy vétSinou nepiekonatelnym problémem. Proto se Casto vyuziva relativné jednodu-
chy model spinti lokalizovanych ve vrcholech pravothlé mfize, ktery v mnoha piipa-
dech svym chovanim velmi dobfe odpovida skutecnym materialim. Zpravidla se pred-
poklada, Ze spolu vz4jemné interaguji jen nejblizsi spiny v sousednich vrcholech mfize,
takové sousedni vrcholy oznaCujeme (a, b). Interakcni predpis je analogicky vyrazu
(1.239), jen soucet vzajemné interakce probiha pfes nejblizsi sousedy:

Wit = Y, Wy(0,.05) — KZo ‘H. (1.245)
(ab)

Veli¢iny o charakterizuji spinovy moment a jsou umérné magnetickému momentu.
Podle typu vzajemné interakce W rozlisujeme jednotlivé modely.

Isingiiv model

Jde o nejjednodussi mozny model. Spiny mohou nabyvat jen dvou hodnot (napiiklad
,hahoru® a ,,dold®) a interak¢ni energie je dana predpisem (veskeré koeficienty a kon-
stanty jsou zahrnuty do interak¢nich konstant J a K)

Wi =—J Y, 0,0, KZO' H;, oe{-1+1}. (1.246)
(a,b)
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Hodnota +1 oznacuje spin mifici vzhiiru, hodnota —1 spin mifici dold. Pro J > 0 ptispéji
dva sousedni shodn¢ orientované spiny k energii hodnotou —J , dva opa¢né orientované
spiny hodnotou +J. Pfi nizkych teplotach ma systém snahu zaujmout co nejnizsi energii
a vznikaji proto domény souhlasné orientovanych spini (Weissovy domény). Jejich
teorii rozpracoval francouzsky fyzik Pierre-Ernest Weiss (1865-1940). Pii vysokych
teplotach jsou spiny orientovany nahodné. Jiz tento jednoduchy model vykazuje pro
J >0 zakladni vlastnosti feromagnetik. Pti nizkych teplotach existuje usporddana faze,
pri vysokych teplotach chaoticka faze. Mezi obéma fazemi nastava fazovy prechod pii
tzv. Curieové teploté T¢. Pro J <0 jsou pfii nizkych teplotach preferovany nesouhlasné
orientované spiny a systém vykazuje antiferomagnetické vlastnosti. V jednorozmérném
problému je nalezeni parti¢ni sumy i za pfitomnosti vnéjsich poli trivialni zalezitosti.
Ulohu analyticky vyfesil v ramci své diserta¢ni prace Ernst Ising (1900-1998) v roce
1925. Ukézal, ze v linearnim fetézci spintl je situace natolik jednoduchd, Zze nedochazi
k fazovému piechodu. Ve dvou dimenzich vyftesil problém s pomoci vytiibenych grafic-
kych metod Lars Onsager (1903-1976) vroce 1944. Ve 2D Isingové modelu jiz
Curietv fazovy prechod existuje. Obecné analytické fesSeni ve tfech dimenzich neni zna-
mé a parti¢ni suma, magnetizace a susceptibilita se dohledavaji numericky.

Isingtiv vypocet v jedné dimenzi (1925)
Predpokladejme jednorozmeérny fetézec N spinil na miizi s periodickymi okrajovymi
podminkami, tedy plati

ONy =07 . (1.247)
Pro parti¢ni sumu bude platit

N N
ﬂJZUaUaH + ﬁK Z UaH:l

ZN — Ze { a=1 a=1
o

(1.248)
Nyni provedeme symetrizaci druhé ¢asti vyrazu
N 1 N
{ﬂ‘] Z 040441 + ﬂK Py z (O-a +O—a+1)H:|
- 2.
7 = Ze a=l1 a=1 —
o (1.249)
Zﬁ |:ﬂJO'ao-a+l + %/BK(O'a+o-a+1)H:|
= c .
o a=l
Zavedeme-li matici (o, = *1)
B +BKH B
Ty o, = -y K | (1.250)

miizeme parti¢ni sumu piepsat do tvaru

N
Zy =T 001 = 2 ToonTor oy Ty Ty =Te(TV). (1.251)

o a=1 o =t1

Dva shodné sousedni indexy znamenaji maticové nasobeni. Vysledkem je stopa 7V,
kterd je invariantem a je stejna v jakékoli bazi. V bazi z vlastnich vektori bude mit
matice 7' na diagonale vlastni ¢isla, ostatni prvky budou nulové, tj.
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ro| 0 1252
“lo, 4, = (1.252)
Zy=TrTV =AY +AY . (1.253)

Predpokladejme, Ze vlastni Cisla jsou sefazena tak, ze prvni z nich je vétsi. Potom pro
velka N bude platit

Zy =T = A1+ (o) | = A (1.254)
Klicovou velic¢inou je opét volna energie, kterou uz snadno ur¢ime:

F=—kgTIn A =—NkgTIn A, ;

(1.255)
f(nT,Hy=—nkgTIn A(T,H).
Dale uz standardnim postupem urcime dalsi veli¢iny, zejména magnetizaci M = —0f/0H,
susceptibilitu y = —02f/0H?2, tepelnou kapacitu atd. Magnetizace roste z nulové hodnoty
do maximalni (nasycené) hodnoty a jeji pribéh odpovida klasickému feromegnetiku.
Vypocet vlastnich ¢isel matice (1.250) je ptimocary, vyjde

Ars =P ch(BKH)+Je*P ch®(BKH)-2sh(28]) . (1.256)

Pottsiiv model

Jde o QO stavovy model s podobnym interakénim pfedpisem jako Isingtiv model:

Wi == 2 IO, OEil...,0}. (1.257)
(a.b)

Spiny se mohou orientovat do QO smérii, sousedni souhlasné orientované spiny pfispé&ji
k energii hodnotou —J, ostatni k energii nepfispé&ji. Model ma opét usporadanou nizko-
teplotni fazi, ve které se vyskytuji domény souhlasné orientovanych spind, a vysoko-
teplotni chaotickou fazi. Ob¢ faze jsou oddéleny Curieovym fazovym prechodem, ktery
probiha pii Curieové teploté 7c. Model je pojmenovan podle australského fyzika Ren-
freye Pottse (1925-2005).

Zqo model
Jde o QO stavovy model s interakci danou kosinem vzajemného uhlu mezi spiny:
2r
Wi == D Jcos(a, —a); a:EO'; oef{l,...,0}. (1.258)
(a,b)

Model ma pro velké hodnoty Q tfi faze: 1) nizkoteplotni usporadanou fazi s typickymi
doménami; 2) ,,soft” fazi pii stfednich teplotach, pfi které se sousedni spiny svou orien-
taci 1i8i jen velmi malo — vznikaji charakteristické viry nebo spinové viny; 3) vysoko-
teplotni chaotickou fazi. Fazovy ptechod z nizkoteplotni faze k ,,soft fazi se nazyva
Curietv piechod (7¢), fazovy prechod ze ,,soft” faze do vysokoteplotni faze se nazyva
Kosterlitztiv-Thoulesstiv pfechod (7x). Jde o prfechod, pifi kterém je susceptibilita
spojita. Ke ztrat¢ usporadanosti pii prechodu ze ,,soft” do chaotické faze dochazi diky
pfiénym fluktuacim (tzv. Goldstoneovym modim). Pfechod opacnym smérem (od
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neuspofadané k ,,soft fazi) Ize chéapat jako naruseni rotacni symetrie, pii kterém se
objevi Goldstoneovy mody fluktuaci. Pfechod je nazvan podle amerického fyzika Johna
Michaela Kosterlitze a skotského fyzika Davida Thoulesse (1934).

Heisenbergiiv model
Jde o spojity model, ktery ptipousti veskeré orientace spinil. Energeticky ptedpis in-
terakce je:

Wiw == D Jeos(a,—);  ae<0,27). (1.259)
(ab)

Ttirozmérna varianta se nazyva Heisenbergtiv model, dvojrozmérnd varianta se nazyva
XY model. Modely maji jen dvé faze: pro nizkoteplotni ,,soft* fazi jsou charakteristické
dvojice virt a spinové vlny; vysokoteplotni faze mé spiny orientovany chaoticky. Ob¢
faze jsou oddélené Kosterlitzovym-Thoulessovym piechodem. U material tohoto typu
neexistuje faze s doménami. K Heisenbergovym magnetim patfi napiiklad material
oznacovany GSO s chemickym slozenim Gd,Sn,0.

Spinova skla

Jde o materialy, u kterych se vazbova konstanta J li§i od dvojice spinti ke dvojici. Casto
ma nahodny charakter. Energeticky predpis je

Wi == 2, Jap [(0,,04) . (1.260)

(a,b)

V takovém materidlu neexistuje korelace na velké vzdalenosti. Pro spinova skla je cha-
rakteristickd existence mnoha metastabilnich stavi, jejichz experimentalni studium je
mimofadné obtizné. Numerické simulace umoznuji alesponn rdmcové studium téchto
zajimavych materialti. Ke spinovym sklim patii napfiklad material s chemickym sloze-
nim LiHo,Y.,F4. Pro vysoky podil holmia jde o feromagnetikum, pro x <0,25 jde
o spinové sklo. Magnetické momenty holmia interaguji téméf vyhradé dipolove, energe-
ticky predpis je obdobny Isingovu modelu, ale s chaotickym chovanim interakéni kon-
stanty. Jinym velice zajimavym materialem je sloucenina PrAu,Si,. PiestoZe jde o dobte
uspotadanou krystalickou strukturu, pfi nizkych teplotach vykazuje vlastnosti spinovych
skel. Mechanizmem vzniku je tzv. dynamicka frustrace — jev, pfi kterém dynamické
fluktuace v krystalu znemozni korelace magnetickych momentii na vétsi vzdalenosti.
K frustraci dochdzi tim, Ze existuje mnoho neslucitelnych zakladnich stavii (s nejnizsi
energii) a jednotlivé silové interakce ,,soutéZi“ o dosazeni n¢kterého z nich. Vysledkem
je vytuhnuti materialu ve stavu spinového skla s chaotickymi vazebnimi konstantami.

R IR R RN
NN A ARR R
AN
Nrsrrrrrrrrrrrrrrrrr AN

PLLLLPLLPLIIPLINLG PSPPI PSPPI
PPLLPLL PP PINIANI P PP PP PP
sr s s s NN Nsp P s s s s sl

NSNNNNNNNNNNN

R
|\\~\~\

/

v

/

v

/

v

v

/

‘.

/

Y

7

i1
i1
i
i1
i
il
i1
s

Obr. 1.27: Monte Carlo simulace Z, modelu Metropolisovou metodou. Nalevo je vysokoteplotni
chaoticka faze, uprostred , soft” faze a napravo nizkoteplotni domény.
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Hubbardiav model

Ani boutlivé se rozvijejici vypocetni technika neumoznuje simulace elektronovych
systémil s mnoha (napiiklad 10%) elektrony. V takovych situacich se pokousime sledo-
vany systém rozumné zjednodusit. Natolik rozumné, aby jesté popisoval vlastnosti
skutecné latky, kterou chceme zkoumat. Pfedstavme si, Ze elektrony mohou byt lokali-
zovany jen v urcitych mistech, napiiklad ve vrcholech pravidelné mftize. Tak je tomu
tieba v krystalickych latkach, kde je elektron v blizkosti urcitého iontu. Nicméné mo-
dely elektrond na mfizi maji mnohem $ir$i uplatnéni a lze pomoci nich obecné modelo-
vat systémy se silné korelovanymi elektrony, naptiklad vysokoteplotni supravodice.

K nejjednodussim modelim tohoto typu patii tzv. Hubbardiiv model. Elektrony jsou
kreovany a anihilovany ve vrcholech mfize tak, aby jejich chovani odpovidalo energii
systému pii dané teplote. Energie systému se sklada ze dvou odlisnych ¢leni:

—at 4
Wy =—t Z (awaba+a;§a M)+U2na¢na¢, Ny =,58,,. (1.261)
(a,b),c

Prvni ¢len je dan interakci nejblizSich sousedl (soucet ptes vSechny dVO_]lCG nejblizsich
vrcholt). Vazebni konstanta této interakce je oznagena f, symbol a' oznaduje kreaéni
operator elektronu se spinem ¢ v daném vrcholu, symbol a anihila¢ni operator. Tento
¢len umozije ,,pieskakovani ¢i ,,tunelovani® elektrond z jednoho vrcholu mftize do
druhého. Druhé ¢ast energie je souctem pies vSechny vrcholy, symbol n,, znamena
pocet jedincil se spinem ¢ v daném vrcholu. Kladnéa vazebni konstanta U znamen4 re-
pulzi elektrond na malych vzdalenostech. Pokud je ve vrcholu jeden elektron se spinem
1 a jeden elektron se spinem |, ptispé&ji k celkové energetické bilanci kladnou hodnotou
U pokud je ve vrcholu jedin}'/ elektron, pfispéje tento vrchol nulovou hodnotou Za
ve vrcholu mfize. Oba energetické Cleny znamenaji v jistém smyslu parovou interakci.
Prvni ¢len se tyka interakce elektrond ve dvou nejblizSich vrcholech miize. Druhy se
tykd interakce dvojice elektroni v jednom jediném vrcholu (coulombicka repulze).
V realnych materidlech je podil vazebnich konstant U/t mezi 10 az 50.

+ N }

Obr. 1.28: Hubbardiv model

Model navrhl anglicky fyzik John Hubbard (1931-1980) v roce 1963 k popisu cho-
vani elektron v pevnych latkach. Pomoci Hubbardova modelu Ize snadno simulovat
prechod latky mezi vodivym a nevodivym stavem. Dnes se model vyuziva k popisu
chovani ultrachladnych atomt zachycenych v optické mtizi (pravidelné se stiidajici mi-
nima a maxima elektrického potencialu, jez vznikla interferenci dvou nebo vice lase-
rovych svazkt). Pivodni model byl navrzen pro dva fermiony, pozdéji se objevila i bo-
sonova varianta Hubbardova modelu a rizné dal$i uzitecné modifikace. Modely se
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nemusi omezovat na pravouhlou miiz, interakce nemusi probihat jen mezi nejbliz§imi
sousedy, ale napfiklad i mezi sousedy na uhlopficce s vazebni konstantou ¢ ', uvazuji se
modely v mnoha dimenzich atd.

t-] model

V roce 1977 polsky fyzik Jozef Spatek (*1945) upravil Hubbardiiv model pro velké
hodnoty interakéni konstanty U do podoby se dvéma parovymi interakcemi mezi nej-
bliz§imi vrcholy mfize:

W ==t Y (&0t + &5t )+ (Sy Sy —numy /4)
(a,b),0 a
. A 21
Coo =a,5(1-n,4); Ng=n,+n, ; J=7; (1.262)

S, = (18,040 4, (n,0 —n,0)2)

Model byl nazvan podle oznaceni vazebnich konstant téchto interakei jako tzv. t-J mo-
del. Clen s vazebni konstantou ¢ je podobny prvnimu &lenu Hubbardova modelu. Druhy
¢len s vazebni konstantou J = 27/U obsahuje skaldrni sou¢in dvou sousednich spind,
obdobng jako Heisenbergiv model. Operatory ¢ a ¢' vystupujici v modelu se nazyvaji
projekce anihilacniho a krea¢niho operatoru. Pomoci tohoto modelu se podafilo vysveét-
lit chovani Mottovych izolatorti véetné jejich feromagnetizmu. Mottovy izolatory jsou
nevodivé materialy, které by podle standardni pasové teorie mély byt vodi¢i. Nevodi-
vost je zplsobena parovymi interakcemi elektron-elektron, které pasova teorie neuva-
zuje. Jev se vyskytuje za nizkych teplot naptiklad u NiO nebo CoO. Pozdégji se t-J mo-
del stal uspesnym i pii vysvétleni vysokoteplotni supravodivosti keramickych materiald,
napiiklad La,,Sr,CuQy, kterou objevili Karl Allex Miiller a Johannes George Bednorz
v roce 1986.

Vice se o modelech magnetickych systémt miZzete dozvédét z publikace [17]. Statis-

ticka fyzika je mimofadné rozsahlou fyzikalni oblasti a jeji pocetné aplikace jsou za
hranicemi moznosti této ucebnice.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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2.1 Maxwellovy rovnice

Kazda z interakci ma sviij charakteristicky néboj, ktery uruje miru vzdjemné interakce
jednotlivych téles. U gravita¢ni interakce je onim ,,ndbojem‘ hmotnost téles, u elektro-
magnetické interakce jde o elektricky naboj, u silné interakce o barevny naboj a u slabé
interakce o vini. Je proto pfirozené, Ze se nejprve zamétime na elektricky naboj ¢astic
¢i teéles a vyjadtime si diferencialni podobu zakona zachovani elektrického naboje, tzv.
rovnici kontinuity. Nasledujici postup neplati jen pro elektricky naboj, ale pro jakoukoli
zachovavajici se extenzivni veli¢inu (extenzivni znamena rostouci s poctem jedinci,
napriklad hmotnost, energie, hybnost, monet hybnosti, teplo, tepelna kapacita atd.). Pred
¢tenim této kapitoly byste méli dobfe rozumét pojmum tok a cirkulace pole a vekto-
rovym operacim, které s tim souvisi: gradientu, divergenci a rotaci. Podrobnosti nalez-
nete v prvnim dile ,,Vybranych kapitol*, v ¢asti 1.3.5.

2.1.1 Zakon zachovani naboje

Zaved’'me nejprve hustotu naboje a tok naboje vztahy

. AQ
> = lim —. 2.1
P AI}IEO AV @1
> io =pou. (2.2)

Hustota naboje ma v soustavé SI jednotku C/m’, tok naboje A/m’. Tok naboje je
vektorova veliina a jako kazdy vektor ma velikost a smér. Smér je jasny na prvni
pohled, jde o smér rychlostniho pole, popisujiciho tok naboje. Velikost toku snadno
zjistime, pokud budeme sledovat teceni naboje kolmou plochou. Za cas df se Castice
dostanou o d/ = udt dale k jiné myslené plose:

Jo ds

dl=udt

Obr. 2.1: Tok extenzivni veli¢iny plochou

Pro velikost toku plati:

, dodl  do Al do
_,,.d0d_do d_ dO 23
Jo =P =y T dsdidr s dr 23)

Tok ndboje ma tedy vyznam mnoZzstvi naboje proteklého kolmou jednotkovou plochou
za jednotku Casu. Alternativnim nazvem této veliciny je proudovd hustota. Naboj se pii
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proudéni neztraci ani nepfibyva, jeho casovy ubytek z libovolného objemu musi byt
roven toku veli¢iny pies plochu obklopujici tento objem:

d .
—Ejlijdeg‘:i[)JQ -dS. (2.4)

Hranice objemu V je oznacena 0V. Na levé strané pfesuneme ¢asovou derivaci do inte-
grace, po je ale funkci Casu i prostoru, proto se derivace zméni na parcialni. Na pravou
stranu budeme aplikovat Gaussovu vétu a plosny integral pfevedeme na objemovy:

9
—m%dV:mde’Q av . (2.5)
14 14
Oba integraly nyni spojime:

jjj[a%%dingjdrf =0. (2.6)
Vv

Uvedeny vztah musi pii proudéni platit v libovolném objemu, a to je mozné jen tehdy,
je-li argument integralu nulovy (mohl by v principu byt nenulovy jen v nékterych bo-
dech nebo plochach, obecné na mnoziné mensi dimenze, nez ptes kterou integrujeme):

ap,

0 g

| 2 —=+divj, =0. 2.7
Y Jo (2.7)

Odvozena rovnice je zakonem zachovani naboje v diferencidlni podobé a nazyva se
rovnice kontinuity pro naboj. Ukazuje, ze Ctvefice veli¢in popisujici teCeni néboje
(po, jo) meni nezavisla, tyto Ctyfi funkce spliuji vkazdém bod¢é prostoru rovnici
kontinuity a jsou zavislé. Ve stacionarnim piipadé ma zdkon zachovani naboje tvar
div jQ =0.

Poznamka 1: Obdobna rovnice kontinuity plati i pro jiné zakony zachovani, napfi-
klad energii, hybnost atd. V rovnici kontinuity pak vystupuji hustoty a toky téchto
veli¢in. Podrobnéji se s diferencialni podobou zédkont zachovani energie, hybnosti
a momentu hybnosti pro elektromagnetické pole setkdme v kapitole 2.4.

Poznamka 2: Ve fyzice rozliSujeme extenzivni neboli aditivni veli¢iny, které ros-
tou s poctem castic (naboj, teplo, energie, hybnost...) a intenzivni veli¢iny, které
na mnozstvi ¢astic nezavisi (elektrické pole, magnetické pole, teplota...). U obou
typu veli¢in lze zavést tok. U aditivnich veli¢in je tok roven soucinu hustoty dané
veli¢iny a rychlosti proudéni, naptiklad tok néboje jo = ppu. U vektorovych inten-
zivnich velicin je tok plosnym integralem druhého druhu z dané veli¢iny, naptiklad
tok magnetického pole yp = [B-dS.

2.1.2 Lorentzova pohybova rovnice

Pii sledovani pohybu nabitych Castic se ukdzalo, Ze elektrické pole urychluje Castice,
zatimco magnetické pole plsobi silou kolmou jak na sebe sama, tak na rychlost ¢astice.
Vysledky mnoha experimentt Ize shrnout do jednoduché formule
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(:1—1;=QE+QV><B, (2.8)

se kterou jsme se jiz setkali v teoretické mechanice. Casova zména hybnosti astice méa
elektrickou a magnetickou ¢ast. V magnetické Casti vystupuje vektorovy soucin, ktery
popisuje prosty fakt, ze sila je kolma jak na rychlost, tak na magnetické pole a ze na
nepohybujici se ¢astice magnetické pole nepisobi. Magneticka sila zptisobuje, ze ¢asti-
ce klouzou po Sroubovicich podél silocar magnetického pole. Pomoci této rovnice
muizeme predikovat pohyby ¢astic pii znamych polich. Rovnice mize poslouzit i jako
definiéni rovnice obou poli, nebot’ ze sily plsobici na castici mizeme (nejlépe
oddélen¢) urcit obé pole E a B.

Nas bude ale zajimat nejen reakce ¢astic na dana pole, ale také uloha v jistém smyslu
opacna: Jaka pole generuji pohybujici se Castice? Na tuto otdzku dava jednoznacnou
odpovéd soustava Maxwellovych rovnic. Nez se ale pustime do jejich analyzy, musime
se jesté seznamit s dvéma pojmy: elektrickym a magnetickym dipélovym momentem.

2.1.3 Elektricky a magneticky dipol

Pro pochopeni interakce latky s elektromagnetickym polem jsou kli¢ové pojmy elektric-
kého a magnetického dipolu. V tuto chvili se seznamime s jejich nejjednodussi definici,
kterou pozdéji zobecnime pro jakoukoli soustavu nabitych ¢astic.

Elektricky dipél

To, ze jsou atomy a molekuly elektricky neutralni, vibec neznamena, ze by elektricky
neinteragovaly. VétSinou v sobé€ maji oblast s kladnym i zapornym ndbojem. Nejjedno-
dussi aproximaci jejich chovani je nahrada elektrickym dipolem: stejnym kladnym a za-
pornym nabojem separovanym na urcité vzdalenosti.

+0
-0 c/d'
Obr. 2.2: Elektricky dipdl

Takovy objekt je jako celek elektricky neutralni, ale pfesto reaguje na elektrické pole.
Elektricky dipélovy moment je definovén jako soucin velikosti naboje a vektoru spoju-
jiciho zaporny naboj s kladnym:

> pe=0d; [pg]=Cm. 2.9)

Predstavme si, ze se latka sklada z velkého mnozstvi takovych elementarnich elektric-
kych dipolt (naptiklad polarnich vodnich molekul). Uzitecné je zavést hustotu elektric-
kého dipolového momentu vSech takovych dipdli:
A
> P=lim 2PE.  [p]=C (2.10)
AV 50 AV m?2
Apg, je celkovy dipdlovy moment vSech jedincl v objemové jednotce. Veli¢inu P nazy-
vame polarizace latky a je jasné, Ze pokud budou dipdly orientovany nahodné, bude vy-
sledna polarizace nulova. Zapneme-li ale elektrické pole, dip6ly se budou snazit zorien-
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tovat ve sméru pole a vysledna polarizace bude nenulova. Snadno ur¢ime rozmér
. . 2 L v « v g1
polarizace, je to C/m”, coZ je rozmérove plosny naboj.

30@69
6% 8

Obr. 2.3: Soustava elektrickych dipdld pod vlivem pole

A skutecné, pii pisobeni pole se na povrchu oblasti zaplnéné dipoly (naptiklad dielek-
trika) objevi — diky podobné orientaci dipoli — nenulovy plosny elektricky naboj. Pied-
stavme si pivodné neutralni atomy, které se vlivem ptsobené elektrického pole polari-
zovaly, tj. kladny elektricky naboj se posunul ve sméru pole a zaporny naboj proti
sméru pole, takze se vytvorily elektrické dipdly se vzdalenosti obou nabojt d. Uréeme
nyni polarizaci (hustotu dip6lovych momentl ve vrstvé priléhajici k povrchu (obrazek
napravo). Velikost hustoty elektrického dipélového momentu bude

_NQd _NQd _NQ

2.11
AV Sd S @1

Velikost vektoru polarizace je tedy pro pole kolmé k povrchu rovna plosné hustoté
vazaného naboje oy, (index b je z anglického ,,bound ) indukovaného na povrchu die-
lektrika:

P=o0y. (2.12)

Vektor polarizace v tomto pfipad¢ mifi ve sméru elektrického pole, kterym pisobime na
dielektrikum. Pokud by elektrické pole nepiisobilo kolmo na povrch dielektrika, ale
Sikmo, natoc¢i se dipoly ve sméru pole a piihrani¢ni vrstva bude mit tloustku d cos a,
kde a je odklon elektrického pole, a tim i dip6li, od normaly k povrchu. Vysledkem
bude vztah P cosa=ay, tedy z vektoru polarizace se uplatni jen normalova slozka
P,=P-n=Pcosa:

> Pn=o0,. (2.13)

Magneticky dipol

Uz jsme si tekli, ze nejpfirozenéjsSim pohybem nabitych ¢astic v magnetickém poli je
krouzeni. Krouzici ¢astice ale generuje magnetické pole. Je-li krouzek maly, vznikne
tzv. magnetické dipolové pole. Takovou krouzici ¢astici budeme popisovat veli¢inou,
které se fikd magneticky dipolovy moment, Je definovany jako soucin plochy a elek-
trického proudu, ktery vytvari obihajici ¢astice:

> pv=IS; [py]=Am?. (2.14)

Magneticky moment mifi ve sméru normaly k ploSe obihané nabitou castici. Pozdéji
budeme definovat magneticky moment pro obecnou soustavu pohybujicich se nabitych
castic. Pokud budeme mit velké mnozstvi takovych elementarnich magnetickych mo-
mentl, muzeme zavést hustotu magnetického momentu vztahem
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> M= lim 2PM. =2 (2.15)

Uvedena veli€ina se nazyva magnetizace. Jeji rozmér je A/m. Stejny rozmér ma proud
vztazeny na jednotku délky (napiiklad protékajici napfi¢ né€jaké kiivky). Nejde o naho-
du. Pokud na soustavu magnetickych dipoli nepiisobi magnetické pole, mohou byt
orientovany zcela ndhodn¢ a vysledna magnetizace je nulova.

Py 5 % 2 4: %
e 4 2
\sf &> ¥

Obr. 2.4: Magnetické dipoly

Predstavme si magneticky aktivni material, ke kterému pfilozime magnetické pole mi-
fici podél povrchu. Nabité ¢astice za¢nou v magnetickém poli vykonavat krouzivy po-
hyb dle obrazku. Uvnitf materialu se elektricky proud vznikly timto krouzivym pohy-
bem vyrusi, na povrchu ale zlistane nenulovy povrchovy proud (magnetizacni proud).
Jednotlivé krouzici Castice budeme povazovat za elementarni dipoly s magnetickym
momentem /S. U povrchu magnetika vybereme jeden valec krouzicich ¢astic s objemem
S7 a ur¢ime velikost magnetizace v tomto povrchovém valci:

_NIS_NIS_NI
AV SI !

Obr. 2.5: Povrchovy proud zplisobeny magnetickymi dipdly

Magnetizace je tedy u povrchu magnetika rovna celkovému povrchovému magnetizac-
nimu proudu vztazenému na jednotku pii¢né délky. Takovou veli¢inu budeme oznaco-
vat symbolem i:

M=iy. (2.16)

V objemovych telesech je zajimavou veli¢inou proud tekouci na jednotku plochy, na
povrchu téles je dilezity proud tekouci na jednotku pficné délky. Uvazime-li sméry
vektorii (magneticky dipélovy moment je kolmy na tekouci proud i na normalu k povr-
chu), pak v naSem piipad¢ plati vektorovy vztah

Mxn=iy. 2.17)
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Takovy vztah plati i pfi obecném sméru magnetického pole a magnetizace materialu.
Pokud mifi magnetizace Sikmo k povrchu, bude se na genezi proudu podilet jen tecna
slozka magnetizace, jejiz velikost je rovna M sin a (a je uhel mezi magnetizaci a nor-
malou k povrchu). Proto je ve vztahu (2.17) vektorovy soudin, ktery s sebou ptinasi
sinus obou vektorti. V naSem piipadé voln€ krouzicich Céstic je smér magnetizace
opacny nez smér magnetického pole (to plati naptiklad v plazmatu). Hovotfime o tzv.
diamagnetickém chovani latky.

2.1.4 Maxwellovy rovnice

Nyni mame vse pfipraveno k tomu, abychom si popsali jednotlivé rovnice z Max-
wellovy soustavy publikované v roce 1873. Dnes$ni podobu dal rovnicim Oliver Heavi-
side. Maxwell psal rovnice ve slozZkovém zapisu a navic vyuzival kvaterniony — zobec-
néni komplexnich cisel do ¢ty dimenzi. Rovnice jsou popisem experimentalné ziska-
nych zkuSenosti, mj. Coulombova zadkona, Ampérova zakona a Faradayova indukéniho
zakona.

V pasazi vénované zakonu zachovani naboje jsme se seznamili s tokem extenzivni
veli¢iny, konkrétné $lo o tok néboje jo. Obdobné mtzeme mit tok hmoty, tok energie,
tepelny tok atd. Tok je vzdy definovan jako soucin hustoty pfislusné veli¢iny a rychlosti
jejiho proudéni. U vektorovych intenzivnich veli¢in (elektrické pole, magnetické pole,
rychlostni pole atd.) nazyvame tokem plosny integral

vy Ej K-dS. (2.18)
S
Mifi-li pfislusné pole ve sméru normaly plochy, je tok pole maximalni, mifi-li podél
plochy, je tok plochou nulovy. Pfislusna plocha mtize, ale nemusi byt uzaviena. Pro nas
bude uzitecny jak tok magnetického pole, tak tok elektrického pole. Druhou dtlezitou
veli¢inou je kiivkovy integral, v némz nasc¢itavame pole podél kiivky:

Cx EjK-dl. (2.19)
Ve

Je-li polem sila, dostdvame mechanickou praci vykonanou silou na dané draze. Jde-li
o elektrické pole, je vysledkem napé€ti mezi pocatecnim a koncovym bodem kiivky. Pii-
slusna ktivka mutize, ale nemusi byt uzaviena. Je-1i uzaviena, nazyvame integral (2.19)
cirkulaci pole K. Toky a cirkulace poli jsou v soustavé Maxwellovych rovnic klicovymi
pojmy, se kterymi se jesté setkakme.

Gaussova véta magnetostatiky

Z experimentd vime, ze magnetické pole vSemi body pouze prochdzi. Nikde nema
z4dné zdroje, neexistuji magnetické monopoly, ze kterych by vyvéralo. Mozna v prv-
nich fazich vesmiru existovaly, ale pfi infla¢ni fazi se vesmir natolik rozepnul, Ze se
v pozorovatelné ¢asti vesmiru vyskytuje jen nékolik monopold, které nemame Sanci
zaznamenat. Pokud vy¢lenime v prostoru jakykoli makroskopicky objem, bude tok
magnetickych indukénich €ar ohrani¢ujici plochou vzdy nulovy (ty, které vniknou
dovnitf, prostor zase opusti):

<ﬁ> B-dS=0. (2.20)
S=V
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Po aplikaci Gaussovy véty mame

[[[divBdr =0. (2.21)
z

Vzhledem k tomu, Ze relace plati pro jakykoli objem, musi byt integrand nulovy (mate-
maticky pfesné by bylo ,,nulovy az na mnoziny mensi miry, resp. dimenze, nez je oblast
integrace, témito ,,jemnostmi* se ale nebudeme zabyvat a v dalSich pfipadech uz na né
nebudeme upozorfiovat):

> divB =0. (2.22)

Jde o prvni z Maxwellovych rovnic, ktera vyjadiuje nezdrojovost magnetického pole.

Coulombiiv zakon
Z tvodnich kurzt fyziky vime, Ze naboj vytvati elektrické pole
E=—2 = (2.23)
Aregr= v

Tok pole bude pro vSechny ohraniCujici plochy stejny (viz tvodni kurzy matematiky
nebo fyziky), proto pfi vypoctu toku elektrického pole staci kolem naboje vytvofit kulo-
vou plochu s polomérem 7:

@Eds:@EdS:Eg%BdS:EMrZ=L24m2=2. (2.24)
S S S 47[50]" g()

Tuto konstrukci je mozné zobecnit na jakykoli naboj, tj. tok elektrického pole uzavie-
nou plochou musi byt tmérny volnému naboji Q plus vazanému naboji O, nalézajicimu
se v prostoru ohrani¢eném touto plochou:

pE-ds= 0+0y (2.25)
S

€
Pokud pijde o latkové prostredi, napiiklad dielektrikum, dojde k jeho polarizaci. Uvnitf
latky se naboj dipolt vyrusi, v blizkosti jeji hranice nikoli. Na ohranicujici plose vznik-
ne podle (2.13) plosny naboj P-n, pod plochou —P-n. Celkovy vazany néboj v uvazo-
vané oblasti bude

Oy =—fpP-n-ds=—¢pp-ds. (2.26)
S S

Po dosazeni do (2.25) mame

q’gﬁgoEds:Q—SEﬁP-ds. (2.27)
N S

Integral z pravé strany pfevedeme nalevo a mame

fp(eE+P)-dS=0, (2.28)

N
SEJSDdS:Q; D=¢E+P(E). (2.29)
S
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Nové zavedeny vektor D se nazyva elektricka indukce. Zahrnuje v sobé reakci materialu
na vzniklé ¢i ptisobici elektrické pole (tu popisuje vektor polarizace P, ktery reprezen-
tuje hustotu vzniklych elektrickych dipolt). Vektor polarizace je samoziejmé funkci
ptilozeného pole E. Naboj na pravé strané je volny naboj pod integracni plochou. Rov-
nice (2.29) je integralni podobou dalsi Maxwellovy rovnice. Pfeved'me vztah do dife-
rencidlniho tvaru. Nalevo budeme aplikovat Gaussovu vétu (integral bude pies objem
ohrani¢eny integracni plochou), pravou stranu napiSeme jako objemovy integral z hus-
toty elektrického naboje:

QN“DdVZbedV- (2.30)

Uvedena relace musi platit pro jakykoli objem, integrandy musi proto byt totozné, tj.
| 2 divD =p, . (2.31)

Jde o diferencialni podobu Gaussovy véty elektrostatiky (zobecnéného Coulombova
zéakona), ktera tika, ze elektricka indukce D vyvéra z oblasti kladnych naboji a nofi se
do oblasti zapornych nabojii. Na pravé stran¢ vystupuje hustota volného naboje.

Faradaytv induk¢éni zakon

Pii svych rozsahlych experimentech s elektfinou a magnetizmem prisel anglicky fyzik
Michael Faraday na velmi zajimavou véc. Pokud vodivou smyc¢kou prochazel ¢asové
proménny magneticky tok, vznikalo v ni elektrické napéti a nasledné tekl elektricky
proud. Dilezité je, ze magneticky indukéni tok musi byt proménny.

Obr. 2.6: Faradaylv induk¢ni zakon

Toho dosdhneme otac¢enim smycky, ota¢enim magnetu nebo pfiblizovanim ¢i vzdalova-
nim magnetu a smycky. Na mikroskopické tirovni je elektricky proud samoziejmé gene-
rovan Lorentzovou silou ptsobici na nabité castice. FaradayGv induk¢ni zakon lze za-
psat velmi jednoduse:

v=-3¥s (2.32)
dt

Elektrické napéti je rovno ¢asové zmén¢ magnetického indukéniho toku smyckou. Zna-
ménko minus symbolizuje, Ze vzniklé napéti a jim generovany proud pusobi proti
zméng, ktera ho vyvolala (Lenzovo pravidlo). Oznac¢ime-li symbolem S plochu smycky
a symbolem y = 0S hrani¢ni kiivku, miizeme snadno pfepsat Faradaytiv indukéni zakon
do tvaru
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<j> E-dl:—%ﬂB-ds. (2.33)
S

y=09S

Pokud pfemistime ¢asovou derivaci napravo do argumentu integralu, musime pouzit
parcialni derivaci, nebot’ je magnetické pole funkci ¢asu i prostoru a pfi derivovani
mame na vybér z vice proménnych:

gS E- dl_—jj °2.ds. (2.34)

Faradayiiv indukcéni zakon zapsany ve tvaru (2.34) je integralni podobou dalsi z Max-
wellovych rovnic. Nas bude opét zajimat diferencialni tvar této rovnice. Proto pieve-
deme integral vlevo za pomoci Stokesovy véty na plosny integral

j j rotE- ds_—ﬂ =4S, (2.35)

Oba integraly se musi rovnat pro jakoukoli zvolenou plochu, proto musi byt integrandy
totozné, coz nas piivadi k diferencidlni podobé dalsi z Maxwellovych rovnic — Fara-
dayova induk¢niho zakona:

oB

> rotE =——. (2.36)
ot

Ampéruv zakon
Vodi¢, kterym protéka elektricky proud, kolem sebe generuje magnetické pole. Velikost
pole je tmérna protékajicimu proudu a nepfimo timérna vzdalenosti od vodice:
!
B~—. (2.37)

r

V soustave jednotek SI tuto tméru zapisujeme ve tvaru

Hol

B= ,
2rr

(2.38)

ktery lze chéapat jako defini¢ni vztah permeability vakua z. Provedeme-li integraci pole
podél libovolné uzaviené silocary ve vzdalenosti R od vodic¢e (po kruznici, kterd je
hranici plochy S, piSeme y = 0S, nezaménte symbol kiivky s diferencialni vodivosti),
vyjde:

Hol _
ngaSB dl= i Bdl =B 95 dl = ;R 27R = uyl .

Uvedeny vysledek bude platit pro libovolnou plochu a jeji hrani¢ni kfivku, nemusi jit
o silo¢aru. Pokud kiivku od vodice vzdalime, naroste jeji délka imérné vzdalenosti
a magnetické pole poklesne nepiimo umérné vzdalenosti. Obé zavislosti se vyrovnaji
a integral se nezméni. Zdeformujeme-li kiivku, také se nic nestane, a vysledek bude
stale stejny. Vysledny tvar Ampérova zakona tedy je:
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¢ B-di=ylc. (2.39)
y=09S

Proud I je tzv. vodivostni proud (Conductive) zodpovédny za vznik magnetického pole
B. Ktivkovy integral z magnetické indukce je imérny vodivostnimu proudu protéka-
nému plochou, kterou kiivka ohranicuje. Koeficientem umérnosti je permeabilita vakua.
Uvedeny zakon plati jen pro stacionarni situaci v nemagnetickych prostiedich.

g 95

Obr. 2.7: Kfivkovy integral z magnetické indukce

V obecném prostiedi za¢nou Castice na hranicni kiivce krouzit a vytvori dalsi sekun-
darni, tzv. magnetiza¢ni proudy. Ve vysledném zakoné musime psat:

$ B-dl=p(lc+1y). (2.40)
y=09S

Ze vztahu (2.16), resp. (2.17) uz vime, ze magnetizacni proud vztazeny na jednotku
pricné délky ma c¢iselné velikost magnetizace. Co se sméru tyce, miii kolmo na magne-
tizaci (ta je v jednoduchych prostfedich rovnobézna s magnetickym polem). V nasem
pfipad¢ bude magnetiza¢ni proud dan integraci

Iy = 95 ipdl = 43 Mdl= 43 M-dl. (2.41)
y=0§ y=0S y=3S

Magnetizace M mifi u krouzicich ¢astic v opacném sméru nez ma prilozené nebo gene-
rované pole B, v jehoz sméru mifi hrani¢ni kiivka y, skalarni soucin v poslednim ¢lenu
je tedy zaporny. Sméry jednotlivych vektorl jsou patrné z obrazku.

Obr. 2.8: Sméry vektor(, magnetizace ma opacny smér nez magneticka indukce

Nyni dosadime magnetizacni proud (2.41) do Ampérova zakona (2.40):

L § Bdi=ro+ ¢ M-dl.

Ko y=0S y=0S
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Nyni oba kiivkové integraly slou¢ime do jednoho, tj. z pravé strany prevedeme kiiv-
kovy integral pfes magnetizaci na levou stranu rovnosti:

¢ (E—MJ-dlﬂc.

y=0S Ho

Ampériv zakon doplnény o reakci materidlu ma proto tvar

qS H-dl=1; =B M. (2.42)
y=03S Ho

Druhy vztah je defini¢nim vztahem intenzity magnetického pole, ktera v sobé zahrnuje
jak ptvodni pole B, tak reakci latky M. Proud na pravé strané je vodivostni proud
tekouci plochou uvnitt ohranicujici kiivky y. PovSimnéte si, ze uzavorkovani jednotli-
vych ¢lent je z historickych diivodu jiné nez v ptipadé elektrického pole (2.29). Rovnici
opét prevedeme do diferencialniho tvaru. Nalevo pouZijeme Stokesovu vétu, napravo
vyjadiime proud pomoci toku volného naboje plochou, kterou ohrani¢uje zvolena
kiivka:

[[rotH-ds = [[j,-dS . (2.43)
S N

Uvedené vztahy musi platit pro libovolnou plochu, proto jsou integrandy totozné:

rotH = ji . (2.44)

Na pravé strané je hustota vodivostniho proudu protékan¢ho uvazovanou plochou.
Takto zapsany Ampériv zékon plati jen pro ustaleny elektricky proud. Snadno to uka-
zeme provedenim divergence na posledni rovnici. Na levé strané dostaneme nulu (di-
vergence z rotace je vzdy nulova), takze by mélo platit

diV jQ =0 .
coz je stacionarni podoba zakona zachovani naboje (2.7). Pro nestacionarni déje by

zakon zachovani naboje neplatil. Proto James Clerk Maxwell do rovnice pfidal dalsi
¢len (tzv. Maxwelltiv posuvny proud), ktery zajisti platnost zékona zachovani naboje:

oD
| 2 rotH=j,+—. 2.45
Jo Y ( )

Snadno to ovéetime. Po aplikaci divergence mame
D 0
0=divj,+div| — |=divjy +—divD.
lo ( By J Y

Za div D nyni dosadime z Maxwellovy rovnice div D = py, viz (2.31), a mame

d
O:diva+—§tQ,

coz je praveé zakon zachovani naboje. Rovnice (2.45) fika, ze vir magnetického pole
mize vzniknout jednak v okoli vodice s proudem, a jednak plsobenim proménného
elektrického pole. Takova situace je napfiklad v okoli deskového kondenzatoru (mezi
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deskami pfedpokladejme nezaplnénou mezeru). Pokud te¢e vodicem stfidavy proud,
generuje kolem vodic¢e magnetické pole (smér virt se stiida ve shod¢ s momentalnim
smérem elektrického proudu). Na desky kondenzatoru je pfivadén v nékterych fazich
kladny naboj, v jinych zaporny naboj. Diky tomu vznikne mezi deskami ¢asové pro-
meénné elektrické pole, které je zdrojem magnetického pole v okoli desek. Vzdaleny
pozorovatel z magnetického pole nepozna, Ze je obvod prerusen deskami kondenzatoru.

2.1.5 Uplnost soustavy

Cela sada Maxwellovych rovnic piedstavuje matematicky popis vysledkli experimentt
(magnetostatiky, Coulombova zakona, Ampérova zakona, Faradayova zakona elektro-
magnetické indukce). Jde tedy o zobecnénou zkusenost ziskanou za desitky let experi-
mentd s elektrickymi a magnetickymi déji. James Clerk Maxwell psal svou soustavu ve
slozkach a, jak jsme se uz zminili, pouzival kvaternionovy fomalizmus, takze je v pt-
vodnim zapise Maxwellova soustava pro dnesniho Ctenafe jen obtizné Citelna. Pro nase
ucely nas bude zajimat diferencialni podoba rovnic. SepiSme vSechny obdrZené rovnice
do jednoho celku:

| 2 divB =0, (2.46)
| 2 divD = Po s (2.47)
| 2 rotE = —a—B, (2.48)
ot
oD
| rotH=j,+—. 2.49
Jo Y ( )

Nema zadny vétsi smysl diskutovat, jak rovnice fadit. Vzdy najdeme dtvody, pro praveé
zvolena dvojice k sobé patii: Prvni dvé rovnice jsou testy na zdroje poli, druhé dvé na
viry poli. Navic druhé dvé rovnice v sobé obsahuji ¢asové derivace, tedy jde o rovnice
pro Casovy vyvoj poli. MiiZzeme ale seskupit rovnice jinak: prvni s tfeti neobsahuji
zdroje poli, druhd a ¢tvrtd obsahuji zdroje poli (hustotu a tok naboje). Nebo miizeme
také tvrdit, ze k sob¢ patii prvni a ¢tvrtd rovnice — jde o rovnice pro magnetické pole,
a druha se tfeti — jde o rovnice pro elektrické pole.

At uZ rovnice seskupime jakkoli, na jejich vstupu je Ctvefice py a jo popisujici
rozlozeni a pohyb naboji. Na vystupu jsou elektricka a magneticka pole E, D, H, B. Na
prvni pohled zde néco nehraje. Mame 12 neznamych (potiebujeme urcit ctvetici vekto-
rt) a k dispozici mame jen 8 rovnic (dvé skalarni a dvé vektorové). K Gispésnému feseni
je tfeba doplnit informace o tom, jak dana latka reaguje na pfilozena elektricka a mag-
neticka pole, tedy vztahy mezi obéma elektrickymi a obéma magnetickymi vektory:

> D=¢gE +P(E); (2.50)
> H=£—M(B). (2.51)
Ho

Vektor polarizace P a vektor magnetizace M popisuji, jak latka na pfilozend pole zarea-
guje, tj. zda a v jakém mnozstvi se vytvoii elektrické a magnetické dipdly. Tyto tzv.
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materialové vztahy muzeme ziskat bud’ experimentalné, nebo pro konkrétna latku teore-
tickym vypoctem procest, které se v latce odehravaji. PovSimnéte si, ze uzavorkovani
obou vztahd je z historickych divodl rizné. Oba vztahy jsou vétSinou silné nelinearni,
polarizace a magnetizace byva slozitou funkci intenzit poli E a H. Latka si dokonce
miZze ,,pamatovat historii“ a vztahy mohou byt ovlivnény minulosti systému. Vzpo-
mente si napiiklad na hysterezni smycku magneticky aktivnich latek. Jen pro velmi
slaba pole lze oba vztahy Taylorovsky rozvinout a dostat linearni zavislost mezi vektory
DakE,resp. BaH.

Materialové vztahy pfinasi dalSich Sest rovnic do Maxwellovy soustavy, celkovy
pocet rovnic tedy vzroste na 14. Vzhledem k tomu, ze mame 12 neznamych, musi byt
v soustavé dvé rovnice nadbytecné. Ukazme nyni, Ze prvni dvé rovnice pro divergence
hledanych poli jsou ve skutecnosti jen pocatecnimi podminkami pro druhé dvé rovnice,
které fesi Casovy vyvoj poli. Aplikujme na tfeti rovnici soustavy (2.48) operaci diver-
gence:

oB d

0=-div— = —divB=0 = divB = f(r).
ot ot

Vidime, Ze z Faradayova indukéniho zakona plyne, Ze div B nesmi byt funkei ¢asu, ale
pouze funkci prostorovych proménnych. Hodnota div B je tedy stale stejnd, jako byla na
pocatku. Rovnice div B =0 tika, ze tato funkce byla na poc¢atku nulova a jde o poca-
te¢ni podminku k rovnici (2.48). Obdobné je tomu s druhou rovnici. Aplikujme operaci
divergence na Ampérav zakon (2.49):

0=divj, +diV(—2)—]t).

Prvni ¢len na pravé strané vyjadiime ze zakona zachovéani naboje (2.7):

dpp . 9D ) . :
0= —a—tQ+d1v§ = E(_pQ +d1VD) =0 = divD-p,=g(r).
Kombinace div D — py je pouze prostorovou funkci a nezavisi na case. Rovnice (2.47)
jen fika, Ze tato funkce je nulova a byla tedy nulova i na po¢atku. Rovnice (2.47) ma
tedy charakter pocateéni podminky k Ampérovu zakonu. Ve vysledku mame tedy Sest
rovnic pro ¢asovy vyvoj poli (2.48), (2.49) a Sest materialovych vztaht, tedy 12 rovnic
pro 12 neznamych.

2.1.6 Materialové vztahy

V predchozi kapitole jsme ukézali, ze Maxwellovy rovnice je nutné doplnit materialo-
vymi vztahy popisujicimi reakci latky na pfilozena pole

D=¢E +P(E); (2.52)
H="2_m®). (2.53)
Ho

Pole E, B jsou doplnéna o reakce materialu P(E) a M(B). Je to cena za to, aby jako
zdrojové ¢leny v Maxwellovych rovnicich vystupovaly jen vodivostni proudy a volné
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naboje. Nova pole se zapoctenym vlivem reakce latky oznacujeme D, H. Pole E, H
nazyvame intenzity, pole D, B nazyvame indukce.

Reakci prostfedi P(E) a M(B) mtzeme v nékterych vyjimeénych piipadech vypoci-
tat teoreticky. Ukazeme si to pozd€ji na piikladu elektromagnetické viny prochézejici
plazmatem. Elektrony za¢nou vlivem viny kmitat, ¢imz vznikne objemova hustota elek-
trického dipdlového momentu (nenulova polarizace prostfedi). Ve vétsing piipadd se
reakce latky na pfiloZzena pole urCuje experimentalné. Zavislosti P(E) a M(B) jsou
zpravidla silné nelinearni, v nékterych pfipadech dokonce nezavisi jen na aktualné pfi-
lozenych polich, ale také na pfedchozi historii materialu. Do této kategorie jevi spadaji
naptiklad rzna zbytkova pole, ktera jsou diisledkem ptisobeni poli na latku v minulosti.
V takovém pripad¢é nezavisi polarizace a magnetizace jen na okamzitych hodnotach
poli, ale také na jejich casovych zménach, tj.

P=P(E. E EE,..), (2.54)
M=M(B,B,B,B,..). (2.55)

Predpokladejme pro jednoduchost pouze linedrni odezvu materialu v celé historii a jed-
norozmérny piipad

t
M= [ K@t-1)B()dr . (2.56)

Funkce K urcuje, jak moc do minulosti si material pamatuje expozici polem. Proved'me
substituci 7= ¢ — t', parametr 7 je Cas, ktery uplynul od minulosti do soucasnosti:

= [K(@B(-7)dr. (2.57)
0
Nyni provedeme Taylorv rozvoj
PG 2
B(t—7)= Z () ) = B(r)- r%ﬂ?i—zi (2.58)

Po dosazeni do integrace (2.57) je jasné, Ze magnetizace bude mit tvar
M(t) = ¢, B(t)+c, B(t) +c3B(t) + -+ (2.59)

Pokud si latka pamatuje historii, je i v linedrnim piipad¢ magnetizace funkci nejen pole,
ale 1 jeho ¢asovych derivaci. Koeficienty ¢, jsou vysledky jednotlivych integraci ptes .

k ok ok

Zabyvejme se dale jednoduchou latkou, ktera si historii nepamatuje, tj. P = P(E). Pro
slaba pole lze odezvu systému povazovat za linearni a provést Taylortiv rozvoj vektoru
polarizace do prvniho fadu (pouzivame sumacni konvenci):

oF,
p=2kE ek, E 2.60
% 3F, | =&k £ (2.60)
P,
> zck,—ia—k (2.61)

& 0E,
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Prislusna matice koeficientl «y, se nazyva tenzor elektrické susceptibility. Permitivita
vakua v definici zajistuje bezrozmeérnost susceptibility. Vektorove lze psat

P=¢ x-E. (2.62)

Vztah mezi indukci a intenzitou D = gE + P v limité slabych poli dava
Dy =g By &y =8(0 + k), (2.63)
> D=§-E; &=¢g(1+k). (2.64)

Matice ¢ se nazyva tenzor permitivity. Pole D a E nemusi mifit ve stejném sméru. Ve
statistické fyzice se dokazuje, Ze tenzory permitivity a susceptibility musi byt symet-
rické. V homogennim izotropnim prostiedi je matice susceptibility dokonce diagonalni
a vSechny prvky na diagonale jsou stejné. V limité slabych poli plati v tomto piipadé
jednoduchy vztah

D=¢E. (2.65)

V magnetickém poli je situace obdobna. Defini¢ni vztah intenzity magnetického pole
(2.53) ptepiseme do tvaru
B=y,[H+MMH)]. (2.66)

Magnetizaci jsme zapsali jako funkci pole H (aby na pravé stran¢ vystupovalo jen jedno
z poli). To samoziejme¢ mizeme, obé pole jsou pieveditelna defininim vztahem (2.53).
Pro slaba pole Ize odezvu systému povazovat za linearni a provést Tayloriv rozvoj
vektoru magnetizace do prvniho fadu:

oM

M,=—*H =y H; 2.67
k 3, 1= Xk Hy (2.67)
M,
| 2 =—*" 2.68
Xl 3, (2.68)

Prislusna matice koeficientli se nazyva tenzor magnetické susceptibility. Vektorove lze
psat

M=%-H. (2.69)

Vztah mezi indukci a intenzitou dava v limit¢ slabych poli
By=umy Hys ey = Mo (O + Xt - (2.70)
> B=ji-H; fi=p(1+%). (2.71)

Matice yy; se nazyva tenzor permeability. Pole B a H nemusi mifit ve stejném sméru.
Tenzory susceptibility a permeability musi byt symetrické. V homogennim izotropnim
prostiedi je matice susceptibility dokonce diagonalni a v§echny prvky na diagonale jsou

vvvvv

B=uH. 2.72)

Tenzory elektrické a magnetické susceptibility jsou jakymsi ukazatelem fazového pie-
chodu, v jehoZ oblasti maji charakteristické piky v zavislosti na néjakém parametru.
Shriime nyni vysledky linearniho pfiblizeni do piehledné tabulky:
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Elektrické pole Magnetické pole
D=¢,E +P(E) B = 4y [H + M(H)]
P=¢g k- E M=%-H
_ 1 dR, oM,
kl = gﬁ A = 8_H,
D=§£€-E B=[-H
Esgo(iﬂ‘é) ﬁzﬂo(iﬂi)

V silnych polich takové rozvoje neplati a je tfeba uvazovat obecné vztahy (2.52) a (2.53).

2.1.7 Podminky na rozhrani

Elektricka a magneticka pole nezfidka prochazeji rozhranimi, na nichz méni sviij smér.
Tato zména sméru ma sva pravidla vyplyvajici z Maxwellovych rovnic v integralnim
tvaru. Podle nasledujiciho obrazku budeme rovnice s divergencemi integrovat v okoli
rozhrani dvou prostedi I a II pfes valecek s objemem V a hranici S. Pokud chceme znat
podminky na rozhrani, musime limitn€ snizovat vysku valecku /4 k nule. Na tvaru pod-
stavy valce nezalezi.

II IT

Obr. 2.9: Podminky na rozhrani dvou prostredi

Vyzkousejme si to nejprve na Gaussove vété magnetostatiky:
dvB=0 = [[[dvBdr=0 = ) B-mds=0.
v S=aV

Integrace probiha pies plochu ohranicujici valec. Pokud zacneme jeho vysku sniZovat,
zbude jen integrace pfes horni a dolni podstavu. Vnéjsi normala bude na téchto podsta-
vach mifit opa¢nym smérem:

Predpokladejme, Ze normala k rozhrani n miii napf. nahoru, potom je ny =n, n; = —n:
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> BnH =B, = 0, (2.73)

tedy normalova slozka magnetické indukce se na rozhrani vzdy zachovava (viz obrazek
nalevo). Proved’me stejnou tivahu pro druhou divergentni rovnici:

divd=p, = [[[dvDdr=([[pydr = ¢p @-mds=[[[p,dr.
V V S=aV V

Na levé strané budeme postupovat stejné, tj. budeme limitné snizovat vysku valecku, az
dostaneme rozdil normalovych slozek indukce elektrického pole. Na pravé strané je
nyni situace ponékud odlisna. Pokud je ve valecku jen prostorovy naboj, dostaneme pti
integraci napravo nulu (objem valce se limitn€ blizi k nule) a normalové slozky indukce
elektrického pole budou spojité — stejn€, jako je tomu u magnetického pole. Jiny vysle-
dek obdrzime, pokud je na rozhrani lokalizovany plo$ny néboj:

: _AQ
(DnII _DnI)SO = ]}gno,DQV = }%E)r%)ﬂSoh =A0.

Po prevedeni plochy z levé na pravou stranu vidime, Ze plati

> DHH _DnI =0. (274)
V piipad¢, Ze rozhrani obsahuje plosny naboj, bude se ménit normalova slozka indukce
elektrického pole skokem. Pokud na rozhrani naboj neni, bude spojita. Analyzujme nyni
Faradaytiv induk¢ni zakon. Provedeme integraci pies obdélnik dle obrazku napravo:

B

ot

otE=-28 ”(rotE)-dS=—”a—B-dS N SﬁE-dl:—ja—-ds.
J s Sat y=0S N

Pii limitnim snizovani vysky obdélniku se bude integral napravo blizit nule (plocha,
pres kterou se integruje, vymizi). Nalevo z ohranicujici kiivky zistanou po limitnim
prechodu jen ¢asti rovnobézné s rozhranim:

EH ‘tH 10 +EI tIIO = 0 N
kde t je te¢ny vektor k rozhrani mifici ve sméru integracni kiivky. Vzhledem k tomu, ze
plati t; = t, t; = —t, dostavame vztah
tedy te¢na slozka intenzity elektrického pole je na rozhrani vzdy spojita (viz prava ¢ast

obrazku). Zbyva nam posledni z Maxwellovych rovnic — Ampériv zakon. Opét prove-
deme integraci ptes obdélnik v pravé ¢asti obrazku:

. d . o)
rotH=]Q+a—]t) = j!(rotH)-dS:ij,Q-ds+ga—]t)-ds =

¢ H-dl:”jQ-dS+Ha—D~dS.
y=0S s s ot

Integral nalevo pfi limitnim pfechodu pijde k rozdilu te¢nych slozek nasobenych dél-
kou kiivky podél rozhrani. Oba integraly napravo budou v pfipad€ prostorovych proudi
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nulové (integracni plocha se limitné blizi k nule. V takovém piipadé budou tecné slozky
intenzity magnetického pole spojité tak, jak tomu bylo u intenzity elektrického pole.
Pokud ale v plose rozhrani potece elektricky proud (plosny proud), bude situace jina:

(th —Hﬂ)lo :}}E)I})JQS :]}l_rﬂ)lo_hloh =Al.

Po ptevedeni délky kiivky z levé strany na pravou mame

> Hy—H, =i. (2.76)

V ptipad¢€, ze rozhrani obsahuje tekouci proudy, bude se ménit te€néd slozka intenzity
magnetického pole skokem. Velikost skoku bude rovna proudu tekoucimu rozhranim
vztazenému na jednotku délky. Pokud v rozhrani proudy netecou, bude tecna slozka
intenzity magnetického pole spojitd. Uved'me na zavér vSechny podminky na rozhrani
v jednom jediném vztahu:

B,y —B, =0,
D w—D, =0,
> nll nl (277)
En-E;=0,
Hiyn—Hy =i

Bez plosnych proudd a naboju se zachovavaji normalové slozky indukci B, D a tecné
slozky intenzit E, H. V pfipadé ploSnych néboji a proudii v rozhrani se méni skokem
indukce elektrického pole a intenzita magnetického pole (ty veliCiny, které v sobé zahr-
nuji reakei latky na ptilozena pole.

¢ Priklad 2.1: Pole v dutiné

Obr. 2.10: Pole v dutiné

Elektrické pole ovliviiuje dielektrikum, v némz jsou vyfiznuty tfi dutiny. Prvni dutina
(A) mifi dominantné ve sméru pole. Do dutiny prosakuje tecna slozka elektrického pole,
ktera je za vSech okolnosti spojita, proto bude v dutiné A stejné pole jako v okolnim
dielektriku:

E, =E. (2.78)

Dutina B je orientovana dominantné kolmo na pole, tj. do dutiny prosakuje normalova
slozka elektrického pole. Ta je ale nespojita a ma skok. Spojité jsou naopak normalové
slozky elektrické indukce D =¢gE + P (pokud by na povrchu dutiny byla nenulova
plosna hustota naboje, bude mit skok i elektricka indukce). Polarizace v dielektriku je
nenulova, v duting nulova, proto plati:
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P
Ez=E+—. (2.79)
£
Nejslozitéjsi je ptiklad kulové dutiny, kdy musime v kazdém misté povrchu rozlozit
pole na normalovou a kolmou ¢ast a poté vSechny prispévky secist. Pokud si date tu
praci, dostanete

P
Ec=E+—. (2.80)
3&

oo000000000000000000000000o
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2.2 Elektrostatika

Pii proménnych polich jsou elektrické a magnetické d&je provazané. Casové proménna
magneticka pole generuji pole elektricka a naopak. V této kapitole budeme predpokla-
dat, ze pole jsou ¢asové neproménna a jde o nevodivé prostredi (dielektrikum), kterym
neteCe zadny elektricky proud. V takovém ptipad¢ budou elektrické déje v Maxwellové
soustave popisovat pouze rovnice

divD=p,, (2.81)

rotE=0. (2.82)

Vidime, ze elektrické déje se staly nezavislymi na magnetickych. Navic budeme v této
kapitole predpokladat, ze latka, v niz dé&je probihaji (dielektrikum), nema pamét, tj.
reakce latky zavisi jen na momentalné ptiloZzeném poli. Dale budeme predpokladat
homogenni a izotropni latku, tj. nejjednodussi mozny materialovy vztah

D=¢E (2.83)

2.2.1 Poissonova rovnice a jeji reSeni

Konzervativnost elektrického pole

Rovnice (2.82) tika, ze elektrické pole ve staciondrnim pfipad¢ nevytvaii zadné viry.
Jeho rotace je nulova. Po integraci pies libovolnou plochu dostaneme ze Stokesovy véty
pro ohranicujici kfivku vztah

Sf’ E-d1=0. (2.84)
y=0S

Je to jen jiné vyjadieni nevirovosti pole. Nenulovou hodnotu cirkulace pole miize mit
jen pole ve tvaru viru. Nevirova pole nazyvame konzervativni. V elektrostatice je elek-
trické pole konzervativnim polem. Pokud rovnici (2.84) vynasobime nabojem, objevi se
nalevo integral ze sily ptisobici na ¢astici v elektrickém poli:

Sf’ F-dl=0. (2.85)
y=0S

Kfiivkovy integral ze sily je vykonana prace. Ta je u konzervativniho pole pro uzavie-
nou ktivku vzdy nulova. Silu konzervativniho pole je mozné zapsat jako zaporné vzaty
gradient potencialni energie. Obdobn¢ Ize elektrické pole spliiujici rovnici (2.82) vzdy
zapsat jako

> E=-Vg. (2.86)

Veli¢inu ¢ nazyvame potencidlem elektrického pole. Znaménko minus zajistuje, aby se
¢astice pohybovaly do minima potencidlni energie, nikoli do maxima. Snadno ovétime,
ze rovnice (2.82) je automaticky splnéna (rotace z gradientu je vzdy nulova). Funkce ¢
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bude vzdy existovat, rovnice (2.86) je jednoduchd parcialni diferencialni rovnice, ktera
ma vzdy feSeni. To znamena, Ze k popisu elektrostatického pole postaci jedina skalarni
funkce. Z ni jsme vzdy pomoci vztahu (2.86) schopni dané elektrické pole vygenerovat.
Skalarni potencial neni uréen jednoznacné. K jednomu elektrickému poli miize existo-
vat vice potenciali. Ze vztahu (2.86) je jasné, ze napiiklad dva potencialy liSici se
o konstantu daji stejné elektrické pole. Volnost ve volbé potencialu k danému poli je ale
mnohem §ir§i a budeme se ji podrobné&ji zabyvat az v nestacionarnim pfipad¢.

Poissonova rovnice

Rovnice (2.81) vyjadiuje, ze zdrojem elektrického pole jsou elektrické naboje. Preved'-
me indukei elektrického pole na intenzitu a tu na potencial pole:

divD = p, = diveE = py =

dive(-Vg)=p, =  div(Vg)= —'Z—Q.
0

Pokud si uvédomime, ze divergence z gradientu je Laplacetv operator, dostdvame zak-
ladni rovnici elektrostatiky (tzv. Poissonovu rovnici)

> Ag = _Po . (2.87)
€

Uvedené odvozeni samoziejmé plati jen pro stacionarni pfipad, linearni vztah mezi

indukci a intenzitou elektrického pole a homogenni izotropni prostfedi, v némz je per-

mitivita konstantni. V prvnim kroku nalezneme pro zadané rozlozeni naboji feSeni

Poissonovy rovnice pro potencidl. V druhém kroku pfevedeme pomoci vztahu (2.86)

potencial na elektrické pole.

Greenova funkce Laplaceova operatoru

Pro bodovy naboj umistény v pocatku soufadnicové soustavy je potencial elektrického
pole
| 2 o(r) = Q2 . (2.88)
4rer
Z této skalarni funkce snadno vygenerujeme vsechny tii slozky elektrického pole v oko-
li bodového naboje. Pti derivovani se hodi znamy vztah
KNS (2.89)
ox, 1

: . % ’ ~ 2 2 2\1/2 Py ™ v
Snadno ho odvodime, pokud si uvédomime, Ze r = (x* + y* + z°)"*. Nyni jiz ukazeme, Ze

potencial (2.88) je vhodnym potencidlem pro bodovy naboj:

Fe-20. D[ 0. 00 . 04,

ox;, ox; \ 4ner dzeox,  4medr ox,

=_£(_r—z)x7k=4Lx_k

4re rer’t v
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coz je spravny vztah pro intenzitu elektrického pole, kterou Ize vektorové zapsat

E= 475 —e, . (2.90)
r

Povsimnéte si, Ze potencial bodového naboje je funkci 1/, zatimco intenzita pole ma
velikost tmérnou 1/72. Pokud Gastice nesidli v po¢atku, ale v misté r’ (¢arkou budeme
vzdy oznacovat polohy zdroji poli, symbolem bez ¢arky polohu pozorovatele), bude
mit v misté r, kde sidli pozorovatel, potencial hodnotu

P(r) = Q (2.91)

4re|

Obr. 2.11: Poloha naboje a pozorovatele

Ve jmenovateli figuruje, stejné jako pfedtim, vzdalenost naboje od pozorovatele (mista
méfeni pole). Potencial bodového naboje, jehoz hustota ndboje je déana distribuci
po = 0 do(r—r'), musi splilovat Poissonovu rovnici, tj. bude platit

A( 0 JZ_Q5(r—r’)

4re|r -1 £

Jednoduchou upravou osamostatnime na pravé stran¢ Diracovu distribuci:

A[_;
47z| r—r’

Reseni Poissonovy rovnice s Diracovym impulzem na pravé strané je ale Greenova
funkce pfislusného operatoru, v tomto ptipadé Laplaceova operatoru v tfirozmérném
neomezeném prostoru:

j: o(r—r’).

1

> G(r,r')= T4l

(2.92)

Greenova funkce se nam bude hodit pii konstrukci feseni Poissonovy rovnice elektro-
statiky pro zcela obecné rozloZeni naboju v prostoru.

Obecné i‘eSeni Poissonovy rovnice

Obecné feSeni Poissonovy rovnice Ag = —py/e je konvoluci Greenovy funkce s pravou

stranou, tj.
¢=G!(—p—QJ:IG(r,r')( Polr )jd3' tj.
£
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pQ( ) d3l'/.

2.93
47rg| (293)

> or=[——

Jde o feseni Poissonovy rovnice pro zcela obecné rozlozeni naboji. Objemové integraly
budeme nadale zapisovat s jedinym integracnim symbolem. Néasobnost integrace je
patrna z exponentu v diferencialu. Vektor r je mistem pozorovatele ¢i detektoru pole,
vektor r', pfes ktery integrujeme, probiha jednotlivé naboje. Uvedeny vysledek miiZzeme
dostat i jednoduchou fyzikalni avahou. Pfedstavme si, Ze ze spojité rozloZenych nabojt
vyfizneme maly objemovy element dle obrazku:

Obr. 2.12: Poloha elementu naboje a pozorovatele

Uvedeny element pfispéje k potenciadlu v misté pozorovatele podle vztahu (2.91)

AQ  po(X)AV

2.94
47zg|r r| 47zg|r r| 2:54)

Element naboje budeme nyni povazovat za infinitezimalni a celkovy potencial ur¢ime
jako integraci pres vSechny takové elementy:

r
pQ( ) d3l‘,.
47r€|

o) = [———

Vysledek je stejny jako pfi pouziti Greenovy funkce. Ziskany vztah plati pro stacionarni
pfipad aje uZiteény v elektrostatice. Pokud by se néboje pohybovaly, bude se signal Sifit

vvvvvv

2.2.2 Zajimavé priklady

V nékterych konkrétnich ptipadech Ize ziskat feSeni Poissonovy rovnice riznymi triky.
Nékteré z nich si nyni ukédzeme.

Sit’ nabitych vodici
Predstavme si sit’ rovnomérné rozlozenych nabitych vodict podle obr. 2.13. Buzené
elektrické pole bude sou¢tem jednotlivych Fourierovych komponent:

o= 6= 4, <y>cos( j (2.95)

n=0 n=0

Dosazenim jedné Fourierovy komponenty do Laplaceovy rovnice (Poissonova rovnice
ve vakuu, tj. bez pravé strany) ziskame obycCejnou diferencidlni rovnici pro amplitudy

potencialu 4,(y):

d%4 :

: b _(_2””) 4,=0 (2.96)
ly a




2.2 Elektrostatika 123

Obr. 2.13: Sit nabitych vodi¢u v roviné

Reseni rovnice (2.96) je jednoduché:

Vs n=0,

4,(y) = { (2.97)

¢, exp[—2znylal; n=123...

Vsechna harmonicka feSeni pro n > 1 jsou jiz ve vzdalenosti n¢kolika a silné utlumena.
Nejpomaleji klesa zékladni méd s n=1. Pro y>a se pole chova s dosti dobrou pfes-
nosti jako homogenni pole predstavované ¢lenem »n = 0. Sit’ z vodici stini stejné dobie
jako kovova rovina. Ve velké vzdalenosti se uplatni jedina slozka

¢O =Coy =_Ey’
(2.98)

E,=-V¢, =(0,E,0).

Obr. 2.14: Potencial a intenzita soustavy nabitych vodi¢d

Vzhledem k tomu, Ze intenzita elektrického pole je gradientem potencialu, mifi elektric-
ké pole (a tedy i siloc¢ary) vzdy kolmo na ekvipotencialy.

Dvojrozmérné zdroje - komplexni proménna

V tomto piikladé se zaméfime na dvojrozmérny problém. V néjaké rovin€ jsou rozmis-
tény plosné nabité elektrody a nasim ukolem je nalézt jimi generované elektrické pole.
Pfi hledani poli Ize s ispéchem vyuzit komplexni funkci komplexni proménné:

f(z): C->C,;

f(@)=U(x,y)+iV(x, ).

Funkce U a V predstavuji redlnou a imaginarni ¢ast komplexni funkce komplexni pro-
meénné. Derivace komplexni funkce podle z=x + iy nesmi zaviset na cesté, tedy deri-
vace podle x musi dat stejny vysledek jako podle iy:

(2.99)
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9 w+ivy="w+ir). (2.100)
ox diy

Oddélenim redlné a imaginarni ¢asti dostdvame tzv. Cauchyho-Riemannovy (CR) pod-

minky (viz prvni dil ,,Vybranych kapitol, kapitola 1.3.2.5):
8_U:8_V; 8_U:_8_V. (2.101)
dx Jdy dy ox

Dal$im derivovanim Cauchyho-Riemannovych podminek zjistime, ze jak realna, tak
imaginarni ¢ast komplexni funkce spliuje Laplaceovu rovnici:

AU =0; AV =0. (2.102)
Funkce U i V tedy mohou poslouzit jako potencial elektrického pole. Vyuzijeme-li na-
priklad realnou ¢ast, budou kiivky
U(x,y)=0 (2.103)
definovat ekvipotencialy. V takovém ptipad¢ budou kiivky definované druhou z funkci
V(x,y)=0 (2.104)
kolmé na ptedchozi sadu (plyne okamzité¢ z CR podminek) a budou tedy predstavovat
silocary elektrického pole. Jedina komplexni funkce komplexni proménné tak v dvoj-

rozmérném piipadé umozni popsat jak ekvipotencialy, tak silocary elektrického pole
v okoli elektrod.

7 vz

Koloidni castice v elektrolytu - Debyeova vzdalenost

ionty elektrolytu
(napfiklad K7, CI7)

e koloidni
Castice

Obr. 2.15: Koloidni ¢astice v elektrolytu

Pokud budeme sledovat pribéh potencialu v okoli koloidni ¢astice, bude ovlivnén ostat-
nimi nabitymi Casticemi — ionty v okoli. Neni-li plazma daleko od termodynamické
rovnovahy, pfesunou se k vybranému zdroji ¢astice opacné polarity a budou ho stinit.
Vysledkem je exponencialni tbytek pole naseho zdroje s charakteristickou vzdalenosti
Ap, na které potencial i pole poklesne na 1/e hodnoty dané Coulombovym zakonem.
Tato vzdalenost se nazyva Debyeova stinici vzdadlenost a je pojmenovana podle holand-
ského fyzika a chemika Petera Debyeho (1884—-1966). Elektricky potencial ¢(r) koli
zdroje uréime z Poissonovy rovnice:
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Budeme pro jednoduchost predpokladat, Ze kladné a zaporné ionty maji stejny naboj
a ze je jejich koncentrace dana Boltzmannovym statistickym rozdélenim:

—_ O, +0 n_ —_ +0n, —On_

Ag =
€ €o
A¢= —gi{JrQno exp(——Qk{[j(;) J —0Ony, exp[+—Qk¢(;) H
0 B B

Neni-li systém daleko od termodynamické rovnovahy, provedeme Taylortiv rozvoj ex-
ponencial do prvniho fadu. Nulté ¢leny se odectou (roztok je neutralni) a zbytek da:

20%n,
 gokgT

Ap=0¢; o

Rovnici budeme fesit ve sférickych souradnicich se stfedem v koloidni ¢astici:

2 2
L stz = Yooy woyzrer) o=
r dr dr

Ja

p()=C el eV o =Sl S
r r

Vzhledem k tomu, Ze potencial bodového zdroje nemiize divergovat v nekonecné vzda-
lenosti, je C; = 0. Konstantu C, urcime tak, aby potencial v limit€ malé vzdalenosti od
zdroje presel v klasicky Coulombiiv potencial zdroje s nabojem Qy:

r

> o) =—2_¢ M. 4 ‘EO"—ZBT (2.105)
4reyr 20%n,

Tonty odstinuji koloidni ¢astici od okoli i od ostatnich castic na charakteristické vzdale-
nosti Ap (Debyeové délce). Pokud pridame do roztoku stl, zvysi se koncentrace iontl
a snizi Debyeova vzdalenost. Koliodni ¢astice jsou lépe stinény, a mohou se tim padem
snaze srazet a vytvaret vétsi celky. Proto se pfi pridani soli koloid miize vysrazet.

Pole hrotu
Predstavme si kovovy (vodivy) prvek s dvéma konci, které maji rizna zakfiveni.

Obr. 2.16: Pole hrotu
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Potencialy na povrchu koncovych ¢asti budou pfiblizné

o 0,

C4me,R,” 7 Ame,R,

& (2.106)

Vzhledem k tomu, Ze jde o vodic, je vSe vodive spojené a na celém povrchu bude jediny
potencial (jinak by se naboje pfesouvaly tak dlouho, az by se potencialy riznych ¢asti
vodice vyrovnaly):

o_0

= 2.107
R R, (2.107)

¢ =0

Ve vodi¢i jsou odpuzujici se naboje stejné polarity vytlateny na povrch. Intenzita elek-
trického pole u povrchu je imeérna plosné hustoté naboje:

E _Q /4nR} B O\R;

E~o - 2 2
Ey Q,/47R;  OyR

Nyni za podil ndbojt dosadime z (2.107) a mame

E, R
.8 o g 1 (2.108)
E, R, R

Intenzita elektrického pole u povrchu vodice je nepiimo tmérna poloméru zakiiveni

oblasti. V blizkosti hrotl je pole proto extrémné veliké a vznikaji zde rizné vyboje
(koronovy, Eliastv ohen atd.

2.2.3 Energie elektrického pole

Uz vime, ze intenzita elektrického pole a jeho potencial spolu souvisi vztahem
E=-V¢
Pokud do elektrického pole umistime ¢astici s nabojem Q, bude na ni ptsobit sila
F=QE=-V(09)

Vzhledem k tomu, Ze elektrostatické pole je konzervativni, tj. sila je zaporn€¢ vzatym
gradientem potencidlni energie, musi pro potencialni energii platit

W,=0¢.
Silu ptisobici na ¢astici miizeme tedy zjistit tak, ze elektrické pole vynasobime nabojem
castice, energii Castice zjistime tak, Ze vynasobime nabojem castice potencial:

F=0E;

> W, =00, (2.109)

Urceme nyni energii ¢astice a v poli Castice b:

Ui =00 - GO (2.110)

dre, | r, —rb|
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U soustavy ¢astic secteme takové vyrazy pro vsechny mozné dvojice ¢astic a, b. Tim ale
energii kazdé dvojice zapocteme dvakrat (Napiiklad jako W3; a Wo3). Z vysledného
sou¢tu musime proto pouzit jen polovinu, nebot’ vSechny ¢leny jsou dvakrat. A samo-
ziejmé musime vyloucit ptipady, kdy by ¢astice tvofily par samy se sebou, tedy poza-
dovat a # b:

Qa Qb
2.111
Z 2 Ay |x, — 1| ( )

a;éb
Sumu nyni rozdélime:

Oy

0,y ———— (2.112)
g“ a% 4re, | r, —rb|

Vnitini suma je soucet potencialil vSech Castic v misté r,, tedy celkovy potencial gene-
rovany vSemi ¢asticemi v misté ¢astice a:

1
U=22.0,0,). (2.113)
a
Pokud bude rozlozeni néboje spojité, ptejde vyraz v intergral

U=%j po(®)pr)d’r . (2.114)
4

Integracni proménnou bychom mohli oznacit r’, ale je to zbyte¢né, ve vztahu nefiguruji
dva rizné vektory (pozorovatel, zdroj pole), ale jen jeden jediny. Spocetli jsme celko-
vou energii vSech nabitych castic. Tyto Castice ale na sebe pisobi elektrickymi poli,
pomoci nichz také mtizeme energii zapsat. Vyrazy typu (2.111), (2.114) jasné energii
vztahuji k jednotlivym casticim. Pokud ale disledné prepiSeme vztah do poli, mize byt
energie deponovana i mimo oblast nenulového néboje. Pole jsou totiz nenulova i ve
vakuu. Tim ziskava pole charakter realné entity, ktera je nositelem (a doslova ptrenase-
¢em) energie. K prepisu do poli postaci vyjadfit hustotu naboje z Maxwellovy rovnice
divD =pg:

I
=Ej¢dwnd3r. (2.115)

Nyni vyuzijeme integraci per partes ve tfech dimenzich (viz kapitola 1.3.6.3 v prvnim
dile ,,Vybranych kapitol*)

=— j ¢(aka>d3r——— j @D, v+ § Dy dS
S=adV

Prvni integral I1ze upravit pomoci elektrického pole (£, =—0, ¢). Druhy integral je pies
hranici. Potencial klesa se vzdalenosti od zdroju jako 1/r, indukce elektrického pole jako
1/#%, integrand tedy kles4 se vzdalenosti od zdroji poli jako 1/7°. Pokud povedeme inte-
gracni plochu dosti daleko od zdrojti, idealn€¢ v nekonecnu, bude ptispévek posledniho
integralu nulovy a celkova energie vyjde:

_1 3
U—EIE~Dd r. (2.116)
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Hustota energie elektromagnetického pole (energie vztazena na objem, jednotkou v SI
je J/m’) je integrovana proménna, tedy polovina skalarniho sou¢inu obou elektrickych
vektor(:

> u=E-D/2. (2.117)

Stejny vztah se odvozuje v zékladnich kurzech fyziky pro kondenzator. Hustota energie
pole v kondenzatoru je opét E-D/2.

2.2.4 Multipolovy rozvoj

Predpokladejme, Ze zdroje poli jsou lokalizované, tvori n€jaky shluk ¢astic v oblasti, do
niz umistime pocatek soutadnicové soustavy:

P(x,y,2)

\ 4

Obr. 2.17: Lokalizované ¢astice a vzdaleny pozorovatel

Kazdy z néboji ma polohovy vektor r,, rychlostni vektor v,, hmotnost m, a naboj Q,.
Pozorovatel je ve velké vzdalenosti od zdroje poli a ma polohu r. Hustota naboje bude

pQ(l',)ZZQaé(l',—l'a), (2118)

Potencial elektrického pole bude mit v tomto pﬁpadé jednoduché vyjadreni

o) S

a

(2.119)

471'80 |r r|

Pole pozorujeme ve vzdaleném misté r, plati » >> r,, takze mizeme provést Taylorav
rozvoj pro argument r a prirtstek r,:

2
;=l_x]£a)i(l}rix](ca)xl(a)a_(lji... (2.120)
|r-r,| ox, \r) 2! 0x;,0x;

Nyni provedeme derivace (pfi derivovani vyuzijeme Or/Ox; = x;/r)

2
1 1 (a) xk 1 (a) (a) 3xkxl_r 5](1
e T A g
- r r : r

+ o 2.121)

Odvozeny rozvoj dosadime do vztahu (2.119) pro potencial a ze sumace vytkneme
veliCiny, pies které se nescita:

1 X 3x,x, — 15,
>0, + —E5Y oY + LK ’dZQ XD 4 (2.122)
Areyr 7 Areyr 87y r

¢=
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V poslednim vypsaném ¢lenu rozvoje skalarniho potencidlu 1ze vyraz v sumaci upravit
do obdobného tvaru, jaky ma vyraz pred sumaci:

3xpx; —r 5kle x(u) (a) 3xpx —r 5k1 ZQ (3 (a) (u))
87y 24me” G
(2.123)

3xkxl r 5]{[ ZQ (3x(a) (a) _r2§k )
247&90}" a

Odectenim clenu ra2 0y ziska tenzor v zavorce nulovou stopu, fakticky se ale nic ne-
stane, protoze plati

(3xkx1 ) )razé'kl = (3r2 —3r2)ra2 =0. (2.124)

Celkovée tedy prvni ¢leny rozvoje, které budeme potiebovat, maji tvar:

(0) _ =
¢ dreyr © ;‘Q" ’
Pg I
> gt =L —; Pe =0k, (2.125)
4reyr °
3x,x; — 126,
2
¢? = ;41”8 IS COus  Ou=2.0, (3x1(ca)x1(a) _razé‘kl)'
0 a

Jednotlivé prispévky se nazyvaji monopodlovy (0), dipdlovy (1) a kvadrupolovy (2).
Elektricky neutralni soustava ma celkovy naboj O nulovy, a tim je nulovy i cely mono-
polovy élen. PovSimnéte si, Zze monopdlovy piispévek klesa se vzdalenosti jako 1/r,
dipolovy jako 1/7* a kvadrupolovy jako 1/7°. Piisluiné sily (derivace potencialt) klesaji
jako 1/7, 1/, 1/#* (monopél, dipél, kvadrupol). Sila mezi dvéma interagujicimi dipoly
tedy klesa se tfeti mocninou vzdalenosti. Pro dvé ¢astice se stejnym, ale opacnym na-
bojem da dip6lovy moment piivodni definici (2.9):

PE=D,0,1, =0, +0r_=0(r, —1) =0d. (2.126)
a
Poznamenejme, Ze elektricky kvadrupolovy prispévek lze zapsat invariantné jako:
3ror—r~21 - =
> PV =" Q=Y 0, (3 @, —). (2.127)
247[80]” a
Monopol

Derivovanim potenciali (2.125) podle vztahu E;=—0;¢ snadno ur¢ime slozky elek-
trického pole. Pro monopdlovy €len je vysledkem dle ocekavani Coulombiv zdkon:

E© =L25. (2.128)
Aregr= 1

Pole ubyva s druhou mocninou vzdalenosti od soustavy naboji a silocary maji radialni
smér. Pole je nenulové jen tehdy, pokud je celkovy naboj soustavy O nenulovy.
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Dipol

Nova definice dipoélového momentu je dulezitd pii numerickych simulacich. Pokud
v simulaci sledujeme pohyby ¢astic, zname v kazdém okamziku jejich polohové vektory a miizeme
tak urcit nejenom celkovy dipolovy moment pg, ale i jeho hustotu, tj. polarizaci P. To je
uzite¢né napiiklad pfi vypoctu tenzoru permitivity, ale i v dalSich situacich. Ur¢eme
nyni elektrické pole generované dipélovym momentem

2
E, =-9,0" = _ﬂi(x_éj _ 3PN~ PERT_ (2.129)
47[80 axk 4 47[807‘

P1i vypoctu jsme vyuzili O = x;/r. Kovariantni zapis dip6lového pole je

g->®Pemn-pg. ¥ (2.130)

47[801’3 r
Pole ubyva se tieti mocninou vzdalenosti a ma pomérné slozitou smérovou zavislost.

P(x, y, z)

Obr. 2.18: Pole elektrického dipélu

Je-li osa dip6lu v ose z, maji jednotlivé slozky hodnoty

E=—LE (3nn 3n.n 3nf—l);

4”60]”3 = =
E, =—"E _3cos6sing; 2.131)
47[50]"

Ey=—LE _(cos? 6-1).
3
d7eyr

Kvadrupol

Kvadrupdlovy moment vyjadiuje odchylku rozdéleni naboje od sférické symetrie. Je
symetricky a jeho stopa je nulova, tj. plati
On = O » (2.132)

Tr(Q) =0}, + 0y + 053 =0. (2.133)
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V obecné soustavé ma symetrickd matice 6 nezavislych slozek, podminka na stopu
redukuje pocet nezavislych slozek tenzoru kvadrup6lového momentu na pét. U redlnych
symetrickych matic jsou vlastni ¢isla realna a vlastni vektory tvofi ortogonalni systém.
Pokud zvolime tyto vlastni vektory za osy soufadnicové soustavy, bude mit tenzor kva-
drupdlového momentu jen diagonalni slozky. V takové soufadnicové soustavé budou
diky nulovosti stopy nezavislé jen dvé slozky tenzoru kvadrupélového momentu. Pro
diagonalni tenzor kvadrupolového momentu bude platit Oy =0, nebot’ jde o stopu
tenzoru a ve vyrazech (2.125) zbude pro potencial ¢ jen prvni &len:

XX, 1 Qynyn
o = 15 _ 1% k3l (2.134)
87eyr 2 4zeyr

V kovariantnim zépise budeme mit

gL Qmwmn o _r (2.135)

2 4zeyr? r

Pro osové symetrické rozdéleni naboje (kolem osy z) budou prvni dvé diagonalni slozky
stejné, tj. tenzor kvadrupolového momentu bude mit jedinou nezavislou slozku (stopa
musi byt nulova):

—0/2 0 0
Oy=l 0 -012 o |. (2.136)
0 0 0

Pozor, veli¢ina Q v tomto vyrazu neznamend naboj! Smérova zavislost potencialu bude
v ptipadé osové symetrie kolem osy z (vyuzijeme, Ze soucet druhych mocnin vSech
slozek smérového vektoru je roven jedné, tj. jde o jednotkovy vektor):

- 2 2 2
(Q-n)-n=0ymn =0, ni +0pnny +033n3 =

Y

:_3(”12 +n§)+Qn32 =

%(1—;132)+Qn32 =

0 IO

(3}132—1):%(300329—1).

Za predpokladu osové symetrie kolem osy z tedy pro kvadrupdlovou ¢ast potencialu
miizeme v soufadnicové soustave tvofené vlastnimi vektory napsat

e =L3(3cos2 6-1), (2.137)
l67eyr

coZ je jednoduchy a snadno pouZitelny vztah. Uhel € je odklon polohového vektoru
pozorovatele od osy symetrie (z). Pfislusné elektrické pole lze ziskat derivovanim
vztahu, ma komplikovanou strukturu a vyuziva se napiiklad v kombinaci s vhodnym
magnetickym polem pro udrzeni ¢astic v elektromagnetické pasti.
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2.2.5 Elektricky dipdl ve vnéjsim poli

Nyni se budeme zabyvat v jistém smyslu opa¢nou tlohou. Dosud jsme zkoumali, jaké
pole generuje soustava castic lokalizovana v néjakém misté prostoru. Pocatek soufadnic
jsme umistili nékde v soustave, naptiklad v jejim téZisti. Nyni budeme zjistovat, jak
takovato soustava bude reagovat na vnéjsi elektrické pole. Pokud je soustava neutralni,
nulty ¢len multipélového rozvoje je nulovy a soustava s vné&jSim polem interaguje az
dipolove, pripadné kvadrupolové. Piedstavme si opét soustavu naboju lokalizovanou
v okoli pocatku soufadnicové soustavy, polohové vektory ¢astic jsou r,. Castice jsou
ponofeny do vnéjsiho pole s potencidlem ¢. Energie soustavy ve vnéjsim poli bude
(provedeme Taylortv rozvoj do prvniho fadu v okoli pocatku soufadnic)

U=30,00t,)=30,[§(0)+(r, - V)g+-] (2.138)

Derivace potencialu napiSeme jako slozky elektrického pole (E;,=—0if) a ze sumy
vytkneme vSe, pfes co se nescita:

U=[§QaJ¢<O)—[§Qara]-E+~-

Prvni ¢len bude pro neutralni soustavu nulovy, druhy da dipdlovy piispévek k energii
¢astic ve vnéjSim poli:
> UV =—p; E. (2.139)

Elektricky dip6l ma nejnizsi energii, pokud je orientovan ve sméru elektrického pole
a nejvyssi, pokud je orientovdn opacné. Proto se pfi nizkych teplotich soustava ele-
mentarnich dipo6ld snazi zorientovat ve sméru pole. Hustota pravdépodobnosti (a kon-
centrace dip6ld, ktera ji je imérna) je dana Boltzmannovym rozdélenim

® Ecos®
n=ny exp {—U—} =ny exp{+w} , (2.140)

kde @ je uhel mezi polem a dipolem a kg Boltzmannova konstanta. Dip6ly se budou
fadit podél pole tim 1épe, ¢im je pole silnéjsi, teplota nizsi a dipdlovy moment vetsi.

k ko ok

Zajimavy je také moment sily plisobici na soustavu nabitych ¢astic:

M=>r,xF=>r,xQ,E :(ZraQaJxE.

> M =p; xE. (2.141)

Nenulovy moment sily ptisobi na dipdly i v homogennim poli.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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2.3 Magnetostatika

Jak uz jsme vid€li v elektrostatice, ve stacionarnim ptipadé, kdy pole nejsou Casove pro-
meénna, piestanou byt rovnice pro elektrické a magnetické pole provazany. Pro magne-
tické pole zbudou z Maxwellovy soustavy dvé€ rovnice

divB=0, (2.142)
rotH = jj. (2.143)
V této kapitole budeme piedpokladat, obdobné jako v elektrostatice, ze latka nema
pamét, tj. reakce latky zavisi jen na momentalné piiloZeném poli a nikoli na jeho
Casovych derivacich. Pole budou tak slaba, aby bylo mozné predpokladat, ze odezva
latky je linearni (tedy postai provést TaylorGv rozvoj magnetizace jen do prvniho

fadu). Dale budeme piedpokladat homogenni a izotropni latku, tj. pfi vypoctech v této
kapitole se spokojime s nejjednodus$im moznym materidlovym vztahem

B=uH. (2.144)

2.3.1 Vektorovy potencial

Magnetické pole neni konzervativni, tj. silu ptisobici na ¢astice nelze zapsat jako gradi-
ent n¢jaké funkce, ktera by hrala roli potencialni energie. Takova funkce v magnetickém
poli neexistuje. Rovnice div B ale umoziuje zavedeni vektorového potencialu. Snadno
ukédzeme, Ze pro libovolné pole plati div(rot K) = 0. Pokud bychom mohli zapsat pole B
jako rotaci n€jakého jiného pole A, bude rovnice (2.142) automaticky splnéna:

B=rotA = divB =divrot A =0. (2.145)

Zasadni otazkou je, zda je mozné takové vektorové pole najit. Odpovéd’ je kladna, rov-
nice rot A = B je parcialni diferencialni rovnici pro pole A, v niz pravé strany tvoii pole
B. Takova rovnice ma, az na extravagantni zdroje, jako je magneticky monopol, vzdy
feseni, dokonce je jich nekonecné¢ mnoho. Funkci A nazyvame vektorovy potencial
magnetického pole. Pokud najdeme vektorovy potencial, magnetické pole uz snadno
uréime z rovnice

> B=rotA. (2.146)

K danému poli ale neni potencial urcen jednoznacné. Pokud k potencidlu pficteme gra-
dient libovolné skalarni funkce, magnetické pole se nezméni. Takovou gradientni trans-
formaci nazyvame kalibracni transformace (v anglictin€ gauge transformation):

> A=A+Vf = B=B. (2.147)
Dtikaz tohoto tvrzeni je velmi jednoduchy:

B=rotA=rot(A+Vf)=rotA=B.
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Magnetické pole se tedy skutecné nezméni (rotace gradientu je nulova). Ke stejnému
poli vede obrovské mnozstvi potencidlt. Tuto libovuli lze vyuzit k vybéru takového
potencialu (této procedute fikame kalibrace), pro ktery jsou pfislusné rovnice co mozna
nejjednodussi. V elektrostatice jsme elektrické pole dokazali popsat pomoci jedné je-
diné funkce — skalarniho potencialu. Nic takového neplati v magnetostatice. Namisto
jednoho vektorového pole (B) mame jiné vektorové pole (A), jehoZ rovnice jsou jedno-
dussi. Celkové tedy pro popis elektromagnetického pole postaci pouha Etvetice funkei
(skalarni a vektorovy potencial). To dobfe koresponduje s tim, ze Zijeme ve ¢tyfrozmér-
ném cCasoprostoru a vétSinu d&ji popisujeme uspofadanymi Ctveticemi. Pozd¢ji uka-
zeme, Ze Ctvetice (¢, A) popisujici elektromagnetické pole tvofi tzv. ¢tyfvektor, ktery se
transformuje za pomoci Lorentzovy transformace. Z transformovanych potencialti urci-
me odpovidajici pole v jiné soufadnicové soustave.

¢ Priklad 2.2: Potencial homogenniho magnetického pole
Predpokladejme, Ze magnetické pole je homogenni. Soufadnicovy systém zvolme tak,
aby v ném pole mifilo v ose z:

B=(0,0,B). (2.148)

Zkusme nyni najit vektorovy potencial pifimo ze vztahu (2.146). Rovnici rot A =B
rozepiSeme do slozek:

94, 94, 0 94, 94

4

o4y _ 04y 94, _
dy 9z 9z ox = ox 9y

B. (2.149)

v

Nejpodstatnéjsi je samoziejmé tieti rovnice: aby derivovanim vznikla spravna prava
strana, musime vhodné zvolit slozky 4,, 4, vektorového potencidlu. Vyzkousejte si, Ze
vhodnymi potencialy jsou naptiklad

A=(0, Bx,0);

A =(-By.0,0); (2.150)
A=%(-By, Bx,0);

A="%Bxr.

Vsechny tyto potencialy jsou stejné dobré. Po provedeni rotace dostaneme magnetické
pole (0, 0, B). Potencialy jednoduchych poli naleznete v tabulce na konci kapitoly 2.6.1.
>

2.3.2 Poissonova rovnice a jeji reSeni

Zavedenim vektorového potencialu automaticky splnime prvni z rovnic magnetostatiky
(2.142). Dosad’'me proto vektorovy potencidl do druhé z rovnic magnetostatiky (2.143)

rotH=j, = rotB=uj, = rotrotA=uj, =
> graddivA —AA = ujg, . (2.151)

Jde o parcialni diferencialni rovnici pro vektorovy potencial. Jako zdrojovy ¢len vekto-
rového potencialu zde figuruje hustota vodivostnich proudd. Nebyt prvniho ¢lenu na
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levé strané, §lo by stejné jako v elektrostatice o Laplaceovu-Poissonovu rovnici. Prvni
¢len ale rovnici zbytecné¢ komplikuje. Vime, Ze vektorovych potencidl existuje neko-
ne¢né mnoho. Lisi se od sebe o gradient libovolné funkce. Neslo by tedy mezi nimi
vybrat takovy potencial, aby byl prvni ¢len rovnice (2.151) nulovy? Piedpokladejme, ze
potencial A zndme a hledame novy, jehoz divergence je nulova. Zkusme tedy provést
transformaci

A=A+Vf (2.152)
a pozadovat, aby byla divergence nového potencialu nulova:
divA=0. (2.153)
To vede na rovnici
div(A+V/)=0 = Af=-divA.

Vzhledem k tomu, Ze na pravé strané figuruje znama funkce, mame pro f generujici
transformaci k novému potencialu rovnici

A f =F(r). (2.154)

Takova rovnice ma vzdy feSeni, tedy funkce f, kterd pietransformuje stary potencial na
novy, existuje. Pro novy potencial bude platit jednodussi rovnice (vinky v dal§im textu
vynechame):

> AA =—Ujg ; (2.155)

> divA=0. (2.156)

Prvni rovnice je Laplaceova-Poissonova rovnice magnetostatiky pro vektorovy poten-
cial, druha rovnice je dodate¢nd podminka (tzv. Lorenzova kalibracni podminka), kte-
rou musi vybrany potencial spliiovat. Nalezneme-li jakékoli feSeni rovnice (2.155),
musime zkontrolovat, zda spliiuje Lorenzovu kalibracni podminku. Vzhledem k tomu,
ze zname Greenovu funkci Laplaceova operatoru (2.92) v tfidimenzionalnim neomeze-
ném prostoru, miizeme rovnou napsat obecné feseni

A=G*g, (2.157)
kde g je prava strana Laplaceovy-Poissonovy rovnice. Po dosazeni mame

’ ’ ’ !
A(r)= !G(r,r ) g(r)d’r’ = I(_Mh——r’

j(—ﬂjg(r’)) N
V

. r/
> A=~ | Jo( ,)d3r'. (2.158)
47rV|r—r

Regeni je zcela analogické skalarnimu potencialu (2.93) pro elektrické pole. Zdrojem
magnetického pole ale neni hustota naboje, nybrz tok elektrického naboje. Carkované
proménné opét oznacuji polohu zdroji, ne¢arkované polohu pozorovatele. Ve jmeno-
vateli je vzdalenost mezi zdrojem pole a pozorovatelem. PfHimym vypoctem lze ukazat,
ze takto zvoleny potencial spliiuje Lorenzovu kalibraéni podminku div A =0, pokud
plati div j, = 0, coZ je zakon zachovani naboje ve stacionarnim piipad¢.
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2.3.3 Biotuv-Savartiav zakon

Pfedstavme si nyni, Ze magnetické pole neni buzené volné se pohybujicimi ¢asticemi,
ale vodi¢em obecného tvaru (tvar vodi¢e popiSeme kiivkou y), kterym protéka elek-
tricky proud. Pro tok naboje bude v takovém piipadé platit

jo() &' =14, (2.159)

kde d 1’ je element kiivky sledujici vodi€. Pro vektorovy potencidl tedy budeme mit

Am=2L| rdr (2.160)
4 | r-r
7
Magnetické pole vypocteme jako rotaci tohoto vektorového potencialu:
> B=rotA =+ M (2.161)
4r. |r-r’ 3

Vypocet je ptimocary: By = &yu0d,, ... Derivaci pfesuneme do integralu a jmenovatele
derivujeme jako slozenou funkci. Pfitom vyuzijeme nam uz znamy vztah Or/Ox; = x;/r.
Rovnice (2.161) se velmi ¢asto vyuziva v elektrotechnice pii vypoctu magnetickych poli
generovanych vodi¢i protékanymi proudy. Vztah poprvé odvodili francouzsky fyzik
a astronom Jean-Baptiste Biot (1774-1862) a francouzsky fyzik a matematik Félix
Savart (1791-1841) v roce 1820. Pfipomenme, ze zékon v podobé (2.161) plati jen ve
stacionarnim piipade¢, tj. pro neproménné elektrické proudy.

2.3.4 Multipolovy rozvoj

Stejné jako v elektrostatice budeme i v magnetostatice predpokladat lokalizovanou sou-

Vovoew

soustavy. Kazdy z naboji ma polohovy vektor r,, rychlostni vektor v,, hmotnost m,
a naboj Q,. Pozorovatel je ve velké vzdalenosti od zdroje poli a ma polohu r.

P(x,y,2)

\ 4

Obr. 2.19: Lokalizované ¢astice a vzdaleny pozorovatel

Tok naboje bude mit tvar superpozice pies polohy jednotlivych Castic

jo) =20, 0" ~1,). (2.162)
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Pro potencial (2.158) méme (po dosazeni) v tomto pfipadé¢ jednoduché vyjadreni
ﬂO a
A(r) = E 2.163

Pole pozorujeme ve vzdaleném misté r, plati r >> r,, takze mizeme provést Taylorav
rozvoj pro argument r a prirtstek r, (postup je zcela identicky s elektrostatikou):

! :l_x(mi(lji... (2.164)

|r-r,| K ox,

Nyni provedeme derivace (pfi derivovani vyuzijeme Or/Ox; = x;/r)

1 _1, ORI, (2.165)
|l‘—l‘| r 7"3

Odvozeny rozvoj dosadime do vztahu pro potencial a ze sumace vytkneme veli€iny,
pres které se nescita:

Ho
A=—— v, +
47rrza:Qa a4

”‘;3 5 Y 0V D 4 (2.166)
a

Prvni ¢len za rovnitkem je nulovy (soucet prispévkt vSech elektrickych proudi musi byt
ve stacionarnim piipadé pro izolovanou soustavu naboji nulovy). V dal$im ¢lenu lze
vzniklou kombinaci rozlozit na symetrickou a antisymetrickou ¢ast vzhledem k rychlos-
ti a poloze nabité ¢astice (r,, v,)

> 0V, (rr,) =
—ZQa( V(r )+ra(r-Va)]+%[va(r-ra)—ra(r-va)]): (2.167)

T )+ X0, (v, )xr

Vzhledem k pfedpokladu stacionarity je symetrickd ¢ast nulova (u zafeni, jak uvidime
pozdéji, uz toto platit nebude) a antisymetricka ¢ast da dvojny vektorovy soucin

Ho 1
3 [ZEQa(ruXVu)]xr + e (2.168)
a
Prvni nenulovy ¢len rozvoje ma tvar:
om__Ho : _y!
> AV =opyxr;  py=2.20,00,%v,) (2.169)
4rr =2

Veli¢inu py nazyvame magneticky dip6élovy moment. Jde o zobecnéni jednoduchého
vztahu py =1 S pro obecnou lokalizovanou soustavu nabitych ¢astic. Vztah je vhodny
pro numerické simulace, kde ze znamych poloh a rychlosti ¢astic mizeme okamzité
spocCist magneticky dipolovy moment soustavy a z ného magnetizaci, tj. reakci systému
na prilozené magnetické pole. Ukazme, Ze pro jednu jedinou nabitou ¢astici, ktera krouzi
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po kruznici, povede novéa definice magnetického momentu na dfive pouzivany vztah
pm = I S. Nejprve urcime velikost magnetického momentu:

ORv :lQRM—R:%nRZ =1S.

_ _1
Pwm B B

Z%Qa(raxva)

Symbolem 7 jsme oznacili periodu ob&hu nabité Castice, R je polomér kruznice. Pokud
budeme plochu uvazovat jako vektor S = S n, ziskame ptivodni vztah.

2.3.5 Magneticky dipdl

Magnetické pole dip6lu urcime jako rotaci potencialu (2.169) pii konstantnim magnetic-
kém momentu:

Ho
drr

B=rot A" =rot

TPM XT,

_H *p
By = Egklmalgmoppo =

Nyni standardnim zpisobem derivujeme podil x, /7, Leviho-Civitovy symboly pieve-
deme na Kroneckerovy delty a po pfimocarém vypoctu dostaneme

r
B= #03[3(pM~n)n—pM]; n=—. (2.170)

drr r

Tvar magnetickych indukénich car magnetického dipdlu je shodny s tvarem silocar
intenzity elektrického pole elektrického dipdlu (2.130). Obé pole ubyvaji se treti mocni-
nou vzdalenosti od dipdlu a vétSinou se popisuji v soufadnicové soustaveé s osou z totoz-
nou s osou dipdlu.

z P(x,y,z)
pM A

y
X
Obr. 2.20: Pole magnetického dipdlu
Je-li osa dip6lu v ose z, maji jednotlivé slozky hodnoty
B =P (3 0 30 32 -1); 2.171)
- 3 zWx o=z y sz s .

drr
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B, :%Ll\f?acos@sine;
4rr
(2.172)

B, =’uoﬂ(3cos2 0-1).
3
4zr

Pro magneticky dipdl 1ze odvodit obdobné vztahy jako pro dipol elektricky. Postupy
jsou obdobné. Uved'me proto bez odvozeni jednotlivé vysledky a shriime je s pfedcho-
zimi vztahy do jediné tabulky

VELICINA ELEKTRICKY DIPOL MAGNETICKY DIPOL
dipélovy moment y J1
= = J— X
soustavy PE =D Oy Pv=D, 2 Okl XV
k=1 k=1
nejjednodussi dva opacné naboje: krouzici néboj:
realizace pe=0d pu=1I8
energie . .
ve vnéjsim poli v peE v pw'B
moment sily _ _
pUsobici na dipdl M =pe < E M=puxB
potencil _Pgr A = Ho PmXr
dipélu 4reyr® Az 43
ole dipélu _3(pg-m)n—-pg Lo
pote P E=—r——"" B=—""[3(py; -m)n—py]
n=r/r 47e,yr Axr
3pE . 3ugp
E = Tcosdsind, Blzﬂcost%inﬁ,
4reyr 4y
rozklad pole
p Hop
E, = £ 3(3c0529—1). E, =0—1:[(300529—1).
4reyr drr

Magneticky dip6l v astronomii

V astronomii se magneticky dipélovy moment jednotlivych objektl uvadi v ponékud
nestandardnich jednotkach. Vzhledem k tomu, ze pole dipolu klesa se teti mocninou
vzdalenosti od zdroje, uvadéji astronomové magneticky dipélovy moment jako souin
vodorovné slozky pole na rovniku a tfeti mocniny poloméru télesa. Takova veli¢ina ma
rozmér Tm” a je umérna nami zavedenému magnetickému momentu. Z osmi planet Slu-
neéni soustavy nemaji magneticky moment jen Venuse a Mars. Magnetické momenty
planet jsou:
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TELESO MAGNETICKY MOMENT TELESO MAGNETICKY MOMENT
(Tm?) (Tm?)

Merkur 5%x10" Jupiter 160x10"®

Venuse 0 Saturn 4,6x10'

Zemé 8x10" Uran 0,39x10'®

Mars 0 Neptun 0,21x10'®

Obr. 2.21: Magnetosféra Zemé charakteristicky deformovana slune¢nim vétrem

ooooooooooooo°¢)0°oooooooooo
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2.4 Zakony zachovani

Elektromagnetické pole, které zavedl anglicky fyzik Michael Faraday jako prostiedi pro
prenos interakce, neni jen matematickou pomtiickou pro popis elektrickych a magnetic-
kych jevi, ale realnou entitou, ktera je schopna pienaSet z jednoho mista na druhé ener-
gii, hybnost a moment hybnosti. Zakony zachovani téchto veli¢in jsou zakodovany do
Maxwellovych rovnic a my se s nimi v této kapitole postupné seznamime. VypiSme zde
proto jest¢ jednou vSechny Maxwellovy rovnice, abychom se na né pfi odvozovani
mohli snadno odkazovat:

divB=0, (2.173)
divD = p,, (2.174)
rotE =98 (2.175)
ot
oD
rotH=j, +—. 2.176
Jo Y ( )

2.4.1 Zakon zachovani energie

Zakony zachovani muzeme formulovat lokalné, tj. tak, aby platily v kazdém bod¢ ¢aso-
prostoru. Ukazali jsme si to na naboji, kde vysledkem byla rovnice kontinuity. Tento
postup miizeme provést pro jakoukoli extenzivni veli¢inu, vysledkem je rovnice konti-
nuity ve tvaru

ag;:lmivj,, -0. 2.177)

Veli¢ina p, je objemova hustota veli¢iny 4, jeji jednotkou je [A]/m’. MiZe jit naptiklad
o hustotu hmoty (kg/m®), hustotu energie (J/m®), hustotu hybnosti (kg m s/m’) atd. Veli-
¢ina j4 je tok veli¢iny 4, ma vyznam mnozstvi veli¢iny proteklé jednotkovou plochou za
jednotku ¢asu a mifi ve sméru toku veliCiny, tedy rychlostniho pole. Jednotkou toku je
[A]/(m’s). Naptiklad tok energie, o ktery pijde v této kapitole, ma rozmér J-m s ™.

Hustotu energie elektrického pole dobie zname, je dana vyrazem (2.117) — jde o po-
lovinu skalarniho soucinu obou elektrickych vektort, tedy E-D/2. Jde naptiklad o hus-
totu energie v kondenzatoru. Obdobné je hustota energie v magnetickém poli dana
vztahem H-B/2, pfikladem mize byt hustota energie obsazena v solenoidu. Z Max-
wellovych rovnic (2.173) az (2.176) vypocteme ¢asovou zménu hustoty energie a upra-
vime ji do tvaru zakona zachovani. Pro zjednoduseni vypoc¢td budeme uvazovat linearni
vztahy mezi obéma elektrickymi i magnetickymi vektory (D =¢ E, B = H):

— =E-—+H —=
A 2 ot ot

=E~(rotH—jQ)+H-(—rotE)=

8(E~D+H-Bj oD . OB _
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=E-rotH-H-rotE—j,-E =
=—diV(E><H)—jQ-E.

Pfi odvozeni jsme vyuzili vektorovou identitu 1.3.220 z prvniho dilu ,,Vybrannych

kapitol. Vysledny zakon zachovani energie pro pole ma tvar rovnice kontinuity, jejiz

¢leny snadno identifikujeme:

| aa—u+V-S=—.’/’; (2.178)
t

> uspus'—+T', S=jy=ExH, #=j, E. (2.179)

V casové derivaci je celkova hustota energie pole u — sklada se z hustoty energie elek-
trické a magnetické. V prostorové derivaci (za divergenci) musi byt tok energie. Vi-
dime, Ze je roven vektorovému soucinu intenzit obou poli ExH. Tok energie elektro-
magnetického pole se nazyva Poyntinguv vektor podle anglického fyzika Johna Henry-
ho Poyntinga (1852—-1914), obvykle ho znac¢ime symbolem S. Vidime, ze energie tece
vzdy kolmo na intenzitu elektrického pole a intenzitu magnetického pole. Na pravé
stran¢ neni nula, coz znamend, ze se energie elektromagnetického pole nezachovava.
Jak je to mozné? Elektromagnetické pole muze totiz svou energii predavat casticim.
Naptiklad v mikrovinné troubg, do které jste stréili obéd, dojde k jeho ohfevu elektro-
magnetickym polem. Clen joE na pravé strané je hustotou Jouleova vykonu (W/m?):
jp E=ppu-E=0nu-E=nu-F=
=nF~u=nF.dl =nP=2.
dt

Jouletiv vykon popisuje, jak pole predava energii ¢asticim. Pro pole jde o ztratu energie,
proto je na pravé strané¢ znaménko minus. Teprve zakon zachovani energie pro celou
soustavu, tj. pole spolu s ¢asticemi, by na pravé strané¢ mél nulu. Za ¢asovou derivaci by
byly hustota energie pole a hustota energie ¢astic, za divergenci tok energie pole a tok
energie Castic.

2.4.2 Zakon zachovani hybnosti

U skalarnich veli¢in, jakymi jsou napftiklad energie nebo naboj, jsou ptislusSnymi toky
vektory. U vektorovych veli¢in tomu ale bude jinak, toky budou tenzory druhého tadu.
Abychom pochopili pro¢, budeme se nejprve zabyvat zakonem zachovani hybnosti
obycejné vodivé tekutiny a teprve az poté zakonem zachovani hybnosti elektromagne-
tického pole.

Vodiva tekutina
Pro objekt o hmotnosti m plati Newtonova pohybova rovnice
ndY_p (2.180)
dt

V naSem ptipad¢ ale nejde o jedinou Castici, ale hmotny element proudici tekutiny, na
ktery pusobi sila dF. Rychlost jedné ¢astice v nahradime rychlostnim polem u(z, r):
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dmd—uzdF. (2.181)
dr
Nyni pfejdeme k hustotam, tj. ob¢€ strany rovnice vydélime objemovym elementem dV:
du _ f. (2.182)
dr

Symbol p reprezentuje hustotu hmoty proudici tekutiny, symbol f hustotu plsobici sily.
Uvédomime-li si, Ze rychlostni pole je funkci ¢asu a prostoru, tj. u = u(z, r), budeme mit

Ju
ot

Prvni ¢ast na levé strané vyjadiuje explicitni zménu rychlostniho pole, druhy ¢len zmé-
nu rychlostniho pole zplsobenou proudénim (pfi jarnim tani pfinese feka mnozstvi
rychle tekouci vody z hor). Hustota sily na pravé strané se 1isi podle procest, které
popisujeme. Mize jit o tlakovou silu, viskdzni procesy nebo Lorentzovu silu ptsobici
na nabité Castice ve vodivé tekuting. V nasem jednoduchém tivodnim piikladé viskozni
procesy vynechadme. Tlakové energie je dW, = F dx = pS dx = p dV. Tlak je tedy husto-
tou energie. Hustota sily bude minus gradientem hustoty potencialni energie, tedy

f =-Vp (2.184)

p—+pu-Vu=f. (2.183)

Zbyva urcit hustotu Lorentzovy sily. Na nabity element tekutiny ptisobi element sily

dF, =dQE+dQuxB (2.185)

Rovnici vydélime objemovym elementem, tj. piejdeme k hustotam:

Ob¢ hustoty sil nyni pfiddme na pravou stranu pohybové rovnice (2.183), hustotu
Lorentzovy sily, zatim nebudeme rozepisovat (jde o pfedem dané sily zplsobené vnéj-
$imi poli):

du

ot

Tato pohybova rovnice a rovnice kontinuity pro hmotnost

> P+ p(u-Vyu=-Vp+f, . (2.187)

> aa—p+div(pu):O (2.188)
t
je vse, co potfebujeme k odvozeni zakona zachovani hybnosti vodivé tekutiny. Neza-

pometite, Ze p je hustota hmoty, p, je hustota ndboje. Hustota mechanické hybnosti
tekutiny bude

g=pu. (2.189)
Naleznéme ¢asovou zménu jedné ze slozek hustoty hybnosti
d 0 ap duy,
—gr=—(pu)=—u, + p——.
atgk at(P ) Py P Y

Za ¢asovou zménu hustoty dosadime z rovnice kontinuity (2.188) a za ¢asovou zménu
rychlosti z pohybové rovnice (2.187):
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0
E(P”k) ==0,(puy)uy —p 0 uy =0y p+ fry.

Vsechny ¢leny s derivacemi pievedeme na levou stranu a upravime:

0 d(puy) 0 9
o) + s+ (pu) T 42T =y =
t xl axl axk
2 2 P
5@”/{) + E(p”l”k) + F =fu =

0 0
E(P“k) + B_x,(pé‘k[ + puguy) = fig -

Ziskali jsme zakon zachovani hybnosti. V zavorce za ¢asovou derivaci je hustota hyb-
nosti. V zavorce za prostorovymi derivacemi je tok hybnosti neboli tenzor tlaku. Sama
hybnost je vektorova veli¢ina, a proto jeji tok tvofi tenzor druhého fadu. Symetrie ten-
zoru tlaku zajistuje zachovani momentu hybnosti v proudici tekutin€é. Tenzor tlaku se
sklada ze dvou ¢asti: skalarni ¢asti, kterou tvofi normalni tlak ptisobici ve vSech smé-
rech stejné. Druhou ¢asti je tenzorova cast souvisejici s proudénim tekutiny. Napravo
neni nula, hybnost vodivé tekutiny se nezachovava, protoze na ni ptisobi hustota Lo-
rentzovy sily, kterd ji hybnost pfedava. Zakon zachovani hybnosti s rozepsanou Lorent-
zovou silou miZzeme napsat ve slozkovém zapisu

J 0 P . P
> E(p”k)"'aT(Tkl) = PoEi + EmioiBn s Ty = POy +puju;  (2.190)
!
nebo v invariantnim tvaru

> %(pu)W-TP:pQEﬂQxB; T’ = pl+pu®u. (2.191)

Elektromagnetické pole

Elektromagnetické pole mizeme chapat jako soustavu fotond s nulovou klidovou hmot-
nosti a energii
E=pc. (2.192)

Pro hustotu energie py a hustotu hybnosti pole y mame
Py =yc. (2.193)

Pro hustotu hybnosti vy jako vektor miizeme psat

y=Lue =PuC (2.194)
c ¢ c
V Ccitatelich je soucin hustoty energie a rychlosti Sifeni, tj. tok energie, ktery je dan
Poyntingovym vektorem, proto
ExH

6‘2

(2.195)
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V kapitole o elektromagnetickych vinach odvodime vztah mezi rychlosti svétla, permi-
tivitou a permeabilitou (c* = 1/gu), pomoci néhoz vztah piepiseme:

Yy=DxB. (2.196)

Povsimnéte si, ze vektorovy soucin intenzit poli ma vyznam toku energie, zatimco vek-
torovy soucin indukci poli mad vyznam hustoty hybnosti. Nasim cilem je nyni sestavit
zakon zachovani hybnosti elektromagnetického pole, tedy najit casovou derivaci vztahu
(2.196). Pti upravach vyuzijeme soustavu Maxwellovych rovnic (2.173) az (2.176):

d oD JB )
%=5(DXB) = EXB+DXE = (rotH—jq )xB + Dx(-rotE) = -

Naésleduji standardni upravy pro ,.katou* slozku casové zmény hustoty hybnosti, ve
kterych ¢leny s prostorovymi derivacemi ptevedeme do tvaru divergence. Lze to provést
naptiklad ptepisem vektorovych soucini pomoci Leviho-Civitova tenzoru. Detaily nale-
zne Ctenaf v zaznamu piednasky na serveru aldebaran.cz (sekce studium, teoreticka
fyzika). Vysledkem elementarnich uprav s vyuzitim Maxwellovych rovnic je

d v T EM
> —(DxB)+V-T"™ =—p E—j,xB; 2.197
at( ) PoE—Jp ( )
> TEME¥H—E®D+¥1—H®B, (2.198)
E-D H-B
> M ETak, ~E.D, +Ta,d —~H,.B,. (2.199)

V zékonu zachovani (2.197) vystupuje za Casovou derivaci hustota hybnosti elektro-
magnetického pole. Za prostorovou derivaci (divergenci) je tenzor toku hybnosti pole
T™™, ktery se nazyva Maxwelliiv tenzor pnuti nebo také nékdy tenzor tlaku. Sklada se
z elektrické a magnetické Casti, kazda z nich ma dva ¢leny — skalarni (diagonalni) a ten-
zorovy. Je to obdobné jako u tenzoru tlaku castic, kde jsme méli skalarni tlak pdy
a dynamicky tlak puu,. Vidime, Ze hybnost elektromagnetického pole se nezachovava.
Je to dano predavanim hybnosti pole ¢asticim. Teprve celkovy soucet hybnosti v§ech
¢astic a pole ma tvar zakona zachovani. Ziskame ho sectenim rovnic (2.191) a (2.197):

> %(pu+D><B)+V~(TP+TEM)=O. (2.200)

Odvozena rovnice je zakonem zachovani hybnosti pro vodivou tekutinu respektive
soustavu nabitych ¢éstic a elektromagnetické pole. Prvni Clen v casové derivaci ma
vyznam hustoty hybnosti latky g = pu, coz je ale soucasné tok hmoty z rovnice kontinu-
ity. Druhy ¢len y=DXB je hustotou hybnosti elektromagnetického pole. V prostoro-
vych derivacich se nachazeji tenzory toku hybnosti ¢astic, a toku hybnosti elektromag-
netického pole.

Casova zména hybnosti je sila, ¢asova zména hustoty hybnosti je hustota Lorentzo-
vy sily, ktera vystupuje na pravych stranach zakond zachovani (kladn€ u castic a se
zapornym znaménkem u poli). Teprve soucet obou rovnic da na pravé strané nulu.
Sepisme jesté jednou celkovy vysledek:
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9% .. =0
ot
> T=g+7=pu+DxB, (2.201)

T=1°+TM =pi+pu®u+E'Di—E®D +¥1—H®B.

V této celkové bilanci jsme zavedli celkovou hustotu hybnosti ¢astic a pole & a celkovy
tenzor toku hybnosti ¢astic a pole T.

2.4.3 Tlak pole

V této Casti se budeme zabyvat tlakem, kterym je elektromagnetické pole schopné ptiso-
bit na své okoli.

Staticky tlak

U tekutiny hrala skalarni ¢ast toku hybnosti roli bézného tlaku. Nejinak je tomu u toku
hybnosti pole (Maxwellova tenzoru pnuti). Obsahuje dv¢ skalarni casti, jednu magne-
tickou a druhou elektrickou, které miizeme ztotoznit s magnetickym a elektrickym tla-
kem:

1 B’

> py=—H B=—"—, (2.202)
2 2u
2

> PE lgp=E (2.203)
2 2e

Povsimnéte si, Ze oba tlaky jsou hustotou piislusné energie pole (magnetické nebo elek-
trické). Obdobné je tomu i v mechanice, naptiklad mgh je energie v tthovém poli a hus-
tota energie pgh je hydrostaticky tlak zplsobeny tizi. Ve slunecnich skvrnach dosahuje
lokalni magnetické pole hodnoty az 0,3 tesla, tomu odpovida tlak B*/2u, piiblizng
400 000 Pa, coz neni nikterak malo. Kolem plazmovych vlaken protékanych elektric-
kym proudem se vytvari magnetické pole a v okoli vlakna vznika gradient magnetic-
kého tlaku. Ten zpétné puisobi na vlakno a komprimuje ho do té doby, nez je gradient
tlaku magnetického pole vyrovnan gradientem tlaku latky. Vznikld rovnovazna konfi-
gurace je analogii kulovych struktur v gravitaci (zde namisto gradientu magnetického
tlaku objekt komprimuje gravitacni sila). V plazmatu je vétSinou takovd rovnovazna
konfigurace nestabilni, jen pro proudy tekouci po Sroubovici mizeme dosahnout stabi-
lity tvaru, viz teti dil ,,Vybranych kapitol* [2]. Obdobné muze i elektrické pole zpiso-
bovat enormni tlaky, které jsou zodpoveédné za presuny latky a mnohé dalsi jevy.

Tlak zareni

Elektromagnetické zafeni neni ni¢im jinym nez pravidelné se ménicim elektrickym
a magnetickym polem. Ve statistické fyzice se d4 odvodit, ze zafeni piisobi na okoli
tlakem rovnym tietin€ primérné hustoty energie, viz (1.166). My tento vztah odvodime
prostym stiedovanim tenzoru hybnosti elektromagnetického pole, jehoz jednotlivé ¢leny
maji vyznam skalarniho a tenzorového tlaku. Budeme-li integrovat zakon zachovani
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hybnosti elektromagnetického pole ve vakuu ptes libovolné vybrany objem dostaneme
(s pouzitim Gaussovy véty)

aa_jw.TEM:o - %jlj'deJr;zj:éﬁVTEM-dS:o.

Vzhledem k tomu, Ze prvni ¢len reprezentuje ¢asovou zménu hybnosti, tedy ptsobici
silu, musi mit tenzor toku pole vyznam sily pusobici na jednotku plochy (vyplyva to
okamzité i s jeho ztotoznénim s tlakem, ktery je opét silou na jednotku plochy). Ozna-
¢ime-li n smérovy vektor, bude tlak elektromagnetického zareni roven:

=T Cmny)y (2.204)

Pruh nad symbolem oznacuje stiedovani ptes v§echny mozné hodnoty a Gthlova zavorka
stfedovani pres v§echny mozné sméry. Uréeme nejprve stiedovani pies uhly:

(myny) =ljnknl dR=46,. (2.205)
4

Stfedni hodnota smérovych vektorl pres vSechny sméry nesmi zaviset na volbé soufad-
nicového systému, pijde tedy o diagonalni symetricky tenzor, ktery bude umérny Kro-
neckerovu delta. Konstantu 4 uréime ze stopy levé a pravé strany:

(nknk>=A§kk = <1>:3A = A=1/3.
Proto plati
) %51(1 : (2.206)

Pro tlak elektromagnetického zafeni mame

— -
—gimls _LpEM _
p=1y 3 Okt =3k

p=1(2E.D-E-D+ H.B-H.B]|-
32 2

g pilus =
2 2

> p=—il. (2.207)

Tlak elektromagnetického zafeni je tfetinou stfedni hustoty jeho energie. Tento tlak je
schopen pohanét slunecni plachetnice, odfouknout ohon komety, ¢i vytvofit bublinu
kolem rodici se hvézdy v jeji zarode¢né mlhoving.



148 Elektromagnetické pole

2.4.4 Zakon zachovani momentu hybnosti

Moment hybnosti je standardné definovan vztahem
b=rxp. (2.208)
Ve skute¢nosti nejde o vektor, ale o tzv. pseudovektor, antisymetrickou matici tvofenou
slozkami
My =X p1 =X py -

Takova matice ma jen tfi nezavislé ¢leny, které interpretujeme jako slozky vektorového
soucinu:

by =My =x,p3 =35 ;

by =Ms; =x3p; —X|p3; (2.210)

by =My =x1py =X,y

Matici My, tedy miZeme ztotoznit s momentem hybnosti. Nyni zavedeme hustotu
momentu hybnosti elektromagnetického pole vztahem

| 4 Mkl =X Ty — X7y, (2211)

tedy jsme jen zaménili hybnosti p; za jejich hustoty 7;. Jde o celkovou hustotu hybnosti
pole a &astic m=g+7y. Obdobné bude T=T" +T™ celkovy tenzor toku hybnosti
¢astic a poli. Nyni budeme zkoumat ¢asovou zménu hustoty momentu hybnosti. Casové
zmény hustoty hybnosti vyjadiime ze zakona zachovani hybnosti (2.200):

0 aﬂ’l or &

o M = X SN = (_anTnl)_xl (_anTnk)'

Nyni pfesuneme derivace dle vztahu pro derivaci souinu fg’' = (fg)' — f'g:

)
gmkl :_an (kanl)+Tnl5nk +an(xlTnk)_Tnk5n1 =

J =—d

> M =0 (x4 T =2, T )+ Ty =Ty -
Jiz jsme se zminili, ze symetrie tenzoru toku hybnosti souvisi se zakonem zachovani
momentu hybnosti. Pro symetricky tenzor se posledni dva ¢leny odectou a mame zakon
zachovani momentu hybnosti pro elektromagnetické pole a s nim interagujici ¢astice:

0
> Mu +0,Npgn =0
| 2 Wlkl = xkﬂ'[ _xlﬂ-k N (2212)

Nign = %Ly =X Ty -

Tok momentu hybnosti N, je tenzor tfetiho fadu. Pokud by tenzor toku hybnosti 7},
nebyl symetricky, neplatil by zakon zachovani momentu hybnosti a tekutina ¢i pole by
se samy od sebe mohly roztacéet, coz je samoziejmé v rozporu s pozorovanim.
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2.4.5 Pole jako realna entita

Predstavme si, ze mame k dispozici dvé nabité Castice, naptiklad dva elektrony, ve
vzdalenosti jednoho metru. N&jakym zplsobem pohneme prvni Castici. Pockame-li
urcitou dobu, projevi se nase akce i na druhé castici, ktera se pohne také. Nebude to ale
okamzité. Prvni elektron vytvoii svym pohybem elektromagnetické pole, kterému preda
urcitou ¢ast energie, hybnosti a momentu hybnosti. Tyto tii atributy pfenese pole rych-
losti svétla ke druhé ¢astici. Opét vidime, Ze pole neni pouhou matematickou konstrukei
ulehcujici vypocty, ale fyzikalni realitou. Pole je nositelem energie, hybnosti i momentu
hybnosti.

Obr. 2.22: Pfenos energie, hybnosti a momentu hybnosti polem

oo000000000000000000000000o
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2.5 Elektromagnetické viny

2.5.1 Zakladni pojmy

Oznacme veli¢inu, jejiz hodnoty se méni v ¢ase a prostoru w(z, x). Je jedno, zda jde
o skalarni, nebo strukturovanou, napiiklad vektorovou, veli¢inu. Maze jit o tlak, hustotu
prostfedi, teplotu, rychlostni, elektrické ¢i magnetické pole, vysku motské hladiny a po-
dobné. Uved’me si nejprve nékteré pojmy, které se pouzivaji v teorii vin.

Vlnova funkce

Veli¢ina (¢, x) popisuje vinéni v Case a v prostoru. Polozime-li ¢ = const, pozorujeme
Casovy snimek vinéni. Muzete si predstavit, ze vyfotografujeme napiiklad vlnici se
motskou hladinu a prohlizime si vzniklou fotografii. Polozime-li x = const, pozorujeme
¢asovy pribéh sledované veli¢iny v jednom ur¢itém misté. VInéni vétSinou popisujeme
komplexni vlnovou funkci, pouziti komplexnich ¢isel vyznamné zjednodusi nékteré
vypocty. Fyzikalni vyznam ma ale zpravidla jen realna ¢ast vinové funkce. Tak jako
kazdou komplexni funkci, miZzeme vinovou funkci zapsat pomoci dvou realnych funkci,
amplitudy 4 a faze ¢:

> w(t,x) = A(t,x)e PV (2.213)

Vlnoplocha

Plocha spojujici mista s konstantni hodnotou faze ¢ vlnové funkce se nazyva vinoplo-
cha. Na vInoplose je vinéni ve stejné fazi (napiiklad vinoplocha spojujici mista, v nichz
ma tlak 75 % maximalni hodnoty).

Uhlova frekvence
Uhlovou frekvenci chapeme zménu fize vinéni s ¢asem, budeme ji definovat vztahem
d
> w=-22. (2.214)
ot
Minus v definici neni podstatné, zajist'uje jen, aby se rovinna vlna pohybovala ve sméru
vlnového vektoru. Pozdéji bude toto znaménko uzitené i ke spravnému relativistic-
kému zapisu vztahd. Uhlova frekvence se miize ménit jak s Casem, tak od mista k mistu.

Je-li uhlova frekvence neproménnd, lze jeji velikost zapsat pomoci periody 7 jako
o =27/T.

Vinovy vektor

VInovym vektorem nazveme zménu faze vinéni se vSemi prostorovymi proménnymi,

> k=22 _v,. (2.215)
ox
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Vinovy vektor jakozto gradient mifi kolmo na vinoplochu, tj. ve sméru §ifeni vin. Jeho
velikost i smér se mize ménit s casem i od mista k mistu. Je-li vinovy vektor nepromén-
ny, Ize jeho velikost zapsat pomoci vinové délky 4 jako k = 2z/A.

Disperzni relace

Vinéni je v kazdém misté popsano Ctyimi €isly (w, k), pozd€ji uvidime, Ze tvori relati-
visticky Etyfvektor. Tato Cisla jsou zavisla. Vztah mezi nimi lze odvodit z rovnic popi-
sujicich dany typ vinéni. VEtSinou ma zavislost obecny tvar

M. k)=0 (2.216)

a nazyva se disperzni relace. V nékterych ptipadech je mozné z disperzni relace expli-
citné vypocitat thlovou frekvenci v zavislosti na vinovém vektoru nebo vlnovy vektor
v zavislosti na uhlové frekvenci:

w=w(k), (2.217)
k=k(w). (2.218)
Tam, kde to explicitné mozné neni, miizeme pouzit vétu o implicitni funkci a disperzni

relaci ve tvaru w(k) urcit alespon lokalné.

Rovinna (monochromaticka) vina

Jde o nejjednodussi typ viny, kterda ma konstantni amplitudu a fazi, jez je linearni funkci
¢asu a prostoru:

A(t,x)= A,

(2.219)
Pt X)=cpt+ox+oy+az=-ot+kx+k,y+kz=k-x-ot.

Vyznam koeficientl ¢, plyne z definice uhlové frekvence a vlnového vektoru. Termin
monochromaticka v nazvu viny znamena, ze ve viné je zastoupena jedina frekvence
neboli barva (chromos). Rovinna (monochromaticka) vina ma tedy tvar

w(t,x) = Ae'lkx-o1 (2.220)

Na prvni pohled je ziejmé, Ze plochy konstantni fdze ¢(z, X) = const piedstavuji rovnice
presouvajicich se rovin:

¢(t,x) = const =
kx+k,y+k,z—@t=const =
ax+by+cz+d(t)=0.

Piesun roviny budeme chapat jako kolmy k této roviné (Sikmé presuny rovin lze tak
jako tak nahradit kolmym piesunem s rychlosti rovnou projekci rychlosti do kolmého
sméru). Smér presunu uréime jako gradient rovnice roviny:

P, x)=kx+k,y+k.z -t = Vo=k.

Vlnovy vektor proto mifi ve sméru §ifeni vinéni.
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Fazova rychlost

Fazova rychlost je rychlost pfesunu roviny konstantni faze. Zvolme soufadnicovy
systém tak, aby se roviny presouvaly ve sméru prvni osy, tj. k = (k, 0, 0)

Obr. 2.23: Rovinna vinoplocha

Diferencovanim rovnice plochy konstantni faze ziskame rychlost presunu plochy (fazo-
vou rychlost)

d
kx — @t = const = kdx —wdt=0 = vfz—ng.
dr &
Pro obecnou volbu soufadnicového systému plati
w 1)
| 4 U =—; Ve =—e. 2.221
PE =% (2.221)

Prvni vyraz urCuje jen velikost fazové rychlosti, druhy vyraz ukazuje, ze vektor fazové
rychlosti mifi ve sméru vinového vektoru. Fazova rychlost souvisi jen s pfesunem mista,
které ma stejnou fazi vinéni, nesouvisi se skutecnym makroskopickym pfesunem hmoty
(kola $ifici se na vodni hladiné maji jinou rychlost nez voda samotnd). Fazova rychlost
mize byt, a v mnoha pfipadech je, nadsvételna. Tvar disperzni relace urcuje hodnotu
fazové rychlosti pro rizné frekvence. Jev, kdy se viny rtiznych frekvenci §iti riznou
rychlosti se nazyva disperze.

Obecna vina

S rovinnymi vlnami se velmi snadno pracuje a mizeme z nich poskladat vinu obecné;j-
$iho tvaru:

w(t,x) = j a(w,k)e ®* =k | (2.222)

Jde vlastné o Fourierovu transformaci y(z, x) <> a(w, k). Amplitudy vln jsou Fouriero-
vym obrazem vinové funkce. Integrace se provadi jen pres slozky vinového vektoru.
Uhlova frekvence je na vinovém vektoru zavisla prostiednictvim disperzni relace (2.217),
a proto se pres ni neintegruje. Formalné mizeme integraci zapsat ¢tyirozmérné pomoci
Diracovy distribuce:

w(t,x)= j a(@,k)e ** ") §[p—w (k)] dod’k . (2.223)
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Grupova rychlost

Zkoumejme nyni rychlost pfesunu vinového baliku — klubka vin podobnych frekvenci
a vlnovych vektorti. Pro jednoduchost budeme uvazovat balik Sifici se ve sméru osy x
(tak zvolime soutfadnicovy systém):
ko+Ak
w(t,x) = j a(w, ke P dk . (2.224)
ko—Ak

Amplituda vIn je nenulova jen v intervalu (ky —Ak,ky+ Ak) a nahradime ji konstantni

amplitudou:
ko +Ak

w(t,x) = a(wy,ky) [ ¢ F0 dk.
ko—Ak

V dalsim kroku vytkneme z integralu prostfedni vinu

. ko+Ak ik
W) = a(@g.ko)e 0T [ @m0 gy

ko—Ak

Nesmime zapomenout, ze @ = w(k) a integrace se ,,skryt€” provadi i pies w. Dalsi
upravy jsou ziejmeé:

. k0+Ak k —w
w(t,x) = a(wy, kg)e 00 [ exp|itk—kp) o P00
ko—Ak k—ko
2

Zlomek v argumentu exponencialy 1ze nahradit derivaci (pro A k£ — 0)

o)-0y  do

v, (k) -
kg ok|, et

ko

Veli¢ina vg ma zatim vyznam jen oznaCeni pro vySe definovanou parcialni derivaci.
Vinovy balik ma nyni tvar:
ko +Ak
[ expllitk—ko)(x—v,1) |dk .
ko—Ok

i(kox—a)o 1)

w(t,x) = a(@wy,ky)e

Je ziejmé, Ze po integraci pies vinovy vektor bude vysledek integralu funkei x — vgt:

‘//(t,x)za(a)o,ko)ei(kox—wot) F(x_vgt):A(x_vgt)ei(kox—a)oz).

VInovy balik ma tedy obalku Sifici se rychlosti vg, které fikame grupova rychlost.
Vnitini ¢ast baliku je vyplnéna nosnou vinou exp[i(kyx — wt)]. Vypocet jsme pro jedno-
duchost provedli v jedné dimenzi. Pro obecné mifici vinovy vektor je

>

_aa)_{aa) ow BwJ. (2.225)

Vo =——=| 5= H>»=
£ 0k |0k, dk, Ok,
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I

Obr. 2.24: Vinovy balik

Rychlost §ifeni vinového baliku jako celku se nazyva grupova rychlost. Je to rychlost
Sifeni informace o tvaru baliku a rychlost pfenosu energie baliku. Nutné musi byt pod-
svételnd. S vyuzitim Louis de Broglieho vztahG a Hamiltonovych kanonickych rovnic
dg,/dt = OH/Op;, snadno ukézeme, ze jde o mechanickou rychlost ¢astice kvantové spo-
jené s vinovym balikem:

dw Jhw JE OJH

Vg =_=_=_:_=Vmech'
ok 0Jrk oJp dp

Graficky vyznam fazové a grupové rychlosti

Graficky vyznam fazové a grupové rychlosti vidime na obrazku. Fazova rychlost je
dana tangentou uhlu, ktery svird spojnice bodu na kiivce disperzni relace s pocatkem
(vzhledem k vodorovné ose), grupova rychlost je dana smérnici teny (jde o derivaci):

vp =ctgyy; (2.226)
Vg =Ctgy,. (2.227)

-
- ”
2\ 7
-
ck
Obr. 2.25: Graficka interpretace fazové a grupové rychlosti

Schéma vypoctu
Mame-li ke sledovanému jevu néjaky teoreticky model, nejlépe uspotaddany do pich-
ledné soustavy rovnic, je naptl vyhrano. Uved’'me nyni zékladni postup vypoctu:

1. Muzeme se pokusit nékteré proménné ze soustavy vyloucit a snizit tak pocet pro-
meénnych. Idedlem je samoziejmé ziskat jedinou rovnici pro jedinou neznamou.
Popisuje-li model vInéni, bude vysledna rovnice néjakym druhem vlnové rovnice.
Tuto proceduru miizeme kdykoli pferusit a ptejit k nasledujicimu kroku.
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2.

Je-1i soustava nelinedrni, budeme ji linearizovat, tj. feSeni napiSeme jako néjaké
nalezené feSeni, k némuz pfiddme malou poruchu prvniho fadu (vyssi mocniny nez
prvni zanedbame). Maxwellova soustava rovnic je linearni a tento krok mizeme
vynechat.

Obecné feSeni (vinu) slozime zrovinnych vin podle vztahu (2.222). Vzhledem
k linearité soustavy se kazdou rovinnou vinou mizeme zabyvat zvlast. Uplné
teSeni 1ze kdykoli pozdé€ji z téchto parcidlnich vin slozit. S rovinnymi vlnami se
mimotadné snadno zachazi. Zkusme rovinnou vinu derivovat podle ¢asové a pros-
torové proménné:

%y/ _ %Aei[kx—a)t] = A0 = gy
ai _ aiAei[kx—a)t] = ik AR O Z iy
X X

Vidime, ze parcialni derivace pro rovinnou vinu pfechdzeji na algebraické vyrazy.
Jakékoli kombinace parcialnich derivaci lze nahradit algebraickymi vyrazy ply-
noucimi z obou uvedenych relaci. Sestavme je do pichledné tabulky:

Vyraz Priklad
i—>—ia) a—f:—ia)f
ot ot
0 .
X X;
V - +ik Vi =+ikf (2.228)
div —>i1k- divV = ik-V
rot - ik x rotV = ikxV
V? - —k? Vf = -k*f

Podle téchto pravidel prevedeme vychozi soustavu na algebraickou soustavu rov-
nic, se kterou se snaze zachazi. Tento krok je ekvivalentni provedeni Fourierovy
transformace.

Vzhledem k tomu, Ze hledame nenulové feSeni, musi byt determinant soustavy
nulovy (pfedpokladame, Ze vysledna soustava nema pravou stranu a vétSinou tomu
tak skutecné je). Z této podminky ziskame vztah mezi @ a k, tedy disperzni relaci.
Casto je vyhodné eliminaci sniZit poéet proménnych soustavy, a tim fad po¢itaného
determinantu. Snizovani poétu proménnych mizeme provadét pred pouzitim pravi-
del Fourierovy transformace (pro parcidlni diferencialni rovnice, viz krok 1) i po
ném v algebraické soustave.

Je-li disperzni relace komplexni, je vhodné fesit pfipadnou stabilitu ¢i nestabilitu
nalezeného feseni. Komplexni uhlova frekvence nebo vinovy vektor znamenaji, ze
ve vyrazu exp[i(k-x — wt)] jsou exponencialni neoscilujici ¢leny, které mohou vést
k utlumu nebo exponencialnimu nartistani feseni (nestabilite).
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6. Z disperzni relace se pokusime vypocitat uhlovou frekvenci a ze vztaht (2.221)
a (2.225) nalezneme fazovou a grupovou rychlost vin.

7. Vratime se k piivodni soustaveé rovnic a zkoumame vztahy mezi jednotlivymi veli-
¢inami, vzajemné sméry ruznych vektord, zda je vinéni pticné ¢i podélné atd.

2.5.2 VIny ve vakuu

Jako jednoduchy ptiklad na uvedeny postup feSme elektromagnetické viny ve vakuu,
kde plati pp =0, jo =0 a materidlové vztahy jsou pouze D = gE, B = uoH. V soustavé
(2.46) az (2.49) ponechame vektory E a B:

divE=0,

divB=0,
(2.229)
rOtB = goﬂo aE/at,

rotE =—-0B/ot.

Ukazeme dva postupy feSeni. V prvnim se pokusime eliminovat proménné jesté pred
provedenim Fourierovy transformace, v druhém az po jejim provedeni.

Postup 1

Z Maxwellovych rovnic se pokusime vyloucit magnetickou indukci a ziskat rovnici pro
elektrické pole. Na ¢tvrtou rovnici zaptisobime operaci rotace a na pravé strané za rot B
dosadime z tfeti rovnice:

JdrotB 9’E

5 = rotrotE=-¢gyly— =
t

rotrot E=— 3
ot

2
(graddiV—Vz)E =—£0,uog—?.
t

Vzhledem k tomu, Ze div E = 0, ziskavame vyslednou rovnici

2
VZE—gOyoz—f =0. (2.230)
t

Jde o znamou vinovou rovnici pro elektrické pole. Obdobné bychom eliminaci elektric-
kého pole mohli z Maxwellovych rovnic ziskat stejnou rovnici pro magnetické pole.
Nyni provedeme Fourierovu transformaci podle pravidel uvedenych na predchozi strang:

(—k2 +€0ﬂ0(02)E = 0.

Parcialni diferencialni rovnici jsme pfevedli na algebraickou rovnici bez pravé strany.
Nenulové feseni bude existovat pouze tehdy, kdyz

—k? + ggpy”* =0 =
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1

Eollg

> (k)=

k. (2.231)

Z podminky nenulovosti feSeni jsme odvodili disperzni relaci. Fazova rychlost Sifeni
(rychlost svétla) je

> czu =2 |1 (2.232)
k Eolo

Nalezena disperzni relace tvaru w = ck je nejjednodussi moznd (ptimkova), fazova
i grupova rychlost je stejnd a vinéni nejevi disperzi, tj. rychlost neni zavisla na vinové
délce resp. vinovém vektoru.

Postup 2
Budeme predpokladat, Ze se nam nepodatilo ze soustavy Maxwellovych rovnic elimi-
novat rovnici pro elektrické ¢i magnetické pole. Proved'me proto Fourierovu transfor-
maci jiz v puvodni soustave rovnic (2.229):
k-E=0,
k-B=0,
kxB=-weyuE,
kxE=+wB.

(2.233)

Eliminaci proménnych lze provést nyni. Dosadime B z posledni rovnice do ptedpo-
sledni:

ékx(kxE):—weoﬂoE =
k(k-E)—k’E = -’ £ 11,E .
Prvni vyraz je podle prvni rovnice z (4.23) nulovy a rovnice pro elektrické pole proto je
(k2 —Eolg a)z)E =0.
Podminkou nenulovosti elektrického pole je opét disperzni relace

1

Eolg

K —gupw* =0 = wk)= k = ck.

Z puvodni soustavy (2.233) snadno zjistime, ze vektory E, B a k jsou navzajem kolmé
a elektromagnetické vinéni je proto piicné. Vektory E a B nejsou v elektromagnetické
viné nezavislé, z rovnice rot E =—0B/0t plyne po Fourierové transformaci kE = wB
a tedy

E o

25 ( )
Tento vztah ma hlubsi vyznam. Podil elektrické intenzity a magnetické indukce ma
vzdy vyznam typické rychlosti v daném systému. Napfiklad pro plazma jde o driftovou
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rychlost ¢astic, pro elektromagnetickou vlnu o fazovou rychlost jejiho Sifeni. V pifipadé
vakua je fdzova rychlost rovna c. V materidlovém prostfedi zavadime index lomu

> n="- (2.235)

a podil obou poli je v elektromagnetické vin€ roven E/B = v¢= c/n.

E

B

Obr. 2.26: Poméry v rovinné elektromagnetické viné

Polarizace

Polarizaci elektromagnetické viny rozumime rovinu kmiti elektrického pole. Tato
polarizace mtize byt rovinnd (tmavsi rovina na obrazku), pfi niz vektor elektrického
pole kmita stale ve stejné roviné. Rovina kmiti elektrického pole se ale miize i stacet
(a s ni i rovina kmitd magnetického pole). Polarizace mize byt naptiklad kruhova (kon-
covy bod elektrického pole opisuje kruznici) nebo chaoticka (elektromagneticka vina se
sklada z mnoha emisnich aktd riiznych polarizaci).

Poznamka 1: Vidime, ze neni dulezité, v jaké fazi vypocétu provedeme Fourierovu
transformaci, oba postupy vedou ke stejnému vysledku. Pokud neumime zachazet
s parcialnimi diferencialnimi rovnicemi, je vyhodné provést transformaci co nejdii-
ve. Nepodafi-li se ndm provést eliminaci proménnych ani pred, ani po transforma-
ci, bude podminkou nenulovosti feSeni nulovost determinantu celé soustavy.

Poznamka 2: Rychlost svétla nam vysla zavisla pouze na permitivité a permeabi-
lit¢ vakua. Je dana vlastnostmi vakua. Rychlost je ve vSech soufadnicovych sou-
stavach stejna. To je disledkem faktu, ze Maxwellovy rovnice maji odlisné trans-
formacni vlastnosti od klasické mechaniky, kde se rychlosti soustavy a zdroje sc¢i-
taji. Nesoulad klasické mechaniky a elektrodynamiky vyustil v fadu experimentd,
které ukazaly, ze chovéni prirody odpovida Maxwellové elektrodynamice. Proto
bylo tieba klasickou mechaniku upravit tak, aby byla v souladu s elektrodyna-
mikou. Tuto tpravu provedl Albert Einstein v roce 1905 — nazyva se specialni
teorie relativity. Vede k dnes znamé kontrakci délek a dilataci ¢asu.

Poznamka 3: Z Maxwellovych rovnic plyne, Ze se elektromagnetické viny mohou
sifit 1 ve vakuu, daleko od zdrojti, z nichz vznikly.

Poznamka 4: Maxwell ze svych rovnic ukazal, ze svétlo je elektromagnetickym
vilnénim a Ze musi existovat i elektromagnetické vinéni kratSich i delSich vinovych
délek, nez ma svétlo. Takova vinéni byla pozd¢ji objevena, naptiklad v roce 1888
objevil Heinrich Hertz radiové viny.
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2.5.3 VIny v anizotropnim prostredi

Vlastnosti latky mohou vnést do Sifeni elektromagnetickych vin vyraznou anizotropii.
Totéz muze zplsobit vnéjsi elektrické a jeste Castéji magnetické pole. Vénujme se v této
kapitole velmi kratce anizotropnim materialim. Pro jednoduchost pfedpokladejme line-
arni odezvu a pouze elektricky anizotropni prostiedi (naptiklad obycejnou sil), kde plati
Dk = (‘,‘k]E I

D, & € &3 || E
D2 = 821 822 623 . E2 . (2236)
Ds €31 €xn €33 )| E;3

Vektor D uz obecné nemifi ve sméru vektoru E, permitivita neni jediné ¢islo, ale devi-
tice Cisel tvoficich tenzor permitivity druhého tadu. Ze zékladnich fyzikalnich tvah,
které jdou za hranici tohoto kurzu, plyne, Ze tenzor permitivity musi byt symetrickou
matici tj. gy = ey. Symetrické matice ale maji realna vlastni Cisla a tfi navzajem kolmé
vlastni vektory, které mohou hrat roli pfirozené baze, jinymi slovy pfirozené souradni-
cové soustavy. Napiiklad v krystalické latce jde o osy, podél nichz se vInéni §iii pod-
statné jednodusSeji nez v ostatnich smérech. Pokud budeme latku popisovat v takové
soufadnicové soustaveé, bude mit tenzor permitivity jen diagonalni ¢leny, tedy tii hod-
noty permitivity lisici se ve tfech smérech.

&g 0 0
e=|0 ¢ O (2.237)
0 0 &

Riizna permitivita v riznych smérech znamena rizné rychlosti Sifeni elektromagnetické

vlny a rlizny index lomu:
1/ JE
n =S = N5l / (2.238)

Uk Erly

Pokud jsou vSechny tfi permitivity, a tim i indexy lomu, razné (n, # n, # n3), hovotime
o dvouosém krystalu. U mnohych krystali jsou ale dva ze tfi indexti lomu stejné, tj.
naptiklad

ny=Hny #£ N3 ; (2.239)

V tomto piipad¢ hovofime o jednoosych krystalech, oba shodné indexy nazyvame fad-
nym indexem lomu (ordinary) a tieti, liSici se od ostatnich, nazyvame mimoradnym
(extraordinary) indexem:

ng=ny=ny,

> ° (2.240)

ne =njy

Ptiklady indexti lomu nékterych jednoosych krystald jsou v nasledujici tabulce:
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krystal ne Ne

kfemen 1,544 1,553
rutil 2,616 2,903
islandsky vapenec 1,658 1,486
turmalin 1,669 1,638
beryl 1,598 1,590

U elektricky anizotropnich latek se setkavame s fadou novych vlastnosti. V krystalech
se objevuji soucasné dvé vinoplochy odpovidajici ifeni fadné a mimotadné viny. Tomu
odpovidaji i dva vinové vektory a dvojity obraz véci zobrazenych dvojlomnym krysta-
lem. Vzdy ale existuje jedna osa, v niz oba vlnové vektory splyvaji a vinoplochy fadné
a mimoiadné viny se dotykaji. Takové ose fikame optickd osa.

optickd
A Osa
zdporny krystal
(ne <ny)
kladny e
krystal
(ne > ny) opticka
osa
Ny ne
N

Obr. 2.27: Nejcastéjsi dva typy dvojlomnych krystal(

Sméry jednotlivych vektort ziskame z Maxwellovych rovnic, v nichz nebudeme uvazo-
vat ani prostorové naboje, ani tekouci proudy a ponechame oba elektrické i oba magne-
tické vektory a provedeme Fourierovu transformaci:

divB=0; divD=0; rotE:—a_B; rOtH:a_D =
ot ot
k-B=0; k-D=0; kxE=wB; kxH=-0D. (2.241)

Vinovy vektor k je kolmy na vektory D a B, tj. ma smér hustoty hybnosti DxB a tedy
fazové rychlosti vinéni. Naopak grupova rychlost ma smér Sifeni energie, tedy smeér
Poyntingova vektoru (toku energie) ExH. Za paprsek povazujeme smér $ifeni energie,
tedy neni uz kolmy na vlnoplochy.

e Fazovarychlost a vinovy vektor mifi ve sméru hustoty hybnosti DxB;
e  Grupova rychlost a paprsek mifi ve sméru toku energie ExH;

e Opticka osa je smér s jedinym vinovym vektorem.

e  Existuji i krystaly, v nichZ je n, # n, # n.
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Pokud vstupuje paprsek do dvojlomného krystalu, rozd€li se ptivodni vlna na dve:
tadnou a mimotddnou. Radna vina se lame podle indexu lomu 7,, mimoiddna podle
indexu lomu n.. Ob& nové viny jsou polarizované a jejich polarizace (roviny kmitd
elektrického pole) jsou navzajem kolmé.

EA AD

hybnost k, v¢

H,B
Obr. 2.28: Sméry zakladnich vektord v dvojlomném prostredi

Dvojlomné prostredi 1ze vyuzit viadé zajimavych zafizeni. Jmenujme alespon dvé.
Prvnim je étvrtvlnnd desticka. Krystal je vybrousen tak, ze jednim z povrchu vstupuje
kolmy paprsek kolmo na optickou osu. Obé vzniklé viny se §ifi ve stejném sméru.
Ruizné polarizace se ale §iii riznou rychlosti. Desticka ma takovou tloustku, aby doslo
k posunu obou polarizaci o 90°. Na vystupu se obé viny spoji. Kmity elektrického pole
vIn jsou navzajem kolmé a pfitom posunuté o 90°. Tim vznikne kruhové polarizovany
elektromagneticky signal. Jinym zajimavym zafizenim je polarizacni hranol (tzv. ni-
kol). v jehoz nitru je fezna plocha slepena kanadskym balzdimem. Do anizotropniho
krystalu z islandského vapence vstupuje nepolarizovany paprsek, ktery se rozdéli na dvé
polarizace. Index lomu kanadského balzamu je takovy, ze ufadného paprsku dojde
k tiplnému odrazu a krystal opusti. Druhd vIna kanadskym balzamem projde. Ob¢ pola-
rizace se odd¢li, a hranol je proto zdrojem polarizovaného svétla.

»

CTVRTVLNNA
DESTICKA
kanadsky
balzdm ~,
5 POLARIZACNI
> 19 HRANOL
68° \

Obr. 2.29: Ctvrtvinna desticka a polarizaéni hranol
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2.5.4 VIny ve vodivém prostredi

Naleznéme vlnovou rovnici pro elektromagnetickou vlnu $itici se v kovu. V Maxwello-
vych rovnicich dosadime za proudovou hustotu j, = oE, kde o je diferencidlni vodivost

divD=p,, divB=0, rotH=6E+a—D, rotE:—a—B. (2.242)
9 ot ot

Na tfeti rovnici aplikujeme operaci divergence a za div D dosadime z prvni rovnice:

Py o o
A~ Tl =0 = ~ ——t . 2.243
ot & Po Po =P exp{ € } ( )

Prostorova hustota naboje ve vodi¢i exponencialné vymizi a nemusime ji proto uvazo-
vat. Za vychozi sadu Maxwellovych rovnic pro viny ve vodi¢i miizeme pouzit

divE=0, divB=0, I‘OtB=/lO'E+8,u£;—E, rotE:—aa—B. (2.244)
t t

Aplikaci operace rotace na tfeti rovnici miizeme eliminovat elektrické pole

rotrot B = o;urotE+€ﬂar§;E s
2
graddivB-V?B = —a,ua—B—e,ua—B ,
ot ot
2
VzB—op oB —eya—B =0
0 ot

Obdobné mizeme ziskat i rovnici pro pole elektrické. Ve vodici spliiuji elektromagne-
tické viny tzv. telegrafni rovnici:

9 92 \(E
> Vz— _— _— = 0 .
( O:Llat é:uatz J(B]

Po dosazeni rovinné viny (provedeni Fourierovy transformace) ziskdme disperzni relaci
o* = 2k* —iczo;ua). (2.245)
Je-li vodivost nulova (¢ = 0), prejde disperzni relace ve znamou relaci vin v nevodivém

prostedi. Ve vodici je disperzni relace komplexni, coZ obecné znamena utlum.

Utlum v prostoru
Hledejme nejprve prostorovy utlum (feseni v k):
A2k? = o +ic20ﬂwz iczaya).
Vzhledem k vysoké vodivosti kovil jsme prvni ¢len na pravé strané zanedbali. Tento
vyraz jiz snadno odmocnime. Nezapomeiite, e i'* = (1+i)/2". Proto
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Realna i imaginarni ¢ast vlnového vektoru je stejné velikd (to je pro kovy typicke).
V prostoru tedy bude mit vina charakter

v =Aexp [i Jouw!2 x—Jouw/2 x] (2.247)

Vlna je exponencialné tlumena. Snadno uréime charakteristickou vzdalenost, na které se
vlna utlumi faktorem e:

> 5= |2 (1.248)
oU®

Tuto vzdalenost (do které vina ve vodivém prostiedi pronikne) nazyvame skinova
hloubka.

Utlum v ¢ase

Hledejme nyni utlum v Case (feSeni v w). Disperzni relace je kvadraticka rovnice pro
frekvenci w s feSenim

i 2 1 4.2 2 2,2
Wy, =—5c¢ oyiri\/—c o +4ck” .

V diskriminantu je vodivostni ¢len dominantni, posledni ¢len zanedbame. V takovém
pripadé zbyva jediné nenulové feseni

=—ic’ou. (2.249)
Regeni ve frekvenci je ryze imaginarni a ma charakter atlumu
y=Ae <M (2.250)
s charakteristickou dobou Gtlumu, na niz bude vlna utlumena faktorem e
> r=1/(c*ou). (2.251)
Pov§imnéte si, ze pii dodrZzeni znaménkové konvence (+ prostor, — cas) v zapise

rovinnych vin typu exp[i (k-x — wf)] vysel pro elektromagnetickou vinu pronikajici do
vodivého prostredi itlum v Case i v prostoru, coZ je spravne.

2.5.5 Svétlo na rozhrani dvou prostredi

Zakon odrazu a lomu

Zakony odrazu a lomu poprvé odvodil arabsky ucenec Ibn Sahl (asi 940-1000) v roce
984. V zapadnim svété znovuobjevil zakon lomu az holandsky astronom a matematik
Willebrord Snellius (1580—-1626) v roce 1621. Jeho predchtidci popisovali lom svétla
pomoci experimentalné sestavenych tabulek. Zakon lomu se také pokousel nalézt fran-
couzsky filozof, fyzik a matematik René Descartes (1596—1650). Vychézel z analogie
mickd, které pfi letu proniknou skrze tenkou piekazku, ztrati energii a jejich drdha
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zméni smér. Bohuzel dosel timto postupem k vysledku, v némz sice spravné vystupuji
siny uhli dopadu a lomu, ale pomér rychlosti svétla v obou prostfedich mu vySel obra-
ceny. Spravnou formuli odvodil také francouzsky matematik a pravnik Pierre de Fermat
(1601-1665) z principu minimalniho Casu.

Zpusobu odvozeni zdkonu lomu a odrazu je mnoho — od Huyghensova principu pies
Fermatv princip aZ po piimy vypocet z podminek na rozhrani, které okamzité plynou
z Maxwellovych rovnic. Odvozeni provedeme dle nasledujiciho obrazku:

Obr. 2.30: Lom a odraz na rozhrani dvou prostredi

Rovina rozhrani je y = 0. Rovina interakce je z= 0 (rovina papiru ¢i monitoru). Pokud
elektricky vektor mifi kolmo na rovinu interakce, hovoiime o S polarizaci (Stick, pro-
pichnout). Pokud elektricky vektor kmita v rovin€ interakce, hovoiime o P polarizaci
(Parallel, rovnobézna). Z téchto polarizaci lze superpozici slozit libovolnou jinou pola-
rizaci. Vlnovy vektor paprsku dopadajiciho na rozhrani je oznacen k; (/ncident), odra-
zeného paprsku kg (Reflected) a paprsku proslého rozhranim ky (7ransmitted). Rovina
kmith elektrického pole je naznacena Cervenymi body, elektrické pole miii smérem
k vam — jde o S polarizaci, pro kterou provedeme vypocet. Elektrické pole méa v tomto
médu jen teénou slozku k rozhrani, ktera bude spojitd. Uhly jsou mé&feny od kolmice
k rozhrani, thel dopadu je oznacen a, thel odrazu o' auhel lomu £. Vinové vektory
budou mit slozky

ky =(kysina, —kycose, 0) ;
kg = (kg sine’, kg cosa’, 0); (2.252)
kr = (kpsinf,—kycos3,0).
Tecné slozky pole jsou spojité, tj.
Eg e ML g o elKRTRT Z R ellkrrord (2.253)
Do posledniho vztahu dosadime jednotlivé vinové vektory a rozhrani (y = 0):

Eyy ei[qusina—w[t]_i_EOR ei[kasin o/-apt] _ Eyr ei[k-l-xsinﬂ—a)]-t]. (2.254)

Tato podminka na rozhrani musi platit v libovolném case ¢ a v libovolné poloze x, coz
bude splnéno jen, pokud plati
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Or=Or = Or (2.255)

kysina = ky sine’ = ky sin B (2.256)

Pfi odrazu ani lomu se neméni frekvence elektromagnetického zafeni. Z druhé podmin-
ky uz snadno odvodime

o Wr ., O .
—sinag=—-sina'=—sinf =
Up UR Ut
(2.257)
sin _sine’ _sin 8
U,y Uy vg '
Z posledniho vztahu okamzité plyne jak zédkon odrazu, tak zdkon lomu:
> a=a, (2.258)
i n
> SN _Ya 7B (2.259)

sinff vg Ny

Index lomu je definovan jako podil rychlosti svétla ve vakuu ku rychlosti svétla v da-
ném prostiedi, tedy plati:

n=— (2.260)

Fresnelovy vztahy

Obr. 2.31. K odvozeni Fresnelovych vztahl

Detailngjsi rozbor chovani svétla na rozhrani provedl v roce 1823 francouzsky inzenyr
a fyzik Augustin-Jean Fresnel (1788—1827). Byl jednim z prvnich, ktefi prosazovali vino-
vou povahu svétla a odmitali Newtonovu korpuskularni teorii pivodu svétla. Odvod’'me
nyni jeho slavné vztahy pro koeficienty odrazu a propustnosti obou zakladnich polari-
zaci. Sméry vektort (elektrické pole, magnetické pole, vinovy vektor) pro S mod a P
mdd jsou zakresleny na obrazku. Fresnel zkoumal vlastnosti slozek obou poli, které
byly rovnobézné s rozhranim. Elektrické pole E ma te¢nou slozku spojitou. Magnetické
pole ma spojitou te¢nou slozku vektoru H, pole B ma v te¢né slozce skok. Budeme ale
predpokladat, Zze ob¢é prostfedi maji stejné permeability. To plati pro vétsinu prostiedi
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prihlednych pro svétlo. V takovém ptipade je spojita i te¢na slozka magnetické indukce
B (v prostredi 1 jde samoziejmé vzdy o soucty slozek dopadajici a odrazené viny). Tim
se situace zjednodusuje a mizeme snadno napsat podminky spojitosti te¢nych slozek
obou poli E, B. Pro S mod plati leva ¢ast obrazku, spojitost te¢nych slozek obou poli da
rovnice

(2.261)
—Bjcosa+ By cosor =—By cos f.

Ze vztahu (2.234) vime, Ze podil elektrického pole a magnetické indukce je roven rych-
losti Siteni vin E/B = vy = ¢/n. Toho vyuzijeme k vyjadieni magnetické indukce

(2.262)
—En, cosa+ Egny cosa=—Eqngcos 3.

Z rovnic snadno vypoéteme amplitudy odrazivosti Er/E; a propustnosti Er/E;. Podil
indexd lomu vyjadfime ze Snellova zakona lomu (2.259). Pro polarizaci S vychazi:

> o Er __sin@-p) (2.263)
STE,  sin(@+f)’ '

E .
> fg =L - 2sinpcosa B cosa (2.264)
E; sin(a+p)

Zcela obdobné ur¢ime obdobné vztahy pro polarizaci P:

E -
> o=k __B@=p) (2.265)
Ey tg(a+pf)
_Er_ 2sinfBcosa

> tp (2.266)

- E; ~ sin(a+ f)cos(a— f3)

Tyto vztahy pro amplitudy odrazivosti a propustnosti v sobé nesou mnoho informaci
o chovani jednotlivych polarizaci vinéni. Pokud napfiklad vina dopada na opticky hustsi
prostiedi (s vy$$im indexem lomu), odrazi se v protifazi — obé amplitudy odrazivosti
jsou zaporné, protoze a > f (tzv. lom ke kolmici). Obdobné¢ se chova vlna v gumové
hadici, jejiz jeden konec je upevnén. Postupujici vina se od pevného konce odrazi
v protifazi.

Nekdy potiebujeme znat energetickou bilanci. Tok energie (Poyntingtiv vektor) je
umérny druhé mocning poli. U odrazivosti se nemusime starat o sméry (dopadajici a
odrazeny paprsek maji zrcadlové symetricky smér vzhledem ke kolmici k rozhrani) a
koeficient odrazivosti je druhou mocninou amplitudy odrazivosti

R=r". (2.267)

Amplituda odrazivosti je pomér amplitud poli, odrazivost (reflektivita) je pomér energe-
tickych tokt. U propustnosti (transmisivity) je tomu jinak. Paprsek dopada pod jinym
uhlem, nez se lame. Proto bychom museli do propustnosti zahrnout i thlovou zavislost:
dopadajici energie zavisi na sméru, pod jakym paprsek dopadne, stejné tak jako energie
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prosla do druhého prostiedi zavisi na thlu lomu proslého paprsku. Propustnost miizeme
ale snadno urcit ze zakona zachovani energie: soucet odrazivosti a propustnosti musi byt
roven jedné, proto

T=1-R. (2.268)
Pro odrazivosti a propustnosti obou polarizaci proto mame jednoduché vztahy
) _
> Rg = M , (2.269)
sin“ (a+ )
g’ (@= )
> Rp=—=""F2, (2.270)
tg” (o +f)
> Tg =1-Rg, (2.271)
> Tp=1-Rp. (2.272)

Na obrazku jsou vykresleny odrazivosti (reflektivity) pro ob¢ polarizace pro rozhrani
vzduchu a skla. Uhel lomu je ve vztazich (2.269) a (2.270) ur¢en ze zakona lomu.

1,0
n =1 i
087 n,=15
S 06]
N 1
o i
© = N
S 04 Rg
0,2 Ry
0 30 60 90
Uhel dopadu (°)
Obr. 2.32: Odrazivost pro rozhrani vzduchu a skla
Brewsteriav zakon

Kazda z polarizaci se pii odrazu chova ponékud jinak. Hodnotu pro nulovy thel dopadu
musime urcit z vyrazu typu 0/0. K tomu vyuzijeme souctovy vzorec pro siny a sinus
thlu lomu vyjadiime ze zakona lomu. Odrazené svétlo méa vzdy zastoupenou S polari-
zaci, ale pro urcity thel dopadu zcela vymizi P polarizace (zelend kiivka ma nulovou
hodnotu). Pokud mélo dopadajici svétlo smisenou polarizaci, bude odrazené svétlo zcela
polarizované. Experimentalné tento tihel poprvé urcil skotsky vynalezce sir David
Brewster (1781-1868). Mimo jiné vynalezl kaleidoskop a vylepsil opticky mikroskop.
Pomoci dvouosych krystald méfil v letech 1813 az 1814 thel maximalni polarizace
a zjistil, Ze pokud je tangenta thlu dopadu rovna indexu lomu, je polarizace maximalni.
My mutzeme tento vztah snadno odvodit z Fresnelovych vztahti. Ze vztahu (2.270) je
jasné, ze odrazivost P polarizace je nulova, pokud je soucet tthlu dopadu a hlu lomu
prave 90° (tangenta ve jmenovateli diverguje):
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a+f=90°. (2.273)
Ze zékona lomu potom mame

_ sinor = n_ﬁ (2.274)
sin(90°-a) n,

Odsud jiz snadno odvodime Brewstertiv zakon pro uhel dopadu, pii némz zcela vymizi
P polarizace dopadajiciho svétla

n
> tgag =n; n=—"—. (2.275)
Ny

Svétlo odrazené od Mésice nebo vodni hladiny je vzdy ¢asteéné polarizované. Dopada-
li pod Brewsterovym uhlem, obsahuje odrazené svétlo jen S polarizaci.

Uplny odraz (totalni reflexe)

Dal§im zajimavym jevem je Gplny odraz. Nastava pii dopadu paprsku na opticky fidsi
prostfedi (napiiklad z vody nebo ze skla do vzduchu). Pokud budeme zvétSovat uhel
dopadu, bude paprsek lomen stale vice od kolmice, az se nakonec bude §ifit podél roz-
hrani. V rozhrani vznikne tzv. evanescentni vina, ktera je exponencialné tlumena s ros-
touci vzdalenosti od rozhrani (vlnovy vektor ma komplexni slozku). Pfi zkoumani eva-
nescentnich vin se ukazalo, ze ze zatim neznamych divodt maji fotony pohybujici se
podél rozhrani atypickou slozku spinu ve sméru pohybu. Pii jesté vétSich uhlech uz
k lomu nedochazi. Svétlo ¢i elektromagneticka vina se jen odrazi od rozhrani a zistane
v opticky hust§im prostfedi. Toho se vyuziva napiiklad ve svételnych vlaknech.

vzduch

evanescentni vina

R ™

uplny odraz

voda

Obr. 2.33: Uplny odraz na rozhrani dvou prostredi
Pro mezni uhel je thel lomu roven 90° a ze Snellova zakona mame

. np
| 2 sinoy, =n; n=--—. (2.276)
n(Z

Z Fresnelovych vztahid je mozné detailné zkoumat poméry v S a P polarizaci pfi aplném
odrazu, ale to uz je za hranici moznosti tohoto uvodniho kurzu.
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2.5.6 Raytracing

Velmi zajimavou tlohou je sledovani paprsku, ktery se pohybuje disperznim prostfedim
s proménnym indexem lomu (v pfiblizeni geometrické optiky). Existuji vytfibené me-
tody jak ze znalosti tenzoru permeability a tenzoru permitivity ur€it v daném misté smér
paprsku a jeho piesun do nasledujiciho mista. Takto pojata uloha ale predpoklada zna-
lost obou tenzori. Trasovani paprsku lze provést jednoduse i z pouhé znalosti disperzni
relace (zavislosti uhlové frekvence a vinového vektoru) pro Sifeni elektromagnetické
vlny. Za¢neme Hamiltonovymi rovnicemi pro kvantum elektromagnetického zafeni

X=aﬂ, ) ——a—H. (2.277)
ap ox
Nyni vyuzijeme relace pro Casticové-vlnovy dualizmus
H=hw; p=hk (2.278)
a obé relace dosadime do Hamiltonovych rovnic:
dx_do
> dr ok (2.279)
dk_ do '
dr ox

Nalezené rovnice mohou byt pouzity pro sledovani paprsku. Je tfeba si ale uvédomit
nékolik zakladnich faktd: 1) ¢as zde figuruje pouze jako parametr trajektorie paprsku;
2) pii provadéni numerické simulace dostaneme vzdy v daném bod¢ x vektor k, tedy
tecnu ke sledovanému paprsku. Po ni se pfesuneme do dalSiho mista a postup opaku-
jeme; 3) nalezené rovnice pro ray-tracing vyzaduji explicitni znalost disperzni relace
o = w(X, K), tedy z disperzni relace musime umét vyjadrit uhlovou frekvenci, coz mtze
byt nékdy problém; 4) zavislost na poloze x se do disperzni relace dostane prostiednic-
tvim znalosti zavislosti koncentrace ¢i vn&jsiho magnetického (elektrického) pole na
poloze v plazmatu. Nejcastéji zname disperzni relaci v implicitnim tvaru, tj. nefeSenou
vzhledem k proménnym « ani k:

P(x,0.k)=0. (2.280)
Naleznéme diferencial této relace (frekvence w je fixni, dana frekvenci vyslaného pa-

prsku)

99 ix+92 dk =o0. (2.281)
ox ok

Predpokladejme, Ze trasa paprsku je dana parametricky, tj.

x=x(7);

K —k(D). (2.282)

Ze vztahu (2.281) okamzit€¢ mame
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(2.283)
ox dr Jk dr
Parametr  mtize byt libovolny. Toho vyuZijeme a zvolime ho tak, aby platilo
dx _9¢.
> dz ok (2.284)
dk _ 99 '
dr  ox’

Touto volbou jednak splnime rovnici (2.283) a jednak ziskame nové rovnice pro sledo-
vani paprsku, v nichZ roli hamiltonidnu zastava funkce ¢, tedy libovolny implicitni zapis
disperzni relace. Na soustavu Hamiltonovych rovnic (2.284) 1ze pouzit libovolné dife-
renéni schéma a mizeme pohodIné sledovat priichod paprsku plazmatem.

oooooooooooo°°°oooooooooooo
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2.6 Elektromagnetické potencialy

Uz ve stacionarnim piipad€ jsme vidéli, Ze z nezdrojovych rovnic je mozné definovat
ctverici potenciali elektromagnetického pole. Obdobné budeme uvazovat i v pfipadé
casové proménnych poli, definici potencialli jen zobecnime. Pfed ¢tenim nasledujiciho
textu byste se méli seznamit s technikou kovariantnich a kontravariantnich indext
popsanou v kapitole 1.3.3.6 prvniho dilu ,,Vybranych kapitol®.

2.6.1 Definice potenciali

Vyjdéme z nezdrojové ¢asti Maxwellovych rovnic:

divB=0; (2.285)
rotE = —a—B. (2.286)
ot

Z prvni rovnice stejné jako ve stacionarnim piipadé plyne existence funkce A(, x), ze
> B=rotA. (2.287)

Pole A nazyvame vektorovy potencial, jeho zavedenim je Maxwellova rovnice (2.285)
automaticky spInéna, nebot’ div rot A =0. Nyni se vénujme druhé rovnici (2.286), do
niz za B dosadime z definice vektorového potencialu (2.287):

rotE=—arOtA = rot(E+a—Aj=O.
ot ot

Predpokladame, ze jde o dvakrat spojité diferencovatelné funkce, a mohli jsme proto
zameénit pofadi druhych derivaci. Ma-li byt rotace néjakého pole nulova, tj. rot K=0,
potom Ize tuto rovnici automaticky splnit volbou K = grad f, nebot’ rotace z gradientu je
vzdy nulova. Muzeme tedy psat

oA
E+—=-Vg.
ot
Znaménko minus je, stejné jako ve stacionarnim piipadé, voleno proto, aby sily mifily
do minima potencialni energie. Vztah pro elektrické pole tedy bude mit tvar

> E=—V¢—a—A. (2.288)
ot

Jde o zobecnéni stacionarniho vztahu (2.86). V ptipadé proménnych poli je elektrické
pole generovano i ¢asovymi zménami potencialu A. Potencialy nejsou urceny jedno-
znaéné, v jejich volbé je znacna libovile. Velké mnozstvi potencialli vede na stejna
elektrickd a magneticka pole. Touto libovili se budeme zabyvat v kapitole Kalibracni
vlastnosti potencialii. V kapitole 3.1 vénované specialni relativité uvidime, Ze potenci-
aly tvofti relativisticky ¢tyfvektor
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> AX E[W C]; 4, [ Wcj; (2.289)
A A

Detaily zavedeni ¢tyfvektord naleznete v kapitole 1.3.3.6 prvniho dilu ,,Vybranych
kapitol“ a samoziejmé také v kapitole 3.1 vénované specialni relativité. Zde pfipo-
meinme jen, ze se horni indexy transformuji Lorentzovou matici, dolni inverzni Lorent-
zovou matici. Ctyfgradient 6/0x* ma slozky udalosti ve jmenovateli, proto se netrans-
formuje Lorentzovou matici, ale matici k ni inverzni a vysledny index operace musi byt
dole, tj. 0, = 0/0x" (viz 1.3.3.6), proto plati:

> 8#5 d/dct : S _ —d/dct ‘
\% \%

Tabulka potenciali

V nasledujici tabulce jsou potencialy, které za pomoci vztahti (2.288), (2.287) vedou na
pole uvedena v pravém sloupci.

(2.290)

ZDROJ POTENCIAL POLE
homogenni E ¢=-FEyr E=E,
homogenni B A =% Bxr B=B,
O r
bodovy ndboj = 0 E= 5=
4reyr Areyr= T
me. monobdl A nelze nalézt B= Our
& P na celém ® I
Pgr 3(pg-m)n-p r
elektricky dipl =t Tl E
4regr dreyr r
Xr 3 ‘n)n— r
magneticky dipol :&pM—S B :&(pM—gpM; n=-—
47[ r 47[ 7 r

2.6.2 Potencialy a tenzor elektromagnetického pole

Elektromagnetické pole je derivacemi potencialti, oba vztahy (2.287) a (2.288) lze jed-
noduse zapsat za pomoci tenzoru elektromagnetického pole (viz také 1.1.6.3)

0 E /lc E,)/lc E_lc

x y z
-E.Jc 0 B, -B

> FH =#4" =" a* =| : 7 (2.291)
—-E,/c -B, 0 B,

~E.lc B, -B, 0
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Jde o antisymetricky tenzor druhého fadu, ktery ma jen Sest nezavislych slozek (témi je
trojice slozek elektrického a trojice slozek magnetické pole). Slozky pole 1ze snadno
odecist z ptislusnych pozic tenzoru.

Kalibracni volnost potenciali

Potencialy nejsou urceny jednoznacné, dvéma ruznym potencialim muize odpovidat
stejné elektromagnetické pole. Pokud zavedeme nové, pretransformované potencialy za
pomoci tzv. gradientni transformace

> A" = A" 1M f (2.292)
kde f'je zcela libovolna dvakrat spojité diferencovatelna funkce, pole se nezméni:

FI =0 (4" +0"f)=0" (4" +0" [ )= 0" 4" 0" 4t = FI". (2.293)

Gradientni transformaci (2.292) potencialt lze psat i oddélené jako

G=p-¥
> ot’ (2.294)
A=A+Vf.

Uvedena transformace nezméni hodnoty poli, funkce f mize byt libovolna. Této libo-
vile v potencialech 1ze s vyhodou vyuzit pii konstrukci co nejjednodussi varianty Max-
wellovych rovnic v potencidlech. Maxwellovy rovnice (2.285) a (2.286) jsme vyuzili
k zavedeni potenciall elektromagnetického pole.

2.6.3 Maxwellovy rovnice v potencialech

Zbyvajici dvé rovnice se zdrojovymi ¢leny miizeme za pomoci tenzoru elektromagne-
tického pole snadno prepsat do tvaru

> FHY = ", (2.295)

kde étyivektor J* prezentuje zdroje elektrickych a magnetickych poli, indexy za ¢arkou
oznacuji piisluSné derivace, napf. 4,5 znamena Opd,. Tento tvar Maxwellovych rovnic
je zjevné relativisticky. Prepisme Maxwellovy rovnice ve tvaru (2.295) za pomoci po-
tenciald:
v .
F Voo HoJ “5

9, (944" =0" 4" ) = ugJ* ;

949,4" —0,0" A" = iy J* . (2.296)

Druhy ¢len na levé strané je d’ Alambertiiv vinovy operator aplikovany na ¢tyipotencial
pole, prava strana zjevné prezentuje zdroje poli. Jedinou ,,vadou na krase* rovnic zapsa-
nych v potencialech je prvni ¢len. Zde vyuzijeme velké libovile v potencidlech dané
kalibra¢ni transformaci. Pfedpokladejme, Ze veliGina 8,4" je rovna né&jaké funkci ¢asu a
prostoru F(¢, x):
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d,4" = F(t,x)

a zvolme za pomoci gradientni transformace (2.292) jiny Ctyipotencial, pro ktery bu-
deme pozadovat, aby

9,4=0 = 9,4"+0,0"f=0 = F@x)+0f=0.

Takova gradientni transformace bude vzdy existovat. Funkci £, ktera generuje transfor-
maci, staci volit tak, aby spliovala rovnici

of =—F(t,x). (2.297)

V novych potencialech je prvni ¢len v rovnici (2.296) nulovy a Maxwellovy rovnice
ziskaji jednoduchy tvar

od* = —pyJ* ; (2.298)
9,4 =0. (2.299)
Jde o vinové rovnice pro &tyipotencial A”, u kterych jsou zdrojovymi ¢leny slozky ¢tyt-
vektoru J“. Rovnice jsou doplnény Lorenzovou kalibraéni podminkou (2.299). V dal$im
textu budeme samoziejmé vinky vynechavat:
od* =—u,J* ;
> Ho (2.300)
d ﬂA“ =0.

Uvedené rovnice mizeme rozepsat oddélené pro ¢asovou a pro prostorové slozky:

€o
> DA =g ; (2.301)
iz%+diVA=0.
c ot

V piipadé stacionarnich dé&ji se D'Alambertiv operator zméni na Laplacedv a rovnice
daji Poissonovy rovnice elektrostatiky a magnetostatiky vcetné Lorenzovy kalibracni
podminky.

Lagrangeova funkce elektromagnetického pole

V teoretické mechanice je Ustiedni veliCinou Lagrangeova funkce. Pro polni problema-
tiku jde o hustotu Lagrangeovy funkce. K Maxwellovym rovnicim se zdrojovymi ¢leny
vede hustota Lagrangeovy funkce (viz kapitola 1.1.6.3 v prvnim dilu ,,Vybranych kapi-
tol)

1
> g =J,A" —4—F”VFW. (2.302)

Ho

Prvni ¢len popisuje interakci ¢astic s polem, druhy pole samotné. Bez prvniho ¢lenu
bychom dostali Maxwellovy rovnice ve vakuu.
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V klasické elektrodynamice mtizeme pouzivat jak pole, tak potencialy. Obé varianty jsou
ekvivalentni. V kvantové teorii, kde je pravdépodobnost déji zavisla na integralu akce,
tedy na potencialech a jejich derivacich obsazenych v Lagrangeové funncki (2.302), jsou
primarni potencialy. Castice interaguje s elektromagnetickym polem i v oblasti, kde je
pole nulové, ale potencialy jsou nenulové. Poprvé to prokazal znamy Aharontiv-Bohmuiv
experiment (viz kapitola 1.2.6.4 v prvnim dile ,,Vybranych kapitol).

2.6.4 Potencialy ve volném prostoru

Ukazali jsme, Ze liboviile potenciall 1ze vyuzit k tomu, aby Lorenzova kalibra¢ni pod-
minka byla splnéna. Dokonce ani pozadavek na jeji splnéni neuréuje potencialy jedno-
znaéné! Z rovnice (2.297) je ziejmé, ze funkce f neni urcena jednoznacné a lze k ni
pricist jakékoli feSeni vinové rovnice

Of, =0. (2.303)
Proto je mozna jesté dalsi gradientni transformace

jﬂ = 1&'” +aﬂf0,

kterou je lze vyuzit naptiklad k vynulovani skalarniho potencidlu ve volném prostoru
bez néboji a proudd. Pro potencial ¢ bude mozna transformace

= - of
5=5-2% (2.304)
ot
Je jasné, Ze novy skalarni potencial bude nulovy, pokud piivodni potencial plijde napsat jako
9/
=— 2.305
¢ o ( )
Takovy potencial ale spliiuje vinovou rovnici s nulovou pravou stranou:
~ afy 9 )
O¢p= 0—=—0f,=—0=0, 2.306
¢ ot ot Jo ot ( )

coz je rovnice pro puvodni potencial bez zdrojového Clenu, tedy v prazdném prostoru.
Proto takova transformace vzdy existuje a ve volném prostoru mizeme jakékoli elek-
tromagnetické pole popsat pouze vektorovym potencialem (vinky uz nebudeme psat):

E= —a—A, (2.307)
ot
B =rotA. (2.308)

2.6.5 Retardované a advanceované potencialy

V elektrostatice a magnetostatice jsme z Poissonovych rovnic pro potencialy nasli feSeni

’ 3.
! ij(r)d iy (2.309)
4re, |

P(r) =

/)
|r—r
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N r/ d3r/
A= %. (2.310)
4r |r—r

V elektrodynamice je Laplacetv operator nahrazen D’Alambertovym a mame rovnice

0p=-22;  oA=—pip:

€0 2.311)
1 d¢ .
=+ divA=0.
c ot
Tyto rovnice zapocitavaji konecnou dobu §ifeni informace a maji feSeni
t—AtLY)dr
> p(iry =LA (2312)
4re, | r-r
i (t—Atr)dr
> Altr) = &Iu (2.313)
4r |r—r

Potencialy se pocitaji v retardovaném case, tedy Case pozorovatele, od n¢hoz je ode-
¢tena doba Sifeni signalu ze zdroje:

> At=|r—r'|/c. (2.314)

Ziskané potencialy nazyvame retardované (zpozdéné). Jejich hodnota se pocita
z rozloZeni naboji v kuzelu minulosti pozorovatele. Toto neni ale jediné feSeni vIno-
vych rovnic (2.311). Samotna vlnova rovnice se totiz nezméni pii zaméné ¢ — —c,
proto ji podle (2.314) spliuji i feSeni

1 f Polt+ At,r") ar

P.(t,r) = - , (2.315)
dre, |r—r
io(t+ALY)d Y
A,(r)= b [l 2LDdE (2.316)
ar |r—r

Takové teSeni je nefyzikdlni, pfichazi jakoby z budoucnosti, tedy zalezi na rozlozeni
naboju v kuZelu budoucnosti pozorovatele a nespliiuje princip kauzality (pficina musi
predchazet ve viech soufadnicovych soustavach dusledek). Reeni nazyvame advan-
ceované (n¢kdy se pouziva slovo avanceované). Obé feseni mizeme (fyzikalni i nefyzi-
kalni) souhrnné zapsat jedinou formuli

t+ ALY
> P (t,r) = ! ij( ,) , (2.317)
N 4re, | r-r
jo(txALY) &

> AL(t,r) =f—° | (2.318)
T

7|
|l'—l‘
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Obdobné lze zapsat feSeni Maxwellovych rovnic pro cely ¢tyfpotencial

J(t£ ALYy d

ary=Ho
> Ai(t’r)_4frj |r—r’

(2.319)

Advanceovana feseni maji vyznam v kvantové teorii, uplatiuji se ale formalné i v klasi-
cké elektrodynamice pfi popisu zafeni. Pfimym derivovanim lze ukazat, Ze nalezené
potencialy spliuji Lorenzovu kalibra¢ni podminku. Potencialy jsme spocetli pro pozoro-
vatele v misté¢ r. Naboje jsou lokalizovany v mistech r’, pies kterd integrujeme. Dosti
daleko od zdroji je mozné provést klasicky multipolovy rozvoj a ur€it zafiva pole
generovana pohybujicimi se ¢asticemi. Pokud nés zajima reakce Castice na jeji vlastni
pole, musime postupovat opacné a zjistit pole generované v té€sné blizkosti sledované
Castice.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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2.7 Zareni nabitych castic

Zatim jsme se zabyvali multipélovym rozvojem skalarniho a vektorového potencialu ve
stacionarnim pfipad€. Pfineslo nam to definice dipolovych momentt, elektrického
kvadrupo6lu atd. Nyni mame potencialy soucasti jediného ctyfvektoru a u elektromagne-
tickych vln jsme samoziejmé museli opustit stacionarni pfistup. Je tedy na ¢ase provést
multip6lovy rozvoj v nestacionarnim piipadg€, ktery nam umozni pochopit zakladni me-
chanizmy vyzafovani nabitych ¢astic.

2.7.1 Zarivy multipélovy rozvoj

Uvazujme nyni ¢asové promeénné zdroje potencialli

o = Mo ()

= L d’r; (2.320)
ar | r-r

’ |l'—l',(t,)
f=t-At=r-—— 1 (2.321)
C

vvvvvv

citné, ale je zadan implicitni formuli (2.321), jednak se bude muset provést Taylortuv
rozvoj jak ve jmenovateli, tak v Citateli, a poté vybrat zafivé cleny. Ty ubyvaji se vzda-
lenosti jako 1/r, kde r je vzdalenost pozorovatele od pocatku soufadnicové soustavy,
ktery je lokalizovan v oblasti zdroji. Uvazujeme jen pole, které je schopné odnést ener-
gii do libovolné vzdalenosti od zdroje, tedy integrace Poyntingova vektoru ExH, ktery
je tokem energie, pies prostorovy thel *dQ musi dat v jakékoli vzdalenosti kone&ny
prispévek. Tento fakt tlohu naopak zjednodusuje, nebot’ zrozvoji potencialll i poli
postaci vybirat jen ¢leny ubyvajici jako 1/r.

P (x,y,2)

\ 4

Obr. 2.34: Lokalizovany zdroj zéfeni a vzdaleny pozorovatel

Rozvoj jmenovatele jsme provadéli i ve stacionarnim piipadé, viz (2.120), pro ucely
teorie zareni postaci vzit jen prvni ¢len, ostatni ubyvaji rychleji nez 1/r:

LR (2.322)

’
|l'—l'
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V argumentu ctyitoku bude tfeba rozvinout retardovany ¢as pro pozorovatele nachazeji-
ciho se ve velké vzdalenosti od zdroje

r 9 (r 1x, , ronr
£'=t- S Tl 1 AP ML N
c ¢ dxy\c c cr c <

Ziskany vysledek je celkem pochopitelny. Prvni ¢len je ¢as pozorovatele, druhy clen je
retardovany ¢as vzhledem k pocatku (spole¢ny vSem zdrojim) a posledni ¢len piedsta-
vuje jemné nuance retardace pro jednotlivé elementy zdroje pole. Zapisme ho piehledné:

4

f=~r+2 L, (2.323)
C

T=t—rlc. (2.324)

Symbolem 7 jsme oznacili spolecny retardovany ¢as vzhledem k pocatku, symbolem n
normalovy vektor ke vzdalené integracni ploSe (jednotkovy vektor spojnice pocatku
soustavy s pozorovatelem), n = r/r. Samoziejmé jsme se nezbavili implicitni zavislosti,
vektor r’ je opét vyjadien v retardovaném Case. Uvazime-li rozvoje (2.322) a (2.323),
prejde vztah (2.320) pro ctyfpotencial do tvaru

4% =07 hn e, ) (2.325)
4rr
Nyni rozvineme Ctyitok v ¢ase 7 a pfirtstku n-r'".
47L'r o

A% () =20 [ g% 2,0y P+ L0 ki ( )d3' . (2.326)
Arr c

Skalarni potencial mizeme ve volném prostoru volit nulovy a radiaéni pole pocitat ze
vztahl
0A

d
Erg =20, (2.327)
B4 =T0tA . (2.328)

Ve vztahu (2.326) se budeme tedy nadale zabyvat jen prostorovou ¢asti a navic vy-
tkneme derivaci podle spole¢ného retardovaného ¢asu 7 pied integraci:

A(T)— IJQ(Tr)d3r’+——j1Q(T )[ jd3' (2.329)

V dal$im uvidime, ze prvni ¢len popisuje elektrické dipolové zafeni a druhy ¢len mag-
netické dipolové a elektrické kvadrupdlové zateni. Proved'me nyni integraci pro sou-
stavu nabitych ¢astic lokalizovanych v okoli poc¢atku, pro néz je

jQ(r,r’)=ZQava(T)§(r’—ra). (2.330)
Ihned dostaneme

A7) =4”—7ZOVZ(Q[,V“) ZQav (1) + (2.331)

47r or
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V prvnim ¢lenu vytkneme pred sumu ¢asovou derivaci (vSe je nyni ve spole¢ném retar-
dovaném case 7), v druhém ¢lenu provedeme symetrizaci (2.167) — nyni ale nebude
Casova derivace symetrické ¢asti nulova jako ve stacionarnim piipade:

A(z) = AED L AMD | AE2) (2.332)
AED _ 47” MZQ" - (2.333)
AMD _ 452@%2 0, (r,xv,)xn, (2.334)
(E2) _ My 9’
A =%¥2Qara(n-ra). (2.335)
a

Vsechny tii zativé potencialy lze pfepsat za pomoci velic¢in zavedenych pii stacionarnim
rozvoji. V prvnim se vyskytuje elektricky dipolovy moment, ve druhém magneticky
dipélovy moment, jeding treti potencial bude tieba jeste upravit. Z predchoziho vime —
viz (2.292) —, ze potencial miizeme zménit o gradient libovolné funkce

A— A+Vf(r). (2.336)

Volme pouze funkci vzdalenosti, pak bude transformace k novému potencialu vypadat
A A+ (0T (2.337)
r
a potencial A snadno zménime do tvaru s elektrickym kvadrupdlovym momentem

(B2) _ _Mo
A y— arz 3Z3Qa r,(n-r,) -

(2.338)

o
24—717’0812 ZQa [3r (n-r, )—razn].

Vysledné vztahy pro zafivé potencialy tedy jsou (vSe je vyjadfeno ve spole¢ném retar-
dovaném case 7, asové derivace jsou také podle 7)

> AED - o o (2.339)
drr
> AMD = Ho yn, (2.340)
drre
> ABD - _H G (2.341)
24 rre

V poslednim vyrazu jde o z(iZeni tenzoru Q a vektoru n.
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2.7.2 Elektrické dipolové zareni

Uréeme nyni elektrické a magnetické pole pro potencial ve tvaru (2.339). Nesmime
zapomenout, Ze spoleény retardacni Cas je také funkci » (pevna poloha pozorovatele),
a proto plati

T=t-rlc = (2.342)

e o or_ 1y
ot ar oy cr’
Nyni pfistoupime k samotnému vypoctu elektrického a magnetického pole. Pti derivo-

vani budeme vybirat jen zarivé Cleny s radialni zavislosti 1/r, vy$8i mocniny zanedba-
me. Takto konstruovana radia¢ni pole budeme znacit psacimi symboly:

(2.343)

oA"Y ATV 97 oy

E= = ;
ot Jr ot 47rrpE
op,, 0T . or
o(p,) U 9t oy oy,
B =(rotA®)) —to g D) _to, |
k (ro )k ar kim X, ar kim rz

Druhy ¢&len se chova jako 1/7%, neni radiaéni a vynechame ho:

.. 1 x ..
Bkzﬂgklmpm (___lj:_ Ho (nXpE)k‘

drr cr drer
Vysledek tedy je:
> g - _Ho 5 (2.344)
drr
€l _ Mo N (E1)
> B ———(nXpE)——(nXS ) (2.345)
drer c

Je patrné, Ze dosti daleko od zdroje ma elektromagnetické pole charakter rovinné vino-
plochy. V blizkosti zdroje (dip6lu) by pole bylo mnohem komplikovangjsi. Nalezené
feSeni plati jen v tzv. radia¢ni zoné. Pti vypocCtu pole vSech typl zateni postaci v radiac-
ni zon¢ spocitat jen elektrické pole a magnetické pole dopocist ze vztahu pro rovinnou
vinoplochu (je to rychlejsi nez pomoci rotace vektorového potencialu)

> B=L(nxe). (2.346)
c
Pro zafiva pole nyni uréime tok energie (Poyntingtiv vektor). Zastanou v ném jen Cleny
Gmérné 1/7:
I =EXH =L£><(n><8) L
Hoc Hyc

Nas bude zajimat projekce Poyntingova vektoru do sméru od nabojti k nam (radialni tok
energie, intenzita), tj.

[&n—(&-n)E] (2.347)
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1 2 2 1 2 2 2 52 .2
.Vn=.7~n=—[€ —(€-n) }:—[5 ~E2cos 0]=——sin’0.  (2343)
Hoc Hyc Hoc

Nyni do radidlniho toku energie dosadime za elektrické pole z (2.344) a pirevedeme per-
meabilitu na permitivitu pomoci vztahu ¢ = 1/gqu. Dostaneme radialni tok energie

.2

g, = %sz 0. O=xEn)=<Gp.n), [7,]=—-, (2349
TEyC T m

vnémz 6 je thel mezi vzdalenym elektrickym polem (druhou ¢asovou derivaci pg)

a smérem k pozorovateli. Nejintenzivnéji proto Castice zafi ve smeru kolmém na druhou

¢asovou derivaci elektrického dipolového momentu (u jedné Castice jde o smér kolmy

na zrychleni)

Obr. 2.35: Elektrické dipolové zareni

Element vykonu vyzateny do prostorového ihlu je

dP=¢dS=(¥ n)dS=7,d5=7, rdQ. (2.350)
Po dosazeni z (2.349) ziskame Larmorovu diferencialni formuli
)
sin” @
> d73=%d.(2, (2.351)
167 gyc

Celkovy vyzateny vykon ziskame integraci

J. pE sin 9
1671'80

p—E3Is1n Osinf depdl =

1671'80

. .
=Z—E32ﬂf(l—cos2 0)sind d@ =
loz~egyc

.2 ) +1 )
PE jl(l_gz)(_df)Z pE3|:§_£j| __PE
-1

87[6‘063 1 8reyc 67rgoc3

[P]=W. (2.352)
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Z Larmorovy formule (2.352) plyne nékolik zajimavych dasledki:

D)

2)

3)

Pokud se ¢astice pohybuji se zrychlenim, tak zafi, protoze
82
P =—52.0.1, =D 0.8, . (2.353)
a7 a a

Pokud jde o izolovanou soustavu stejnych naboji (Q, = ¢) lokalizovanych v jedné
oblasti (kolem pocatku naSich soufadnic), tak nezafi, protoZe druha asova derivace
elektrického dip6lového momentu bude imérna souctu vSech vnittnich sil, ktery je
v izolované soustavé nulovy:

br =~ 0,r, :%sza :%ZFH =0. (2.354)
a

Nejjednodussi realizaci elektrického dipdlového zafeni je tzv. Hertziiv dipol. Jde
o otevieny linearni prvek protékany stfidavym proudem (napéjeny naptiklad in-
dukéné z n&jakého stiidavého obvodu). Uvaha 2) nyni neplati, nejde o izolovanou
soustavu. Elektrické naboje putuji v tomto prvku sem a tam, coz vede na jednodu-
chy vztah pro elektricky dipélovy moment

Pg = Py cos(@t) e;. (2.355)

Uvazime-li, ze stiedni hodnota druhé mocniny kosinu je %2, dostaneme ze vztahu
(2.352) pro stredni vykon

<'p>:ﬂ.

. (2.356)
12”800

I nepatrné zvyseni frekvence s sebou pfinese velké zvyseni vyzafovaného vykonu.

Obr. 2.36: Hertzlv dipdl. Nalevo: jednoducha realizace. Napravo: blizka pole v okoli Hertzova
dipdlu. Zobrazeny jsou dvé vinové délky odpovidajici dvéma preklopenim dipélu. Nami odvozené
vztahy plati az ve velké vzdalenosti od dipdlu. Zdroj: Averse/Wikipedia,
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2.7.3 Thomsontv rozptyl

Prozkoumejme nyni zafeni volného elektronu, na ktery dopada elektromagneticka vina
s nizkou energii (rozptyl elektronu na elektromagnetickém zafeni). Elektricka slozka
vInéni bude na elektron pisobit silou F = —¢E a udéli mu zrychleni

i, =-SE. (2.357)

Pusobeni magnetického pole jsme zanedbali, protoze se pohybujeme v nizkoenergetické
limite, kde plati v << ¢. Vysledkem bude nenulovy elektricky dip6lovy moment, jehoz
druh4 casova derivace bude

P =—cf, =K. (2.358)

Volny elektron za¢ne kmitat ve shodé¢ s prichozi vinou, ziska nenulové periodické
zrychleni a zane sam zafit. Jim vyzafovany vykon ur¢ime z Larmorovy formule (2.351),
do které dosadime za druhou casovou derivaci elektrického dipélového momentu ze
vztahu (2.358):
) 4.2
APy = L0 fd.Q: ‘L sin’6da. (2.359)
167 goC

167[2600 mg

Pravdépodobnost rozptylu bude dana podilem odchazejici a ptichazejici energie. Pokud
budeme reprezentovat odchazejici energii Larmorovym vykonem (2.359) a pfichazejici
energii Poyntingovym vektorem dopadajici viny (vyuzijeme, ze E/B = ¢)

2
v, —H=LB_E (2.360)

My Cly
bude jejich podil

dFow __ AW/ _ 16— 4o (2.361)
v dw/(didS)

roven elementu plochy, kterou je elektron schopen pfijimat dopadajici zafeni, coz je
efektivni ucinny prufez. Pro u€inny prifez rozptylu elektronu na elektromagnetické viné
proto mame

HE?
o ﬁsinZBdQ A
do = o _ 1677€c 3 -_ ¢ “g sm2¢9dQ. (2.362)
Sin ET l6n? Ec'm
CHy

Permeabilitu pfevedeme na permitivitu a ziskame vysledny diferencialni G¢inny prifez

4
e 2
| 2 do=———sin“0dQ2. (2.363)
1671'2¢5‘2c4m2
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Celkovy ucinny prufez ziskame integraci pies prostorovy thel

4
e
> Ot =——— - (2.364)
b 6ﬂ8§c4m§

Celkovy Gcéinny priiez rozptylu elektromagnetického zateni na elektronu je dan univer-
zalni konstantou, kterou byva z historickych divodi zvykem zapisovat pomoci tzv.
klasického poloméru elektronu, za néhoz povazujeme takovy rozmér, pii némz elektro-

statické pole generuje klidovou hmotnost elektronu:
& &
=mec? = a,=——; a,=28x10"" m. (2.365)
dmem c

4rea,

Utinny priifez v tomto zapisu vyjde jako maly nasobek prifezu elektronu reprezento-
vaného klasickym polomérem elektronu:

Oy = 6.7x107%° m?, (2.366)

8 5
| 2 O'totzgﬂ'ae;

Poznamka 1: Provedeny vypocet je nerelativisticky a plati jen pro nizké energie
zafeni. Vysledkem je stejna frekvence dopadajici viny i viny generované elektro-
nem. Uginny priifez navic na frekvenci nezavisi. Pro vysoké energie bychom mu-
seli vzit v uvahu zakony zachovani energie a hybnosti dané relativistickou étyi-
hybnosti. Foton zméni smér pohybu, tim se zméni jeho hybnost a samoziejme tedy
i energie (tj, 1 frekvence), kterd je s hybnosti provazana pres velikost Ctyfvektoru
hybnosti. Vysledkem dopadu fotonu s vysokou energii bude rozptyl fotonu na
elektronu, ktery povede ke zméné jeho frekvence. V tomto pfipadé hovorime
o Comptonové jevu. Thomsoniiv rozptyl je jeho limitou pii nizkych energiich.

Poznamka 2: Dopadajici vinu rozptyli elektron soucasné do riznych sméra dle
formule (2.363). Pokud budeme pozorovat jednu konkrétni rozptylenou vinu ve
smeéru 6, rovina polarizace se nezmeni. Elektrické pole bude samoziejmé kolmé na
novy smér $iteni. Uhel rozptylu je v obrazku oznaden .

P (pozorovatel)
kOUt

Obr. 2.37: ThomsonQv rozptyl — dopadajici a rozptylena vina
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2.7.4 Rayleightliv rozptyl

Thomsontv rozptylii se tyka volnych elektroni. Elektrony jsou ale ¢asto vazané — bud’
v atomarnich obalech, v molekulach nebo na malych casticich prachu. Takovy elektron
také reaguje na elektrické pole dopadajici viny, ale ma urcitou vlastni frekvenci w,, na
které se prirozenym zpiisobem mize rozkmitat v hostitelském systému a pfirozeny ut-
lum ¢ téchto kmitd, ktery mize byt zptisoben napiiklad vlastnim vyzafovanim elek-

vvvvvv

i, +20F, + wpr, = —miEO el (2.367)

(5

Jde o vynucené kmity, znamou ulohu z klasické mechaniky. Budici pole E ma frekvenci
o. Piseme ho v exponencialni tvaru, ktery je snadno mozné derivovat. Skute¢né reseni
pro r(¢) je potom realnou ¢asti nalezeného feseni, které je souctem homogenniho a par-
tikularniho feSeni. Homogenni feSeni ptedstavuje tlumené kmity na vlastni frekvenci,
tedy z dlouhodobého hlediska jde o prechodovy jev, ktery nas nezajima. Partikularni
feSeni ma tvar

—e/m

r.(t)= AE, e ! ; = . (2.368)
¢ 0 (& - & —2iow)
Amplituda je obecné komplexni ¢islo, které lze zapsat v goniometrickém tvaru
A=|4|e?;  |4|= elm : (2.369)
(@R - ) +45°0?
Skute¢né kmity elektronu budou redlnou €asti nalezeného feseni, tj.
E,/
r.(6)=|4|Eq cos (w1 - ) = o cos (@t — ). (2.370)
J(@} -0 +48°
Druha derivace elektrického dipolového momentu p. = —er, bude
2 2
E,/
Bo(f) = ———L 0 os(wt-g). (2.371)

\/(a)g —0’)’ +46°0”

Déle uz je postup zcela identicky s odvozenim Thomsonova u¢inného prifezu. Jedinym
rozdilem je stfedovéani druhé mocniny kosinu pfes periodu, které da

(cos” (wt—@) ). = . (2.372)
Pro vyzareny vykon dostaneme
ﬁ% sin” @ Sot Eg

dP,, = dQ = sin?6d2  (2.373)
o 167°€,c? 3212y m? ((wg ~w)? +452a)2)

U dopadajiciho vykonu opét vystiedujeme pies periodu:
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2
o = (EH)=(EB/ty) = 23)1 . (2374)
0

Hledany diferencialni u¢inny prifez je podilem obou poslednich velicin, viz (2.361), tj.
64 Cl)4

1672l m? ((a702 —0*)? +45% 0 )

> do sin® 6 d2 (2.375)

U Thomsonova rozptylu jsme stfedovani neprovadéli, protoze generovand i dopadajici
vina byly ve fazi, takze se ¢asové zavislosti zkratily. Po pieintegrovani pfes prostorovou
zavislost dostaneme celkovy G¢inny prufez

‘ot

6rectm? (@ - ) +48%0")

> Oior = (2.376)

Povsimnéte si, Ze pro volny elektron, tj. wy =0, 6 =0, piejdou obé formule ve vztahy
(2.363) a (2.364) pro Thomsontv rozptyl. Pro nizké frekvence w << w, (to plati napfi-
klad pro elektrony vazané v atomech a molekulach a pro frekvenci svétla dopadajiciho
ze Slunce) vyjde

4 4
> G =%(3J . (2.377)
67y c m; \ Wy

Jde o znamou Rayleighovu formuli pro rozptyl sluneéniho svétla na atmosféfe. Uinny
prutez klesa se ¢tvrtou mocninou vinové délky. Modra barva je rozptylovana mnohem
ucinnéji nez Cervend. To je divodem modré barvy oblohy. Rozptyl je pojmenovan po
anglickém fyzikovi Johnu Williamu Struttovi (1842-1919), ktery byl za své vyzkumy
povysen do Slechtického stavu a stal se lordem Rayleighem.

2.7.5 Brzdné zareni elektronu na iontech

Ocitne-li se elektron v poli té¢zkého Z nasobné ionizovaného iontu, dojde k elastické
srazce, pii niz se zméni smér pohybu elektronu. Na elektron pfi srdzce pisobi dostie-
divé zrychleni (smérem k iontu), jehoz vysledkem je zafeni elektronu. Pokud budeme
srazku popisovat v soufadnicové soustavé spojené s tézkym iontem, bude velikost
zrychleni elektronu
2
I =i=Z;2 (2.378)
Mme  Amegrim,

a tomu odpovidajici velikost druhé casové derivace elektrického dipélového momentu

3
ppmet,=—2 (2.379)

Z Larmorovy formule (2.352) je ziejmé, Ze vyzafovani zavisi jen na velikosti zrychleni
elektronu. Je zcela lhostejné, zda jde o zrychleni teéné ¢i dostiedivé. Velikost zrychleni
je u Coulombovy srazky dana pouze polohou elektronu vzhledem k iontu, u néhoz se
elektron rozptyluje. Intenzita vyzafovani ¢i vykon jsou tedy dany pouze vzdalenosti
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elektronu od jadra. Cim bliZe k iontu se elektron dostane, tim vice zafi. Snadno uréime
okamzity vykon vyzafovany elektronem:

.2
PE Z2e®

3,332

Pt) = _ .
6 96 m o e(t)]4

(2.380)

S uvedenou formuli je mozné dale pracovat. Ze znalosti drahy elektronu pii srazce lze
naptiklad dopocitat fourierovské spektrum vyzarovaného vykonu. Dal§i moznosti je vzit
homogenni vzorek elektronli s riznymi zdmérnymi parametry a stiedovat vyzareny
vykon pro cely vzorek elektront rozloZenych symetricky kolem iontu

<P> °Ji’ ne 47z'r dr, 471'226671 1 (2.381)
9671'383(33711 . 967[358037"2 Tmin .

To s sebou ale nese dalsi problémy: Prvnim je dolni ofez minimalni vzdalenosti, ktera
nemize byt nulova. Druhym je kvantové chovani elektronu pii interakci s elektrony
atomarniho obalu. Pokud za dolni hranici zdmérného parametru zvolime de Broglieovu
vlnovou délku pocitanou z nejpravdépodobnéjsi (tepelné) rychlosti elektronu

2rch

Fginy = ——— , (2.382)
min {2mekB7_,e
vyjde stfedovany vykon souboru elektronti rozptylujicich se na jednom iontu
172
VA 2hyT,
(Py=—S 2" Bl | (2.383)
487 eoc moh\ M

Pokud bude rozptyl probihat na iontech s koncentraci n;, bude vykon vyzatovany z obje-
mové jednotky (hustota vykonu) roven

Z%n n, 2k T. 12
> 2 =(P)nj =—— e3 : sl K [’/)]=E3' (2.384)
48 ey m b\ me m

Poznamka: Provedeny vypocet je nekvantovy. Pfi kvantovém vypoctu se ve vys-
ledném vztahu objevi jesté tzv. Gauntdv faktor (je pojmenovany podle Johna

Arthura Gaunta), ktery je slabé frekvencné zavisly a jeho hodnota je fadove rovna
jedné. V prvnim pfiblizeni ho tedy nemusime uvazovat.

elektron M
T

jadro \

Obr. 2. 38: Brzdné zarfeni elektron(l na iontech
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2.7.6 Cyklotronni zareni

Nabita ¢astice vykonava v magnetickém poli tzv. gyraéni pohyb, tj. pohybuje po Srou-
bovici a pritom ma samoziejmé nenulové dostfedivé zrychleni dané Lorentzovou silou.
Vzhledem k tomu, ze cyklotronni zafeni je dilezité jak pro elektrony, tak pro ionty,
provedeme vypocet pro obecny naboj Q. Zrychleni nabité ¢astice bude mit velikost:

. F _QuB
I”O -
m m

(2.385)

Odpovidajici velikost druhé ¢asové derivace elektrického dipolového momentu bude

2
. . v, B
pE=Qro=—Q — (2.386)

Z Larmorovy formule (2.352) snadno ur¢ime okamzity vykon vyzarovany ¢astici

)
Pe 0%
3m2

> P=

= 7= (2.387)
bmeyc”  6mEyC

Vzhledem ke kvadratické zavislosti na hmotnosti ¢astice je cyklotronni vyzafovani in-
tenzivnéjsi pro elektrony nez pro ionty. Specialn€ pro elektron lze za pomoci klasického
poloméru elektronu (2.365) vykon vyzafovany jednou ¢astici prepsat do tvaru

P = gzmﬁeocvaz. (2.388)

cyklotronni emise synchrotronni emise

-

X = wlw, X = wlw,

Obr. 2.39: Cyklotronni a synchrotronni emise
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¢ Priklad 2.3: Ochlazovani zafenim

Sestavme energetickou bilanci pro elektronovou slozku plazmatu:
d(3
_E(E”ekBTe}:P”e' (2.389)

Nalevo je tibytek hustoty energie elektrond, napravo hustota vyzatovaného vykonu, v némz
ob¢ kolmé slozky rychlosti nahradime nejpravdépodobnéjsimi (tepelnymi) rychlostmi

2kgT,
—%(%nek]ﬂ;j = %ﬂ'aié‘oc%Bz Hg. (2.390)

(5

Nalezena diferencialni rovnice pro teplotu vede na exponencialni ubytek teploty elek-
tronové slozky plazmatu zpisobeny cyklotronnim zafenim elektrond.

T, =Ty exp[-at];

s rdae (2.391)

me

Poznamka 1: Provedeny vypocet cyklotronniho zafeni je nerelativisticky. Cyk-
lotronni zareni probihd zejména na cyklotronové frekvenci a jejich vyssich har-
monickych. Pfi vysokych energiich elektrontl ale tento vypocet neplati. Cyklotro-
nova frekvence zavisi prostfednictvim hmotnosti na rychlosti ¢astice a navic je
tfeba ji transformovat do laboratorni soustavy (uplatni se relativisticky Dopplertv
jev). Stejné tak je tfeba transformovat vyzareny vykon. Zavislost cyklotronové
frekvence na rychlosti ¢astice vede pro velky soubor castic k rozSifovani pika
cyklotronni emise na jednotlivych harmonickych a pfi vysokych energiich bude
spektrum spojité. V tomto ptipadé hovoiime o synchrotronnim zafeni. Uhlova
charakteristika zafeni je deformovana mocninami Lorentzova faktoru gama do
charakteristického tvaru doptedného laloku. Formuli pro synchrotronni zareni lze
ziskat transformacemi vztahti pro cyklotronni zafeni, nicméné elegantnéjsi je pfii-
my vypocet z Feynmanovy formule (viz Liénardovy Wiechertovy potencidaly,
kapitola 2.7.8).

Poznamka 2: Ve Slunecni soustave je velmi silnym zdrojem cyklotronniho zatreni
planeta Jupiter. Jupiter ma nejsiln€jsi magnetické pole ze vSech planet, jeho mag-
netosféra ma ohon dlouhy 5,5 astronomické jednotky a saha az k obézné draze
planety Saturn. Elektrony krouzici kolem silocar magnetického pole vytvareji in-
tenzivni elektromagnetické viny v uzkém pasmu radiovych frekvenci, které jsou
oznacovany zkratkou ECE (Electron Cyclotron Emission). U Jupiteru pochazi nej-
vice vln z elektront rotujicich na siloc¢arach pole prochazejicich mésicem lo, jehoz
vulkanické projevy zanechavaji kolem planety charakteristicky plazmovy torus
slozeny pfevazné z iontu siry. Jupiter je vyuzivan jako referencni zdroj radiového
signalu pro kalibraci pfistroji na sondach (naptiklad Planck).
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2.7.7 Vy$s$i momenty zareni

Nabité ¢astice samoziejmé nevyzafuji jen dipolove, méné intenzivni, ale také dilezité je
i magnetické dipolové a elektrické kvadrupdlové zateni. Budeme postupovat stejné jako
u elektrického dipolového zafeni. V dosti velké vzdalenosti od zdroje jsou vinoplochy
rovinné, proto postaci urcit jen elektrické pole ze vztahu

£ =—0A/0t (2.392)

a magnetické pole snadno dopocteme ze vztahi

B=L(exn); (2.393)
C
£=c(Bxn). (2.394)

Ze vztaht (2.340) a (2.341) snadno ur¢ime elektrické a magnetické pole magnetického
dipdlového a elektrického kvadrupolového zafeni:

> gMD =—%pM xn, (2.395)
> BMD = _ﬁw : (2.396)
> £E2) _ —ﬁéﬁ, (2.397)
> BE) — —#([6-:1}11); (2.398)

Obdobné jako u dipdlového zafeni urc¢ime normalovou slozku Poyntingova vektoru
a integraci pres cely prostorovy thel ziskame celkovy vyzafeny vykon soustavy Castic.
Ve vyslednych vztazich vyjadiime permeabilitu vakua za pomoci permitivity ze vztahu
o= 1/(C&0):
)
g™ Mg, (2.399)

167[26005 r

(le”l ) (kanm )— (le”k”z )(Qmonmno )

,(E2) _ .
g (ED — STorlenc 1 A (2.400)
ﬁz
> pMD) _ 6_”;4 = (2.401)
OC
> pEn__2:0 (2.402)
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Na nasledujicim obrazku je ukazka elektrického kvadrupolového zateni v tésné blizkosti
zdroje zobrazend metodou LIC (Line Integral Convolution). PocCitaCové generovana
Sumova textura se za pomoci konvoluce s elektrickym polem deformuje ve sméru silo-
¢ar elektrického pole. Vypocet byl proveden na Dukeové univerzité.

Obr. 2.40: Elektrické kvadrupdlové zareni. Vypocet na Dukeové univerzité.

2.7.8 Liénardovy-Wiechertovy potencialy

Pokud se castice pohybuji vysokou rychlosti a nejsou lokalizovany v okoli pocatku
soufadnicové soustavy, neni mozné provést rozvoj potencialll pro pozorovatele ve velké
vzdalenosti. Navic se pfislusnym rozvojem vytratilo relativistické chovani Castic.
V obecném ptipadé je proto tfeba postupovat jinak. Vyjdéme opét z retardovanych
potenciali

o 0 7 1%
LN A CELO e VP L G] (2.403)
4z’ |r-r c

A% =

Pro skalarni a vektorovy potencial z této relace dostaneme vztahy

tr
_ 1 J‘pQ( )d3l’,, (2.404)
4rey? |r—r'|
Ho plor) s (2.405)
4z’ |r—r’ ’

Pro bodovou ¢astici jsou zdrojové ¢leny
P =061 -1p), (2.406)

ip=0 V() O(r' —ry). (2.407)
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U vztaht (2.404), (2.405) pro potencialy je tieba zajistit, aby byly parametry castice
v retardovaném Case, proto u vyjadreni pro jedinou ¢astici pribude distribuce pies Cas:

Q5(r'—r0)5(t'—t+|r—r'|/c)

g=—1 [ i ard3v, (2.408)

4re, | r—r

V(Yo' —ry) S (¢ —t+|r—r"|/c

Ao QYOS 1) i Ll (G AW (2.409)

4 | r—-r

Casova distribuce bude nenulova jen pro
, [r—r'(t)

> V=t———, (2.410)

¢

tedy skutecné v retardovaném cCase, jak jsme pozadovali. Nejprve proved'me integraci
pies prostorovou distribuci:

0 J. S(t—t+[r-xy|lc)

= 2.411

¢ 4re, |r—r0| ar ( )

A=&QI V() (' —t+|r—ry|/c) " (2.412)
dr |r—r0|

vvvvvv

vztah
o(&-&o)
> S(F))=——: F(p)=0, (2.413)
F'(&) ’
ktery nyni vyuzijeme. Naleznéme nejprve derivaci funkce F:
dF d ,, , d(, 1 "2
=—('—t+|r—ry()|/c)=—| 't +—|(r -1y (¢ =
Al L 1 dt’( ~(r=ro ))j
T ! =Y R g, (414
el dr R 2 cR
\/(r—ro(t'))

Pro nelokalizovanou ¢éstici musime za jednotkovy vektor normaly k plose v misté pozo-
rovatele volit smér od ¢astice k nam, tedy n=(r —ro) /| r — ro |, dale jsme oznacili p = v/c.

P(x,y,z2)

\ 4

Obr. 2.41: Zareni nelokalizované castice
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Po provedeni integrace ptes ¢asovou distribuci nyni snadno ziskame vysledné potenci-
aly (tzv. Liénardovy-Wiechertovy potencialy):

> g=—2 1 (2.415)
47egR (1-B-n)

> aA=_9B 1L (2.416)
47[80CR (l—Bn)

kde jsme oznadili

r-ry(t

> n=R_ 7RO (2.417)
R |r—r0(t')

> p=Y0) (2.418)

c

Veskeré argumenty souvisejici s ¢astici jsou brany v retardovaném case, tj. ro(z"), v(¢').
Liénardovy-Wiechertovy potencialy jsou relativistické a nebyly v nich ufinény zadné
rozvoje ani zadna zjednoduseni. Pfimym vypoctem nyni uréime elektromagneticka pole.
K tomu si musime ptedpocitat jednotlivé potiebné derivace:

I _o o (2.419)
Jt ot ot '

o o o (2.420)

axk al, axk '

Urceme napiiklad o¢'/0t:

o _, ata{t,+|l‘—l‘o(t)|}:1; N Bt[l_v-R}zl‘

aor ot o’ c El cR
Odsud jiz snadno uréime

o 1 | ot

— ; =1-B-n. 2421
ot 1-P-n ot P ( )
Analogicky nalezneme
’ n
oM (2.422)
ox;  c(1-B-n)

Vypocet elektrickych poli z Liénardovych-Wiechertovych potencialt je nyni piimocary,
ale pon¢kud zdlouhavy. Elektrické pole ziskame ze vztahu E =—-V¢ —0A/0t a magne-
tické pole ze vztahu B = rot A. Vysledkem je Feynmanova formule

> - 0 (l_ﬂz)(n—B)+ 0 nx[(n—B)XB]
47e,R> (1_[3.“)3 47eycR (1—13'11)3

: (2.423)
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> p-1xE (2.424)
C

Prvni ¢ast pole je zobecnéné coulombické pole, druha ¢ast je obecné zafivé pole,
v némz nebyly ¢inény zadné rozvoje, a je pln¢ relativistické. Z takto ur¢enych formuli je
mozné dale spocitat Poyntingtiv vektor a jeho integraci vyzateny vykon. Takovym pos-
tupem lze napftiklad ziskat piesny vztah pro synchrotronni zateni.

2.7.9 Relativistické brzdné a synchrotronni zareni

Pokud nas nezajima pole v tésném okoli Castice, ale jen radiacni pole ve vétsi vzdale-
nosti, mtizeme ve Feynmanové formuli zanedbat prvni (coulombickou) ¢ast a ponechat
jen druhou (radia¢ni) ¢ast:

0 nx[(n—B)xB]

£= 4reycR (1-B- n)3 (2.425)

Uréeme nyni Poyntingtiv vektor.

y:Sx’H:LSx(nxg):L[Ezn—(é'-n)g] (2.426)
Hyc Hyc

Druhy ¢len v hranaté zavorce je evidentné nulovy, protoze je elektrické pole dle (2.425)
kolmé na n. Normalova slozka toku energie proto bude

&2
S =S n="ro = (2.427)
Hyc
5 el
yn:L( 0 ] [m{(n=B)<]] (2.428)
Moc\ 4reycR (1—B-n)6

Cela prava strana je funkci retardovaného casu, proto bude vyzarovana energie do pro-
storového thlu rovna

dW=9,dt R*dQ2 = .yndz’%R 2 de. (2.429)
Vyzafeny vykon bude
dw ot 2
dP=—""=Y,—R?*dQ. 2.430
" "o ( )

Nyni dosadime za Poyntingliv vektor (2.428) a za ¢asovou derivaci (2.421) a mame
findlni vztah

02 ‘nx[(n—B)XB]‘z

> dP=—= 5
1677 g, c (1-B-n)

dQ. (2.431)

Uved’'me nyni tfi limitni pfipady této obecné formule pro zafeni relativistické ¢astice:
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Limita pomalé castice

Nejprve bychom méli zkontrolovat, zda v limité malych rychlosti da nase nova formule
puvodni LarmorGv vztah. Budeme tedy pfedpokladat, ze f< 1, tj. 1-fn = 1,
n—pf=n:

2
dp =Q—2|nx(an)|2 4=
167 gyc

- 2 |<n pn-p)[ d2=

_ Q2 3 [2ae =
- 167z2£0c |Bl| =

_ 0%*sin” @

;- de.

167r2£0c
PtepiSeme-li tento vztah za pomoci elektrického dipoélového momentu p. = Or, mame

pesin’e

> dp = ;

> de, (2.432)
167°gyc

coz je Larmorova formule (2.351) pro pomalé ¢astice. Pfipomenime, ze 6 je uhel mezi
zrychlenim ¢astice a smérem od ¢astice k pozorovateli, tj.

0=<P,n). (2.433)

Relativistické brzdné zareni

Jde o ¢astici urychlovanou nebo brzdénou ve sméru svého pohybu, tj. plati B || df/dz.
Typicky jde naptiklad o relativistické brzdné zateni. Obecna formule se zjednodusi na

2 |nx(nxp)
dP, = 92 | | (2.434)
l6z“gye (1-B- n)
Pro ¢astici urychlovanou ve sméru jejiho pohybu plati
6 =<«(B,n)=<«@B,n), (2.435)
proto bude thlova zévislost vyzafovaného vykonu
2 )
> dP, = Qz psin” 6 Q. (2.436)
1677€yc (1—- f3 cosO)
Po integrovani ptes vsechny thlové zavislosti mame celkovy vyzafovany vykon
2
> Py=—2 w2 (2.437)

67[ EOC
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Synchrotronni zareni

V tomto ptipadé jde o ¢astici, jejiz zrychleni je kolmé na jeji rychlost dp/ds L B. K tomu
dochazi naptiklad pfi pohybu po kruznici, kdy je generovano synchrotronni zafeni.
Vypocet je slozitéjsi nez v minulém piipad€. Volme okamzitou soufadnicovou soustavu,
v niZ mifi osa z ve sméru pohybujici se ¢astice a osa x ve sméru zrychleni ¢astice (v pii-
padé kruhového pohybu do stiedu kruznice):

e.=t; e B-B=0. (2.438)

B

B B

Nyni zavedeme standardni sférické soutadnice, tj. 3 bude odklon od osy z a ¢ bude
polarni tihel v roving (x, y). V této soustavé bude platit

B-n=pfcost¥; P-n=psindcosg., (2.439)

Po prepsani vSech dvojnych vektorovych soucinli na skalarni souéiny piejde obecna
formule (2.431) v pfipadé zrychleni kolmého na rychlost na vztah

2 2, e 2,32
1- -1,
> P, = Q2 (1-Bcos?) +(smz9co§5(p) B )ﬂzd.Q. (2.440)
167°€,c (1- B cos )
Jde o obecnou formuli pro synchrotronni zateni. Po integraci pies thly mame
2
> P, =%y“02. (2.441)
67 EgyC

Pokud bychom se neomezili jen na ptipad Castice se zrychlenim rovnob&znym ¢i kol-
mym na smér rychlosti a ponechali obecny smér rychlosti i zrychleni, byl by celkovy
vyzatovany vykon prostym souctem obou limitnich ptipadi (2.437) a (2.441). Integrace
,,mix“ ¢lentt da nulovy prispévek.

Na nasledujicim obrazku je smérova charakteristika synchrotronniho zafeni uréena
v programu Wolfram Mathematica podle formule (2.440) pro hodnoty = 0,004 (nale-
vo), f=0,4 (napravo). Pfi vysoké rychlosti zafeni vyrazn¢ prevlada ve sméru pohybu
castice. Nejmensi mnozstvi zafeni (proldklina na obrazku) je emitovano na spojnici
Castice se stfedem kruznice, po niz se pohybuje.

Obr. 2.42: Cyklotronni a synchrotronnni zareni

Vykon synchrotronniho zafeni je tm&rny y*. P¥i dané energii je energie vyzafovana za
. v v ; ~ ;o w ’ v sk 2
jednotku Casu nepfimo umérna ¢tvrté mocniné hmotnosti Castice (E =y mgc”). Proto
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elektrony pfi stejnych zménach rychlosti a stejné energii zaii mnohonasobné¢ intenziv-
néji nez protony €i ionty. V nékterych zafizenich je synchrotronni zafeni nechténym
parazitnim jevem, v jinych je naopak vyuzivano k védeckym experimenttim.

Prikladem nechténého zateni je nejvétsi urychlovad svéta LHC (Large Hadron Col-
lider) v blizkosti §vycarské Zenevy, ktery ma obvod 27 kilometri a obihajici protony
maji energii né€kolik teraelektronvolti. Urychlova¢ nema kruhovy tubus, jak by se na
prvni pohled mohlo zdat. Je zde 8 rovnych usekti o délce cca 528 metrl. Tyto Gseky se
nachizeji v blizkosti detektori. Let obihajicich protonti na nich neni doprovazen syn-
chrotronni emisi. Jsou to jediné tiseky, na nichZ se protony elektromagneticky neproje-
vuji. To je dulezité pfi vstupu protond do detektoru, kde dochazi ke srazce a vzniku
velkého mnozstvi ¢astic. Synchrotronni fotony by zde byly jen na obtiz. Rovné useky
jsou navic vyuzivany k fokusaci svazku protont za pomoci kvadrupdlovych magnett.
Diive byl ve stejném tunelu urychlova¢ elektront a pozitrontt LEP II, v némz byl z di-
vodu mensi hmotnosti téchto ¢astic problém synchrotronniho zafeni jeste¢ vyznamejsi.

Jina zafizeni jsou naopak pfimo konstruovana jako zdroje synchrotronniho zéfeni.
Vétsinou jde o urychlené elektrony, které jsou akumulovany v kruhovém prstenci, kde
pfi svém pohybu synchrotronné zafi. K tomuto typu patii napiiklad americky synchrot-
ronni zdroj NSLS-II (National Synchrotron Light Source) v Brookhavenské narodni
laboratofi. Obvod prstence je 792 metrd a energie elektrontt 3 GeV. V Evropé byl v roce
2019 ukoncen provoz zdroje ESRF (European Synchrotron Radiation Facility) s obvo-
dem 844 metrti a energii elektronti 6 GeV. Pfistroj bude nahrazen nové budovanym
zdrojem ESRF-EBS (ESFR Extremely Brilliant Source).

Dal$im zdrojem synchrotronniho zéfeni jsou linearni urychlovace elektront, v nichz
jsou elektrony nejprve urychleny pomoci soustavy rezonancnich dutin. Poté shluky
elektront s vysokou energii pfichdzeji do undulatoru — specialni magnetické struktury,
ve které se periodicky stfida orientace magnetického pole a elektrony se za¢nou pohy-
bovat po vinkovaté draze, na niz synchrotronné zaii. Pti velké amplitud€ oscilaci elek-
trontl se zafizeni nazyva wiggler. Emitované paprsky vytvareji extrémné intenzivni im-
pulz koherentniho a monochromatického zareni. Hovotfime o laserech na volnych elek-
tronech FEL (Free Electron Laser). Extrémné velka zafizeni tohoto typu se oznacuji
zkratkou XFEL. Nejvétsi na svété je Evropsky XFEL zprovoznény v roce 2017. Tento
laser ma délku 3,4 kilometru a nachazi se v Némecké laboratofi DESY v Hamburku. Na
druhém misté je americky LCLS (Linac Coherent Light Source) v Narodni urychlova-
cové laboratofi SLAC v Kalifornii.

Vyhodou vSech téchto zafizeni je laditelnost, zpravidla od ultrafialové po tvrdou
rentgenovou oblast, napiiklad Evropsky XFEL ma ,,rozsah* od 0,05 to 4,7 nanometrti.
Zdroje synchrotronniho zafeni se vyuzivaji pro mikroskopii (rozliSovaci schopnost
zhruba koresponduje s vinovou délkou zafeni) nebo pro vytvafeni a vyzkum extrémnich
stavu latky.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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2.8 Pole v dutiné

Uz jsme si fekli, ze elektromagnetické pole je médiem, které je schopné pienaset ener-
gii, hybnost a moment hybnosti. Energie pole je kvantovana a elementarnimi kvanty
jsou jednotlivé fotony. Celkove lze tedy elektromagnetické pole chapat jako soustavu
fotonii a kazdy foton jako harmonicky oscilator. Pfi tomto popisu tedy elektromagne-
tické pole neni ni¢im jinym nez soustavou harmonickych oscilatori. Takovou pfedstavu
nebudeme rozvadét pro obecné elektromagnetické pole, ale pro fotony zachycené
v dutinovém rezonatoru. Je to dutina, v niz se pole na vnitinich sténach odrazi, a proto
dlouhodobé¢ v rezonatoru prebyva. Dutinové rezonatory se pouzivaji tfeba na nejvetsim
urychlovaci svéta LHC k urychlovani nabitych castic. K dokonalosti je dovedl fran-
couzsky fyzik Serge Haroche, ktery dokazal vyrobit n€kolikacentimetrovou dutinu se
supravodivym povrchem, v niz se jediny foton odrazel celych 130 ms. Za tu dobu foton
uletél vzdalenost rovnou obvodu Zemé. Serge Haroche provadél jako prvni na svété
v takovych dutinach nedestruktivni méteni poctu fotond. Jediny foton v dutiné byl
schopny opakovan¢ detekovat i nékoliksetkrat. Za tyto prace obdrzel Nobelovu cenu pro
rok 2012. Poli uzavienému v rezonan¢ni dutiné se nékdy lidove tiké ,pole v krabici.
Pole v dutiné vytvofi stojaté vinéni s uzly na sténach. Proto jsou v dutiné mozné jen
nékteré mody elektromagnetického pole. Pravé jim se budeme vénovat v této kapitole.

2.8.1 Potencialy v dutiné

Pole v dutiné nema zadné zdroje — nejsou zde ani naboje, ani elektrické proudy. Max-
wellovy rovnice pro potencidly spolu s Lorenzovou kalibra¢ni podminkou maji jedno-
duchy tvar:

DA =0; (2.442)

0¢ = 0; (2.443)
196 ..

C—ZE+dIVA =0. (2.444)

V predchozim textu jsme ukézali, Ze ve volném prostoru bez proudi a naboju 1ze diky
kalibra¢ni volnosti dokonce zvolit skalarni potencial nulovy. Rovnice pro pole v dutiné
pak maji tvar

| 2 OA =0; (2.445)
| 2 divA =0. (2.446)
Elektromagneticka pole budou dana vztahy

oA,
o’
> B=rotA. (2.448)

> E= (2.447)
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2.8.2 Vlastni kmity pole

Predpokladejme, ze se elektromagnetické pole nachazi v dutin€ ve tvaru kvadru o hra-
nach L, L, a L;. Soufadnicové osy povedeme ve sméru hran. Budeme ptedpokladat, ze
se v dutin¢ vytvofi stojaté vinéni s uzly na sténach. Pro hledany potencial postaci poza-
dovat, aby na protilehlych sténach mél stejnou hodnotu (tzv. periodickou okrajovou
podminku). Potencial zapiSeme jako superpozici Fourierovych média

A, () =2, ()e'*T . (2.449)
Kazdy z moédt musi spliiovat rovnici (2.445), odkud pro amplitudy a plyne

—k*a, —izﬁk =0 (2.450)
C

Vzhledem k tomu, Ze pole v dutiné musi spliovat disperzni relaci

w, =ck, (2.451)
muzeme rovnici pro amplitudu pfepsat do tvaru
iy + @7 ay = 0. (2.452)

Tato rovnice ma dvé feSeni exp[+i wyf], obecné feSeni je jejich linedrni kombinaci.
Pokud budeme pozadovat, aby vinovy vektor mitil ve sméru fazové rychlosti viny a aby
celkova faze viny tvofila relativisticky skalar k'x — wy ¢, musime volit feSeni se zna-
ménkem minus (plusové feseni ale pozdéji také vyuzijeme), tj.:

—ia)kt

> a (H)=cge (2.453)
Celkové feseni pro vektorovy potencial tedy je obycejna rovinna vina
> A (1) =a, (1) T = ¢ TN (2.454)

coz je dano jednoduchym pravouhlym tvarem dutiny. Nesmime zapomenout na Loren-
zovu kalibraéni podminku, kterda znamena omezeni na smér konstantnich vektort ¢y:

k-a, =0 = ko =0. (2.455)

Stény dutiny neumozni vznik vin libovolnych vinovych délek, proto nebude vinovy
vektor k spojity, ale bude nabyvat jen n€kterych hodnot. Potencial musi byt stejny pro
x=0ax=L,, obdobn¢ také pro y =0 a y =L, a totéz bude platit i v tieti ose pro z=0

a z = L;. Naptiklad v ose x budeme mit
ek10+k2y+k32 _ ek1L1+k2y+k3z lel

1=¢ = kL =n27.  (2456)

Obdobné postupujeme i v dalsich osach. VIinovy vektor tedy muze nabyvat jen hodnot

> k={27r 21 2r

— Ny, — Ny, — N3 |} n,=0,1,%2... 2.457
L, L 3} I ( )
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(2.458)

Pokud piejdeme k normovanym Fourierovym modiim (za kazdou dimenzi je 1/\L)

L ikr oL giker (2.459)

A= VLl Ly ) W

mizeme vysledné feseni pro potencial zapsat jako
1 ikr ® —-ikr
> At,r) = WZ(ak @) +al (e ) . (2.460)
K

Koeficient pfed feSenim je normovaci konstanta bazovych funkci. K nami nalezenému
feSeni je pfiCteno komplexné sdruzené feSeni, aby byl vysledek realny. Také bychom
mohli vyuzit realnou &ast Re A = (A + A”)/2 a vzniklou polovinu zahrnout do amplitud
a, resp. ¢x. V komplexné sdruzeném feSeni se v Casové Casti uplatni i druhé z feSeni
exp[+iwf]. ReSeni miizeme také chéapat jako dvé stejné viny pohybujici se proti sobg,
které v dutin€ vytvofi stojaté vinéni. Zbyva posledni uloha — spocitat elektrické a mag-
netické pole. Ziskany potencial je superpozici rovinnych elektromagnetickych vin.
Casova ¢ast je schovana v amplitudach a, a*. V p¥ipadé dutiny jiného tvaru nez kvadru
by Casova cast neméla tvar exp[+iwt]. U rovinnych vinoploch vedou ¢asové a prosto-
rové derivace na jednoduché algebraické vztahy (2.228). Okamzit¢ proto dostaneme
hodnotu elektrického a magnetického pole v rezonanéni dutiné:

_ aA_ i ikr ® —ikr) .,
> E——E—Wzk:a)k(ak(t)e —al (e ) (2.461)
1 ikr _* —ikr
| 2 B=rotA=— > kXx(a,(t)e " —a,(t)e . 2.462
23 (2 ) k(DeT) (2.462)

Pripomenme, Ze ay je amplituda k-té Fourierovy komponenty a ¢isla k jsou diskrétni
podle vztahu (2.457). Obé pole jsou superpozici Fourierovych moda a jsou realna.

2.8.3 Energie a hybnost pole v dutiné

Nyni se budeme vénovat vypoctu celkové energie a celkové hybnosti vSech modu elek-
tromagnetického pole uzavieného v duting, tj. bude tieba vycislit integraly z hustoty
energie (2.179) a hustoty hybnosti (2.196):

2 2
&= (H+de3r=e‘0j E 2B e, (2.463)
2 2 2 2
V V
g:jyd3r=ijB d3r=gojExB d’r. (2.464)
V V V

Do obou vztaht dosadime za pole z (2.461) a (2.462). Pti Gpravach jednotlivych ¢lenti
postupné pouZzijeme nasledujici vztahy
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M %iei O = e %lei(m’)'r &'r =5, i, (2.463)
() a, =a,, a,=a, (2.466)
3) k-a, =0, k-aj=0, (2.467)
(4) [axb]-[exd]=(a-¢)(b-d)—(a-d)(b-c). (2.468)

Prvni relace plyne ihned z ortonormality bazovych funkci, na pravé stran¢ jsou Kronec-
kerova delta jednotlivych diskrétnich indext. Druha relace plyne z vyrazu (2.460) pro
vektorovy potencial, ve kterém zaménime s¢itaci index k za —k. Zaména indexu nesmi
vyraz zménit, po zaméné se druhd ¢ast stane prvni a prvni druhou. Porovnanim s pa-
vodni relaci dostaneme druhou relaci. Tteti relace plynou z Lorenzovy kalibra¢ni pod-
minky (2.455) a jejiho komplexniho sdruzeni. Posledni relace je znamy Crammerav
vzorec (viz prvni dil ,,Vybranych kapitol®, kapitola 1.3.3.4 Vektorové identity). Nyni se
mizeme konecné pustit do vypocétu energie pole v rezonanéni dutiné dané vztahem
(2.463). Nejprve si dopiedu spoéteme vyrazy |E* d*r, [B* dr, do nichz dosadime za
pole z (2.461) a (2.462):

2.3 1 ikr__* —ikr i s —ikr) g3, O
IE d’r =——'[ Zwkwk»(ake —a, ¢ )‘(akre —ae )dr =

v v kK
2 *® * * *® (2)
=—z o (ak ‘A, —ay -4y —ay -4 +a, -a_k) =

Kk

v * * * %
:—Za)k a -a —ay -a —a -a +a-a | = 0.
k

Obdobnym postupem nyni ur¢ime druhou mocninu magnetického pole

J.B2d3r = —%J‘ > (kxak !XT _Kkxaj e KT ) : (k'xak» KT _kxap e_ik,'r) d’r p
v y kK

= =3 (oxay ) (—hoxa,) — (xay ) - (kxay ) — (koxay ) - (loxag )+ (koxay, ) - (—koxay ) | =
k

)
=4 (kxay)-(kxa,) =
k

, (©)
=43 K @y a)— (ko a)(k-ay) =
k

=4> K (a -ay).
k
Vysledna energie elektromagnetického pole po dosazeni do (2.463) tedy je

&= 2e0c’k (ay ay).
k
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Z disperzni relace vime, Ze v prazdném prostoru plati ck = wy, coz nas dovede k vysled-
nému vztahu pro energii. Analogickym postupem urc¢ime i vztah pro hybnost:

> &= 8y =260 (3 -ay), (2.469)
k k

> 6= 61 =D 260 (a -a)k. (2.470)
k k

Energii a hybnost elektromagnetického pole v rezonan¢ni dutiné mtzeme vyjadiit jako
soucet energii a hybnosti nezavislych linearnich harmonickych oscilatorti s ,,dovoleny-
mi“ ¢isly k = (2an,/Ly, 2wny/L,, 27n3/Ls). Jde o popis kompatibilni s korpuskularnim ob-
razem elektromagnetického pole. Mezi hybnostnimi moédy, které mifi ve sméru vlno-
vého vektoru, a energetickymi mody plati jednoduché vztahy (vektorovy a pro velikost):

& &
G, ——kg-2kK (2.471)
(()k C k
2
> gﬁ:‘o’—;, (2.472)
C

coz je znamy vztah mezi hybnosti a energii fotond, ktery plyne ze specialni relativity
pro castice s nulovou klidovou hmotnosti (viz kapitola 3.1).

2.8.4 Hamiltonovy rovnice

Fourierovy amplitudy a, a* jsou komplexni ¢isla charakterizujici Sifeni vin v rezonanc¢ni
duting€ ve smérech k, —k, nebot’ jde o koeficienty u vin exp[+ikr]. Obecné jde o kom-
plexni ¢isla, pomoci nichZ budeme definovat nové realné amplitudy Qy a Py vztahy

Qi =2 (ay +ay ), (2.473)
Py =ioy 5 (ay —ay ). (2.474)

Obe¢ funkce jsou realné vektorové funkce. Prvni je imérna realné Casti ay, druhd imagi-
nirni. UkaZeme, ze takto pieskalované amplitudy hraji roli zobecnénych soufadnic a zo-
becnénych hybnosti oscilatorti popisujicich elektromagnetické pole v dutin€. Sectenim
a odeétenim defini¢nich rovnic (koeficienty pfevedeme vlevo) mizeme rekonstruovat
puvodni amplitudy:

a, = ! [QHLPR} (2.475)
2\& Wy

2= o, -Lp (2.476)

k=3 o K o k | :

Nové proménné Qy, Py nemaji zatim jiny vyznam, neZ realnych amplitud vytvoienych
z puvodnich komplexnich amplitud ay, a*. Pivodni amplitudy v sobé zahrnuji ¢asové
faktory exp[+wyf] a podle (2.453), (2.455) pro n¢ plati
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ﬁk = —wkak N (2477)
il =+w.ay . (2.478)
k-a, =0, (2.479)
k-a) =0. (2.480)

S pomoci téchto relaci snadno zjistime, ze pro nové zavedené amplitudy plati vztahy

Qi =P, (2.481)
Q. +0iQ, =0. (2.482)
k-Q, =0, (2.483)
k-P, =0, (2.484)

Vidime, Ze amplituda Py hraje roli zobecnéné rychlosti/hybnosti k amplitudé Qy. Druha
relace plyne pfimo z vinové rovnice 0A = 0 uz pro pivodni amplitudy ay. Tteti a étvrty
vztah znamenaji, ze ob& nové amplitudy jsou vzdy kolmé na smér Sifeni elektromagne-
tického vInéni. Urceme nyni celkovou energii elektromagnetického pole v rezonancni
dutin€ za pomoci novych amplitud Qy, Py:

> E=H=>2e00p (ak'ai)=Z%(Pﬁ+wiQ]2(). (2.485)
k k

Energie vyjadfend pomoci novych amplitud ma roli Hamiltonovy funkce pro elektro-
magnetické pole v duting. Je kvadraticka v obou proménnych, jak je tomu u harmonic-
kého oscilatoru. Ukazeme, Ze nové amplitudy jsou vzajemné kanonicky sdruzené, tj. ze
splituji Hamiltonovy rovnice. Za tim ucelem Hamiltonovu funkci (2.485) zderivujeme
podle obou novych amplitud:

oH

P, k= Qx
oH . .
20, =0;Q=-Q=-P,.
Ve findle tedy mame Hamiltonovy kanonické rovnice
: oH
> =— 2.486
Qx P, ( )
> P, =- OH (2.487)
dQy

Nové amplitudy spliiuji Hamiltonovy, rovnice, jsou tedy kanonicky sdruzené. Elektro-
magnetické pole v dutin€ lze popsat jako soustavu harmonickych oscilatorti se zobecné-
nymi soufadnicemi Qi a zobecnénymi hybnostmi Py.
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2.8.5 Tepelné zareni

Elektromagnetické pole v duting, které je v termodynamické rovnovaze se sténami o te-
ploté 7, ma charakteristickou zavislost intenzity/hustoty energie na frekvenci. Je jedno,
zda hovofime o intenzité nebo o hustoté energie. Intenzita je tok energie, tedy jde o hus-
totu energie vynasobenou rychlosti Sifeni energie, tedy v tomto pfipad¢ rychlosti svétla.
Ob¢ veli¢iny se lisi pouze faktorem c. Pro oblast malych frekvenci tuto zavislost odvo-
dili anglicky fyzik John Rayleigh (1842-1919) a anglicky matematik a astronom James
Jeans (1877—-1946), pro oblast vysokych frekvenci vztah odvodil némecky fyzik Wil-
helm Wien (1864—1928). V celém rozsahu frekvenci se podafilo odvodit spravny vztah
az némeckému fyzikovi Maxu Planckovi (1858-1947) v roce 1900, kdyz zavedl pro
tehdejs$i dobu umély predpoklad o kvantovani energie elektromagnetického zafeni.

dar UV katastrofa - IR katastrofa
dw S

Obr. 2.43: Zareni absolutné ¢erného télesa

Pocet modu v dutiné

Vyjdéme z ,,povolenych” vinovych vektori k podle vztahu (2.457). Pocet vlastnich
kmith v pasmu dk bude

L
drI" =2dn; dny dny =2 l(q2 2)13’5 dk, dk, diksy =
T

2
= 2L347zk2 dk = 2%4;:(% do.
@r) ery \c) ¢

Koeficient 2 pted vyrazem zohlediiuje dvé nezavislé polarizace elektromagnetického
zafeni. Diferencialy vinového vektoru jsme vyjadfili ve sférickych soufadnicich, 4z je
plny prostorovy uhel (je jedno, zda ho pocitame v kartézskych nebo ve sférickych sou-
fadnicich. Diferencial velikosti vinového vektoru jsme vyjadiili z disperzni relace w = ck.
Vysledny vztah pro pocet stavii ve frekvenénim pasmu dw je

> ar, = 2/3 @ do. (2.488)
T c
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Rayleighiiv a Jeansiiv vypocet
Intenzita vyzafovani je dana tokem energie, tedy hustotou energie nasobenou rychlosti
Siteni

dl, =ucdl, (2.489)

Pokud budeme ptedpokladat, ze kazdy mdd elektromagnetického zateni odpovida te-
pelné energii kg7, tj. u = kgT/V, dostaneme Rayleightiv-Jeansiv zakon

kg T

et

> dl, = @’ dw, (2.490)

ktery plati dobte pro nizké frekvence a zcela selhava pro vysoké frekvence, kde je pod-
statné kvantovani energie elektromagnetického zafeni.

Planckiiv vypocet

Predpokladejme, Ze je energie kvantovana a mohou existovat jen stavy oscilatori s energii
g, =nhw, n=0,12... (2.491)

Kazdy oscilator se mtize vyskytovat v riznych energetickych stavech s riznym kvanto-
vym ¢islem n. Ozna¢me w, pravdépodobnost, Ze ma ndhodny oscilator prave energii &,

1
w, = Cexp {— kgnT} = Cexp[-n fho]; = (2.492)
B

B

Normovaci konstantu vypoéteme z podminky, Ze soucet vSech pravdépodobnosti je
roven 1 (n&jakou energii vybrany oscilator mit musi):

— < xp|— n:—c
l—C’;‘)e pl-pho) 1-exp[-fSho]

C =1-exp[-phao).

Spravné bychom meéli ovéifovat konvergentnost geometrické fady, ale to neni nutné,
protoze vzdy plati, ze kvocient ¢ = exp[—x] < 1 pro x > 0. Pravdépodobnost tedy je

_(1_.—Bhw)\ . -Bnio . — 1
> wn—(l e )e : =T (2.493)

Nyni uré¢ime stfedni hodnotu energie jednoho oscilatoru:
E=) gw, =

= i nha)(l—e_ﬁhw)e_ﬂ”hw =
n=0

= ha)(l—e_ﬁhw) i ne P,
n=0
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Potfebnou fadu snadno secteme jednoduchym trikem:

S 0 — -
ne @ = _ 9 N gmon _
—-o

0w [ _g\" 0 1 e
9 (e a) - ) -a 2°

(02t adl-e (l_e—a)

Vysledek dosadime do vztahu pro stfedni hodnotu energie, Citatele i jmenovatele vydé-
lime exp[—fhw] a mame vysledek

ha

> E=———.
efho g

(2.494)

K vypoctu intenzity opét pouzijeme vztah (2.489), ale nyni za hustotu energie dosadime
stiedni hodnotu energie oscilatoru vydélenou objemem:

Po trividlni prave koeficient mame slavny Plancklv vyzafovaci zakon.

h o
| 4 dl,=—————dw. (2.495)
C 2R Py

V limité nizkych frekvenci provedeme rozvoj exponencidly ve jmenovateli do prvniho
fadu a ziskame Rayleightiv-Jeanstiv zakon. Planckova konstanta zmizi, pro malé frek-
vence neni kvantovani podstatné. Naopak pro vysoké frekvence je exponenciala ve jme-

novateli dominantni, miZeme zanedbat jednotku a dostavame Wientiv zakon pro vysoké
frekvence:

%kBT @ dw:; Pho<l,
> dr, =" ¢ (2.496)
) @ e P dw;  pho>1.
T c
k ok %k

Na nasledujicim obrazku je supravodiva rezonancni dutina zkonstruovana francouz-
skym fyzikem Sergem Harochem (*1944) a jeho tymem. Sklada se ze dvou polokulo-
vych médénych zrcadel, jejichz povrch je opracovan s piesnosti nékolika nanometrti
a slouzi jako podklad pro tenkou vrstvicku niobu, ktery je supravodivy pii teplotach pod
9 kelvinii. Mikrovinna dutina ma otevienou geometrii, aby jejim sttedem mohly jeden
za druhym prolétat Rydbergovy atomy slouzici jako méfici zatizeni, které je schopné
nedestruktivné detekovat pocet fotonti v dutiné. Rydbergtiv atom je v superpozici dvou
energetickych stavii a chova se jako rotujici dipdl. V pfitomnosti fotonu se zméni faze
jeho rotace. Pfi teploté 0,8 K je podle Planckova vyzatovaciho zdkona dutina prazdna
po 95 % Casu, nicméné v 5 % Casu se v ni vyskytuje jeden foton. Harochova mikrovinna
dutina je natolik kvalitni, Ze v ni kazdy vznikly foton pfeziva kolem 130 milisekund. To
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je tak dlouhy cas, Ze foton odrazejici se mezi zrcadly urazi celkovou drdhu kolem
40 000 kilometrii, coz odpovida obvodu Zemé! Za tuto dobu projde dutinou az tisicovka
Rydbergovych atomt, které jsou opakované (az nékoliksetkrat) schopny detekovat
jednotlivé fotony. Samoziejme, ze v mikrovinné dutin€ nemusi byt jeden jediny foton,
ale tfeba 1 n€kolik fotoni (staci zvysit teplotu) nebo je snadné generovat vétsi mnozstvi
fotonti za pomoci elektromagnetického impulzu. Za prvni nedestruktivni méfeni poctu
fotont ziskal Haroche Nobelovu cenu pro rok 2012.

Obr. 2.44. Harochova rezonanc¢ni dutina

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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3.1 Specialni relativita

Pred ¢tenim relativistické ¢asti ,, Vybranych kapitol“ by se ¢tenaf mél diikladné seznamit
s pojmem metrika a s kontravariantnimi (hornimi) a kovariantnimi (dolnimi) slozkami
tenzord. Horni indexy, napiiklad 4“ se transformuji za pomoci Lorentzovy matice, dolni
indexy, napfiklad 4,, se transformuji za pomoci inverzni Lorentzovy matice. Skalarni
sou¢in dvou vektorti pak lze v Einsteinové sumaéni konvenci zapsat jako 4, B* nebo
gwA"B". Indexy psané feckymi pismeny probihaji hodnoty 0, 1. 2, 3. Index 0 odpovida
casové Casti, indexy 1, 2, 3 prostorové casti slozek popisovanych objektd. Detaily
nalezne ¢tenaf v matematické ¢asti prvniho dilu ,,Vybranych kapitol“, v kapitole 3.3.6
Tenzory a metrika.

3.1.1 Lorentzova transformace

Rozpor mezi elektrodynamikou a klasickou mechanikou

Poznavani relativnosti pohybu nas zasahlo ve tfech vlnach. Prvni spada do obdobi se-
dmnactého stoleti, kdy Galileo Galilei a pozdéji Isaac Newton zalozili klasickou me-
chaniku, v niZ jsou ¢as a prostor neménnym jevi§tém pro pohyb téles. Druhou vinu
z roku 1905 nazyvame specialni relativita, ¢as a prostor jsou nadale absolutni, ale veli-
kost ¢asového nebo prostorového intervalu uz zavisi na tom, z jaké souradnicové sou-
stavy udalosti sledujeme. Posledni je obecna relativita z roku 1916, kde se ¢as a prostor
stava poprvé soucasti déni, spoluvytvareji ho vSechny objekty ve vesmiru.

Galiletv princip relativity zavadi inercialni soustavu, jakousi idealni soufadnicovou
soustavu, v niz plati zakon setrvacnosti (setrvacnost se latinsky fekne iners, odsud iner-
cialni soustava), tj. télesa jsou v klidu nebo se pohybuji rovnomérné ptimocare, pokud
na n¢ nepusobi sila. Rizné inercialni soutadnicové soustavy se vici sobé mohou pohy-
bovat jen konstantni rychlosti — pokud by vzajemna rychlost nebyla konstantni, nemoh-
ly by obé& soustavy byt soucasné inercialni. Pfedpokladejme, ze pro polohovy vektor
¢astice plati transformace (jednu ze soustav ozna¢ujeme vinkou)

r=r—vt, 3.

kde v je vzajemna rychlost obou soustav a r je polohovy vektor ¢astice. Derivovanim
podle ¢asu ziskame transformaci rychlosti ¢astice u mezi obéma soustavami

i=u-v. 3.2)

Jde o klasické skladani rychlosti, na které jsme si v mechanice velmi zvykli. Dal§im
derivovanim podle ¢asu ziskame vztah mezi zrychlenimi (v je konstantni):

i=a. (3.3)

V obou inercialnich soustavach ptisobi stejna zrychleni a tedy stejné sily. Proto mecha-
nické déje dopadnou ve vSech inercidlnich soustavach stejné a nelze nalézt néjakou
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preferovanou soustavu, kterd by byla lepsi nez ostatni. To je podstatou tzv. Galileova
principu relativity.

\ 4

=1

vt

»
>

X

Obr. 3.1: Castice popisovana ze dvou rdiznych inercialnich soustav

V 18. a 19. stoleti lidé postupné poznavali zakony elektiiny a magnetizmu a experimen-
taln€ nachazeli souvislosti mezi obéma jevy. V roce 1873 sepsal veskeré dosazené vys-
ledky James Clerk Maxwell v monumentalnim dvousvazkovém dile A Treatise on Elec-
tricity and Magnetism. V tomto spise jsou publikovany slavné Maxwellovy rovnice,
z nichZ plyne, Ze rychlosti by se mély skladat jinym zplsobem, nez predpokladal Gali-
leo Galilei a ze by rychlost svétla méla byt dokonce nezavisld na volbé soufadnicové
soustavy a ve vSech soustavach mit stejnou hodnotu, jak nam vyslo v kapitole 2.5.2.
Tento zjevny rozpor mezi klasickou mechanikou a Maxwellovou elektrodynamikou nel-
ze vyfesit ,,na papiie”, bylo tfeba experimentalné rozhodnout, ktera z teorii je spravné.
Poprvé tak ucinili Albert Abraham Michelson (1852—1931) a Edward Morley (1838—
1923) ve svém slavném experimentu zroku 1887, v némz interferometricky méfili
rozdil rychlosti svétla na letici Zemi ve sméru jejiho pohybu kolem Slunce a ve sméru
kolmém na tento pohyb. Vysledek dal za pravdu Maxwellové elektrodynamice, rychlost
svétla nijak nezavisela na pohybu Zemé. Od té doby byla ucinéna fada dalSich experi-
mentd, které prokazaly spravnost Maxwellovy elektrodynamiky.

Lorentzova transformace

Uprava klasické mechaniky do podoby, ve které je v souladu s elektrodynamikou se
nazyva specialni relativita a pochazi z roku 1905. Jejim autorem je Albert Einstein,
ktery rozsitil princip relativity i na elektromagnetické déje a predpokladal, Ze mecha-
nické a elektromagnetické experimenty dopadnou ve vSech inercidlnich soustavach
stejné a zadnym mechanickym ani elektromagnetickym experimentem nelze najit prefe-
rovanou soufadnicovou soustavu. To samoziejmé ale znamena, Ze rychlost svétla musi
byt ve vSech soustavach stejnd. Predpokladejme pro jednoduchost, Ze se dvé inercialni
soufadnicové soustavy pohybuji vii¢i sob€ jen v ose x a ,,opravme* Galileovu transfor-
maci (2.7) za pomoci opravného koeficientu y(v), ktery se pro malé rychlosti blizi
k jedné:

f=y(x—vt), (3.4)
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Ze symetrie obou soustav plyne, Ze inverzni transformace musi mit stejny tvar, ale
opacny smér rychlosti, tj.:

x=y(x+vi). (3.5)
Predstavme si nyni, ze v okamziku, kdy se ob¢ soustavy pravé mijeji, blikneme v pocat-

ku obou soustav baterkou. Pokud se v obou soustavach svétlo §ifi stejnou rychlosti c,
jak vyzaduji Maxwellovy rovnice, musi platit

x = ct; i=ct, (3.6)
proto z (3.4) a (3.5) mame

3.7)

vynasobenim obou rovnic ziskdme relaci

cti =y (c—v)(c+v)id

, (3.8)
v niz miizeme vykratit oba Casy a poté spocitat opravny koeficient gama:
1
> Y= (3.9)
V1-v%/c?
Nova transformace soufadnic proto bude
PR bl I (3.10)

\ll—z)z/c2

Rychlost je vzdalenost délena ¢asovym intervalem. Pokud chceme, aby rychlost svétla
byla shodn4 v nasich obou soustavach, musi se transformovat jak prostorové sourad-
nice, tak ¢as. K nalezeni této transformace mizeme vyuzit soustavu rovnic (3.4) a (3.5),
v niz uz zname koeficient y. Z prvni rovnici dosadime ¥ do druhé rovnice a po snadném
vypoctu vyjde

_ 2
f:%' (3.11)

V1-v?/c?

Nalezena transformace se nazyva Lorentzova transformace a pro celou udalost (¢asovou
i prostorovou soufadnici) ji miizeme zapsat ve tvaru

. t—vx/c?
=
V1-v?/c?
e x-ur
y=y
Z=1z,

v

Elegantnéjsi je maticovy zapis Lorentzovy transformace
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X0 Y —}ﬁ 0 0 X0
- 0 0
> S A S (3.13)
xZ 0 0 1 0 .XZ
X3 3 0 0 0 1 X3 S
kde jsme oznadili
> B=vlc; (3.14)
> y=1/N1-v%/c? (3.15)

a soufadnice jsou xo = ct, x; =X, X, =y a x3 = z. Koeficient f ma vyznam bezrozmérné
rychlosti, koeficient y se nazyva Lorentzliv kontrakéni faktor (uvidime, ze vyjadfuje
pomérnou kontrakci délek ve sméru pohybu). Casova soufadnice x, ma stejny rozmér
jako prostorové soufadnice. Lorentzova transformace je pojmenovana po holandském
fyzikovi Hendriku Antoonovi Lorentzovi (1853—-1928), ktery se zabyval transformac-
nimi vlastnostmi Maxwellovych rovnic. Transformaci k Gpravé rovnic klasické mecha-
niky pouzil Albert Einstein v roce 1905, kdy vytvoril specialni relativitu — mechaniku,
ktera je v souladu s Maxwellovou elektrodynamikou.

Riizné formulace Galileova principu relativity:
= Pribéh mechanickych d€ji nezavisi na volbé inercialni souradnicové soustavy.

= Ve vSech inercialnich soustavach, vzajemné se pohybujicich rovnomérné pii-
mocaie, dopadnou mechanické experimenty stejné.

= Zadnym mechanickym experimentem nelze od sebe odlisit dve inercialni sou-
fadnicové soustavy. Neexistuje preferovana inercialni soustava.

= Stav pohybu a klidu je relativni, neexistuje absolutni stav klidu, neexistuje je-
dina klidova inercialni soustava.
Riizné formulace Einsteinova principu relativity:

= Pribéh mechanickych a elektromagnetickych déji nezavisi na volbé inercialni
soufadnicové soustavy.

= Ve vSech inercidlnich soustavach, vzajemné se pohybujicich rovnomérné pri-
mocare, dopadnou mechanické a elektromagnetické experimenty stejné.

= Zéadnym mechanickym ani elektromagnetickym experimentem nelze od sebe

odlisit dve inercialni souradnicové soustavy. Neexistuje preferovana inercialni
soustava.

Nové skladani rychlosti
Transformaci rychlosti ziskdme diferencovanim vztahu (3.12):

d&F _ (dx—vd)/... _ dx—vds

=

di (di—vde/c?) /... di—vdv/c®

Po ,,vydéleni Citatele i jmenovatele diferencialem df mame
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> =" (3.16)
1—uv/c

V ptipad¢, Ze je vzajemny pohyb soustav opac¢ny (v — —v ), mame
u+v

| 2 ﬁ=—2. (3.17)
1+uv/c

Transformace (3.16) a (3.17) ptedstavuji nové skladani rychlosti. V Citateli je skladani
shodné s Galileovym, ale ve jmenovateli je relativistickd oprava, ktera se uplatni az pfi
vysokych rychlostech. Ani Galileo, ani Newton neméli Sanci tuto opravu z tehdejsich
experimentalnich znalosti zjistit. Polozime-li ve vztahu (3.17) jednu z rychlosti, napfi-
klad rychlost u, rovnou rychlosti svétla, mame

~ c+v c+v

u= 5 = =C

l+cv/c® (c+v)/c

Vidime, Ze rychlost svétla se skute¢né v nové transformaci s ni¢im nesklada a ztstane
ve vSech inercialnich soustavach stejnd. Pro malé rychlosti v porovnani s rychlosti
svétla je oprava ve jmenovateli zanedbatelna a rychlosti se skladaji galileovsky.

Dilatace ¢asu a kontrakce délek z Lorentzovy transformace

Pozadavek konstantni rychlosti svétla s sebou piinasi nové jevy. Rychlost svétla je
vzdalenost délena ¢asovym intervalem. Pokud ma byt tento pomér ve vSech souradnico-
vych soustavach stejny, musi byt vzdalenosti a ¢asové intervaly zavislé na tom, z jaké
soufadnicové soustavy se divame. Pfedpokladejme, Ze je pozorovatel v soufadnicové
soustave S, v pohybujici se soustavé jsou hodiny a ty¢ mifici ve sméru pohybu.

A~
S

@

siaiiy

o) —>
3 Y

»
>

\ 4

Obr. 3.2: Méfeni Casu a délky tycCe

Napisme nyni pfimou i zpétnou (bude se lisit znaménkem rychlosti) Lorentzovu trans-
formaci pro Cas a soufadnici x:

. t—vxlct e 7+vi/c?
V1-v?/c? V1-v?/c?
¢ (3.18)
x—vt X+uvt

X

, X= 5
\/1—1)2/(:2 \/1—1)2/02
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Pro kone¢né ¢asové intervaly a pro konecné prostorové vzdalenosti mame:

. At—v Ax/c? AT +v AF/c?
A= m s A=

1—-v2/c? \/1—02/02 (3.19)
Af = Ax —U At : Ar = AX+v At ’

1-v%/c? 1-v%/c?

Jde o linearni zavislosti, a proto o piesné vztahy. Hodiny se ve vlastni soustaveé nepohy-
buji, Ax=0, A7 = Ay, pro transformaci ¢asového intervalu bude proto vyhodné pouzit
druhy vztah (3.19), ze kterého plyne tzv. dilatace casu
V1-v?/c?

Casovy interval je ve vlastni soustavé nejkratsi mozny. V jakékoli jiné soustavé se bude
jevit Casovy interval del$i. Na§ zivot tedy u nds, v nasi soustavé, trva nejkratsi dobu.

Nyni piejdéme k délce tyce. Jeji konce musime méfit soucasné v soufadnicové soustave
pozorovatele, tj. At=0,AX=Ax,. Kodvozeni tedy bude nejvyhodnéjsi tfeti vztah

At = (3.20)

(3.19), ze kterého plyne tzv. kontrakce délek

Ax=~1-0?/c? Ax, . (3.21)

Délka leticich ty¢i se zkracuje ve sméru pohybu a nejdel$i mozna je ve vlastni soutadni-
cove soustave. Oba vztahy miizeme piepsat s pomoci Lorentzova kontrakéniho faktoru:

> At =y At (3.22)
> Ar=Axy/y. (3.23)

Odvozeni, které jsme provedli, bylo ryze formalni a jak dilataci Casu, tak kontrakci
délek jsme ziskali pouhym diferencovanim Lorentzovy transformace. Pojd'me nyni oba
kli¢ové vztahy odvodit jesté jednou, ale na zakladé fyzikalniho pfistupu.

Dilatace ¢asu - fyzikalni pristup

Zména chodu ¢asu nesmi zaviset na zpusobu realizace hodin. Proto si vymyslime co
mozna nejjednodussi hodiny. Pijde o dvé rovnobézna zrcadla, mezi nimiZ se sem a tam
odrazi polapeny foton. Jeho odrazy budeme povaZovat za tikot naSich hodin. Tyto odra-
zy budou ale vypadat jinak v soustavé spojené s témito jednoduchymi hodinami a jinak
v soustave, vii¢i niz se hodiny pohybuji:

S A °
o/
L, At cV\ L At
I — I
VAt/2

Obr. 3.3: Jednoducha realizace hodin — foton mezi dvéma zrcadly
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Vzdalenost mezi zrcadly oznac¢ime L, jedno tiknuti hodin (foton se vrati do ptivodniho
mista na zrcadle) oznaCime v soustavé spojené s hodinami Azy a v soustavé spojené
s pozorovatelem At. Nyni napiSeme Pythagorovu vétu pro trojuhelnik vyznaceny v pra-
vé casti obrazku 3.3:
20,2 242
AT VAT (3.24)
4 4

Z tohoto vztahu snadno vypocteme Casovy interval Az v soustavé pozorovatele
2L/c Aty

At = =
\/1—v2/02 \/l—vz/c2

(3.25)

a op¢t tedy mame
| At =y At,. (3.26)

Dilataci ¢asu mizeme tedy odvodit piimo z Lorentzovy transformace nebo nepiimo
z chodu fotonti v jednoduchych fotonovych hodinach. Vysledek je stejny.

Kontrakce délek - fyzikalni pristup

Z vesmiru prilétaji k Zemi nejruznéjsi Castice s vysokymi energiemi, kterym fikame
kosmické zareni. Pokud ¢astice kosmického zafeni atakuje zemskou atmosféru, dojde
k jeji srazce s nékterym atomem ¢i molekulou atmosféry a ve vysce ptiblizné 15 kilo-
metrti nad zemi vznikne rozsahla sprska sekundarnich ¢astic. Mezi nimi jsou i miony
(tézké elektrony), které objevil americky fyzik Carl Anderson v roce 1936. Stredni doba
zivota miont je ptiblizné dvé mikrosekundy, a pokud by letély nejvyssi moznou rych-
losti, tj. rychlosti svétla, urazily by za 2 mikrosekundy cca 600 metri. Proto by na po-
vrch Zemé miony nemély dopadat. Presto jich dopadd za kazdou minutu pfiblizné
10 000 na metr ¢tverecni. Jak je to mozné?

Z pohledu pozorovatele na Zemi maji pfi svém vzniku miony velmi velkou rychlost,
ptiblizné 0,994 rychlosti svétla. Pro ty miony, které se vydaji smérem k pozorovateli na
povrchu, dochazi k dilataci ¢asu a jejich primérna doba zivota se zvysi ptiblizné deseti-
nasobné (y = 10) a alespon nékteré z nich doleti az k povrchu.

Jaké je ale vysvétleni z hlediska soufadnicové soustavy spojené s leticim mionem?
Z hlediska mionu je jeho stfedni doba Zivota pouhé 2 mikrosekundy. Povrch Zemé se
ale ptiblizuje, dochazi ke kontrakci vzdalenosti a mion nemusi uletét celych 15 kilome-
tr, ale mén¢. Z hlediska pozorovatele na Zemi vysvétluje dopad mionti na povrch
Zem¢ dilatace Casu, z hlediska mionu kontrakce vzdalenosti. Vzhledem k tomu, Ze jde
o stejny jev, musi se zkracovat vzdalenost k Zemi ve stejném poméru, v jakém dilatace
prodluzuje zivot mionu, tedy

> Al=Aly/7. (3.27)

Kontrakci délek tedy opét mizeme odvodit pfimo z Lorentzovy transformace nebo ne-
primou tvahou o stejné povaze dilatace ¢asu a kontrakce délek.

Dnes je dilatace ¢asu a kontrakce délek ovéfena mnoha experimenty, zejména na
velkych urychlovacich hraji tyto jevy primarni roli a bez jejich zapocteni by zadny
urychlova¢ nefungoval. Ke kontrakci délek dochazi jen ve sméru pohybu obou soustav,
v nasi notaci jde o smér osy x. Letici objekty proto vidime prostorové zdeformované.
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Rapidita
Lorentzova transformace (3.13) ma velmi jednoduché vlastnosti. Inverzni transformaci
ziskame pouhou zdménou znaménka rychlosti:

y - 0 0 y +B 0 0
- 0 0 + 0 0
> AP 7 e T (3.28)
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
Determinant obou matic je roven jedné, naptiklad pro pfimou transformaci plati:
detA=y2—}/2,6’2=}/2(1—,32)=%-(1—v2/c2)=1. (3.29)
1-v/c
Z matematického hlediska jde proto o rotacni transformaci. Substituci
chu=y;
3.30
shu =198 (3-:30)
miZzeme Lorentzovu matici pfepsat do jednoduchého tvaru
+chu —shu 0 0
—shu +chu 0 0
> A= (3.31)
0 0 1 0
0 0 0 1

Determinant je stale roven jedné, transformacni matice je ale nyni formaln€¢ shodna
s béZnou rotacni matici s obyCejnymi siny a kosiny. Ty jsou v Lorentzové transformaci
nahrazeny hyperbolickymi funkcemi, coz znamena, Ze uhel otoceni je imaginarni, tedy
@ =1iu. Je zjevné, Ze rotace probiha v roving (¢, x). Veli¢inu u nazyvame rapiditou a jeji
hodnotu ziskdme vydélenim rovnic (3.30):

> u = ath (9) : (3.32)
c
Pro infinitezimalni Lorentzovu transformaci mtizeme Taylorovsky rozvinout (3.31):
I —u 0 0 1 0 0 0 1 0 O
—u 0 o0 0 1 0 O 1 0 0 O
0 0 1 o0 0 0 1 0 0 0 0 O
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 O

Infinitezimalni Lorentzovu transformaci tak lze rozlozit na dvé maticové transformace,
prvni je tvofena jednotkovou matici (udalost se neméni) a druhd matice jen zaméni
¢asovou a prvni prostorovou komponentu udélosti. Infinitezimalni Lorentzova trans-
formace je tak jednou z nejjednodussich matematickych transformaci viibec. Kone¢nou
Lorentzovu transformaci je mozné slozit mnohonasobnym opakovanim transformace
(3.33) s malou hodnotou rapidity.
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Obecna transformace

Lorentzova transformace se zpravidla zavadi v ose x. Vénujme se nyni zapisu obecné
transformace ve vSech tfech osach naraz. Zaved'me nejprve analogicky vztahu (3.33)
infinitizemalni transformace ve sméru jednotlivych os:

> Ay =T-u, N5 AinﬁyEH—uyNy; Ajpg . =1-u,N_, (3.34)

kde I je jednotkova matice a Ny tzv. generatory Lorentzovy transformace dané vztahy

0O 1 0 0 0o 0 1 0
1 0 0 O 0O 0 0 O
N, = ; N, = ;
0O 0 0 0 1 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0 O
> (3.35)
0 0 0 1
0 0 0 O
N, =
0 0 0 O
1 0 0 O

Jednotlivé rapidity uy souvisi se vzajemnou rychlosti pohybu obou soustav vy vztahy
Uy =ath(vk /C), (336)

Infinitezimalni Lorentzovy transformace (3.34) jsou velmi elegantni a jednoduché.
Generatory (3.35) pouze zaménuji hodnoty asové a jedné z prostorovych slozek. Opro-
ti pivodnimu zapisu (3.12) jde o vyrazny posun. Piedstavme si nyni, Ze chceme zapsat
transformaci s kone¢nou rapiditou u, napiiklad v ose x. Takovou transformaci miZeme
slozit jako n opakovani transformace s rapiditou u/n:

uznz;. (3.37)
n

Provedeme-li limitu n —o0, ptijde 0 mnohonasobné opakovani infinitezimalni transfor-
mace (3.34):

n
A, = lim A" = lim ( —”—XNXJ = ¢l (3.38)

n—oo n—oo n
Jde o podobny postup, jaky jsme provadeli v prvnim dile ,,Vybranych kapitol“ s rotace-
mi v roviné v kapitole 1.3.2.3. Exponenciala v poslednim vyrazu je chapana jako funkce

operatoru a lze ji urCit naptiklad ze spektralniho rozvoje (viz kapitola 1.3.4.5). Obecna
Lorentzova transformace probihajici ve vSech tfech osach nardz bude mit tvar

> Aw)=e"N; u =ath(yy/e); N=(N_,N,N,} (3.39)

Matice konecné Lorentzovy transformace nekomutuji Ay Ay,# 4, Ay. Infinitezimalni
generatory v argumentu exponencialy lze ale diky zavedeni rapidity jednoduse skladat,
coz umozni zapis obecné Lorentzovy transformace (tzv. Lorentz boost) ve tvaru (3.39).
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3.1.2 Minkowského metrika

Pred ¢tenim této Casti by mél mit ¢tenaf osvojenou techniku zvySovani a snizovani in-
dexti, pojem metriky, kovariantnich a kontravariantnich indext. Detaily jsou v prvnim
dile ,,Vybranych kapitol” v ¢asti 1. 3.3.6 Tenzory a metrika. Zde jen shrneme nejpod-

vvvvvv

Ctyivektory

Ctyivektorem rozumime &tyfrozméry vektor, ktery 1ze rozlozit v n&jaké bazi {e,}
3

> A=) A%, =4%,,. (3.40)
a=0

Recké indexy probihaji hodnoty 0 (Sasova osa), 1, 2, 3 (prostorové osy). Slozky &étyf-
vektoru jsou znaceny hornimi indexy (kontravariantnimi) a transformuji se pomoci
Lorentzovy matice. Dolni indexy (kovariantni) se transformuji jako prvky baze. Trans-
formace dolnich indexti musi probihat pies inverzni Lorentzovu matici, jediné tak zu-
stane kombinace (3.40) objektem nezavislym na volbé baze. Nadale plati Einsteinova
sumacni konvence, ale s¢itani probiha vzdy ptes jeden dolni a jeden horni index. Vysle-
dek takového souctu je opét nezavisly na volbé baze. Standardni poloha indext trans-
formacni matice je prvni horni a druhy dolni. Transformace ¢tyfvektorti tak ma tvar

y = 0 0

A%=%aP ;s A% = _(;)ﬁ Z)/ (1) g (3.41)
0 0 0 1
Skalarni soucin dvou Ctyfvektorti miizeme zapsat jako
A-B=(A“ea)~(Bﬂeﬁ)=A“Bﬂea~eﬁ. (3.42)
K zadani skalarniho sou¢inu tedy postaci znat skalarni sou¢iny prvka baze:
> A B=g,54°B”; (3.43)
> Cap =€y ep (3.44)

Koeficienty g,s se nazyvaji metrika, nebot’ urcuji skalarni soucin, a tim velikosti Cty-
fvektort a uhly mezi nimi, tedy metrické vlastnosti. Zaved’'me inverzni matici k metrice

-1
g” E(gaﬁ) ’ gaﬂgﬁy =57, (3:45)

Prvky jednotkové matice (Kroneckerv symbol) jsou oznaceny ¢ ¢,. Metriku lze vyuzit
ke snizovani a zvySovani indexd. Normalni poloha indexu je u slozek ¢tyfvektord na-
hote a u prvkl baze dole. Miizeme ale zavést pomocné (dualni) objekty vztahy

e?=g%es; A, =g A", (3.46)
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Nejde o skutecné prvky baze ani o skute¢né komponenty vektoru, ale o formalni linear-
ni kombinace dané metrikou. Vzdy plati, Ze index nahotfe znamena transformaci pomoci
stejné matice, jakou se transformuji slozky vektorti, a index dole znamena transformaci
pomoci stejné matice, jakou se transformuji prvky baze. Za pomoci metriky tak miizeme
indexy libovolng snizovat nebo zvySovat, staci jen dodrzet pravidlo, Zze s¢itime pftes
jeden horni a jeden dolni index. Detaily a ptiklady nalezne ctenar v kapitole I. 3.3.6 prv-
niho dilu ,,Vybranych kapitol®. Skalarni soué¢in nyni miizeme zapsat né€kolika zptisoby:

AB=g,34°B” =478,
kde jsme druhy index snizili za pomoci metriky. Mohli jsme ale také snizit prvni index:
AB=g,34°B? = 4,87 = 4,B%.
Plati tedy
AB=g,54“BP = 4°B, = 4,8 . (3.47)

Definici inverzni metriky (3.45) mizeme opét chapat jako snizovani ¢i zvySovani in-
dexti:

of _so .
g7gp, =0%;
op v = ga},=5a7,. (3.48)
g 8p =8 y;

Metrika a Kroneckerovo delta jsou tak jedinym objektem. Pokud jsou oba indexy dole,
jde o metrické koeficienty. Pokud jsou oba indexy nahote, jde o inverzni matici k met-
rickym koeficientim a pokud jsou indexy smiSené, jde o Kroneckerovo delta, tedy
prvky jednotkové matice. Metrika tak neni nic jiného nez jednotkova matice s patficné
posunutymi indexy. Za pomoci tenzorového zapisu mizeme psat

lzéaﬁea®eﬂ=gaﬁe“®eﬁ=g0’ﬂea®eﬂ. (3.49)

Minkowského metrika

Uz vime, Ze ve specialni relativité¢ se udalost transformuje (stejné tak rozdil blizkych
udalosti) podle Lorentzovy matice:

y =y 0 0
- - -y 0 0
=A%l i =A AP A% = o o 1 ol 69
o 0 o0 1

kde 4% je Lorentzova transformacni matice. Ve specialni relativit¢ chapeme kazdou
ctvefici veliCin, jez se transformuje Lorentzovou transformaci (tedy stejné jako udalost
nebo infinitezimalni rozdil udalosti), jako slozky ¢tyfvektoru:

> Ve =A%, vF. (3.51)

K zékladnim c¢tvericim patii samoziejmé uddlost (soufadnice ¢asu a mista, kde se dé&j
odehral ¢i odehraje). Z teorému Noetherové vime, Ze ¢asoprostorovym translacim od-
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povidaji zékony zachovani energie a hybnosti — tyto veliCiny tvoii ¢tyrhybnost (energie
a hybnost). Dalsi Ctvefici je vinovy ctyrvektor (ahlova frekvence a vinovy vektor), jed-
notlivé slozky souvisi s ¢asovou a prostorovou zmenou faze vinéni. V ¢asti této knihy
vénované elektromagnetickému poli jsme se seznamili s ¢tyrpotencidlem elektromagne-
tického pole (skalarni a vektorovy potencial) a ctyifokem ndboje (zdrojové Cleny Max-
wellovych rovnic — hustota naboje a tok naboje). Do ctvefice také muzeme uspoiadat
Casové a prostorové derivace a vytvofit ctyrgradient. V soustavé SI musime zajistit, aby
vSechny Ctyfi slozky Ctyivektor mély stejny rozmér. To mizeme ucinit nejjednoduse;ji
vynasobenim nebo vydélenim ¢asové slozky univerzalni konstantou ¢ (rychlosti svétla

ve vakuu):
= et pH — Elc) = lc)
X b p b k b
= @lc , JH Poc ; 9, = d/oct .
A io d/0x

Poznamka 1: Reckymi indexy budeme znaéit zasadné jen slozky Gty¥vektori (in-
dex 0 odpovida ¢asové casti, indexy 1, 2, 3 prostorové ¢asti).

(3.52)

Poznamka 2: U ¢tyfgradientu jde o kovariantni (dolni) index, protoZe &, = 0/0x#,
tedy skutecné slozky vektorti jsou ve jmenovateli. Pokud zapisujeme index v Cita-
teli, musi mit opacnou polohu, nebot’ se transforma¢ni matice zméni na inverzni!

Z podminky konstantni rychlosti svétla ve vSech inercidlnich soustavach postupnymi
Uupravami dostaneme

d/

—=c = dl=cdt =

dt

\/dxz +dy2 +dz? =cdr =

dx? +dy2 +dz2=c%d? =
—Ad? +dx? +dy* +d2 =0 =
> —dx? +dx} +dx3 +dxi =0. (3.53)

Posledni fadek je rovnici Sifeni svétla ve specialni relativité a mizeme z ného odecist
metriku speciélni relativity, tzv. Minkowského metriku. Znacime ji #44. Je diagonalni
a v Casové Casti ma minus. Totéz plati i pro inverzni matici (metriku s hornimi indexy).
Metrika se smiSenymi indexy je jednotkova matice, tj. jeji prvky jsou Kroneckerovy
symboly delta:

-1 0 0 0 -1 0 0 0
> o 41 0 of w |0 10 0 G58)
Tw=lo 0 41 00 T Tlo o0 41 o) '

0 0 0 +1 0 0 0 +1
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41 0 0 0 +1 0 0 0
B 0 +1 0 0 , |0 41 0 0
TvZo o «1 0 ™ Tlo 0o 41 ol (3:55)
0 0 0 +I 0 0 0 +1

ZjednoduSené se Casto Minkowského metrika piSe jako #,, = diag(-1, 1, 1, 1). Rovnici
(3.53) miZzeme za pomoci Minkowského metriky napsat jako

My do¥ dx” =0. (3.56)

Za pomoci metriky nyni snadno uréime kovariantni slozky béznych ¢tyivektort a kon-
travariantni slozku ¢tyfgradientu:

(et —E/c . _(~wlc )
)Clu= X N P,u p 5 k,u= Kk 5

3.57

—@lc ~Pg¢ —d/dct (3-57)

A ; J ; o# = )
“ A “ io 0/0x

Skalarni sou¢in dvou ¢tyfvektort je definovan jako
> A B* =4"B, =1, 4"B" =-A"B’ + A'B'+ /B’ + £'B’. (3.58)
Najdéme nekteré typické skalarni souciny, které¢ vedou na znamé vyrazy:
k-x= kﬂxﬂ =k %y + k' +kPxy +Kxy =—wt + kX,
ds® =dv-dv=dx,dx* =—c*de* + dx” +dy” +dz* ;
J-A=J, 4" =—pop+ipA;
P divi=0 o 9,/ =0;
t

of=0 &  9,0/f=0.

Casto se pouziva zkraceny zapis, pfi kterém se derivace piSe za ¢arku. Indexy pred car-
kou jsou skute¢nymi indexy, indexy za ¢arkou jsou derivacemi:
arH
ox”

Jde vlastné o nejuspornéjsi zapis derivace viibec, ze kterého je ziejmé na prvni pohled,
jak se derivace ve specialni relativité transformuje. Uved’'me dalsi priklady:

=9, V¥ =V .

dp dp
=o4p= ot ; =90,0= ;
axﬂ =9 et /I¢ (0,/1

Dfsaﬂaﬂfsf#”.
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Interval, kauzalita
Vztah (3.56) je diferencidlni rovnici pro Sifeni svétla, jeho leva strana ma ale i samo-
statny smysl. Ozna¢me ji

> ds* =7, dx* dx”. (3.59)

Této kombinaci se ve specidlni relativité fika interval. Ze své podstaty je interval skala-
rem, tedy invariantem, ktery nezavisi na volbé soufadnicové soustavy. Pokud interval
rozepiSeme, mame

> ds? =—c?dr? +dx? +dy? +dz2. (3.60)

Pii pohledu z riznych soufadnicovych soustav se méni Casové intervaly ds (dilatace
Casu) i prostorové vzdalenosti dxy (kontrakce délek), ale jejich kombinace (3.60) je ve
vsech soufadnicovych soustavach stejna. Ukazme si to v nasledujicim prikladu:

¢ Priklad 3.1: Neménnost intervalu

Vyjéadieme interval ve vinkované soutadnicové soustavé a postupné preved'me jednot-
livé diferencialy pomoci Lorentzovy transformace (3.12) ¢i (3.13)

d5? = =272 +di? + dj? +d52 =
=2 [ydt — 3B dx/c] *+ [ ydx — B8 det]*+ dy? +dz2 =
==’ y?d* +2cy’ B dtdx -’ B7dx” + P d® =2y Be dtdx+ y* 27 A +dy? +dz” =
=2 [yz —;/Zﬁz}dtz +[;/2 —yzﬂszxzdeyz +dz2.
Koeficienty v hranatych zavorkach jsou ale rovny jedné:

Y -rB=ya-H=0->"0-8%=1,
a proto plati
> ds? = ds?. )

Ve specialni relativit¢ se tedy v§e méni, jediny interval je jistotou, ktera da ve vSech
soufadnicovych soustavach stejné Cislo. Interval ale mizeme pouzit i vramci jedné
jediné soufadnicové soustavy, a to pro vypocteni ,,Casoprostorové odlehlosti dvou
udalosti, jak si ukazeme v zapéti.

Udalosti jsou reprezentovany body v ¢asoprostorovém diagramu. Na nasledujicim
obrazku je napiiklad udélost A se soufadnicemi (fx, Xa, Va, za). MiZe jit naptiklad
o zrnko pisku polozené na stll. Posloupnost udalosti souvisici s jednim objektem se na-
zyva svétocara objektu. Pokud bude nase zrnko pisku nehybné lezet na stole, prislusi
mu svétotara b. Cas plyne, ale prostorové soufadnice se neméni. Interval mezi poca-
tecni udalosti A a koncovou B bude

As? Z—Cz(fB _tA)Z +(xp _xA)2 +(yp _yA)2 +(zp _ZA)2 :—Cz(tB _tA)2 <0.

Spocteme-li interval mezi obéma udalostmi, bude prostorova ¢ast nulova (zrnko se
nepohybuje) a ¢asova nenulova (Cas plyne). Vysledek bude proto zaporny. Pokud za-
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foukd vitr, zrnko se bude pohybovat a jeho osud bude naptiklad popsan svétocarou c.
Interval mezi pocate¢nim a koncovym stavem bude

As? = =2 (1 1) + (e —x4)* + (e —y4)* + (20 —24)°

Vysledek je opét zaporny, protoze je svétocara ,,primknuta“ vice k ¢asové ose a Casova
Cast dava zaporny vklad. Pokud je interval mezi dvéma udéalostmi zaporny, miize prvni
udalost ovlivnit druhou, nebot’ se objekt miize do mista druhé udalosti premistit podsvé-
telnou rychlosti. O takové dvojici udalosti fikame, Ze je kauzalné (pfi¢inn€) spojena.
Udalosti B nebo C mohou byt disledkem udalosti A. Obé se nachazeji v tzv. kuzelu
budoucnosti udalosti A.

Predstavme si nyni, ze udalost A nesouvisi se zrnkem pisku, ale s leticim fotonem.
Po urcité dobé foton doleti do jiného mista a na naSem diagramu tomu bude odpovidat
udalost D. Jeho svétocara d je na diagramu sklonéna pod tthlem 45°, coz odpovida nej-
vy$$i mozné rychlosti. Do intervalu prispéje stejnou mérou jak zaporna casova cast, tak
kladna prostorova ¢ast a interval mezi udalostmi A a D bude nulovy, coz odpovida
rovnici Sifeni svétla (3.56). Pocateéni a koncova udalost pro svétlo lezi na kuzelové
plose dané vztahem As® = 0.

Na obrazku je jesté udalost E, ktera lezi mimo kuzel budoucnosti udalosti A. Pokud
bychom se do ni chtéli piemistit z polohy odpovidajici A, museli bychom letét nadsveé-
telnou rychlosti. Takové dve udalosti nejsou kauzalné€ spojené a jedna nemuize byt pfici-
nou druhé. Interval mezi nimi je kladny. Udalost E se nenachazi v kuzelu budoucnosti
udalosti A. Obdobnymi uvahami dospéjeme k zavéru, ze udalost A mohly ovlivnit
pouze udalosti lezici v jejim kuzelu minulosti.

A

ct
wuzel budoucnost,'A

Y kaeiminulgsﬁA

Obr. 3.4: KuZel budoucnosti a kuZel minulosti

Pri¢inna souvislost
Dvé udalosti mohou byt kauzalng spojené, pokud plati As* < 0. Udalosti nejsou
v pii¢inné souvislosti, pokud je As* > 0.

Interval je invariantem Lorentzovy transformace, tedy at’ ho spocitame v kterékoli sou-
fadnicové soustaveé, dostaneme vzdy stejny vysledek. Tento fakt zajist'uje, Ze pficina
a dusledek jsou udalosti, jejichz poradi nelze zaménit volbou jiné souradnicové sousta-
vy. Zadnym zptisobem nemiizeme ovlivnit udalosti, které se uz staly.
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Vlastni cas
Pokud spojime dvé udalosti s letici ¢astici, miizeme interval vyjadrtit jak v laboratorni
soustave, tak v soustave spojené s ¢astici (dx =0, = 17):

ds? = —c?de? +dx? +dy? +dz? =—c*d7?, (3.61)

kde 7 je tzv. vlastni Cas, tj. ¢as plynouci u Castice samotné. Zfejme plati

> ds? =—c2d7?, (3.62)

tedy vlastni Cas je také invariantem Lorentzovy transformace. Jaky je vztah mezi vlast-
nim ¢asem 7 a soufadnicovym cCasem ¢? Abychom to zjistili, vyjadiime interval ve
vlastni soustavé ¢astice a v obecné soutadnicové soustavé. Odsud dostaneme vztah mezi
obéma Casy:

At ==+ +dr +dE =
2dr? =dr? (02 —(dx/dt)? = (dy/dt)? —(dz/dt)z) =

dr=+1-v?/c? dt.

Mezi obéma ¢asy plati tedy vztah
> dt =ydr; —=y. (3.63)

Nejde o nic jiného nez o vztah pro dilataci ¢asu. Ve vlastni soustave plyne ¢as nejrych-
leji, Casovy usek mezi dvéma vlastnimi udalostmi bude nejkrat$i mozny. Vlastni Cas se
vyuziva jako vhodny parametr pii parametrizaci svétoCary Castice. Nelze ho ale pouzit
pro svétlo, U fotont vlastni ¢as neplyne (ds2 = 0) a pro parametrizaci je tieba vyuzit jiny
parametr, napiiklad prolétlou vzdalenost (vlastni délku trajektorie).

Transformace fyzikalnich veli¢in

Vidéli jsme, Ze za pomoci Lorentzovy matice mizeme transformovat Cas a prostorové
soufadnice udalosti z jedné inercialni souradnicové soustavy do jiné. Stejnym zplisobem
1ze ale transformovat jakykoli ctyfvektor,

> A=A 47 resp. A=A-A, (3.64)

coz umozije snadné piepocty veli¢in mezi soufadnicovymi soustavami. V ptipad¢, Ze
jde o dvojindexovou veli¢inu, napiiklad tenzor elektromagnetického pole, provadi se
transformace kazdého indexu zvlast:

> FHY =A'uaAVﬁFa’B; resp. F=A-FAT. (3.65)

Napravo je prislusnad transformace v maticovém zapise (bez slozek). Sloupcovy cty-
fvektor vynasobime zleva Lorentzovou matici. Dvojindexovy tenzor vyndsobime zleva
Lorentzovou matici a zprava transponovanou Lorentzovou matici. Vysledkem bude
Ctyfvektor ¢i tento tenzor v nové souradnicové soustave. Takto lze velmi snadno trans-
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formovat naptiklad tenzor elektromagnetického pole. Uvedeme tii piiklady: 1) vypocet
pole leticiho naboje, 2) vypocet relativistického Dopplerova jevu a 3) transformaci elek-
tromagnetickych poli mezi dvéma soustavami.

Heavisideovo pole

Predstavme si, ze kolem nas proléta konstantni rychlosti nabita castice. Jaké pole bude-
me, jakoZto pozorovatelé¢ vnimat?

v
Q‘):;)?>

Obr. 3.5: Letici ndboj

Vyuzijte transformaci Ctyfpotencialu pole (¢/c, A). V soustavé spojené s nabojem je
vektorovy potencial nulovy (neni zde pfitomno magnetické pole) a skalarni potencial je
dan Coulombovym zékonem:

¢= 0 (3.66)

dreyi

Provedeme inverzni Lorentzovu transformaci do soustavy S pozorovatele

glc y 7B 0 0) (Q/(4reyci)
4 0 0 0
S - (3.67)
Ay 0 0 1 0 0
A4, ) 0 0 01 0
Po vynasobeni matic dostavame pro potencialy v soustavé pozorovatele
Y
dre i’
4 = YPO .
¥ = dmecr (3.68)
Ay =0;
A4, =0.

Ve vysledku jsme oznacili

Feil+ 52 +32 = JPa-v) 2+ yiez?. (3.69)
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Je ziejmé, ze magnetické pole je jiz nenulové a elektrické pole je také modifikovano.
Novy tvar poli je

g oo 00 94 _ 70 (x —v1)
Tooox o 471'80|:}/2(x—vt)2+y2+22}3/2,
E, _—g—i— a;y - 0y — (3.70)
471'80[}/2(x—vt)2+y2+22J
¢ aAz_ Y0z

970z [Pa-vn?+y? JFZZT/2

Magnetické pole urcime jako rotaci vektorového potencialu:

o4, o4,
Ty 9z
B, _0A 94 vpo: — (3.71)
9z ox 47[800[}/2(x—vt)2+y2+22}
B _aAy_an - YBOy
T 9x 9y 2, 2, 2P
47r£0c[y2(x—vt) +y +z}

Dulezita je kolma a rovnobézna slozka elektrického pole, uréime ji v mistech danych na
obrazku polohou pozorovatele Pj: a P,

E, =E2+E? = 7L, (3.72)
PN e, 0+ 22
1 0
Ej=E|ymg = 5 ———— (3.73)

0 P Amey(x—vit)?

Vidime, zZe elektrické pole je napii¢ pohybu natazeno faktorem ya ve sméru pohybu je
stladeno faktorem 1/3°. Pole se pohybuje spolu s nabojem. Magnetické pole tvoii kruz-
nice kolem osy pohybu naboje a slabne se vzdalenosti od naboje. Pro nekonec¢nou fadu
nabojui bychom ziskali pole kolem vodice. Pole je pojmenovano podle anglického fyzi-
ka a matematika Olivera Heavisidea (1850—1925).

il

A ¥
¥ g

Obr. 3.6: Pole leticiho naboje



228 Relativita

Doppleruv jev

Odvod’'me nyni relativisticky Dopplertv jev pomoci transformace vlnového Ctyivektoru
(w/c, k). Pozorovatel je v soustave S, zdroj periodického signalu je v soustaveé oznacené
vinkou. VInéni se §ifi do vSech smérd, nés zajima jen vlnovy vektor k, ktery mifi prave
k pozorovateli. Uhel mezi smérem pohybu zdroje vInéni a smérem k pozorovateli je
oznaden a (musime rozlidovat a’ v sosutavé zdroje a a v soustavé pozorovatele).

Obr. 3.7: Relativisticky DopplerQv jev

V soustavé S spojené se zdrojem zafeni je feSeni velmi jednoduché:

wlc w,/c w,/c

k, _ kcosa _ | @ /c-cos oy ' (3.74)
k,, ksine, wq/c-singy

k. )s 0 R 0 5

Nyni provedeme Lorentzovu transformaci do soustavy pozorovatele S (jde o inverzni
Lorentzovu transformaci):

wle y yB 0 0 wy/c
w,/c-cosao 0 0 @, /c-cosy,
o _|7h 7 it 0 (3.75)
wy/c-sina 0 0 1 0 @, /c-sin g

0 S 0 0 01 0 ]

Vzhledem k tomu, Ze nds zajima frekvence v misté pozorovatele, postaci nalézt jen
nulty fadek maticového nasobeni:

> w= }/(1 +Ecosaoja)0. (3.76)
C

Tento vztah je znamy jako relativisticky Doppleriv jev. V limité nizkych rychlosti (za-
nedbame cleny kvadratické a vyssi v v/c) je y— 1 a w= (1 + v/c cos ag) w,. Pii vzda-
lovani zdroje je op=180° a w= (1 — v/c) w,, pti piiblizovani zdroje vinéni je o= 0°
a w=(1+v/c) w,. Jde o znamé nerelativistické Dopplerovy vztahy. Pfi vyssich rych-
lostech jsou tyto vztahy modifikovany koeficientem . Jestlize zdroj zafeni pozorovatele
miji (o =+ 90°) je w= y w,. Ke zméné frekvence tedy dochazi i v ptipade, ze se zdroj
nevzdaluje ani nepfiblizuje. Tento jev se nazyva transverzalni Doppleruv jev a jde o Cisté
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relativisticky jev, ktery nema v nerelativistické fyzice obdoby. Je zpisoben zménou
chodu ¢asu v pohybujici se soustave (dilataci ¢asu). Prostorové relace maticové trans-
formace daji vztahy

wcosa = ywy(f+cosay), (3.77)

wsino = @y sinq, . (3.78)
Pokud obé¢ rovnice vydélime, ziskame vztah mezi obéma uhly, ktery je nezavisly na
frekvencich a z&visi jen na vzajemné rychlosti soustav:
sin o,
v B+ ycose,

Ze vztahu je zfejmé, Ze vinoplocha zménila smér a Ze tato zména zavisi jen na vzajemné
rychlosti soustav v. Relativisticky Doppleriv jev jsme nasim postupem odvodili jen pro
svétlo (w = ck) a nikoli pro obecné vinéni latky.

> tgar = (3.79)

Obecna transformace elektromagnetického pole

Velmi dtlezitou ulohou je pfepocet elektromagnetickych poli mezi dvéma riznymi,
navzajem se pohybujicimi, inercialnimi soustavami. Jsou dva zpisoby, jak transformaci
provést. Prvni znich je transformace ctyipotencidlu dle vztahu (3.64). Vyhodou je
rychly pfevod, nevyhodou je vypocet potencialii z poli a nasledné poli z novych poten-
ciali. Z toho divodu je pfimocarejsi transformace tenzoru elektromagnetického pole
(2.291) pomoci vztahu (3.65). Obé metody vedou k transformacnim vztahtim

> E:}/(E+VXB)—L(1~EJX, (3.80)

;/2_] c ¢

~ E
> Bzy[B—Vx j—i(lnjl. (3.81)
},2 —1\e¢ ¢
Pole se méni i pfi pomalém pohybu soufadnicovych soustav a podle volby soufadnicové
soustavy se méni podil elektrické a magnetické slozky pole. V nerelativistickém ptipadé

(vzajemna rychlost pohybu soufadnicovych soustav je podstatné mensi neZ rychlost
svétla) ma transformace poli jednodussi tvar

E=E+vxB, (3.82)

B=B. (3.83)

Typickym vyuzitim je napfiklad zformulovani Ohmova zédkona v pohybujici se vodivé
tekutiné, naptiklad v plazmatu, kde plati Ohmuav zakon ve tvaru

jp =oFE. (3.84)

Elektrické pole ve vodivé tekutin€ je tieba vyjadrit za pomoci poli méfenych v labo-
ratorni soustave:

> jp =0 (E+uxB). (3.85)

Tento vztah se hojné vyuziva naptiklad v nerelativistické magnetohydrodynamice, v niz
je plazma popisovano jako vodiva tekutina (viz posledni dil ,,Vybranych kapitol*).
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3.1.3 Relativisticka dynamika

Pohybova rovnice

Pokud chceme zavést spravné étyfrychlost, nemtzeme derivovat udalost podle soutad-
nicového ¢asu. Takto definovana étyfrychlost by se netransformovala za pomoci Lo-
rentzovy matice. Ctyirychlost je nutné zavést za pomoci vlastniho ¢asu, tedy
dx“
> Ut =—. (3.86)
dr
Vlastni ¢as zde vystupuje jako parametr pohybu ¢astice, tj. x* = x(7). Vlastni ¢as nelze
jako parametr pouzit pro svétlo, nebot’ se nelze ,,odst€hovat™ do soustavy spojené se
svétlem (v této soustavé by se svétlo nepohybovalo, coz neni mozné). Drahu fotonu je
nutné parametrizovat jinak, napiiklad vlastni délkou 4 prolétlé drahy. Snadno nalezneme

Vv o v

vztah Ctyfrychlosti k bézné definované rychlosti ¢astice:

> vt =8 . (3.87)
v

dx* _dx”i_dx/‘ (e
dz  dr dz 4t

Pro pomalé pohyby je ¢asova slozka ¢tyfrychlosti dominantni. Ctyfhybnost zavedeme
za pomoci Ctyirychlosti tak, ze ji vynasobime klidovou hmotnosti ¢éstice, tj.

u
> pH Emod"—{y’"ocj. (3.88)
dr  \ymyv

Transformacéni vlastnosti budou opét zachovany, ¢tythybnost je ¢tyfvektorem. Pokud
zavedeme ,,pohybovou” hmotnost vztahem

> m=ymyg, (3.89)

budeme pro ctyrhybnost mit jednoduchy vztah

> pH {mc) (3.90)

mv

Musime mit ale na paméti, Ze oznaceni m neni skute¢na hmotnost, ale jen zkratka pro
soucin ym,. Sam Einstein pohybovou hmotnost nezavadél. Porovname-li vyjadieni ctyt-
hybnosti (3.52) s vyjadienim (3.90), mame okamzit¢ znamé vztahy

> E=mc*; p=mv; m=ymy. (3.91)

Vztah pro energii je zndAmym Einsteinovym vztahem, ktery vyjadiuje ekvivalenci mezi
hmotnosti a energii. K jeho vyznamu se jeSté vratime. Druhy vztah kopiruje klasickou
definici hybnosti. V obou vztazich je tfeba mit na paméti, Ze nejde o skute¢nou hmot-
nost, ale symbolem m je oznacen soucin Lorentzova kontrakéniho faktoru a klidové
hmotnosti ¢astice ¢i objektu.

Ctyfzrychlenim budeme rozumét Gtyivektor, ktery ziskame derivovanim &tyfrych-
losti podle vlastniho casu, tj.
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u
a”EdU )
dr

>

(3.92)

Nehledejte logiku v pouzivani malych a velkych pismen, zadna zde neni. Jedinym krité-
riem je, aby bylo co nejméné¢ konfliktli se znacenim v jinych castech ucebnice. Pohybo-
vou rovnici ve specialni relativité piSeme v jednom z tvart, které kopiruji klasickou
mechaniku:

y/i
| 2 dP;= F*, (3.93)
dr
u
m du =F*, (3.94)
dr

Na levé strané musi vystupovat vlastni ¢as a klidova hmotnost, jeding tak ztistane leva
strana Ctyfvektorem transformujicim se pomoci Lorentzovy matice. Diky tomu je i Ctyi-
sila na pravé stran¢ opét ¢tyivektorem. Spravné voleny vztah pro Ctyisilu da pohyb ob-
jektu ve shodé s pozorovanim. To je jediné kritérium volby Ctyisily. V kapitole 1.1.6.3
prvniho dilu ,,Vybranych kapitol” jsme ukazali, ze pro pohyb nabité ¢astice v elektric-
kém a magnetickém poli je Lorentzova sila plisobici na objekt dana vztahem (1.267)

> F*=QF*U, . (3.95)

Vzdy je tieba si uvédomit, ze étyfrozmérny zapis ndm neposkytuje jen informaci o ¢aso-
vé zmeéné hybnosti (prostorova ¢ast) ale i o casové zmeén¢ energie objektu (Casova ¢ast).

Vsechny ctyfvektory, které jsme dosud zavedli, maji také svou velikost, obdobné,
jako je tomu u béznych tfirozmérnych vektori, kde je velikost definovana jako odmoc-
nina ze skalarniho souc¢inu vektoru se sebou samym. Vzhledem k tomu, ze u ¢tyfvektora
miiZe vyjit skalarni soucin vektoru se sebou samym

Vv =V =, v =—(v° )2 +(V1)2 +(V2)2 +(V3)2 (3.96)

zaporny (dominuje ¢asova ¢ast), mohly by byt problémy pfi odmociovani. Proto cha-
peme jako velikost ¢tyfvektoru ptimo vysledek skalarniho souéinu (3.96). Ve skute¢-
nosti tedy jde o kvadrat velikosti vektoru v bézném slova smyslu. Tato velikost mize
byt zaporna (Ctyivektor dominantné mifi ve sméru ¢asové osy, je casupodobny), kladna
(Ctytvektor dominanté miti ve sméru prostorovych os, je prostorupodobny), nebo nulova
(ctyfvektor mifi ve sméru svételného kuzele). Naleznéme nyni velikost ctyfrychlosti

R Mgl S s Lo TP
dz dr dz? dz? dz? ' '

» UU*=n,U"U" =n,,
Ctyirychlost je tedy ¢asupodobnym vektorem. Obdobn& nalezneme velikost étythyb-
nosti pohybujiciho se ¢i stojiciho objektu:

> P, P! =mi U, U* =-myc?. (3.98)

Klidova hmotnost fotonii musi byt nulova, jinak by se nemohly pohybovat rychlosti
svétla. Proto je velikost jejeich ctythybnosti nulova. Ctyfhybnost svétla je nulovy
¢tyfvektor mifici ve sméru svételného kuzele (povrchu kuzele budoucnosti).
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Ukazme nyni, ze Ctyirychlost je v Minkowského metrice vzdy kolma na Ctyfzrychleni.
K tomu postaci derivovat dle vlastniho casu velikost ctyfrychlosti:

%(Uﬂuﬂ)zo =

4 Hrr o _ Urr _
aﬂU +a Uﬂ—O = 2a Uﬂ—O =

Ut == =

> a“U, =0. (3.99)

Ctytvektory definované v této kapitole budeme pouZivat i v obecné relativité, tedy i v pii-
padg, kdy je skalarni sou¢in din obecnou metrikou ggg.

Energie ve specialni relativité

Jak jsme uz vid€li, étythybnost lze vyjadfit dvojim zpisobem. Prvni vychazi z teorému
Emmy Noetherové. Casoprostorové translace definuji zakony zachovani veli¢in, kterym
fikame energie a hybnost a které tvori Ctyfvektor, jemuz fikame Ctythybnost. Druhé
vyjadieni vychazi z vynasobeni Ctyirychlosti klidovou hmotnosti, viz (3.88). Porov-

name-li oba vztahy, mame
E/
( cj{”"“]_ (3.100)
P ymyv

Prostorové casti davaji vztah pro relativistickou hybnost, ¢asova ¢ast dava jiz nalezené
vyjadfeni pro energii

> E=mc*; m=ymy. (3.101)

Tento vztah ma zajimavé disledky. PredevSim fikd, Ze energie a hmota jsou jen dva
projevy téze entity. Zména energie s sebou vzdy pfinasi zménu hmotnosti objektu:

> Am="2 (3.102)

Tento vztah je zakladem veskeré jaderné energetiky. Nejlépe jsou vazana jadra podobna

v

bud’ $tépenim hmotnéjSich jader na mensi (jaderné elektrarny), nebo sluc¢ovanim jader
leh¢ich nez zelezo na té€zsi (fuze). Druhd reakce probihd pfirozenym zpisobem napii-
klad ve Slunci, kde se protony slucuji na jadra hélia. Pii jadernych reakcich vznika
energie, coz podle vztahu (3.102) znamena, Ze soucet hmotnosti ¢astic po reakci je nizsi
neZ jejich soudet pred reakci. Casto se hovoii o tzv. hmotnostnim schodku. Cast hmoty
se pfeménila na energii. Pokud ohfejeme litr vody napiiklad o 20 °C, dodali jsme mu
energii a hmotnost litru vody vzroste o AE/c*. Takova zména hmotnosti neni ale b&z-
nymi pfistroji méfitelna.

hybovou* a klidovou energii objektu:

2 2

M Ty, (3.103)
myc myc

Lorentztiv kontrakéni faktor je roven poméru skute¢né energie castice ku klidové ener-
gii. Hraje tak roli energie Castice vztazené k jeji klidové energii. Pokud je naptiklad
y =10, ma Castice energii rovnou desetinasobku klidové energie.
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Specialni relativita ndm poskytuje jesté jeden velmi dulezity vztah pro energii. Plyne
okamzité z velikosti Ctyfhybnosti:

2
P#P'” =—m0c2 = ——2+p2 :—moc2 =
C
> E* = p?c? +mict. (3.104)

Uvedenému vztahu nékdy fikdme Pythagorova véta o energii. Energie se sklada ze dvou
casti: klidové (dané klidovou hmotnosti) a pohybové (dané hybnosti). V kvantové teorii
je tento vztah klicovy pii konstrukei relativistické rovnice pro elementarni ¢éstici. Vy-
sledkem je Kleinova-Gordonova rovnice pro ¢astici se spinem 0 a Diracova rovnice pro
astici se spinem ‘2 (elektron). Pro Castice s nulovou klidovou hmotnosti (napiiklad
foton) dostaneme mezi energii a hybnosti jednoduchy vztah:

> E = pe. (3.105)

Energie fotond je dana jejich hybnosti, nikoli jejich hmotnosti. Fotondm nicméné pii-
slusi ,,pohybova‘“ hmotnost dand pouhym piepoctem z energie:

E h
> m,=—="2 (3.106)

y
C2 C2

3.1.4 Relativistické paradoxy

Prodluzujici se ¢asové intervaly a zkracujici se vzdalenosti jsou dodnes zdrojem neda-
véry casti populace ke specialni relativité. Tito lidé uznavaji jen jevy, které vidi
v kazdodennim zivoté. Dilatace casu a kontrakce délek jsou spojené s natolik vysokymi
rychlostmi, Ze se s nimi bézné nesetkdvame. To ale neznamen4, Ze neexistuji. Bez jejich
zapocteni by nefungoval zadny urychlovac, laser nebo GPS navigace. Specialni relati-
vita s sebou ptinasi i zdanlivé podivné situace, kterym tfikame paradoxy. Vétsinou jde
o udiv nad tim, Ze jednim vypoctem ziskame vysledek, ktery je odlisny od vysledku zis-
kaného jinym vypodtem. Redenim je vétiinou pouhy fakt, Ze kazdy z vypoétd plati pro
jinou inercialni soufadnicovou soustavu a cloveék, jakoZzto pozorovatel, nemize byt
v obou soustavach naraz, aby doslo ke skute¢né nesrovnalosti. Jiny druh paradoxti sou-
visi s predpoklady, které jsou v rozporu se specialni relativitou. Bud’ déje zjevné nepro-
bihaji v inercidlni soufadnicové soustavé, nebo vyuzivame napiiklad model idealné
tuhych ty¢i, které ve skutecnosti neexistuji. Cilem této uéebnice rozhodné neni feseni
jednotlivych paradoxd. To by vydalo na celou, ponékud monotématickou knihu. Proto
se na ukazku omezime jen na nékolik z nich.

Paradox vlaku a nadrazi

Predstavme si vlak stojici ve stanici, ktery je presné stejné€ dlouhy jako nadrazni budova.
Druhy den jede po kolejich stejny vlak, ale tentokrat na tomto nadrazi nestavi. Pozoro-
vatel v nadrazni budové uvidi diky kontrakci délek, ze projizdéjici vlak je krat$i nez
budova. Pozorovateli ve vlaku se ale bude zdat, Ze se nadrazni budova pohybuje kolem
n¢ho, a protoze dochazi ke kontrakci délek, bude nadrazni budova kratsi nez vlak.
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Jak je tohle mozné? Vlak prece nemuze byt souCasné kratsi, delsi i stejné dlouhy
jako nadrazni budova! ReSeni paradoxu je velmi jednoduché. Prvni chyba v tvaze se
tyka pocitu, Ze jsme to stale my, kteti méfime délku vlaku ve vsech situacich. To ale
neni pravda. Pokud vlak jede, pozorovatel nemiize byt soucasn¢ ve vlaku a souc¢asné na
nadrazi, takze jde o dva rdzné pozorovatele, kteti naméfi dva rizné vysledky. Pojem
délky je relativni a méfeni z riznych soustav dopadnou rizné. Divodem je pozadavek
sou¢asného méfeni polohy piedni i zadni ¢asti vlaku. Pozorovatel na nadrazi bude za-
znamenavat a vyhodnocovat piilet svétla (jinak by vlak nevidé€l) z piedni a zadni ¢asti
nout dobu Sifeni signalu. Peclivym rozborem zjistime, Ze udalosti, které jsou soucasné
z hlediska nadrazi (zméfeni polohy pocatku a konce vlaku) nejsou soucasné z hlediska
pozorovatele ve vlaku. Méfeni na nadrazi probiha pro pozorovatele ve vlaku v riznych
okamzicich a mezitim se vlak posune, proto vyjde délka vlaku jina. Vysledek: paradox
se nekond. Porovnadvame neporovnatelné: méteni provadéna riznymi pozorovateli a na-
vic méfeni, kterd jsou z hlediska jedné soufadnicové soustavy soucasnd a z hlediska
druhé nikoli.

Existuje mnoho variant praveé popsaného paradoxu, které jsou ponékud sofistikova-
néji formulované, nicméné jejich feseni je obdobné.

Paradox tyce a kanalu

Predstavme si, Ze nad pouli¢énim kanalem (bez mfize, tu ukradli nepfizpiisobivi obCané)
leti vysokou rychlosti vodorovné dokonale tuha ty¢, jejiz vlastni délka je stejna jako
rozmér kanalu. Z hlediska tyCe se otvor kanalu ve sméru letu zkrati a ty¢ do kanalu
nepropadne. Z hlediska kanalu se zkrati rozmér tyce, a ta do kanalu spadne. Paradox je
tentokrat o néco vaznéjsi. Propadnuti ty¢e do kanalu je objektivni skutecnosti, ktera by
nem¢la zaviset na volbé soufadnicové soustavy. Jaké je tedy feSeni tentokrat?

Reseni je tieba rozdélit do nékolika &asti. Aby se ty¢ pohybovala smérem dolti a mo-
hla viibec propadnout, je zapotiebi vyvinout né¢jakou, byt malou silu, ktera zptisobi po-
hyb ty¢e smérem dolt. Mizeme pouzit pfirozenou gravitaci, ale to povede k okamzité
namitce, Ze k feSeni gravitacnich probléma musime pouzit obecnou relativitu. Tomu se
snadno vyhneme tak, ze tukneme soucasné do obou konct tyce tak, aby se pohybovala
dolti. Jak je tato uloha oSidna, uz vime z pfedchoziho paradoxu. Co je soucasné z jedné
soustavy, to neni soucasné z hlediska druhé soustavy, takze tuknout souc¢asné do obou
koncti tyCe v obou soustavach nelze. A pokud neni tuknuti do obou koncti soucasné, ty¢
se nakloni a jeji pad do kandlu pfestane byt paradoxni. Pojd’'me na to tedy jinak a tuk-
néme do tyce jen jednou, a to pfesné uprostied. I to je nerealné. Stied ty¢e musime méfit
vzhledem k jejim konclm, ze kterych k pozorovateli signal poleti urcitou dobu. Vysle-
dek? Stfed méfeny v jedné soustavé neni stiedem v druhé soustavé. Tuknuti do tyde
bude z hlediska jedné soustavy asymetrické a ty¢ se opét nakloni.

| \

Obr. 3.8: Paradox tyce a kanalu

Nejvétsi problém je s predpokladem dokonale tuhé tyce. Pokud bychom do jednoho
jejiho konce tukli kladivkem, musel by se druhy konec ihned posunout, coz znamena
nekonec¢nou rychlost Sifeni informace z jednoho konce ty¢e na druhy. A nekonecna
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rychlost $ifeni interakce neni slucitelna se specialni relativitou, tedy dokonale tuha ty¢
neexistuje. Kazda ty¢ je ve skutecnosti ,,mékka*, tukneme-li do kterékoli jeji ¢asti kla-
divkem, nepohne se v disledku tuderu cela ty¢, ale nejprve jen misto, do které¢ho jsme
tukli, a vznikne elasticka vina, kterou se informace zacne §ifit do dalSich casti tyce.
Vysledkem je, Ze pii dostatecné velké rychlosti ty¢ do kanalu vzdy spadne, bud’ se na-
kloni, nebo se vlivem pusobicich sil zdeformuje natolik, Ze do kanalu propadne.

Paradox dvojcat

K tém nejznaméjSim a nejcastéji diskutovanym paradoxiim patfi paradox dvojcat.
Predstavme si, ze se na Zemi narodila dvoj¢ata. Jedno z nich prozije cely svij Zivot na
Zemi. Druhy z bratrl se stane kosmonautem a v raketé odleti na dlouhou pout’. Poleti
v raketé, ktera je vybavena Spickovou technologii a dosadhne téméf rychlosti svétla.
Cestovatel doleti k cili, provede vyzkum na vzdalené planeté a poté odleti zpét k Zemi.
Po pristani se setkda se svym bratrem. Kdo z nich bude star$i? Z hlediska pozorovatele
na Zemi letél bratr v raketé vysokou rychlosti a dochéazelo k dilataci casu a pii setkani
bude mladsi cestovatel v raketé. Ten bude ale uvazovat stejné: bratr na Zemi se od né¢ho
z poc¢atku vzdaloval vysokou rychlosti a v druhé casti cesty se knému naopak
priblizoval. Tudiz dochézelo k dilataci Casu pro bratra na Zemi a pii setkani bude mladsi
ten, ktery neopustil rodnou hroudu. Jaké je feSeni nyni? Situace obou bratri je
symetricka jen zdanlivé. Ten z bratrti, ktery Zije na Zemi, bude mit na policce nad
posteli pfipraveny kufr s vécmi. Co kdyby se n¢kdy vydal také do vesmiru? Jeho kufr
zustane po celou dobu experimentu na policce. Bratr na raketé bude mit nad posteli
podobny kufr. Poprvé mu spadne na hlavu pfi startu, kdy bude v raketé citelné extrémni
zrychleni, podruhé pii brzdéni u cilové planety, potieti pii startu zni a poctvrté pri
pfistani na Zemi. Otlucena hlava cestovatele nepochybné dojde k zavéru, Ze soustava,
v niz se nachazi, ma do inercialni soustavy velmi daleko. Problém tedy neni mozné fesit
z hlediska specialni relativity. V ramci specialni relativity by se dvojc¢ata uz nikdy
znovu nesetkala. Dvé inercialni soustavy se mohou ve specialni relativité setkat jen
jednou. Paradox dvojcat se tyka neinercialni soustavy, v niz skute¢né dochazi ke zméné
chodu casu a vSech biologickych procest (je to dano pritomnosti zrychleni). Cestujici
dvojce ve skutecnosti zestarne méné nez to na Zemi.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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3.2 Zaklady obecné relativity

3.2.1 Princip ekvivalence

Hmotnost télesa se na prvni pohled zda byt bezproblémovou zalezitosti, ale tak jedno-
duché to neni. Hmotnost mizeme definovat dvojim zptisobem a to, zda si ob€¢ hmotnosti
jsou rovny, je zcela principialni zalezitosti. Donedavna jsme vyuzivali problematicky
etalon hmotnosti uloZzeny v Mezinarodnim ufadu mér a vah v Sévres v blizkosti Pafize.
Pii kazdém Ccisténi se pocet atomt v etalonu zmensil, a definice kilogramu se proto
neustale ménila. Od 20. kvétna 2019 je proto kilogram definovan zafixovanim hodnoty
Planckovy konstanty, kterd rozmérovée kilogram obsahuje. Tento krok kopiruje definici
metru z roku 1983, kdy byl metr definovan fixaci rychlosti svétla.

Setrvacna a gravitacni hmotnost

Hmotnost télesa miizeme definovat bud’ podle jeho setrvaénych u€inkd, nebo z gravitac-
niho plisobeni na ostatni télesa.

Setrva¢na hmotnost

Podle Newtonova pohybového zakona je zrychleni télesa pfimo umérné pusobici sile
a nepfimo imérné jeho hmotnosti. Tuto hmotnost nazyvame setrvacna hmotnost a lze ji
definovat napiiklad takto: Setrvacna hmotnost je schopnost télesa zachovavat svij
pohybovy stav (klid nebo rovnomerny primocary pohyb).

Mi¢ ma malou setrvaénou hmotnost. Snadno ho zachytime (zménime jeho pohyb na
klid) a stejné snadno ho hodime (zménime jeho klid na pohyb). Naopak vlak ma z poh-
ledu ¢loveka velkou setrvacnou hmotnost — holyma rukama vlak ani nezastavime, ani
nerozpohybujeme. Setrvacnou hmotnost mizeme méfit napiiklad ptimo z Newtonova
zakona za pomoci zrychleni, které dana sila udéli uréitému télesu.

Gravitaéni hmotnost

Podle gravitatniho zédkona se vSechna télesa navzajem pfitahuji, a to pfimo GUmeérne
jejich hmotnostem a nepiimo imérné druhé mocning jejich vzdalenosti. Tuto hmotnost
nazyvame gravitacni hmotnost a 1ze ji definovat naptiklad takto: Gravitacni hmotnost je
schopnost teles se vzajemneé pritahovat.

Slunce ma vétsi gravitacni hmotnost nez maly kamen. Gravitacni hmotnost mtizeme
méfit vazenim, kdy porovnavame pfitahovani pfedmétli nasi Zemi oproti pfitahovani re-
ferenc¢niho zavazi.

% sk ok

Pokud za etalon obou hmotnosti zvolime jeden a tentyz objekt, bude roven jeden kilog-
ram setrva¢né hmotnosti jednomu kilogramu gravitacni hmotnosti. Bude tomu tak ale
i pro vétsi mnozstvi latky? Bude setrvacna hmotnost libovolného objektu rovna hmot-
nosti gravita¢ni? Jsou setrvacné a gravitacni u¢inky shodné?
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Princip ekvivalence

Predstavme si jednoduché pohyby v tihovém poli, které jsou popsany rovnici
mX=F, (3.107)

kde F je tihova sila dana predpisem F = m,g, polohovy vektor sledovaného objektu je
oznacen X. V tomto vztahu vyjadfuje hmotnost schopnost télesa byt pfitahovano Zemi,
proto jde o gravitacni hmotnost. Celkova pohybova rovnice ma proto tvar

mgx = myg. (3.108)

Pokud jsou si hmotnosti rovny (postacila by i jejich imérnost), 1ze je zkratit a vysledny
pohyb nebude zaviset na hmotnosti t¢lesa. Sklenénd kulicka se bude pohybovat po
stejné draze jako letici cihla; maly Sroubek dopadne pfi padu z véze na zem za stejnou
dobu jako betonovy panel. Takové tvrzeni samoziejmé neplati pro pirko, kde ma rozho-
dujici vliv odpor vzduchu, ktery jsme v rovnici (3.108) zanedbali. Prvni logicka tivaha,
vedouci k tomu, Ze pohyb téles nezavisi na jejich hmotnosti, pochazi od Galilea Gali-
leiho. Predstavme si napiiklad padajici cihlu. Pokud z ni odlomime napftiklad tfetinu
a ob¢ ¢asti spojime tenkym dratem (jeho hmotnost je zanedbatelnd), budou obé ¢asti pa-
dat shodné jako puvodni cihla. Pokud dratek piestfihneme, na pohybu se nic nezméni
a ob¢ ¢asti budou opét padat stejné. Z této uvahy plyne, Ze by nemél volny pad zaviset
na hmotnosti té€lesa. Nejde jen o tihové pole, ale naptiklad i pohyb v okoli Slunce, jehoZ
gravita¢ni hmotnost ozna¢ime M,. Pohybova rovnice téles v okoli Slunce bude

MMy x| (3.109)

r27’

mgX = —

Pokud je setrvacna a gravitacni hmotnost testovaciho télesa shodna, zkrati se, a pohyb
téles kolem Slunce nebude opét zaviset na jejich hmotnosti. Planeta i Sroubek uvolnény
z raketoplanu se kolem Slunce budou pohybovat po stejné trajektorii, pokud byly jejich
pocateéni polohy a rychlosti shodné. To nas vede k formulaci principu ekvivalence.

Slaby princip ekvivalence

Setrvacné a gravita¢ni hmotnosti téles si jsou umerné. Pi volbé spole¢ného etalonu pro
obé hmotnosti jde o rovnost. Setrvaéné a gravitaéni U¢inky jsou pfi pohybu shodné.
Zrychleny pohyb neodlisime od lokalniho G¢inku gravitace. Predstavte si prudce se roz-
Jjizdgjici automobil, ktery vas vmackne do sedadla stejné jako by to udélalo gravitacni
pusobeni néjakého télesa.

Silny princip ekvivalence

Elektromagnetické pole je nositelem energie, hybnosti i momentu hybnosti a dokaze
zprostiedkovat prenos téchto veli¢in. Energii elektromagnetického pole odpovida dle
vztahu E = mc” i uréita hmotnost. Predpoklad, e i tato hmotnost ma jak setrvagné, tak
gravitacni UCinky (tj. i elektromagnetické pole je schopné gravitacniho pfitahovani) je
obsahem silného principu ekvivalence.

Velmi silny princip ekvivalence

Velmi silny princip ekvivalence predpoklada, ze i samo gravitacni pole je nositelem
energie, a tim i hmotnosti, jeZ ma setrvacné i gravitacni ucinky, které od sebe nelze
odlisit.
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Experimenty

Princip ekvivalence je zcela zadsadnim tvrzenim, at’ uz v kterékoli své podob€. O jeho
experimentalni ovéfeni se proto pokousela fada fyzikG. Prvni piesné€jsi experiment
provedl madarsky fyzik Lorand Eotvds. Od roku 1885 experiment zptesnoval, v roce
1909 dosahli Lorand E6tvos, Jend Fekete a Dezs6 Pekar ovéfeni ekvivalence setrvaéné
a gravitaéni hmotnosti s relativni presnosti 5x10°. Podstatou experimentu byla dvé
télesa z riznych materiali umisténa na koncich vodorovné tycky, kterd byla zavésena
na vlakné (jde o tzv. torzni vahy). Na télesa ptisobi jednak gravitacni sila, ktera je dana
gravitaéni hmotnosti téles, a jednak odstfediva sila rotace Zemé¢, ktera je dana setrvac-
nou hmotnosti zavéSenych téles. Pokud by si obé hmotnosti nebyly umérné, doslo by ke
vzniku torzni sily, ktera by stocila tycku mezi té€lesy. Nic takového se ale nestalo i pies
mnoha opakovani experimentu s riznymi télesy a na riznych mistech. E6tvostv expe-
riment byl pozdé€ji mnohokrat opakovan a zptesnovan dal$imi autory. V roce 1964
Robert Dicke, Robert Krotkov a Peter Roll upravili experiment tak, ze méfili i rozdil
zrychleni zptisobeny Sluncem. Pro kombinaci téles zlato/hlinik dosahli relativni pies-
nosti ovéfeni principu ekvivalence 10", Vroce 1996 ovéfil ekvivalenci mezi setr-
vacnou a gravita¢ni hmotnosti z odrazu laserového paprsku od Mésice (soustava Zemé-
Mésic v poli Slunce) Jean Dicke s relativni piesnosti 4x10°"°. V roce 2012 provedla
skupina védcti z Washingtonské univerzity vedend Ericem Adelbergem experimenty
s torznimi vahami (berylium/hlinik, berylium/titan), které ovéfily princip ekvivalence
s relativni presnosti 3x107"*,
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Obr. 3.9: Nacrtek plvodnich Eétvosovych vah. Torzni pohyb byl sledovan pomoci zrcatka a daleko-
hledu. Origindl je uloZzen v muzeu GeofyzikdIni observatore v Tihani. Kresba Fischbach a Talmadge.
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Gravitacni experiment STEP (Satellite Test of the Equivalence Principle) ptipravovany
na Stanfordové univerzit€¢ mél oveéfit princip ekvivalence na obézné draze s relativni
presnosti 107'®, Pro nedostatek financi byl zrugen. V roce 2016 startovala francouzska
druzice Microscope, ktera specializovanymi akcelerometry ovéfovala princip ekviva-
lence. V roce 2022 byly zvetejnény vysledky, relativni pfesnost ovéfeni principu ekvi-
valence dosdhla 1,5x10'°. Od roku 2013 se v Evropském stiedisku jaderného vyzkumu
CERN v experimentu AEZIS zjist'uje, zda gravitace pisobi stejné na hmotu i antihmotu.
Podle vysledkt experimentu plati princip ekvivalence jak pro hmotu, tak pro antihmotu.

Lokalné inercialni soustava

Padajici vytah

Prestavte si, Ze jedete vytahem a ten se utrhne. Pfedstava to sice neni nijak hezka, ale
pokud jste fyzik t€lem i1 dusi, muZzete si alespon po kratkou dobu uzivat inercialni sou-
stavu, ve které plati specialni relativita. Pokud jste kufak a udivem vam vypadne nedo-
palek cigarety z ust, miZete pozorovat zajimavy jev. Z principu ekvivalence plyne, Ze
vy, cigareta i vytah budou v tihovém poli padat stejnym zplsobem. Cigareta tak zlstane
jakoby zavésena pred vasima o€ima. Vyndejte z kapsy klice a polozte je pied sebe. Ziis-
tanou tam stat. A pokud klice hodite, zacnou se pohybovat po ptimce konstantni rych-
losti. V padajicim vytahu proto plati zakon setrvacnosti. Pokud na téleso neptisobi sila,
je bud’ v klidu, nebo se pohybuje rovnomérné ptimocaie. Z principu ekvivalence plyne,
ze v padajicim vytahu pocitujeme stav beztize a Ze gravitacni efekty vymizi. Gravitacni
pole je mozné eliminovat vhodné zrychlenym pohybem. Plati to i naopak. Pokud neni
pfitomno gravitacni pole a pojedeme ve zrychlujici se kabiné (kosmické lodi), zazijeme
obdobny pocit, jako by na nas pusobila tize. Setrvacné a gravitacni jevy jsou si velmi
blizké. S velikosti vytahu to ale nesmime pichnat. Pokud by jeho velikost byla srovna-
telna se Zemi, budeme vnimat nehomogenitu tthového pole a objevime odchylky od za-
kona setrva¢nosti. Nas vytah tedy musi byt dostate¢n¢ maly. Experimenty také nesmime
provozovat piili§ dlouho, po delsi dobé bychom pozorovali malé ptiblizovani téles pa-
dajicich s nami, protoze vSe pada do centra Zemé a ve skuteCnosti nejde o rovnobézné
trajektorie. Zakony specialni relativity plati ve voln€ gravitujici kleci malych rozméru,
ve které provadime experimenty po kratkou dobu. Takova klec je idedlni inercidlni
soufadnicovou soustavou. Nazyvame ji lokélni inercidlni soustava (LIS).

Obr. 3.10: Volné gravitujici klec a lokaIné inercialni soustava

Specialni a obecna relativita

Princip ekvivalence ma i dalsi zavazny dtsledek. Piedstavme si pohyb téles v okoli
naseho Slunce. Jejich trajektorie nezavisi na hmotnosti téles, ale jsou dany pouze poca-
tecni polohou a rychlosti. Jsou tedy urceny jen centralnim té€lesem (Sluncem) a nikoli
obihajicimi télesy. Odsud uz je jen maly kracek k predstavé, ze Slunce n&jak pokfiivilo
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prostor a ¢as kolem sebe a ostatni télesa v tomto pokiiveném svété pohybuji po nejrov-
néjsich moznych drahach. Takové pojeti gravitace pfinesl Albert Einstein v roce 1915.
Hovofime o geometrické teorii gravitace neboli o obecné relativite€. Tato teorie dava do
souvislosti existenci ¢asu a prostoru s pritomnosti téles. Kazdé téleso, nejenom Slunce,
ponékud zaktivi Cas a prostor kolem sebe a tim ptispéje svym malym vkladem k exis-
tenci téchto entit. UZ nejde o vnéjsi parametry pohybu, bez téles by Cas a prostor neexis-
tovaly. Zéakladni Glohou obecné relativity je popsat, jak télesa zaktivuji ¢as a prostor
a jak se v tomto svété pohybuji.

Casto miize byt uzite¢né fesit danou ulohu z hlediska LIS, kde plati specialni rela-
tivita a nalezené feSeni transformovat do obecné soufadnicové soustavy. Neni to sice
pfimocaré, ale vétSinou velmi nazorné. Korektni feSeni musi ovSem z rozlozeni hmoty
a energie urCit metricky tenzor a ze znalosti metrického tenzoru zjistit pohyb téles.
Uvidime, ze obecna relativita byla historicky prvni teorii, kterd ma v jediné sad€ rovnic
obsazen jak pohybovy, tak polni zakon.

3.2.3 Kovariantni derivace

Pfi derivovani Ctyfvektoru se v ¢asoprostoru také udalost od udalosti méni bazové vek-
tory, proto musime psat:

ax_ﬂzaﬂ(Aaea)=Aa,ﬂea+Aaea,/} (3.110)

Derivace bazového vektoru e, s musi byt opét vektorem, tedy ji lze zapsat jako linedrni
kombinaci bazovych vektort:

o5 =1"0pes (3.111)

Koeficienty linearni kombinace se nazyvaji koeficienty afinni konexe. Vyraz pro deri-
vaci ¢tyfvektoru lze snadno upravit na tvar

JA
ax_ﬁ=(A“ﬁ+r“§ﬂA5)ea. (3.112)

Vyraz v zavorce se nazyva kovariantni derivaci, prvni ¢ast je béZna parcialni derivace,
druhd je zptsobena zménou bazovych vektorti od mista k mistu, tedy zakiivenim caso-
prostoru. Tuto derivaci znaé¢ime stfednikem:

a _ 4o o &
| 2 A% p= A" g+ I pA°. (3.113)
Pro skalarni funkci splyva tato derivace sbéznou derivaci (skalar nepotiebuje
k vyjadreni bazové vektory, neni, co by se ménilo):

Vlastnosti koeficientu afinni konexe

Afinni konexe neni tenzorovou veli¢inou, jeji indexy se netransformuji podle tenzoro-
vych pravidel. V praxi to znamena, Ze tyto indexy nemlizeme zvySovat a snizovat. In-
dexy 4., vytvoiené kovariantnim derivovanim naopak maji tenzorovy charakter a Ize je
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zvySovat a sniZovat. Pro obycejnou parcidlni derivaci A4,, toto neplati, chybi zde cast
derivace dana zakfivenim Casoprostoru. Prototypem Ctyfvektoru lokalizovaném v bodé
Casoprostoru je infinitezimalni posunuti soutadnic

d& = dx%,, . (3.115)

Béazové vektory a jejich derivace 1ze proto formalné¢ zapsat jako
)
ea:a_&l){:&"’a; ea,ﬁzé,aﬁ. (3116)
X

Pokud jde o Casoprostor bez diskontinuit a torznich zkrouceni, jsou druhé derivace za-
ménné, tj. plati e, 5 = ez, a dolni indexy koeficientli afinni konexe musi byt proto symet-
rické:
o — o
I'g,=T%4. (3.117)

V takovém piipadé tyto koeficienty nazyvame Christoffelovy symboly.

Kovariantni derivace tenzoru druhého radu

Slozky tenzord druhého fadu se transformuji jako sou¢iny dvou vektord, proto spoctéme
kovariantni derivaci jakéhosi prototypu tenzoru druhého tadu 7% =4°B”:

aff  _(4apB\ _ 4o ppf apf  _
7%, =(4°B );7_/1;73 +4°BP, =

= (4% + 1%y a%)BP + 4% (B 4T B° ) =
=(4"B* ),y +I%, A°BP + P, 4"B*
Odsud je zfejmé, Ze je u tenzoru druhého fadu nutné derivovat kazdou slozku zvI1ast
> T, =1 +1% 1% + 1P 1% (3.118)

Toto pravidlo snadno zobecnime pro tenzor n-tého fadu:

T0!10!2...6(N.

. (3.119
— TA%ay 7+F0{1§},T§a2'“aN +]—-a2§}/sz1.§...sz +”‘+I—~aN§}/T0qa2‘.‘§ ( )

Kovariantni derivace kovariantni sloZky

Vzhledem k tomu, Ze u Christoffelovych symbolii nemlizeme snizovat a zvySovat in-
dexy, musime derivaci kovariantnich slozek zjistit jinak. Velikost ¢tyfvektoru nezavisi
na volb¢ soufadnic a jeji kovariantni derivace musi proto byt nulova, tj.:

(A”‘Aa)ﬁ =0 = A%+ A4 5=0 =
(Aa’ﬂ+F“§ﬂA§)Aa+AaAa;ﬂ =0 =

A% Ay + T g A" Ay + A% Ay =0
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V prvnim vyrazu pfevedeme derivaci k druhému souciniteli (pomoci derivace soucinu),
ve druhém vyrazu zaménime scitaci indexy:

A% Ay g+ T g A% A+ A% Ay =0 =
| ~Aap+ T apds + A | A% =0.

Vzhledem k tomu, ze uvedena rovnost musi platit pro kazdé 4,, musi byt hranata za-
vorka nulova, a snadno jiz ur¢ime derivaci kovariantni slozky vektoru:

> Ay =Aq =T 0 g4z . (3.120)

Pied Christoffelovym symbolem je znaménko minus. Pro tenzor druhého fadu opét
derivujeme jednotlivé indexy:

- £ g
> Topy = Tapy =1 arlis =17 pyTas (3.121)

Kovariantni derivace metriky

V této ¢asti ukazeme, ze metrika s jakkoli umisténymi slozkami se vzhledem ke kovari-
antni derivaci chova jako konstanta, kovariantni derivace metriky je vzdy nulova. Po-
staci si uvédomit, ze metrika s kontravariantnimi indexy je inverzni matici k metrice
s kovariantnimi indexy:

ofp _ sa
g7 gpy =07,

Napravo je Kroneckertv symbol, tj. prvky jednotkové matice, ktera je ve vSech bazich
stejna a jeji derivace je nulova:

(gaﬁgﬂ7);5 =0 = gaﬂ;5gﬁ7+gaﬁg,b’7;5 =0.

Vsechny indexy maji tenzorovy charakter a Ize na né uplatnit veskera pravidla pro zvy-
Sovani a snizovani indext a pravidla pro zaménu indexu:

gay;(g +ga},;5 =0 = 2g0!7/;5 =0 =

> Capy =0. (3.122)

Vztah mezi Christoffelovymi symboly a metrikou

Metrika kompletné uréuje vlastnosti zakiiveného ¢asoprostoru. Christoffelovy symboly
je proto mozné za pomoci metriky vyjadfit. RozepiSeme-li kovariantni derivaci ve
vztahu (3.122) podle vztahu (3.121), okamzité¢ mame:

8oy = Fgaygcfﬁ +F§ﬁyga§ : (3.123)

Nyni je jiz jen algebraickym dosazenim dokazat, Ze Christoffelovy symboly je mozné
ze znamé metriky uréit za pomoci jednoduchého vztahu:
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1
> Iop =8 (2205 8ep.a— 8ap.c). (3.124)

Ve fyzice pouzivame Casto zkraceny zapis

Ilg=I7,, (3.125)

Vlastnosti kovariantni derivace

Kovariantni derivace v sobé zahrnuje jak zménu samotnych slozek vektoru, tak zménu
bazovych vektort. Kfivost se projevi v kovariantni derivaci ¢lenem s Christoffelovymi
symboly. Ty jsou urcitelné z metriky. Pro soucin a soucet derivaci plati stejnd pravidla
jako u obycejné parcialni derivace. Indexy vzniklé kovariantnim derivovanim maji cha-
rakter tenzorovych indexi a lze je zvySovat a snizovat. U Christoffelovych symboli lze
indexy doplnit jednozna¢nym zptisobem. Pfi derivaci hornich (kontravariantnich) inde-
xt je pfed Christoffelovym symbolem znaménko plus, pii derivaci dolnich (kovari-
antnich) indexti minus. Kovariantni derivace slozek tenzorti vyssiho fadu se provadéji
pro kazdou slozku zvlast. Kovariantni derivace skalarni funkce je shodné s parcidlni
derivaci. Kovariantni derivace metriky je nulova. Shrime nyni tato pravidla do jedno-
duché tabulky:

(A“+B“);ﬁ =A%3+B%4,
(48" );y =4%,BP + 4°BP
A% g = A% g+ T A%
Aoy = Aap~T  apdy,
%, =71% +1% 1%+, 1%,
> T op.y= Taﬂﬂ_rinfﬁ _FéﬁyTaé?’ (L1208

o _ o o 4 &
T ,6';7_T ﬂ#"’r fyT,B_F ﬂyTa§

9.5=9p>
8apy =0,
I—'yaﬂ =I—'7ﬁa 5

1
Ios=—8" (8cap* 2epa—2ap)-
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3.2.4 Rovnice geodetiky

Castice se pohybuje po nejrovnéjsi mozné draze v kiivém v Casoprostoru, tzv. geode-
tice. Rovnice geodetiky nahrazuje v obecné relativité pohybové rovnice Castice.

Uplna derivace vektorového pole

Piedstavme si, Ze je v Casoprostoru pfitomno néjaké vektorové pole A4“(x”), které se
meéni s Casem 1 s prostorem. K dispozici mame také néjakou kiivku natazenou mezi
udalostmi A a B, naptiklad svéto¢aru ¢astice. Tato kfivka je parametrizovana paramet-
rem 7 — v piipadé svétocary ¢astice miize jit o vlastni ¢as Castice.

ct A B

\ 4

X

Obr. 3.11: Parametrizace ¢asoprostorové kfivky mezi udalostmi A a B za pomoci parametru t.

Hledejme zménu naseho vektorového pole podél kiivky:

R S
dr v dr Vodr

(3.127)

Je zjevné, Ze jde o spravnou zménu v rovném casoprostoru. V kiivém ¢asoprostoru musi

byt slozky vektorového pole derivovany kovariantné, tj. tak, aby byly vzaty v tivahu

i zmény bazovych vektori a aby derivace slozek pole tvotily tenzor druhého fadu. Proto
zavedeme tzv. uplnou derivaci pfedpisem

u v

> DA” =4~ dx .
Dt Tdr

(3.128)

Nyni tvofi veliina 4“;v slozky tenzoru druhého fadu a v derivaci je obsaZen i kiivostni
¢len. Jaky je vztah mezi béznou a uplnou derivaci? Abychom to zjistili, rozepisme ko-
variantni derivaci dle vztahu (3.113):

DA* dx¥ dx¥ dx”
=| AH TH e A5 | = A S T 4 = 3.129
Dzt [ v sv J dr Vodr o7 dr ( )
Prvni ¢len je béznou derivaci (3.127), proto mame
u u v
> %=dA;+F’u§VA§dx . (3.130)
Dz dr dr

Interpretace je zfejma: prvni ¢len je ,,obycejnou derivaci, druhy ¢len zpusobilo zakii-
veni ¢asoprostoru.
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Paralelni pirenos vektoru podél krivky

V rovném ¢asoprostoru nazyvame paralelnim prenosem postupné presouvani vektoru
podél kfivky Pokud pfesuneme Vektor podél uzavfené ktivky, vrati se po obéhu kfivky
stavme si napiiklad paralelni pfenos Vektoru po povrchu koule, kde mame Vytyceny
poly a rovnik. Nase kiivka ptjde nejprve od polu podél poledniku k rovniku. Poté bude
pokracovat podél rovniku a nakonec se po jiném poledniku vrati zpét k polu. Ptjde tedy
o uzavrenou kfivku. Na polu zacneme s vektorem, ktery bude teény k nasi kfivce a bude
mifit smérem k rovniku. Po kazdém rovnobé&zném posunuti podél poledniku budeme
muset nas§ vektor sklopit (provést projekci) do tecné roviny v daném bodé¢, protoze se
musi transformovat jako infinitezimalni vektor. Takto vektor dopravime az na rovnik
apoté s nim budeme ,,cestovat® podél rovniku. Nakonec ho podél jiného poledniku
dopravime zpét k polu (opét ho budeme muset sklapét do tecné roviny). Vysledek je
mimofadné zajimavy. Vektor, ktery jsme piepravovali podél nasi kiivky, zménil

v priibéhu své cesty smér!
L ety
A
.
1

B
8\\ e

7

--4

Obr. 3.12: Paralelni pfenos vektoru v roviné podél oteviené a uzaviené kfivky.
Ktivka leZi v roviné, presouvané vektory také.

Obr. 3.13: Paralelni pfenos vektoru po uzaviené kfivce na povrchu koule.

V rovném casoprostoru popiSeme paralelni pienos jednoduchou rovnici (vektor se pri
pfenosu podél kiivky neméni):
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da*
—=0. (3.131)
dr
V pokiiveném casoprostoru bude rovnice stejné jednoducha, jen musime vzit v ivahu
menici se kiivost a psat
DA

—=0. 3.132
D7 (3.132)

Rozepisme tuto rovnici za pomoci kovariantni derivace a Christoffelovych symboli, viz
(3.129):

da* dx”
> il o T 3.133
dr v dr ( )

Toto je hledana rovnice paralelniho ptenosu vektorového pole 4“ podél kiivky x'(z).
Pokud bude casoprosotor rovny a Christoffelovy symboly nulové, splyne tato rovnice
s rovnici (3.131) pro rovny ¢asoprostor.

Rovnice geodetiky

Pokud budeme sledovat néjaky zajimavy d¢j, mize byt vzdy voditkem to, jak dé&j pro-
biha v lokalné inercidlni soustavé (LIS), tedy v soustave, ktera po kratkou dobu v malé
oblasti prostoru volné pada v gravita¢nich polich ostatnich téles. V takové soustave plati
zakony specialni relativity, volny hmotny bod se pohybuje rovnomérné ptimocaie a me-
tricky tenzor je dan Minkowského metrikou. Oznaéime-li soufadnice v LIS &, bude
interval roven

ds? =1,5 dEPAEP; 1,5 = diag(—1,+1,+1,+1). (3.134)
V obecné soufadnicové soustave S, ze které mizeme déj také pozorovat, bude platit
ds” = g5 dx“dr” (3.135)

metrické koeficienty popisuji poktiveni ¢asoprostoru, soufadnice udalosti v S jsou x“.

LIS 5
7

O o
%€ pads

Obr. 3.14: Svétocara v LIS

Zkonstruujme nejprve svétocaru ¢astice v LIS, kde plati zakony specialni relativity. Na
nasledujicim obrazku jsou svétocary stojici Castice (a), letici Castice (b) a fotonu leticiho
rychlosti svétla (c). Ve sméru vSech svétocar vzdy mifi ptislusna ¢tyirychlost

gu 296" _dgt dr_(ye (3.136)
S dr dr dr \pv '

Zkuste si zakreslit ve dvou dimenzich (Cas a jedna prostorova soufadnice) Ctyfvektory
stojici Castice, Castice pohybujici se rychlosti v a fotonu, jejich 2D &tyfrychlosti po-
stupné budou
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B
0 YU yc

Povsimnéte si, Ze pro rychlosti malé ve srovnani s rychlosti svétla je Casova slozka
Ctyfrychlosti podstatné vétsi nez prostorové slozky (ve 2D bude prostorova slozka
jedind).

ct A a b

A A
c

u” T :::fU# ;,
e

i
A

=
>

X

Obr. 3.15: Smér ¢tyfrychlosti a svétocara

Z obrazku je ziejmé, ze ve specialni relativité (v LIS) miizeme svétocary zkonstruovat
postupnym pienasenim Cytirychlosti. Postaci znat pocatecni udalost (A) a vzdy
posunout ¢tyirychlost o maly usek podél svétocary. Bude tedy platit

dU* B
dr

0. (3.138)

Jak je to mozné? V LIS se volné hmotné body pohybuji ptimocare (neptisobi na né sila),
tedy plati jednoduchy vztah
d? &4
dr?
Vzhledem k tomu, Zze U” =d&*/dr, mame okamzit¢ dU*/dr=0, tj. rovnice (3.138)

popisuje pohyb volného télesa v LIS. V Soutradnicové soustavé S, kde je obecna metrika
Zu» bude mit rovnice paralelniho pfenosu Ctyfrychlosti tvar:

0 (3.139)

DU# 0
bz (3.140)
RozepiSme tuto rovnici dle definice Gplné derivace (3.130):
dU* dx”
+ 4, US == =0, 3.141
dr &7 dr (3.141)
S vyuzitim definice Ctyfrychlosti mame
2 U E qv
dx +F”§de—dx =0. (3.142)
dz? dr dr

Po vhodném pteznaceni indexti ziskame hledanou rovnici geodetiky ve tvaru:
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oty A

| 2 —=0. 3.143
dz? P 4r dr ( )

Pokud jde o svétlo, nemiize byt parametrem svétocary vlastni Cas, ale naptiklad vlastni
délka kiivky, tj.
2 u a 1.5
da? dA da

(3.144)

Rovnici geodetiky také mizeme psat bez parametrizace (jako diferencialni formu):

> &+ dxde? =0, (3.145)

Poznamka

Rovnici geodetiky lze také odvodit z varia¢niho principu. Z teoretické mechaniky
vime, 7e Ldr musi byt skalarem, tedy v relativité n&jakou funkci ds®. Mé li byt
vyraz umerny ¢asu, musi jit o odmocninu, tj.

Ldt ~—ds* =~dr.

Interval je pro kauzalné spojené udalosti zaporny, proto je v odmocniné minus.
Rovnici geodetiky Ize potom odvodit z Hamiltonova varia¢niho principu

B
> JI\/—dSZ =0 (3.146)
A

Toto odvozeni naleznete ve specializované literature vénované obecné relativite.

3.2.5 Newtonovska limita

Jak souvisi rovnice geodetiky, ktera je zakladnim pilifem obecné relativity, s Newtono-
vymi pohybovymi rovnicemi? Ukéazeme, Ze v limité slabych poli (malého zakfiveni)
a pomalych rychlosti piejde rovnice geodetiky na standardni pohybové rovnice v gra-
vita¢nim poli. Newtonova pohybova rovnice ma v gravita¢nim poli tvar

mi =-VW,, (3.147)

kde W, je potencialni energie, kterd zavisi linearn€ na hmotnosti testovaciho téliska m.
MizZeme také zavést potencial gravitacniho pole

p=W,im, (3.148)
ktery je nezavisly na hmotnosti t€lesa. Pohybova rovnice piejde na jednodussi tvar
x=-Vg¢, (3.149)

ktery reflektuje fakt, Ze pohyb téles v gravitatnim poli nezavisi na jejich hmotnosti (to
plyne z principu ekvivalence). V relativit€ je vyhodné zavést bezrozmérny potencial ¢ :
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Wy (7, ]=1,

O=W,/m; [¢] = V/kg = (m/s)?, (3.150)
¢ =g/’ [¢*J=1.
Napi$me nyni rovnici geodetiky za nasledujicich predpokladi:

1) metrika je nezavisla na Case a je diagonalni;
2) téleso se pohybuje malou rychlosti v porovnani s rychlosti svétla;
3) gravitacni pole je slabé, tj. zakiiveni Casoprostoru je malé.

Ad 1. Tento predpoklad neni podstatny, ale zjednodusi vypoéty. Vhodnou volbou sou-
fadnicové sit¢ mizeme zafidit, aby metrika byla diagonalni. Pokud soufadnicovou sous-
tavu spojime s t€lesem, které generuje pole, bude metrika stacionarni, tj.

Sap0=0. (3.151)

Ad 2. Mala rychlost télesa vzhledem k rychlosti svétla znamena, Ze nemusime rozliSo-
vat mezi soufadnicovym a vlastnim Casem a Ze Casova slozka Ctyfrychlosti je vyrazné
vEtsi nez prostorove slozky, tj.:

%:y:l/ 1-v? /% =1, (3.152)
T

k 0
ddx <<‘11i, k=1,2,3. (3.153)
T T

Ad 3. Slabé gravitacni pole znamena, ze se metrika bude jen malo odchylovat od Min-
kowského metriky, tj.:

8ap =Nop +hop (3.154)

kde A,z jsou malé odchylky od Minkowského metriky. Malé v tom smyslu, Ze ve vSech
vyrazech budeme zanedbavat jejich kvadraty. Metrika bude tedy mit finalni tvar

—1+hy O 0 0
0 1+m 0 0 (3.155)
Saf =1 g 0 l+hy, 0 | '
0 0 0 l+hy
Inverzni matice bude
(—1+hyy) ™" 0 0 0
0 1+ k)" 0 0
g? = (+ ) . (3.156)
0 0 (4 hyy) ™! 0

0 0 0 (1+h33)™"
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Vzhledem k tomu, Ze poruchy / jsou malé, provedeme Taylorv rozvoj do prvniho fadu,
tj. vyuzijeme (1+x)" = 1+nx. Finalni tvar kontravariantnich slozek metriky bude

~1-hy O 0 0
0  1-h; O 0

g% = B : (3.157)
0 0 1-hy 0
0 0 01—y

ZKkuste si matice gz, g mezi sebou vynasobit. Pokud zanedbéte kvadraty poruch /, do-
stanete jednotkovou matici.

Vratme se nyni k rovnici geodetiky. Vzhledem k piedpokladu (3.153) zGstanou ve dru-
hém ¢lenu jen casové Cleny, tj.
2 _u 0 0
e, (3.158)
dz? dr dr

Vyjadiime-li derivace ¢asovych slozek udalosti z (3.152), dostaneme
d?x#

dr?

+c2I* =0 (3.159)

K rozepsani rovnice geodetiky zbyva urcit pfislusné Christoffelovy symboly ze vztahu
(3.124):

Iy = 5g7§ (gch,O +8¢0,0 —goo,f) :

Podle piedpokladu (3.151) jsou ¢asové derivace nulové a zlistane jen

I = —Egﬁgoo £ -

Budou nés tedy zajimat Ctyfi slozky Christoffelovych symbolt. Pii vypoctu vyuZzijeme
nulovost nediagonélnich ¢lent a ¢asovych derivaci:

1 1 I o
FO __Eg 58005__—g 800,0 ~ 2g oo — =0,
1 1 1 0 (h
I'y=--g" =——g =——(1-+h 1+ 00
00 2g 800,& 2g £00,1 2( 11)( hoo) ax
d(h
1"200 ..... -0
ay\ 2
d(h
B2 00
00 az( 2 J

V rovnici geodetiky (3.158) mizeme zaménit vlastni ¢as za soufadnicovy ¢as, v naSem
priblizeni newtonovské limity se nelisi. Casova slozka je splnéna trivialné a prostorové
slozky daji:
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2 2
X _g| oo | (3.160)
de? 2
Ziskali jsme tvar formalné¢ shodny s Newtonovymi pohybovymi rovnicemi (3.149).
PovSimnéte si, ze poruchy % jsou bezrozmérné, kvadrat rychlosti svétla dava pravé
strané rovnic (3.160) spravny rozmér. Rovnice geodetiky splyne s Newtonovymi rovni-
cemi, pokud plati
2 .
> oo :——?:—2¢ . (3.161)
c
Dobfe je patrné, Ze metrika souvisi s potencidlem pole. Derivace metriky, napfiklad
Christoffelovy symboly, souvisi s intenzitou pole (ta je prostorovou derivaci potencialu.
Interval ma v newtonovské limité tvar

ds” = good(et)” + gy 1dx] +g30x3 + 333 =— (1429 )de” +--- (3.162)
O prostorové ¢asti metriky zatim nic nevime, ale casova ¢ast je zjevné deformovana

pritomnosti télesa, které zakiivuje ¢asoprostor (v fe¢i newtonovské fyziky pritomnosti
gravitacniho potencialu). Pro kulove symetricky zdroj pole mame

¢=—GM (3.163)
p
a metrika je
ds%—(l—szjdt%--- (3.164)
cr

Ve velkych vzdalenostech od télesa (r — o) piejde metrika v Minkowského metriku.
Nejvétsi zakiiveni bude na povrchu télesa a odchylku od Minkowského metriky ma-
7eme podle (3.162) vyjadfit za pomoci bezrozmérného potencialu ¢” na povrchu télesa:

GM
¢ (R)=-——. (3.165)
c“R
Pro proton vychazi ¢ ~ 107, pro Zemi 10, Slunce 10, bilého trpaslika 10, neutro-
novou hvézdu 107" a &ernou diru 1. Je zjevné, Ze pro neutronovou hvézdu a ¢ernou diru
nelze newtonovskou limitu pouZit a aproximace g,z = 1,5 + hop neni spravna.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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3.3 Dilatace casu a Cerveny
gravitacni posuv

Predstavme si soufadnicovy systém pevné spojeny se zdrojem gravita¢niho pole (napfi-
klad se Zemi). V tomto systému budeme sledovat chod nepohybujicich se hodin (jsou
umistény v misté A, napiiklad na policce). Metrika v naSem soufadnicovém systému
nebude zaviset na Case a soufadnice lze zvolit tak, aby metrika byla diagonalni (neni to
nutné, ale zjednodusi to nase vypocty).

: soustava S @ E
: A

_——®
® &0 EOng®

Obr. 3.16: Dilatace c¢asu — jedny hodiny

Pro interval mezi dvojim tiknutim hodin Ize v nasi soufadnicové soustavé S, kde se
hodiny nepohybuji (Ax* =0), psat

As® = g5 AYOAYP = goo P A + gy AvF Ax' = ggoc? Al (3.166)

Tytéz hodiny mtizeme pozorovat v LIS. VU¢i LIS se hodiny pohybuji, takze plati

AS? =75 AENEP = (AL )2 +(a¢' )2 +(ag? )2 +(ag’ )2 :

(3.167)

Musime rozliSovat tfi ¢asy: 1) soufadnicovy Cas ¢, ktery plyne v S spojené s hodinami
a Zemi nebo jinym zdrojem pole — takovy &as jsme n&jak zvolili; 2) &as ¢ plynouci
v LIS, tj. ¢as v Minkowského metrice; 3) vlastni (pfirozeny) Cas, pro ktery plati:

As? =—c?A7? (3.168)
Ze vztaht (3.166) a (3.168) mame

—*AT? = gooczAt2 =

AT =J=goo(4) At . (3.169)

“ X

Vlastni ¢as je jedinym ,,pfirozenym‘ ¢asem u hodin, pfevracena hodnota doby Az mezi
dvéma tiknutimi hodin je vlastni frekvenci hodin, tj.

1
Ar=—=]—gg(4) At. (3.170)
Vo
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Dvoje hodiny

Obr. 3.17: Dilatace ¢asu — dvoje hodiny

Mg¢jme nyni v soustavé S dvoje nepohyblivé hodiny, jejichz chod budeme porovnavat.
Z hodin v misté¢ A vysleme elektromagneticky signal do mista B. Prvni foton bude to-
tozny s tiknutim hodin v A, druhy s koncem kmitu (nasledujicim tiknutim)

AB 2B
Obr. 3.18: Dvoje nepohyblivé hodiny
Let fotonu bude dan jednoduchou rovnici
ds? = g5 dx®dx” =0. (3.171)

Jde o kvadratickou rovnici pro d¢. Pokud df vyjadiime, nebude vysledek zaviset na Case,
nebot’ metrické koeficienty nejsou v nasi soufadnicové soustavé S funkcemi ¢asu. Proto
poleti foton z mista A do mista B stejné¢ dlouho dnes, zitra i pozitii. Musi tedy platit

Aty=Aty=At (3.172)

Pro nami sledované tiknuti hodin A, které sledujeme v misté B, bude podle (3.170)

Vi = /200 (B) Aty (3.173)
B

Pokud vysleme obdobny signal z hodin A do mista B, budeme pozorovat v misté¢ A

1 0
Va4
Vzhledem k tomu, ze Az, = Atz = At, mame po vydéleni poslednich dvou vztahd

> Ve _ N800 (3.175)
Vi \—800(B)
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Vztah (3.175) je zcela obecnym vztahem pro zménu chodu Casu zpiisobenou piitom-
nosti gravitacniho pole (zaktivenim ¢asoprostoru). Vztah lze také interpretovat jako po-
sun frekvence fotonu pohybujiciho se z mista A do mista B (tzv. ¢erveny gravita¢ni po-
suv). V limité slabych poli (malého zakfiveni ¢asoprostoru) mizeme podle (3.162) psat

Va  \1+247(B)
=~1-(¢"(B)-¢" (1)) =1-A¢"

Pro posuv frekvence fotonu, ktery se pohybuje mezi misty s riznym gravitanim poten-
cialem, proto plati v newtonovské limité slabych poli jednoduchy vztah

Ve J1+26°(4) :(1+2¢*(A))1/2 (1+2¢*(B))71/2 B

Ve _ —A—f. (3.176)
Vv
A C

Vyraz vynasobime v, a ¢leny pfeskupime. Pro relativni zménu frekvence dostaneme

av__4A¢

3 (3.177)
14 c

Relativni zména frekvence tedy souvisi se zménou potencialu gravitacniho pole.

3.3.1 Razné pohledy na dilataci

»Vysvétleni“ z hlediska LIS

Predstavme si foton, ktery se pohybuje v tthovém poli z mista A do vyssiho mista B.
Mista nejsou piili§ vzdalena, takze je lze ,,obalit™ jedinym vytahem, ktery za¢ne padat
v okamziku vyslani fotonu z mista A. Vytah ptfedstavuje lokalni inercialni soustavu, ve
které se foton pohybuje po piimce konstantni rychlosti c.

Obr. 3.19: Vysvétleni z hlediska LIS

V okamziku, kdy foton doleti do B, se vytah uz pohybuje rychlosti
v=gAt=gAh/c. (3.178)

Pozorovatel ve vysce hg bude pozorovat foton, ktery pfilétd z pohybujiciho se vytahu,
tedy uvidi diky Dopplerové jevu frekvenci
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Vi =(1—%ij =(1—g—A2hij. (3.179)
C

Uvazime-li, ze gravita¢ni potencial tthového pole je ¢ = gh, mame

Vs8¢ (3.180)
VA C

coz je stejny vztah, jako jsme odvodili z metriky v newtonovské limitg.

41

»Vysvétleni“ z hlediska zakona zachovani energie

V tihovém poli miZeme napsat, Ze potencialni energie + energie fotonu je konstantni, t;.
mAghA +ha)A =mthB +ha)B (3181)

Pohybovou hmotnost fotonu uréime z jeho energie (m = E/c* = hiw/c?):

ho, haog

h h
va+ 82 =y 14+ 58) = (3.182)
C C
-1
hg —h
VB _ 1+gh2A .[14_%) El_g(B—zl): _A_2¢.
VA C C C C

Opét jsme ziskali znamy vztah plynouci z newtonovskeé limity.

¢ Priklad 3.2: Ur¢eme zménu vinové délky pro foton s Ao = 500 nm, ktery vylétl z po-
vrchu hvézdy a doletél do velké vzdalenosti od ni (do nekonecéna):
AL _Av_ b

A |4 (;2

V tomto piikladu nemizeme pouzit tihové pole. Vzhledem k tomu, ze se foton dostane
do velké vzdalenosti, musime pouZzit Newtonlv gravitacni potencial:

/1=/10(1+A¢/c2)=20[1—Gﬂ2(i—%ﬂ=/10(1+G—Mz]. (3.183)
c Rc

M R A} = GMIRc? A (nm)
Slunce 1 M 700 000 km 2x107° 500,001
bily trpaslik 1 M 10 000 km 1,5x107™ 500,075
neutronova hvézda 1 Mg 20 km 0,074 537
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3.3.2 Pounduv-Rebkiiv experiment

Prvni méfeni cerveného gravitacniho posuvu provedli v roce 1960 Robert Pound a Glen
Rebka na Harvardské univerzité. K méfeni vyuzili véz, kterd je dodnes soucasti Jeffer-
sonovy laboratofe. V originalnim ¢lanku Pound a Rebka uvadgji, ze vzdalenost mezi vy-
silaem a pfijimacem (detektorem) byla 74 stop, coZ odpovida vysce 22,6 metru. Na tak
malém vyskovém rozdilu by podle obecné relativity méla byt relativni zména frekvence

Av_ AP _ghh—h) 55 1015 (3.184)
2 > '

14 2 c

Obr. 3.20: Poundiv-Rebkiv experiment

Zm¢fit tak nepatrnou zménu frekvence vyzadovalo mimotfadnou experimentalni zruc-
nost spojenou se znacnou zkuSenosti. Vzhledem k tomu, ze méfeny rozdil frekvenci byl

Av =2,5x10"y,, (3.185)

bylo nutné nalézt zdroj s co mozna nejvyssi frekvenci. Nakonec byl pouzit radioaktivni
kobalt *'Co ptimiSeny do Zeleza *'Fe. Zelezo *'Fe emitovalo gama fotony s piesné defi-
novanou energii 14,4 keV (frekvence 3,5x10'® Hz). Jako detektor byl pouZit absorbér
tvofeny opét vrstvou >'Fe, ktery rezonanéné pohlcoval fotony s toutéZ frekvenci. To,
zda byly fotony v detektoru pohlceny, a nebo prosly, se zjistovalo pomoci scintilaéniho
krystalu Nal(T1) a fotonasobice. Krystal mél pramér 7,5 cm a tloustku 6 mm. Zdroj a de-
tektor tak byly naladény na stejnou frekvenci, tj. detektor byl schopen absorbovat fotony
jen s frekvenci ptfesné rovnou vysilané frekvenci. U normalnich atomi by zpétny raz pii
absorpci fotonu v detektoru ovlivnil pfijimanou frekvenci, ale v krystalech diky Moss-
bauerovu jevu piebira zpétny raz cely krystal, a tak se frekvence absorbovanych fotont
nezménila. K jediné zmén¢ frekvence doslo gravitaénim posuvem (Eervenym, pokud byl
zdroj dole a detektor nahotfe a modrym pfi obracené konfiguraci). Vysledkem gravitac-
niho posuvu je, Ze by detektor nemél fotony s pozménénou frekvenci absorbovat.
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A zde pfichazi na scénu Dopplertv jev. Zdroj fotonti byl totiz pfipevnén k membrané
reproduktoru, ktera s nim pohybovala ve svislém sméru sem a tam s frekvenci v rozme-
zi 10+50 Hz. Dopplerovym jevem se periodicky ménila frekvence vysilanych fotont.
Vznikly posuv v ur¢ité fazi kompenzoval gravitani posuv a detektor absorboval fotony
s nezménénou frekvenci (resp. zménénou nadvakrat — na jednu stranu gravitaénim posu-
vem a zpét Dopplerovym posuvem). Cela metoda je vlastné upravenou Mdssbauerovou
spektroskopii, kterd umoziuje presné uréeni zmeény frekvence. Aby nedochazelo k neza-
doucimu rozptylu fotont v atmosféte, prochazely fotony mezi zdrojem a detektorem
trubici z mylaru (o priméru 40 cm) vyplnénou héliem. Na fotografii je Robert Pound
u dolniho konce trubice. Vysledek experimentu byl pozitivni, Pound a Rebka potvrdili
cerveny a modry gravitacni posuv s relativni pfesnosti 0,1, tj. 10 %. Pii pozdéjSich
modifikacich experimentu se podafilo dosdhnout piesnosti ovéfeni obecné relativity
0,01. Slo o jeden z ,,velkych* testtl obecné relativity, ktery detekoval zménu chodu ¢asu
zpuisobenou piitomnosti Zemé.

3.3.3 Hafeleho-Keatingliv experiment

Dalsi zajimavy experiment, ktery zji§toval zménu chodu ¢asu zpisobenou gravitaci
Zemé, pripravili Joseph Hafele a Richard Keating v roce 1971. K méfeni ¢asu vyuzili
cesiové hodiny. Kontrolni hodiny byly umistény na observatoii USNO (United States
Naval Observatory). S dal§imi hodinami obletéli Zemi ve vychodnim sméru a s posled-
nimi v zapadnim sméru. K obletu vyuzivali bézné dopravni linky a hodiny piekladali
z letadla do letadla.

Obr. 3.21: Hafele a Keating vezou na vylet cesiové hodiny

Cas na hodinach, které se pohybovaly v desetikilometrové vysce, potom porovnali
s casem na kontrolnich hodinach. Vyslednd hodnota byla dana jak jevy specialni
relativity (dilataci Casu), tak jevy obecné relativity. Letadlo je pohybujici se systém,
takze bude platit

As? = o5 AxZAxB =gooczAt2 +gklekAxl Z(goocz +gklvkvl)At2 (3.186)

Interval nalevo vyjadfime pomoci vlastniho Casu a slozku gy, za pomoci newtonovské
limity:
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—2A7? =(—(1+2¢*)02 +02)At2 (3.187)
a tedy
2
1o ar= 1+2—f—”—2 At (3.188)
14 c c

Zména chodu ¢asu je tedy zplsobena jak zakiivenim ¢asu gravitaci (Clen s ¢), tak speci-
alné-relativistickou dilataci ¢asu zptisobenou pohybem letadla (¢len s v). Porovname-li
chod hodin v letadle a na povrchu Zemé (jeho rychlost pohybu je vz), mame

2
1+%_07L 5 5
A 2 2 — —
il e e At Mol (3.189)
Aty 20, v3 c 2¢
=3
C C

Po dosazeni gravitacniho potencidlu Zemé ziskame jednoduchy vztah

At GM, +GMZ_UI%—U%

=1- (3.190)
Aty (R, +h)c*  Ry? 262
neboli
M M 2 _ .2
A Az, =| —— Mz 2+G 2 702 Aty (3.191)
(Rz +h)c™  Ryc 2c

Letadla 1étala v primérné vysce 8 900 m a oblet Zem¢ trval pfiblizn€ tii dni. Po vypoctu
z aktualni letové drahy a konkrétnich rychlosti letadel vysel rozdil ¢asu mezi hodinami
v letadle a na Zemi pro vychodni smér letu —40+23 ns a pro zapadni smér letu 275+21
ns. Naméfené hodnoty byly —59+10 ns pro vychodni smér a +273+10 ns pro zapadni
smér. Experiment potvrdil pfedpovédi obecné relativity s relativni presnosti pfiblizné
10 % (107"). V roce 1976 byl experiment zopakovan Univerzitou v Marylandu a potvr-
dil obecnou relativitu s presnosti 1 % (1072).

Poznamka: V predchozich vypoétech jsme predpokladali, ze je soufadnicovy sys-
tém pevné spojeny se zdrojem pole. V pifipad¢ rotujici Zemé tomu tak neni, ale
efekty zplisobené zemskou rotaci jsou vyssiho fadu, nez vyuzivame v newtonovské
limitg.

¢ Priklad 3.3: Systém méfeni polohy GPS

Zjistéme, o jakou maximalni vzdalenost se rozejde poloha automobilu uréovana pomoci
polohovaciho systému GPS od skute¢nosti za 24 hodin, pokud nebude provadéna opra-
va na rozdilny chod ¢asu na druzici a v automobilu. Piedpokladejte, ze automobil jede
po rovniku. GPS druzice je ve vysce & =20 200 km. Polomér Zemé je R; =6 371 km,
hmotnost Zemd M = 5,97x10* kg, G = 6,67x10""" Nm’kg ~.

ReSeni: Vlastni rychlost automobilu je vzhledem k ota¢eni Zemé zanedbatelna. Nejprve
uré¢ime obéznou rychlost povrchu Zemé na rovniku:

vy = R,m=R, 27t/T =~ 463 m/s . (3.192)
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Je jasné, ze vlastni rychlost automobilu je zanedbatelna. Nyni urc¢ime rychlost obéhu
druzice z rovnosti setrva¢né odstiedivé sily a gravitacni sily:

2
M M
M _ g "z = oy =M 3871 s (3.193)
R+h  (R+h) R+h

Nyni pouzijeme vztah (3.191), do kterého namisto rychlosti letadla vy dosadime
rychlost druzice vp. Za jeden den, tj. za Atz =24 h =86 400 s vyjde rozdil obou Cast

Aty —At, =38ps. (3.194)
Vynasobime-li tento tidaj rychlosti svétla, zjistime, Ze chyba v urceni polohy je

Al =(Atp —At;)c=11km. (3.195)

Z vypoctu je patrné, ze bez zapocteni obecné relativistickych jevii by bylo provozovani
polohovaciho systému GPS zcela nemozné. >

3.3.4 Gravity Probe A

Prvnim velmi pfesnym experimentem na meéteni gravitatniho posuvu byl balisticky let
sondy Gravity Probe A v roce 1976. Na pfipravé experimentu se podileli odbornici ze
SAO (Smithsonian Astrophysical Observatory) a NASA. Védecky tym fidili Martin Le-
vine a Robert Vessot. Sonda méla hmotnost 100 kilogrami a byla vynesena z Wallopo-
vych ostrovll (Virginie) nosnou raketou Scout do vysky 10 000 km. Sonda zamérné
nedosahla unikové rychlosti, a tak po dosazeni maximalni vyse padala zpét smérem
k zemi a dopadla do Atlantického oceanu. Na palubé byl vodikovy maser, ktery slouzil
jako zdroj radiového signalu s presnou frekvenci (jako pfesné hodiny). Za pomoci re-
translatoru byl signal z pribéhu letu pfijiman na povrchu Zemé. Po odecteni Dopplerova
jevu zistal jen modry gravitacni posuv zptsobeny cestou signalu ze sondy na Zem. Po-
prvé se podatilo ovéfit predpovéd’ obecné relativity s relativni piesnosti 0,01 % (107*).

chladici /=
smycka Ve

. vodikovy

A
RN ‘;7"" E
3 /
‘,(Q L B maser
> baterie
retranslator @

4

)
posledni stupen
rakety Scout ~

Obr. 3.22: Gravity Probe A. Nalevo je schéma sondy, napravo nesou
Martin Levine a Robert Vessot vodikovy maser.
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Sondu Gravity Probe A pfipravovali odbornici ze Stanfordské univerzity. Z jejich dilny
také pochéazela sonda Gravity Probe B, ktera méla za ukol zméfit strhavani casoprostoru
rotujici Zemi a sonda STEP (Satellite Test of Equivalence Principle) pro ovéfeni prin-
cipu ekvivalence. Gravity Probe B startovala v roce 2004, ale méfeni byla do znacné
miry znehodnocena elektromagnetickym pole slunecniho vétru. Projekt sondy STEP byl
zastaven.

3.3.5 Berkeleysky experiment

Nejnovejsi zplisob méteni cerveného gravitatniho posuvu je zcela revoluéni. Méti gra-
vitaéni posuv pomoci kvantového jevu na vyskovém rozdilu pouhych 0,1 mm! Ustiedni
postavou nové metody je Steven Chu, nositel Nobelovy ceny za laserové ochlazovani.
Chu byl dlouhd léta feditelem proslulé védecké laboratofe LBNL (Lawrence Berkeley
National Laboratory). Napadlo ho, ze k méfeni cervené¢ho posuvu by se namisto elek-
tromagnetickych vin mohly vyuzit de Broglieovy viny. Je pfece jedno, zda ¢as méfime
pomoci elektromagnetickych kmitd nebo pomoci de Brogliecovych vin. Tyto viny maji
podstatné vyssi frekvenci, naptiklad pro cesiovy atom ochlazeny Chuovou metodou ma
de Broglieova vlna frekvenci 3x10% Hz.
laserovy l l l

pulz

draha 2

drahal

!

Obr. 3.23: Opticka lavice, na které se uskutecnil Berkeleysky experiment a jeho schéma

Této myslenky se ujali Achim Peters (Humboldtova univerzita) a Holger Miiller (UCB)
avunoru 2010 nové interpretovali experimenty Peterse z roku 1997. Tehdy Peters
ochladil cesiové atomy Chuovou metodou na pouhych nékolik miliontin kelvinu a poté
jim za pomoci laseru predal svisly impulz a sledoval jejich nasledny volny pad.
Experimenty z roku 1997 mély ovéfit princip ekvivalence. Stejny experiment mize ale
také slouzit k méfeni Cerveného gravitacniho posuvu. Laserovy impulz ptisobici na shluk
ochlazenych cesiovych atomu totiz pfipravi atomy ve smésici dvou stavil. Jeden stav
reprezentuje nevychylené atomy a druhy stav atomy vychylené pulzem o cca 0,1 mm
svisle. Pro cesiové atomy ve vychyleném stavu plyne Cas jinak nez pro nevychylené. Za
ptiblizné 0,3 s volného padu vychylenych atomt se bude ¢as uplynuly v obou stavech
liit 0 102" 5. Jde o neuvéfitelné kratky okamzik, ale vzhledem k vysoké frekvenci de
Broglieovych vin méfitelny za pomoci interference vin z obou stavu. Postaci, aby lase-
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rovy pulz atakoval cesiové atomy tfikrat. Poprvé udéli s 50 % pravdépodobnosti ato-
mim svisly impulz a atomy se ocitnou v superpozici nevychylené¢ho a vychyleného
stavu. Atom se pohybuje v superpozici nizké drahy (tu by mél nevychyleny atom) vyssi
drahy (tu by mél vychyleny atom). Druhy laserovy impulz zpiisobi, Zze atomy na vyssi
draze se za¢nou priblizovat k t€ém na nizsi draze. V okamziku, kdy se setkaji, dojde
k interferenci de Broglieovych vIn obou stavll. Za pomoci tietiho laserového pulzu lze
zméfit zménu faze mezi obéma stavy. V podstaté jde o atomovy interferometr mezi
dvéma stavy.

Vysledky experimenti jsou fascinujici — ¢erveny gravita¢ni posuv se podafilo zméfit
s relativni piesnosti 7x10°, coZ je o &tyfi fady presn&jsi nez méfeni sondou Gravity
Probe A.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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3.4 Einsteinitiv gravitac¢ni zakon

3.4.1 Riemannuv tenzor krivosti

Pokud néjakym zplisobem nalezneme metriku a je tvofena riznymi slozitymi funkcemi,
nemiizeme na prvni pohled zjistit, zda je ,,divokost* metriky zpisobena kfivosti zvole-
ného soutadnicového systému, nebo skute¢nym zakiivenim Casoprostoru. V této kapi-
tole zkonstruujeme veli€¢inu, podle které 1ze jednoznac¢né poznat, jak to s kiivosti caso-
prostoru je.

Jak otestovat zakiiveni?

Zakftiveni Casoprostoru je v obecné relativité vyjadfenim gravitaéniho ptisobeni mezi
télesy. Vime ale jiz, Zze vzdy mtzeme zvolit lokalni inercialni systém LIS (malou klec
volné padajici po kratkou dobu), kde projevy gravitatniho plsobeni vymizi. Na dvou-
rozmérném papiru se nam nepodafi nakreslit étyfrozmérny pokiiveny svét. Pro jedno-
duchost ho proto nahrad’'me poktivenou plochou, na které jedna soufadnice znamena ¢as
a druha prostor. Lokaln¢ inercialni systém potom piedstavuje tecnou rovinu vedenou
v daném bod¢ k plose.

LIS

&

>

4__
4.___._ _——— -

Obr. 3.24: Vztah LIS a obecnych souradnic

Je dobie patrné, ze te¢na rovina LIS (Casoprostorova nadplocha) piiléha ke skuteéné
pokiivené plose S (pokfivenému casoprostoru) jen v blizkosti zvoleného bodu. Proto
musi byt LIS lokalni, maly v prostoru a pozorovany po kratkou dobu (,,maly* v ¢ase),
aby uvedena aproximace platila. V kleci volné padajici k Zemi po dosti dlouhé dobé uz
pozname, ze nejde o skuteCny inercidlni systém, nebot’ se télesa k sobé ponckud piibli-
zuji. V fe¢i matematiky jsme se na te¢né roviné uz vzdalili pfili§ daleko od bodu, ve
kterém se dotyka kiivé plochy. Pokud by plocha S byla rovna, bude s ni tecnd rovina
LIS totozna, a pujde vybudovat globalni inercialni systém GIS, tj. Casoprostor bude
plochy a popsatelny Minkowského metrikou.

V newtonovské fyzice je priblizovani kulicek v LIS déano az nehomogenitami gravi-
tacniho pole, tj. prvnimi derivacemi pole a druhymi derivacemi potencidlu. V fe¢i met-
riky koresponduje gravitacni potencial s metrikou, intenzita pole s prvnimi derivacemi
metriky (Christoffelovymi symboly) a nehomogenity pole az s druhymi derivacemi
metriky. Samotné pokfiveni ¢asoprostoru proto musi byt popsatelné pomoci veliiny,
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ktera obsahuje druhé derivace metriky (jinak bychom konali experimenty na urovni LIS,
tj. te¢né nadplochy).

Predstavme si dvourozmérnou soufadnicovou sit’ na kfivé plose. Pokud budeme pa-
ralelné prenaset vektor z bodu A do bodu B nejprve ve sméru jedné osy, poté ve sméru
druhé osy, muzeme vysledek porovnat s pokusem provedenym v opaéném poradi:

Obr. 3.25: Test kfivosti Casoprostoru

Pokud se bude vektor pieneseny po obou cestach shodovat, je nadéje, Ze plocha je rov-
na, pokud ne, je jistojisté¢ kiiva. Pfesun vektoru je dan kovariantni derivaci, ta urcuje
jeho zménu, méli bychom proto sledovat rozdil

AP s—AP5, . (3.196)

Pokud vyjde pro vSechny mozné hodnoty y a J nulovy vysledek, bude Casoprostor
rovny; pokud bude jedind hodnota nenulova, bude ¢asoprostor skute¢né kiivy, a tedy
neni mozné zavést globalni inercialni systém. Kli¢em k otdzce z nadpisu kapitoly je
tedy vycisleni rozdilu (3.196). Vzhledem k tomu, Ze jde o tenzorovou veli¢inu, miiZeme
vSechny indexy snizit a pocitat rozdil

Aﬁ;}/é‘_Aﬁ;57:? (3197)

Postupujme pfimocare, budeme vypisovat jen prvni ¢ast vyrazu, druhd ma opacné zna-
ménko a zaménéné indexy J a y, coz formalné zapisSeme symbolem y <> ¢ :

Aﬂ;y(g—Aﬂ;‘gy:[Aﬁ;},ls - {red) (3.198)
Na pravé stran€ provedeme kovariantni derivaci podle J tenzoru 4z, se dvéma indexy:
- 9 5
Ap.ys —Ap.sy = [Aﬂ;ylg ~LpsAzy —LysAps = {red) (3.199)

Tieti ¢len na pravé strané je symetricky v indexech y a d, ve sloZzené zavorce proto bude
stejny ¢len s opaénym znaménkem, ktery se s nim vyrusi:

_ — e _
Ag s =Apsy = 45 ] s Thedey —{red} (3.200)
Nyni rozepiseme obé zbyvajici kovariantni derivace:

- ¢ S
Aﬁ;75_Aﬁ;67_[A,B,y_rﬂyAcflg_Fﬁb‘[Af,y_ngAﬂ] ~-{resh (G20
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Nyni provedeme parcialni derivace prvniho ¢lenu a roznasobime druhy ¢len:
Ap.ys —Ap.sy =
- S ¢ ¢ Wall
=Ap 15~y o = ThyAes D ps ey + TpsTé 4y — v © 0}

Prvni ¢len na pravé strané je symetricky v indexech y a J a ve slozené zavorce opét bude
¢len s opac¢nym znaménkem. Totéz plati o souctu tietiho a ¢tvrtého ¢lenu na pravé stra-
né. Zbude

(3.202)

Ag 5= A5y =T, 54 + TisTL 4, - {y & 5} (3.203)

Mame tedy vysledek
Apiyo = Apiay = Thoye = Thyade + Tps Ty =T Ty (3204
Abychom mohli vytknout vektor 4, zménime v prvnich dvou ¢lenech s¢itaci index na #:
Apys = Ap.sy = [F boy—Thyo+ TasTh—T Eyfg(g}Aﬂ (3.205)

Nalezeny vyraz zapiSeme takto:

> Ap.76 = Ag.sy =R oy (3.206)
- 4 ¢

> R”ﬂ75 =FZ&},—FZ},’5+Fﬂ51"gy—Fﬁngg, (3.207)

kde R",s je Riemanntiv tenzor kfivosti. Je kliCovou veli¢inou pro zjisténi, zda je ¢aso-

prostor plochy nebo kiivy.

Plochost casoprostoru
Ve fyzice se vétsinou pro Riemanndv tenzor kiivosti pouziva zkraceny zapis

RZ},é‘ = Rﬂﬁ75 . (3208)

Je to obdobné, jako u Christoffelovych symboli. Jak je patrné z definice (3.207), Rie-
manniv tenzor obsahuje druhé derivace metrického tenzoru, nebot’ samotné Christof-
felovy symboly obsahuji prvni derivace. Z definice ovSem neni zjevné, ze by mélo jit
o tenzor, nebot’ Christoffelovy symboly nemaji tenzorova transformacni pravidla. Ten-
zorovy charakter R’ je nicméné dobfe vidét ze vztahu (3.206). Proto miZeme jedno-
tlivé slozky libovolné zvySovat a snizovat a miizeme zavést Riemanntv tenzor s kova-
riantnimi slozkami

> Ropys = gm]R”ﬁyé . (3.209)

Také snadno napiseme komutator druhych kovariantnich derivaci (3.206) pro kontra-
variantni slozku vektoru:

> AP s—aP 5 =R P 54T (3.210)

Velmi uzitené jsou také zuZeniny Riemannova tenzoru:
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> Ryp=R°4ep. (3.211)

> R=R%;. (3.212)

Prvni z nich se nazyva Ricciho tenzor a druhy skalarni krivost. Pokud je R nebo R,
nenulové, neni Casoprostor plochy. Pokud jsou nulové, prostor mtize byt plochy, ale
nemusi. Ke kompletnimu posouzeni kfivosti casoprostoru musime vzit v tvahu vSechny
slozky Riemannova tenzoru kiivosti. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni a jsou jen
riznym vyjadienim plochosti ¢asoprostoru.

Ekvivalentni podminky plochosti ¢asoprostoru
= Vsechny slozky Riemannova tenzoru jsou nulové.
= Casoprostor je plochy.
= Existuje globalni inercidlni soufadnicovy systém.
=V Casoprostoru lze zavést Minkowského metriku.

= Paralelnim pfenosem po libovolné kiivce se vektor nezmeéni.

Vlastnosti Riemannova tenzoru

Riemanniv tenzor je veliina se ¢tyfmi indexy, z nichz kazdy ma ¢tyti hodnoty (jednu
¢asovou a tfi prostorové). Celkem jde ma Riemanniiv tenzor 256 slozek. Mezi témito
slozkami plati rizné symetrie, takze ve vysledku je nezavislych slozek pouze 20. Rie-
mannlv tenzor je antisymetricky v prvni i druhé dvojici indexti a symetricky vici za-
méné prvni dvojice za druhou dvojici a soucet cyklickych zamén poslednich tfi indext
je nulovy (vSechny vlastnosti Ize ukazat pfimo z definice):

Ropys = —Rpays » (3.213)
Ropys = —Rapsy » (3.214)
Ropys = +Rysap » (3.215)
Reopy + Repyor + Reyop =0 (3.216)

Pokud se na prvni dva indexy budeme divat jako na antisymetrickou matici 4x4, jsou
nezavislymi ¢leny jen prvky nad diagonalou. Na diagonale musi byt u antisymetrické
matice nuly, pod diagonalou dopocteme prvky z hodnot nad diagonélou. Celkovy pocet
nezavislych prvkd spojenych s prvni dvojici indexd je proto 6. Obdobna tivaha plati pro
druhou dvojici indext. Nahradime-li prvni dvojici jednim indexem se Sesti hodnotami
a druhy index také, miizeme se na Riemanntiv tenzor divat jako na matici 6x6, kterd ma
36 nezavislych hodnot. Podle (3.215) je ovSem tato matice symetricka, tj. prvky pod
diagonalou mizeme spocitat z prvkll nad diagonalou. Nezavislych prvki je proto jen
6+5+4+3+2+1= 21. Uvazime-li, Ze mezi nimi plati jesté¢ vztah (3.216), ma Riemanniv
tenzor maximalné 20 nezavislych hodnot. Lze ukazat, ze jich je prave 20.
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Gravity Probe B

Jiz jsme se zminili o balistické druzici Gravity Probe A, ktera testovala zménu chodu
¢asu za pomoci ¢asového standardu, ktery predstavoval vodikovy maser. Na Stanford-
ské univerzité ale vyvinuli i dals$i sondu, Gravity Probe B, ktera méla za pomoci setr-
vacniku testovat a) zakfiveni Casoprostoru kolem Zem¢; b) strhavani Casoprostoru
rotujici Zemi. Osa rotujiciho setrvacniku pfedstavuje paralelné prenaseny vektor. Setr-
vacniky byly v sondé drzeny v pouzdie magnetickym polem a vSe bylo zafizeno tak, ze
se pohybovaly po geodetice (vCetné celé druzice). Pokud Zemé skute¢né zakiivuje Ca-
soprostor, je Riemanniv tenzor nenulovy a smér osy rotace setrvacniku by se m¢l zme-
nit 0 6,6” za rok. Jesté mensi je efekt strhavani Casoprostoru rotujici Zemi, ten Cini
pouhych 0,042” za rok a zména thlu je na polarni draze kolma ke zméné zplsobené
zaktivenim Casoprostoru.

GRAVITY PROBE B

y

k" zpracovani
obrazu

montaz ulozeni gyroskopl pouzdro pro gyroskopy —méfici elektronika SC !

Obr. 3.26: Gravity probe B

DruZice méla hmotnost 3 400 kg a byla navedena na polarni ob&znou drahu dne 20.
dubna 2004 z Vandenbergovy letecké zakladny v jizni Kalifornii. Zemi obihala ve
vysce 640 km. Zakladem druzice byla Dewarova nadoba s 2,5 m’® hélia, které po dobu
jednoho roku chladilo pracovni prostor na teplotu 1,8 K. V ose Dewarovy nadoby bylo
v olovéném plasti zabudovano pouzdro s méfici aparaturou, ktera se skladala ze dvou
pevné spojenych c¢asti: 53 cm dlouhého bloku taveného kiemene se ¢tyfmi gyroskopy
a navadéciho dalekohledu. Na vngjsi ¢asti Dewarovy nadoby byly namontovany panely
slunec¢nich baterii a protislunecni clona dalekohledu.
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Srdcem druzice byly ctyfi gyroskopy skladajici se z pouzdra a rotoru. Kazdy gyro-
skop byl umistén v samostatném valcovém otvoru v bloku taveného kiemene. Rotory
gyroskopl pfipominaly pingpongové micky. Mély prumér 3,8 cm a jejich vyrobé byla
vénovana mimoiadna pozornost. Byly z taveného brazilského kiemene a povrch mély
vylestén s presnosti pouhych Ctyficeti atomarnich vrstev (0,01 pm). Na rotorech byla
nanesena tenka vrstvicka niobu, ktery byl za pracovni teploty supravodivy.

Otaceni supravodivého materialu (niobu na povrchu rotorit) vytvorilo nenulovy
magneticky moment (Londontv jev), ktery byl méfen vodivou smyckou zabudovanou
v pouzdie gyroskopu. Smycka byla spojena s méfici elektronikou SQUID, ktera umoz-
nila pfesn¢ zjistit osu rotace gyroskopu.

Blok taveného kfemene, ve kterém jsou zabudovany gyroskopy, byl pevné spojeny
s malym navadécim dalekohledem o primeéru aperturni clony 14 cm a délce 36 cm.
Dalekohled po celou dobu pozorovani sledoval vybranou navadéci hvézdu (IM Pegasi).
K této hvézde mifily i rotacni osy vSech gyroskopi, dva rotovaly v jednom sméru a zby-
vajici v opacném.

Druzice byla vysledkem ¢tyt desetileti peclivych pfiprav. Testovani obecné relati-
vity pomoci rotujicich gyroskopd navrhl v roce 1959 Leonard Schiff ze Stanfordské
univerzity. Ta se také stala hlavnim aktérem vyslani druzice na ob&éznou drahu. Ve vy-
pocetnim centru v kampusu univerzity se zpracovavala vSechna data vysiland druzici.
Pfi piipravé druzice byly pouzity nejnovéjsi znamé technologie, druzice byla sestavena
v prostiedi s Cistotou tiidy 10 podle americkych ptedpisii. Dokonale opracované sou-
¢astky by mohly poskodit jiz mikrometrova zrnka prachu. Druzice zméfila zménu osy
setrvacnikd zptisobenou zakiivenim casoprostoru, nepodafilo se ji ale diky opakova-
nému preruseni méfeni sluneénimi vzplanutimi zméfit zménu zptisobenou strhavanim
casoprostoru rotujici Zemi. Finan¢ni podpora projektu byla ze strany NASA zastavena
dne 21. kvétna 2008.

v IM Pegaéii 5

* 004210k
5 / strhavani rotujicim
et Casoprostorem

2

6,6"/rok
geodeticka -
precese *

Obr. 3.27 Gravity Probe B, méfeni odklon(
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3.4.2 Rovnice kontinuity v klasické fyzice

Einsteinliv gravitaéni zakon fesi otazku, jakym zptisobem latka zakiivuje Casoprostor
a jak se latka v tomto kiivém casoprostoru pohybuje. V minulé kapitole jsme se naudili
popsat pokiiveny ¢asoprostor. Nyni se budeme vénovat popisu rozlozeni hmoty a ener-
gie v Casoprostoru. Jiz dfive jsme se setkali s rovnici kontinuity, ktera vyjadiuje v dife-
rencialni podobé zakon zachovani néjaké veliiny. Vztahy budeme potiebovat zobecnit
na cely Casoprostor. Zopakujme si proto v rychlosti odvozeni zakona zachovani energie
a hybnosti v proudici idealni tekuting, na kterou neptisobi zadné vnéjsi sily.

Uvazujme proudéni aditivni veli¢iny A (roste s mnozstvim latky, naptiklad hmot-
nost, energie, hybnost, naboj). Proudéni aditivni veli¢iny popisujeme ¢tyimi veli¢inami
(hustotou a tokem), symbolem u(¢, x) jsme oznadili rychlost proudéni.

AA
= lim —; j = . 3.217
Py = fim o la=pyu ( )

Pozdgji v této kapitole uvidime, Ze tyto Ctyfi veli¢iny tvofi relativisticky ctyfvektor a trans-
formuji se za pomoci Lorentzovy matice — p, nazyvame hustotou; j4 nazyvame tokem
veli¢iny 4. Jaky je vyznam toku? Jako kazdy vektor ma velikost a smér. Smér je zfejmy,
jde o smér rychlosti, tedy o smér proudéni veli¢iny A. Abychom zjistili velikost toku,
postavme kolmo na tok myslenou plochu AS, za ¢as At se tekouci latka posune o Al

Al =ult

—
AS

Obr. 3.28: Vyznam toku aditivni veli¢iny

Velikost toku nyni ur¢ime pfimo z jeho definice, tj.

_AAAl_ A4 N _ MM
AV At ASAl At ASAt’

Ja =Pl (3.218)
Velikost toku tedy je mnozstvi A proteklé jednotkovou plochou za jednotku ¢asu. Na-
priklad tok naboje méa jednotku Cm s ™. Jestlize se veli¢ina 4 pii proudéni neztraci, ani
neptibyva, musi ¢asovy tbytek veli¢iny z libovolného objemu byt roven toku veli¢iny
pies plochu ohranicujici tento objem:

d .
—a_’[/’A v = a_[/JA -ds

Hranice objemu V je oznacena 0V. Rozmér integralu vyplyva z kontextu, neni znacen
poctem integracnich symbold, jak tomu byva v uvodnich kurzech fyziky. Skalarni sou-
¢in napravo jen respektuje skute¢nost, ze kolmo k plose tece veskera latka, pfi toku
podél plochy ji neprotéka zadna. Pomoci Gaussovy véty integralniho poétu pfevedeme
plosny integral na objemovy a oba integraly spojime:
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j(aﬁmwhjdrf = 0.
ot
Casovou derivaci jsme premistili do integralu, tam je ale p, = p4(¢, X) a mame pii deri-
vovani moznost vybéru, proto musime pouzit parcialni derivaci. Uvedeny vztah musi
pfi proudéni platit v libovolném objemu, a to je mozné jen, je-li argument integralu
roven nule (az na mnoziny mensi dimenze, neZ je ma probihajici integrace):

> %‘mwu -0 (3.219)

Odvozeny vztah se nazyva rovnice kontinuity a na pravé strané je nula, pokud se veli-
¢ina A pfi proudéni zachovava. Nezachovava-li se, neni na pravé strané nula. Rovnice
kontinuity je tedy vyjadfenim zakona zachovani aditivni veli¢iny 4.

Zakon zachovani hmoty a energie v klasické fyzice

Pro hustotu (klidové) hmotnosti napiSeme rovnici kontinuity ve tvaru

dp
> o+ (pug)=0. (3.220)

Stejna rovnice plati i pro hustotu energie (E =mc’, tj. pg = pmc’) a vztahy se lisi jen
konstantou ¢”. Zavedeme-li &tyivektor

JH E[pcj, (3.221)
pu
miizeme zakon zachovani hmoty-energie zapsat v pfehledném tvaru
BﬂJ”=O; J”,#=0, (3.222)

ze kterého je patrné, ze J* tvoti ¢tyfvektor popisujici proudéni hmoty a energie.

Zakon zachovani hybnosti v klasické fyzice
Pro objekt o hmotnosti m plati Newtonova pohybova rovnice

dv

m— =F. (3.223)
dr

Pro proudici prostfedi zavedeme hustotu sily

f= lim —. (3.224)
AV—=0 AV

V hustotach se rychlost v jedné Castice zméni na rychlost proudéni u(?, x)

du
— =f. 3.225
P ( )
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Po rozepsani derivace pro pole u(, x) ziskame rovnici

p(—;—l;+p(u~V)u =f. (3.226)

Zbyva urcit hustotu sily. U konzervativnich poli mifi sila k minimu potencialni energie:

F=-VW, (3.227)
nebo v hustotach
f=-Vw,. (3.228)
Tlakova energie je
Wy =[Fdi=[psd={pdr, (3.229)

hustota tlakové energie proto je w, = p a hustota sily zpiisoben4 tlakem vychazi
f=-Vp. (3.230)
Pohybova rovnice (3.226) s hustotou sily zptisobenou tlakem ma proto tvar

du

pat

+p(u-Vju = -Vp. (3.231)

Naleznéme nyni casovy vyvoj hustoty hybnosti (tj. budeme hledat zakon zachovani
hybnosti)

9 o)=Ly + 0%
at(/ouk)—atuk +p 5

Za ¢asovou zménu hustoty dosadime z rovnice kontinuity (3.220) a za ¢asovou zménu
hybnosti z pohybové rovnice (3.231):

d
a(P”k):—al(P“z)”k —p(u9;)u —oyp .

Vsechny ¢leny pievedeme na levou stranu a upravime:

P) d(pu;) ou,  dp
- + + —& +— =0
Y, (Puy) o, we + (pup) ox, | ox, =
0 d ap
E(p“k) + E(P“z”k) + o, =0 =
0 0
E(P”k) + a_)cl(pukul+p5k1) =0.

Ziskali jsme zakon zachovani hybnosti. V zavorce v prostorovych derivacich je tok hyb-
nosti neboli tenzor tlaku. Sama hybnost je vektorova veli¢ina a proto jeji tok tvorfi ten-
zor druhého tadu. Symetrie tenzoru tlaku vzhledem k zaméné indexid zajist'uje zacho-
vani momentu hybnosti v proudici tekutin€. Tenzor tlaku se sklada ze dvou casti —
tenzorové casti souvisejici s proudénim tekutiny a skalarni ¢asti, kterou tvofi normalni
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tlak ptsobici ve vSech smérech stejné. Zakon zachovani hybnosti mizeme napsat ve
slozkovém zapisu

d d
> —(pu)+=—(Tyy)=0: Ty =pugu;+pdy. (3.232)
at axl

nebo v invariantnim tvaru

%(pu)+V~T=0. (3.233)

Opét jsme ziskali tvar rovnice kontinuity. V ¢asové ¢asti je hustota hybnosti, v prostoro-
vé Casti tok hybnosti. Ten je nyni tenzorem druhého fadu a vysledkem operace diver-
gence je vektorova veli€ina, jak jsme jiz vidé€li v kapitole Elektromagnetické pole.

3.4.3 Tenzor energie a hybnosti

Energie a hybnost tvofi Ctyfvektor, a proto zakon zachovani energie (3.220) a zakon
zachovani hybnosti (3.232) patii neoddélitelné k sobé. Rozepisme je po slozkach:

9,(p)+0,(puy)+9,(pu,)+9.(pu,)=0,
3, (pu,)+0, (pui + p)+0,,(pugu,)+9. (pugu,) =0,
9,(pu,)+0,(pu,u,)+0,(pu; + p)+9, (pu,u,) =0,
3,(pu.)+ 9, (puu,)+ 9, (puu,)+ 9, (puZ + p)=0.

(3.234)

Prvni fadek je zakon zachovani energie, dalsi fadky jsou slozky zakona zachovani hyb-
nosti. Napi$me tyto zakony zachovani maticové:

P e puy, pu;
u, pus,+p  pu U,
(i 9 9 i] P P Pttty P =0 (3.235)
ot dx dy 9dz)|pu, puy, puyu,+p  puu,
pu;  pu iy puiy, puzu; +p

Zapis znamena 4 rovnice, vzdy nasobime fadkovou matici nalevo sloupci Ctvercové
matice napravo. Poviimnéte si, e prava matice 4x4 je symetricka. Rikdme ji tenzor
energie a hybnosti. Jeho relativistickou variantu budeme ozna¢ovat symbolem 7%. Veli-
¢iny v prvnim sloupci maji vyznam hustoty hmoty-energie p a hustoty jednotlivych
slozek hybnosti pu. V prvnim fadku ma tataz veli¢ina pu vyznam toku hmoty. Upravme
nyni maticovy zapis tak, aby vSechny prvky mély stejny rozmér (do obou matic dodame
vhodné rychlost svétla c):

pct peu, peu, pcu,
[ 9 9 9 9 j peu,  pu, +p  pu, Ptz |G (3.236)
dct ox dy oz peu,  puu, puyu,+p  puyu,

pcuZ puZuX puzuy puZuZ +p
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Slozka T% byla piivodné p (hustota hmoty) a nyni je pc” (hustota energie). V lokalné
inercidlni soustavé padajici v daném okamziku s latkou bude mit matice na pravé strané
tvar 7% = diag(pc™, p, p, p). Stopa matice (soudet diagonalnich &lentt) je 7%, = —pc* + 3p.
Ke zméné€ znaménka v Casové oblasti doslo vlivem snizeni indexu. Stopa je dulezitym
invariantem matice a budeme pozadovat, aby se tato stopa nezmeénila ani u relativis-
tického tvaru. Dodani ¢ do ¢lenli nema zadny vliv na vysledné rovnice (zakon zachovani
hmoty-energie a hybnosti). Prostorova ¢ast tenzoru ma tvar

Ve specialni relativité neni tieba rozliSovat v prostorové ¢asti dolni a horni indexy. Jako
pfimé zobecnéni k obecné metrice obecné relativity se zda byt vyraz

?
7% = pu® U’ + pg®. (3.238)

Proved'me nyni newtonovskou limitu, abychom zkontrolovali, zda zpétné¢ dostaneme
matici ve vyrazu (3.236). Spoctéme si v newtonovské limité ¢tyfrychlost a metriku:

o
Ue =dL=(yC]—>(CJ, (3.239)
dr yu u

g 5 n% = diag(-1,+1,+1,+1). (3.240)
Pro prostorové slozky dostaneme
™™ = pU*u" + pg" - puyu, + pé, . (3.241)

Opét jsme vyuzili, ze v Newtonové limité neni v prostorové ¢asti rozdil mezi kontrava-
riantnimi a kovariantnimi slozkami. Casoprostorové slozky budou

7% = puU’ + pg® — peu,. (3.242)

Oba vyrazy piejdou v newtonovské limité ve spravné ¢leny tenzoru ve vyrazu (3.236).
Problém ale bude se slozkou 7%:

7% = pU°U° + pg® - pc? - p. (3.243)

Takovy ¢len nekoresponduje s nerelativistickym vyrazem, navic by narusil spravnou
hodnotu stopy tenzoru energie a hybnosti, ktera je invariantem. Korektnim zobecnénim
pro relativitu je vyraz

> 7% = ( p +ﬁ2j UtU” + pg® | (3.244)
C

kde p je klidova hustota klidové hmotnosti. V limité nizkych rychlosti je &len p/c® << p,
tedy neovlivni newtonovskou limitu. V predpisu (3.244) prispiva ke klidové hustote
energie aditivné i tlakovy &len, za néhoz je zodpovédny chaoticky pohyb astic. Clen

% astopa tenzoru pii predpisu (3.244) daji v LIS (y=1), spojeném v daném Case
a mist¢ s latkou, spravnou hodnotu:

TOO:[p+£2jU°U0+pg0°:(p+%j72c2—p:pc2, (3.245)
4 4
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TH(T)=T%, = (p+c%jUaUa +pg%, = (p+cﬁzj(—c2)+4p =3p-pct. (3.246)
Rozlozeni hmoty a energie v prostoru je tedy popsano tenzorem hmoty a energie (3.244)
. Zékon zachovani energie a hybnosti 1ze zapsat v usporném maticovém tvaru

AT =0. (3.247)
Ptislusny kovariantni zapis v obecné relativité je
> 7% 5 =0. (3.248)

Pro o = 0 dostaneme zakon zachovani energie a pro o =1, 2, 3 zdkony zachovani jed-
notlivych slozek hybnosti. Z rovnice (3.248) ovSem plyne

T g+ 5T + TP 7% =0 (3.249)

Prvni vyraz je rovnice kontinuity, dalsi ¢leny jsou zpisobeny kfivosti a zakon zachovani
porusuji. Zakon zachovani energie a hybnosti latky proto v obecné relativité neplati.
Latka piedava energii a hybnost gravitatnimu poli, tj. zakfiveni Casoprostoru. Teprve
pro soustavu pole + ¢astice (zaktiveni + Castice) by zakon zachovani energie a hybnosti
byl platny.

3.4.4 Einsteinliv gravita¢ni zakon

Novy gravitacni zakon by mél mit tvar
G(zakfiiveni ¢asoprostoru) = F(rozloZeni hmoty a energie) , (3.250)

nebot’ predpokladame, ze rozlozeni hmoty a energie zplsobuje zakfiveni casoprostoru
a naopak zakftiveni ¢asoprostoru zplisobuje zménu rozlozeni hmoty a energie. Rozlozeni
hmoty a energie je popsano tenzorem hmoty a energie, proto musime na levé strané
vyuzit maximaln¢ dvojindexové veliiny charakterizujici zaktiveni ¢asoprostoru:

G(R?® R, gPy=F(T%). (3.251)

Budeme predpokladat, ze hledany zakon ma co mozna nejjednodussi tvar, tj. v ivahu
prichazi

R +¢,Rg? + 387 =, T . (3.252)

V novém gravitaénim zakonu jsou 4 neuréené konstanty. Jedné z nich se miizeme zbavit
délenim celé rovnice konstantou c;:

R +d\Rg" +d,g% = d, T . (3.253)

Konstantu d; uréime z podminky (3.248), tj. Tlﬂ;ﬂ: 0. Rovnici (3.253) proto kovari-
antné derivujeme podle S

Raﬂ;ﬁ +d (Rgaﬁ )'ﬂ +d2gaﬂ;/3 = dBTaﬁ;ﬁ :
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Prava strana je nulova, na levé stran¢ je nulovy posledni ¢len (kovariantni derivace
metriky je vzdy nulova, viz (3.126). Z rovnice tedy zbude

R 5 +d, (Rgaﬁ)ﬂ =0

Z této podminky lze urcit konstantu d;. Po vypoctu vyjde dy = —%: a tedy mame

R —iRg™ +dyg™ = dyT (3.254)

Newtonovska limita

Novy gravitacni zakon musi vést v limité slabych poli a nizkych rychlosti na klasickou
rovnici pro gravitac¢ni potencial. Pro potencialni energii dvou naboju interagujicich elek-
trostaticky a dvou hmotnosti interagujicich gravitatné mame formule:

q0 W mM
ES 4regr G r ( )

Opacné znaménko koresponduje s faktem, ze dva kladné naboje se odpuzuji, zatimco
dvé kladné hmoty se pfitahuji. Po vydé€leni vlastnostmi testovaciho téliska (¢ v elektro-
statice a m v gravitaci) ziskame tzv. potencialy:

0 M
= ; =—G—. 3.256
Pes 4y 8 . (3.256)
Defini¢ni rovnice jsou shodné az na konstanty
! - -G. (3.257)
4re,

Obdobné musi byt i rovnice pro potencialy (v elektrostatice jde o notoricky znamou
Poissonovu rovnici)

V Newtonove limité, kdy
200 =—(1 +2¢/c2) , (3.259)

bychom tedy oc¢ekavali, Ze rovnice (3.254) ptejde v rovnici pro gravitacni potencial
Ap=+47Gp . (3.260)

133

K tomu stadi rozepsat slozku s indexy ,,"* rovnice (3.254). Na levé strané skutetné
dostaneme druhé derivace potencialu a na pravé strané ¢len umérny hustoté. Z pozadav-
ku, aby Einsteintv gravitacni zakon (3.254) limitn¢ ptesel v Newtontv zakon (3.260),
plyne d> = 0, ds = 82G/c*. Vysledna formule ma tedy tvar

> R% _v,Rg™ :%T”ﬂ . (3.261)
C
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Nékdy se pise ve tvaru

> G — 87G 798 .
4 b
C

G =R —,RgP (3.262)

kde G* je tzv. Einsteiniiv tenzor.
J

N m\\‘;“\t

Obr. 3.29: Einsteindv gravitacni zakon je zvéc¢nén i na hrbitové lokomotiv v Bolivii. Opacné
znaménko na pravé strané je dano odliSnou konvenci n,, = diag (1, -1, -1, -1).

Vyznam nového zakona

Novy gravitacni zédkon predstavuje 10 diferencialnich rovnic pro metriku. Pocet rovnic
je dan tim, Ze obé strany jsou symetrickymi tenzory, tj. G¥ = G** a T% = T**. Rovnice
jsou nelinearni. Albert Einstein ho predstavil pfi pfednasce pred Pruskou akademii véd
na podzim roku 1915. Jde historicky o prvni teorii, ktera obsahuje jak polni, tak pohy-
bové rovnice. Ze jde o polni rovnice, je patrné na prvni pohled. Ze znalosti rozloZeni
hmoty a energie miZeme urcit metriku casoprostoru. Gravita¢ni zakon v sobé obsahuje
ale i rovnici geodetiky (Tak tomu neni napiiklad v klasické elektrodynamice, kde jsou
polnimi rovnicemi Maxwellovy rovnice, a pohyby ¢astic po¢itame z Lorentzovy pohy-
bové rovnice).

Derivujme gravita¢ni zakon (3.261) kovariantné podle f (pfes tento index s¢itame,
kovariantni derivace v sobé zahrnuje zakfiveni Casoprostoru). Leva strana bude nulova
(tak jsme volili konstantu u druhého ¢lenu) a prava strana da zakony zachovani energie
a hybnosti

7% 5 =0 (3.263)

neboli

[( p+plc? UUP + pg L -0 (3.264)

B
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Uvazujme nyni hmotny nekoherentni prach, jehoz tlak je nulovy:
vPur| =0 3.265)
[,0 lﬁ (
Derivujme tento vyraz jako soucin
(pU? ).p’ U +pUPU” 5 =0
Prvni vyraz je nulovy, nebot’ (pU ﬁ);ﬂ = 0 (rovnice kontinuity pro hmotu). Zbyva
a B _ a a 18 |yh =
Uit =0 = (U gt [UF =0 =
U% gUP + 1% ,USUP =0 u® —dxﬂ+r”‘ vuf=0 =
B ¢p = = B4z ¢p =

d2x” dxs dx”
+7% 3 ———=0.
p dr dr

du”
= e utuf=0 =
dr ch dz?

Vidime, Ze v Einsteinové gravitacnim zékon¢ je obsazena rovnice geodetiky. Einsteiniv
gravitacni zakon by v principu mohl mit na levé stran¢ i ¢len imérny metrice, tj.

> R —v,Rg% + Ag¥ =@T“ﬁ : (3.266)
C

Takovy ¢len neovlivni zakony zachovani (kovariantni derivace metriky je nulova), ale
ovlivni v newtonovské limité rovnici pro gravitacni potencial. Ta ziskd po vynechani
aditivnich konstant tvar

Ap+2A9=4rGp (3.267)

Pro malé 4 se zména feSeni projevi aZ na velkych vzdalenostech. Proto se pfidanému
¢lenu fika kosmologicky ¢len a konstanté 4 kosmologicka konstanta. Albert Einstein
vefil, stejné jako ostatni v t& dob€, ve stacionarni vesmir. Jeho rovnice bez kosmologic-
kého ¢lenu ale vedly k samovolnému kolapsu vesmiru, ktery byl homogenné vyplnén
nekoherentnim prachem. Proto Einstein do rovnic vroce 1917 pfidal kosmologicky
¢len, ktery kompenzoval kolaps a pro uréitou hodnotu parametru A pasobil odpudive,
tedy proti gravitacnimu pfitahovani. Rovnice bez kosmologického ¢lenu umoziuji jen
kolabujici nebo expandujici feSeni (v zavislosti na pocatecnich podminkach). V roce
1922 ukazal rusky matematik a meteorolog Alexandr Fridman (1888-1925), ze kosmo-
logicky ¢len vizi stacionarniho vesmiru nezachrani, nebot’ je rovnovaha mezi pfitazli-
vou gravitaci a odpudivym kosmologickym ¢lenem nestabilni. Libovolna porucha na-
konec zpuisobi bud’ kolaps, nebo expanzi vesmiru. Einstein uznal spravnost Fridmano-
vych tvah az vroce 1923. Kdyz v roce 1929 Edwin Hubble objevil expanzi vesmiru,
Einstein kosmologicky ¢len z rovnic vyskrtnul a prohlasil, Ze $lo o nejvétsi omyl jeho
zivota. Pro riizné hodnoty A kosmologicky ¢len bud’ expanzi brzdi (kompenzuje), nebo
naopak zesiluje. Detailni analyzu rovnic s kosmologickym ¢lenem provedl holandsky
astronom Willem de Sitter (1872—1934). V roce 1998 Adam Riess a Saul Perlmutter
objevili zrychlenou expanzi vesmiru, kterda nemiize byt zplisobena pfitazlivou gravitacni
interakci. Snad jsou za ni zodpovédné kvantové procesy probihajici ve vakuu. Zrych-
lend expanze znamenala znovuzavedeni kosmologického ¢lenu do Einsteinova gravitac-
niho zakona. Rozmér kosmologické konstanty je m :
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[A]=—. (3.268)

Podle soucasnych méteni expanze vesmiru, zejména z projektu SPC (Supernova Cos-
mology Project), vychazi hodnota kosmologické konstanty pfiblizné

A=2,25%x10"2 m™2. (3.269)

Pokud ale nepracujeme s kosmologickymi vzdalenostmi, nema smysl kosmologicky
¢len do rovnic zavadét.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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3.5 Gravitacni viny

Gravitacni viny jsou periodické zahyby Casoprostoru Sifici se rychlosti svétla. Maji dvé
nezavislé polarizace sklonéné pod uhlem 45°. Jejich zdroji jsou bud’ periodické déje
vznikajici rotaci objektii s kvadrup6lovou nesymetrii, nebo katastrofické déje (splynuti
¢ernych dér nebo neutronovych hvézd, nesymetricky kolaps hvézdy atd.).

3.5.1 VInova rovnice

Predpokladejme, Ze gravitacni vina je malou odchylkou od Minkowského metriky, tj.
| 2 gaﬂ = 770!,5 + haﬁ . (3270)

Poruchy 4,5 budeme povazovat za veli¢iny prvniho fadu, tj. jejich kvadraty budeme za-
nedbavat. Nejprve nalezneme z formule (3.124) Christoffelovy symboly

I ga¢
Ty =58 (850 + 81 —8prs)

1
gy = (1% % ) (hgpy + by p =gy )

Lo
Ty =21 (hepy + ey p ~hpye):

ey, = (h“ﬂ7+h g —hg,” ) (3.271)

PovSimnéte si, Ze snizovani a zvySovani indexti u veli¢in tmérnych % postaci provadeét
jen pres Minkowského metriku, protoze kvadraty 4 zanedbavame. Nyni sestavime
Riemanniv tenzor ki¥ivosti (3.207):

_ o E o & o
R =T sy —Tpys+ T35~ Tp T is s
! vh%s o —h Lipa  ope o )
/375 - ( B.or 6.8y —"po, 7) ( B.r v.B6 "By, o)

R%p5=— (h 5.8y = s, y)—l(h 255~ sy, 5) (3.272)

Kvadratické €leny v I” se neuplatni, nebot” jsou umémé kvadratim %,z Nyni sestavime
Ricciho tenzor:

Rgs =R gy = %(hgmf ~hgse ) _%(hgé,ﬂzi ~hgets),

5 1

1 I
Rps =51 6.pc =580 hgs =5 5.p5 + 5 Iz s
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R =lh§ﬁa§_luhaﬂ_lsaﬂ+lh“§fﬂ, (3.273)
2 2 2 2 >
kde jsme stopu tenzoru poruch metriky oznacili
s=Trh=h;. (3.274)
Jako posledni zbyva skalarni kiivost R:
no_Lone 1 ! Len né
R=R ”:Eh &0 —EDS—EDS-FE]’I 7 g":h ,Ué:_DS' (3.275)

Sestavme nyni Einsteintv gravitacéni zakon (3.266)

Viesa 1 op 1 op Vo s 1 open 1 op 872G opp
SpBe, _lppeB _lgap e B paBpin o pafng - STG paf (3996
24T, ot T T e T RS =T (3.276)

Kalibracni volnost

P1i vypoctu rovnic pro elektromagnetické potencialy se vyuziva jejich nejednoznacnost,
ta umozni poZzadovat splnéni Lorenzovy kalibra¢ni podminky 4%, = 0. S touto podmin-
kou ziskaji rovnice pro elektromagnetické potencialy jednoduchy tvar — splynou s oby-
¢ejnou vinovou rovnici O A” = —ueJ”. Ani nyni ale nejsou elektromagnetické potencialy
jesté ureny jednoznacng€ a lze na né klast dal$i podminky, naptiklad nulovost skalar-
niho potencialu. Obdobné tomu je s rovnici (3.276). Kalibra¢ni volnost zde znamena
mj. moZnost volby soufadnicového systému. Namisto x” muzeme volit jiné soufadnice
x"+ &%(x) a pozadovat, aby h”’ﬂ,/; = 0. Takova kalibrace vynuluje v rovnici (3.276) prvni,
ctvrty a paty Clen. Obdobné jako v elektromagnetickém piipadé muizeme jesté na
poruchy metriky klast dal$i podminky. Lze pozadovat, aby stopa tenzoru poruch byla
nulova (v rovnici zmizi tfeti a Sesty ¢len). Obdobné jako mizeme v elektfiné a mag-
netizmu kalibraci vynulovat skalarni potencial, miizeme i zde pozadovat nulovost 4%,
Vysledkem je vlnova rovnice doplnénd o dodatecné podminky:

167G
Oh,z; =— T,;
> KO . (3.277)

WP g=0, s=h",=0, h"=0.

3.5.2 Vlastnosti gravitacnich vin

Kazdé teseni vinové rovnice ve vakuu mizeme napsat jako superpozici rovinnych vin
typu

. -
w = Aeltkxod = 4ot (3.278)

Skutecnym feSenim vInové rovnice je pak samoziejmé redlnd ¢ast vysledné poruchy.
Rovinné viny maji jednoduché vlastnosti vzhledem k derivovani:

M
1kﬂx

Ay =7 Aekx-on _ g7 gtk iy gtk _ipry,
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Derivovani tedy mizeme provadét symbolicky:
> My=ik"y = " =ik’ (3.279)

Slozeni skute¢né viny za pomoci rovinnych vinoploch nazyvame Fourierovou transfor-
maci. U linearnich rovnic plati princip superpozice a miizeme se zabyvat jen jednotli-
vymi parcialnimi vinami, pro které plati jednoduchy vztah (3.279). Pfedstavme si nyni,
Ze gravitacni vlna uz néjakym mechanizmem vznikla a $ifi se prazdnym prostorem. Pak
splituje vinovou rovnici

Ohgp =0 (3.280)

a jeji feSeni lze slozit z rovinnych vin
> o = Agp e (3.281)

Po dosazeni rovinné viny (3.281) do vInové rovnice (3.280) dostaneme podminku, za
které je rovinna vlna feSenim vInové rovnice:

> k k=0 (3.282)

Tato podminka fika, ze vinovy Ctyfvektor je nulovym ctyfvektorem, tj. v ¢asoprostoru
mifi ve sméru svételného kuzele. Podminka (3.282) je soucasné disperzni relaci (vzta-
hem mezi thlovou frekvenci a vinovym vektorem). Po rozepsani do slozek mame

2
-2 k=0 (3.283)
C
neboli
> w=ck, (3.284)

coz je stejna disperzni relace, jakou maji elektromagnetické viny ve vakuu. Gravitaéni
vlna se, stejné jako elektromagnetickd vlna, §ifi rychlosti svétla. Zakladni kalibracni
podminka vede na vztah

> hapk? =0, (3.285)

ze kterého je ziejmé, ze gravitacni viny jsou pricnym vinénim (poruchy jsou kolmé na
vlnovy ctyfvektor). Volme nyni soufadnicovou soustavu tak, aby vinovy vektor (prosto-
rova ¢ast vinového Ctyivektoru) mifil v prvni prostorové ose, tj.

w/c k
k k
k% = = ) (3.286)
0 0
0

Velikost ¢asové slozky vinového Etyfvektoru 1ze snadno dopocist z relace (3.282) nebo
z faktu, ze jde o nulovy Ctyfvektor. Pokud pouzijeme kalibracni podminku ve tvaru
(3.285), dalsi kalibra¢ni podminky, nulovost stopy a symetrii poruch, musi pro amplitu-
dy rovinnych vin platit

Agpk? =0, 4,5 =0,

(3.287)
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Vysledkem je, ze amplituda mé jediné dva volné parametry, které zajisti splnéni prvni
rovnice (3.287) vcetn¢ dalsich podminek:

0 0 0 0)(k 0
00 0 O k 0
. = ) (3.288)
0 04 B||O 0
0 0 B -4)\0 0
Gravita¢ni vinu tak mtiZeme rozdélit na dvé nezavislé polarizace
000 O 0 0 0O
0 00 - 0 0 0 0] ;
h=h, +h =A ¢k’ 4 g eihar” (3.289)
0 0 1 0 0 01
0 0 0 -1 0 010
Do metrického tenzoru piispéje realna cast, tedy budeme mit
-1 0 0 0
0 10 0 h= Acos(kx — wt) (3.290)
= 5 = ACOS —r). .
70 0 14 0
0 0 0 1-h
-1 0 0 0
0 100 h = Bcos(kx— wt) (3.291)
= 5 = Db COS —r). .
&0 0 1 a
0 0 h 1
Odpovidajici intervaly jsou
ds? = —c*d? +dx® +(1+h)dy? +(1-h)dz?, (3.292)
dsg =—c*d* +dx® +dy* +dz” +2hdydz . (3.293)

Vlna se §iii ve sméru osy x, deformace probihaji v roviné (yz), jde tedy o vinéni pficné.
Uréeme nyni relativni deformaci ve sméru osy y v prvnim piipad¢:

y=A1l+h y, = y=>10+h/2)y, =
> &zﬁ (3.294)
Yo 2

Porucha 7 je tedy fadové rovna relativni deformaci télesa, pfes které gravitaéni vina
prochazi. Pokud by méla gravitacni vlna v cesté krouzek z hmotnych bodu, probihala by
jeho deformace podle nasledujiciho obrazku, kde je také dobfe patrné, ze jsou obé pola-
rizace stoceny pod tthlem 45°.
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zZ
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Obr. 3.30: Prichod gravitacni viny krouzkem z hmotnych bodd

Zdrojem elektromagnetické viny mtize byt dipolové rozlozeni naboji. Elektricky dipo-
lovy moment je dan vztahem

PE =D daT, - (3.295)
a

Intenzita dipolového zafeni je potom
I~pi. (3.296)

U gravitacnich vin (gravitacniho zéafeni) by musela byt provedena pecliva obecné-relati-
visticka analyza. Nicmén€ i ze zjednoduSené uvahy je patrné, ze zdrojem gravitacnich
vin nemiZze byt rotujici téleso s dipdlovou symetrii rozlozeni hmoty kolem osy rotace.
Zaved'me gravitac¢ni dip6lovy moment

PG =D m,r, . (3.297)
a

Vv v

I~p =0. (3.298)

Zdrojem gravitacnich vin proto mize byt az kvadrupdlova nesymetrie v rozlozeni latky.
Shriime na zavér dulezité vlastnosti gravitanich vin:

= @Gravitacni vilny se Sifi rychlosti svétla.
= @Gravitacni viny jsou pficnym vinénim.
= QGravitacni viny maji dvé nezavislé polarizace stoc¢ené o 45°.
= Zdrojem gravita¢nich vin je kvadrupolova nesymetrie latky.
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Srovnani s elektiinou a magnetizmem

elektfina a magnetizmus obecna relativita
veli¢ina A% P
167G
vinova rovnice v prostredi OA4% = —,uOJa O haﬂ = _—4Taﬂ
c
zékladni kalibrace BaAa =0 dy P =0
dalsi kalibrace A°=0 % =0 ;0 s=0
vlnova rovnice ve vakuu O4% =0 an® =0
2 F=mrll a a ikyx? ik
vakuové Ffeseni A% = 4% e hop = Agp e #
podminka fesitelnosti kﬂk‘” =0 kﬂk” =0
FT kalibraéni podminky kaAa =0 kahaﬁ =0
dipélovy moment Pg = anra PG = Zmar"
a a
. . s A 2 .2
intenzita dipdlového zareni ] < Pr ] < PG = 0

3.5.3 Neprima pozorovani gravitacnich vin

Podvojné neutronové hvézdy

V roce 1974 byla objevena tehdy nejvétsim radioteleskopem svéta v Arecibu podvojna
neutronova hvézda PSR 1913+16, u které je jedna slozka pulzarem s periodou pulzaci
0,059 s. Rozméry obou slozek i celého systému jsou tak malé, Ze systém je témér ideal-
ni relativistickou laboratofi, kterou pro nas ptiroda pfipravila. Jde o dvé neutronové
hvézdy v tésné blizkosti, takze zakfiveni prostoru a Casu, na které slozky reaguji, je
znacné. Navic v prostoru mezi slozkami neni zZadny rozhazeny material, ktery by kom-
plikoval interpretaci métfenych veli¢in. Snadno si mizeme udélat predstavu o unikat-
nosti soustavy: Hmotnosti slozek jsou o néco vyssi, nez je hmotnost naseho Slunce
(1,44 Ms a 1,39 Ms). Velikost téchto dvou neutronovych hvézd neptesahne nékolik desi-
tek kilometrii. Vzdalenost obou slozek je pii nejvétsim piiblizeni pouhych 700 000 km,
tj. ptiblizné stejna jako polomér naseho Slunce! Obé&zna perioda podvojného pulsaru
¢ini 7 h 45 min.

V roce 1993 obdrzeli za vyzkum tohoto unikatniho systému Nobelovu cenu za fy-
ziku Russel Hulse a Joseph Taylor. Systém vykazoval celou fadu jevi pfedpovidanych
obecnou relativitou. Naptiklad staeni pericentra soustavy ¢ini 4° za rok (stejny jev
zpusobuje staceni drahy Merkuru o pouhych 43" za stoleti). Z dalSich naméfenych jevi



284 Relativita

upozornéme alespon na relativisticky Doppleriv jev, ¢erveny gravitacni posuv, dilataci
casu zplsobenou vzdjemnym ob¢hem a staceni svételnych paprska.

Nejznaméjsim se ale stal objev zkracovani periody odpovidajici ztraté energie zpa-
sobené vyzafovanim gravitanich vin. Za kazdy obéh se ob¢ slozky k sobé piiblizi pii-
blizné o 3 milimetry, a obézna perioda se proto zkracuje o 76 ps/rok. Russel Hulse a Jo-
seph Taylor tak poprvé v historii nepiimo detekovali gravitaéni viny. Slo jen o méfeni
disledku vyzafovani gravitacnich vlin, nikoli o jejich pfimou detekci.

Pozd¢ji byly nalezeny podvojné neutronové hvézdy s jesté lepSimi vlastnostmi. Na-
priklad podvojny pulzar PSR 1534+12 nebo podvojny pulzar PSR J0737-3039A (obje-
veny Lovellovym radioteleskopem v Jodrell Bank v roce 2003, staceni pericentra zde
¢ini 17°za rok) jsou vynikajicimi relativistickymi laboratofemi k ovéfovani jevii obecné
relativity a samoziejmé i k nepfimé detekci gravitacnich vin.

¥ =3 = “ - d

Obr. 3.31: Gravita¢ni viny generované dvojici navzéjem se obihajicich hvézd. Soufadnicova sit je
pouze dvojrozmérnym primétem ¢ytyfrozmérného Casoprostorového kontinua.

3.5.4 Detekce gravitacnich vin

vvvvvv

kych vin. Na elektromagnetické vIné se opacné nabité Castice zhoupnou v opacném
sméru a jejich pohyb snadno rozli§ime. Na gravita¢ni viné se dvé blizké ¢astice zhoup-
nou stejnym smérem a je tfeba hledat az jevy vyssich fadd, tedy vzajemny pohyb dvou
objektd vuci sobé. Existuje vice moznosti ptimé detekce: rezonanéni detektory, inter-
ferometrické detektory nebo sledovani fazového zpozdéni referencniho signalu. V bu-
doucnosti se urcité objevi 1 kvantové detektory zalozené na zmeénach vilnové funkce



3.5 Gravitacni viny 285

mikroskopického objektu. Takové detektory ale budou fungovat jen pro velmi kratké
vilnové délky a nebudou vhodné pro vesmirné zdroje gravita¢nich vin.

Rezonancni detektory

Prvni znamé pokusy detekce gravita¢nich vin pochazi od Josepha Webera. O detekci se
pokousel pomoci dvou velkych hlinikovych valct. Jeden z nich byl umistén na Univer-
sit¢ v Marylandu v blizkosti Washingtonu, D.C. a druhy v Argonne National Laboratory
v blizkosti Chicaga. Vzdalenost valct byla asi 1 000 km. To proto, aby pfipadna de-
tekce gravitacni viny byla potvrzena z nezavislého mista a neslo jen o lokalni poruchu.
Vilce se chovaly jako pfirozené oscilatory naladéné na frekvenci 1660 Hz (o¢ekavana
frekvence gravitacnich vin z podvojnych zdroju je v kilohertzich). Byly vyrobeny z hli-
niku, mély hmotnost 1,4 tuny, primér 66 cm a délku 153 cm. Kazdy valec byl zavésen
ve vakuu na kovovém vlakné a mechanicky zcela oddélen od okoli. Pfiblizné ve stiedu
byl umistén piezoelektricky snimac¢ (je patrny na fotografii) propojeny s elektronickymi
obvody citlivymi na zakladni frekvenci oscilaci valce. Pfi pruchodu gravitacni viny by
se valec mél rozkmitat na své vlastni frekvenci.

iy

Obr. 3.32: Joseph Weber u jednoho z rezonanénich vélcG (nalevo). Rezonancni vélce
ptipravované pro experimenty (napravo).

Vilce byly zprovoznény v roce 1966 a v roce 1972 byla naméfena jedina koincidence,
ktera se jiz nikdy nezopakovala. Dnes se soudi, Ze relativni citlivost & = Al/l ~ 107"
tohoto zafizeni nebyla dostate¢na pro detekci gravitacnich vin z béznych zdrojt, kde se
otekava h ~ 107>, Weberovy valce mély dalii nevyhodu — méfily na jediné frekvenci,
a proto nemohly nikdy pofidit ani spektrum gravitacni vlny, ani ¢asovy vyvoj frekvence.
Joseph Weber véfil, ze gravitaéni viny nalezl a publikoval o tom ¢lanek, ktery podlehl
znaéné kritice ostatnich védci, zejména pro chyby pii statistickém vyhodnocovani.

Neni bez zajimavosti, ze Joseph Weber nabizel na konci Etyficatych let dvacatého
stoleti (mnohem dfine, nez zacal hledat gravita¢ni viny) Georgi Gamowovi pomoc pfi
hledani reliktniho zafeni z konce velikého tfesku. Gamow ji ale z nezndmych divodu
odmitl, pfestoze se Weber v té dobé zabyval detekci mikrovin a radiovych vin.

Nasledovnikem Weberova detektoru byl detektor Allegro provozovany Louisanskou
statni univerzitou v Baton Rouge od pocatku 90. let 20. stoleti do roku 2008. Hlinikovy
valec mél délku 3 m, hmotnost 2 300 kg a zakladni rezonan¢ni frekvenci 904 Hz.
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Interferometrické detektory

VétSina dnesnich systémil pro pfimou detekci gravitanich vin je postavena na laserové
interferometrii. Laserovy svazek je polopropustnym zrcadlem rozdélen do dvou kol-
mych ramen, na jejichz koncich jsou dokonale vybrousena odrazna zrcadla slouZzici jako
testovaci télesa, jejichz pohyb se sleduje. Odrazené paprsky se rameny vraci pfes rezo-
nan¢ni dutinu zpé€t, interferuji a elektronicky jsou zaznamenavany zmény interferenc-
niho obrazce. Citlivost téchto zafizeni zavisi na velikosti ramen. V jednom sméru
dochazi ke zkracovani a v druhém k prodluzovani, proto je citlivost znacna.

Nejvétsim systémem tohoto druhu na svété je LIGO (Laser Interferometry Gravi-
tational-Wave Observatory). Projekt vznikl ve spolupraci univerzit Caltech a MIT. Byla
postavena dvojice Ctyikilometrovych detektort vzdalena 3 000 km. Prvni z nich se
nachazi v Hanfordu ve stat¢ Washington a za jeho stavbu je zodpovédna universita
Caltech. Druhy detektor je v Livingstonu ve staté¢ Louisiana a stavba probéhla pod pat-
ronatem university MIT. V Hanfordu je jeSté jeden dvoukilometrovy detektor urceny
pro rizné testy. Dva interferometry se stavi proto, aby mohla byt pfipadna detekce gra-
vita¢nich vin potvrzena koincidenci ze dvou nezavislych zdroja.

Obr. 3.33: LIGO — letecky pohled na centralni ¢ast detektoru LIGO (Hanford, 2008)

Interferometr byl zprovoznén v roce 2002, v letech 2010 az 2015 prosel rozsahlou re-
konstrukei. Soucasné parametry pfistroje jsou: délka kazdého ramene je 4 km, primér
60 cm a pracovni tlak 10 torrii. Objem vakuového systému je 9 000 m’. (jde o nejvétsi
vakuovy systém na svété). Zdrojem paprsku o vinové délce 1,06 um je Nd:Yag laser,
ktery mize v budoucnu dosahnout vykonu az 200 W. Presnost zaméfeni polohy konco-
vych testovacich zrcadel zavésenych na kiemennych vldknech je 10'* m, hmotnost zr-
cadel je 40 kg. Frekvencni rozsah, ve kterém je zafizeni citlivé ¢ini 10 Hz az 10 kHz,
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coz odpovida vétsiné ocekavanych zdrojii gravitanich vin. Relativni piesnost méteni
zmén délky je i ~ 10*%, v oblasti stovek hertzii lepsi nez 10>, To je o osm Fadt vyssi
piesnost nez u valcti Josepha Webera.

Ihned po zprovoznéni rekonstruovaného detektoru byl zachycen dne 14. zaii 2015
gravitacni impulz se slouceni dvou cernych dér. Kazda z nich méla pied splynutim
hmotnost pfiblizné 30 Slunci (29 Mg a 36 Ms). Nejistota urceni hmotnosti je £4 Ms.
Hmotnost noveé vzniklé ¢erné diry neni pouhym souctem hmotnosti piivodnich cernych
dér. Je nizsi, protoze se na gravitacni viny pfemeénila latka o hmotnosti rovné pfiblizné
trojnasobku hmotnosti Slunce. Signal pfisel ze vzdalenosti 1,3 miliardy svételnych roku.
Smérova charakteristika neni pfili§ pfesnd, existuje jen odhad oblasti, ve které k této
mimotadné udalosti doslo. Jde o jizni oblohu v oblasti Magellanovych oblakt (ta jsou
ale samoziejm¢ mnohem blize). Cely impulz trval necelé tii desetiny sekundy. Signal
z Hanfordu i Livingstonu mél obdobny pribéh, zpozdéni mezi obéma pozorovacimi sta-
nicemi Cinilo 7 ms. Pfi pfiblizovani obou sloZek nartstala frekvence z desitek hertzli na
cca 300 hertz v okamziku splynuti dér. Dobfe patrna byla také shoda signalu s teore-
tickou predpovédi ziskanou z numerickych simulaci.

Poprvé byly detekovany gravitacni viny piimo, poprvé bylo pozorovano splynuti
dvou ¢ernych dér a poprvé byly pozorovany ¢erné diry stfednich hmotnosti. Gravita¢ni
vlny jsou po elektromagnetickém oboru a neutrinech tfetim oknem pro pozorovani dé&ja
ve vesmiru. Do roku 2024 bylo interferometricky detekovano pres sto zableski.
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Obr. 3.34: LIGO — signdl zachyceny dne 14. zafi 2015. V okamziku splynuti cernych dér je amplitu-
da a frekvence signalu nejvyssi, po splynuti signal uticha. Nejvyssi relativni deformace byla 1072,
a to v okamziku splynuti obou ¢ernych dér.

V Evrop¢ existuje obdobny detektor Virgo. Je umistény u italské vesnicky Cascina,
10 km od Pisy proslulé svou Sikmou vézi. Virgo ma ramena dlouha 3 km. V letech 2010
az 2017 prosel detektor Virgo obdobnou rekonstrukci jako LIGO a jeho parametry jsou
srovnatelné s LIGO. Detektor Virgo se poprvé zapojil do spolecné pozorovaci kampané
s detektory LIGO v srpnu 2017. Prvni spolecné pozorovani trvalo 25 dni. Trojice obfich
interferometrti zachytila hned dva signaly. Prvni z nich uz astronomy nepiekvapil — opét
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Slo o slouceni dvou velmi vzdalenych ¢ernych dér. Druhy zéblesk ze 17. srpna 2017
pochazel ze slouceni dvou neutronovych hvézd, coz je d¢j, ktery generuje také inten-
zivni elektromagneticky signal nejriznéjsiho pivodu — od gama zéblesku z rozpadu
velmi tézkych jader vznikajicich v razovych vilnach az po radiovy signal souvisejici
s interakci vytryski latky s okolnim mezihvézdnym prostiedim. Jev tzv. kilonovy (tisic-
krat jasn€jsiho ukazu, nez je nova), byl poprvé pozorovan jak v gravitatnim, tak v elek-
tromagnetickém okng, a to mnoha pfistroji naraz. Dnes se detekce gravitanich zableskt
stava rutinni astronomickou metodou pozorovani vesmiru.

Obr. 3.35: Jedno z ramen evropského detektoru VIRGO.

3.5.5 Budouci detektory

Interferometrické detektory slavi jeden Gspéch za druhym a maji pied sebou skvélou
budoucnost. Americké LIGO a evropské Virgo dopliuje japonsky tfikilometrovy
podzemni detektor KAGRA (KAmioka GRAvitational wave detector) nachazejici se
v oblasti, kde je neutrinovy detektor Super-Kamiokande, Jde o pIné kryogenni systém
(chlazeny je cely tubus véetné koncovych zrcadel). Detektor byl spustén v roce 2020,
ke spoleénému pozorovani s ostatnimi detektory se pripojil v roce 2023. V Indii se
usilovneé stavi dalsi detektor LIGO, nebot’ chybi pozorovani z oblasti Asie.

V Evropé se uvazuje o stavbé podzemniho desetikilometrového detektoru Einstein
se tfemi rameny (ve tvaru trojuhelniku), ktery by mél byt postaven nékde v blizkosti
trojmezi Némecka, Holandska a Belgie. Definitivni misto jesté nebylo vybrano. Stavba
by méla byt zapocata nékdy kolem roku 2028, se zprovoznénim se pocita po roce 2035.
Umisténi detektord do podzemi redukuje seismicky Sum a chlazeni redukuje Sum te-
pelny. Detektory tohoto typu maji maximalni citlivost ve stovkach hertzti a mohou de-
tekovat gravitacni viny z riznych binarnich systému. Pro detekci reliktnich gravitanich
vln, které by mély vznikat v pribéhu inflacni faze nebo obecné pii samotném vzniku
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vesmiru, bude nutné zkonstruovat detektory pro mnohem delsi vinové délky, tedy
s vyrazn¢ del§imi rameny. Takové detektory je mozné stavét jen ve vesmiru. Dalsi
moznosti je vyuzit sledovani zmén fazi pulzari pomoci radioteleskopickych siti.

LISA

O stavbé obiiho interferometru ve vesmiru se uvazuje uz od konce 20. stoleti. Projekt tfi
sond, které na sebe budou svitit laserovym paprskem na vzdalenost miliont kilometrti a
zjistovat aktudlni polohu odrazné krychle — srdce sondy pohupujici se na gravitacnich
vlnach — dostal ndzev LISA, coz je zkratka z anglického ,,Laser Interferometer Space
Antenna“. Pivodni termin vypusténi byl rok 2016, ale spole¢ny projekt americké NASA
a evropské vesmirné agentury ESA se potykal s mnoha problémy, jak finan¢niho, tak
technického razu. Ameri¢ané z né¢ho v roce 2011 z finan¢nich divodt odstoupili, pro-
jekt ménil jména, délku ramen i termin vypusténi a uz se zdalo, Ze je odsouzen k zaniku.
Viru vuspéch mu vlila do zil evropska sonda LISA Pathfinder, ktera startovala
v prosinci 2015. LISA Pathfinder byl jakysi pfedskokan mise, ktery ovéfil, ze zakladni
koncepce je spravna, ze dokdZeme nejen dostatecné jemné manévrovat se sondou tohoto
typu, ale i detekovat polohu odrazné krychle. Po ohlaseni objevu gravitacnich vin zis-
kaly udalosti rychly spad a v roce 2017 byl projekt obfiho interferometru LISA schva-
len. Termin vypusteéni je rok 2037.

Obr. 3.36. Velkolepy plan vesmirného interferometru LISA

Jaka je tedy soucasnd ptedstava obtiho interferometru LISA? Tii identické sondy poleti
ve formaci trojuhelniku na samostatné draze kolem Slunce, a to 20° za Zemi. Budou na
sebe svitit infradervenymi lasery na vzdalenost 2,5 miliond kilometrti. Laserové svétlo
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se bude odrazet od vznasejicich se krychli ze slitiny zlata a platiny o hran€ 46 milimetra
a hmotnosti 2 kilogramy. V kazdé sond¢ budou dvé takové krychle volné letici prosto-
rem a pohupujici se na gravita¢nich vinach. Kolem testovaci krychle bude klec s elek-
tronikou, ktera bude sledovat jeji polohu vici kleci. V idealnim ptipadé by se krychle
pohupovala na draze spolu se sondou i kleci a stale plula v jejim stiedu. JenZe na sondu
pusobi z venku mnoho negravita¢nich sil, naptiklad tlak slune¢niho zafeni, tlak slunec-
niho vétru, sily od nesymetrického tepelného vyzafovani sondy i dalsi. Jakmile se kry-
chle ptiblizi k méfici kleci, musi sonda za¢it manévrovat tak, aby se krychle stale vzna-
Sela piesné uprostied klece. Od jejich stén budou krychli délit pouhé dva milimetry.
Manévrovani bude zajiSténo mikrotryskami vypoustéjicimi malé mnozstvi plynu. Nej-
jemnéjsi navigaci zafidi koloidalni mikrotrysky, z nichz budou unikat nabité kapicky
ovladané elektrickym polem. Zpétny raz nepatrné pohne sondou v kyzeném smeéru.

K dal§imu vybaveni patii opticka lavice. Sondy budou mit pro sledovani paprsku ze
zbyvajicich sond dva dalekohledy o priméru 30 centimetrti. Z vykonu 2 watti dodava-
ného laserem dopadne na krychlicku sousedni sondy pouhych 700 pikowattl, tj.
35 miliardtin procenta. Detektor LISA bude schopen zachytit gravitacni viny vzniklé
padem hvézdy do obfi cerné diry, gravitani viny emitované dvojicemi bilych trpaslikd,
Sum pozadi dvojhvézd v nasi Galaxii a samoziejmé gravitacni viny emitované vzajem-
nym ob&hem dvojic obfich ¢ernych dér. LISA se dostane na hranici parametri pro de-
tekci reliktnich gravitacnich vin, pfi trose $tésti by se to mohlo podafit, ale bud'me radéji
skepticti, pfipadna detekce nas pak muiize jen piijemné prekvapit.

Pokud bude LISA fungovat jak ma, bude na obéznou drahu kolem Slunce v nasle-
dujicich letech vypusténo dokonce 12 identickych sond sviticich na sebe lasery. Nazev
projektu je BBO (Big Bang Observer, Pozorovatel Velkého tresku). Vzdalenosti sond
budou tentokrat mensi, ,,pouhych® 50 000 kilometrd, pozadovana citlivost bude zajis-
téna vét§im mnozstvim sond. Sum detekovaného signdlu by mél byt pouhé procento
Sumu detektoru LISA. Detektor BBO bude sloZzen ze ctyf trojuhelnikovych formaci.
Jedna poleti kolem Slunce v roving ekliptiky (obé€zné drahy Zemé kolem Slunce), druha
bude na ekliptiku kolmé a zbylé dvé trojuhelnikové formace budou slozeny do Sesti-
thelniku. Budou tak schopny snimat stochastické signaly o¢ekavané u reliktnich gravi-
tacnich vIn. Ty budou hlavnim cilem detektoru BBO, ktery by mél mit dostatecné rozli-
Seni, citlivost i rozsah vlnovych délek pro jejich zachyceni. Budoucnost interferometric-
kych detektori je tedy naplanovana na desetileti dopfedu a méme se na co tésit.

Radioteleskopické detektory

Pokud chceme pozorovat extrémné dlouhé vinové délky, potiebujeme zatizeni
s mimoradné velkymi rozméry. NaSe civilizace ale zatim nedisponuje takovymi pro-
stiedky, aby postavila detektor velky jako Slunecni soustava nebo dokonce jako cela
Galaxie. Piesto se ale jedna moznost naskyta. V nasi Galaxii existuje fada pulzart —
neutronovych hvézd, jejichz osa rotace neni totozna s osou magnetického pole a diky
tomu vydavaji majakovym efektem velmi pravidelné pulzy. Predstavuji témér idealni
hodiny rozmisténé napii¢ celou Galaxii. Signal pulzarG spada vétsinou do radiového
oboru, a tak je mozné je pozorovat radioteleskopy. Obfi radioteleskopické sit¢ maji
vynikajici prostorové i ¢asové rozliseni a jsou schopné detekovat i mala fazova posunuti
signalu pulzard ptichdzejiciho z riznych koutt Galaxie. Takova fazova posunuti vyvo-
lava i prichod signalu pies gravitacni vinu. Sledovany jsou dvojice pulzari — dva sméry
nahrazuji interferometricka ramena pozemskych detektord. Pomoci statistické analyzy
1ze zrekonstruovat informace o gravitacnich vinach, kterymi signal prochazel.
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Tato metoda detekce gravitacnich vin se nazyva PTA (Pulsar Timing Array, Pole
pro méreni casového signalu pulzarit). Prvni testy prob&hly na australské siti radioteles-
kopt Parkes uz v roce 2005. Australské radioteleskopy staly u zrodu radioastronomie
a zajistovaly v dobé programu Apollo spojeni s posadkami leticimi k Mésici a zpét.
Pozadu neni ani evropska radioastronomie, metoda PTA se testuje na siti radiote-
leskoptl, jimz vévodi stometrovy Effelsberg na zapadé Némecka, dalsimi ¢leny sité jsou
Lovelluv radioteleskop v Jodrell Bank (jizné od anglického Manchesteru) s primérem
antény 76 metrii a radioteleskopy v nizozemském Westerborku a francouzském Nangay.
Ameri¢ané ovetuji metodu PTA v Severoamerické nanohertzové observatofi, do které
patii napt. pohyblivy radioteleskop v Green Banku s rozmérem misy 100x110 metri.
Soucasti byl i slavny radioteleskop Arecibo, ktery byl v roce 2020 nevratné poskozen
padem ohniskové kabiny. V blizké budoucnosti se do hledani gravitaénivh vin touto
metodou zapoji i v Australii a jizni Africe pravé budované radioteleskopické pole SKA
(Square Kilometer Array), které bude mit celkovou sbérnou plochu jeden kilometr ¢tve-
re¢ni. SKA ma4 jako jediny piistroj soucasnosti parametry dostacujici pro detekci relikt-
nich gravitacnich vin a doufejme, Ze tato radioteleskopicka sit” bude Gspésna.

V Cervnu 2023 bylo oznameno statistické pozorovani gravitatniho Sumu detektory
PTA v Americe, Evropé¢ i v Australii. Jde o vysledek po ¢tvrt stoleti sbirani dat. V bu-
doucnosti se snad podati oddélit signaly od jednotlivych zdrojti. Podrobnéji viz [63].
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Obr. 3.37: Rlizné detektory a zdroje gravitacnich vin v zavislosti na jejich frekvenci. Jednou
z dalSich nepfimych metod hledani gravitacnich vin je detekce zmén polarizace reliktniho
zareni zplUsobenych prochazejici reliktni gravitacni vinou (zcela vlevo).
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3.6 Sféricky zdroj gravitace

Prvnim ucelenym feSenim nového Einsteinova gravitatniho zédkona bylo pokfiveni Ca-
soprostoru kolem dokonale symetrického sférického t&lesa. ReSeni nalezl némecky
matematik a fyzik Karl Schwarzschild (1873—-1916) hned v roce 1916, tj. v roce publi-
kovéani obecné relativity (ustné ji Einstein predstavil jiz v roce 2015). ReSeni plati pro
vngjsiho pozorovatele, ktery se nachazi ve fixni vzdalenosti od objektu, kde je rozlozeni
hmoty nulové, tj. prostor je prazdny (tenzor energie a hybnosti je nulovy) a na pravé
strané Einsteinova gravita¢niho zédkona je nula.

3.6.1 Schwarzschildovo reseni

Metrika v okoli sféricky symetrického télesa

Na obréazku je svétocara centra parametrizovana vlastnim ¢asem 7 centra. Pro 7= const
je znazornéna fezna nadplocha, ktera je tfirozmé€rnym svétem kolem centra. Skute¢na
radialni soufadnice je oznacena p a roste ve sméru zakreslenych soufadnicovych ¢ar, na
kterych jsou konstantni uhlové proménné 6 a ¢.

3D

Obr. 3.38: Zavedeni soufadnic

Predpokladejme diagonalni metriku ve tvaru
ds? = —*olz, p)d7* + B(z, p) dp* + ¥, p)[dﬁz +sin? 6 dgoz] (3.299)

Radialni soutadnice p budeme definovat tak, aby pii konstantnim 7, 6 a ¢ platilo
ds?> =dp?. (3.300)

Proto musi byt =1 a nejobecnéjsi tvar intervalu ve sférické geometrii bude obsahovat
dvé neznamé funkce o a y

ds? =~z p)d7® +dp* + ¥(x, p)[de2 +sin? @ d(pz] . (3.301)
V hranaté zavorce jsou standardni uhlové soutfadnice prevzaté ze sférickych soutadnic.

Pomoci radialni soutfadnice je mozné méfit radialni vzdalenosti, ale nebude platit, Ze
. 2 ’ v . . ~ : ’
plocha koule je 4zp”. Zaved'me misto soufadnic (z, p, 8, ¢) jinou soufadnicovou sit’
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(t,r, 0, p), kde ¢ je bézny soufadnicovy cas a r je sféricka souradnice, kterd zajisti, aby
pro plochu koule platil nadale vztah

S =4nr? #4mp°. (3.302)

Tedy p je skutecna radidlni vzdalenost a r je vzdalenost dopoctena ze vztahu pro plochu
koule, tj. vzdalenost figurujici u uhlového elementu, ktery bude mit v novych soutadni-
cich tvar:

ds? = =2 A(t,r)de* + B(t,r)dr? + 12 [dﬁz +sin @ dqﬂ . (3.303)

V téchto soutadnicich jsou v intervalu dvé neznamé funkce 4 a B, které bude tieba urcit
z Einsteinova gravitatniho zakona. Znaménka jsou volena tak, aby odpovidala Min-
kowského metrice, do které musi metrika kolem télesa piejit ve velké vzdalenosti (tzv.
zakon setrvacnosti diferencialni formy). Hledana metrika ma tedy tvar

A,y 0 0 0
0 B(t,r) 0 0
Cop= . . g . (3.304)
0 0 0 r’sin’@

Dalsi postup je zdlouhavy, ale relativné pfimocary. Nejprve ur¢ime inverzni matici

-4, r) 0 0 0
0 B, 0 0
P @) . (3.305)
0 0 2 0
0 0 0 r%sin?@

Dale ur¢ime ze vztahu (3.124) Christoffelovy symboly, ze vztahu (3.207) Riemanntv
tenzor kiivosti, zizenim najdeme Ricciho tenzor a skalarni kiivost a nakonec sestavime
rovnice Einsteinova gravitatniho zéakona

R —%Rgaﬁ =0. (3.306)

Na pravé strané je nula, protoZe se nachdzime vné centralniho télesa. Na prvni pohled
by meélo jit o 16 diferencialnich rovnic pro metriku, ale vzhledem k symetrii vyrazt jde
jen o 10 rovnic. Z nich nékteré jsou typu 0 =0, jen 4 rovnice jsou netrivialni a jen dvé
nezavislé. Z rozboru té€chto rovnic plyne, Ze funkce 4 a B jsou jen funkcemi soufadnice
r, nikoli soufadnice ¢. Kazdé fesené v okoli sféricky symetrického télesa je tedy neza-
vislé na ¢ase. To mimo jiné znamena, ze sféricky symetrické téleso nemtze generovat
gravitacni viny. V pfipad€ jediné zavisle proménné vede gravitacni zakon na obycejné
diferencialni rovnice, jejichz feSeni ma jednoduchy tvar

©

AF)=c¢ +—=; B(ry=——-., (3.307)
r A(r)

kde ¢ a ¢, jsou integraéni konstanty, které uréime z newtonovské limity — dosti daleko
od télesa musi platit
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o0 = —C* (1 +2—fj =—c* (1 —ﬂj : (3.308)
C cr
Odsud plyne
a=1: o __2G2M, (3.309)
Vysledek tedy je i

+r2(d92 +sin? 9d¢2) : (3.310)

Tuto metriku odvodil Karl Schwarzschild v roce 1916. Pfehledné ji 1ze zapsat ve tvaru
2
ds? =—¢? (1 —Iy /r)dt2 +L+ r2dQ? ;
> (1-r/r) (3.311)

2G§”; d2? =d6* +sin’ 0 d¢” .
C

Tg

Metrika plati vné sféricky symetrického télesa pro nepohyblivého pozorovatele
v konstantni vzdalenosti od télesa. Schwarzschild ji odvodil v priibé¢hu prvni svétové
valky na vychodni fronté. Schwarzschild v Rusku téZce onemocnél a zemfel té€sné po
navratu do Némecka. Po Schwarzschildovi je pojmenovan krater na Mésici.

Nékteré vlastnosti Schwarzschildovy metriky

Pokud provedeme limitu » — oo, piejde Schwarzschildova metrika v Minkowského met-
riku. To je v poradku, nebot dosti daleko od centralniho télesa je casoprostor plochy.

Radialni vzdalenost

Z metriky je patrné, Ze mezi nasi soufadnici » (je urcovana z plochy koule ze vztahu
S = 47r*) a radialni vzdalenosti p plati jednoduchy vztah.

dr
dpz—l/z. (3.312)
(l—rg/r)

Vzdalenost ur€ovana pfimym méfenim neni stejna jako polomér urceny z plochy odpo-
vidajici koule. Za to mlize pokfiveni prostoru kolem centralniho télesa.

Divergence metriky

Pokud provedeme limitu » — rg, metricky koeficient u radialni soufadnice diverguje.
Pro b&Zna télesa nemiiZze takova situace nastat. Veli€ina rg, kterou nazyvame Schwarz-
schildiv polomér, ma pro nase Slunce hodnotu 3 km a pro nasi Zemi pouze 9 mm. Aby-
chom mohli divergenci pozorovat, musela by byt veskera hmotnost Slunce stlacena do
koule o poloméru 3 km a v piipadé Zemé do oblasti o poloméru 9 mm. Takovy objekt
nazyvame ¢erna dira, a jak uvidime pozdéji, z oblasti pod Schwarzschildovym polomé-
rem z takového télesa nemiize nic uniknout, dokonce ani svétlo. Cerné diry jsou zavé-
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re¢nym stadiem vyvoje velmi hmotnych hvézd (napfiklad pétindsobku nebo desetina-
sobku hmotnosti Slunce). Velmi hmotné Cerné diry (s hmotnosti milionti az miliard
Slunci) také nachazime v centrech vétSiny galaxii. Divergence metriky neni skute¢nou
fyzikalni divergenci, je zplsobena volbou soufadnicové soustavy. Pii volbé jinych
soufadnic (pokryti prostoru jinymi soufadnicovymi plochami) divergence vymizi. Lze
to ukazat na ptikladu tzv. izotropnich souradnic, kdy pitejdeme od ctvetice (¢, r, 6, )
k soutadnicim (z, R, 6, ) za pomoci transformace

’ 2
r:R[1+i] ; (3.313)
4R
dr=| 1428 || 122 |ar. (3.314)
4R | 4R

Presvédcte se, Ze vztah pro diferencial ziskdme derivovanim prvniho vyrazu. Z definice
soufadnice R je také patrné, ze

's
r=r, S RZX. (3.315)

Po dosazeni za r a dr do Schwarzschildovy metriky dostaneme

2
> ds? = 2 Mdf +(1+rg/4R)4 [dR2 +R2d92] (3.316)

(1+rg/4R)

Na prvni pohled je patrné, ze v téchto souradnicich zadna divergence pro R = r,/4 nena-
stava. Proto hovotime o tzv. odstranitelné divergenci. Pokud by pozorovatel padal do
cerné diry, na Schwarzschildové poloméru by nic zajimavého nevidél (mozna by byl
potrapen slapovymi silami). Po prichodu pfes Schwarzschildiv polomér by ale jiz
neexistovala cesta zpét. Z pohledu vnéjsiho pozorovatele jde o jakysi horizont, za ktery
neni mozné vidét. Izotropni soufadnice zavedl némecky matematik Hermann Weyl
(1885-1955) v roce 1917. Existuji i transformace k jinym soufadnicim, které¢ maji také
zajimavé vlastnosti. Metrika se napiiklad viibec nezméni pfi transformaci

R—R=r/16R. (3.317)

Zaména souradnic

Pokud by téleso bylo lokalizovano dokonce v oblasti mensi nez Schwarzschildiv polo-
mér, bude metricky koeficient u radialni soufadnice zaporny a u ¢asové kladny. Cas
a prostor si jakoby vyménily misto. To je dano tim, Ze ¢as musi byt veli¢inou plynouci
jednim jedingym smérem (monoténni funkci). Jedinou takovou funkei je ale radialni
vzdalenost, kterd se bude pod Schwarzschildovym polomérem stale zmensovat a roli
¢asu tak ,,pfevezme” radidlni soufadnice. Vné&jsi pozorovatel ale nema zadné informace
0 déni pod Schwarzschildovym polomérem a pozorovatel pod timto polomérem nema
zadnou moznost vyslat signal k vnéj§imu pozorovateli. Jde o dva svéty oddélené hori-
zontem (oblasti ve vzdalenosti Schwarzschildova poloméru). Reseni uz nebude statické,
ale bude obsahovat ¢asovou soufadnici 7.
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Laplaceovo FeSeni

Historicky prvni uvahy o mozné existenci objektl, ze kterych nemtize uniknout ani
svétlo, pravdépodobné pochazi od anglického filosofa Johna Michella (1724-1793) jiz
z roku 1783. Tehdy hovofil o temnych hvézdach (dark star). Francouzsky matematik
a fyzik Pierre Simon Laplace v roce 1798 odvodil na zékladé predstav Newtonovy me-
chaniky rozméry tohoto hypotetického télesa ze vztahu pro tinikovou rychlost

v=2GMr (3.318)

do kterého dosadil namisto tnikové rychlosti rychlost Sifeni svétla ¢ a spocetl polomer,
ktery by téleso muselo mit:

r=2GM/c* =1, (3.319)
coz je prave vztah ziskany Karlem Schwarzschildem z obecné relativity.

Reseni za pomoci LIS

Schwarzschildovu metriku lze také odvodit (ne zcela korektné) z uvah o lokalné inerci-
alnim systému, ktery pada do centralniho t€lesa. Uvazujme soufadnicovy systém S
pozorovatele, ktery je nepohyblivy vzhledem k centralnimu télesu — takovy systém je
zjevné neinercialni. Pfedstavme si dalsi systém LIS, tentokrat inercialni, ktery pada z
nekonecna k centralnimu télesu. Jeho okamzita rychlost vzhledem k centralnimu télesu

je ve vzdalenosti r rovna
v=A2GM/r, (3.320)

V padajicim LIS plati zakony specialni relativity a interval je roven (6, ¢ = const)
ds? = —c?def g +dis - (3.321)

Pti pohledu z LIS na pfedméty a hodiny v soustavé S budeme pozorovat kontrakci délek
a dilataci ¢asu, naopak pfi pohledu z nasi soustavy S se nam budou jevit zkracené tyce
v LIS a dilatované ¢asové intervaly naméfené hodinami v LIS:

dr =\1-v? /2 dry; (3.322)

dr
dt=—=5 (3.323)

V1 —v%/c?

Za rychlost dosadime z (3.320), uréime dry ;s a df; ;s a dosadime do intervalu (3.321):

ds? =—¢? (1—@}# +dr2/ (1—2GMJ , (3.324)

cr C'zl"

coz je Schwarzschildova metrika pro konstantni tthlové soufadnice.

Pohyb svétla v radidlnim sméru

Predstavme si, ze ve vzdalenosti 7y od centralniho télesa vySleme v Case ¢, v radialnim
sméru fotony (jeden ven a druhy smérem k centralnimu télesu):
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Obr. 3.39: Pohyb svétla v radidlnim sméru

Rovnice pohybu fotonu ds® = 0 dé pii radialnim pohybu (¢ = @ = const) v piipadé Sch-
warzschildovy metriky vztah

2 2 dr?
—c"(I=rg/r)dt” +———=0
(1=ry/r)
2
dr 3 =’ =
(1=ry/r)
d (3.325)
T —tedt =
(1=ry/r)

odkud integraci (Citatele i jmenovatele vynasobime r a rozlozime na parcialni zlomky,
tj. odecteme a pficteme r,) ziskdme

r—ry
r—ro+rln =xc(t—tg) (3.326)
ro =Ty
neboli
r=ry
r=rotc(t—ty)—ryln . (3.327)
FO —rg

Znaménka predstavuji fotony letici ven (+) nebo do (—) ¢erné diry. Logaritmicky ¢len je
disledkem zakfiveni casoprostoru. Daleko od cerné diry (r, ry —o0) je logaritmus na
pravé stran¢ nulovy a jde o feseni specialni relativity. Ur¢eme nyni dobu letu fotonu z rq
do r:

1 r—r
At=t—ty=%—|r-ro+rn £ 1. (3.328)
c ro =Ty

Horni znaménko plati pro foton letici ven, dolni znaménko pro foton letici do cerné
diry. Spo¢téme nyni dobu letu fotonu na Schwarzschildiv polomér (» — r,). Znaménko
je zaporné, logaritmus konverguje k —eo a casovy interval je nekonecny. Pro vnéj$iho
pozorovatele bude trvat pad fotonti (a samoziejmé i jinych téles) do cerné diry neko-
necné dlouho. Dilatace Casu je zde dovedena do extrému. Jakékoli téleso padajici do
¢erné diry do ni ve své soustavé dopadne v konecném case. Pro vnéjsiho pozorovatele
ale bude ¢asovy interval potiebny k padu nekone¢ny.

Re$me nyni opaénou situaci. Pro foton vystupujici z horizontu ¢erné diry je ro — Ty,
plati kladné znaménko, logaritmus konverguje k +eo a asovy interval je opét neko-
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necny, a to dokonce pro kazdé koncové r. Fotonu by tnik z horizontu i do nepatrné
vzdalenosti od né¢ho trval nekonecné dlouho. Jinymi slovy, zadny foton z horizontu
nebo oblasti pod nim nemlze uniknout. Pokud pocate¢ni nebo koncovy stav nelezi na
horizontu (na Schwarzschildové poloméru), je doba putovani fotonu kone¢na.

3.6.2 Diagramy vnoreni

Ctyirozmérny pokfiveny svét si Ize jen obtizné predstavit. Proto existuje matematickéa
technika, kterd umoziuje zobrazit tento svét na dvojrozmérnou pokiivenou plochu.
Hovotime o tzv. diagramu vnoteni (embedding diagram). V prvnim kroku polozime dvé
ze Ctyf soutadnic konstanté. V intervalu tak zbudou uz jen diferencialy a funkce dvou
soufadnic. Zbyly interval chapeme jako kvadrat vzdalenosti na dvojrozmérné plose
vnofené do eukleidovského 3D svéta. Celou proceduru si ukaZeme na Schwarzschildove
geometrii, kde nds nebude zajimat casovd osa (polozime ¢=1,) a uhel 0 (polozime
6 =m/2, tj. budeme sledovat rovnikovou oblast):

2
ds? =L+r2d(p2. (3.329)

(l—rg/r)

V principu bychom mohli ponechat i ¢asovou osu a jednu z prostorovych (naptiklad
u gravitacnich vin, kde je vInéni v Case podstatné). NapiSme nyni obecnou rovnici
dvourozmérné plochy v kartézském prostoru:

z=f(x,y). (3.330)

V naSem piipadé sféricky symetrického télesa nas budou zajimat jen rotacni plochy
z = f(r). Pokud vyuzijeme standardni polarni/valcové soutfadnice, bude v kartézské sou-
stavé na nasi pokfivené plose platit

ds? = dx? + dy? +dz22,
ds® =dx? +dy* + /7 dr?,
ds® =dr? +r2d@? + [ dr?
ds? :(1+f'2)dr2 +r2dg?.

(3.331)

Céarka znamena derivaci podle proménné r. Vztahy (3.330) a (3.331) nijak nesouvisi
s pokfivenym svétem obecné relativity, jsou jen vyjadfenim elementu délky rotacni
plochy z =f{r) v 3D eukleidovském prostoru. Nyni budeme piedpokladat, ze je (3.329)
koresponduje s néjakou plochou v kartézském prostoru (x, y, z). Porovnanim s (3.329) s
mame podminku

1+ 72 =

. 3.332
l—rg/r ( )

Snadno ur¢ime, ze

(3.333)
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A integraci mame

f=]

'e
dr, (3.334)
r —rg

Sy = J4r, (r=r) - (3.335)

Jde o rovnici rotacni plochy v 3D, ktera svym zakiivenim odpovida prostoru kolem
¢erné diry. Pov§imnéte si, ze pro » — o plocha spravné ptechazi v rovny Casoprostor
apro r — r, plocha kon¢i, ddle neni protaZitelnd (neexistuje pro r <ry). Na druhou
stranu pro r=r, neni na ploSe zadna singularita, jak bychom mohli ocekévat z tvaru
Schwarzschildovy metriky. Ze zavedeni izotropnich soufadnic uz vime, Ze je tato sin-
gularita odstranitelna.

ar”

Obr. 3.40: Diagram vnoreni pro Schwarzschildovu geometrii

Einsteinuv-Rosentv most

Pokud do vztahu (3.335) dosadime izotropni soutfadnice (3.313), bude stejna plocha
popsana jako

(3.336)

Pfipomenime, Ze R = r,/4 odpovidd v piivodnich soufadnicich horizontu, tj. » = r,. Tato
plocha jiz nemd omezeni jen pro R >r,/4, ale je mozné ji zakreslit i pro parametr
R € (0, ). Pro hodnoty R — o a R — 0 plocha limitn¢ ptfechazi v rovny ¢asoprostor:

Takové feSeni pfipomina most mezi dvéma plochymi Casoprostory. Podrobné ho
studovali v roce 1935 némecky fyzik Albert Einstein (1879-1955) a americko-izraelsky
fyzik Nathan Rosen (1909—1995), proto se mu tika Einsteiniiv-Roseniiv most (pozdéji se
feSeni zacalo oznacovat jako cervi dira). V principu by bylo mozné, aby se téleso, které
spadlo do ¢erné diry, vynorilo v jiné oblasti Casoprostoru, kterou nazyvame bila dira.
Tato ¢asoprostorova zkratka by umoznila cestovani mezi dvéma vzdalenymi oblastmi
vesmiru bez nutnosti piekroc€it rychlost svétla.
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Obr. 3.41: EinsteinGv-Rosenlv most — diagram vnoreni

Uvedeny diagram vnofeni je ovSem feSenim ve fixnim ¢ase. Jeho dynamickou analyzu
(viz Obr. 3.43) provedli americti fyzici Robert Fuller (*1936) a John Archibald Wheeler
(1911-2008) v roce 1962. Ukazalo se, ze jde o feSeni nestabilni, které se zaskrti rych-

swrow

leji, nez jim prolétne nejrychlejsi castice, tj. foton.

nas vesmir Zemé

Obr. 3.42: EinsteinGv-Rosenliv most jako ¢asoprostorova zkratka

Cervi diry se staly natolik popularnimi, Ze bylo jen velmi obtizné se jich vzdat. Mozna,
ze by kvantové procesy mohly umoznit protunelovani castice z jedné oblasti do druhé.
Z hlediska obecné relativity je ovSem Cervi dira postavena na Schwarzschildové metrice
nepruchozi. Byla ¢inéna fada pokust s jinymi metrikami, které sice vedou na prichozi
Cervi diry, ale za nefyzikalnich podminek. Jednim z piikladi je jednoducha metrika
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ds? =—c2d? +dp® +(a* + pz)[dé’z +sin? @ d(pz] , (3.337)

kde ¢ je soufadnicovy cas, p je skutecna radialni vzdalenost, € a ¢ jsou sférické uhlové
soufadnice a a je n¢jaka konstanta. Na prvni pohled je vidét, ze metrika piechazi pro
p — +oo v metriku plochého ¢asoprostoru. Z rozboru dynamiky je zjevné, Ze se jedna
o prichozi cervi diru. Pokud spocteme Christoffelovy symboly, Riemanntiv tenzor
kiivosti a sestavime Einsteinliv gravitacni zakon, zjistime, ze tato metrika vyzaduje
nenulovy tenzor energie a hybnosti se zapornou hustotou energie.

QAL ™ 7 QAL ™ Al D~ 7 LD N SAdl>

- A M A

Obr. 3.43: Dynamika Einsteinova-Rosenova mostu

V roce 2012 vyvinula skupina kolem amerického teoretika Kipa Thorna jinou techniku
zobrazovani zakfiveného Casoprostoru, nez jsou diagramy vnofeni. Vyuzivaji k tomu
soustavu dvou linii, tzv. virovych ¢ar (vortex lines) a tahovych Car (tendex lines). Virové
¢ary znazornuji krouceni Casoprostoru a tahové ¢ary jeho natahovéani a stlaovani. Tyto
»cary* podle autord nazorné vystihuji chovani asoprostoru.

3.6.3 Cerné diry

Velmi zajimavou predpovédi obecné relativity byla existence ¢ernych dér. Dnes zname
takovych objektl obrovské mnoZzstvi. Mohou vznikat v zavére¢nych fazich velmi hmot-
nych hvézd, kdy hrouceni hvézdy nezastavi ani tlak degenerovaného elektronového
plynu (pak by vysledkem byl bily trpaslik), ani degenerované¢ho neutronového plynu
(pak by vznikla neutronova hvézda). Cerné diry tohoto druhu maji typicky hmotnost
v rozsahu 5+10 Ms. kde Mg je hmotnost Slunce 2x10*” kg. Ve stiedech galaxii existuji
obii ¢erné diry (velediry) s hmotnosti v rozsahu 10°+10° Ms. Hmotnost Gerné diry ve
sttedu nasi Galaxie je 4x10° Mg, nejvétsi znamou potvrzenou hmotnost (7,5x10° Ms) méa
cerna dira v centru galaxie M87 ze souhvézdi Panny. Plvod cernych dér ve stredech
galaxii neni pfesn¢€ znam.

Predstava cerné diry jako mrtvého neaktivniho objektu neni spravna. Nad posledni
stabilni orbitou mohou ¢ernou diru obihat objekty stejnym zplsobem jako jakékoli jiné
téleso o dané hmotnosti. Kolem ¢erné diry ve stiedu nasi Galaxie napfiklad obiha cela
hvézdokupa. V té€sné blizkosti obiha plyn a prach, ktery pada po spirale do cerné diry.
Vnitinim tfenim se obihajici material rozzhavi a je v plazmatickém skupenstvi. Vytvari
se tak tzv. akrecni disk, ktery pronikave zati ve vSech oborech spektra véetné rentgeno-
vého. Vné akreéniho disku je plynoprachy torus. V akrecnim disku byva silné magne-
tické pole, které vytvari ve sméru rotacni osy ¢erné diry (rotujici ¢erna dira je popsana
Kerrovou metrikou) magnetické trubice, v nichz skon¢i ¢ast ¢astic padajicich do Cerné
diry. Zachyceny jsou samoziejmé jesté nad Schwarzschildovym polomérem a vyvrZeny
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trubicemi od ¢erné diry v podobé dvou vytrysku relativistickych ¢astic. Vytrysky inten-
zivné zafi, interaguji s okolim a na jejich koncich se vytvareji typické radiové laloky.

Prvni hvézdnou Eernou diru identifikoval anglicky astronom Paul Murdin v roce
1971 v souhvézdi Labuté v blizkosti hvézdy y Cyg. Zde byl jiz od roku 1964 znam
intenzivni rentgenovy zdroj. Nakonec se ukazalo, ze ptivodcem je ¢erna dira o hmot-
nosti 8 Mg, kterd se nachazi ve vzdalenosti 6 000 ly. Prvni galaktické ¢erné diry byly
nalezeny Hubblovym vesmirnym dalekohledem v roce 1992. Jednou z nich je ¢erna dira
ve stfedu galaxie NGC 4261. Jeji hmotnost je priblizné 400x10° Ms, samotny akre&ni
disk ma hmotnost 10° Mg, délka vytryski je 88 000 ly, primér 60 au, vzdalenost od nas
100x10° ly. Prvni fotografii t&sného okoli ¢erné diry (v centru galaxie M87) potidila
radioteleskopicka sit EHT (Event Horizon Telescope) v roce 2019.

Cerna dira si pfi vzniku ponechava jen informaci o hmotnosti, momentu hybnosti
a naboji: M, b, Q = const. VSechny ostatni atributy hmoty (dip6lové, kvadrup6lové mo-
menty, rizna kvantova ¢isla) jsou pfi prichodu horizontem zapomenuty. Tento teorém
poprvé zformulovali Brandon Carter, Werner Israel, David C. Robinson a Steven Haw-
king. Casto se nazyvé ,;no hair* teorém (v Geském piekladu bychom mohli Fici “Cernd
dira nemé zadné vlasy”), tj. neponechava si ze svého pivodniho zivota téméf zadné
vlastnosti. Podle hodnot téchto tii atributi délime ¢erné diry na:

1. Schwarzschildovy cerné diry: Maji nenulovou hmotnost, nulovy moment
hybnosti a elektricky naboj. Kazdy zkolabovany nerotujici objekt se stane
Schwarzschildovou ¢ernou dirou.

2.  Kerrovy cerné diry: Maji nenulovou hmotnost a moment hybnosti. Jde o vys-
ledek kolapsu rotujicich objektl, typickym jevem je existence ergosféry — ob-
lasti mezi statickou mezi (svétlo ani ¢astice se za ni nemohou pohybovat proti
sméru rotace) a Schwarzschildovym polomérem. Metriku téchto objektti popr-
vé spocital novozélandsky matematik Roy Kerr.

3. Reissnerovy-Nordstrémovy cerné diry: Nejobecnéj§i mozna teoretickd forma
Cerné diry s nenulovym nabojem, metriku v okoli tohoto objektu spocetli
némecky fyzik Hans Reissner a finsky fyzik Gunnar Nordstrom.

Ve vesmiru se pievazné vyskytuji Kerrovy ¢erné diry, tj. rotujici ¢erné diry. Neni znam
pfipad cerné diry s nenulovym nabojem. Schwarzschildovo feSeni limitné prechazi do
plochého Casoprostoru. V roce 1933 feSeni zobecnil britsky matematik a kosmolog
tureckého pivodu George McVittie. Jeho metrika prechazi ve velké vzdalenosti do
metriky expandujiciho vesmiru. V roce 1993, ukazal irsky matematik a teoreticky fyzik
Brien Nolan, ze v McVittiové feSeni neni centralni singularita nutna. V roce 2019 se
ukazalo, Ze forma latky uvnitf, kterd zabrani tvorbé singularity, by mohla byt tvofena
kvantovymi fluktuacemi vakua. VSechna takova feSeni maji ale nutn¢ ¢asové promén-
nou hmotnost, nebot’ vakuové fluktuace se s expanzi nezied'uji, ale jejich energie ¢i
hmotnost se zvétSujicim se objemem roste. Zakon zachovani energie v expandujicim
vesmiru neplati, je narusena symetrie vic¢i posunuti v ¢ase. Nartistu hmotnosti ¢ernych
dér vlivem expanze se fika kosmologicka vazba Cernych dér.

Skupina devatenacti védcl pod vedenim Duncana Farraha ukazala v roce 2023, ze
by nartist hmotnosti ¢ernych dér zpiisobeny obycéejnou (zpomalujici se) expanzi vesmiru
mél dokonce vést ke zrychlené expanzi, viz [64]. Tym vyuzil celkem pét souboru
galaxii z celooblohovych piehlidek a pokusil se nardst hmotnosti ¢ernych dér prokazat.
Zda se, ze vysledky nejsou s timto tvrzenim v rozporu. Za jakou ¢ast zrychlené expanze
by mohly byt ¢erné diry odpovédné, pokud viibec za né&jakou, neni ale jasné.
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Hvézdné Cerné diry maji extrémni primérnou hustotu. Toto ale nemusi platit
o obrich cernych dérach v centrech galaxii. Primérnou hustotu Cerné diry mutzeme
odhadnout tak, Ze za rozmér dosadime Schwarzschilddv polomér:

M M 3M _ 31
V. Anpl3 4m(GMIc*) 322G M*

(3.338)

Jde o priumérnou hustotu pro vnéjsiho pozorovatele. Vnéjsi pozorovatel se nikdy neo-
citne pod horizontem cerné diry, aby tuto hustotu vnimal. Hustota velmi hmotnych
¢ernych dér mize byt nizka. Jejich extrémni vlastnosti jsou dany jejich celkovou hmot-
nosti a malymi rozméry horizontu, nikoli hustotou.

Podle vypocti Stephena Hawkinga by latka v ¢erné dife nemusela byt uvéznéna na
véky. Kvantové procesy mohou zpisobit tunelovani Castice z ¢erné diry do okolniho
prostoru. Tento jev lze z jiného uhlu pohledu popsat jako kreaci pari ¢astice a anticastice
vné horizontu ¢erné diry, kdy posléze jeden z ¢lenti paru skonci v ¢erné diie a druhy se
vynofi nad horizontem. Oba pohledy (tunelovani, pary) jsou ekvivalentni. Pro hvézdné
i obii cerné diry je takovy proces velmi pomaly a vypafeni erné diry by trvalo mnoho-
nasobné déle, nez je dnesni stafi vesmiru. Odhadované Casy jsou v nasledujici tabulce.

téleso hmotnost horizont hustota doba vypareni
kdmen 1kg 107 m 10 gem™ 107's
Zemé 6x10”* kg 9 mm 107 gecm™ 10 let
Slunce 2x10%% kg 3 km 10" gem™ 10% let
jadro galaxie 10® M 2au 1.82¢g em™ 10% let
galaxie 10" Ms 301y 107 g cm™ 10% let

Obr. 3.44: Typicka Cerna dira s plynoprachym torem (tmava cast), akre¢nim diskem (svétla cast)
a dvéma vytrysky (ve viditelném svétle nejsou vyrazné). Zdroj: NASA.
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3.6.4 Pohyby ve Schwarzschildové geometrii

Lagrangeova funkce
Pohyb c¢astic bychom méli pocitat z rovnice geodetiky. Tu lze upravit do tvaru Lagran-
geovych rovnic

== = 0. (3.339)
dz 9i#  axH

Tecka znamend derivaci podle vlastniho Casu 7, kterym je parametrizovéna svétocara
x#(t) Castice. Pokud jde o fotony, Ize jako parametr svétocary namisto vlastniho Casu
vyuzit vlastni délku trajektorie 4. Potom maji Lagrangeovy rovnice tvar

— = _Z 0 (3.340)

a tecka je derivace podle parametru 4. Lagrangeova funkce, ktera vede na spravné po-
hybové rovnice, je jakymsi zobecnénim kinetické energie
1 Y 1ds?
L=—g,,— =——F.
2 dA dA  2da°

(3.341)

Pokud jde o hmotnou ¢&astici, vyuzijeme jako parametr vlastni ¢as, pokud jde o svétlo,
bude parametrem vlastni délka trajektorie. Potencialni energie se v Lagrangeové funkci
nevyskytuje, protoze gravitacni pusobeni je pfevedeno na zakfiveni Casoprostoru, tedy
do metrickych koeficientli g,,. Hmotnost ¢astice se v Lagrangeové funkci také nevy-
skytuje — pohyb v gravitaci na jeji hmotnosti nezalezi (pokud neni tak velika, aby sama
vyrazné zakiivovala ¢asoprostor kolem sebe). Ciselny koeficient % vynechame, tj. pro

vypocet pohybu ¢astic budeme pouzivat Lagrangeovu funkci
2
L= ds—z . (3.342)
da

Nékdy se vyuziva i jina Lagrangeova funkce

_Aqe2
L= /d‘; ) (3.343)

Pokud je parametrizace volena tak, aby ds’/dA* bylo konstantni (to spliiuje napiiklad
vlastni &as, protoze plati ds*/de” = —c*de*/de® = —c), jsou obé& funkce skalarem (kon-
stantou) a vedou na stejné pohybové rovnice. Ukazme, ze za tohoto pfedpokladu vede
kvadrat Lagrangeovy funkce na stejné rovnice, jako funkce samotna:

afar) o,
dAl ax# ) oxH

dAl o ox*

X
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i(a_Lj _9L
dA\ox# ) ox* .

V nasich vypoctech budeme vyuzivat jednodussi podobu Lagrangeovy funkce (3.342).

Efektivni potencial a pohyby castic

Vypocet pohybu Castice budeme provadét v roviné 6 = z/2. Interval a Lagrangeova fun-
kce budou mit tvary

I3 2
ds? = —¢? [1——g] dr? +L+r2d(p2, (3.344)
V4 ¥,
1--£
r
7 .2
L:—cz(l—ﬁ}'% 2 (3.345)
Vd ¥,
1--£
r

o
droi o

doL . (3.346)
dzdg J¢

ddL_oL_,.

dr o7 Oor ’

Cilem je urcit funkce #(z), ¢(7) a 7(z). Prvni dvé rovnice povedou na zakony zachovani.
To je patrné uz z tvaru Lagrangeovy funkce, kde jsou ¢ a ¢ cyklické proménné, tj. v L se
nevyskytuji. Prvni dvé Lagrangeovy rovnice daji

.
%=const; = [1——‘5}:1(; (3.347)

7

L const; = Pp=t. (3.348)
I

Prvni rovnice je zobecnénym zédkonem zachovani energie, druha rovnice je zdkonem
zachovani momentu hybnosti. Veli¢iny %, ¢ jsou konstanty, { ma vyznam momentu
hybnosti vztazeného na jednotku hmotnosti. Lagrangeova rovnice pro radialni smér je
diferencialni rovnici druhého tadu, hybnost v radialnim sméru se nezachovava. Tuto
Lagrangeovu rovnici Ize ale nahradit rovnici ds* =—c*d7’, ze které mame pro vyvoj
radialni slozky okamzité
2
&2 o (3.349)
dr?

.2
—c? (1—rg /r)i2 + 1—rrg -

+r7¢t =—c?. (3.350)
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Po dosazeni za £ z (3.347) a za ¢ z(3.348) dostaneme:

> i Vg (r) = (K =1); (3.351)
2 2 .

> Ve () zf_z_—f—cz £, (3.352)
r r r

Vztah (3.351) je obdobou klasického zakona zachovani energie. V efektivnim poten-
cialu jsou zastoupeny (na rozdil od klasické fyziky) &leny 1/r, 1//* a 1/r*. Snadno
dopocteme posledni rovnici pro parametricky vyvoj radialni soutadnice (7):

F=t? (6 =)=V (1) . (3.353)

Je zjevné, Ze se pohyb miize konat jen tam, kde ¢*(k*~1) > V.. Tvar grafu efektivniho
potencialu zavisi na hodnoté momentu hybnosti €. Pro stfedni hodnoty momentu hyb-
nosti £ ma efektivni potencial dva extrémy. Prvni z nich je maximum a znamena nesta-
bilni orbitu.

Vege 4

zachyt ..

Obr. 3.45: Efektivni potencial pro stfedni hodnotu momentu hybnosti

Kolem ¢erné diry zpravidla rotuje Zhavy plazmaticky material, ktery vytvaii tzv. akrecni
disk. Posledni stabilni orbita se nachazi na vnitini strané tohoto akre¢niho disku. Druhy
extrém je stabilni kruhova orbita v blizkosti ¢erné diry. Z pribéhu potencialu je patrné,
ze zde existuji i eliptické orbity. Pro malé hodnoty momentu hybnosti tomu tak ale neni.
Najdéme nyni extrémy z podminky

2 2
d| e C°r 7,

- g_c2g =0 5
dl"r r3 r

(3.354)

czrgr2 —2€2r+3€2rg =0

Odsud snadno nalezneme oba extrémy:

a0t =370
, (3.355)

Mensi z obou kofend je nestabilni maximum. VéEtSi z obou kotfend je stabilni kruhova
orbita, ktera existuje za podminky
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1> 23c%r; (3.356)
Pro mezni hodnotu momentu hybnosti mé posledni stabilni kruhova orbita polomér
2.2
0?2 3ccr,
H=—m—=—t=3 (3.357)
cry

Posledni stabilni kruhova orbita pohybu ¢astic tedy existuje na r = 3r,.

Pohyb svétla

Pohyb svétla na pozadi Schwarzschildovy geometrie budeme parametrizovat vlastni
délkou trajektorie. Lagrangeova funkce bude mit opét tvar (3.345), nicméné teCka nyni
znamena derivaci podle vlastni délky A. Rovnice pro ¢ a ¢ opét povedou na zakony za-
chovani (3.347) a (3.348), ze kterych mzeme poditat parametricky vyvoj téchto pro-
ménnych:

> de__k . (3.358)
dA  1-ry/r
dp ¢
> ¢o_L 3359
a2 (3.359)

Namisto posledni Lagrangeovy rovnice pro vyvoj radialni soufadnice mizeme vyuzit
jednodussi rovnici pro pohyb svétla

ds? =0, (3.360)
ktera po parametrizaci vlastni délkou A vede na
2
rar
—c* (1—i]t2 +— 412 =0. (3.361)
) dd ¢
1--&
r

Po dosazeni za 7z (3.358) aza ¢ z(3.359) dostaneme:
P+ Ve (r) = 7k (3.362)

2 (1-r,/
Vegr () EM. (3.363)

r

Efektivni potencidl ma o néco jednodussi podobu nez u hmotné castice. Pro vyvoj
polohy mame z (3.362) rovnici:

dr _
di

Z rovnic (3.358), (3.359) a (3.364) je mozné vhodnou numerickou metodou dopocitat
svétocaru pohybu svétla ve Schwarzschildové metrice. Vztah (3.362) je opét obdobou

zakona zachovani energie. Z rovnice (3.364) je ziejmé, ze se pohyb mutize konat jen tam,
kde Czk2 > Veff.

> + Pk Vo (r) . (3.364)
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Kruhova orbita fotoni

Kruhovou orbitu nalezneme z podminky

e _ , (3.365)
dr
ze které plyne
3
r==re (3.366)

Zjevné jde o nestabilni trajektorii, nebot’ efektivni potenciadl ma v tomto misté¢ maximum.

A
Vetr

Obr. 3.46: Efektivni potencial pro fotony

Ve Schwarzschildové geometrii se fotony ve vzdalenosti 1,5 r, od centra budou pohy-
bovat po nestabilnich kruhovych orbitach. Pfi jakékoli poruse zacnou bud’ po spirale
padat do erné diry, nebo se naopak vzdalovat. Re§me nyni skuteény pohyb fotonii
v okoli hmotného télesa, naptiklad naseho Slunce.

Ohyb svétla

Pohyb fotonu v okoli hmotného sttedu M popiseme polarnimi soufadnicemi (1) a g(4).
Soufadnice » je vzdalenost fotonu od hmotného stfedu a soufadnice ¢ je ihel odecitany
od pericentra. Nejblizsi vzdalenost fotonu od hmotného stfedu ozna¢ime R, a zamérny
parametr b.

Obr. 3.47: Ohyb svétla v okoli hmotného objektu

Z obrazku je patrné, Ze pro uhel « plati (z vyznaceného Sedého trojuhelniku)
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cosa=£, (3.367)
A

sing="92 (3.368)
A

Pokud nas bude zajimat jen prostorova trajektorie fotonu, vystaéime s pohybovymi rov-
nicemi

dp ¢
—=— 3.369
FYR ( )
dr 2,2
- k2 =V (r) . (3.370)

Vyznam integra¢nich konstant £ a ¢ dopocteme piimo z pohybovych rovnic. Vzhledem
k tomu, Ze jde o konstanty, miZeme si pro jejich vypocet vybrat kterykoli bod trajek-
torie. Konstanty uréime v situaci, kdy je foton daleko a k ohybu jesté nedoslo ( — —oo,
7 — 0):

2
czk2=f2+f/eff(r)=(%j Ve () =cos? a+ Vo (r) = 1+0=1.  (3.371)
r—>oo
0=292_ 199 Gna=b. (3.372)
- da

Konstanta ¢ ma tedy dva vyznamy: jednak jde o moment hybnosti vztaZzeny na jednotku
hmotnosti, a jednak o zamérny parametr b. Vysledné pohybové rovnice fotonu jsou

> === (3.373)

> % =+ 1V (r) . (3.374)

Rovnice miZzeme samoziejme fesit numericky, my ale najdeme analytické feseni ales-
poit v limité slabych poli (malého ohybu paprsku). Jesté predtim ale nalezneme dulezity
vztah mezi konstantami b, M a vzdalenosti v pericentru R,. V pericentru je vzdalenost
od centra nejmenst, tj. plati dr/d4 =0 a z rovnice (3.374) mame okamzité

Verr (Rp) =1, (3.375)
po dosazeni za efektivni potencial (3.363) mame vysledny vztah

> b (1=ry/Ry) = R5 » (3.376)

kde b je zamérny parametr, R, vzdalenost v pericentru a ve Schwarzschildové poloméru
7y je obsazena hmotnost télesa, kolem kterého dochazi k ohybu svétla. Pokud néas bude
zajimat jen celkovy uhel ohybu, nemusime fesit ob& rovnice (3.373) a (3.374). Z jejich
podilu plyne
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de b/r?
=t (3.377)
r J1I=Ver (r)
Po separaci proménnych a nasledné integraci mame
s
Ap=g. -0, =2j—dr. (3.378)
Ry N1 Verr (7)

Pohyb paprsku je symetricky vzhledem k pericentru, proto provanime integraci jen z pe-
ricentra do nekoneéna a vyslednou hodnotu zdvojnasobime. Do vztahu nyni dosadime
efektivni potencial a dostaneme

oo 2
A(p=2jl/;dr. (3.379)

- |
Ro b2 = 45
273

Ve vztahu jsou obsazeny konstanty R, a b, ty jsou ovSem navzajem pieveditelné, proto
je vhodné pouzit jen jednu z nich. Z (3.376) vyjadiime b *:

ol 2
Ap=2 | lr dr. (3.380)

Ry |[p2_ . p3_1 Tg
\/RO rgRO ’,.2 + r3 .

V integraci zavedeme substituci
u=lr, (3.381)

po niz integral piejde do finalniho vztahu

> Ap=2 |

(3.382)

Integraci je mozné samoziejmé& provést numericky. Nicméné€ pro malé hmotnosti
sttedového télesa nalezneme i analytické feSeni. Rozdil uhla zavisi na hmotnosti télesa,
integrace ma tvar

1R

Ap=2 j Fu,ry)du. (3.383)
0

Zavislost na hmotnosti je obsazena ve Schwarzschildové poloméru r,. Pro malé
hmotnosti provedeme Taylortv rozvoj

1R, /R,
A(p:zj F(u,O)du+2I F'(u,0)r, du+-, (3.384)
0 0

kde carka oznacuje parcidlni derivaci podle proménné r,. Prvni piispévek odpovida
situaci, kdy je hmotnost télesa nulova, paprsek by se tedy mél pohybovat po piimce.
Druhy ptispévek je linedrni v hmotnosti télesa. Poderivaci a dosazeni r, = 0 mame
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1/Ry 1/Ry -3 3
R —
A(pzzj%wg [ — L dutoe (3.385)
0 Ry —u 0 [ 2 —uz]
Vyrazy snadno upravime:
1Ry 1/Ry 3
1-(R
Ap=2R, | d—”2+rg %dm..-. (3.386)
01— (Rou) 0 [1—(Rou)2}

V prvnim integralu provedeme substituci & = Ryu a ve druhém sin § = Ryu:

d& Yo 2 sin® &
Ap=[-ds T2 - dg +--- 3.387
¢ J; 11_52 +R0 '([Loszf cos® & ¢+ ( )

Prvni integral vede na arcsin &, prvni ¢len druhého integralu na tg &, u posledniho ¢lenu
1ze nalézt primitivni funkci dalsi substituci ¢ = cos &

1

/2
A(p:[arcsiné’]l +ri tgé’—#—cosf ’ +e (3.388)
0 R, cosé 0
Abychom se vyhnuli divergujicim vyraziim, slou¢ime prvni dva ¢leny v druhé integraci:
r . _ /2
Ap=rale|SETL el (3.389)
Ry| cos 0
Vysledek je
Ap=7+2ry IRy +-+ (3.390)

Prvni prispévek odpovida rovnému paprsku (nulovd hmotnost télesa, zadny ohyb).
Druhy ¢len je zptisoben ohybem paprsku, ktery prosel ve vzdalenosti R, od pericentra.
Velikost thlu ohybu paprsku kolem hmotného t€lesa v limité slabych poli tedy je

2r,
> y=—2= 4GM_ (3.391)
2
Ry R,

Vztah (3.391) je dulezitym disledkem obecné relativity. Pokud spocitime ohyb paprsku
pomoci volné padajicich lokalné inercialnich soustav ¢i Givah zalozenych na newtonov-
ské fyzice, dostaneme poloviéni hodnotu. Pro paprsky vzdalenych hvézd prochazejicich
tésné nad povrchem naseho Slunce (Ry = 700 000 km, M = 2x10* kg) vyjde hodnota

7 =1,745". (3.392)

Polohy hvézd v blizkosti slunecniho disku je mozné mefit na snimcich pofizenych pfi
zatméni Slunce. Poté je tfeba je porovnat s polohami zméfenymi v obdobi, kdy Slunce
v dané oblasti neni (naptiklad po ptl roce, kdy je dana oblast na no¢ni obloze). Prvni
takové méteni provedl sir Arthur Stanley Eddington (1889-1953) v roce 1919. Uspofta-
dal expedici za zatménim Slunce, jejiZ jedna ¢ast méfila na Princové ostrové v zapadni
Africe a druhd v Sobralu v Brazilii. Platnost obecné relativity Eddington ovéfil s rela-
tivni pfesnosti 20 %.
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3.6.5 Gravita¢ni ¢ocky

Vhodny objekt mezi nami a zobrazovanym predmétem, napiiklad hvézdou nebo galaxii,
miize zpusobit ohyb svétla. Mezilehly objekt funguje jako gravitaéni ¢ocka. Myslenka
gravitanich ¢oc¢ek pochazi od ruského fyzika Oresta Chvolsona (1852-1934), ktery
o nich uvazoval v roce 1924 a jako prvni publikoval moznost jejich existence. V roce
1936 provedl orientaéni vypocéty tykajici se gravitaénich ¢ocek Cesky astronom a peda-
gog FrantiSek Link (1906-1984). Svou praci publikoval ve francouzském casopise,
ktery ale komunita zabyvajici se obecnou relativitou necetla. Ve 30. letech o gravitac-
nich ¢ockach premyslel také cesky inzenyr Rudi W. Mandl (1894—-1948), ktery na moz-
nost jejich existence upozornil Alberta Einsteina. Albert Einstein spocital v roce 1936,
ze se takovy objekt zobrazi jako vicenasobny, v idedlnim pripad¢ jako prstenec. Vy-
pocty Einstein na zddost Mandla publikoval na konci roku 1936 v Casopise Science.
Sam FEinstein nevéfil, ze by podobny jev mohl byt né€kdy pozorovatelny. Einstein
o existenci gravitacnich ¢oCek uvazoval uz vroce 1912, jak doklada jeho pracovni
dennik, ale vypocty tehdy nepublikoval.

J073728.45+321618.5 J095629.77+510006.6 J120540.43+491029.3 J125028.25+052349.0

Obr. 3.48: Einsteinovy prstence fotografované Hubblovym dalekohledem.
Zluty objekt uprostted je mezilehla ¢ockujici galaxie.

zddanlivy obraz

)

hvézda ¢otka pozorovatel
(hmotnost M)

Obr. 3.49: K vypoctu poloméru Einsteinova prstence

Hvézdu, ktera by byla v zakrytu za objektem o hmotnosti M, uvidime podle obrazku
jako prstenec s thlovym polomérem a. VSechny tihly jsou malé, proto mizeme psat

_Ro

a

o (3.393)
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R
p=="2, (3.394)
b
Pro thel ohybu plati
4GM
7= f , (3.395)
c°Ry
y=a+p. (3.3906)

Posledni 4 rovnice mizeme chapat jako soustavu rovnic pro proménné a, f, x, Ro.
Postupnou eliminaci proménnych S, y, Ry ziskame finalni vztah pro uhlovy polomér
Einsteinova prstence

b 4GM

| 4 o=
a(a+b) 2

(3.397)

vvvvvv

nasobné obrazy (napfiklad Einsteindv kiiz, viz obalka) ¢i oblouky. Prvni gravitacni
¢ocka byla objevena v roce 1979 pii pozorovani kvazaru QSO 0957+561. Objekt mél
magnitudu 17, ¢erveny kosmologicky posuv z = 1,405 a jeho obraz byl efektem gravi-
tacni Cocky rozdvojeny. Objekt objevil anglo-americky tym (Dennis Walsh, Robert
Carswell a Ray Weyman) dvoumetrovym dalekohledem Arizonské observatofe na Kitt
Peaku. Prvni Einsteintiv prstenec byl objeven vroce 1988 u radiového zdroje MG
1131+0456. Casté jsou obrazy galaxii zdeformovanych mezilehlou kupou galaxii do
charakteristickych obloukti. Dnes se gravita¢ni ¢ockovani vyuziva k rekonstrukei rozlo-
zeni temné hmoty, ktera deformuje obrazy vzdalenych galaxii nebo k objevu exoplanet,
které spolu s matefskou hvézdou charakteristicky deformuji svétlo vzdalenéjsi hvézdy,
pokud prochazeji mezi ni a nami (tzv. efekt gravitaéni mikrococky).

= paprsky

Obr. 3.50: Cockovani mezilehlou kupou galaxii. Zdroj: NASA/ESA.
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Mikrococky

V Einsteinovych dobach nebyla pozorovaci technika na takové urovni, aby mohla gra-
vita¢ni Cocky objevit. Dnes umime pozorovat i ¢ockovani zptisobené mnohem mensimi
télesy, nez jsou mezilehlé galaxie. Maze jit napiiklad hvézdu piechazejici pred jinou
hvézdou. Svit vzdalengjsi hvézdy je zesilen mezilehlou hvézdou. Jev je samoziejmé
malo Casty, ale pii sledovani obrovského mnozstvi hvézd v riznych piehlidkovych pro-
jektech je obcas pozorovatelny. Pokud jde o ¢ockovani zplisobené hvézdou ¢i jeste
mensim objektem, hovotime o gravitacni mikrococce. Prvni byla objevena Kanadsko-
francouzskym dalekohledem na Havaji v roce 1989, kdy bylo hvézdou z nasi Galaxie
zesileno svétlo vzdaleného kvazaru QS0 2237+0305. Nejznaméjsi jsou ale gravitacni
mikrococky, které vznikaji v okamziku, kdy se dvé rizné vzdalené hvézdy z nasi Gala-
xie dostanou do jedné linie vi¢i pozorovateli.

Gravitacni mikrococka neni dlouhodobym jevem. Hvézdy se v Galaxii pohybuji
a vzdy jde jen o kratky okamzik, kdy je hvézda v oblasti ptisobeni mikrococky. Na své-
telné kiivee vzdalenéjsi hvézdy se proto objevi maximum (pik) intenzity. K jevu dojde
bez ohledu na to, vjakém oboru elektromagnetického spektra mezilehly objekt zafi.
Dokonce nemusi svitit viibec. Za pomoci jevu gravitacni mikro¢ocky je proto mozné
identifikovat i malo svitici objekty, jakymi jsou bili trpaslici, hnédi trpaslici, planety,
¢erné diry nebo jakékoli kompaktni nesvitici objekty. Proto se vyuzivaji k odhadim
mnozstvi nesvitici hmoty v halé nasi Galaxie. Souhrnné se tyto objekty nazyvaji MA-
CHOs (Massive Astrophysical Compact Halo Objects).

Pokud ma mezilehla (Cockujici) hvézda privodce, napiiklad planetu, dojde k dal-
$imu zesileni svétla vzdalené hvézdy a na svételné kiivce se objevi sekundarni lokalni
maximum. Mikroco¢kovani Ize tedy vyuzit i k objeviim extrasolarnich planet.

Termin mikrococka poprvé pouzil polsky astronom Bohdan Paczynski (1940-2007).
Paczynski byl duchovnim otcem prvniho projektu pro vyhledavani mikrococek, ktery
dostal nazev OGLE (Optical Gravitational Lensing Experiment). Mezinarodni projekt
vznikl v roce 1992 a vede ho Andrzej Udalski z VarSavské univerzity. K pozorovani se
vyuziva dalekohled o priméru 1,3 metru, ktery je umistény v chilské lokalit¢ Las Cam-
panas a vyhledava mikrococky ve sméru galaktické vyduté. Projekt ukazal, ze mikro-
cockovani muze pomoci objevovat exoplanety (objevil touto metodou prvni tii). Expe-
riment OGLE detekuje zhruba 500 mikro¢ockujicich udalosti rocné, detekce exoplanet
je ale velmi vzacna, za celou dobu trvani projektu byly objeveny dvé desitky exoplanet.
Dnes existuje cela fada dalSich piehlidkovych projekti, které vyhledavaji mikrococky.

Mikro¢ockovani se také muze tykat dvojhvézd. V roce 1973 predpovédél svycarsky
astronom André Maeder (¥1942), Ze by pfi tranzitu jedné slozky dvojhvézdy pied dru-
hou mohlo dokonce dojit k zvySeni intenzity celkového signalu z obou téles, a to prave
diky gravitacnimu Cockovani. Jev by m¢l probihat pfi pfechodu malého kompaktniho
objektu pies disk druhé slozky. Namisto ocekavaného zeslabeni signalu daného prostym
souctem intenzit zafeni z obou teles (jedno téleso zakryje druhé a intenzita by méla
poklesnout) by pfi vhodné konfiguraci mohlo dojit k opa¢nému jevu. V roce 2014 byl
takovy objekt poprvé detekovan v prehlidkovém projektu Kepler (ten slouzi k vyhleda-
vani expolanet za pomoci zakrytl). Objekt oznaceny KOI-3278 byl jednim z kandidati
na dalsi exoplanetu u hvézdy podobné nasemu Slunci, ktera se nachazi ve vzdalenosti
2 600 svételnych rokid v souhvézdi Lyry. Observator Kepler nalezla signal, ktery mél na
svételné kiivce pravidelna minima s periodou 88,18 dni. Zdalo se, Zze hvézdu obiha
exoplaneta. Pfi podrobngjsim prizkumu Ethanem Krusem a Ericem Agolem z Washing-
tonovy univerzity v Seattlu se ukazalo, Ze na svételné kiivce jsou také zjasnéni o 0,1 %,



3.6 Sféricky zdroj gravitace 315

ktera trvaji 5 hodin. Po podrobnych propoctech dosli oba védei k zavéru, Ze kolem hvéz-
dy obiha bily trpaslik. Celkovy signal je zeslaben, kdyz je trpaslik za hvézdou, a gravi-
taéni Gockou zesilen, kdyz je trpaslik pred hvézdou. Ctyfi desetileti po piedpovédi
Andrého Maedera byl tak kone¢né nalezen objekt, u néhoz gravitaéni ¢ockovani zvysi
intenzitu svétla pfichazejici z binarniho systému, u néhoz z pohledu od nasi Zemé
dochazi k pravidelnym zékrytim jednoho télesa druhym.

intenzita

zesileni signalu dodatecné zesileni
hvézdnou Cockou planetou (mikrogockou)

= _

w

-20 0 20  cas (dni)

pozorovatel / hvézda
(¢ocka)

Obr. 3.51: Svételna kfivka mikrocoky tvorené hvézdou s planetou

3.6.6 Strhavani casoprostoru rotujicim télesem

Dalsi velmi zajimavou tlohou obecné relativity je popis chovani ¢asoprostoru v okoli
rotujici kulicky. Takové feseni hledal z rovnic obecné relativity poprvé rakousky fyzik
Hans Thirring (1888—1976) v roce 1918. Pozdé&ji mu s vypoéty pomahal rakousky ma-
tematik Josef Lense (1890-1985). Ulohu nejprve fesili pro tenkou rotujici slupku.
Vnittek této slupky byl prazdny. ReSeni uvnité bylo shodné s Minkowského metrikou
plochého Casoprostoru, ale k velkému udivu obou védcl se Casoprostor otacel. Jde
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o0 jistou manifestaci Machova principu, podle kterého jsou za setrvacnost téles zodpo-
védna vsechna télesa ve vesmiru. Rotujici slupka ovlivnila stav ¢asoprostoru uvniti ni.
Reseni konstruovali v ramci linearizované teorie, tj. s metrikou ve tvaru

uv =My +hy, - (3.398)

Pozdéji Lense a Thirring nalezli feSeni pro rotujici kouli a ukazali, ze vné koule je ¢aso-
prostor rotujicim télesem strhavan a v jeho blizkosti se otaci. Jev se dnes nazyva Len-
seuv-Thirringliv a pfipomina strhavani viskozni kapaliny v okoli rotujiciho objektu.

Analogie s elektrostatikou

Mezi elektrostatickym polem a gravitatnim polem existuje silnd analogie, vétSina rov-
nic ma obdobny tvar. Uved'me vztahy pro silu, intenzitu, potencialni energii a potencial
obou poli v ptipadé pohybu testovaciho télesa (g, m) v poli centralniho télesa (Q, M):

F =ﬁ£, F, =-G ”jf ;; (3.399)
- 47ch0 . ; E; = —G%;; (3.400)
W=#Qor, We =—ij/[; (3.401)
. 4”%0r , dg = —G% . (3.402)

V ptipad¢, ze pole budi soustava ¢astic, plati pro potencialy obou poli v diskrétnim
a spojitém pifipad€ zndmé vztahy (r, jsou polohy diskrétnich zdrojl pole, r' je prubézna
poloha elementu zdroje pole, r je poloha pozorovatele, py je hustota hmoty a pg hustota
naboje):

M,
47:50 %‘,'r o ¢ (r)=-G Zm (3.403)

_ 1 e &Y __g [Pu) &
o= i : o (r)==G | o (3.404)

Ve statickém pfipadé nebo v pfipadé¢ pomalych pohybl zdrojii si vystacime s Lapla-
ceovou-Poissonovou polni rovnici. Pokud jsou pohyby zdroji podstatné, ptejde Lapla-
celtv operator v D'Alambertiv vinovy operator:

o,
Ap= _E_Q , Ad; =4nGpy; (3.405)
0
np=-22 04, = 47Gpy . (3.406)
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Regenim polnich rovnic (3.405) jsou vztahy (3.404). Pokud budeme uvazovat rovnice
s vlnovym operatorem, museli bychom v feSenich (3.404) pouzit retardovany cas, tj.
korigovat ¢as pozorovatele o dobu §ifeni signalu od zdroje k pozorovateli.

Gravitoelektrické pole

U rotujiciho télesa jiz nelze pozadovat diagonalnost metriky. Kalibracni volnost ndm
opét umozni, abychom pozadovali 4% »=0. To je ale vSe. Stopa poruch s=h", jiz
nebude nulova a nulové nebudou ani hodnoty 4. Linearizovana rovnice (3.277) bude
mit nyni obecnéjsi tvar:

1 167G
D(haﬁ _Esﬂaﬁj = —C—4Taﬂ ;

haﬁ’ﬂ:O, s=h%,.

(3.407)

Na pravé stran¢ budeme uvazovat tenzor energie a hybnosti nekoherentniho prachu
Pro rotujici téleso budou prostorové slozky ¢tyfrychlosti nenulové. Vratme se ale jeste

na chvili ke Schwarzschildové metrice nerotujiciho télesa a ptepiSme si jeji interval do
linearniho ptiblizeni (3.398):

2
,
ds? =—¢? (1—£]dt2 +L+ r2d0Q?;

V4 7,

1--&
r (3.409)
v, v,
ds® = (—1 +in(ct)2 +[1 +ij dr? +r2d2?
r r
Pro poruchy #,, plati
r, 24
c

Hledejme nyni feSeni rovnic (3.407) v tzv. izotropnich soufadnicich, kde plati
hoo =My =hy = hyy = hy. (3.411)
Stopa tenzoru poruch bude
s=h%, =nPhyg =—hy+hy+hy+hy =2k, . (3.412)

Z rovnice (3.407) mame pro slozku 00:

1 167G
I:‘(hoo _5”700) = _c—4PMU0U0 ;
O(hy + ) =—1i—’iGpMc2 : (3.413)
87G

Ohy =-S5
0 cz M
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V Newtonové limité je sy = —24c/c” a pro gravitaéni potencidl méme rovnici
O¢g =4nGpy; - (3.414)

Vidime, Ze z Einsteinova gravitatniho zadkona jsme ziskali spravnou polni rovnici pro
gravitacni potencial. Pro pomalé pohyby miizeme v linearni aproximaci okamzité pro
dané rozlozeni hmoty napsat feSeni ve tvaru (3.404):

2¢5(r) 2G ') d&’r’
c <y |l‘ -r

Poruchu 4y pro jeji podobnost s elektrickym potencidlem nazyvame gravitoelektricky
potencial a ji odpovidajici pole nazyvame gravitoelektrické pole. Odpovidajici interval
bude

ds? = (=1+ho ) d(ct)? +(1+ kg ) dr? + 2k, d(ct) dx . (3.416)

Koeficient 2 u nediagonalnich ¢lent reflektuje symetrii tenzoru poruch, tj. Ao, = fye.

Gravitomagnetické pole

Pristupme nyni k vypoc¢tu nediagonalnich poruch 4. Z Einsteinova gravitacniho zako-
na (3.407) mame pro pomalé pohyby zdroji pole

167G
Ohop ==—7—Tox »
C
167G
C
167G

I:Ihok =+—4pM CUy .
c

Polni rovnice pro nediagonalni poruchy ma tedy tvar

167G (M
Ok =+——Jj¢";
¢ (3.418)
(M
Iy = hy s JIE)Evaka

kde jy je tok hmoty. Vinovy operator miizeme pro pomalé pohyby nahradit Laplaceo-
vym operatorem a rovnice zapsat ve vektorové podobe:

167G
Ah= T v - (3.419)

c

Zde se nabizi analogie s magnetostatikou, ve které plati pro vektorovy potencial magne-
tického pole vztahy

AA =i , (3.420)

4y i) &r

A(r) =
® 4w s |r—r'

(3.421)
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V gravitaci mame namisto toku naboje tok hmoty, jinak jsou vztahy zcela analogické.
Poruchy %y a hy tak hraji v gravitaci obdobnou roli, jakou ma skalarni a vektorovy
potencial v elektiiné a magnetizmu. ReSeni Laplaceovy rovnice miizeme zapsat analo-
gicky, jako tomu bylo u vztahu (3.404), ;.

4G ¢ jy () dr
hr)=- "3 JM|£+ . (3.422)
¢y

Zkontrolujte si, ze vysledek je skute¢né bezrozmérny (linearni poruchy #,, jsme zavedli
jako bezrozmérné veliCiny). Kompletni metriku pro pomaly rota¢ni pohyb centralniho
télesa tedy mizeme zapsat ve finalnim tvaru

ds® = (=1+/ ) d(ct)® +(1+ hy ) dr® +2(h-dr)d(ct)

2G ¢ py () dr’

> hy(r) =~ (3.423)
C

7|
|l'—l‘

14

’ ’ 3.7
h(r)z_i_prM(r)v(r)d r
V

’
r—-r

Clen mixujici ¢asovou slozku s prostorovymi je zodpovédny za strhavani ¢asoprostoru
rotujicim télesem. Zakfiveni Casoprostoru dané poruchou h nazyvame diky analogii
s magnetickym polem gravitomagnetické pole.

Lenseitiv-Thirringtv jev

Obdobné jako zavadime pomoci vektorového potencialu magnetické pole vztahem
B=rotA, (3.424)

mizeme zavést gravitomagnetické pole

K =roth. (3.425)

V magnetickém poli dochazi k precesnimu pohybu magnetickych dipoli. Uhlova
frekvence precesniho pohybu je imérna magnetickému poli. Diky analogii mezi magne-
tickym a gravitomagnetickym polem jsme nasi tlohu pfevedli na magnetostatiku. Pro
uhlovou frekvenci precese setrvacniku muzeme podle této analogie pouzit vztah

o7 = %roth (3.426)

Po vypoctu integralti (3.423) dostaneme pro okamzitou precesi setrvaéniku v okoli
rotujici koule jednoduchy vztah

2G J 3
O‘)LT =c—2r—3{—ﬂ+r—2(9-r)r] (3427)

kde J je moment setrvacnosti rotujici koule. Pokud ma rotujici koule konstantni hustotu,
mizeme pro moment hybnosti psat
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J=ZMR?. (3.428)

Precesni tihlova frekvence potom bude

AGM R? 3 415 (RY 3
= JME o P g =2 B i 2@ (3429
Mgz )3 { rz( r)r} 5 R(”j { F2( r)r} ( )

Okamzita precesni frekvence zavisi na ,,zemépisné* Sifce a ubyva se tfeti mocninou
vzdalenosti od rotujiciho télesa. Druzice obihajici na polarni draze se nad rovnikem po
jednom obé&hu nedostane do stejného mista. Diky strhavani ¢asoprostoru rotujici Zemi
nebude trajektorie uzaviena a druzice se pii kazdém ob&hu v rovnikové oblasti posune
fadové o milimetrovou vzdalenost. Osa rotujiciho setrvaéniku se bude také ménit. Len-
sovo-Thirringovo strhavani casoprostoru bylo méfeno zneuzavienych drah druzic
LAGEOS 1 a LAGEOS 2 (nazev je zkratkou z LAser GEOdynamics Satellites). Druzice
pfipravovala italska kosmicka agentura ASI spolu s americkou NASA. Hlavnim cilem
obou druzic bylo méfeni tvaru Zemé. LAGEOS 1 startovala v roce 1976, LAGEOS 2
vroce 1992. Druzice jsou bronzové koule s hlinikovym povrchem o priméru 60 cm
a hmotnosti pfiblizn¢ 400 kg a slouzi jako pasivni odrazece laserového paprsku. Len-
setv-Thirringtiv jev byl zméfen s piesnosti 5 %. S vyssi pfesnosti se tento jev pokusila
zméfit v roce 2006 americka druzice Gravity Probe B, kterd méla na palubé 4 setrvac-
niky. Pfi sledovani zmén jejich osy rotace doslo k nezadoucimu ruseni plazmoidy slu-
necniho vétru a méfeni byla netspésna. V soucasnosti je mozné Lensetv-Thirringlv jev
studovat za pomoci druZzic evropského polohovaciho systému Galileo.

Obr. 3.52: Deformace ¢asoprostoru kolem rotujiciho télesa.
Za jev jsou zodpovédné nediagonalni prvky metriky.
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Obr. 3.53: DruZice LAGEOS. Zdroj NASA/ASI.

oo000000000000000000000000o
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3.7 Strucny uvod do kosmologie

3.7.1 Fridmanova metrika

V roce 1922 odvodil rusky fyzik Alexandr Fridman (1888-1925) z Einsteinova gravi-
tacniho zakona metriku vesmiru vyplnéného nekoherentnim prachem s konstantni hus-
totou. Ukazalo se, Ze je prostorova ¢ast metriky obdobna jako metrika na povrchu koule,
jen je vynasobena faktorem a(?), kterému se fika expanzni funkce.

2
> ds? =—c2de® + > (1) L2+r2d.(22 : (3.430)
1—kr
> (d_ajz ~37Gpa’ ==’k (3.431)
a) 3P ' '

Koeficient k je tzv. Gaussova ktivost, ktera muze byt kladna (jako na povrchu koule,
zaporna (jako sedlo koné) nebo nulova. Pro ¢ — 1 a k — 0 ptejde Fridmanova metrika
v Minkowského metriku plochého ¢asoprostoru. Obdobné feSeni nasel ve stejné dobé
i belgicky knéz George Lemaitre a dalsi. Je dalezité si uvédomit, Ze pozorovatel je sou-
¢asti vesmiru, tj. Fridmanova metrika popisuje pohled na vesmir v soufadnicové sou-
stave, ktera se pohybuje spolu s vesmirem (anglicky comoving coordinates).

Rovnice pro expanzni funkci ma na levé stran¢ dva ¢leny. Prvni je kineticky a popi-
suje expanzi vesmiru. Druhy souvisi s gravitaénim pfitahovanim a popisuje kontrakci
vesmiru. V realném vesmiru jsou oba ¢leny velmi veliké, ale ptiblizné sobé rovny. Vy-
sledkem je, ze prava strana je velmi mala a celkova kiivost vesmiru blizka nule.

Vztahy pro metriku a expanzni funkci samoziejmé plynou piimo z rovnic obecné
relativity. Je ale zajimavé, ze Fridmanova metrika pfipomina metriku na povrchu ¢tyi-
rozmérné koule a rovnice pro expanzni funkci ma tvar analogicky zédkonu zachovani
energie v newtonovském homogennim izotropnim vesmiru:

Metrika na povrchu 4D koule

Vime-li, ze rovnice popisujici povrch koule o poloméru R umisténé ve stiedu
kartézskych soufadnic je x* +)* + 22 = R?, mizeme obdobny vztah pro &tyfrozmérnou
kouli napsat ve tvaru

2 +y +22+w? =R?, (3.432)

kde w je ctvrta prostorova soutfadnice a vSechny Ctyfi dimenze jsou navzajem kolmé.
Pro element délky v téchto soufadnicich bude platit (Pythagorova véta)

di? = de? +dy? +dz% +dw?. (3.433)

Proménnou w z pfedchoziho vzorce mizeme vyloucit, nebot’ pro popis trojrozmerné
»plochy nam staci tii souradnice. Spocitame totalni diferencial rovnice (3.432)
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2xdx+2ydy+2zdz+2wdw=0 =

_xdx+ydy+zdz (3.434)

w

dw=

a vysledek dosadime do vztahu (3.433), pficemz w si vyjadiime z rovnosti (3.432):

(xdx+ydy+zdz)2

2 4.2 2 2
dl “=dx“+dy” +dz" + Rz—xz—yz—zz .

(3.435)

Takto ziskanou metriku prepiSeme pomoci lokalnich sférickych soutadnic r, 8, ¢
X =rcos@siné,
y=rsin@sing, (3.436)
z=rcos@.
Ptislusné diferencialy pak maji tvar
dx =drcos@sin@—rsin@pd@ sin@+rcos@ cosddo,
dy =drsingsin@+rcospd@sin@+rsing cos8do, (3.437)
dz =drcos@—-rsinfdé.

Dosazenim vztaht (3.436) a (3.437) do jednotlivych ¢lenti vzorce (3.435) postupné
dostaneme

de? +dy? +dz% =dr? +r2d6% + 17 sin 6 dg?,
xdx+ydy+zdz=rdr, (3.438)

RE_ 2 _yz _2=R2-,2,
takze metrika (3.435) tfirozmérného povrchu Ctyfrozmérné koule vyjadiend pomoci
sférickych soufadnic ma tvar
242
. rodr
di? =dr? +r%d6* + 17 sm26’d¢72+ 5 =
R —r

(3.439)

dr? 2:02 . 2 .2 )
=ﬁ+l" d@” +r”°sin 6d¢
1-r°/R

a pokud zavedeme novou veli¢inu k=1/R* (Gaussovu kiivost), dostaneme metriku
(3.439) ve tvaru

dr?

dr? =
1—la?

+r2d0?. (3.440)

Metrika na povrchu 4D koule je tedy tvarem shodnd s prostorovou c¢ast Fridmanovy
metriky homogenniho izotropniho vesmiru — ta je jeSt¢ vyndsobena expanzni funkci
vyjadfujici dynamiku vesmiru.
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Newtonovsky zakon zachovani energie

Analogii rovnice pro expanzni funkci je mozné odvodit iv klasické mechanice.
Predstavme si dvé galaxie ve vzdalenosti R. Pohyb galaxie B vzhledem k galaxii A je
dan jen hmotou rozprostfenou uvniti koule se stfedem v A a polomérem R = AB.
Predpokladejme, Ze celkova hmotnost v této oblasti je M aprumérna hustota p.
Napiseme zakon zachovani energie pro galaxii B a dosadime do ného za hmotnost M

2
1 dR GmM 4 5
—m|— | -———=E; M =pV =—nR = 3.441
2m(dtj R pre3mte (3.44D)
drY 8 2E
2| 2 xGpR? =22 3.442
(dtj 3 P m ( )

Tato rovnice je formalné shodnd srovnici pro expanzni funkci. Namisto expanzni
funkce a v ni vystupuje vzdalenost R a na pravé strané neni kfivost, ale dvojnasobek
energie vztazeny na jednotku hmotnosti. Je patrné, ze obdobné rovnice plynou jak
z obecné relativity, tak z klasické fyziky.

M(R) -

galaxie A

Obr 3.54: K vypoctu zakona zachovani energie v homogennim izotropnim vesmiru

Expanze vesmiru

Cervené posuvy tzv. extragalaktickych mlhovin (dnes vime, Ze jde o galaxie) naméfil na
Lowellové observatofi americky astronom Vesto Slipher (1875-1969) uz letech 1912 az
1915. T kdyz byl jen maly krok od objevu expanze vesmiru, sva méteni bohuzel nijak
neinterpretoval, a to ani pozdé&ji, po objevu obecné relativity. Mnohem dale se dostal
belgicky knéz abbé Lemaitre (1894-1966), celym jménem Georges Henri Joseph Edou-
ard Lemaitre, ktery pfednaSel na Katolické univerzit¢ v Lovani. Z obecné relativity
odvodil (obdobné jako Fridman) expanzi vesmiru a dva roky pred Hubblem dokazal, ze
rychlost objekti méfend v konkrétnim misté bude rist linearné se vzdalenosti.

v~d. (3.443)

Vysledky publikoval v roce 1927 v belgickém casopise Annales de la Société Scienti-
fique de Bruxelles. Lemaitre dokonce na zaklad¢é Slipherovych méfeni ¢ervenych po-
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suvl odhadl hodnotu Hubblovy konstanty jest¢ diive, nez ji Hubble zavedl. Vzhledem
k tomu, Ze neznal pfesné vzdalenosti objektl, vysla mu (stejné¢ jako Hubblovi) hodnota
cca 500 kms™ Mpc ™, tedy o ¥ad vyssi, neZ udavame dnes. Lemaitre si predstavoval, e
vesmir vznikl z malé horké a husté oblasti, kterou nazyval prvotnim atomem ¢i zaro-
de¢nym vejcem. Muzeme ho tedy povaZovat nejen za objevitele expanze vesmiru, ale
také za autora teorie velkého tiesku. Mistni Casopis, ve kterém své objevy publikoval,
nebyl mezi astronomy znam, a tak néktefi o Lemaitrovych vysledcich nevédéli. Exis-
tenci Cervené¢ho posuvu spektra galaxii v disledku expanze vesmiru také nezavisle
predpovédél (z obecné relativity) americky matematik a fyzik Howard Percy Robertson
(1903-1961) v roce 1928. V roce 1929 Edwin Hubble publikoval ¢lanek, v némz pou-
kazoval, stejné jako Lemaitre, na pfimou umeérnost mezi rychlosti vzdalovani objektt
a jejich vzdalenosti. Dnes tento klicovy vztah nazyvdme Hubbliv-Lemaitriiv zakon.
Koeficient imérnosti se nazyva Hubblova konstanta, tj.

> v=Hd; H=70kms 'Mpc'. (3.444)

Hubblova konstanta je konstantou prostorovou, tj. ptedpokladame, ze je ve vSech mis-
tech vesmiru stejna. S ¢asem se ovSem v pribéhu historie vesmiru ménila. V ramci
historické pravdy je tieba Fici, Ze o expanzi vesmiru a jejich dusledcich uvazovalo pred
Hubblem vice fyzikii a linedrni vztah mezi rychlosti a vzdalenosti zformuloval abbé
Lemaitre uz dva roky pifed Edwinem Hubblem. Hubble o téchto vypoctech pravdépo-
dobné nevédél. Detailni analyzu vSech moznych zplsobl expanze vesmiru provedl na
zakladé matematické teorie grup anglicky matematik Arthur Geoffrey Walker (1909—
2001) az v roce 1936. Hubblovu konstantu lze také vyjadrit jako pomér ¢asové zmény
expanzni funkce ku expanzni funkci:

> =2 (3.445)
a

> H? —57sz=——. (3.446)

Pokud ptevladne prvni (kineticky) ¢len, bude vesmir stale expandovat a kfivost na pravé
stran¢ musi byt zaporna. Pokud ptevladne zaporny clen (gravitacni), bude vesmir
v budoucnu opét kolabovat do malé prostorové oblasti a jeho kfivost bude kladna. Po-
kud budou oba ¢leny vyrovnané, bude expanze stale pokracovat, ale limitné se zpoma-
lovat k nule (analogie kamene vyhozeného s unikovou rychlosti). Tento mezni pfipad
bude mit nulovou kfivost a tzv. kritickou hustotu

_3H7

> = .
8nG

(3.447)

C

Ze soucasn¢ udavané hodnoty Hubblovy konstanty vychazi kriticka hustota na nekolik
protontl v jednom metru krychlovém. Skutecna hustota vesmiru je priblizné kriticka.
Hubblovu konstantu dnes méfime pfedevsim dvéma zakladnimi metodami. Prvni
z nich je zrozboru fluktuaci relitkniho zafeni. Data ze sondy Planck (vysledky byly
ozndmeny v roce 2018) davaji hodnotu 67,4 s Mpc ' s nejistotou 1 %. Druha metoda
je zalozena na méfeni vzdalenosti za pomoci supernov typu la. Do této kategorie patii
naptiklad projekt SHOES (Supernova H, for the Equation of State) probihajici na
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Hubblové dalekohledu, ktery dava hodnotu 73,2 s Mpc ' s nejistotou cca 2,4 %. I kdyz
ob¢ hodnoty nemaji nenulovy priinik (do méteni nemusi byt zahrnuty vSechny systema-
tické chyby), jsou hodnoty Hubblovy konstanty v fddovém souladu. Existuji i jind mé-
feni. Skupina Wendy Freedmanové z Chicagské univerzity métila vzdalenost za pomoci
&ervenych obri a vyslednd hodnota Hubblovy konstanty vysla 70 s Mpc™ s nejistotou
néco malo pies 1 %. VSechny méfené hodnoty, at’ uz jde o jakoukoli metodu, jsou
v okoli 70 s Mpc . Dalsi z moznosti uréeni vzdalenosti, které je klicové pro zjisténi
hodnoty Hubblovy konstanty, jsou kilonovy — gigantické gravitacni a optické zablesky
zpusobené splynutim dvou neutronovych hvézd. Jinou metodou je pozorovani vicena-
sobnych obrazi supernov zpisobenych gravitaénim Cockovanim. Z méfeni zpozdéni
explozi v jednotlivych obrazech je mozné pocitat parametry expanze vesmiru. Jev pred-
povédeél a metodu navrhl uz v roce 1964 mladicky norsky teoretik Sjur Refsdal. Zesilené
vicenasobné obrazy vzdalené supernovy byly poprvé pozorovany v letech 2014 a 2015.
Ke zptesnéni méteni hodnoty Hubblovy konstanty také mohou pfispét nové observa-
tofe, naptiklad prave stavéna observatoi Very Rubinové.

3.7.2 Vlastnosti Fridmanovy metriky

Objem vesmiru
Pro kladné zakiiveni vesmiru (k > 0) miizeme psét jako k = 1/R* a vyuZit substituci

r=Rsiny;
(3.448)
xe0,7x).
Prostorova ¢ast metriky ziska tvar:
di* = a*R? (d;(2 +sin? ;(d.QZ)=
(3.449)
=a’R*dy? +a*R*sin? ysin? 6 dg? + a*R*sin? y d6* .
Prostorova ¢ast metrického tenzoru proto je
a*R* 0 0
0 a*R*sin® ysin’6 0 (3.450)
0 0 a’R? sin® X

Vysledny objem pak snadno uréime z metriky

v =[detg dy do dp=
V4 2 T
=a3R3{jsm2;{dgMj d(/)}{_[sinﬁd&]:. (3.451)
0

0 0

— 3R % 27-2=27243R5 .
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Vesmir s kladnou kiivosti ma tedy konecny objem, je uzavieny sam do sebe, a byt’ ne-
ma zadnou hranici, je ve smyslu objemu kone¢ny. Jinak je tomu v piipadé vesmiru se
zapornou kiivosti. (k < 0; R*=1/|k]). Metrika ma tvar

2
ds? =—c2dr* + % (1) Lz +r2dQ? (3.452)
1+ (r/R)

Tentokrat lze vyhodné pouzit substituci

r=Rshy;
(3.453)
X € (0,0)
pfi niz nabyva metrika tvaru
di? = a*R? (d;(z +sh’y d2?). (3.454)

Podobnym postupem, jako tomu bylo u modelu s kladnou kiivosti, nyni pro objem dos-
tdvame V — oo. Tento model vesmiru mé nekonecny objem. Ve Fridmanové geometrii
vedou prostory s kladnou kiivosti na konecny objem vesmiru, modely se zapornou
a nulovou kiivosti na nekone¢ny objem. To ale plati jen pro vesmiry jednoduse souvislé
(,,bez dér”). Vesmir, kterému by ve dvou dimenzich odpovidal naptiklad toroid nebo
dvojtoroid, jiz neni jednoduse souvisly. Upustime-li od pozadavku jednoduché souvis-
losti, miize existovat vesmir s konstantni zapornou k¥ivosti a kone¢nym objemem.

Kosmologicky princip

To, ze expanze probihd podle Hubblova-Lemaitrova zdkona (imérn¢ vzdalenosti) nez-
namena, Ze bychom museli byt ve stfedu expanze. Z linearniho vztahu totiz plyne, zZe
stejny typ expanze bude vnimat kazdy pozorovatel ve vesmiru (tzv. kosmologicky
princip). Pfedpokladejme, Ze body A, B a C jsou na pfimce a plati AB = BC.

+
+ C
+ B
A

Z homogenity vesmiru ve velkych vzdalenostech plyne vztah vgs = vcg. Pro rychlost
Vca mizeme psat:

Vca = Ve—Va :VC—VB+ VB — VA = V(B + Vga :2VBA« (3455)
Odsud okamzité plyne linearni vztah

v=Hd. (3.456)

Linearni zavislost rychlosti expanze na vzdalenosti je jedinym typem zavislosti,
ktery bude platit soucasné ve vSech mistech ve vesmiru. Libovolny pozorovatel na
libovolném misté uvidi expanzi podle Hubblova-Lemaitrova zakona. Ve vesmiru
nenajdeme zadné preferované misto.
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3.7.3 Kosmologicky cerveny posuv

Uvazujme §ifeni svételného pulsu ve vesmiru a jeho zmény vlivem Fridmanovy metriky
(3.430). Pro svétlo je ds* =0, soufadnicovy systém zvolime tak, aby vymizely uhlové
zavislosti, a proto

cdt  dr

o) N1-i? (3.457)

Impuls se zacal §ifit v misté r,, v Case t, a trval dobu dt,. K pozorovateli dolétl po mnoha
miliardach let do mista r,,, v Case t, a trva & £,

Hel >
N\mnoho miliard let E i
| AN :
o I —
| | - ] Lt
t, t,+ 0t t,  t,+o,

Obr. 3.55: Cerveny kosmologicky posuv

Pro Sifeni pocatku impulsu plati

nedt B dr
—= | (3.458)
2[ a(?) }[ V1-kr?
a pro $ifeni ,,posledniho® fotonu impulsu plati
t,+0t, n
et edt f dr
J‘ e | S— (3.459)
to+0te a(t) To V1- kl”2
Nas zajima délka impulsu a jeji zmény, tedy rozdil dvou poslednich vztah:
1, +3t, t
cdt _edt_y. (3.460)

te+t, a(t) e a(®)

Oba integraly probihaji pfes obrovsky casovy usek, v prubéhu kterého se expanzni
funkce zménila mnohonésobn€. Uvédomime-li si ale, ze integrdl ma vyznam plochy pod
ktivkou 1/a, odecte se pii integraci spolecna plocha obou integrald a zbude

t,+0t, to+3te

cdt _[ cdt

In
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1/a

x..mnoho miliard let

t t,+ ot

n

Obr. 3.56. K integraci Sifeni signalu

Tyto integraly jsou jiz jen pies dobu trvani impulsu, nikoli pfes celou dobu §ifeni. Pro-
toze je doba impulsu nesrovnatelné mensi nez doba trvani vesmiru, je mozno povazovat
expanzni funkci a(f) v dobé vyslani impulsu za konstantni a v dob¢ pfijeti také:

ty +0t, te+ 0t
cdt _ [ cdi_y. (3.462)
an ae
t to

Nyni jde o integraly z konstanty a feSeni je jednoduché:

cot, cot,

a

=0

a

n (§]

cdt, cdty
a

(3.463)

e a

%

a

n

A

a

(& n

Vyslany impuls se tedy natahuje tak, jak se méni expanzni funkce. Struéné lze fici, ze
pii putovani vesmirem se vlnova délka zareni natahuje pfesné tak, jak se ,nafukuje®
vesmir. Jako mira zmény vinové délky se zavadi cerveny posuv

A=A, a-a
= 2 e -2 e (3.464)

(5

| 2 z

ae

= Nejvetsi meétené Cervené kosmologické posuvy maji hodnotu kolem 10.

= Kosmologicky posuv se casto udava misto vzdalenosti objektu. Je to praktické.
Posuvy jsou méfené veli¢iny, zatimco vzdalenosti zavisi na daném modelu.

= Natahovani vinové délky synchronné s expanzni funkci probiha jen pro Castice
s nulovou klidovou hmotou (ds* = 0). Hmotové viny &astic s nenulovou klido-
vou hmotou tuto vlastnost nemaji.

= Cerveny kosmologicky posuv nelze zaméiiovat s Dopperpvym jevem. Pouze
v prvnim fadu Taylorova rozvoje davaji tyto dva rizné jevy stejny vztah.
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3.7.4 Expanzni funkce

Expanzni funkce pro riizné entity

Hustota (je jedno, zda energie ¢i hmoty) bézné latky klesa se tfeti mocninou expanzni
funkce. Hustota energie zareni klesa se ¢tvrtou mocninou, protoze

o A A - (3.465)

Hustota vakuovych fluktuaci je dokonce na expanzni funkci nezavisla. Pfipustme, ze je
vesmir vyplnény obecnou entitou, kterd na expanzi reaguje podle vztahu

==, (3.466)
PE o

kde pg je hustota energie. Z rovnice pro expanzni funkci (3.431) (maly ¢len na pravé
stran¢ zanedbame) mame

2-a
a~a ? (3.467)
Po separaci proménnych mame
da
pE=Ta j dr . (3.468)
Po jednoduché integraci mame
2
> a(t)y~{t%, a#0, (3.469)
et a=0.

Pro vesmir vyplnény zafenim (pocatecni obdobi, ¢astice s nulovou klidovou hmotou) je
a(?) ~ 1'%, pro vesmir vyplnény latkou (od 400 000 roki, &astice s nenulovou klidovou
hmotou) je a(f) ~ * a pro vesmir dominantn& zaplnény kvantovymi fluktuacemi vakua
(snad od 7 miliard let) je a(f) ~ ¢"’. Z definice H = a/a nalezneme H pro rlizné pritbshy
expanzni funkce:

bez expanze: a=1 H=0
zéfeni: a~t" H=1/2¢
latka a~12? H=2/3t
vakuum a~e” H=y

Pro vesmir vyplnény zafenim a latkou klesa Hubblova konstanta nepfimo umeérné ¢asu.
Prevracena hodnota Hubblovy konstanty se nazyva Hubbliiv cas (fadovy odhad stafi
vesmiru pfi nahrazeni expanze linearni zavislosti).
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Horizont ¢astic

Horizontem ¢astic nazyvame maximalni vzdalenost, ze které k nam dolétly Castice za
dobu existence vesmiru. Této vzdalenosti se také neékdy tika horizont pozorovatelného
vesmiru, protoze do vétsi vzdalenosti neni mozné dohlédnout, i kdyz tam také castice
jsou. Jejich svétlo k nam ale za dosavadni dobu existence vesmiru nestihlo jesté dolét-
nout. Za &astice vezmeme fotony (pohybuji se nejrychleji). Siteni svétla je v soufadni-
cich unasenych expandujicim vesmirem dano rovnici
2 dr?
*di* +a (t) 5=0. (3.470)
—kr
Separaci ziskame v integralni podob¢ rovnici §ifeni svétla za celou dobu existence ves-
miru:

t / I
j = j (3.471)
0¢ n VI—
Horizont ¢astic je dan vztahem
a(t)dr
Ry(t) = j dl = j \/_ (z)j \/_ (3.472)
Posledni integral vyjadiime ze vztahu (3.471):
> Riy(6) = a(z)j Cdt (3.473)

Vidime, Ze horizont ¢astic pfirozenym zplisobem zavisi na prub&hu expanzni funkce.
V naSem vesmiru po vétSinu jeho existence dominovala latka, a tak mizeme odhadnout
(pii stafi 14 miliard let), ze Ry=3x14x10° ly ~ 42 miliard ly.

Parametr w

Naleznéme stavovou rovnici entity, kterd pfi expanzi méni hustotu energie s expanzni
funkei jako K/a ®. Objem pfitom roste se tieti mocninou expanzni funkce, tj. ¥ ~ a’. Pro
danou entitu napiSeme prvni vétu termodynamickou v adiabatickém pfiblizeni (diferen-
cial tepla je nulovy, vesmir nevymeénuje teplo s okolim).

dU + pdV = 0
d(£a3j+pda3 =0
aa
(B-a)Ka**da +3pa*da = 0

(3—a)£a+3p =0
a
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- ws(%—lj. (3.474)
Vysledkem je linearni vztah mezi tlakem a hustotou energie s koeficientem w, ktery je

jednim ze zakladnich kosmologickych parametrd. Shriime veskeré dosavadni vysledky
do tabulky:

exponent a | expanzni | Hubblova horizont stavovd | parametr | entita
(o~1/a%) funkce | konstanta Castic rovnice w
12 1 A
o=4 Ct % 2ct p=p/3 +1/3 zateni (my = 0)
a=3 c? 3 3ct p=0 0 latka (mo # 0)
1 ”
oa=2 Ct . ctIn(t/ty) |p=-p/3 -1/3 ktivost (k <0)
et -1
t .
a=0 Ce" X c 7 p=-p -1 projevy vakua

Podstatna je hodnota parametru w pro temnou energii. Aby dochéazelo k pozorované
zrychlené expanzi vesmiru, musi podle rovnic obecné teorie relativity platit w <—1/3.
Pro vakuovou energii spojenou s kvantové mechanickymi procesy ve vakuu je w=—1
a expanzni funkce roste exponencialné. Pokud by dokonce bylo w <—1 (a <0), bude
expanze natolik prekotna, Ze zasahne samotnou strukturu latky arozerve v budoucnu
samotna atomova jadra. Této situaci fikame big rip — velké rozervani. Z méfeni WMAP,
CBI, 2dF, SDSS a mnoha dalSich experiemntli vychazi, ze parametr w se pro temnou
energii nachazi v okoli hodnoty —1.

3.7.4 Kosmologicka konstanta

V roce 1998 byla objevena zrychlena expanze vesmiru (Adam Riess, Saul Perlmutter)
ana levé stran¢ Einsteinova gravitacniho zdkona piibyl kosmologicky ¢len s nenulovou
kosmologickou konstantou:

R —v,Rg™ 1+ Ng®P =@T”ﬁ. (3.475)
C

Ptivod kosmologického ¢lenu neni dosud znam, snad souvisi s kvantovymi fluktuacemi
vakua, pro které plati

(T) = Prataa € (3.476)
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a ¢len na levé stran¢ by mohl mit ptivod v tenzoru energie a hybnosti kvantového vakua.
Rovnice pro expanzni funkci se zméni na

a* —%ﬂGpaz —c? ?az =—c’k. (3.477)

Po vydéleni kvadratem expanzni funkce, zavedeni Hubblovy konstanty a rozdéleni
hustoty energie na zafeni a latku mame:
2 A Czk

8 8
H2 zgﬂ'Gprad +§7Z'Gpmat +c ?—a—z . (3478)

Na pravé strané jsou entity rtizné reagujici na expanzi. Prvni ¢len klesa se ¢tvrtou
mocninou expanzni funkce, druhy se tfeti mocninou, tfeti s nultou (kosmologicky ¢len)
a posledni s druhou mocninou (kfivostni ¢len, ten je ale v naSem vesmiru pfiblizné

nulovy). Pokud je Hubblova konstanta nenulova, miZeme rovnici vydélit jejim
kvadratem a ziskat tak jednoduchou relaci

1=‘(%‘ad"'[%nat""(')A""‘(')k ;

87G
g = 32 Prd

887G

Qmat Em_zpmat 5 (3479)
p— czA .
A
2
ck
‘Qk :_—2 P
aH

Prispévek kiivostniho ¢lenu je podle soucasnych méteni zanedbatelny. Zativy ¢len ma
v soucasnosti hodnotu pfiblizné¢ Q4= 0,05 %. Prispévek latky je cca Quu = 32 %,
z toho ¢ini 5 % atomarni latka a 27 % temna hmota. Pfispévek kosmologického ¢lenu
(temné energie) je piiblizné 68 %. Samotna kosmologicka konstanta ma hodnotu
2,25x10°? m > Era zafeni dominovala do 400 000 rokd, éra latky do poloviny stafi
vesmiru a dnes Zijeme v éfe temné energie. Detailni popis jednotlivych entit a jejich
vyzkumu muze ¢tenaf nalézt v ucebnicich specializovanych na tuto problematiku.

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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Seznam symbolii

S PN

C W

cos
ctg
cth

D/Drz
det

exp

EnN

expanzni funkce,

velikost zrychleni,
vzdalenost

Ctyfzrychleni

zrychleni

klasicky polomér elektronu
amplituda potencialu

kreacni operator

anihilacéni operator
argument sinu hyperbolického
arkustangenta

argument tangenty
hyperbolické

amplituda,

dynamicka proménna,
mechanicka prace
Ctyfpotencial pole
vektorovy potencial
ctyivektor jako objekt
Wiennova konstanta,
vzdalenost

moment hybnosti
magnetickd indukce
radia¢ni magnetické pole
mérna tepelna kapacita,
rychlost svétla

kosinus hyperbolicky
kosinus

kotangenta

kotangenta hyperbolicka
tepelna kapacita
cirkulace pole

indukce elektrického pole
uplna dervace
determinant

divergence

interval

Eulerovo cislo
elementarni naboj
jednotkovy vektor
exponenciala

energie

energie stavu n

pii N systémech
elektricka intenzita

F,F
Fi
Fj/lV

&n

8uv

G,y

St

h/zv

T =

~~ =3

radiaéni elektrické pole

hustota sily,

hustota volné energie
volna energie

sila

slozky sily

tenzor elektromagnetického
pole

Landétv faktor,

tihové zrychleni
mechanicka hustota hybnosti,
tihové zrychleni

stupen degenerace
(degeneracni faktor)
metricky tenzor

Gibbsuyv potencial,
gravitacni konstanta,
Greenova funkce
Einsteintiv tenzor
Planckova konstanta
redukovana Planckova
konstanta

odchylky od Minkowského
metriky

intenzita magnetického pole
entalpie,

Hamiltonova funkce,
Hubblova konstanta
radiacni ¢ast hamiltonianu
operator energie

proud na jednotku délky
elektricky proud,
intenzita,

intenzita zafeni

tok

proudova hustota,

tok naboje

Ctyftok

celkovy moment hybnosti,
moment setrvacnosti,
vazebni konstanta

¢tyftok naboje

kfivost,

velikost vlnového vektoru
vilnovy vektor
Boltzmannova konstanta
vinovy ctyfvektor
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/ vzdalenosti s hustota vykonu
vedlejsi kvantové ¢islo P radia¢ni vykon
l moment hybnosti na hmotnost P, matice hybnosti
In pfirozeny logaritmus p operétor hvbnosti
L Lagre}ngeova funkee, . q, gx ngecnénéysoufadnice
orbitalni moment hybnosti 0 nboj
7 hustota Lagrangeovy funkee, poéet’stavﬁ v Pottsové modelu
Laplaceova transformace teplo '
L vektor momentu hybnosti zobeénéné soufadnice
LIS lokalni inercidlni soustava Q. zobecnéné soutadnice pole
m hmotnost, v duting
magnevtlgké kvantové Eislo Ou elektricky kvadrupdl. moment
s setrvacna hmotnost r radialni vzdalenost,
g gravitaéni hmotnost amplituda odrazivosti,
M moment sily, . polomér
vektor magnetizace re Schwarzschildiiv polomér
M hmotnost, r polohovy vektor
magnetizace rot rotace
My hustota momentu hybnosti R odrazivost,
My uzaviend mnozina skalarni ki¥ivost
n hlavni kvantové ¢islo, Ry Ricciho tenzor
index lomu, “ss  Riemanndv tenzor k¥ivosti
koncentrace, s hustota entropie
kvantovy stav S entropie,
n normalovy vektor plocha,
N pocet castic, ) spinovy moment hybnosti
pocet parametrd, S Poynting@v vektor
pocet systemu 34 radiaéni ¢ast Poynt. vektoru
N; obsazovaci Cisla sh sinus hyperbolicky
N generatory Lorentzovy grupy Sin sinus
Niim tok momentu hybnosti ¢ amplituda propustnosti,
p vektor hybnosti gas,
p hybnost, parametr,
tlak, vazebni konstanta
zobecména hybnost Hubbardova modelu
PN tlak stavu n T absolutni teplota,
pfi N systémech kinetickd energie,
Pe elektricky dipolovy moment propustnost,
PG gravitacni dipolovy moment perioda,
Pm magneticky dipélovy moment teplota
lf l ctythybnost Tu tenzor toku hybnosti
1 jednotkova matice (tenzor tlaku, pnuti)
P Vekto'r polarizace T, k];:M Maxwelltiv tenzor pnuti
P polarizace,
vykon Ty vibraéni teplota
pH Styfhybnost Tr rotacni teplota
P, zobecnéna hybnost pole Tr stopa matice
v dutiné ™ tenzor energie a hybnosti
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O

sk

By

hustota vnitini energie,
rapidita,

rychlost

rychlostni pole

napéti,

realné cast komplexni funkce,
vnitini energie
Ctyirychlost

rychlost

fazova rychlost
grupova rychlost
variance

objem,

potencialni energie,
imag. ¢ast komplexni funkce
efektivni potencial
pravdépodobnost,
parametr w

energie stavu n

pii N systémech
energie

potencialni energie
soutadnice

polohovy vektor
udélost

operator polohy

operator soufadnice
soufadnice

komplexni proménna,
parti¢ni suma jednoho
systému

soufadnice

parti¢ni suma,

stupen ionizace
integracni konstanty
reciproka teplota 1/kgT,
relativisticky koeficient v/c
hustota energetickych stavi,
integracni cesta,
Lorentziv faktor

hustota hybnosti pole
vahovy faktor
Christiffelovy symboly,
koeficienty afinni konexe
Diracova distribuce,
Kroneckertiv symbol

oS
oQ

&o
&l

My
a,9

Kk

= >N

M

ARSI I ST ATIR

Pc

PE
Pm
Po

>

disperze veli¢iny A4
hranice plochy

hranice mnoziny

koneény prirdstek,
Laplacetv operator (V?)
energie jednoho stavu,
Leviho-Civitlv tenzor,
permitivita

permitivita vakua

tenzor permitivity
fugacita

Minkowského metrika
odklon od osy z

uhel mezi zrychlenim

a normalou

elektricka susceptibilita
charakteristické (vlastni) Cislo,
parametr svétocary,
vinova délka
kosmologicka konstanta
Lorentzova matice
chemicky potencial,
permeabilita

tenzor permeability
frekvence, kmitocet
pomocna proménna
grandkanonicka parti¢ni suma
hustota veskeré hybnosti
hustota,

hustota pravdépodobnosti,
skute¢na radidlni vzdalenost,
vzdalenost

kriticka hustota expanze
hustota energie

hustota hmoty

hustota naboje

operator hustoty

diferencialni vodivost,
plosny naboj,
Stefanova-Boltzmannova
konstanta,

ucinny prifez

spole¢ny retardovany cas,
vlastni Cas

azimut,

faze,

uhel
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@ faze, o1 uhlova frekvence precese
fazovy prostor, (Lensetv-Thirringtv jev)
gravitacni potencial, Q casoprostorova oblast,
skalarni potencial grandkanonicky potencial,

¢ bezrozmérny grav. potencial podil hustoty ku kritické

X odklon paprsku (kosmologicky parametr),

A magneticka susceptibilita prostorova oblast,

7 tok pole, prostorovy thel
vlnova funkce Q uhlova frekvence rotace

® uhlova frekvence \% gradient

®, cyklotronni frekvence O D’ Alembertilv operator
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Statisticka fyzika

Bloch, Felix (1905-1983), ve Svycarsku narozeny americky fy-
zik, ktery sdili Nobelovu cenu za fyziku za rok 1952 spolu s Ed-
wardem Purcellem za objeveni metody méfeni magnetického
pole atomového jadra pomoci magnetické rezonance. Bloch ucil
na univerzité¢ v Lipsku, a to az do roku 1933, kdy Adolf Hitler
ptisel k moci. Emigroval do USA, kde v roce 1939 ziskal ob-
Canstvi. Poté co se v roce 1934 stal zaméstnancem Standfordovy
univerzity v Palo Alto, navrhl metodu na rozdéleni svazkd neu-
trond do dvou slozek, kterd byla zalozena na dvou moZznych
orientacich spinu neutron v magnetickém poli. V roce 1939
zméfil spolu s Luisem Alvarezem magneticky moment neutronu. Béhem druhé svétové
valky pracoval v Los Alamos a na Harvardové univerzité (vyvoj obrannych radari).
V roce 1945 se Bloch vratil do Stanfordu, kde spolu s Williamem Hansenem a Marti-
nem Packardem rozvinul princip magnetické rezonance ke zjistovani vztahu mezi mag-
netickymi vlastnostmi jader a krystalickou strukturou latek. Magneticka rezonance na-
lezla také uplatnéni v diagnostické medicin€. Bloch byl prvnim feditelem Evropského
stiediska jaderného vyzkumu CERN (1954—1955).

Boltzmann, Ludwig Eduard (1844-1906), rakousky fyzik,
zakladatel statistické fyziky. V roce 1872 zformuloval vztah
mezi entropii a pravdépodobnosti. Je autorem H teorému o na-
rustani entropie v nevratnych procesech. Zabyval se kinetickou
teorii. Ekviparticni teorém pokladal za zékladni rys kinetické
teorie. Zastaval atomickou hypotézu. V roce 1869 se stal profe-
sorem matematické fyziky na Univerzité v Grazu. Po Boltzman-
novi jsou pojmenovany: Boltzmannova rovnice pro pravdépo-
dobnost a pro Casovy vyvoj hustoty pravdépodobnosti, Boltz-
mannuv H teorém, Boltzmannova konstanta a krater na Mésici.

Bose, Satyendra Nath (1854-1948), indicky fyzik, ktery se
zabyval predevsim kvantovou statistikou. Na jeho pocest jsou
pojmenovany Castice s celoCiselnym spinem, tzv. bosony, a jeho
jméno nese statistické rozdéleni téchto ¢astic (Boseho-Einstei-
novo rozdéleni). Nazev bosony pro tyto Castice poprvé pouzil
Paul Dirac. Zabyval se také rentgenovou krystalografii, elek-
tromagnetickymi vlastnostmi ionosféry a jednotnou teorii pole.
Jeho prilomovy ¢lanek o kvantovém chovani svétla (odvodil
v ném na zakladé kvantového chovani mnoha identickych fotonti »
Plancktv vyzatovaci zakon) z roku 1924 odmitla redakce vydat. Bose ho zaslal Einstei-
novi k posouzeni. Einstein ¢lanek pielozil do némciny a zafidil jeho vydani v Némecku.
Sam pak myslenky dale rozpracoval, proto se dnes hovoii o Boseho-Einsteinové statis-
tickém rozdéleni nebo Boseho-Einsteinové kondenzatu.

Curie, Pierre (1859-1906), francouzsky chemik a fyzik, ktery spolu se svou manzel-
kou, Marii Curie, objevil v roce 1898 ve smolinci uran, polonium a radium. Také pfisel
na to, Ze staly magnet ztraci magnetické schopnosti, kdyz je zahtaty nad urcitou teplotu,
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ktera se dnes nazyva Curieova teplota. Objevil také piezoelektricky jev: pfi deformaci
piezoelektrického krystalu vznika elektrické napéti. Pierre Curie vystudoval patizskou
Sorbonnu. V roce 1903 obdrzel nevyssi britské ocenéni za chemii — Davyho medaili.
Téhoz roku ziskal i Nobelovu cenu za fyziku. Po manzelech Curiovych byl pojmenovan
prvek curium. Pierre Curie zemftel pii dopravni nehodé (byl srazen kocarem).

Dirac, Paul Adrien Maurice (1902-1984), anglicky fyzik, je-
den z hlavnich tvirct kvantové teorie 20. stoleti. Polozil zaklady
kvantové elektrodynamiky a kvantové teorie pole. V roce 1928
odvodil slavnou Diracovu rovnici — relativistickou rovnici pro
elektron. Stavy se zapornymi energiemi spravné¢ interpretoval
jako anti¢astice a predpoveédél existenci pozitronu. Pozitron byl
objeven Carlem Andersonem az v roce 1932. Nezavisle na Enri-
co Fermim odvodil statistické rozdéleni pro ¢astice s polocisel-
nym spinem (Fermi-Diracovo rozdé€leni). Je autorem Diracovy
symboliky v kvantové teorii. Ukazal ekvivalenci Schrodingerova
a Heisenbergova pfistupu ke kvantové mechanice. Je autorem metody druhého kvanto-
vani, které umoznuje pfechod od kvantové teorie ¢astic ke kvantové teorii pole. Predpo-
veédel polarizaci vakua a netrivialni dynamické vlastnosti vakua zptisobené kvantovymi
jevy. Predpovédél existenci magnetického monopolu. Je autorem mnohacasticového
formalizmu v kvantové teorii. Za jeho praci na anti¢asticich a kvantové teorii pole byl
v roce 1933 odménén Nobelovou cenou za fyziku. V pozdéjsich letech se zabyval dis-
ledky, které by plynuly z hypotetické proménnosti zakladnich konstant (gravitaéni,
rychlosti svétla a Planckovy konstanty). Po cely Zivot byl zastdncem principu jedno-
duchosti fyzikalnich rovnic. Jako jeden z prvnich si uvédomil, Ze symetrie v pfirodé
jsou primarnim principem pii sestavovani fyzikalnich rovnic.

Doppler, Christian (1803—1853), rakousky matematik a fyzik,
¢ast svého kratkého zivota stravil jako profesor Prazské tech-
niky (pfedchiidce CVUT v Praze), pozdéji piednasel na Viden-
ské polytechnice. Ve znamost vesel pfedevs§im objevem zmény
frekvence vInéni pfi vzajemném pohybu zdroje a pozorovatele
(Doppleriv jev). Dopplertv jev zpusobuije statistické rozsifeni
spektralnich ¢ar. S nastupem relativity byl odvozen i relativis-
ticky Dopplertiv jev. Publikoval také prace o elektfiné a magne-
tismu, zabyval se ¢asovou proménnosti magnetické deklinace,
napsal nékolik ¢lankd z optiky a astronomie. Pod Dopplerovi
jsou pojmenovany krater na odvracené stran¢ M¢sice a planetka 3905 Doppler.

Dulong, Pierre Louis (1785-1838), francouzsky fyzik a chemik.
Zabyval se pruznymi vlastnostmi pary, vedenim tepla a mérnymi
tepelnymi kapacitami plynt. Také méfil indexy loma rtiznych
plyni. Neékolikrat spolupracoval s Alexisem Petitem, snimz
v roce 1819 experimentalné objevil Dulongliv-Petitiv zakon ty-
kajici se tepelné kapacity latek. Studoval Pafizskou polytech-
niku, ale jeho studia byla znemoznéna chatrnym zdravim.
Objevil vybusnost chlorodusiku (chloridu dusitého), pii explozi
prisel o oko a tii prsty. Nehodu tajil, proto v jiné laboratofi dos-

» lo k dalsi explozi s jesté horSimi disledky. Za spoluobjeveni
Dulongova-Petitova zédkona obdrzel cenu Francouzské akademie véd.
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Ehrenfest, Paul (1880-1933), rakousky fyzik, ktery se zabyval
statistickou fyzikou a termodynamikou. V roce 1900 navrhl
model diftize a statistickou interpretaci druhé véty termodyna-
mické. V roce 1912 se v Praze poprvé setkal s Albertem Einstei-
nem. Pozdéji pracoval v oblasti kvantové teorie rotujicich sys-
tému. Ehrenfest studoval na Videnské univerzit¢ a doktorska
studia zakon¢il pod vedenim Boltzmanna v Géttingenu v roce
1904. Pracoval na mnoha univerzitich a vyznamnych pracovis-
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napfiklad Hendrik Casimir a George Uhlenbeck, vyznamné byl ovlivnén Ralphem Kro-
nigem. Na jeho pocest jsou pojmenovany Ehrenfestovy teorémy o vztahu mezi kvanto-
vou a klasickou podobou pohybovych rovnic.

Einstein, Albert (1879-1955), viz sekce Relativita

Fermi, Enrico (1901-1954), italsko-americky fyzik, ktery se
vénoval predevs$im kvantové teorii a teorii elementarnich Castic.
Malou neutralni ¢astici, ktera vznika pii beta rozpadu pojmeno-
val neutrino (v ital$tiné ,,neutronek*). Na jeho pocest jsou po-
jmenovany Castice s polo¢iselnym spinem jako fermiony. Jde
o Castice, které splnuji Pauliho vyluCovaci princip. Tyto Castice
splituji statistické rozdéleni pojmenované Fermiho-Diracovo
rozdéleni. Enrico Fermi zkonstruoval a spustil v roce 1942 pod
stadionem Chicagské univerzity prvni jaderny reaktor na svété.
Byl postaven z grafitovych cihlicek, které slouzily soucasné jako
moderator. V roce 1943 zalozil Aragonskou narodni laboratof. Enrico Fermi se také
zabyval zptsobem urychlovani kosmického zareni a navrhl statistické urychleni nabi-
tych ¢astic pii jejich odrazech od magnetickych zrcadel. Dnes tento mechanizmus nazy-
vame Fermiho mechanizmus. V roce 1938 ziskal Nobelovu cenou za fyziku za objev
umélych radioaktivnich prvki, které vznikaji z jader pfi ostfelovani neutrony. Podle
Fermiho je pojmenovana rentgenova observatof vypusténa do vesmiru v roce 2008.

Gibbs, Josiah Willard (1839-1903), americky matematik a teo-
reticky fyzik, ktery se zabyval termodynamikou a statistikou.
Zformuloval pojem termodynamické rovnovahy pomoci energie
a entropie. Zformuloval také jednoduché pravidlo chemické
rovnovahy nekolika fazi (Gibbsovo pravidlo fazi). V matematice
zalozil vektorovou analyzu. Studoval na Univerzit¢ v Yale, kde
ziskal PhD v oboru inzenyrstvi. Pozdéji se na této univerzité stal
profesorem. V jeho pracich se spolu setkavala matematika, fy-
zika a chemie. Po Gibbsovi jsou pojmenovany: Gibbsovo pravi-
dlo fazi a Gibbsiv termodynamicky potencial.

Heisenberg, Werner (1901-1976), némecky teoretik, ktery se
A\ zabyval zakladnimi rysy kvantové teorie. Je autorem maticové
kvantové mechaniky, kterou odvodil v roce 1925. Jde o jiny
postup vypoctu kvantovych stavii, nez je Schrodingerova vinova
~ 8 mechanika. Heisenberg odvodil také slavné relace neurcitosti,
=" dle kterych nelze soutasné presné zméfit polohu a hybnost
podle kterych nelze soucasné piesné zméfit polohu a hybnos

objektu, coz vede na statistické fluktuace, kterym nelze nijak
zabranit. Méfeni jedné veli¢iny naruSuje vysledek méfeni druhé
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veli¢iny. Za vybudovani zakladl kvantové teorie ziskal v roce 1932 Nobelovu cenu za
fyziku. Heisenberg vystudoval teoretickou fyziku na Univerzité v Mnichové. Titul PhD
ziskal pod vedenim Sommerfelda v roce 1923 a stal se asistentem Maxe Borna v Géttin-
gen. Tii roky pracoval v Kodani s Nielsem Bohrem, kde se spolu podileli na tzv.
kodanské interpretaci kvantové teorie. Navrhl také tspéSny model feromagnetik se
dvéma fazovymi piechody. Od roku 1927 do roku 1941 byl profesorem teoretické fy-
ziky v Lipsku, od roku 1942 do roku 1945 byl feditelem Institutu Maxe Plancka v Ber-
lin¢ a od roku 1946 byl feditelem Institutu Maxe Plancka v Kodani.

Hubbard, John (1931-1980), anglicky fyzik, autor Hubbardova modelu, Hubbardova-
Boseho modelu a dalsich modeltl interagujicich elektrontl. Vystudoval londynskou Im-
perial College, kde ziskal doktorat. Pozdé&ji pracoval v americké vyzkumné laboratofi
IBM v San Jose a v Harwellové laboratoii ve Velké Britanii. Hlavnim polem jeho pi-
sobnosti byla fyzika kondenzovanych stavti.

Ising, Ernst (1900-1998), némecky fyzik, ktery se zabyval
predevs§im fazovymi pfechody ve feromagnetickych a paramag-
netickych latkach. Je autorem velmi uspé$ného Isingova mode-
lu, ktery problematiku fazovych prechodl feromagnetik fesi na
miizi. Ising spocital v ramci doktorské prace parti¢ni sumu toho-
to modelu pro fetézec dvojstavovych spinti. Ve dvou dimenzich
problém vyfesil Lars Onsager az v roce 1944. Ising vystudoval
Hamburskou univerzitu, kde také urcitou dobu pracoval. V roce
1939 prchl pted nacisty do Lucemburska, kde se zivil jako pas-
tevec a délnik na zeleznici. Po okupaci Lucemburska byl nucen pracovat pro armadu.
V roce 1947 se mu i s rodinou podatilo emigrovat do USA, kde se stal profesorem na
Bradleyove univerzité v Illinois. Zde pracoval az do konce Zivota.

Jeans, James (1877-1946), anglicky matematik a astronom,
ktery se zabyval Sirokym spektrem fyzikalnich problému. Nevé-
fil Laplaceove hypotéze o vytvoreni slune¢ni soustavy z prvopo-
cateCni mlhoviny. Namisto toho vytvofil vlastni teorii, podle
které zpusobil prulet blizké hvézdy kolem Slunce slapové vyvr-
zeni hmoty, z niz vznikla sluneéni soustava. Tato teorie byla
pozdéji vyvracena. Jeans se také zabyval termodynamikou a za-
fenim absolutné ¢erného télesa, podarilo se mu odvodit vyza-
fovaci zakon pro nizké frekvence. Spolu s Eddingtonem se stal
zakladatelem britské kosmologie. Byl odpiircem teorie Velkého
tresku a zastaval teorii ustaleného vesmiru, kterd byla vyvracena objevem reliktniho
zéfeni. Od roku 1928 se Jeans stal UspéSnym populdrnim spisovatelem. Jeans
vystudoval fyziku v Cambridgi, poté pracoval v Cambridgi a v Princetonu.

Kosterlitz, John Michael (*¥1942), britsko-americky fyzik,
ktery se cely zivot zabyva fyzikou kondenzovanych stavi, jed-
norozmeérnymi a dvojrozmérnymi spinovymi systémy, miizovy-
mi modely a spinovymi skly (feromagnetiky, jejichz vazebni
konstanta se méni od mista k mistu).. Vystudoval Cambridzskou
univerzitu, doktorat ziskal na Oxfordu. Po studiich vystfidal
nékolik mist na univerzitach v riznych Castech svéta. Pracoval
napftiklad na Birminghamsk¢ univerzité, kde se setkal s Davidem
Thoulessem, na Cornellove univerzité i jinde. Profesorské misto
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ziskal na Brownové univerzité¢ ve Spojenych statech. V soucasnosti je vyzkumnym
pracovnikem na univerzité Aalto-yliopisto ve finskych Helsinkach. Spolecné s Davidem
Toulessem v roce 1972 zjistil, Ze u nékterych typu feromagnetik existuje mezi vysoko-
teplotni neuspofadanou fazi a nizkoteplotni doménovou fazi jesté jedna faze, v niz se
smér spind méni jen velmi pomalu a spiny vytvareji spinové viny a viry. Pfechod z vy-
sokoteplotni faze do této tzv. ,,soft “ faze se dnes nazyva Kosterlitztiv-Thoulesstv pie-
chod. Kosterlitz spolu s Thoulessem v 70. letech pfedpovédél existenci povrchové
supravopdivosti jako disledek topologického stavu plosné periodické struktury. V osm-
desatych letech 20. stoleti vyvinul spolu s Duncanem Haldanem metody popisu fazo-
vych ptechodi, pfi nichz neni naruseni symetrie urcujici charakteristikou. Za svou praci
ziskal fadu ocenéni, jimz vévodi Nobelova cena za fyziku pro rok 2016.

Landé, Alfred (1888-1976), némecko americky fyzik, ktery se
cely zivot zabyval kvantovou fyzikou. Zndmy je Landétv faktor
urcujici degeneraci stavu, ktery je kliCovou veli¢inou pii ano-
malnim Zeemanové jevu nebo pti magnetické rezonanci. Landé
se vénoval také spektroskopii. V pozdéjsich letech nesouhlasil,
podobné jako Einstein, s kodanskou interpretaci kvantové teorie
a hledal vlastni pojeti kvantové teorie. Landé vystudoval Mni-
chovskou univerzitu. V roce 1929 pfednasel na Ohijské univer-
zité, pii druhé navstéve (1930-1931) se rozhodl v USA zistat.

Liouville, Joseph (1809-1882), francouzsky matematik, ktery se zabyval teorii Cisel,
komplexni analyzou, diferencialni geometrii, topologii, teoretickou fyzikou a astrono-
mii. Prispél k feseni integralnich rovnic za pomoci vlastnich Cisel, detailn¢ se vénoval
integrabilit¢ soustav rovnic a ukazal, ze se pii ¢asovém vyvoji v hamiltonovskych sys-
témech zachovava fazovy objem (Liouvilliv teorém). Je po ném pojmenovana celd fada
matematickych objekti a krater na Mésici.

Maxwell, James Clerk, viz sekce Elektromagnetické pole

= Onsager, Lars (1903-1976), norsko-americky chemik a teore-
; ticky fyzik. V roce 1968 ziskal Nobelovu cenu za chemii. Zaby-
val se teorii elektrolytd a Brownovym pohybem iontd. Uchvatila
ho statisticka fyzika a termodynamika. Zkoumal difuzi ¢éstic
zpusobenou gradientem teploty a koncentrace a produkeci entro-
pie pfi téchto procesech. Své poznatky zobecnil na tzv. Onsage-
rovy relace reciprocity, které popisuji symetrie mezi toky
a jejich pficinami. Pasobil na Brownové univerzité, Hopkinsove
univerzité a Univerzité v Yale.

Pauli, Wolfgang (1900-1958), rakousko-némecko-americky
fyzik, v roce 1925 zformuloval Pauliho vylucovaci princip, ktery
fika, ze dva fermiony se nemohou nachéazet ve stejném kvanto-
vém stavu. Tento princip je zodpovédny za rozdilné vlastnosti
riznych atomt a za chemické vlastnosti latek. Vyznamné se po-
dilel na vzniku kvantové mechaniky. Je po ném pojmenovéna
Pauliho rovnice, prvni kvantova rovnice, ktera obsahovala spin.
Ve 30. letech piedpovédél existenci neutrina. Za své prace,
zejména za objev vylucovaciho principu, ziskal v roce 1945 No-
belovu cenu za fyziku. Tento princip dominantné ovliviiuje
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statistické chovani ¢astic pfi nizkych teplotach. Pauli se narodil ve Vidni, jeho kmotrem
byl Ernst Mach. Prarodi¢e Pauliho z otcovy strany pochézeli z prazské zidovské rodiny.
Prvni védecky ¢lanek o obecné relativité publikoval v 18 letech. Studoval v Mnichové
pod vedenim Sommerfelda, zde ziskal v roce 1921 Ph.D. na zaklad¢ prace o kvantovych
vlastnostech molekuly vodiku. Pauli byl rok na Univerzité¢ v Gottingen, kde pracoval
pod vedenim Maxe Borna. Také pracoval na Ustavu teoretické fyziky v Kodani (dnes
Ustav Nielse Bohra), na Univerzité v Hamburku a ve §vycarském Curychu. V roce 1931
byl hostujicim profesorem na Michiganské univerzit¢ a v roce 1935 v Princetonu.
V roce 1939 se politické poméry v Evropé zhorsily natolik, ze se Pauli odstéhoval do
Spojenych statli, kde pracoval jako profesor teoretické fyziky v Princetonu. Po druhé
svétove valce se stal americkym obcanem.

Petit, Alexis Thérése (1791-1820), francouzsky fyzik, ktery se zejména zabyval uc¢in-
nosti parnich motord. Diskutoval se Sadi Carnotem problematiku tepelnych strojii a
termodynamické ucinnosti. Nékolikrat spolupracoval s Pierrem Louisem Dulongem.
Vysledkem byl experimentalni objev vztahu pro mérnou molarni kapacitu latek, ktery se
dnes nazyva Dulongtv-Petitiv zakon. Vystudoval Pafizskou polytechniku, vstoupil na
ni v nejniz§im mozném veku (16 letech). Ve svych 23 letech se stal profesorem.

Planck, Max (1858-1947), némecky fyzik, ktery formuloval
rovnici popisujici vyzafovani absolutné cerného télesa za pied-
pokladu, Ze energie je kvantovana a elementirni kvantum je
umérné frekvenci. Tento predpoklad zavedl ryze matematicky,
aby rovnice byly fesitelné. Fyzikalni interpretaci pfili§ nedtve-
foval. V roce 1918 ziskal Nobelovu cenu za svou kvantovou
teorii, uspé$né vyzkousenou Einsteinem na fotoelektrickém jevu
a Bohrem na prvnim modelu atomu. Planck se hluboce zabyval
. termodynamikou, je po ném pojmenovana jedna z moznych for-
mulac1 druhé Vety termodynamické. Planck byl kritikem pravdépodobnostni interpreta-
ce entropie. V roce 1900 poprvé pouzil univerzalni plynovou konstantu a Avogadrovo
¢islo. Po Planckovi jsou pojmenovany tzv. Planckovy Skaly — typicka hmotnost, délka, ¢as
a energie ziskané kombinaci zdkladnich konstant. Planckovo jméno také nesou: nejvetsi
sit’ védeckych tstavii v Némecku (Max Planck Institute), krater na Mésici a evropska
sonda zkoumajici reliktni zafeni.

Potts, Renfrey Burnard (1925-2005), australsky matematik, ktery vyvinul Pottsiv
model feromagnetik vyuzivajici libovolny pocet projekci spinu. Tento model zobecnil
Isingtiv model. Potts mél velmi Siroky zabér. Zajimal se také o robotiku a intenzivné se
vénoval dopravnimu inZenyrstvi (sledovani automobill, optimalizaci jejich pohybu
v zavislosti na dopravni situaci atd.). Vystudoval Univerzitu v Adelaide a Oxfordskou
univerzitu. Za své prace ziskal cenu Australské matematické spolecnosti.

Rayleigh, John William Strutt (1842-1919),viz sekce Elektromagnetické pole

Stefan, Jozef (1835-1893), slovinsky fyzik, matematik a basnik. Studoval matematiku
a fyziku na Videnské univerzit€. Z Dulongova-Petitova zakona odvodil formuli pro
celkovy tok energie z absolutné ¢erného télesa. Z tohoto zdkona odhadl povrchovou
teplotu Slunce. Resil také rozlozeni teploty pii fazovém piechodu (Stefaniiv problém)
a dalsi ulohy na pomezi matematiky, fyziky a chemie. Jeho zdkem byl Ludwig Boltz-
mann. Je po ném pojmenovan Stefantiv-Boltzmannlv zékon, Stefantv tok a Stefanv
problém. Stefan vystudoval Videniskou univerzitu a je nositelem Liebenovy ceny.
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Thouless, David James (¥*1937), anglicky teoretik, ktery vystu-
doval Cambridzskou univerzitu. Doktorské studium absolvoval
ve Spojenych statech na Cornellové univerzité pod vedenim
Hanse Betheho. Jako cerstvy doktorand ziskal tzv. ,,postdoc*
pozici na Kalifornské univerzit¢ v Berkeley". V letech 1965 az
1978 se vratil do rodné Anglie a stal se profesorem na Bir-
minghamské univerzité. Poté se znovu vraci do Spojenych stati,
kde ziskava profesorské misto na Washingtonské univerzité v
Seattlu. Profesné se zabyva statistickymi vlastnostmi dvouroz-
mérnych systémtl, mfizovymi modely, feromagnetiky, supravo-
divosti a fazovymi prechody. Spolu s Michaelem Kosterlitzem v roce 1972 zjistil, Ze
u nékterych typl feromagnetik existuje mezi vysokoteplotni neuspoiadanou fazi a niz-
koteplotni doménovou fazi jest¢ jedna faze, v niz se smér spinti méni jen velmi pomalu
a spiny vytvéafeji spinové viny a viry. Pfechod z vysokoteplotni faze do této tzv. ,,soft
faze se dnes nazyva Kosterlitziv-Thoulesstiv pfechod. Thouless spolu s Kosterlitzem
v 70. letech piedpovédél existenci povrchové supravopdivosti jako dasledek topologic-
kého stavu plosné periodické struktury. Thouless ziskal fadu ocenéni véetné Nobelovy
ceny za fyziku (2016).

Verlinde, Erik Peter (¥*1962), holandsky teoreticky fyzik, ktery
Sokoval fyzikalni obec v roce 2009, kdy ptedstavil svou entro-
pickou teorii gravitace. Gravitaci v této teorii nepovazuje za
samostatnou silu, ale za typickou entropickou silu, ktera je zpa-
sobena gradientem informace. Sama informace je v jeho teorii
lokalizovana na dvourozmérné nadplose (tzv. holograficky prin-
cip). Z teorie zevrubné odvodil Newtonovy pohybové zakony,
gravitaéni zakon i obecn¢ relativisticky popis pfirody. V roce
2016 ptidal jako dalsi zdroj entropie objemovou slozku — vaku-
ové fluktuace. Ty zplisobi, ze predpovédi uz nejsou shodné s obecnou relativitou. Zda
se, ze by jeho teorie mohla vnést svétlo i do problematiky temné energie a temné hmoty.
Sam piirovnava gravitaci k tlaku. Jednotlivé molekuly ¢i atomy nevyviji tlak, ale jako
celek ano. Obdobné je, dle Verlindeho, gravitace disledkem kvantového chovani vel-
kého mnozstvi objekti mikrosvéta. Jeho hypotéza ma fadu odpurci. Verlince vystudo-
val Utrechtskjou univerzitu, ptisobil v Princetonu, v soucasnosti je na Amsterodamské
univerzité. Jsou po ném pojmenovany Verlindeho algebra a Verlindeho formule (vyuzi-
vané v kvantové teorii pole).

Weiss, Pierre-Ernest (1865-1940), francouzsky fyzik, ktery se
zabyval magnetizmem. V roce 1907 vytvoril teorii magnetickych
domén, které jsou po ném pojmenovany. Zabyval se také teorii
sttedniho pole, ktera ho ptivedla ke Curicové-Weissovu zakonu
popisujicimu zavislost magnetické susceptibility na teploté. Vy-
studoval univerzitu v Rennes, dale studoval v Lyonu, na Curys-
ské polytechnice ETH (Svycarsko) a na Strasburské univerzitg.
Za své prace ziskal v roce 1935 Rad &estné legie.

Wien, Wilhelm (1864-1928), némecky fyzik, jenz dostal Nobelovu cenu za fyziku pro
rok 1911 za posunovaci zakon pro absolutné cerné téleso, ktery objevil v roce 1893.
Tento zakon ukazuje, Ze vlnova délka maxima vyzafovani klesd s teplotou télesa.
Teplejsi télesa tak vyzaruji na kratSich vlnovych délkach nez chladngjsi télesa. Wien
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ziskal doktorat na Berlinské univerzité v roce 1886 a brzo poté
zacal pracovat pravé na problematice zafeni absolutné cerného
télesa. Wien se pokusil o odvozeni intenzity vyzarovani ¢erného
télesa v zavislosti na teploté a byl Gspésny pro kratkovinnou cast
spektra, v dlouhovinné oblasti jeho vyzafovaci zdkon nebyl
spravny. Uplny zakon zafeni ¢erného télesa odvodil az Max
Planck na zakladé pfedpokladu o kvantovani energie zafeni,
¢imz polozil zaklady kvantové teorie. Wien byl jmenovan v roce
1899 profesorem na Giessenské univerzit¢ a v roce 1920 na
Mnichovské univerzité. Svymi poznatky také ptispél k vyzkumu katodovych trubic
generujicich rentgenové zareni.

Elektromagnetické pole

Ampére, André Maria (1775-1836), francouzsky matematik
a fyzik, ktery ukazal, ze se kolem vodice protékaného proudem
nachazi magnetické pole. Provadél pokusy s natacejici se ruckou
kompasu a zjistil vzéjemny vztah mezi smérem proudu a magne-
tickych indukénich ¢ar, ktery dnes nazyvame Ampérovo pravid-
lo pravé ruky. Ukazal, ze se dva vodice protékané proudem
shodnym smérem pfitahuji, obracené se pak odpuzuji. Magnetiz-
mus vysvétloval pomoci elektrickych proudti v molekulach. Zji-
stil, Ze se civka protékana proudem chova jako tyCovy magnet.
Tento svilj vynalez nazval solenoid. Vynalezl také elektricky te-
legraf. Byl samoukem, pfesto se stal ¢lenem Francouzské akademie véd a profesorem na
slavné Pafizské polytechnice (Ecole Polytechnique). Po Ampérovi je pojmenovana
jednotka elektrického proudu ampér, Apmeértuv zakon a Ampérovo pravidlo pravé ruky.

Anderson, Carl David (1905-1991), americky fyzik, ktery
obdrzel v roce 1936 Nobelovu cenu za objev pozitronu (kladné-
ho elektronu), prvni zndmé castice antihmoty. Anderson ziskal
titul PhD v roce 1930 na Kalifornském technologickém institutu
v Pasadené, kde pracoval s fyzikem Robertem Andrewsem Mil-
licanem. Od roku 1927 studovali rentgenové fotoelektrony
(uvoliuji se pfi srazkach atomi s vysoce energetickymi fotony),
v roce 1930 zacali zkoumat kosmické a gama zareni. Anderson
v mlzné komote vyfotografoval stopy sekundarnich sprsek kos-
mického zafeni a pfi studiu takto vzniklych fotografii objevil
mnozstvi stop, z jejichz tvaru vyplyvalo, ze by mohly vzniknout piisobenim kladné na-
bitych ¢astic — ovSem ¢astic mnohem mensich nez protony. V roce 1932 publikoval, ze
stopy jsou zpusobeny pozitrony — kladné nabitymi ¢asticemi se stejnou hmotnosti jako
elektrony. Existenci pozitronu jakozto anti¢astice k elektronu predpovédél v roce 1928
Paul Dirac. V roce 1936 Anderson objevil mion (t€zky elektron), Castici 207x t&z8i nez
elektron. Nejdfive myslel, Ze nalezl mezon (Castici, ktera vaze proton a neutron
dohromady v atomovém jadie) predpovézeny japonskym fyzikem Hideki Yukawou, ale
ukazalo se, Ze mion s t€émito Casticemi interaguje jen slabé a jde o t€z8i verzi elektronu.
Skute¢ny mezon byl pak objeven vroce 1947 britskym fyzikem Cecilem Powellem
a pojmenovan 1 mezon neboli pion. Anderson spojil celou svou kariéru s Kalifornskym
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technologickym institutem (Caltech), kam nastoupil v roce 1933 a jako profesor ptisobil
az do roku 1976. Béhem druhé svétové valky se zapojil do raketového vyzkumu.

Biot, Jean-Baptiste (1774-1862), francouzsky fyzik, astronom
a matematik, ktery vstoupil do historie Biotovym-Savartovym-
Laplaceovym zakonem, ktery umoziuje vypocet magnetického
pole ze znalosti rozlozeni elektrickych proudii. Z pétikilomet-
rové vysky zkoumal spolu s Gay-Lussacem z balonu, jak se cho-
va magnetické pole Zemé. Zkoumal zbytky meteoritu dopadlé¢ho
vroce 1803 do okoli L'Aigle a dospél k zavéru, Ze tyto zbytky
pochazeji z kosmického prostoru. Zkoumal fyzikalni vlastnosti
Vinného kamene zZ Velkého mnozstvi téméf tii set praci jsou
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mem svétla. Studoval Paiizskou polytechniku (Ecole Polytechnzque) Biot byl za své ¢i-
ny odménén Rumfordovou medaili, kterou udéluje Kralovska akademie véd v Londyné.

Brewster, David (1781-1868), skotsky fyzik, matematik, astro-
nom a vynalezce, ktery objevil, Ze stlaceni isotropni latky mtze
vést ke vzniku optického dvojlomu. Dale experimentalné zjistil,
ze svira-li odrazeny a lomeny paprsek pravy uhel, je odrazeny
paprsek linearné polarizovany (Brewsterv jev). Uhel dopadu se
pfi této situaci nazyva Brewsteriv thel. Brewster studoval dvou-
osé krystaly a ukazal, ze dvé optické osy nemusi nutné vést
k dvojlomu. Vynalezl mj. kaleidoskop. Brewster studoval Edin-
burskou univerzitu, poté pracoval na Univerzité v St. Andrews.
Za své prace v optice ziskal fadu ocenéni, naptiklad Coleyho
medaili, Rumfordovu medaili, Keithovu cenu, Kralovskou medaili a dalsi.

Coulomb, Charles-Augustin de (1736-1806), francouzsky fy-
zik a vojensky inzenyr, ktery provadél pokusy s torznimi vaha-
mi, které nezavisle na ném popsal také anglicky chemik a obje-
vitel kysliku Joseph Priestley. Jeho vyzkumy ho vedly k zave-
rum, ze elektrické a magnetické sily ubyvaji s druhou mocninou
vzdalenosti. Pro elektrické jevy vesel vztah F =k gO/r* ve zna-
most jako Coulombiiv zakon, pfestoze ho jiz pfed Coulombem
zavedl skotsky fyzik John Robison. Coulomb se také zabyval

; vyzkumem tfeni. Po Coulombovi je nazvana jednotka elektric-
keho naboje — coulomb V dobé revoluce (1789) spolupracoval s revoluéni vladou na
tvorbé novych jednotek mér a vah. Podilel také se na navrhu podptrnych stén pro zame-
zeni sesuvu pudy. Vystudoval Kralovskou inzenyrskou Skolu v severofrancouzském
mésté Charleville-Méziéres.

Debye, Peter Joseph William (1884-1966), holandsky fyzik
a chemik. Na pocatku kariéry se zabyval vifivymi proudy. Jako
prvni popsal chovani asymetrickych molekul pomoci dipolového
momentu a pfimo je zkoumal rentgenovou difraktometrii. Na
jeho pocest se proto méti dipélovy moment molekul v jednot-
kach debye. Jeho prace méla velmi Siroky zabér, rozsitil napfi-
klad Einsteinovu teorii mérného tepla o nizkofrekvencni fonony,
zabyval se teorii elektrické vodivosti elektrolytl, teorii atomar-
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nich obaltl, vysvétlil Comptonav jev. V roce 1936 obdrzel Nobelovu cenu za chemii za
prispévek ke studiu molekuldrnich struktur. Ve fyzice je podle ného pojmenovana De-
byeova stinici vzdalenost. Jeho ptivodni holandské jméno Petrus Josephus Wilhelmus
Debije si nechal legalné zménit na Peter Joseph William Debye.

Descartes, René (1596-1650), francouzsky filosof, ktery vycle-
nil matematiku a fyziku z filozofie a stal se otcem souc¢asného
pojeti védy. Odmital navazovat na prace svych predchtdcu,
vzdy Sel svou vlastni cestou. Ve véde¢ predpokladal, ze problémy
je tieba analyzovat, tedy nejprve problém rozdélit na fadu jed-
nodussich celkt, ty samostatné feSit a teprve poté spojit do
vysledného feseni. Zabyval se mnoha oblastmi matematiky a fy-
ziky, napiiklad teorii Cisel, zavedl a prosadil kartézskou souiad-
nicovou soustavu, spolu s Pierrem de Fermatem se stal zakla-
datelem analytické geometrie. Ve fyzice se vénoval zejména
klasické mechanice a optice. Z hlediska zde probiraného elektromagnetického pole se
pokusil odvodit zdkon zachovani lomu. To se mu podafilo na zakladé mechanické pred-
stavy kuli¢ek prolétajicich sténou. Ve vysledném vztahu je podil rychlosti pied a za
sténou, ktery ale mu vysel obracené, nez tomu je u skutecného lomu svétla. Pokud tento
podil déle nezkoumal a oznacil za materidlovou konstantu (index lomu), nebyla chyba
v odvozeni poznatelna. Na zékladé odvozeného vztahu propracoval teorii duhy a kons-
truoval jednoducha opticka zafizeni, napiiklad mikroskop. Descartes studoval mnoho
Skol, prvni z nich byla Univerzita v Poitiers.

Faraday, Michael, (1791-1867), anglicky knihaf, ktery se zaji-
mal o elektfinu. Ziskal moZznost pracovat jako sekretar a pozdeji
jako asistent v laboratofi Humphry Davyho, kde provadél své
experimenty. V roce 1821 napsal ¢lanek o souc¢asném nahledu
na elektfinu a magnetizmus, ve kterém uvetejniuje Oerstedovy
pokusy. Byl jednim z nejvétsich experimentatorti viibec. Jelikoz
byl samouk, stavalo se, ze ob¢as nerozumé¢l matematice z Ampe-
rovych praci. Vlastnosti magnetické sily vedly Faradaye k dom-
L\ ' nénce, ze magneticka sila je kruhova. Také objevil, Ze otaceni
magnetu 1ze Vyuth k vyrobé¢ elektrického proudu. V roce 1821 vzniklo dynamo (zatize-
ni, které je schopné pfeménit pohyb na elektiinu). V roce 1831 objevil elektromag-
netickou indukci a v roce 1857 formuloval zakony pro elektrolyzu. V letech 1839-1855
publikoval své vysledky ve tfisvazkovém dile Experimental Researches in Electricity.
V roce 1845 vytvoril koncept, ktery popisoval elektricka a magneticka pole (polni for-
mulace elektfiny a magnetizmu). Experimentoval také s dielektriky v kondenzatorech.
Zobrazil magnetické pole tyCového magnetu pomoci zeleznych pilin. Vénoval se ale
ijinym oblastem, nez byly elektfina a magnetizmus. V roce 1859 v svethl naprlklad
regelaci — spojeni dvou blokti ledu do jednoho celku diky ptso- S
beni tlaku. Spravné predpokladal, ze se tlakem vytvoii mezi
bloky ledu tenka vrstva vody, ktera poté zamrzne.

Feynman, Richard Philips (1918-1988), americky fyzik, ktery
se zabyval kvantovou elektrodynamikou a stal se jednim z jejich
spolutviircl. V roce 1965 byl za tyto prace odménén Nobelovou
cenou za fyziku spolu se Schin-Itiro Tomonagou a Julianem
Schwingerem. Nejznaméjsi je pravdépodobné diky Feynmanovym
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diagramm, které umoziuji provadét komplikované vypocty v kvantové teorii pole
a jednoduse graficky prezentuji probihajici kvantové procesy. V elektfiné a megnetizmu
je po Feynmanovi pojmenovana Feynmanova formule pro vypocet elektrikych a mag-
netickych poli véetné zativych ¢lend. Feynman byl vynikajici pedagog a zanechal po
sobé skvélou ucebnici fyziky (Feynmanovy prednasky z fyziky), ktera je souhrnem jeho
prednasek zapsanych studenty. V pozdé€jsich letech také napsal nékolik popularnich
humornych sbirek o svém Zzivote.

Fresnel, Augustin-Jean (1788-1827), francouzsky fyzik, ktery
nezavisle provedl stejny dvojstérbinovy experiment jako Tho-
mas Young. Fresnel ukazal, Ze pouze pficné vinéni svétla mize
byt zodpovédné za dvojity lom. Pfi odvozovani Fresnelovych
rovnic pro odraz a lom postupoval obracené, od znamych sku-
tecnosti k teorii. Vytvofil také matematickou teorii lomu a pola-
rizace v anizotropnich krystalech. Z této teorie predpovédél
William Rowan Hamilton kénicky lom, ktery byl zanedlouho
objeven. Fresnel vystudoval Patizskou polytechniku (Ecole Po-

d lytechnique). Za své prace ziskal fadu ocenéni, naptiklad Vel-
kou cenu za matematlcke védy, Rumfordovu medaili, stal se zahrani¢nim ¢lenem Kra-
lovské spolecnosti a jeho jméno je zapsano mezi 72 nejvyznamnéj$imi védci na Eiffe-
lové vézi v Patizi (spolu s napiiklad Coulombem, Laplacem a Cauchym). Jsou po ném
pojmenovany: Fresneltiv hranol, Fresnelova ¢iocka a Fresnelovy vztahy.

Gauss, Karl Friedrich (1777-1855), némecky matematik,
ktery je obcas nazyvan princem mezi matematiky. Byl fenome-
nalnim ditétem, ve tfech letech upozornil otce na chybu pfi
vypoctu mzdy a fekl mu spravny vysledek. Kdyz byl ve skole
a vyucujici jim zadal secist ¢isla od 1 do 100, odvodil formuli
pro soucet aritmetické fady. Podle Gausse se ve statistice nazy-
va Gaussovo rozdéleni. V integralnim poctu je na jeho pocest
pojmenovana Gaussova véta pro prevod plosného a objemového
integralu. Podle Gausse je také pojmenovana jednotka indukce —
magnetického pole gauss. Zabyval se teorii ¢isel, integralnim a diferencialnim poctem,
teorii Cisel, geometrii, matematickou analyzou, elektrostatikou, magnetostatikou, astro-
nomii, optikou, geodézii a mnoha dal$imi obory pfirodnich véd. Stézejni dilo z teorie
Cisel (Disquisitiones Arithmeticae) napsal jiz v 21 letech.

Haroche, Serge (*1944), francouzsky fyzik, ktery ziskal
Nobelovu cenu za fyziku pro rok 2012 za vyvoj novych technik
méfeni na kvantovych objektech, ktera tyto objekty neznii
a umozni nedestruktivni zji§téni jejich kvantového stavu a mani-
pulaci s nimi. Haroche se narodil marockému pravnikovi ukra-
jinské ucitelce. Haroche se trvale usidlil ve Francii v roce 1956.
Dnes je profesorem a Vedoucim katedry kvantové fyziky na
sidlici pobliz staré Sorbonny). Haroche se zabyva predev§im
atomovou fyzikou a kvantovou optikou. V 70. letech vyvinul
novou metodu laserové spektroskopie zaloZzenou na kvantovych razech ptfedpoveézenych
kvantovou elektrodynamikou. Poté se dlouhodobé zabyval kvantovymi vlastnostmi
Rydbergovych atomt. Tyto obii atomy jsou mimotadné citlivé na mikroviny, a to je
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pfimo predurcuje ke studiu interakce atomt s fotony. Haroche se svym tymem sledoval
ztratu kvantovych vlastnosti Rydbergova atomu (dekoherenci) ve specializovaném
(Ramseyove) interferometru. Jeho dvé ramena byla doplnéna supravodivou mikrovin-
nou dutinou, kterou jeho skupina vyvinula. Dutina obsahujici jen nékolik fotoni je
vhodna pro testovani kvantové dekoherence a k realizaci logickych operaci, které
vyuzivaji kvantovy pienos informace.

Laplace, Pierre Simon de (1749-1827), francouzsky fyzik a ma-
tematik, ktery dal kone¢nou podobu matematické astronomii
tim, ze shrnul poznatky vSech svych predchiidci v péti svazcich
dila Mécanique Céleste (Nebeska mechanika) z let 1799-1825.
Jako prvni spocital z klasické mechaniky polomér télesa, které
neopusti ani svétlo (dnes hovorime o Schwarzschildové polomé-
ru). Laplace systematizoval a dale rozvijel teorii pravdépodob-
nosti ve svém dal$im dile Essai Philosophique sur les Proba-
bilités (1814). Jako prvni vytesil Gausstv integral jako odmoc-
ninu z . Také studoval integralni transformaci, dnes nazyvanou Laplaceova transfor-
mace. K dokonalosti ji dovedl Heaviside. Laplace se podepsal na Lavoisierové kalori-
metrické teorii. Urcil pomoci sebou navrzeného kalorimetru mérnéa tepla mnoha latek.
Objevil a zavedl gravitacni potencial a ukazal, ze ve vakuu ho je mozné spocitat pomoci
Laplaceovy rovnice. Totéz plati pro elektrostatiku a magnetostatiku. Poté, co byl
Napoleonem zvolen ministrem vnitra, byl zanedlouho propustén se slovy: ,,Prindsite
nekonecné malou nadéji k vyreseni velkych problémii.

Larmor, Joseph sir (1857-1942), irsky fyzik a matematik. Vys-
vétlil Fitz-Geraldovu kontrakci nezavisle na Lorentzovi a pied-
poveédél dilataci casu. Navrhl éter jako dokonale nestladitelnou a
elastickou tekutinu a propojil tuto teorii s mechanickym mode-
lem éteru, ktery navrhl Kelvin (mfiz setrvacnik®). Larmor vy-
pocetl energii uvoliiovanou pii zafeni urychleného naboje (dnes
tento vztah nazyvame Larmorova formule), vysvétlil rozstépeni
spektralnich ¢ar v magnetickém poli. Jako jeden z prvnich pied-
pokladal, ze geomagnetické bouie souvisi se slunecnimi vzpla-
nutimi a jsou zpusobeny elektrony pfichazejicimi ze Slunce. Zabyval se elektrodyna-
mikou, termodynamikou a elektronovou teorii latek. Studoval v Belfastu a v Cambridgi.
V roce 1903 se stal profesorem v Cambridgi. Na jeho pocest je pojmenovan Larmorav
polomér — polomér pohybu nabité castice v magnetickém poli a Larmorova formule
udavajici vykon dip6lového zateni.

Liénard, Alfred-Marie (1869-1958), francouzsky fyzik a inze-
nyr. Vystudoval Pafizskou polytechniku, po tfech letech se stal
profesorem elektroinzenyrstvi na Dilni Skole v Pafizi. Nejvice
se zabyval mechanikou a elektfinou a magnetizmem. Nezavisle
na Emilu Wiechertovi odvodil elektromagnetické potencialy
pohybujici se nabité Castice se zapoctenim retardace signalu.
Dnes tyto potencialy nazyvame Lienardovy-Wiechertovy poten-
cialy. Zabyval se ale i pruznosti a pevnosti, termodynamikou
a hydrodynamikou. Za své vyzkumy ziskal Ponceletovu cenu
a Rad &estné legie. Byl prezidentem Francouzské matematické
spole¢nosti a Francouzské spole¢nosti pro elektrotechniku.
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Lorentz, Hendrik Antoon (1853-1928), holandsky fyzik, ktery
v Sestnacti letech zacal studovat na Leidenské univerzité, pro-
moval jako dvaadvacetilety a po dvou letech se stal vysokoskol-
skym profesorem teoretické fyziky v Leidenu. Upustil diky
Hertzovym pokustim od Helmholtzovy teorie elektromagnetic-
kého pole a chapal Maxwellovu teorii, k niZ se ihned ptiklonil,
za velky uspéch. Cisté na zakladé Maxwellovy teorie elektro-
magnetického pole zcela prestavél tehdejsi fyziku. Jako prvni
povazoval za zdroje elektromagnetického pole oscilujici nabité
Castice, které jsou soucasti atomu (elektrony). Maxwellovy rov-
nice odV0d11 z predstavy latky jako soustavy oscilatord. Pfedpovedél, Ze silné magnetic-
ké pole povede k rozstépeni spektralnich car. Experimentalné tento fakt prokazal jeho
zak Pieter Zeeman. Oba ziskali Nobelovu cenu za fyziku pro rok 1902. Objevil trans-
formaci proménnych, vici které Maxwellovy rovnice neméni svij tvar (dnes Lorent-
zova transformace). Nezavisle na Fitzgeraldovi prokdzal nulovy vysledek Michelso-
nova-Morleyho experimentu plynouci ze zkracovani ramen interferometru. Témito
pracemi postavil zaklady pro vytvofeni specialni relativity. Po Lorentzovi je pojme-
novana Lorentzova sila plisobici na nabitou ¢astici v elektromagnetickém poli a Lorent-
zova transformace ve specialni relativité.

Lorenz, Ludvig Valentin (1829-1891), dansky fyzik a mate-
matik. Zabyval se materidlovymi charakteristikami. Pro prihle-
dné materidly odvodil nezavisle na Lorentzovi matematicky
vyraz pro zavislost indexu lomu na hustoté (Lorentzova-Loren-
zova rovnice). Objevil také vztah zavislosti elektrické a tepelné
vodivosti na teploté¢ (Wiedemanniv-Franziv-Lorenztiv zakon).
Je autorem Lorenzovy kalibracni podminky pro elektromagne-
tické potencialy, kterd mu umoznila vypocty vlastnosti svételné-
ho vinéni, véetné rychlosti svétla. Zabyval se rozptylem svétla.
Nékolik let ped Oliverem Heavisidem odvodil telegrafni rovnici, ale nepublikoval ji.

Maxwell, James Clerk (1831-1879), skotsky matematik a fy-
zik, publikoval matematickou a fyzikalni teorii elektromagnetic-
kého pole. Chtél prezentovat teorii elektromagnetickych jeva
mnohem jednoduseji nez Faraday, Kelvin i Ampere, ktefi se
touto oblasti jiz zabyvali. Odvodil, Ze svétlo je slozeno z pric-
nych modu a je zplsobeno magnetickymi a elektrickymi jevy.
Svoji teorii elektfiny a magnetizmu publikoval v roce 1873
v knize A Treatise on Electricity and Magnetism, ve které byly
zahrnuty vztahy dnes znamé jako Maxwellovy rovnice. Dnesni :
podobu rovnic ovsem vytvofili Oliver Heaviside a Heinrich Hertz. Maxwellova teorle
elektromagnetického pole pfimo vede k existenci elektromagnetickych vin. Jejim pfiro-
zenym dusledkem je specialni relativita, ktera spliuje stejné Casoprostorové transfor-
mace jako Maxwellovy rovnice. Maxwellem pfedpovédénou existenci elektromagnetic-
kych vin dokazal Heinrich Hertz az po Maxwelloveé smrti. Maxwell spravné odhadnul,
7e Saturnovy prstence jsou tvofeny drobnym kamenitym materidlem. S Clausiem
vyvinul Maxwell kinetickou teorii plyntl a jeho studie kinetické teorie ho zavedla v roce
1867 k formulovani paradoxu Maxwellova démona. Ukazal, Ze druhy termodynamicky
zéakon je pouze statisticky zakon popisujici vlastnosti velkého poctu ¢astic. V roce 1871
se stal prvnim feditelem dnes slavné Cavendishovy laboratofe v Cambridgi. Po Max-
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wellovi jsou kromé Maxwellovych rovnic pojmenovany: Maxwellovo rozdéleni, Max-
welliv démon, jednotka magnetického toku, horsky masiv na Venusi, mezera mezi
Saturnovymi prstenci a dalekohled JCMT (James Clerk Maxwell Telescope) pro
infraCerveny obor. Existuje také Maxwellova nadace.

Ohm, Georg Simon (1789-1854), némecky fyzik, ktery se
zabyval elektfinou. Z pokust s elektrickymi clanky vlastni
konstrukce odvodil, Ze proud tekouci vodi¢em je pifimo umérny
napéti a prufezu vodice a nepiimo jeho délce. Zabyval se také
akustikou a optikou. Valnou ¢ast vzdélani ziskal samostudiem.
Doktorat mu byl udélen na Univerzit¢ v Erlangenu. Zpocatku
ucil na jezuitském gymnaziu. V roce 1825 publikoval praci o za-
vislosti proudu na délce vodi¢e. O rok pozdgji navrhl popis
elektrického obvodu zalozeném na Fourierové modelu vedeni
tepla. Sviij zédkon 7/ = U/R pak definitivn¢ formuloval v roce
1827, kdyZ odjel na rok do Berlina, kde se vénoval vyzkumu. Doufal, ze zde dostane
nabidku z univerzity, coz se nestalo, ale Ohm zde zustal a zacal ucit matematiku na
berlinskych Skolach. Roku 1833 ziskal misto v Norimberku, ale stale to nebyla jeho
vysnénd univerzita. Roku 1842 se stal zahrani¢nim ¢lenem anglické Kralovské spolec-
nosti. Na univerzitu se dostal az pét let pfed svou smrti v Mnichové a o tfi roky pozdéji
se stal i fadnym profesorem fyziky. Kromé¢ zndmého Ohmova zidkona o vztahu mezi
proudem a napétim Ohm formuloval i zakony z fyziologické akustiky. Ohmuv akustic-
ky zéakon fika, ze hudbu lidské ucho vnima jako soucty Cistych harmonickych tont.
Ohmuv fazovy zakon pak tvrdi, Ze faze a tvar zvukové viny nema vliv na to, jak ho
ucho pfijima. Po Ohmovi je také pojmenovana jednotka elektrického odporu ohm.

Planck, Max, viz sekce Statisticka fyzika

Poisson, Siméon Denis (1781-1840), francouzsky matematik,
fyzik a geometr. Poisson byl Laplacetv student. Zobecnil Lapla-
ceovu rovnici v elektfiné a magnetizmu o zdrojové ¢leny. Nyni
se tato rovnice nazyva Poissonova. Ukazal, Ze na povrchu vodi-
¢e musi byt konstantni potencial. Formuloval teorii povrchovych
proudt a objemovych magnetizaci. Posuzoval Fresnelovu praci
vénujici se ohybu svétla a znamé jsou také jeho prace zabyvajici
se pravdépodobnosti. Studoval Pafizskou polytechniku. Jiz po
dvou letech studia publikoval dvé védecké prace a obdrzel za né
mimofadné ocenéni. Navstévoval pfednasky Josepha Lagrange
z funkcionalni analyzy. Thned po ukonceni studii se stal asistentem, v roce 1802 mimo-
fadnym a v roce 1806 fadnym profesorem. Od roku 1808 pracoval jako astronom v Bu-
reau des Longitudes. I pfes své obrovské vytizeni (zastaval mnoho vyznamnych funkcei)
publikoval vice nez 300 matematickych praci.

Poynting, John Henry (1852-1914), anglicky fyzik, ktery zkou-
mal vyzafovani energie v elektromagnetickych vinach. V roce
1884 publikoval zdkon zachovani energie v elektromagnetickém
poli, jehoz soucasti je poznatek, ze tok energie zareni je dan
vektorovym soucinem intenzity elektrického pole a intenzity
magnetického pole (Poyntingovym vektorem). V tomto sméru se
prenasi energie a mifi grupova rychlost. V roce 1893 méfil neza-
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visle na ostatnich gravitaéni konstantu. Je po ném také pojmenovan Poyntingtiv-
Robertsontiv jev popisujici drift prachovych ¢astic zplsobeny tlakem slune¢niho zafeni,
ktery spoluobjevil v roce 1903. Poynting studoval fyziku na Owenové koleji v Man-
chesteru, k jeho ucitelim patfil naptiklad Osborne Reynolds. Poté studoval matematiku
v Cambridgi. Na konci 70. let pracoval v Cavendishové laboratofi pod vedenim Jamese
Clerka Maxwella. Byl profesorem fyziky na Masonové védeckeé koleji (dnes Univerzita
v Birminghamu).

Rayleigh (1842-1919), vlastnim jménem John William Strutt,
s Slechtickym titulem tfeti baron Rayleigh. Rayleigh byl anglic-
ky fyzik zabyvajici se akustikou a optikou, zejména $ifenim vin
v tekutinach. V roce 1904 ziskal Nobelovu cenu za fyziku za
izolovani inertniho plynu argonu. Jeho $patny zdravotni stav mu
znemoznil dokonéit studia na dvou skolach (Eton, Harrow).
V roce 1857 zapocal soukromé ctyfleté studium pod vedenim
vlastniho ucitele. V roce 1861 vstoupil na Kolej Trinity v Camb-
ridgi. Studia ukoncil v roce 1865. Intenzivné se zabyval Max-
wellovou teorii elektromagnetizmu, a to jak experimentalné, tak teoreticky. V roce 1878
vydal dvoudilny spis The Theory of Sound, ktery se stal zakladem akustické literatury.
Odvodil rovnici popisujici zavislost rozptylu svétla v atmosféfe na vilnové délce
a vysvétlil tak jako prvni modrou barvu oblohy. Pokousel se také, jako mnozi, odvodit
zékon zéfeni absolutné ¢erného télesa. Jeho vztah (Rayleightiv zakon) popisuje spravné
zavislost intenzity zafeni na vinové délce pro dlouhé vinové délky. Pro kratké vinové
délky intenzita diverguje a zdkon neplati. Pro celé spektrum se podafilo zdkon odvodit
az Maxu Planckovi v roce 1901.

Sahl, Ibn (940-1000), persky matematik a fyzik. Kolem roku 984 napsal pojednani
o optice, v né¢Z navazoval na Ptolemaiovu Optiku. Ve spisu se zabyval zakifivenymi
zrcadly a Cockami a objevil zakon lomu. Na zakladé tohoto zakona pocita tvar cocek,
ktery zajisti, aby nemély nekteré vady zpisobené jejich geometrii. Zabyva se parabo-
lickymi a eliptickymi zrcadly, ¢o¢kami s dvéma konvexnimi plochami i dal§imi optic-
kymi prvky. Zakon lomu v zapadnim svété znovuobjevili az René Descartes a Wille-
brord Snellius.

Savart, Félix (1791-1841), francouzsky fyzik a akustik. Savart
pivodné vystudoval medicinu ve vojenské nemocnici v Métach,
v roce 1816 ziskal 1ékafsky titul na Univerzité ve Strasburku.
Savartovi ale ucarovala rizna vibrujici télesa a jimi vytvarené
viny a zacal se zabyvat akustikou. Vynalezl tzv. Savartovo kolo
— rotujici kovovy disk se zuby, ktery je zdrojem zvuku ptesné
definované frekvence umérné tihlové rychlosti kola. V roce 1817
se prestéhoval do Pafize, kde zkonstruoval housle, na kterych
konal pokusy se zvukem, zejména ho zajimal pfenos zvuku ze
strun do dfevéného téla housli. Studoval také hlasy zvifat a lidi. V roce 1820 ziskal
misto ucitele fyziky na Pafizské univerzité. Zde spolu s Biotem konali experimenty
s magnetickym polem generovanym elektrickym proudem. V roce 1820 objevili Biotiv-
Savartiiv zakon, podle kterého 1ze z rozlozeni elektrickych proudi dopocitat vytvoiené
magnetické pole. Laplace dal tomuto zdkonu elegantni matematickou podobu. V roce
1827 se Savart stal ¢lenem Pafizské akademie a o rok pozdéji profesorem na Collége
de France. Po Savartovi jsou pojmenovany: Biotliv-Savartiiv zakon, Savartovo kolo.
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Snellius, Willebrord van Roijen (1580-1626), holandsky fyzik,
astronom, optik a matematik. V roce 1621 znovuobjevil zékon
lomu, ktery byl znam jiz v roce 984 perskému matematikovi Ibn
Sahlovi. Podrobné zkoumal kfivku loxodromu. Vylepsil metodu |
vypoctu Cisla © pomoci polygont a spocital ho na 7 platnych
cifer (v t€ dob€ bylo znamé na 2 platné cifry). Navrhnul zplsob
méfeni obvodu Zemé za pomoci triangulace mezi dvéma meésty
na stejné zemépisné Sifce. Vystudoval, stejné jako jeho otec,
Univerzitu v Leidenu, kde zastaval pozici profesora matematiky
od roku 1613. Je po ném pojmenovan krater na M¢sici Wille-
brord Snellius.

prommmeee Thomson, Joseph John, sir (1856-1940), anglicky fyzik, v ro-
' ' ce 1897 objevil elektron v katodovém zéfeni. Spocital pomeér
hmoty a naboje elektronu a navrhl hmotovy spektrometr, pomoci
kterého objevil izotopy prvkd. Je také tviircem pudingového mo-
delu atomu (spojity atom s elektrony jako rozinkami). Tento
model byl pfekonan jeho studentem, Ernestem Rutherfordem
vroce 1911, kdy Rutherford objevil atomové jadro. Thomson
objevil ptirozenou radioaktivitu drasliku. Jako prvni prokazal, ze
vodik ma jen jeden jediny elektron. Dlouha Iéta se také zabyval
elektrlckou vodivosti plynd. Odvodil formuli pro rozptyl elektromagnetického vinéni na
volné nabité ¢astici, naptiklad na elektronu (Thomsonlv rozptyl). Thomson studoval
inzenyrstvi na Univerzit¢ v Manchesteru (tenkrat Owens College), studia ale zakongil
v Cambridgi, kam se prestéhoval. V roce 1884 se zde stal profesorem fyziky. Byl mi-
motadné nadanym ucitelem. Sedm z jeho zakl ziskalo Nobelovu cenu za fyziku. Toto
nejvyssi ocenéni navic ziskal v roce 1937 i jeho syn George Paget Thomson za objev
vlnovych vlastnosti elektronu pii ohybu elektronu na krystalické miizce. Od roku 1884
byl ¢lenem Kralovské spolecnosti (v letech 1915 az 1920 jejim prezidentem). V roce
1906 ziskal Nobelovu cenu za fyziku za objev elektronu a vyzkum vodivosti plynt.
V roce 1908 byl Thomson povysen do §lechtického stavu, v roce 1912 ziskal kralovsky
fad za zasluhy. Od roku 1918 byl dékanem koleje Trinity v Cambridgi. Zde setrval az
do konce svého Zivota.

Wiechert, Emil Johann (1861-1928), némecky fyzik a geofy-
zik. Rovnym dilem pfispival k obéma védnim oborim. V geofy-
zice razil myslenku, Ze je nitro Zemé slozeno z riznych vrstev
a prosazoval zkoumani nitra Zemé seismickymi vinami. Ve fyzi-
ce objevil nezavisle na Josephu Thomsonovi elektron v katodo-
vém zafeni. Zajimal se o Einsteinovu specialni relativitu. Neza-
visle na Alfrédu Liénardovi nalezl potencidly pro pohybujici se
nabitou Castici se zapoCtenim retardace signalu (tzv. Liénardo-
vy-Wiechertovy potencialy). Vystudoval univerzitu v Konigs-
bergu a Univerzitu v Gottingen. Po Wiechertovi je pojmenovan krater na Mésici.

Wien, Wilhelm, viz sekce Statisticka fyzika
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Relativita

Carswell, Robert (Bob), anglicky astronom, spoluobjevitel prv-
ni gravitaéni ¢ocky. Carswell je profesorem v Astronomickém
institutu Cambridzské univerzity. Zabyva se zejména pozorova-
nim a vyhodnocovanim spekter kvazart. Je autorem programo-
vého baliku VoigtFit (v Pythonu) pro vyhodnocovani profilt ab-
sorpcnich spektralnich ¢ar. V roce 1979 spolu s Dennisem Wal-
shem a Rayem Weymanem objevili prvni gravitaéni ¢ocku. Slo
o podvojny kvazar QSO 0957+561A/B, jehoz spektra si byla
velmi podobna. Ukézalo se, ze jde o dva obrazy téhoz kvazaru
zobrazené¢ho mezilehlou gravitacni cockou. Carswell se také zabyva kosmologii, zejmé-
na hledanim pfipadné proménnosti konstanty jemné struktury z pozorovani velmi vzda-
lenych objekti. K tomu vyuziva Zeemanuv jev (rozstépeni ¢ar v magnetickém poli). Je
¢lenem Mezinarodni astronomické unie a Kralovské astronomické spolecnosti.

Barish, Barry Clark (*1936), americky fyzik narozeny v Neb-
rasce. Fyziku vystudoval na Kalifornské univerzité v Berkeley.
Po studiich, v roce 1963, se stal experimentatorem na Caltechu.
Nejprve se vénoval ¢asticovym urychlovac¢im a piipravoval
experimenty pro Fermilab. Cilem jeho snazZeni byl detailni priz-
kum kvarkové struktury nukleonti. V jeho experimentech byly
jako v jednéch z prvnich pozorovany neutralni toky ve slabé
interakci. V 80. letech byl feditelem experimentu MACRO
v italské podzemni laboratofi Gran Sasso. V experimentu védci
hledali exotické castice vcetné magnetickych monopoli.
Zdrojem castic bylo kosmické zateni. V téchto experimentech byla nezavisle potvrzena
nenulova hmotnost neutrin vedouci na jejich oscilace. V roce 1991 se Barish stal profe-
sorem na Caltechu a od roku 1994 fungoval jako védecky pracovnik rodiciho se projek-
tu LIGO. V roce 1997 byl jmenovan feditelem tohoto projektu. Za jeho feditelovani
bylo LIGO nejen zprovoznéno, ale vznikl i projekt na kompletni rekonstrukci detektoru
(Advanced LIGO), ktera se nakonec uskutecnila v letech 2010 az 2015 a vedla v roce
2015 k objevu gravita¢nich vin. V letech 2005 az 2013 byl Barish feditelem projektu
mezinarodniho linearniho urychlovace ILC. Je nositelem fady cen a ¢lenem mnoha
védeckych spolecnosti. V roce 2017 ziskal Nobelovu cenu za fyziku, a to za rozhodujici
podil na stavbé detektoru LIGO a na detekci gravitacnich vin.

Dicke, Robert Henry (1916-1997), americky astronom a fyzik,
ktery se zabyval kosmologii, jadernou fyzikou a teorii gravitace.
Na konci Sedesatych let v Princetonu vedl skupinu, ktera prova-
déla vypocty vzniku lehkych jader v pribéhu velkého tfesku
a oddéleni reliktniho zafeni na konci velkého tfesku. Skupina se
pokousela zkonstruovat anténu, kterou by reliktni zafeni zachy-
tili, ale pfedbéhli je Penzias a Wilson s anténou Bellovych tele-
fonnich laboratofi. Dicke se svou skupinou také provadél presna
ovétovani platnosti principu ekvivalence. Dicke studoval v Prin-
cetonu, doktorat ziskal na Rochesterské univerzité. V prubéhu druhé svétové valky
pracoval v Radiac¢ni laboratofi MIT, kde zkonstruoval citlivy radiometr, kterym stanovil
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horni hranici teploty reliktniho zafeni. Po valce se vratil do Princetonu. V pozdéjsich
letech se hluboce zabyval obecnou relativitou a jejimi alternativnimi teoriemi. Dicke
obdrzel Narodni medaili za védu udélovanou prezidentem USA a Comstockovu cenu za
fyziku, kterou ud€luje Narodni akademie véd USA. Z Dickeho skupiny zislal Nobelovu
cenu za kosmologii jediny Jim Peebles, a to az v roce 2019.

Einstein, Albert (1879-1955), némecko-americky fyzik, autor
specialni a obecné teorie relativity, védec, ktery objasnil fotoe-
lektricky jev a Brownlv pohyb a odvodil spole¢né s Bosem
statistické rozdéleni castic s celociselnym spinem. Specialni
relativitu publikoval v roce 1905. Dal v ni do souladu klasickou
mechaniku s Maxwellovou elektrodynamikou, ze které plynula
nezavislost rychlosti svétla na pohybu zdroje. Specialni relativita
s sebou pfinesla kontrakci délek, dilataci ¢asu a poznani, Ze Cas
a prostor nejsou absolutni. V roce 1905 Einstein také vysvétlil
fotoelektricky jev. Predpokladal, ze se svétlo sklada z castic,
jejichz energie je rovna ndsobkiim elementarnich kvant energie, kterd zavedl Max
Planck pfi vysvétleni zafeni absolutné cerného télesa. Moznost vytrzeni elektronu kovu
za pomoci svétla je dana frekvenci jednotlivych kvant (fotont), nikoli jejich poctem.
Nazev foton pro tyto ¢astice poprvé pouzil americky chemik Gilbert Lewis (1875-1946)
az v roce 1926. V roce 1905 Einstein také vysvétlil Browndv pohyb. V roce 1916 pub-
likoval novou teorii gravitace — obecnou relativitu. Gravitaci popisuje jako zakfiveny
Casoprostor. Sama télesa prispivaji k zaktiveni ¢asoprostoru a pohybuji se v ném po
nejrovné€jsich moznych drahach — geodetikach. Albert Einstein ziskal Nobelovu cenou
za fyziku pro rok 1921, paradoxné vSak za vysvétleni fotoelektrického jevu a nikoli za
obecnou relativitu, ktera byla jeho hlavnim pfinosem k poznani zékonitosti pfirody.

Eotvos, Lorand, baron (1848-1919), mad’arsky fyzik, ktery se
ve svych védeckych pocatcich zabyval kapilarnimu jevy a povr-
chovym napétim. Pozdé&ji se vénoval gravitaci. Pomoci torznich
vah ukazal, Ze podil gravita¢ni a setrvacné hmotnosti je konstan-
tni s relativni presnosti 5x10°°. Dnes je tato skute¢nost ovéiena
s presnosti 10" a je zékladnim stavebnim kamenem obecné
relativity. Vynalezl také torzni kyvadlo. E6tvos se narodil v re-
volu¢nim roce 1848 tehdejsimu ministru $kolstvi v povstalecké
vladé. E6tvos studoval na univerzitach v Heidelbergu a Konigs-
bergu. Po ziskéani doktoratu se vratil do Mad’arska a pisobil na
Budapest'ské univerzité, kterd byla v roce 1950 pfejmenovana na Univerzitu Loranda
E6tvose. Po Eo6tvosovi je dale pojmenovan Eotvostv zékon (tykd se povrchového
napéti) a krater na Mésici. Lorand E6tvos byl Slechticem, celé
jeho jméno je baron Lorand E6tvos de Vasarosnamény.

Fridman, Alexandr (1888-1925), rusky matematik, fyzik a me-
teorolog. V roce 1922 nalezl nestacionarni feSeni Einsteinovych
rovnic obecné relativity pro homogenni prostiedi, které zname-
nalo nutnost rozpinani nebo smrstovani Vesmiru. Vytvofil prvni
kosmologicky model zacinajici Velkym tfeskem nezavisle na
Lemaitrovi nebo Gamowovi. Ukazal také, Ze Vesmir se zapor-
nou kfivosti ma nekoneéné rozméry jen pokud je jednoduse
souvisly, tj. jeho geometrie nema ,,diry* jako emental. Za prvni.
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svétové valky byl letcem, vyucoval na letecké Skole. Ucarovalo mu balénové 1étani,
kterému se vénoval po valce. Pfi poslednim letu mél jeho balén poruchu, Fridman ve
stratosféfe prochladl, dostal zapal plic a zanedlouho po tomto letu zemiel. Po Frid-
manovi je pojmenovana Fridmanova metrika a krater Fridman na Mé&sici. Spravny ¢esky
piepis jeho piijmeni do ¢estiny je Fridman. V zapadnim svéte se poziva Friedman nebo
Friedmann, krater na Mésici ma nazev Fridman dle ruského originalu jména.

Fuller, Robert Works (*1936), americky teoreticky fyzik, ktery
se kratce zabyval kvantovou teorii, jadernou fyzikou a obecnou
relativitou. V roce 1962 spolu s Johnem Archibaldem Wheeler-
rem studovali stabilitu Einsteinova-Rosenova mostu a zjistili, ze
je toto feseni nestabilni. Fuller vystudoval fyziku v Princetonu,
kde ziskal doktorat. Poté prednésel na Kolumbijské univerzité.
Socialni neklid 60. let pfivedl Fullera k politice, stal se autorem
socialnich reforem. Vé&tsinu aktivni kariéry stravil na Oberlinské
univerzité, kde se pfedev§im vyucuji humanitni a spolecenské
obory a uméni. Na této vysoké skole Fuller uspésné vystudoval bakalaiskou etapu svého
vysokoskolského studia (pobyval zde pted studiem v Princetonu). V roce 1970 se stal
desatym rektorem Oberlinské univerzity. Politicka kariéra ho ptivedla i do Ovalné pra r-
covny, v niz se setkal s prezidenem Spojenych statii Jimmim Carterem.

Hubble, Edwin Powel (1889-1953), americky astronom, ve-
douci osobnost astronomie 20. stoleti. Hubble byl sportovné
zalozeny vysoky a urostly muz, za studii na Univerzit¢ v Chica-
gu hral aktivné basketbal a také se vénoval boxu, ktery chtél
puvodné délat profesionalné. Pivodné studoval prava a kratce
dokonce provozoval advokatni kancelar. V roce 1919, pouhé tfi
roky po publikovani Einsteinovy obecné relativity, ziskal misto
na observatofi na Mount Wilsonu, kde byl tehdy nejvétsi daleko-
hled svéta, dvouapiilmetrovy Hooktiv dalekohled. V roce 1923
s nim zkoumal Velkou mlhovinu v Andromed¢ a ke svému piek-
vapeni zjistil, Ze je sloZena z mnoha hvézd. Nalezl zde i cefeidy, pomoci kterych odhadl
vzdalenost. Edwin Hubble tak jako prvni objevil cizi galaxii a uvédomil si, ze Mlécna
draha neni celym vesmirem. V nasledujicich letech objevil fadu dalsich galaxii a naraz
tak zvétsil svét, ve kterém Zzijeme. Hubble se detailné zabyval objevenymi galaxiemi
a navrhl jejich klasifikaci. V roce 1929 z posuvu spektralnich car zjistil, Ze se galaxie
vesm&s od nas vzdaluji, a to umémé jejich vzdalenosti (Hubbliv-Lemaitriv zakon).
Hubble stanovil konstantu imérnosti na 526 km s' Mpc™'. Dnes se jeji hodnota odha-
duje na 70 km s~ Mpc . Chyba byla dana tehdejsi neznalosti vzdalenosti ve vesmiru.
Cervené posuvy tzv. extragalaktickych mlhovin (nazev galaxii pied jejich Hubblovym
objevem) naméfil jiz Vesto Slipher v letech 1912 az 1915. Slipherova méfeni interpre-
toval jako expanzi vesmiru belgicky knéz abbé Lemaitre v roce 1927, tedy o dva roky
diive nez Hubble. Dokonce odhadl koeficient imérnosti mezi rychlosti vzdalovani
a vzdalenosti (dnesni Hubblovu konstantu) a vysla mu piiblizné stejnd hodnota jako
Hubblovi. Neni znamo, zda Hubble o této praci védél. Hubble Slipherova méteni pouzil
také a doplnil je dal§imi hodnotami. Hubble se stal prvnim pozorovatelem na pé&timet-
rovém dalekohledu na Mt. Palomaru. Hubble ziskal Newcombovu cenu, Bruceovu
medaili, zlatou medaili Kralovské spolecnosti a dalsi ocenéni. Jsou po ném pojme-
novany: krater na Mésici, planetka 2069 Hubble a Hubbliiv vesmirny dalekohled.
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Hulse, Russel Alan (*1950), americky fyzik a radioastronom,
ktery spolu s Josephem Taylorem zkoumali podvojnou neutro-
novou hvézdu PSR 1913+16. Jde o unikétni relativisticky sys-
tém, na kterém pozorovali zménu orbitalni periody pfesné odpo-
! vidajici uniku energie ze systému gravitaénimi vinami. Slo tak
i o prvni nepifimé potvrzeni existence gravitacnich vin. Za tyto
. prace obdrzeli Russel Hulse a Joseph Taylor Nobelovu cenu za
‘\ 4 fyziku v roce 1993. Hulse ziskal doktorat v roce 1975 na Mas-
sachusettské univerzité v Amherstu. Poté pracoval na radioteles-
kopu v Green Banku. Nakonec se stal zaméstnancem Princetonu, kde pracoval dlouha
léta v Plazmatické laboratofi. Od roku 2003 vyucoval na Texaské univerzité v Dallasu.

Christoffel, Elwin Bruno (1829-1900), némecky matematik
zabyvajici se pfedevsim tenzorovym poctem (zde jsou po ném
pojmenovany koeficienty afinni konexe — Christoffelovy sym-
boly). Zabyval se také dalsimi partiemi matematiky: diferencial-
nimi rovnicemi, konformnim zobrazenim, teorii potenciald,
teorii invariantii, ortogonalnimi polynomy atd. Vénoval se také
geodézii a razovym vinam. Vystudoval Berlinskou univerzitu,
kde byl zdkem Johanna Dirichleta. Doktorat ziskal v roce 1856.
V roce 1872 se stal profesorem na Univerzité ve Strasburku, kde
zustal az do dichodu.

Chvolson, Orest Danilovi¢ (1852-1934), rusky a pozdgji
sovétsky fyzik. Byl jednim z prvnich, ktefi navrhli a zkoumali
jev gravitani Cocky. Svou praci publikoval uz vroce 1924,
Einsteinova zminka o gravitacnich ¢ockach vysla az vroce
1936. Prvni gravitacni ¢ocka byla pozorovana vroce 1979.
Chvolson studoval na Univerzité v St. Pétérburgu, kde se pozdé-
ji stal profesorem. Chvolson publikoval fadu ¢lankt z riznych
odvétvi fyziky, naptiklad se zabyval elektfinou a magnetizmem,
fotometrii a métenim teploty slune¢niho povrchu. V roce 1924
ukazal, Ze vyssi koncentrace hmoty mtize poslouzit jako
gravitacni CoCka, ktera zobrazi sféricky symetricky objekt umistény v jedné linii
s cockou a pozorovatelem jako prstenec, kterému se dnes vétSinou tika Einsteiniv
prstenec. Chvolson se stal cestnym ¢lenem Akademie véd Sovétského svazu a obdrzel
Rad rudé zastavy prace. Je po ném pojmenovan krater na Mésici Khvolson.

Kerr, Roy (1934), novozélandsky matematik, ktery jako prvni
nalezl v roce 1963 feseni Einsteinovych rovnic obecné relativity
pro rotujici symetrické téleso. Nalezl tak vlastnosti ¢asoprostoru
v okoli rotujicich ¢ernych dér. Vystudoval Univerzitu v Canter-
bury na Novém Z¢land¢€, doktorat ziskal v Cambridgi. Poté pra-
coval na Syrakuské univerzit¢ a kratkodobé u americkych
vzdusnych sil. Od roku 1962 pracoval na Univerzité¢ v Austinu,
kde objevil Kerrovu metriku rotujiciho télesa. V roce 1971 se
vratil na Univerzitu v Canterbury.

Laplace, Pierre Simon, viz sekce Elektromagnetické pole
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Lemaitre, Georges Henri Joseph Edouard (1894-1966), bel-
gicky knéz, zpocatku abbé, pozdé€ji monseigneur, ktery se zaby-
val kosmologii a obecnou relativitou. Byl profesorem na Kato-
lické univerzité¢ v Lovani. Znal prace Alexandra Fridmana, ktery
na zakladé obecné relativity ukédzal, ze se homogenni vesmir
muize bud rozpinat, nebo smrstovat. Také védél o Cerveném
posuvu extragalaktickych mlhovin (tak se nazyvaly galaxie pted
jejich objevem), které naméfil americky astronom Vesto Slipher.
Jako prvni odvodil z obecné relativity vztah, podle kterého je
v expandujicim vesmiru rychlost objektu (galaxie) umérna jeho
vzdalenosti (Hubbliv-Lemaitrtiv zakon) a dokonce odhadnul ze Slipherovych méreni
hodnotu konstanty imérnosti (Hubbleovu konstantu). Jeji velikost mu vysla pfiblizné
desetindsobna oproti dnes udavané hodnoté. To bylo zplisobeno znacnou nejistotou
v odhadech vzdalenosti. Lemaitr si byl védom toho, Ze expandujici vesmir musel byt na
pocatku mimotadné husty a horky. Tomuto stavu fikal prvotni atom (dnes hovotfime
o velkém tresku). Své poznatky publikoval v roce 1927 ve francouzsting v lokalnim
bruselském védeckém periodiku. Rika se, Ze jeho prace nebyla v anglicky mluvicim
svété znama, ale Lemaitre prokazatelné o svych vysledcich informoval Alberta Ein-
steina a zucastnil se i1 konference, na niz byl Edwin Hubble, ktery znovuobjevil linearni
vztah mezi rychlosti expanze a vzdalenosti o dva roky pozdéji, v roce 1929. Prvenstvi
objevu expanze vesmiru jednoznaéné patii Lemaitrovi. Tésn¢ pied jeho smrti bylo obje-
veno reliktni zateni (1965), které je povazovano za klicovy dikaz expanze vesmiru.

Lense, Josef (1890-1985), rakousky matematik, ktery pomahal
Hansu Thirringovi s vypoCty metriky ¢asoprostoru v okoli rotu-
jiciho télesa. Strhavani ¢asoprostoru, které predpovédéli v roce
1918, se proto nazyva Lenseovym-Thirringovym jevem. Lense
byl profesorem aplikované matematiky na Technické univerzité
v Mnichové, v letech 1946 az 1951 byl feditelem Matematic-
kého ustavu této univerzity. Kromé matematické fyziky se zaby-
val i ¢istou matematikou, napiiklad deskriptivni geometrii, roz-
voji funkci do fad a specialnimi funkcemi. Vénoval se také his-
torii matematiky a jejimu vztahu k ostatnim védam.

Michell, John (1724-1793), anglicky filosof, fyzik a geofyzik,
ktery byl prikopnikem seismologie, astrofyziky, optiky, zabyval
se magnetizmem a gravitaci. Jeho zabér byl velmi Siroky. Navrhl
existenci objektll, znichz nemiZe uniknout svétlo (dnes jim
fikame Cerné diry), pfedpokladal, Ze se zemétreseni $iii seismic-
kymi vlnami, zjistil, Ze dvojhvézdy jsou vazany vzijemnym
gravitanim plisobenim, navrhl a zkonstruoval umély magnet,
vyrabél dalekohledy pro astronomicka pozorovani a navrhl torz-
ni vahy pro zmétfeni hmotnosti Zemé. Ty posléze vyuzil jeho
ptitel Henry Cavendish k urceni velikosti gravitacni konstanty.
Meéteni hmotnosti Zemé ¢i ureni gravitacni kosnatnty je totiz
z experiemntalniho hlediska jedno a to samé. Michell je povazovan za otce seismologie
a magnetometrie (véda, zabyvajici se meéfenim magnetického pole). Pfi popisu vesmiru
vyuzival statistické metody. Vystudoval Queens' College v Cambridgi.
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Michelson, Albert Abraham (1852-1931), fyzik, ktery se
narodil v Polsku, ale ve tfech letech s rodici emigroval do Spoje-
nych statil, kde zacal v sedmnécti letech studovat namoini aka-
demii. Stal se brzo uznavanym americkym védcem. Dva roky
ziskaval zkuSenosti s optikou v Némecku a ve Francii (1880—
1882), poté se navratil do USA. Zkonstruoval Michelsoniv
interferometr, kterym zkoumal pohyb Zemé éterem. Uskutecnil
mnoho pokust spolu s Edwardem Morleyem, znamych jako
Michelsonovy-Morleyho pokusy. Dosli k zavéru, ze rychlost
svétla je vzdy stejnd, bez ohledu na orientaci, misto nebo dobu
umisténi expenmentu Tim definitivné potvrdili platnost Maxwellovy elektrodynamiky,
z niZ plyne jiné skladani rychlosti nez z klasické mechaniky. Za provedené experimenty
ziskal Michelson jako prvni Ameri¢an Nobelovu cenu v roce 1907.

Misner, Charles (*1932), americky fyzik, jeden z prikopnika
kvantové gravitace a numerickych simulaci v obecné relativite.
Spolu s Kipem Thornem a Johnem Wheelerem je jednim ze spo-
luautort slavné ucebnice obecné relativity Gravitation. Zabyva
se kosmologii, problémem horizontu a ulohou topologie v obec-
né relativité. Je jednim ze spolutviirct Hamiltonovy formulace
Einsteinovych rovnic — tzv. ADM formalizmu (Arnowitt, Dres-
sler, Misner), ktery by mohl vést k vytouzené kvantové gravitaci
a je odrazovym mustkem numerickych simulaci v obecné relati-
vité. Studoval na University of Notre Dame a v Princetonu.

Morley, Edward (1838-1923), americky chemik a védec, spo-
lupracovnik Alberta Michelsona. Spolu provedli v roce 1887
slavny experiment, ve kterém zjistili, Ze rychlost svétla nezavisi
na vztazné soustavé. Morley vystudoval Williamsovu kolej
v roce 1860. V roce 1869 se stal profesorem na Western Reserve
College. Byl vynikajicim optikem, kolem roku 1887 byl asisten-
tem a spolupracovnikem Michelsona. V roce 1895 se stal prezi-
dentem Americké asociace pro pokroCily vyzkum (AAAS)
avroce 1899 prezidentem Americké chemické spolecnosti. Zis-
kal fadu cen a medaili. Je po ném pojmenovan krater na Mésici.

Nordstrom, Gunnar (1881-1923), finsky teoreticky fyzik,
ktery se nejvice proslavil tim, ze spocetl metriku v okoli sféricky
symetrického nabitého télesa. Stejné feseni Einsteinovych rovnic
obecné relativity nezavisle také nasli Hans Reissner, Hermann
Weyl a George Barker Jeffery. Dnes se této metrice fika Reiss-
nerova-Nordstromova metrika. Nordstrom je také autorem jedné
z alternativnich teorii k obecné relativité, ktera ztroskotala na
predpovédi ohybu svétla kolem hmotnych objektt. S Einsteinem
byli pfatelé a vzajemné se respektovali. V roce 1914 Nordstrom
jako prvni vyuzil extradimenze k zajisténi vazby mezi elektro-
magnetizmem a gravitaci. Pozdéji se tento proces stal soucasti
Kaluzovy-Kleinovy teorie. Nordstrom studoval na Technické univerzité v Helsinkach
(bakalafe) a na Helsinské univerzité¢ (magistra a doktorat). Mimo matef'ské univerzity
pracoval také na univerzitach v Gottingen a Leidenu.
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Paczynski, Bohdan (1940-2007), polsky astronom, ktery se
zabyval hvézdnym vyvojem, akrecnimi disky, gama zablesky
a gravitatnim mikrocockovanim. Paczynski byl iniciatorem
programu OGLE (Optical Gravitational Lensing Experiment),
ktery se stal prototypem pro vyhledavani gravita¢nich mikro-
cocek. Samotny termin mikrocockovani pochazi pravé od Pac-
zynského. Byl také spoluiniciatorem celooblohové piehlidky
ASAS (41l Sky Automated Survey). Paczynski vystudoval astro-
nomii na VarSavské univerzité. V roce 1981 mél sérii prednasek
na Caltechu. Nakonec se do Spojenych statt piestéhoval a az do
smrti byl profesorem astrofyziky v Princetonu. Za svou praci ziskal mnoho ocenéni,
napftiklad Schwarzschildovu medaili, Eddingtonovu medaili, medaili Henryho Drapera,
zlatou medaili Kralovské astronomické spolecnosti, Bruceovu medaili, medaili Mariana
Smoluchowského, cenu Bruna Rossiho, Heinemanovui cenu i dalsi ocenéni.

Perlmutter, Saul (¥*1969), americky astrofyzik, ktery je dnes
zamgstnancem Lawrencovy narodni laboratofe v Berkeley
a profesorem fyziky na Kalifornské univerzité v Berkeley. Perl-
mutter studoval na Harvardu, doktorat ziskal na Kalifornské
univerzité. Perlmutter je vedoucim projektu SCP (Supernova
Cosmology Project), ktery nezavisle na tymu Adama Riesse
a Briana Schmidta objevil v roce 1998 zrychlenou expanzi ves-
miru na zakladé pozorovani supernov typu Ia. Perlmutterova
skupina publikovala objev na pocatku roku 1999. Projekt SCP
bézi dodnes a shromazdil neuvéfitelné mnozstvi pozorovani, MU
ktera naznacuji, ze by temna energie nejpravdépodobnéji méla souviset s kvantovyml
vlastnostmi vakua. Perlmutter byl také vedoucim pracovnikem ve skupiné, ktera pfipra-
vovala sondu SNAP (SuperNova/Acceleration Probe), jejimz ukolem by mélo byt
napozorovat velké mnozstvi supernov typu la a zpfesnit nase predstavy o zrychlené
expanzi vesmiru. Projekt byl pozdé€ji pfejmenovan na Destiny (Dark Energy Space
Telescope) a nakonec na JDEM (Joint Dark Energy Mission). Osud projektu je v sou-
Casnosti nejasny. Perlmutter je nositelem fady cen a medaili, z nichz nejvyznamnéjsi
jsou: cena Ernesta Lawrence pro rok 2002, Shawova cenu za astronomii pro rok 2006,
Gruberova cenu za kosmologii pro rok 2007 a Nobelova cena za fyziku pro rok 2011.

Reissner, Hans Jacob (1874-1967), némecky letecky inzenyr.
Navrhl prvni celokovové letadlo. S jeho konstrukei mu pomahal
Hugo Junkers, kterého tato spoluprace pozdéji ptivedla k letec-
tvi. Za prukopnické prace pii navrzich letadel za prvni svétové
valky byl vyznamenan Zeleznym kiiZzem druhé tfidy. Reissnero-
vou velkou zalibou byla teoreticka fyzika. Jako prvni spocetl
z rovnic obecné relativity metriku v okol™1 nabitého sféricky
symetrického télesa. V pribéhu dalsich let tuto metriku nezavis-
le spocetli také Gunnar Nordstrém, Hermann Weyl a George

Barker Jeffery. Dnes se nazyva Reissnerova-Nordstromova met-
rika. Reissner se stal profesorem na Aachenské univerzité, byl také zaméstnancem Ber-
linské technické univerzity. Mél zidovské predky, proto musel Némecko za nacistického
rezimu opustit. V roce 1938 emigroval do Spojenych stat americkych, kde zacal pied-
naset na Illinoiském technologickém institutu. V roce 1944 presidlil na Brooklynskou
polytechniku, kde stravil zbytek kariéry.
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Ricci-Curbastro, Gregorio (1853-1925), italsky matematik,
ktery se zabyval pfedevsim tenzorovym poctem, diferencialnimi
rovnicemi a hypergeometrickymi funkcemi. Spolu s Levi-
Civitem (jednim ze svych studentl) zavedl do fyziky a zejména
obecné relativity tenzorovy pocet. Je po ném pojmenovan Ricci-
ho tenzor kiivosti, dvojindexovy tenzor, ktery lze ziskat zazenim
Riemannova tenzoru kfivosti. V Sestnacti letech (1869) zacal
studia matematiky na Univerzité v Rimé, po roce ale z diivodii
politickych Sarvatek univerzitu opustil. O dva roky pozdéji zacal
studovat v Pise, kde ziskal doktorat v roce 1875. V obdobi 1877
az 1878 pobyval na Technické univerzité v némeckém Mnicho-
vé pod vedenim Felixe Kleina. V roce 1879 se vratil do Pisy a od roku 1980 az do své
smrti byl profesorem matematiky na Univerzit¢ v Padové. Na c¢lancich pouzival
zkracené jméno Ricci.

Riemann, Bernhard George Fridrich (1826-1866), némecky
matematik (zemiel v Italii). Vytvofil vyznamné prace v diferen-
cialni geometrii, komplexni analyze a matematické fyzice. Jeho
prace umoznila vznik obecné relativity. Zabyval se také abelov-
skymi funkcemi, eliptickymi integraly a byl vynikajicim peda-
gogem. Jeho vliv na matematiku byl obrovsky. Riemann studo-
val zpocatku teologii. V roce 1846 sehnal jeho otec dostatek
prostiedki, aby mohl zacit studia na Univerzité v Gottingen, kde
navstévoval prednasky Fridricha Gausse. V roce 1847 odesel
studovat na dva roky do Berlina. V roce 1849 vratil do Géttin-
gen. Zde se v roce 1857 stal mimofadné jmenovanym profesorem. Je po ném pojmeno-
vano nékolik desitek matematickych pojmu, které objevil nebo vyvinul: pfedevsim jde
o neeuklidovskou Riemannovu geometrii, kterou zacal budovat v roce 1854 a ktera
umoznila pozd¢jsi vznik obecné relativity, a Riemannlv tenzor kiivosti popisujici vlast-
nosti této geometrie. Dale jsou po Riemannovi pojmenovany: Cauchy-Riemannovy
podminky pro existenci derivace komplexni funkce, zobecnény Riemanniv integral,
Riemanniv-Stiltiestiv integral, Riemannova zeta funkce, Riemannova theta funkce, Rie-
mannova sféra, Riemanniv povrch a mnohé dalsi. Riemannovo jméno nese také krater
na M¢sici a planetka 4167 Riemann.

Riess, Adam Guy (*¥1969), americky fyzik a astrofyzik. Jeho
rodic¢e emigrovali z nacistického Némecka do Spojenych statt v
roce 1936. Riess vystudoval Massachusettsky institut technolo-
gii (MIT), doktorat ziskal na Harvardu v roce 1996. Jiz v ramci
své doktorské prace se zabyval urCovanim vzdalenosti za
pomoci supernov typu la. Spolu s Brianem Schmidtem vedl tym
High-z Supernova Search Team, ktery hledal stopy po expanzi
vesmiru za pomoci sledovani galaxii, jejichz vzdalenosti byly
uréovany ze supernov la. V roce 1998 oznamila skupina vedena
Riessem a Schmidtem objev zrychlené expanze. Témé&f soucasne S L
publikovala stejny objev skupina vedend Saulem Perlmutterem. V soucasnosti je
zaméstnancem Hopkinsonovy univerzity a vyzkumného ustavu Space Telescope Scien-
ce Institute. Vede projekt SHOES (Supernova H, for the Equation of State), ktery ma za
cil zptesnit hodnotu Hubblovy konstanty s vyuzitim Hubblova dalekohledu. Adam
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Riess je nositelem fady ocenéni a medaili, z nichz k nejvyznamnéj$im patfi Shawova
cena za astronomii pro rok 2006 a Nobelova cena za fyziku pro rok 2011.

Rosen, Nathan (1909-1995), americko-izraelsky teoreticky
fyzik, ktery se narodil zidovské rodin¢ v Brooklynu (¢ast New
Yorku). Fyziku vystudoval na Massachusettském institutu tech-
nologii (MIT) a v produktivnim véku se zabyval predev§im
kvantovou teorii a obecnou relativitou. Nejzndmé&jsim se stal
formulaci EPR paradoxu (Einsteintiv-Podolského-Rosentiv para-
dox), pii némz diky provazanosti vinové funkce paru Castic
mizeme uskute¢nénim méfeni na jednom ¢lenu paru okamzité
ziskat informace o druhém c¢lenu paru. Této provazanosti pak /
vyuzil pfi prvnim korektnim popisu stavu elektrond ve vodikové 4
molekule. V roce 1935 spolu s Albertem Einsteinem predpovédéli teoretickou moznost
existence Casoprostorového mostu mezi dvéma riznymi oblastmi prostoru. Pozdé&ji se
tomuto Einsteinové-Rosenovu mostu zacalo fikat Cervi dira. Ukézalo se, ze pivodni
feSeni je nestabilni vici jakymkoli malym porucham a zmizi natolik rychle, Ze jim
neprojde ani ¢astice svétla. Dodnes se ale konaji pokusy s nalezenim metriky Casopros-
toru, kterd by umoziovala rychlé spojeni dvou odlehlych oblasti. Nathan Rosen casto
cestoval, dva roky pobyval v Sovétském svazu a neustale se vracel do Izraele, ktery
povazoval za sviij domov. V Izraeli pomahal zalozit Izraelskou akademii véd a klasic-
kého vzdelavani, Izraelskou fyzikalni spolecnost (jejim prezidentem byl v letech 1955
az 1957) a Mezinarodni spole¢nost pro obecnou relativitu a gravitaci (prezidentem byl
v letech 1974 az 1977).

Schiff, Leonard Isaac (1915-1971), americky fyzik, duchovni
otec testll obecné relativity na obézné draze Zemé. Schiff vystu-
doval teoretickou fyziku na Ohijské statni univerzité, doktorat
ziskal na Massachusettském technologickém institutu (MIT). Po
studiich vystfidal nékolik zaméstnani — pasobil na Kalifornské
univerzité, na Caltechu, Pensylvanské univerzit¢ a v Los
Alamos. Od roku 1948 az do své smrti pracoval na Standfordove
univerzité. Zde napsal hojné pouzivanou ucebnici kvantové
mechaniky, kterd poprvé vysla v roce 1949. Od konce padesa-
tych let prosazoval testovani projevii obecné relativity za pomoci
setrvacnikd pohybujicich se po geodetice na obézné draze. Stal u zrodu druzice Gravity
Probe B, ktera se pripravovala na Stanfordové univerzité. Druzice byla vypusténa v roce
2004, tedy az 33 let po jeho smrti. Usp&iné detekovala zakfiveni ¢asoprostoru nasi Ze-
mi, ale bohuzel se ji nepodafilo prokazatelné naméfit strhavani ¢asoprostoru zptisobené
rotaci Zemé (Lensetv-Thirringiiv jev). Diivodem bylo podcenéni B —
rusivého vlivu plazmatu slune¢niho vétru. Schiff byl vynikajicim [ I. '
ucitelem, za vyuku ziskal Oerstedovu medaili a Dinkelspielovu
cenu. Jeho jméno nese jedna z posluchdren ve Stanfordu.

Schwarzschild, Karl (1873-1916), némecky matematik a fyzik.
Studoval v Mnichové, kde se zabyval vznikem Sluneéni sousta-
vy. Svij prvni védecky clanek o nebeské mechanice napsal
v Sestnacti letech. Devét let ptsobil v Gottingen, kde spolupra-
coval s Felixem Kleinem, Davidem Hilbertem a Hermannem
Minkowskim. Hlavnimi tématy jeho praci byla elektrodynamika,
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optika a vyzatfovani hvézd. Za prvni svétové valky byl na front¢ v Rusku, zabyval se
vznikajici kvantovou teorii a obecnou relativitou. Nalezl feSeni Einsteinovych rovnic
pro ptipad sféricky symetrického zdroje, které vedlo na objev ¢ernych dér. Toto feSeni
nese jeho jméno (Schwarzschildovo feseni, 1916), stejné tak jako polomér horizontu
¢erné diry (Schwarzschildiiv polomér). Karl Schwarzschild se ale nezabyval jen obec-
nou relativitou. Nalezl také kritérium pro vznik konvektivni zény uvnitf hvézd. Po
Schwarzschildovi je pojmenovan krater na Mésici. Schwarzschild v Rusku tézce
onemocnél a zemfel tésné po navratu do vlasti.

Sitter, Willem, de (1872-1934), holandsky astronom, fyzik
a matematik, ktery nalezl feSeni Einsteinovych rovnic obecné
relativity pro pfipad kladné nenulové kosmologické konstanty
anulové hmoty. Takovému vesmiru se dnes fika de Sitteriv
vesmir. Exponencialné se rozpind a neobsahuje zadnou hmotu.
Hubblova konstanta se po celou dobu expanze v takovém ves-
miru neméni. V roce 1932 publikoval de Sitter spolu s Einstei-
nem ¢lanek o tom, ze by ve vesmiru mohlo byt velké mnozstvi
nesvitici hmoty. De Sitter vystudoval Univerzitu v Groningen.
Dva roky (1897 az 1899) pracoval v Jizni Africe na observatofi
v Kapském mésté. Od roku 1908 byl vedoucim katedry astronomie na Leidenské
univerzit€ a v roce 1919 se stal feditelem Leidenské observatoie, kterou vedl aZ do své
smrti. Po de Sitterovi je pojmenovan krater na Mésici a planetka 1686 De Sitter.

Slipher, Vesto Melvin (1875-1969), americky astronom, ktery
se zabyval spektroskopii galaxii a mlhovin. Vystudoval na Uni-
verzité v Indiang, kde ziskal doktorat v roce 1909. Poté pracoval
na Lowellové observatofi, kde se zabyval spektroskopii. Z po-
catku se veénoval urcovani rotacnich period planet a slozenim
planetarnich atmosfér. V dalSich letech se vénoval méfeni spek-
ter mlhovin. V té dobé se za mlhoviny povazovaly i ostatni gala-
xie, pokud byl znam odhad jejich vzdalenosti, hovofilo se o nich
jako o extragalaktickych mlhovinach. V roce 1912 Slipher nalezl
modry posuv Andromedy, ktera se k nam pfiblizuje. V nasledu-
jicich letech zjistil, ze vétsina dalSich objekti jevi Cerveny posuv. I kdyz byl jen maly
krok od objevu expanze vesmiru, sva méfeni bohuzel nijak neinterpretoval, a to ani
pozdéji, po objevu obecné relativity. Jiny vyznamny astronom, Arthur Eddington, byl
v interpretaci také velmi zdrZenlivy, hlavni problém vidél v tom, ze neexistuji méfeni
z opacné polokoule Zemé a mohlo by jit o vysledek naseho vlastniho pohybu. Spravné
data jako expanzi vesmiru interpretoval belgicky abbé Georges Lemaitre v roce 1927.
Jeho ¢lanek publikovany v bruselském lokalnim védeckém pe-
riodiku nebyl nékterym kosmologiim znam. Objev expanze ves-
miru je proto mylné pfisuzovan Edwinu Hubblovi, ktery Sliphe-
rova méfeni doplnil dal$imi vlastnimi méfenimi a dospél ke
a stejnému zavéru jako Lemaitre.

Taylor, Joseph Hooton (*1941), americky fyzik ptisobici v Prin-
cetonu. Spolu s Russelem Hulsem zkoumali podvojnou neutro-
novou hvézdu PSR 1913+16 objevenou radioteleskopem v Are-
cibu v roce 1974. Na tomto systému nalezli fadu relativistickych
efektt (napiiklad staceni periastra o celé 4° za rok!). Nejvétsim
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objevem bylo zjisténi zmény obézné periody odpovidajici ztraté energie vyzafovanim
gravitaénich vin. Slo o prvé, byt nepiimé potvrzeni existence gravitaénich vin. Za tento
objev dostali Taylor a Hulse Nobelovu cenu za fyziku pro rok 1993. Taylor studoval na
Moorestown Friends School v New Jersey, na Haverfordové koleji v Pensylvanii a na
Harvardu, kde ziskal v roce 1968 doktorat. Kratce pracoval na Univerzité v Massachu-
setts, kde se stal profesorem astronomie. Poté se stal feditelem radioobservatore RCAO
fungujici pti univerzité. Od té¢ doby se vénoval radioastronomii na nejriznéjsich vyz-
namnych observatofich.

Thirring, Hans (1888-1976), rakousky teoreticky fyzik, ktery
jako prvni spocital v roce 1918 metriku kolem rotujiciho sféric-
ky symetrického télesa. S vypocty mu pomahal matematik Josef
Lence. Ukazali, Ze Casoprostor je rotujicim télesem strhavan.
Dnes se tento jev nazyva Lensetv-Thirringtiv jev. Thirring vy-
studoval Videnskou univerzitu. Byl zndm svymi pacifistickymi
nazory. Sest let byl ¢lenem horni komory rakouského parlamen-
tu. Za svou praci ziskal Hastingerovu cenu. Jeho syn Walter se
dal, stejné jako jeho otec, také na fyzikalni drahu.

Thorne, Kip Stephen (*1940), americky teoreticky fyzik, zaby-
va se teorii gravitace, astrofyzikou a kosmologii. Je expertem na
aplikace obecné relativity v astrofyzikalnich problémech, zaby-
val se napiiklad moznosti existence Cervich dér, které by mohly
spojovat dvé rizné oblasti Casoprostoru. Studoval na Caltechu
(bakalafe) a v Princetonu (magistra), kde dé¢lal i doktorat pod
vedenim Archibalda Wheelera. V roce 1970 se stal profesorem
na Caltechu. Thorne je pedagogem, ktery vychoval generace
fyziki. Dlouha 1éta spolupracoval se Stephenem Hawkingem
a Carlem Saganem. Thorne napsal fadu popularnich i odbornych
knih. Z populérnich jmenujme alespoii Cerné diry a zborceny &as (Eesky vyslo v Mladé
fronté v roce 2004). Z odbornych jde pfedevsim o jednu z nejvyznamnéjSich ucebnic
obecné relativity Gravitation, kterd je v odbornych kruzich nazyvana podle pocatecnich
jmen autorit MTW (Misner, Thorne, Wheeler). Thorne se také podilel na scénatich n¢k-
terych scifi filmt. Kip Thorne vyvinul novou metodu zobrazovani pokfiveného ¢aso-
prostoru (za pomoci tzv. virovych a tahovych ¢ar). Jde o alternativu k obvykle pouzi-
vanym diagramiim vnofeni. Je také duchovnim otcem interferometrickych detektort
gravitacnich vin, stal u zrodu detektordi MARK a LIGO. V roce 2017 ziskal Nobelovu
cenu za fyziku, a to za rozhodujici podil na stavbé detektoru LIGO a na detekci
gravitacnich vin.

Walsh, Dennis (1933-2005), anglicky astronom, ktery pozoro-
val v optickém i radiovém oboru. K pozorovani vyuzival celou
fadu teleskopli a radioteleskopti. Z optické oblasti jmenujme
alespon Dalekohled Isaaca Newtona na Kanarském ostrové La
Palma se zrcadlem o priméru 2,54 m a z radioteleskopti Lovel-
lav radioteleskop v Jodrell Bank (v blizkosti Manchesteru), kte-
ry ma prumér 76 metrd. Spektroskopické sledovani kvazart
z prehlidky Jodrell Bank 966MHz Survey ho pfivedlo v roce :
1979 k objevu prvni gravita¢ni ¢ocky. Ukazalo se, ze dvojice blizkych kvazari ma té-
méi identické spektrum a jde o jediny objekt, jehoz obraz byl zdvojen mezilehlou
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gravitacni ¢ockou. Walsh vystudoval fyziku na Manchesterské univerzit¢, doktorat délal
na Jodrell Bank. Od roku 1959 se vénoval radiovému vyzkumu ionosféry na Michi-
ganské univerzité v USA, kde také prednasel. V roce 1967 se vratil do anglického
Manchesteru, kde se zabyval vyzkumem atmosféry z druzic. Osm let byl hospodafem
Kralovské astronomické spole¢nosti.

Weber, Joseph (1919-2000), americky fyzik, ktery jako prvni
pfisel na princip laseru a maseru a jako prvni se pokusil dete-
kovat gravitacni viny. Weber studoval elektroniku na Americké
namoini akademii, tam také slouzil za druhé svétové valky. Poté
pokracoval ve studiich na Katolické univerzité Spojenych statd,
kde pracoval na svém doktoratu. Soubézné ziskal v roce 1948
misto na Univerzit¢ v Marylandu. Zabyval se mikrovinnou spek-
troskopii v chemické kinetice a doktorat na toto téma obhajil v
roce 1951. V roce 1952 objasnil na verejné prednasce princip
koherentniho zesileni mikrovin nebo svétla (princip maseru a la-
seru). Tyto myslenky nezavisle rozvijeli Charles Townes, Niko-
laj Basov a Alexandr Prochorov, ktefi vytvofili funkéni prototypy téchto zafizeni a zis-
kali za n€ Nobelovu cenu za fyziku pro rok 1964. Weber se jako prvni se pokousel jiz v
roce 1966 detekovat gravitacni viny za pomoci rezonancnich valcti z hliniku. Citlivost
zatizeni ale nebyla dostate¢nd. Experimenty provadél pies 10 let, valce pouzival z divo-
du vylouceni nahodné vibrace vzdy dva soucasné, a to ve vzdalenosti 1000 km (jeden
v Marylandu a druhy v Aragonu). Jednou zaznamenal signal na obou vélcich, pravdépo-
dobné ale §lo o ndhodnou koincidenci, ktera byla navic chybné zpracovana. V roce 1972
byl soucasti mise Apollo 17 detektor gravitac¢nich vin, ktery Weber zkonstruoval.

Weiss, Reiner (¥1932), americky fyzik, ktery se narodil v Né-
mecku pravé v obdobi, kdy se stupiiovala protizidovska agrese. %
Proto jeho zidovska rodina uprchla nejprve do Prahy a po oku- ‘
paci Ceskoslovenska do Spojenych stati, kde Weiss vystudoval
a prozil vétSinu profesniho Zivota. Pisobil na nékolika univer-
zitach, naptiklad Tuftsove univerzité, Luisianské statni univerzi-
té a na Massachusettském technologickém institutu (MIT), kde
ma v soucasnosti status emeritniho profesora a kde puvodné
studoval. Podilel se na vyvoji technologii pro druzici COBE
(COsmic Background Explorer) a jako prvnimu se mu podafilo
zméfit spektrum reliktniho zafeni. Pro tyto ucely vyvinul mono-
liticky kfemikovy bolometr. Druzice COBE byla viibec prvnim pfistrojem pro cileny
vyzkum reliktniho zafeni, v némz objevila teplotni anizotropii — fluktuace reliktniho
zateni, které v sob¢ skryvaji dalezité informace o ranném vesmiru. Frekvencni analyzu
téchto fluktuaci provedly sondy WMAP a Planck. Se stejnou vervou se Weiss podilel na
ptipravé a provozu detektoru gravitanich vin LIGO a lze fici, Ze u obou projektt se stal
klicovou postavou. Je vynalezcem laserové interferometrie, na niz je experiment LIGO
zalozen. Dal§im experimentem, v némz ma Weiss dileZitou roli, je Fermilabsky holo-
metr — Ctyficetimetrovy laserovy interferometr, ktery zkouma mikroskopické kvantové
fluktuace. Weiss ziskal mnozstvi nejriznéj$ich cen, napiiklad Gruberovu kosmologic-
kou cenu a cenu Alberta Einsteina udélovanou Americkou fyzikalni spole¢nosti, Sha-
wovu cenu, Kavliho cenu, Harveyovu cenu a dalsi ocenéni. V roce 2017 obdrzel cenu
nejvyssi — Nobelovu cenu za fyziku, a to za rozhodujici podil na stavbé detektoru LIGO
a na detekci gravitacnich vin.
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Weymann, Ray, americky astronom a astrofyzik, ktery se zaby-
val vyrony hmoty z galaxii a studiem ¢erveného posuvu galaxii
v kosmologickych vzdalenostech. V roce 1979 se stal spoluobje-
vitelem prvni gravitacni ¢ocky. S kolegy pofizoval spektrum
dvojitého kvazaru 2,3metrovym dalekohledem Arizonské uni-
verzity. Podobnost spekter obou objektll znamenala, zZe jde o je-
diny kvazar, jehoz obraz byl rozstépen mezilehlou gravitacni
¢ockou. Studoval v Princetonu, kde ziskal doktorat. Je ¢lenem
Narodni akademie véd USA a byl prezidentem Pacifické astro-
nomické spolecnosti. Zalozil tym CSRRT (Climate Science Rapid Response Team),
jehoz hlavnim cilem je poskytovat médiim korektni informace o klimatickych problé-
mech. Hlavnim pracovi§ttm Weynmanna je soukroma organizace CIW (Carnegie
Institution of Washington neboli Carnegie Institution for Science Observatories).

Wheeler, John Archibald (1911-2008), pfedni americky
teoreticky fyzik, ktery se zabyval obecnou relativitou. Narodil se
na Floridé. Fyziku vystudoval na univerzit¢ Johna Hopkinse.
Roku 1933 ziskal doktorat, poté pokracoval ve studiu v Kodani
u Nielse Bohra. S Bohrem se znovu setkal v USA, kde spole¢né
vypracovali model jaderného Stépeni. V této dobé zacal Wheeler
vyucovat fyziku na Univerzit¢ v Princetonu, pak presel na
Texaskou univerzitu v Austinu. K jeho postgradudlnim studen-
tim patiili napfiklad Richard Feynman, Kip Thorne nebo Char-
les Misner. Za valky pracoval na projektu atomové bomby a po-
sléze vodikové bomby. Po valce se vratil na Univerzitu v Princetonu. Od roku 1953
zacal v Princetonu vyuCovat obecnou teorii relativity. Wheeler se snazil tuto teorii vice
priblizit lidem, proto pro lepsi pochopeni vytvofil ndzvy Cernd dira a Cervi dira. Ukazal,
ze Cervi dira je nestabilnim feSenim Einsteinovych rovnic. Roku 1973 Wheeler publi-
koval spole¢né s Charlesem Misnerem a Kipem Thornem knihu Gravitation. Tato kniha
obsahuje dosud nejuplngjsi zpracovani poznatkii a otazek vyzkumu gravitace. Wheeler
se také zabyval kvantovou fyzikou a jejim spojenim s obecnou relativitou. Za své
fyzikalni vyzkumy ziskal fadu cen, napiiklad cenu Alberta Einsteina, cenu Enrica
Fermiho, Franklinovu medaili, narodni medaili za védu, Oerstedovu medaili, Oppenhei-
merovu cenu, Wolfovu cenu a mnohé dalsi.
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Vybrané kapitoly z teoretické fyziky I

Prvni dil ,,Vybranych kapitol* je uvodnim dilem celé série. Za¢ina zékladnimi pojmy
z teoretické mechaniky. Ctenaf se seznami se eleganci popisu mechanickych i dalsich
déjti za pomoci Lagrangeovych, Hamiltonovych rovnic a Poissonovych zavorek. Druha
¢ast je vénovana kvantové teorii. Relativné standardni partie tykajici se stavby a inter-
pretace kvantové teorie jsou nasledovany problematikou tykajici se hranice mezi kvan-
tovym a klasickym svétem, vyvracenim existence skrytych parametri, EPR paradoxem
a Bellovymi nerovnostmi. Posledni ¢ast prvniho dilu ,,Vybranych kapitol“ je vénovana
zdkladim matematiky, které jsou nutné ke studiu fyzikalnich d&jii. Ctenat mize do této
¢asti ucebnice nahlédnout, kdykoli nebude znat matematiku potfebnou pro cetbu fyzi-
kalnich partii.

TEORETICKA MECHANIKA
= Integralni principy mechaniky

= Zékony zachovani v piirodé

»  Hamiltonovy kanonické rovnice

Vybrané ulohy z teoretické mechaniky
= Nelinearni dynamické systémy
= Lagrangeovy rovnice pro polni problémy

KVANTOVA TEORIE

=  Mikrosvét a makrosvét

= Zéakladni principy kvantové teorie

=  Harmonicky oscilator

= Jednoduché jednorozmérné systémy
= Sféricky symetricky potencial

= Casovy vyvoj

= Relativisticka kvantova teorie, spin
= Fermiony a bosony

= Kvantova teorie a skryté parametry

MATEMATIKA PRO FYZIKU

= Einsteinova sumacni konvence

=  Komplexni ¢isla a funkce

=  Vektory a tenzory

= Diracova symbolika a operatory v kvantové teorii
= Od gradientu k helicité

*  Vicerozmérné integraly

= Nékteré specialni funkce

= Zobecnéné funkce

= Kuzelosecky, trigonometrie a dalsi
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Vybrané kapitoly z teoretické fyziky III

Treti a posledni dil ,,Vybranych kapitol” je vénovan fyzice plazmatu a numerickym
metodam feSeni fyzikalnich uloh. Fyzika plazmatu je bouflivé se rozvijejicimu odvét-
vim védy, které umoznuje chapat nejen procesy ve vesmiru. Lidstvu také prinasi pre-
vratné technologie, které se stadvaji soucasti naseho bézného Zivota. Fyzika plazmatu
umoziuje nové metody 1é¢by pacientli v medicing. Za zaklad této Casti knihy poslouzila

vvvvvv

zejména solitony, turbulenci a fyziku ubihajicich elektrontl, jez mohou snadno poskodit
nase drahd zafizeni. Druha ¢ast posledniho dilu ,,Vybranych kapitol* je vénovana na-
prostym zakladm numerickych simulaci fyzikalni procesti. Razantni nastup vypocetni
techniky umoziuje fascinujici simulace procest probihajicich i za extrémnich podmi-
nek, které jsou Casto experimentalné nedosazitelné.

TEORIE PLAZMATU

= Pohyby nabitych Castic

=  Adiabatickeé priblizeni

= Drifty

=  Pohyby ve specialnich konfiguracich
»  Magnetohydrodynamika

= Helicita

= Tekutinové dynamo

=  Pfepojeni silocar

= Rovnovaha plazmatu

= Razové viny

*  Linearni viny v plazmatu

=  Elektromagneticky komplex

= (CMA diagram

= Faradayova rotace

»  Magnetoakustické viny

=  Nestability v plazmatu

= Statisticky popis plazmatu

»  Fokkerova-Planckova rovnice

= Nelinearni jevy: turbulence, solitony, ubihajici elektrony

NUMERICKE SIMULACE

= Pohyby ¢astic

= Schémata pro feseni oby¢ejnych diferencialnich rovnic

= Tvorba diferen¢nich schémat pro parcialni diferencialni rovnice
= Particle in Cell (PIC) simulace

= Reseni polynomialnich rovnic

=  Monte Carlo simulace

= Realizace pravdépodobnostniho rozdéleni

*  Simulované ochlazovani

=  Metropolisova metoda
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