2. Statisticky popis plazmatu
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Pti popisu typického plazmatu je technicky nemoZné popsat trajektorie vSech ¢astic. Jen
v fidkém plazmatu mezihvézdného prostoru nalezneme miliony ¢astic v jednom metru
krychlovém, v tokamacich 1018 ¢astic v m3 a v jadru Slunce dokonce 1031 ¢astic v m3.
Pro tak obrovské systémy ¢astic je mnohdy vyhodné vyuzivat statisticky popis a spoko-
jit se jen s informaci o statistickém rozdgleni jednotlivych druha ¢astic a o jejich pra-
mérném chovani jakoZzto celku. Statistickym popisem plazmatu se budeme zabyvat
v této kapitole.

2.1 Boltzmannova rovnice

Predpokladejme, Ze systém muze byt sloZen z nekolika druht ¢astic (elektrony, neut-
raly, ionty), které budeme oznagovat indexem a. V celé této kapitole plati s¢itaci kon-
vence pro indexy psané latinkou (i, j, k,...). Neplati pro tecké indexy popisujici druh
¢astic. Oznacme hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astic druhu a

fo =Tt xv,) .

V termodynamické rovnovaze nezavisi hustota pravdépodobnosti na case a splyva
s kanonickou nebo grandkanonickou rozdélovaci funkci p [3]. Hustotu pravdépodob-
nosti zavislou na ¢ase budeme normovat vzhledem k po¢tu &astic, tj.

[fatxv)ddv, = n, (%),

(2.1)
jfa(t,x,va)d3xd3va = N, (t).
Integrovanim pies rychlostni prostor ziskdme koncentraci ¢astic
n, = lim AN_/AV (2.2)

AV -0

a dostaneme se tak na pozici kontinua. DalSim stfedovanim pies prostorové proménné
ziskame celkovy pocet ¢astic N,. Pii sttedovani obecné proménné A musime vzhledem
ke zptisobu normovani pravdépodobnosti vysledek délit souc¢tem vSech pravdépodob-
nosti:

[Af,Mxv,)d%,
Y [ ftxv,)diy,

A(t,x) = (A)

(2.3)
[Aftxv,)d*d%,

[ fa(txv,)d%xdy,

At) = <A>x,v

Veli¢ina .+7(t,x) ma vyznam hustoty veli¢iny A. Diky normovani je

.[Afa(t,x,va)dg'va = n, (t.X)-£(t,x) . (2.4)
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2.1.1 Riizné varianty Boltzmannovy rovnice

Hustota pravdépodobnosti vyskytu ¢astic druhu o se s ¢asem méni z davodu srazek ¢as-
tic se sebou samymi i s ostatnimi druhy:
d

afa(t,x,va):zsaﬂ .
B

Cleny napravo se nazyvaji Boltzmannovy srazkové integraly a budou diskutovany v na-
sledujici kapitole. RozepiSme Uplnou derivaci na levé strang:

dv
oty Sl 0l B o
ot an dt avka dt 3

Sumaeni konvence plati v predchozim vztahu jen pro indexy psané latinkou, pro fecke
nikoli. Casové derivace poloh jsou rychlosti a ¢asové derivace rychlosti jsou zrychleni,
kterd vyjadiime pomoci sily z druhého Newtonova zakona:

of, afa+Fka of,

+ U
ot KUox,  m, ou,

=2.Sup-
7

Cleny pres které se s¢ita na levé strang, zapiseme jako pusobici operétory:

of 1
a—t“ + (Vo Vi) g + —(F, V) fy = X Sup- (2.5)
ma A

Odvozena rovnice se nazyva Boltzmannova rovnice a je zakladni rovnici statistiky ne-
rovnovaznych procest. Cleny na pravé strané se nazyvaji Boltzmanniv srazkovy inte-
gral (Ize je vyjadrit jako integral pies ¢ast fazového prostoru). Podle moznych zpisobi
vyjadieni srazkového integralu tuto rovnici nazyvame rtiznymi zpasoby:

Boltzmannova rovnice

Srazky jsou zcela obecné a vyjadiuji se pomoci srazkového integréalu (kapitola 2.1.2).
Boltzmannova rovnice je pojmenovana podle Ludwiga Boltzmanna (1844-1906),
rakouského fyzika a zakladatele statistické fyziky.

Fokkerova-Planckova rovnice, Landauova rovnice

Srézkovy ¢len zapocitava jen parové Coulombovy interakce, pro které je G¢inny prifez
dobie zndm. Rovnice je pojmenovana podle Adriaana Daniéla Fokkera (1887-1972),
holandského fyzika a muzikanta a podle Maxe Plancka (1858-1947), rakouského fyzika
a jednoho ze zakladatelu kvantové teorie. Velmi piibuznou variantou Fokkerovy Planc-
kovy rovnice je Landauova rovnice. Jako dolni mez parovych Coulombovych srazek
zvolime zamérnou vzdalenost, pii které se srazejici se ¢astice odchyli o pravy Ghel
(sraZky na mensi vzdalenosti jsou malo pravdépodobné) a jako maximalni zamérnou
vzdalenost sraZky Debyeovu vzdalenost (vzdalenost prirozeného stinéni bodovych zdro-
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ji). Rovnice je pojmenovana podle Lva Davidovi¢e Landaua (1908-1968), sovétského
teoretického fyzika a nositele Nobelovy ceny za fyziku pro rok 1962.

BGK rovnice

Predpokladame, Ze systém neni piilis daleko od lokalni termodynamické rovnovahy f g
a srazky zpusobuji jeho névrat do této rovnovahy, srazkovy ¢len ma jednoduchy tvar

Sa = (Afe/At)col = ~(fa—fie)lze = —ve(futie) |

kde ¢ je stiedni doba mezi srazkami a vc je srazkova frekvence (charakteristicka kons-
tanta). Rovnice je pojmenovana podle autort, jimiz jsou indicky matematik Prabhu Lal
Bhatnagar (1912-1976), americky teoreticky fyzik Eugene Gross (1926-1991) a ame-
ricky matematik a astrofyzik Max Krook (1913-1985).

Vlasovova rovnice

Srazky zcela zanedbavame (na pravé strané je nula) a pasobici silou je jen Lorentzova
sila. Jde 0 nejméné presnou, ale nejéastéji pouzivanou aproximaci. Rovnice je pojmeno-
vana podle Anatolie Alexandrovi¢e Vlasova (1908-1975), sovétského teoretického
fyzika, ktery se po vétSinu Zivota vénoval statistické fyzice.

@ Priklad 3: Ukazte, Ze stacionarni feSeni Boltzmannovy (Vlasovovy) rovnice vede na
kanonické rozdéleni. ReSte v jedné dimenzi, pro jediny druh &astic, které nepodléhaji
srazkam a pro potencialni silové pole F =—-dV /dx.

Re3eni: Z Boltzmannovy rovnice v tomto piipadé zbude
of 1dv of

oX mdx ov
Rovnici feSme substituci f (x,v) = F(x)G(v) . Pokusime se separovat proménné:

dF 1dv _dG dF 1 dG
v—G-——F— =0 = _—= = )
dx mdx dv Fdv m Gudv
Na levé strané rovnosti jsou vSechny proménné funkci souradnice, na pravé strané
funkei rychlosti. Je ziejmé, Ze maji-li se sobé rovnat dvé funkce raznych proménnych,
musi byt obé& konstantni:

1 dF =C = d?F:Cdv = F(X) =K exp[CV(X)];

Fav
L 46 _ ¢ o 98 _chwdv = G@)=K,explcmv?/2].
mGu dv G

Celkové feSeni je

f(x,0) = F(X)-G(v) = Kexp[C(m02/2 +V(x))] .
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Redeni mé skute¢ng charakter kanonického rozdéleni. Hodnotu koeficientu C bychom
zjistili porovnanim s termodynamikou, stejné jako pti odvozeni kanonického rozdéleni
v ucéebnicich statistiky, napfiklad v [3]. Vyjde

C =—1kgT . (2.6)
)

Poznamka (Sahova rovnice): Z rovnovazného rozdéleni a kvazineutrality plyne
okamZit¢ rovnice pro pomérné zastoupeni ionta razné nasobnosti v plazmatu. Tuto
rovnici poprvé odvodil indicky astrofyzik Mehd Nad Saha (1893-1956) v roce
1920 a nezavisle na ném v roce 1923 také americky fyzik a chemik Irwing Lang-
muir (1881-1957). Dnes se zapisuje ve tvaru

Nj1Ne Gi+19e { 5i+1_gi]
=C exp| ——————

N0 kgT

2.7)
(27mekgT )2

(27h)?

kde g;j je stupen degenerace pro ionty nasobnosti i, g. je stupen degenerace elek-
tront, zpravidla se poklada roven 2, ¢ je energie potiebna k vytvoreni iontu nasob-
nosti i (k odstranéni i elektrona z obalu, i = 0 odpovida neutralam). Faktor (2z7)3
je velikost jednoho kvantového stavu elektronu ve fazovém prostoru, podrobnéji
viz [3]. Sahova rovnice se ¢asto pouziva pro uréeni koncentrace elektrond pfi jed-
nonasobné ionizaci, kdy nj = ne:

2 2
n_e:Cﬂexp|:_L:| , (28)
Np do kgT

kde | je ionizaéni energie.

Boltzmannova rovnice v chaotickych rychlostech
Vzdy musime rozliSovat mezi tremi rychlostmi:

V, fazova promenna,
U, (t,X)=(v,)  rychlostni pole (primerna, stredovana rychlost), (2.9)
W, =V, —U, chaoticka (tepelnd) slozka rychlosti.

Doposud jsme vyuzivali fazovy prostor se sedmi proménnymi (t, X, v,,). Fazova rychlost
obsahuje ¢ast odpovidajici proudéni i tepelnou ¢&ast (v, = U, + w,). Nékdy je vyhodné
pracovat s proménnymi obsahujicimi jen tepelnou ¢ast pohybu, tj. provést transformaci

(t,x,v,) - (t,x,w,).

V Boltzmannové rovnici potom musime nahradit derivace a rychlosti podle schématu:





