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5.2.4 Rayleighova-Taylorova nestabilita

Rayleighova Taylorova nestabilita (RT nestabilita) vznika na rozhrani dvou tekutin
rtiznych hustot (naptiklad je-li v gravita¢nim poli hustsi kapalina ,,nad* ¥idsi). Pro teku-
tiny v konstantnim tihovém poli byla poprvé tato nestabilita popsana anglickym fyzi-
kem, lordem Rayleighem (1842-1919) v roce 1883. Anglicky fyzik a matematik Geo-
ffrey Ingram Taylor (1886-1975) zobecnil tuto nestabilitu v roce 1950 i pro jakékoli
konstantni zrychleni, které miti smérem od #idSi k hustsi tekuting. V takové situaci se
snazi hustsi tekutina zaujmout polohu ,,pod*“ tidsi tekutinou (v daném poli) a pocatecni
poruchy na rozhrani se rozvinou do charakteristickych Utvara podobnych prstam a poz-
déji klobouckam hub. Neékdy se nestabilitdm tohoto typu fiké vymenné nestability, pro-
toZe si razné oblasti tekutiny vyménuji pozici a ,,hledaji* stav s niZsi energii. Typickym
piikladem jsou dvé nemisici se kapaliny nalité do sklenice tak, aby hustsi kapalina byla
nad tidsi. RT nestabilita ale vznika i pfi inverzi na rozhrani dvou vzdusnych mas nebo
pii interakci expandujiciho hvézdného vétru s Krabi mlhovinou, jez je pozistatkem po
explozi supernovy pozorované v roce 1054. RT nestabilita je zodpovédnd i za htibovity
Utvar vznikajici pti atomovém vybuchu. V misté exploze vznikne lehky a horky plyn,
ktery za pomoci RT nestability proniké vzhtiru.

Obr122: Numericka simulace rozvoje Rayleighovy-Taylorovy nestability.
Pittsburg Supercomputing Centrum.

V roce 1954 ukézali Martin Kruskal (1925-2006) a Martin Schwarzschild (1912-1997),
Ze piitomnost magnetického pole maze u kratkych vinovych délek zabrénit rozvoji této
nestability na rozhrani dvou druht plazmatu.

Soutadnicovou soustavu zvolime tak, aby rozhrani obou prostiedi bylo v roving
y = 0. Pifedpokladejme, Ze ve sméru osy y pusobi homogenni tihové pole a na plazma

e

pusobi vnéjsi magnetické pole By rovnobézné s rozhranim. Na rozhrani obou prostiedi
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se rozvine mala porucha. Osu z mtizeme opét volit ve sméru magnetického pole a zajis-
tit tak kompatibilitu s predchozimi vypoc¢ty. Jinou moznosti je volit osu z ve sméru
Siteni poruchy — periodické ¢ast pak bude mit jednoduchou zavislost expl[ikz]. Postup
odvozeni, ktery nasleduje, na volbé osy z nezavisi. Dulezité je jen, Ze vektory Bg a k
jsou rovnobézné s rozhranim. Pro urgitost piedpokladejme soutradnicovy systém zvo-
leny dle obrazku:

Obr. 123: Volba souradnicového systému.

Vypocet vektoru posunuti
Pti naSi volbé souradnicového systému budou mit poruchy tvar

vt =po()+ptX);  Sy(txX) =y (y)elrared (5.0
U vektoru posunuti budeme pro jednoduchost index 1 vynechavat
Sg(t,x) = §(y)e'lorriaz=erl, (5.95)
Z geometrie problému pro jednotlivé velic¢iny plyne
k =k =(ky,0,k;),
BO = BO(y) = (BOXI Ol BOZ) y
Po=po(Y); Po="Po(Yy).

Symbol || znamena rovnobézny s rozhranim, symbol L znamena kolmy na rozhrani
(tedy ve sméru osy y). Hodnota By je v nasi geometrii nulova, ale pro dal$i odvozeni to

neni podstatné. Pro jednoduchost budeme piedpokladat nestlacitelné plazma, tj.
div 6§ = 0. Po rozepsani d4 tato podminka jednoduchy vztah

gL +ik-§=0 = & +ik-§=0 =  k-§=igl. (5.97)

(5.96)

Céarka ve viech vyrazech znamena derivaci podle jediné neperiodické proménné y.
V rovnici pro vektor posunuti (5.40) uréime nejprve poruchu magnetického pole v dané
geometrii (div By = 0; div § = 0):

5B =rot(6§xBg)=(By-V)5§—(5§-V)By =i(Bg-k)s§-5£, By, (5.98)
Poruchu dosadime do rovnice (5.40) pro vektor 6§, ktera pro nestlacitelné plazma dava

rotoB «B,
Ho Ho

N rotBg y

~a? py 5§ = V(6§-V)py — gdiv(pp5§) + 5B. (5.99)
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V rovnici rozepiSeme vSechny &leny, provedeme derivace, zkratime periodické &asti,
upravime dvojné vektorové souciny a za vSechny vyskyty (k-£) dosadime z (5.97):

~0” pol | Z{sﬂ Po —L(Bo -€)(By 'k)+i(Bo 'Bb)é} —g—l(Bo 'k)z +09008
Ho Ho Ho

—~? po§ = 1KE, ph +ik(Bo -€)(By -k)—ign (Bg k)2 +——K(Bg-Bp)<, .
Ho Ho Ho

Jde o t#i rovnice (1+2) pro vektor posunuti. Druhou rovnici vynasobime skalarné vekto-
remk, za k-§, =k-§ opét dosadime z (5.97), a vypocteme kombinaci

: 2
i , L ® , 1 2, 61 ,
— (Br-€)(Bp k)= +— —-——(Bgy -k +==(Bg-Bp),
ﬂo( 0-8)(Bo-k)=¢&1po 2 PoSL ,uokz( oK) &l #o( 0-Bo)

kterou dosadime do prvni rovnice. Tim ziskdme jednu jedinou rovnici pro kolmou
slozku vektoru posunuti:

2 ' 2
Ha)zpo —w]eﬂ} K2 [0)2/00 —MJ £ - gk2pps, =0, (5.100)
Ho Ho

Pokud ozna¢ime kulaté zavorky symbolem .4, ziské rovnice pro kolmou slozku vek-
toru posunuti jednoduchy tvar

(Ho&L) —K* (Ho&1 ) - gk ppé, =0;
. (5.101)
Ho = py ——(K-Bg)? .
Ho

Zavedeme-li Alfvénovu rychlost odpovidajici neporusenému magnetickému poli vzta-
hem

Bo
Voa = , (5.102)
\HoPo
Ize funkci ., piepsat do podoby
Ho = po [a)z ~(K-Vo )Z] (5.103)

Pokud budeme uvaZovat infinitezimalné tenké rovinné rozhrani (piechodovou vrstvu),
jsou hustota pg(y) a magnetické pole Bg(y) v obou poloprostorech konstantni, ale

v roving y = 0 maji skok, takZe derivace p'g, B'g vedou na distribuce. Nicméné pro y =0
je p'g = 0 a funkce Aj je konstantni. Rovnice méa proto v obou poloprostorech tvar

1 -k?&, =0, (5.104)

Resenim je linearni kombinace dvou exponencialnich funkci, z nichz v kazdém polo-
prostoru vybereme tu, ktera v nekone¢nu klesa k nule:
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—ky .
K Ce™; y>0,
£ (y)=Ce™ VI = (5.105)
cetW: y<o.

Navazani reSeni a disperzni relace

Je ziejmé, Ze prvni derivace nalezeného feSeni ma v roviné y = 0 skok a druha derivace
se chova jako distribuce. VSechny derivace skokd se musi v pavodni rovnici (5.101)
vyrusit. Toho mizeme vyuZzit k navazani feSeni na rozhrani. Nalezené feSeni dosadime
do pivodni rovnice (5.101). Integraci v proménné y se zbavime derivace v prvnim vy-
razu (a s ni souvisejicich derivaci skoka). V druhém vyrazu derivace skoki nejsou.
V poslednim vyrazu provedeme integraci per partes a derivaci skoku v hustoté tak
prevedeme na derivaci spojité veliciny &, :

+l +l 4+
[—,7{0 sgny ke_k‘yq —k? I ./afoe_k‘y‘dy—[gkzpoe_k‘y‘:l - I gk?posgn y e Mgy -0,
-l -l
| -l

I

Nyni provedeme limitu | — 0 (tedy z obou poloprostori se blizime k rozhrani). Oba
integrandy jsou omezené a v limit¢ se integraly bliZi k nule. Zbyvéa podminka

y—0*
[—»%‘o sgn y ke ¥ - gkzpo(y)e‘k‘yq -0,
y—0—
ze které okamzité plyne disperzni relace
Hy + Ky +9K(pp —pa) =0, (5.106)
kde indexy a a b znaci dolni a horni poloprostor. Po dosazeni za funkci .4 mame finalni
disperzni relaci problému

o (pa+ )| (6 B + (< By [0kl —pa) =0, (5100

Rozbor reSeni (nulové magnetické pole)
Pro nulové magnetické pole vychazi:

w? =gk "Pa (5.108)
Pat Py

ey

Situace je tedy vZzdy nestabilni, pokud je t&73f tekutina nad leh&i (w? < 0, pp > pa). Koe-

ficient narastu nestability je
y= |k Pa (5.109)
Pat Py

tedy k nejrychlejSimu rozvoji nestability bude dochazet pro kratké vinové délky a pro
velké rozdily hustot (o, >> pa, hustsi kapalina je nad fids).
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Rozbor reSeni (nenulové magnetické pole)
V piftomnosti magnetického pole mame disperzni relaci

- k-B,)?+(k-Bpy)?
=—gkpb Pa +i( a)” +(k-Bp) , (5.110)
PatpPy Ho Pat Py

wZ

ktera vede na podminku stability (a)2 >0)

(k-Ba)®+(k-By)® o

—gk(pp —pa) + (5.111)
Ho
Snadno ji prepiSeme do tvaru
27;(832 0052% + Bb2 cosZab)
A< . (5.112)

Ho9(Py — Pa)

Uhel mezi magnetickym polem a vinovym vektorem jsme oznagili a. Pro poruchu Sitici
se podél pole tedy vzdy existuje pro dosti kratké vinové délky oblast stability i v piipadé
hustsi kapaliny nad fidsi. Pro kuzel stability plati (pokud jsou oba Uhly stejné, tj.
0g=0p=a)

: A
a€<0,0max); Omax = arccos P

(5.113)
27z(B§+B§)
AS dpax S ——————"3 P> Pa-
Ho9(Py = Pa)

5.2.5 Kelvinova-Helmholtzova nestabilita

Dalsi typickou nestabilitou, kterd se mize rozvinout na rozhrani dvou prostiedi je Kel-
vinova Helmholtzova (KH) nestabilita. Vznika tam, kde se vici sobé obé prostiedi po-
hybuji (vitr nad vodni hladinou, sluneéni vitr obtékajici na bocich magnetosféru, roz-
hrani pasu obtich planet nebo rozhrani dvou vrstev atmosféry Zemé). Pii dostatecné
velikém rozdilu rychlosti dojde k rozvoji nestability i tehdy, pokud je situace RT sta-
bilni (tj. leh¢i tekutina je nad t878i). KH nestabilita vznika i pti velkém sttizném (kol-
mém na smér rychlosti) gradientu rychlosti v tekuting jediné. K stabilizujicim prvkam
patii piitomnost gravitaéniho pole, magnetického pole v plazmatu nebo neostrost hra-
nice rozhrani (rychlost se neméni skokem, ale postupng).

Nestabilitu poprvé popsal Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894)
v roce 1868 a nezavisle na ném lord Kelvin (1824-1907) v roce 1871. Kompletni feSeni
pro nestlacitelné kapaliny nalezl v roce 1961 Subramanyan Chandrasekhar. V roce 1963
zobecnil toto reSeni pro idedlni magnetohydrodynamiku Amiya Sen, o rok pozdéji nale-
zI i teSeni pro stlacitelny piipad, které v roce 1968 zobecnil Richard Gerwin a v témze
roce jeSte David John Southwood pro magnetopauzu. V roce 1980 nalezl Attilio Ferrari
alespon castecné feSeni pro relativistické rychlosti, které je duleZité napiiklad u rela-
tivistickych vytryska z ¢ernych dér.





