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16 Pohyby nabitych Edstic

V celé prvni kapitole budeme pocitat pohyby c¢astic ve vnéjSich, piedem zndmych (za-
danych) polich. Pfedpokladame, Ze

1. &astice vzajemné neinteraguji,
2. vlastni pole ¢astic jsou zanedbatelna.

Pro popis elektrického pole vyuzijeme intenzitu elektrického pole E, pro popis magne-
tického pole magnetickou indukci B. Alternativné mizeme elektrické a magnetické pole
popsat za pomoci skalarniho a vektorového potencidlu (¢, A). Pfevodni vztahy jsou

E:—%—%, (1.1)
ot ox
B =rotA. 1.2

Odvozeni téchto vztahti nalezne ¢tenéi v jakékoli ucebnici elektromagnetického pole,
napiiklad v [8]. Pfi vypoétu pohybu nabitych ¢éstic budeme predpokladat, Ze potencialy
#(t, X) a A(t, X) jsou piedem dané funkce. Poznamenejme, Ze tvoii relativisticky &tyi-
vektor a Ize je z jedné souradnicové soustavy do druhé transformovat za pomoci Lo-
rentzovy transformace.

1.1 Nerelativistické pohyby

Za nerelativistické povazujeme pohyby nabitych ¢astic, jejichZ rychlost je zanedbatelna
vzhledem k rychlosti svétla, tj. v < c. Takové ¢astice nalezneme napiiklad ve slune¢nim
vétru nebo v plazmatu obloukového vyboje.

1.1.1 Lagrangeova a Hamiltonova funkce

Problematika pohybu nabitych ¢astic v elektromagnetickych polich je dana Lagrangeo-
vou funkci

L = Lpart + Lint + Leimg - (1.3)

kde Lpart je Lagrangeova funkce castice, Lint popisuje interakci mezi ¢astici a polem
a Leimg je Lagrangeova funkce elektromagnetického pole. V naSem pribliZeni jsou pole
pevné dana a nebudeme je pocitat, proto je polni ¢ast Lagrangeovy funkce nulova. Po-
kud budeme uvaZovat jen elektrické pole, které je potencialni, bude Lagrangeova
funkce dana vztahem

L :%mvz —Q4. (1.4)

Tvar je shodny s klasickou mechanikou [1], kde je Lagrangeova funkce dana rozdilem
kinetické a potencialni energie L =T — V. Kinetick& energie piedstavuje Lagrangeovu
funkci volné castice Lpart @ potencialni energie Lagrangeovu funkci interakce s elektric-
kym polem Ljnt. V piitomnosti magnetického pole, které neni potencialni, musi mit inte-
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rakéni ¢ast Lagrangeovy funkce dalsi ¢len. Ten bude néjakou funkci étyivektoru toku
naboje pro c¢astici (charakterizuje ¢astici) a étyfvektoru potencialt pole (charakterizuje

pole):
3= CrQ | (cQo(X'=x)) . Ao glc
L) Qv -x)) A
kde x' je poloha ¢éstice a x poloha pozorovatele. Lagrangeova funkce by méla byt ska-
larem, jedinou rozumnou kombinaci ptipadajici v Gvahu je tedy veli¢ina Gmérna skalar-

nimu soucinu obou ¢&tytvektord integrovanému pres objem (bez integrace pres objem
bychom dostali veli¢inu Umérnou hustoté Lagrangeovy funkce):

j(J-A)d3x':j(—Q¢+QA-v)5(x'—x)d3x':—Q¢+QA-v.

Z uvedeného vztahu je jiz jasna chybéjici ¢ast ve vztahu (1.4), sprdvnd Lagrangeova
funkce pro nerelativisticky pohyb ¢astic v elektrickém a magnetickém poli bude

L:%mvz—Q¢+QA~v. (1.5)

Standardnimi postupy uré¢ime zobecnénou hybnost, zobecnénou energii a po vylouceni
rychlosti z obou vztahti Hamiltonovu funkci:

pz% = mv+QA, (1.6)
oL 1 2
& = ~ v-—L 2mv +Q¢, .7
2
2m

Poznadmka 1: Energii budeme v této kapitole znacit symbolem &, abychom ji odli-
Sili od intenzity elektrického pole E.

Poznamka 2: Zobecnéna hybnost neni souc¢inem hmotnosti a rychlosti jako v kla-
sické mechanice, ale figuruje v ni vektorovy potencial!

Poznamka 3: Energie nezavisi na magnetickém poli (vektorovém potencidlu A),
protoZze magnetické pole neméni energii ¢astice, ale jen smér jeji rychlosti.

UkaZzme, Ze prislusné Lagrangeovy rovnice jsou totozné s Lorentzovou pohybovou
rovnici pro nabitou ¢astici. Ve slozkach méame

L = %mvjvj —Q(t,x) + QA (L. X)vj ;

dt an 6xi

d o¢ oA
a(mvi+QAi) + QG_X, - QaTUj =0,
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d OA;

d. oA A I
dt(mv') *Q at anj

) OA; OA;
i(mvl) = Q _% _ % + Uj _]__I .
dt ot 6Xi 8Xi 6XJ

Posledni vyraz v hranaté zavorce snadno upravime pomoci Levi-Civitova tenzoru do
tvaru (postup naleznete v dodatku A, vztah A.20)

o 6AJ—
+ _— = —_—
dt Q 8xi Q aXi

4 my—ol _9A_9¢ 9 ) =
a(mv)_Q{ o 6X+v><rotA} = Olt(mv) Q[E+vxB], (1.9

coZ je zndma Lorentzova pohybova rovnice.

1.1.2 Pohyb v elektrickém poli, opticka analogie

Pokud se nabita ¢astice pohybuje dostateéné dlouho jen v homogennim elektrickém
poli, nelze situaci tesit nerelativisticky. Elektrické pole by &astici urychlovalo nade
vSechny meze, coz je v rozporu se specidlni relativitou. Mizeme ale feSit tlohu, ve
které je elektrické pole nenulové jen v malé oblasti prostoru, naptiklad v n&jaké vrstvé
plazmatu. ldealizovanym ptipadem je rdzova vina se skokem elektrického potencialu
(tzv. dvojvrstva, se kterou se podrobnéji seznamime v kapitole 3.3.4).

el 91 2
Obr. 1: Skok elektrického potencidlu.

Predpokladejme, Ze v obou poloprostorech na obrazku je potencial konstantni a elek-
trické pole tedy nulové. Nabitd castice se proto pohybuje rovnomérné piimocare.
V tenké vrstvé (je oznacena $ed¢€) na rozhrani obou oblasti se potencial méni, elektrické
pole je zde nenulové a miii ve sméru osy x. Pokud je piechodova vrstva infinitezimalng
mald, je zména potencidlu skokova. Ve sméru osy y neptisobi zadné pole, proto se
slozka rychlosti ¢astice ve sméru osy y neméni. Te¢na slozka rychlosti vzhledem k roz-
hrani je proto spojita:

Ulsin(llzvz Sinaz. (110)

Pti pohybu nabité ¢astice se bude zachovavat energie (1.7):
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%mvf+Q¢1 = %mv%+Q¢2=(5’. (1.11)
Pokud z posledniho vztahu vypocteme rychlosti a dosadime do (1.10), dostaneme

i é— C-

sinay _ Qdy _ 92 _ Up (1.12)

sina, \(¢-Q¢y \C-¢y \U;

Uvedenému vztahu se tik& opticka analogie pohybu céastice v elektrickém poli. Svym
tvarem pripomina Snellav zakon lomu.

1.1.3 Pohyb v homogennim magnetickém poli

elektromagnetické pole:
E =(0,0,0),

B=(0,0,B);
poc¢atec¢ni podminky:
x(0) =(0,0,0),

p(0) = (0,mv, ,0).

Predpokladejme homogenni magnetické pole; soufadnicovou soustavu zvolime tak, aby
osa z mitila ve sméru pole. Nabitou ¢astici vypustime kolmo na magnetické indukéni
¢ary ve sméru osy y. Pohyb budeme teSit za pomoci Hamiltonovych pohybovych
rovnic. Pro sestaveni Hamiltonovy funkce proto nejdiive potiebujeme nalézt potenciély
pole. Potenciély nejsou vztahy (1.1) a (1.2) uréeny jednoznaéné (rizné potencidly vedou
na stejna pole). Napriklad pro magneticky potencial miZeme v naSem piipadé vyuZzit
vyrazy A = (-yB, 0, 0) nebo A = (0, xB, 0) nebo A =% (-yB, xB, 0). Vyzkousejte si, Ze
rot A vede vzdy na pole B = (0, 0, B). Pro dalSi vypocet zvolime potencialy ve tvaru

$=0,
A =(0,xB,0).
Potencialy elektrickych a magnetickych poli pro typické konfigurace naleznete v do-

datku D3. Zobecnéna hybnost je v naSem piipadé dana vztahem p = mv + QA. Pro Ha-
miltonovu funkci plati

pZ +(py —QBX)% + p7

2
2m

2m
a Hamiltonovy rovnice jsou
x=H _Px (1.13)
opy m
oH Py —QBx

1.14
R (L.14)
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g M _Pr (1.15)
op, m
B — QBx
X=_ﬁ=Q (py —Q )’ (116)
ox m
oH
5, = — =0, 1.17
Py oy (1.17)
oH
9, =——=0. 1.18
Pz === (1.18)

Z rovnic (1.17), (1.18) mame ihned
py(®) =py(0)=muv, ,
pz(t) = p,(0)=0.
Tyto vyrazy spolu s py vyjadienym z (1.13) dosadime do (1.16) a ziskame tak rovnici
X +(@jz X = M
m m

pro proménnou Xx. Po jejim vyieSeni (je sou¢tem homogenniho a partikularniho) zname
zavislost x(t) a mizeme jiz ptimo integrovat rovnice (1.14), (1.15). Vysledné feSeni ma
tvar

X(t) =R —R_ cosaxt,

y(t) =R sinagt, (1.19)
z2(t) =0,
kde jsme oznacili
R = (1.20)

tzv. Larmoriav polomér Ry a cyklotronni frekvenci wc. Trajektorii ziskdme vylouéenim
¢asu z (1.19):

(x=R_ ) +y?=RZ. (1.21)

Vidime, Ze pohyb se déje po kruznici s polomérem R a se sttedem S = [ R, 0 ]. Poloha
stiedu zavisi na znaménku naboje ¢astice.

Magnetické pole nepisobi na pohyb &astice ve sméru podél pole. Kolmo na smér
pole pisobi Lorentzova sila, kterd zakiivuje trajektorii ¢astice na kruznici. Pfi nenulové
pocatecni rychlosti v,(0) je pohyb &astice slozen z rovnomérného pfimocarého pohybu
podél pole a Larmorovy rotace (tzv. gyrace) v roviné kolmé na pole — tim vznika pohyb
po Sroubovici.
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Samotné elektrické pole naopak nepasobi na pohyb ¢astice napti¢ pole (v nerelati-
vistickém piipade) nebo jen velmi mélo (v relativistickém piipadé). Ve sméru pole
dochazi k urychlovani.

7 N
\\-yf/ \\*’//

Obr. 2: Pohyby nabité ¢astice v homogennim magnetickém poli.

Poznamka: Vypocet Larmorova pohybu lze také provést piimo z Lorentzovy po-
hybové rovnice mi =QFfxB . SloZka z opét vede na volny pohyb. Ve slozce x a y

dostavame

g=Ly (1.22)
m

g=-By. (1.23)
m

Obeg rovnice je mozné teSit riznymi zptasoby. Asi nejrychleji k cili vede Landatav
postup: druhou rovnici vynasobime komplexni jednotkou a seéteme s prvni.
Kombinaci QB/m oznacime jako cyklotronni frekvenci:

X+i1§=—lw,(X+iY) (1.24)
Nyni staci zavést komplexni proménnou & = x+iy a teSit jednoduchou rovnici

=-ia ¢ (1.25)

v komplexnim oboru. Po nalezeni integracnich konstant ziskame hledanou polohu
¢astice x a y tak, ze oddélime redlnou a imaginarni ¢ast reSeni.





