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A ) mo hw
| 4 X)=,[—ex [—ﬂx }; A(T)=—1th| ——|. 3.88
p(x) —oxXp () - [2kBTJ (3.88)
Tuto dnes slavnou formuli odvodil Felix v roce 1932. Formule ma velky vyznam v teo-
rii kmitd krystalové miize. Odvod’'me, tak jako v minulych ptipadech, limitu pfi nizkych
a vysokych teplotach:

2
) T<Ty: (x) = 12 exp| - 12X =y (x).
zh /]
2 2.2
2)T>Ty: p(x)—> no exp _meox )

Prvni piipad odpovida opét ryze kvantovému feSeni, jde o hustotu pravdépodobnosti
oscilatoru v zakladnim kvantovém stavu. Pfipad vysokych teplot dava klasicky vysledek
(3.82).

3.5.2 Kvantovy rotator

r n

Prozkoumejme nyni vlastnosti rotujici ¢astice s nenulovym momentem hybnosti L a ne-
nulovym momentem setrvacnosti J. Miize jit naptiklad o rotujici dvouatomovou mole-
kulu nebo né&jaky podobny systém. Nejprve odvodime parti¢ni sumu pro systém tvoieny
jedinou molekulou. Standardni translaéni vztah p?2m u rotatnich pohybi piejde
v analogicky vztah L%/2.J:
2 2
€=L—=M; 1=0,1,2,...
2J 2J

Vyuzili jsme vztah (2.149) pro kvantovani velikosti momentu hybnosti. Nesmime za-
pomenout, ze kazdy takovy energeticky stav je degenerovan, vyskytuje se 2/+1 krat,
jednotlivé stavy se stejnou energii se lisi magnetickym kvantovym c¢islem, které nabyva
hodnot m=-1/,-1+1,...,0,...,1—1,/. Proto v partiéni sum¢ musime kazdy Boltzman-

nav faktor vzit v ivahu tolikrat, kolikrat je dany stav degenerovan:

0 2 ) 2
z = Zgl exp _M = 2(21+1)exp _M .
Part 2ksT | 5 20 kg T

Poprvé se setkavame s fadou, kterd neni analyticky feSitelna. Tuto fadu mizeme secist
jen numericky nebo v limit¢ nizkych ¢i vysokych teplot. Oblast nizkych a vysokych
teplot je dana argumentem exponencidly. Je-li argument roven jedné, dostavame cha-
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rakteristickou teplotu, pfi niz je tepelnd energie rovna rotacni energii. Vyjdeme-li ze
vztahu /* = 2.J kg T, dostaneme pro tzv. rotacni teplotu vztah

2
Rotacni teplota je pro dany systém, podobné jako vibraéni teplota, zcela charakteristic-

kou veli¢inou. Hodnoty rota¢nich a vibra¢nich teplot n€kterych plynt naleznete v na-
sledujici tabulce:

> Ty

(3.89)

plyn rotacni teplota vibracni teplota
Hz 85K 6100 K
HCI 15K 4140K
N2 3K 3340K
02 2K 2230K

Pokusme se secist fadu pro particni sumu alespon v limité nizkych a vysokych teplot:

Nizké teploty
P1i nizkych teplotach (7T << Tx) exponencialy v fad€ s rostoucim / prudce klesaji, leny
fady velmi rychle konverguji, a proto staci vzit v tvahu prvni dva ¢leny fady:

2

h
—1+3exp| - —143exp(-2T, /T).
: p{ Tk T} p(-27R/T)

B

Standardnim postupem ur¢ime termodynamické velic¢iny v limité nizkych teplot:
Z =[1+3exp(-21:/7)]",
F =—kgTInZ = ~NkgT In[1+3exp(-2Tx /T)].

Druhy ¢len je maly, proto mizeme provést Tayloriv rozvoj do prvniho fadu In(1+x) ~ x
a pro volnou energii mame jednodussi formuli

F ~-3NkgT exp(2TR /T).
Nyni nalezneme entropii a vnitini energii

S :—Z—§:3Nk3 CXp(—ZTR/T)+6NkB T7RCXP(—2TR /T),

U=F+TS =6NkgTy exp(-2Tx /T).
Vysoké teploty

Pti vysokych teplotach (7'>> Ty) je obsazeno mnoho stavi s velkym / a souc¢et mizeme
nahradit integraci:

z= i(ZHDexp{—l(Hl)T—R} ~ _[(2x+1)eXp{—x(x+1)T_R}dx_
1=0 T 0 T
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V integralu provedeme substituci & = x(x+1):

zZ= Texp{—Ti f}df =Tl.
0 R R
Standardnim postupem uré¢ime termodynamické veli¢iny v limité vysokych teplot:
7=(T/R)",
F =—kgTInZ =—NkgTIn(T/Ty ),

oF
§ === Ny [1+In(T/TR)].

U=F+TS=NkgT .

Jak jsme mohli ocekdvat, dostavame v limit¢ vysokych teplot klasické vysledky.
Sepisme na zavér vysledky v limité nizkych i vysokych teplot do pfehledné tabulky:

T<Iy T>Tx
7z =[1+3exp(-21/7)]" z=(T/1R)"
F = -3NkgT exp(-2TR /T) F=-NkgTIn(T/Ty)

(3.90)
S = Nig[1+In (777,
+6NkT7Rexp(—2TR/T) pl1+In(T/T)]

U =6NkBTR exp(—ZTR/T) U :NkBT

Situace je obdobna jako u oscilatoru. Do rotaéni teploty neni systém schopen absorbo-
vat teplo. Jeho stupné volnosti jsou ,,zamrzlé*. Nad rotacni teplotou prispiva k tepelné
kapacité kazdy rotator hodnotou Boltzmannovy konstanty.

U C
Y/ S

g\&é

TR T7>> TR T TR T7>> TR T
Obr. 107: PrGibéh vnitini energie a tepelné kapacity pro kvantovy rotator.
U dvouatomarnich molekul jsou rotacni teploty podstatné nizsi nez vibracni. Pfi postup-

ném zahiivani plynu se nejprve uvolni rotacni stupné volnosti a teprve pozdéji vibracni
stupné volnosti.
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¢ Piiklad 55: Urcete nejpravdépodobnéjsi rotaéni kvantové &islo pro kvantovy rotator
(stav s nejvySsim zastoupenim).

ReSeni: Pravdépodobnost, ze se systém nachazi ve stavu s vedlej$§im kvantovym cislem
/ je dana vyse odvozenou formuli

I+ R’

=AQ2I+))e
wy = A( )Xp{ 2T kgT

} = A(2l+1)exp[—l(1+l)T7R}.

Pti nizkych teplotach systém nerotuje, pravdépodobnost je témét nulova. Pti vysokych
teplotach nalezneme standardnim postupem maximum (s proménnou / budeme zachdzet
jako se spojitou proménnou):

ow / T 1 T
—=0 = lmax = [——— = [—.
ol 2T 2 2T
Z vypocteného vztahu miizeme zjistit typicka vedlejsi kvantova ¢isla rotujicich molekul

pfi dané teploté. >

3.5.3 Dvouatomarni plyn

Uvazujme nyni systém slozeny z N dvouatomovych molekul s rozliSitelnymi atomy
(jinak bychom se museli zabyvat symetrii vinovych funkci). Tak se chova fada plynt.
Energie jedné molekuly bude sloZena z translacni energie, vibrani energie, rotacni
energie a energie dalSich (napfiklad jadernych) stupii volnosti.

vibr

Parti¢ni suma pro jednu molekulu bude soucinem particnich sum jednotlivych stupiii
volnosti a termodynamické veli¢iny budou souctem odpovidajicich ¢lent:

E=&x +Eyip t Eot +Eue T -

Z:Ze*ﬂ(‘gtr-"gvib ot o) _
:-.‘e_ﬂgtrd[‘_ze_ﬂgvib .ze*ﬂgrot P

= Ztr " Zvib *Zrot "”
Celkova parti¢ni suma pro N ¢astic potom bude:
Z7=zV. N N
= Ztr " Zvib " Zrot

Zakladni termodynamické veli¢iny jsou podle své definice aditivni a bude pro né platit
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F=—-kgTInZ =F; + Fjp, + Frop +-

oF
S:_a_T:Str+Svib+Sr0t T

U=F+TS=U; +Uyp + Ut +--

ou
Cr =%~ =Cu+Cip+Crop +-
oT v

Zkoumejme nyni piispévek k tepelné kapacité jednotlivych stupnt volnosti:

Translacni stupné volnosti

UtrzéNkBT = C i a—U :ikB
2 N\ oT % 2

Translac¢ni stupné volnosti pfispivaji k méré tepelné kapacité plynu (tepelna kapacita
vztazena na pocet Castic) konstantni hodnotou.

Vibracni stupné volnosti

2
UVib =—Nha) cth ( heo J = c i[a—Uj = kB (—hw j Sh_2 (—ha) ]
2 2kgT Nlor), 2kgT 2kgT

Na nasledujicich obrazcich jsou vykresleny vypoctené pribéhy. Pii nizkych teplotach je
vnitini energie dana nulovymi kmity (Naw/2), pfi vysokych teplotach je linearni funkci
teploty. K pfechodu mezi obéma pribehy dochazi v okoli vibracni teploty. Pfi nizkych
teplotach vibraéni stupn& volnosti nepfispivaji k mérnému teplu. Rikame, Ze pii teplo-
tach vyrazné niz8ich, nez je vibraéni teplota jsou vibraéni stupné volnosti ,,zamrzlé. Pii
vysokych teplotach pfispivaji vibra¢ni stupné volnosti k mé€rmému teplu konstantni
hodnotou. Provedeme-li limity malych a velkych teplot, dostaneme:

T<Ty = U=Nhw!/2, Cc=0, c=0;
T>>TV = U=NkBT, C=NkB, CZkB.

Kazdy vibracni stupenl volnosti pfidava pti vysokych teplotach k tepelné kapacité plynu
hodnotu kg. Jak uz vime, Boltzmannovu konstantu miizeme interpretovat jako tepelnou
kapacitu jedné vibrujici molekuly.

Rotacni stupné volnosti
Pro rotaéni stupné volnosti nezname analyticky prib&h vnitini energie a tepelné kapa-
city pfi konstantnim objemu. Zname ale hodnoty v limité nizkych a vysokych teplot
vzhledem k rotac¢ni teploté, viz (3.90):
T<Tx = U =6N kg Ty exp(—2Tx /T), C=0, c=0;
T>>TR = U=NkBT, C=NkB, C=kB.

Vidime, Ze rotacni stavy piispivaji k mérmému teplu stejnym zplsobem jako vibracni
stavy, prispévek se projevi pfi teplotach vysSich nez je rotacni teplota. Pfi teplotach
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niz$ich jsou rotacni stavy opét ,,zamrzlé*. Kazdy rotacni stav prispéje k tepelné kapacite
op¢t hodnotou Boltzmannovy konstanty. Vysledny priibéh mérmné tepelné kapacity ma
schodovity charakter:

C

Nkg I
Nig f

Tx Ty T

Obr. 109: Tepelna kapacita dvouatomarniho plynu.

Pti zvySovani teploty pribyvaji dalsi stupné volnosti, kazdy ,,rozmrzly* stupeni volnosti
prisp&je k mérné tepelné kapacité hodnotou kp. Kazdy transla¢ni stupeil volnosti ptispi-
va k mérné tepelné kapacité nezavisle na teploté hodnotou kg/2, tj. celkem 3kp/2. O ro-
tacnich a vibracnich spektrech se mizete docist dalsi detaily v ucebnici [38].

Poznamka: U kyanu HCN odpovida ptechod mezi druhou a prvni rotacni hladi-
nou vinové délce 1,3 mm, coz koresponduje s vinovym maximem reliktniho zate-
ni. Prave reliktni zafeni proto zplsobuje rotacni excitace mezihvézdného kyanu.
Rotacni teplota kyanu je 15 K.

3.5.4 Anharmonicky oscilator

Velmi zajimava situace nastane, pokud v Taylorové rozvoji potencialni energie v okoli
minima je dulezity i tfeti (asymetrie minima) nebo dokonce ¢tvrty ¢len. Nyni jiz nejde
o harmonické oscilace, ale o anharmonicky oscilator s energii ve tvaru
2 2.2
mao”x
=P
2m

+013x3 +a4x4. (3.91)

Za predpokladu vysoké teploty (kg7 >> hiw) mizeme pocitat klasickou particni sumu
pro N nezavislych oscilatorti. Za nizké teploty by se problém musel fesit kvantové. Pro
jeden oscilator mame:

2= [l AF) dpdx _
27h

2 2.2 3 4
= 1 exp| — P mox ¥ 44X dpdx = (3.92)
2rh

+ +

/2 kT +00 2.2 3 4
_ TTMKR J- exp|:— mw x exp _a3x agx dx
2rh =

kT kgT kT



3.5 Dalsi priklady 283

Je tfeba poznamenat, ze jakkoli maly anharmonicky Clen tfetiho fadu vede k nekon-
vergentnimu integralu (3.92). Konvergenci zajistuje pfitomnost ¢lenu Ctvrtého fadu
s a4 >0. Nyni budeme piedpokladat, ze anharmonické cleny jsou malé ve srovnani
s harmonickym a provedeme rozvoj druhé exponencialy do druhého fadu v argumentu:

2xmkgT 7 2x? 3 4 1 2
s X2 B J. exp{—mw ol | P A (a3x3+a4x4) dx .

+

Jde o soucet Gaussovych integrali s riznymi mocninami x nasobicimi zakladni expo-
nencialu. Integraly s lichymi mocninami jsou nulové, ponechame proto jen sudé ¢leny
do Sestého fadu v x:

1/27zka J- { mao xz}[l a4x4+ a32x6 -]dx

2kB kBT 2kBT2

Po trividlnim vypoctu za pomoci vztahu (G2), nebo v programovych prostfedich MAT-
LAB, Mathematica atp., dostaneme

2
. J2rmksT \/kaT [1_3a4kBT+1_5“3kBT+...] -

27h maw?® m*o* 2 ma®

kT 3a4k§72 15a3kBT2
z ~= -

ho e 2 e’

kT _ ask3T% 15 ask3T? N
Z~ | BT _3%fBT | D@BIBL L (3.93)

hao e 2 e’

Nyni uré¢ime standardnim zptisobem termodynamické veli¢iny

2m2 2
T
F =—kgT'InZ = —NkgT In kpl'_jasks |15 aski +o, (3.94)
ho e 2 e’
g _OF
or 5
askpT az kT
1-64°B° 1155378 4 .
2mp2 2
S ~ Nkg In kBT-a““k Ts 15 3kBT <o |+ Nkg m’o" mo’
o e’ 2 miel 1_3a4kBT+15a3kBT
m2w4 2 m3 6
2
1—6“45‘Bf+15a33]‘B6T+
U=F+TS = NkgT m @ =,

1_3(14kBT+15 a:;fBg .
mo” 2 m
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kT 2kgT
U~ Nigpr| 1-328L DB, | (3.95)
mo® 2 mo
_ou _ 15a3 6ay
C_a_TNNkB NkB( 3 6 2@4]T+"’. (396)

Vidime, ze anharmonicnost vibraci v krystalech nebo molekulach vede k naruseni Du-
longova Petitova zdkona. V tepelné kapacité se objevuje linearni a pfipadné i kvadra-
ticky Clen v teplot¢.

Poznamenejme, Ze pokud polozime c¢tvrtou mocninu x v rozvoji energie (3.91)
presné rovnou nule, nebude integral (3.92) konvergovat a systém bude nestabilni, pii
rostouci vychylce z rovnovahy puajde potencidlni energie k nekone¢né hodnoté. Pokud
budeme predpokladat, Ze ¢tvrtd mocnina x v rozvoji je byt jen velmi mala, zajistime
konvergenci integralu i stabilitu zkoumaného systému.

3.5.5 Dvouhladinovy systém

)
.

v

Naleznéme chovani kvantového systému s dvéma blizkymi energetickymi hladinami
&0=0a &, = ¢s degeneracnimi faktory gy a g;. Parti¢ni suma pro jednu castici bude mit
jen dva cleny

z=gop + g exp(—pe) . (3.97)
Nyni budeme postupovat standardné:
N
Z= {go +81 eXp(——g H , (3.98)
kgT
F=—kgTInZ=—-NkgT In| gy + gy exp . (3.99)
kgT
S=-9E _ Niyln| gp+ gy exp| == ||+ Ne/T . g=50 (3.100)
oT kBT | ol 81

+gexp| ———

g exp kT
U=F+TS= Ne (3.101)

=R
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exp| ——
_5_U _ Ngg2 ( kBTJ
I+ge —
{ ¢ Xp[ kBTH

C 2 eXp[k TJ
> oy =V =8¢ B (3.103)

2 2"
N ‘T 1+ ge &
xp|
&g eXp kT

Dostali jsme velmi zndmy vztah pro pfispévek dvouhladinového systému k mérnému
teplu. Prispévek konverguje k nule v oblasti nizkych i vysokych teplot. To znamena, zZe
existuje teplota, pfi které je prispévek k mérnému teplu maximalni. Maximum je mozné
ur¢it numericky, pro g = 1 vychazi cyax ~ 0,34 kg.

(3.102)

Cc/C

max

1

2 4 6 8 pe

Obr. 111: Tepelna kapacita dvouhladinového systému.

Vice se o tepelnych kapacitach, rotacnich a vibra¢nich spektrech a vztahu mezi termo-
dynamikou, statistickou fyzikou a chemii dozvite z online ucebnice [41]. Zajimavé in-
formace o spektroskopii rotacnich a vibracnich stavii naleznete také v publikaci [42].
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