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1.1 Integralni principy mechaniky

V teoretické mechanice se hojné pouziva Einsteinova sumacni konvence, diferencialu
a Lagrangeova véta o prirtistku. Pokud s témito matematickymi zaklady ctenaf neni se-
znamen, mél by si nejprve dikladné procist Dodatek A, kde jsou tyto pojmy vysvétleny.
Dalsi informace ke studiu teoretické mechaniky mitize ¢tenaf Cerpat v ucebnicich [2-6].

1.1.1 Zakladni pojmy z mechaniky

Mechanicky systém

Mechanickym systémem nazyvame jakoukoli soustavu ¢astic nebo téles, kterou se roz-
hodneme popisovat (elektron, atom, Zemékoule, planetarni systém,...).

Kartézské souradnice

Kartézské soutadnice vychazeji ze tii navzajem kolmych a pfimych os. Pro soutadnice
pouzivame oznaceni X = r = (x1, X2, X3) = (¥, y, 2), resp. F = (Fy, [, F3) = (Fy, Fy, F2).
Pohybova rovnice hmotného bodu ma tvar m d?x/ds2 =F.

Zobecnéné souiadnice

Za zobecnéné souradnice povazujeme jakékoli parametry popisujici pohyb (uhly, vzda-
lenosti, plochy). Ozna¢ujeme je q = (g 425 ).

planeta

Slunce

Obr. 2: Souradnice pro planetu obihajici kolem Slunce.

¢ Piiklad 1: pohyb planety kolem Slunce
q1 = r(t) — vzdalenost od Slunce,
q> = ¢(?) — thel pravodice a zadané polopfimky,
q3 = S(¢) — plocha opsana pravodi¢em. D
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Zobecnéné rychlosti

Zobecnénou rychlosti nazyvame ¢asovou zménu zobecnéné soufadnice.

€ Piiklad 2

v, =dr/dt radialni rychlost,

v, = do/dt uhlova rychlost,
vg=dS/dt plosna rychlost,

Uy = dx/dt x-ovéa slozka rychlosti.

Vazby

Téleso nebo nekteré jeho Casti se nemusi pohybovat zcela libovolné. Pak fikame, ze
v systému jsou vazby. Pfiklad vazeb je na nasledujicim obrazku:

téleso dvé télesa
na naklonéné spojena
roviné tyci

9

Obr. 3: Vazby v systému.

Stupei volnosti

Stupni volnosti rozumime pocet nezavislych tidaja (parametrtr), kterymi lze zcela popsat
pohyb systému (znaéime f).

q Priklad 3

volny hmotny bod

N volnych hmotnych bodu
hmotny bod na naklonéné rovin¢
2 hmotné body spojené tyci
prostorové kyvadlo

rovinné kyvadlo

-

-

-
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Pro systém N hmotnych bodid s R vazbami plati f=3N—-R. Zobecnéné soufadnice vo-
lime vzdy jako mnozinu nezavislych parametrt, které zcela popisuji systém, tj. je jich
prave f:

a=(q1,92,--4f) -

Konfiguracni prostor

frozmérny prostor, do kterého zobrazujeme hodnoty zobecnénych soutadnic. Bod kon-
figuraniho prostoru nazyvame konfiguraci. Casovy vyvoj konfigurace systému q(?)
nazyvame trajektorie.
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Stav systému
V klasické mechanice je v daném Case ¢ stav popisovaného systému zcela ur¢en konfi-
guraci q =(q1, 92 , .- qr) a tendenci (zobecnénymi rychlostmi) v = (vy , v3 , ..., Uy).

Realna a virtualni trajektorie:

realna trajektorie,
trajektorie skutec¢né
realizovand v pfirodé

trajektorie virtualni
(nerealizovana) — proc¢?

q)

Obr. 4. Redlna a virtualni trajektorie.

1.1.2 Integralni principy

¢ Piiklad 4. Predstavme si, e v rybniku se topi ¢lovék. Mezi zachrancem a rybnikem
je bazinaty pas, ve kterém se velmi tézko pohybuje, pas oranisté a pole. Zachrance musi
volit optimalni cestu, aby se k tonoucimu dostal co nejrychleji (takovou cestou nemusi
byt nejkratsi spojnice mezi tonoucim a zachrancem):

- ole
Y

~ o

oranisté

Obr. 5: Jaka je optimalni cesta k tonoucimu z hlediska ¢asu?
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Celkovy ¢as, po ktery se bude pohybovat zachrance, ur¢ime takto:

v=g dt=g
dt v
T_’fg ) tf«/dx2+dy2 B xf«/l+y'2 “
v v(x,y) u(x,y)
ty ty X4

Predpokladame, Ze zname prostorovou zavislost rychlosti v(x, y). Ta je dana typem
terénu (pole, oranisté, bazina). Nyni hledame takovou kiivku y(x), aby pfedchozi inte-
gral mél minimalni hodnotu. Resenim uloh tohoto typu se zabyva variacni pocet.

[

¢ Piiklad 5: brachystochrona. Reime nasledujici Gilohu. Téleso ma klouzat po naklo-
néné roviné obecného tvaru mezi dvéma body A a B, které jsou v rizné vyice. Ukolem
je nalézt rovnici tvaru naklonéné roviny tak, aby se té€leso do bodu B dostalo za nejkratsi
¢as. Nazev kiivky pochazi z fectiny (Bpaytotog = nejkratsi, ypovog = ¢as).

4 A
H L ) =2
. B
X
Obr. 6: Brachystochrona.
Vypocet je obdobny ptedchozimu:
d/ d/
v=— = dt =— =
dt v
T—lf a ’IB Ja? +dy? xf Jiey?
Jv o uy) v(»)
A A X4

Rychlost uréime ze zakona zachovani energie

1
mgy+5mv2 =mgH .

_XB 1+y'2
T_j /mdx. (1.1)

X4

Vysledna doba pohybu je

Nyni je nutné nalézt kiivku y(x), pro kterou nabyva integral (1.1) svého minima — jde
op¢t o typickou tlohu varia¢niho poc¢tu. Dokonceni feSeni naleznete na konci kapitoly
1.2.3. Variacn¢ lze zformulovat i zakladni zakony mechaniky, teorii elektromagnetic-



20 Teoretickd mechanika

kého pole i dalsi fyzikalni discipliny. V této kapitole se budeme zabyvat jednim z integ-
ralnich princip mechaniky — tzv. Hamiltonovym principem.

[
1.1.3 Hamiltontv princip nejmensi akce
Oba dva uvodni ptiklady vedly na optimalizaci integralu typu
XB
T(xqxp) = [ F(x,0(x),)'(x))dx. (1.2)
X4

Integrand je funkci nezavislé proménné x, hledané funkce y(x) a jeji prvni derivace
»'(x). Vysledkem optimalizace by méla byt hledana trajektorie ¢i kfivka y(x). V uvod-
nim piikladu zachrance volil trajektorii tak, aby celkovy Cas byl nejkratsi. VSechny
ostatni trajektorie (tzv. virtualni — nerealizované) jsou sice v principu mozné, ale za-
chrance se po nich bude pohybovat delsi dobu. Obdobné je tomu v piikladu s klou-
zajicim télesem. Integraly vyse uvedeného typu se nazyvaji funkcionaly. Funkcional je
zobrazeni, pfi kterém funkci ptifadime ¢islo (v nasem pripadé celkovy ¢as).

Zakladni myslenka integralnich principi mechaniky je velmi podobna. Ze vsech
moznych trajektorii systému se realizovala jen ta, ktera je n¢jakym zplisobem vyhod-
néjsi nez ostatni. Hledisko vyhodnosti se uvazuje obdobné tivodnimu ptikladu, jen je ale
nezavislou proménnou ¢as, protoze hledame ktivku q(?).

Hamiltoniiv princip
Budeme ptedpokladat, Ze existuje funkce Casu ¢, zobecnénych soufadnic a jejich prvnich
derivaci (tj. stavu)
> L(tsqls"-5qf’q.l""’q.f)
takova, ze ze vSech moznych zavislosti g (¢) = f; (¢) se v ptirod¢ realizuje ta, pro kterou
ma integral
B
> S(tartp) = [ Ly syt ndy) de (1.3)
14
extrém (minimum). Funkci L(¢, q, dq/df) nazyvame Lagrangeovou funkci (lagranzia-
nem) a integral S(t4 , tg) integrdalem akce. Hamiltondv princip je zakladni axiom teorie.

1.1.4 Lagrangeovy rovnice

Zaved'me virtualni posunuti
Oqy :‘Ik,vin(t)_Qk,real(t)a resp. (1.4)
5(1 = {Qyirt - Ureal )

jako infinitezimalni rozdil virtualni (myslené) trajektorie a realné (uskutecnéné) trajek-
torie. Body na obou trajektoriich si odpovidaji ve stejném ¢ase (tzv. izochronni varia-
ce). Uved'me zakladni vlastnosti virtualnich posunuti:
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> ) oq(ty)=5q(tp)=0, (1.5)
y=4
> 2) §q—dt5q. (1.6)

Prvni vlastnost vyjadiuje, ze virtualni i realné trajektorie zacinaji a konci ve stejném
bod¢ konfiguracniho prostoru. Druha vlastnost vyjadiuje zdménnost operaci derivace
d/dt a variace .

Ig

uskutec¢néna trajektorie

virtualni
trajektorie
---------------------- (neuskutecnéna)

Obr. 7: K definici virtualniho posunuti.

Poznamka: Vazby jsou v daném systému zahrnuty volbou zobecnénych soufadnic
— jejich celkovy pocet je roven poctu stuptitl volnosti. Virtualni posunuti jsou po-
sunuti ve shod¢€ s vazbami v daném case.

Odvod’'me nyni nutné podminky extremalnosti integralu akce:

Ip
5IL(tq, ydt=0 = j&L(tqq)dz 0 = j(a—Laqk+5—5qudt_
aq

T4 14 qk

kde jsme z dGivodu izochronnosti vynechali diferenciaci podle ¢asu. Druhy ¢len nyni za
pomoci (1.6) integrujeme per partes:

tp 7]
j(a—Léqk—i[ijaqudt ! {8—?54 - 0.
£\ Ok dr{ 94y gy ”

Posledni ¢len je vzhledem k (1.5) nulovy, a proto
B
L L
I[ai_diaa ]csqkdt =0
£ \k At g
Tato rovnost musi platit pro kazdé dva Casy #4, tg a pro kazdé virtualni posunuti dgy.

Vzhledem k tomu, Ze 8¢y jsou nezavisla (pocet zobecnénych soufadnic je roven poctu

stupfii volnosti systému), musi byt zavorka v pfedchozim vztahu pro kazdé & nutné
nulova, tj.:

> S 0y k=l f. (1.7)





