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330 Dodatky

Dodatek A - Einsteinova sumacni
konvence a jeji pouziti

A1 Einsteinova sumacni konvence

Vyskytnou-li se ve vyrazu dva stejné indexy, potom pfes né automaticky scitame. S¢i-
taci indexy budeme oznacovat malymi pismeny abecedy (i, j, &, ...):

N
aby +azby +---+ayby =D apby = ayby . (A1)
k=1
Na oznaceni s¢itaciho indexu nezalezi, mizeme ho libovolné ménit:
apby = aiby = a,b, = aiby +aby +---+ayby . (A.2)

V nasledujicich ukazkach si peclivé prohlédnéte pouzivani sumacni konvence. Soucasné
si pritom zopakujete n¢které jednoduché pojmy z matematiky. Zamérné v riznych ukaz-
kéach pouzivame rtizné oznaceni scitacich indexd, jediné tak si na tuto uzitecnou symbo-
liku zvyknete.

Skalarni souc¢in dvou vektoru
a=(a1,a2,...,aN); bz(bl,bz,...,bN);

(A3)
a-b Ealbl +Cl2b2 +"'+CleN :Cljbj .
Divergence
T = 0.5.5) ;
] (A4)
diVT=%+%+%=ﬂ_
Ox; Oxp Oxz Ox;
Maticové nasobeni
A={a;p: B ={b);
(A.5)

N
k=1

Volné indexy jsou indexy, které se nachazeji na obou stranach rovnosti (zde i, j). Pfes
volny index se nescitd. Nemy (vdzany, scitaci) index je dvojice stejnych indexi v jed-
nom matematickém clenu, pfes ktery se scita (zde k).
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Maly kone¢ny prirtistek funkce jedné proménné
Mg¢jme funkcei jedné realné proménné f{(g), ktera hodnoté ¢ pritadi hodnotu f:

| 2 fQ: g->f1; potom Af’ ;%Aq. (A.6)

V matematice platnost této aproximace presné definuje tzv. Lagrangeova véta o prirtst-
ku. Ukazme si jeji pouziti na pfikladu koule o poloméru , jejiz objem je

4
V(r)= Em"?’ . (A7)
Polomér koule zménime o Ar. Jeji objem se pro mala Ar pfiblizné zméni o hodnotu
A=Y arcamiar (A.8)
r

Interpretace je ziejma: 4zr2 je plocha koule o poloméru r a Ar je tloustka této plochy.
Soucin predstavuje zménu objemu koule.

Maly konecny pririistek funkce vice proménnych
M¢jme funkei vice realnych proménnych f (ql’qz,...qN ), ktera hodnotam q ptifadi hod-
notu f:
S, nan) qenay > (A.9)

Lagrangeovu vétu o prirlstku této funkce miizeme jednoduse zapsat (bez ¢lenti vyssiho
fadu)

%) 0 0 )
> Af;iAql+iAq2 +-~-+iAqN:LAqk (A.10)

gy 0q, 0q N oq i

V zapisu jsme na zaver pouzili Einsteinovu sumacni konvenci. Ukazme si, jak tato véta
funguje na zméné objemu valce. Samotny objem valce je funkci dvou proménnych
(poloméru podstavy a vysky):

V(r,h)=nrh. (A.11)
Pro pfirtistek snadno spocitame
AV ;iAqk LWLV Sy " (A.12)
oq . or Oh

Prvni piispévek je od zmény poloméru podstavy, druhy od zmény vysky valce.

C D

Ar

Obr. Al: K vété o pfirGstku
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Infinitezimalni (nekonec¢né maly) prirastek funkce vice
proménnych

Zavedeme-li infinitezimalni zmény namisto malych pfirastkt, dostaneme tzv. prvni di-
ferencial funkce

0 0 0

f dql +...+a‘_f.qu :id

» df:_
991 qN oq ;

q; - (A.13)

Poznamka: predchozi vztahy lze preciznéji formulovat pomoci Lagrangeovy véty
o prirGstku a véty o prvnim diferencidlu. Pro naSe ucely vSak postaci si zapama-
tovat, ze Lagrangeova véta se tyka konec¢ného pfirdstku a jde o vztah pfiblizny,
zatimco prvni diferencial se tyka nekonecné malého prirtstku a jde o vztah presny.

Derivace sloZené funkce:

Jestlize vnitini proménné g; zavisi na ¢ase, potom ma uplna ¢asova derivace tvar:
f = f(‘hJ]z:»‘IN) 5

> A o o, O day _ o de o o (AD

dt  ogq, dr oqgy dr  og, dr  ogy

Jak prvni diferencial, tak derivaci slozené funkce si ukdzeme na transformacnim vztahu
mezi polarnimi a kartézskymi soufadnicemi:

x(t)=r(t)cose(t),

. (A.15)
y(@)=r(t)sing(r);
dxzﬁdr_ka_xd(p:cosgpdr—rsin(p de,
or op
(A.16)
dyza_ydr+a—yd(p=5in¢)dl”+l’ cospde;
or op
X = Fcos@ — rgsing,
(A.17)

y = Fsing + regcos@.

K symbolice v kartézskych souradnicich

Vénujme se nyni riznym zpusobim zapisu jednoho a téhoz vyrazu. Neni dulezité vahat
nad volbou zplsobu zapisu, ale védét, co zapisy znamenaji. Napiiklad vektor se v tisté-
nych publikacich znaci tuénym fezem pisma, ale na tabuli, kde to neni mozné, se pou-
ziva Sipka nad symbolem:

x=%; ab=ab. (A.18)

Pro f=f(x, v) zapisujeme gradienty (prostorovy a rychlostni) také mnoha zpisoby:
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viev. g2 0f _(af 2F 2r),
ox ox O0x 0y Oz
(A.19)
0 0 of of 0
vopo2f _of _(ar ar ar)
0v ov ov, 0Ov,, 0v,
Prostorovy gradient se ¢asto zapisuje jen v komponentach:
0
—fEakaf:k. (AZO)
8xk

Druhou mocninu velikosti vektoru, naptiklad rychlosti Ize také zapsat mnoha zptisoby:

vl = v2 = vy = viv; = v%+vzz+v32. (A.21)

Naleznéme nyni rychlostni gradient tohoto vyrazu (f(v) = v2):

af _ o
ov;

1

U'Uj = 6][U]+Uj5jl = U[+Ul' = ZUl'. (A22)

oy 7’

Casto se voli rychlejsi, symbolicky zéapis (jako bychom derivovali podle symbolu v):

2
Of O oy, (A23)
ov 0V
Poznamka 1: Operace gradient mifi ve sméru nejvétsiho naristu dané funkce a je
kolma na izoplochy (plochy konstantni hodnoty funkce). To je patrné z rozpisu.

f(x)=const = aéldxk =0 = Vf.-dx=0. (A.24)
Xk

Vektor dx mifi v izoplose a vektor Vf je na ného kolmy.

Poznamka 2: Symbol V se nazyva ,nabla“. Nazev zavedl skotsky matematicky
fyzik Peter Guthrie Tait (1831-1901) podle trojuhelnikového tvaru asyrské harfy
ze 7. stoleti pt. n. 1. Asyrie byla v severni Mezopotamii. Slovo nabla (Nbl) je z ara-
mejstiny, ktera ho upravila z hebrejského Nev(b)el. Stejny nastroj uz ale znali Su-
meroveé v obdobi 3 100 pf. n. 1. James Clerk Maxwell razil pro tento operator nazev
,,slope® z anglického slova znamenajiciho spad ¢i sklon. Navrh Taita ale zvitézil.

Poznamka 3: Skalarni soucin operatoru nabla s vektorovym polem se nazyva di-
vergence pole; div K= V-K = 0K;/0x;. Jde o jednoduchy test, zda mé pole v da-
ném bod¢ zdroj. Pro div K> 0 pole v daném bodé vyvéra, pro div K <0 pole
v daném misté mizi a pro div K = 0 pole danym bodem jen prochazi.

Poznamka 4: Vektorovy soucin operatoru nabla s vektorovym polem se nazyva
rotace pole; rot K = VxK. Jde o jednoduchy test, zda je v daném misté stied viru.
Musi jit o vektorovy test — tedy tii testy, které souvisi s pohledem na vir ze sméru
souradnicovych os. Pokud je jedina slozka rot K nenulova, je v daném misté stred
viru a jeho osa rotace ma smér vektoru rot K.
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A2 Délkovy element

Délkovym elementem nazyvame kvadrat infinitezimalni vzdalenosti dvou bodu. V kar-
tézském soufadnicovém systému plati Pythagorova véta a je jedno, zda je vzdalenost
koneéna nebo infinitezimalni, v obou ptipadech plati piesny vztah:

AP = A% + A
(A.25)
di? =dx® +dy? .

V polérni souradnicové soustavé je situace jind. Pro kone¢né pfirtstky plati jen pii-
blizny vztah, nebot’ jsme jednu odvésnu pravouhlého trojuhelniku nahradili obloukem
(viz obr. A2):

Algo1 = Ar? +r2A¢)2 ;
s s 4 (A.26)
dlpolzdr +r°de”;

Pro infinitezimalné malé vzdalenosti pfejdou pfiblizné rovnosti opét v presné rovnosti.

£

Obr. A2: Délkovy element v kartézské a polarni souradnicové soustavé.

V ortogonalnich systémech (soutadnicové sité jsou vzajemné kolmé) lze délkovy ele-
ment vyjadfit obecné vztahem

2 2 2 2
> di” = gy1dgi +822dg) +g33dg3 (A.27)
v neortogonalnich obecné plati, ze délkovy element je kvadratickou funkei pfirtstka:
> di* = g; dg,dq; . (A.28)

Poznamenejme, Ze plati sumacni konvence. Koeficienty gj; se nazyvaji metrika nebo

metricky tenzor. Pi jejich uréovani Ize postupovat bud’ geometricky (viz horni obrazek)
nebo z diferenciald transformacnich vztahdi pro soutadnice. Pro polarni souradnice jde
o vztahy (A.16). Analogicky postupujeme i pro dalsi souradnicové systémy:
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Polarni souradnice:

X = rcoSs
N di? = dr? +r2dg? . (A.29)
y = rsing
Sférické souradnice:
X = rcos@sinf
y = rsingsind d? = dr? +r%d6% + 42 sinzﬁdgoz. (A.30)
z = rcosf
Valcové souiadnice:
X = rcos@
y = rsing ;  dI? = &? +r2de? +d22. (A31)
z =z

Kinetickou energii syst¢ému pak mizeme snadno v zobecnénych soutfadnicich urcit za
pomoci délkového elementu ze vztahu:

1 dF 1 dg;dg; 1

I'(q.q) = 5 mﬁ = Smsij " =S meijdid;- (A32)

Specialné pro ptedchozi soutadnice tedy plati:

s 1 . . .
Kartézské T(x,y,z)=5m(x2+y2+22)

Polarni T(r,7,Q) = lm(f2 +’”2¢2)
> 2 | (A.33)
Sférické T(r,0,i,¢,6) = > (% +726° + 2 sin? 0 ¢?)
1 o
Vélcové T0::92) = m(? 47267 +2%)

V jednotlivych soufadnicich se kineticka energie rozpada na soucet ¢lentt odpovidaji-
cich jednotlivym stupiiim volnosti. Napiiklad v polarnich soufadnicich se kineticka
energie sklada z radialni Casti 7, a rotaéni Casti 7.

Poznamka: velikost kinetické energie nemtze zaviset na volbé soufadnicového
systému, kineticka energie je skalarni funkci zobecnénych souradnic. Dalsi ska-
larni funkci je naptiklad potencidlni energie.
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