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1. Matematicky aparat pouzity v kurzu

1.1  Souradnicové systémy

V celém kurzu pouzivame tfi rGzné systémy soutfadnic — pravouhly kartézsky, cylindricky
(valcovy) nebo sféricky. Abyste se szili sjednotlivymi systémy, projdéte si vizualizace
znazoriyjici jednotlivé systémy (nebo na zacatku kurzu zvolte Vizualizace, pak Vektorova
pole a vyberte vizualizaci Souradnicové systémy). Po nahrani vizualizace uvidite kartézsky
soufadnicovy systém:

Ve vizualizaci miZete:
1. Ptfechazet mezi jednotlivymi souradnymi systémy klavesou C.

2. Pohybovat jednotkovymi vektory Sipkami (ve tfetim sméru pouZijte klavesu
CTRL+8ipky)

3. Kliknutim a taZzenim mysi miiZzete ménit smér pohledu na vztaznou soustavu.

@ Uloha 1: Soufadnicové systémy

Jaky je hlavni rozdil mezi jednotkovymi vektory sférického nebo cylindrického
soufadnicového systému, pokud je srovname s kartézskym soufadnym systémem?

A Uloha 1: Soufadnicové systémy

V kartézském soufadném systému jsou osy fixni (vektory i, j a k mifi stale do jednoho

sméru). Ve sférickém nebo cylindrickém systému soufadnic smér jednotkovych vektora zavisi
na poloze v prostoru.

1.2 Derivace a gradient

Pro jednodimenzionalni funkci jedné proménné, napt. f(x), derivace , také cCasto

df (x)
dx
znafena pouze jako f'(x), je urCena mirou pfirtistku funkce na nezavislé proménné (x).

Derivace jako smérnice teCny funkce v daném bod¢€ jsou velmi uzitecné. Pokud funkce zavisi
na vice proménnych, napi. f(x,y,z), mizeme napsat vice derivaci, které jsou oznacované


http://www.aldebaran.cz/elmg/vizualizace_vekt.html

of of  of

jako parcialni derivace —, — a ——. Parcidlni derivace maji stejny vyznam jako
ox Oy oz

v jednorozmérném ptipadé, vyjadiuji tedy miru zmény funkce, pokud ménim jednu

proménnou, zatimco ostatni jsou fixni.

2 Uloha 2: Parcialni derivace
kq ov oy av

. Spocitejte —, — a —.
2,,2 ox ~ dy 82

. k
Uvazme funkcei V(x, y,z) = *q _
)C2 +y

A Uloha 2: Parcialni derivace

Obdobné ziskame 1 or =— kqy a o =— kqz .
8}7 r3 0z 7

Je uzitecné také zavést gradient vicerozmérné skalarni funkce. Gradient je vektor, ktery
v kazdém bodé¢ prostoru je tecny k dané funkci. Mizeme ho spocitat:

gradient(f) = Vf——i +a—ﬁ_]+%l}

I Uloha 3a: Gradient

kq

x2+ytez

Opét uvazme funkci V(x, y,z) = kg

. Spocitejte gradient V.

[ Uloha 3a: Gradient

vy=25, 005 OV Kaxg Kays Razg_ gt
8x 8)/ aZ r3 r3 r3 r3

Tato rovnost by ndm méla piipadat znama. Vysledek je zdporné vzaté elektrické pole tvorené
bodovym nabojem a funkce ¥ je potencial bodového ndboje. Mezi témito veli¢inami je vztah

E=-V/V.

@ Uloha 3b: Smér gradientu
Mifi gradient V V' teéné vzhtiru k funkci V' ? Vysvétlete.

A Uloha 3b: Smér gradientu

Gradient mifi opacnym smérem, neZ vektor r, tedy do stfedu systému, kde potencidl V' roste
nade vSechny meze, gradient tedy musi mifit vzhtru.



1.3  Vicerozmérna integrace

Prestoze v tomto kurzu pomérné Castou pouzivame integraci, vétSina integralti je VELMI
jednoducha (vétSina proménnych jsou konstanty, které muzeme vytknout pfed integral).
Studenti mivaji ale problémy pochopit koncept integrace a to jak sestavit nebo zapsat integral.
V nésledujici ¢asti se proto spiSe zaméfime na typy integralti. Pokud V ptikladech hodné
pocitate, pravdépodobné problém netesite spravné.

1.3.1 Integrace jako soucet ¢asti

b
Urcity integral funkce o jedné proménné muizZeme zapsat jako J- f(x)dx, kde dx je
a

diferencial, tedy maly element na ose x. Pro mnoho studentl je diferencial pouze formalni

vvvvvv

integralu a integrovat bychom méli zacit pouze s diferencialem. Napiiklad, pokud chceme
znat celkovy naboj na objektu prapodivného tvaru a zndme jeho nabojovou hustotu, celkovy

naboj jednoduse spocitame jako szdQ, nebo pokud chceme znat plochu urcité oblasti,
rovnéz ji jednoduse spocitame jako A4 = _[ _[ dA.

Muzete se ptat, co tim ziskdme? Pokud chceme ziskat celkovou hodnotu néceho (at’ uz je to
plocha nebo naboj), musime si prostor rozdélit na jednotlivé Casti a secist prispévky téchto
¢asti. Diferencial (naptiklad dQ) je tak malé ¢ast integracniho prostoru, (1) kterou mizeme
snadno zapsat a (2) miizeme timto zptisobem zapsat cely prostor, ptes ktery integrujeme.

I3 Piiklad 1: Plocha pod funkci
Predpokladejme, ze chceme spocitat plochu pod f(x)

fl.mkm f(x) ohraniCenou x=a a xzb.. Rozdé€lime AT T /
si proto celkovou plochu A na ur¢ité mnozstvi | R T
malych obdélnickil o Sifce dx a vySce f(x). Plochu >
kazdého ztéchto malych obdélnickii mizeme =]
jednoduse zapsat jako I

dA= f(x)dx. N

J—

Celkovou plochu tak spo¢itame jako a dx b

A:”dA:j:f(x)dx.

Volba plochy dA4 spliovala oba pozadavky, tedy mohli jsme ji jednoduSe zapsat (zname
plochu obdélnicku) a postupnym prochédzenim na ose x z bodu a do bodu b ziskame plochu
celé oblasti.

1.3.2 Vicerozmérna integrace

Pokud se dostaneme k vicerozmérnym integraliim, potfebujeme nové znaceni. Misto ptimého
prochazeni kolem jedné pfimé osy (napf. osa x v prikladu nahote) mizeme ve tfirozmérném
svéte prochazet po kiivkach (jednorozmérné objekty), plochach (2D) nebo objemech (3D).
Pro kazdou dalsi dimenzi potifebujeme dal$i proménnou, abychom védéli, kde se na daném
objektu nachdzime — u kiivkového integralu ndm polohu jednozna¢né ur¢i vzdéalenost od
konce kiivky, u ploSného integralu potfebujeme proménné dvé, proto pouzivame i dvé znacky
integralu. Mame tak



Kiivkové integraly: s = J‘ ds .
Povrchov¢ integraly: A= J.J- dA.

Objemové integraly: V= J.J.J- dv.

U kiivkovych a plosnych integrald navic rozliSujeme, zda se jedna o oteviené nebo uzaviené
ktivky/plochy. Uzaviené kiivky jsou takové, kde pocateni bod splyva s bodem koncovym
(obvod kruhu je uzaviena kiivka, Gsecka neni). Uzaviené plochy jsou takové, uvniti kterych
je uzavien né¢jaky objem (povrch koule je uzaviena plocha, rovina uzavienou plochou neni).
Integraci po uzaviené kiivce nebo plose zna¢ime koleckem ptes integracni znaménko

Integral po uzaviené kiivce: s = ngs .

Integral po uzaviené plose: 4= c_hgdA .

Toto rozdé€leni nemé vliv na vlastni vypocet integralu, ale poméha urcit tvar integrované
oblasti.

1.3.3 Diferencialy v riiznych souradnicovych systémech

Nakonec si povime, jak rozdelit 3d objekty v riznych soufadnicovych systémech.
V pravouhlych kartézskych soufadnicich jsou diferencidly piimocaré, kiivky si rozdélime na
elementy ds =dx (dy nebo dz), plochy rozdélime na ¢tverce (dA = dxdy nebo dxdz ...).
Objemy integrujeme pies diferencidlni krychlicky (dV = dxdydz).

Podobné objekty miizeme vytvofit i v ostatnich soufadnicovych systémech, viz obr.:

V4
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Obr. 2: Objemové diferencialy v jednotlivych vztaznych soustavach.
U cylindrickych soutadnic je jednotkova krychle o hranach dp, pd¢ a dz.

U sférickych soutadnic je jednotkova krychle o hranach dr, rd@ a rsinfd¢.

v

Vétsinou je pohodIngjsi integrovat pies vetsi diferencidly (nebo zavést substituci). V nasem
priklad€ jsme si plochu zapsali jako dA = f(x)dx a integrovali pouze podél x, misto toho

abychom pocitali integral d4 = dxdy a integrovali nejdiive od y =0 do f(x) a pak podél x.
V podstaté jsme tento integral pfimocare spocitali v nasi hlave.



@ Pfiklad 2: Obsah kruhu
Zapiste integralem obsah kruhu o poloméru R dvéma riznymi zptisoby.

dr

(a) rde (b)

|?r_41 = rdb dr

dd, = 2m rdr -

@ A= [[aa=[" [ (ra6)ar. () = [[ da=["

27rdr .
r=0
kruh kruh

[d Uloha 4: Objem valce

Napiste si sami objem valce v cylindrickych soufadnicich. Viélec je o poloméru R
avysce H . Zapiste jej:

(a) Jako 3D integral ptes diferencialy z obrazku 2.

(b) Jako 2D integral, integrujte ptes prstynky o poloméru r, tloustky dr a vysky dz.
(c) Jako 1D integral cylindrickych plasth o poloméru r, tloustky dr a vysky H .

(d) Jako 1D integral diskii o poloméru R a tloustky dz.

[ Uloha 4: Objem valce

@) V:j”dV:jiojiojjjordadrdz.
(b) V:I”dV:IZO :1027zrdra’z.
© ¥ =[[far= :iozmﬂdr.

) V:”jdV:jiomzdz.

1.3.4 Hustota naboje — priklad integrace skalarni funkce

Néboj vétsinou nebyva umistén bodové, ale byva rozlozen na objektech bud’ rovnomérné (s
urcitou konstantni nabojovou hustotou) nebo s hustotou naboje zavislou na poloze v prostoru.
Pro 1, 2 a 3 rozmérné objekty mame riizna znac¢eni ndbojové hustoty:

ID: dg=Ads (A v[C/m]), 2D: dg=0dA (o v [C/m?]), 3D: dg=pdV (p v[C/m’)).

@ Uloha 5: Celkovy naboj
Spocitejte celkovy naboj na jednotlivych objektech, pokud znate piisluSnou hustotu.

(a) Na kruhu o poloméru R s konstantni linearni hustotou A .



. : . R
(b) V plné kouli a poloméru R s objemovou nabojovou hustotou danou p(r) = pp —.
r

A Uloha 5: Celkovy naboj
(a) O=Al=27RA.

0= [[Jaa=[[[oir=[ [ n’;4zr*)ar -

R ]"2 R 3
= 47rpRRJ.r:0 rdr=4nppR S| " 2mpr R .
0

(b)

Proved'te si i rozmérovou analyzu: p v [C/m’], R v [m]atedy O v [C].

1.3.5 Krivkové integraly vektorovych funkci skalarné nasobenych
posunutim

Integraci skalarnich funkci doplnime o integrovani vektorovych funkci, které jsou skalarné
nasobeny vektorem (délky, posunuti, atp.). Vysledkem skalarniho soucinu je funkce, kterou
muzeme integrovat stejnym zpisobem, jez jsme si uvedli vySe. Naptiklad, pokud na objekt
pusobi sila F a posune jej o vzdalenost ds, vykond praci dW =F-ds. Pokud se objekt
pohybuje po libovolné trajektorii, celkova prace, kterou sila vykonala, mizeme spocitat jako

W:de:jF-ds.

Skalarni soucin vyjadiuje, ze praci kona pouze ta Cast sily, ktera se promitd do sméru zmény
polohy.

H Uloha 6: Naboj v elektrickém poli

Na néboj o velikosti ¢ v homogennim elektrickém poli E = on pusobi sila F =¢gE. Jakou
praci vykona elektrické pole, pokud se ¢astice pohybuje podél polokruhové drahy o poloméru
R se stfedem v pocatku soufadné soustavy v roviné xy, tedy z bodu (x,y)=(0,R) do bodu
(0,—-R)?

[ Uloha 6: Naboj v elektrickém poli

T

W:jF-dSZ'[qEOj-Rdgé:quR T d93-(—sin9i+cos€j)=
T

0=—"
2

r
2
=qEoR | cos0d6=—-2qE,R.
P
2
Muzeme také vyjit z toho, ze elektrické pole je konzervativni a proto celkova prace nezavisi

na cesté, kterou si vybereme, mtizeme tak pocitat pouze linearni pohyb podél osy y



R
W=[F-ds=[qEj-dyj=qE, [ dy=-2qER.
y=R

1.3.6 Plosné integraly vektorovych funkci skalarné nasobenych
normalou — tok

Jednd se o dvourozmérnou analogii predeslého, kdy piedtim jsme se ptali na to, kolik
z daného vektoru mifi do cesty, pfes kterou integrujeme, nyni se ptdme na to, kolik
z vektorového pole tece skrz plochu, pfes kterou integrujeme. Hodnota je cCasto také
oznacovana jako tok vektorové funkce F, tok plochou S je dan jako

(,-an- ], I i

kde dA=dn a n je jednotkovy vektor normalovy (kolmy) k plose. Skalarni soucin
F, =F-n je komponenta vektoru F rovnobé&zna s vektorem n.

Jako pfiklad funkce F mlZeme mit miru, kterou voda tece cylindrickym potrubim na
jednotku plochy za sekundu (jeji jednotka je tak [litr/m’s]). Tok této funkce na n&jaké plose A
je celkova hodnota vody, ktera protekla danou plochou za jednotku Casu. Je ziejmé, Ze pokud
plochou pokryjeme cely priifez trubky, celkova hodnota toku nebude zaviset na tom, jak jsem
si danou plochu zvolili.

I3 Piiklad 3: Tok potrubim

Ukazte, Ze tok homogenniho proudéni F = foﬁ trubkou o poloméru R je stejny, pokud
budeme integrovat ptes rovny disk nebo ptes povrch polokoule (oba povrchy pokryji cely
prifez trubky).

Z definice proudéni vidime, ze trubka jde podél osy z . Normala rovného disku bude paralelni
se smérem proudéni (fi =k ) a integral je ziejmy

US F.dA = HS fodA= fomR? .

vvvvvv

vektoru r, tedy

T

HSF-dAzﬂsfoﬁ-fdA:fojjscosedA:fo f T cosORsinOdpRdO =
6=0 p=0

T

2 z
= /xR® | 2sinfcos0d0= fxR?[sin® 0|2 = forR>.
oo 6=0
Dle ocekavani je vysledek stejny, jak pro hemisféru, tak pro disk. Celkovy tok trubkou musi
byt potad stejny a je tedy jedno po jaké plose integrujeme.



d Uloha 7: Tok elektrického pole

(a) Uvazme homogenni elektrické pole E = ai+ bj , které tece plochou o obsahu 4. Jaky
je tok elektrického pole plochou, pokud plocha lezi

(i) vroviné xz anormadla je kladna v kladném sméru osy y,
(i1) v roviné xy a normala mifi do kladné¢ho sméru osy z .

(b) Valec o poloméru R a vySce h je orientovan svoji osou symetrie podél osy z.
Homogenni elektrické pole E = on vstupuje do vélce. Urcete tok ”SEﬁdA pro tu

stranu vélce, kde y >0 a normalovy vektor mifi z vnittku vélce ven.

Napovéda: Pokud ¢ je thel v roviné xy méfeny od osy x ke kladnému sméru osy y,
jak vyjadiime vektor n na stran¢ valce y >0 za pouziti ¢, ia j? Jak vyjadiime
sou¢in E-n ? Jak vyjadiime diferencial plosky plasté valce za pouziti R, dz a¢?

A Uloha 7: Tok elektrického pole

(a)
@y = [[E-dA =
(1)
= (ai+bj')-dAj=j bdA=bA,
A A
(i1)
= [ (ai+bj)-dA12=o.
A
(b)
D = H E-ﬁa’A:I;:OEOj-(cos¢i+sin¢j)hRd¢:
valec y>0

= EghR j;zosinqﬁd;» =2EyhR.

Tok wvysel kladny, protoze elektrické pole, stejné jako
vektor n mifi do kladného sméru osy y .
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