ELEKTRINA A MAGNETIZMUS

Xl. Indukénost a magneticka energie

Obsah

11 INDUKCNOST A MAGNETICKA ENERGIE 2
11.1 VZAJEMNA INDUKCNOST 2
11.2 VLASTNI INDUKCNOST 4
11.3 ENERGIE ULOZENA V MAGNETICKYCH POLICH 7
114 RL OBVODY 12
11.4.1 VLASTNI INDUKCNOST, MODIFIKOVANY KIRCHHOFFUV ZAKON O SMYCKACH 12
11.4.2 RosTouci PROUD 14
11.4.3 KLESAJiCi PROUD 16
11.5 LC OSCILACE 17
11.6 SERIOVY RLC 0BVOD 21
11.7 SHRNUTI 22
11.8 DODATEK 1: UPLNE RESENI SERIOVEHO RLC OBVODU 23
11.8.1 CINITEL JAKOSTI OSCILACI 25
11.9 DODATEK 2: PNUTI PRENASENA MAGNETICKYM POLEM 26
11.10 ALGORITMY RESENi PROBLEMU 30
11.10.1 VYPOCET VLASTN{ INDUKCNOSTI 30
11.10.2 OBVODY S INDUKTORY 30
11.11 RESENE ULOHY 31
11.12 TEMATICKE OTAZKY 36
11.13 NERESENE ULOHY 37



11 Indukénost a magneticka energie

11.1 Vzajemna induk¢nost

Predpokladejme, Ze dvé civky jsou umistény blizko sebe, viz Obr. 11.1.1.
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Obr. 11.1.1: Ménici se proud v civee 1 zplsobi vznik proménného magnetického indukéniho
toku v civce 2.

Prvni civka méa N; zavit a protéka ji proud /;, ¢imZ vznikd magnetické pole B,. Jelikoz jsou
ob¢ civky v tésné blizkosti, prochazeji nékteré silokiivky magnetického pole, vznikajici
v prvni civce, 1 druhou civkou. Oznaéme ¢; magneticky tok zplisobeny proudem 7, ktery
prochdzi jednim zavitem civky 2. Pokud budeme elektricky proud /; ménit s Casem, vznikne
indukované elektromotorické napéti zpiisobené ménicim se magnetickym tokem v druhé
civee:

dgy  d

gy =—-N =——
21 2t dt

[[ Bi-da,. (11.1.1)

civka 2

Magneticky tok ¢ v civce 2 musi byt imérny elektrickému proudu v civce 1:

Nogy =M1y, (11.1.2)
kde konstantu umérnosti M>; nazyvame vzajemnd indukcnost. Miizeme ji také napsat jako
M21=N21—¢21. (11.1.3)
1

V soustavé jednotek SI ma vzajemna induk¢nost jednotku henry (H).
1 henry =1 H=1 T m¥A. (11.1.4)

Uvidime, ze vzajemnd induk¢nost zavisi jen na geometrickych vlastnostech obou civek, jako
jsou pocty zavitd, poloméry a vzajemna orientace.

Obdobnym zptisobem muze téci elektricky proud /7 civkou 2 a ménit se s asem (viz. Obr.
11.1.2). Indukované elektromotorické napéti v civce 1 za této situace bude



Ay, d
f1 =N — ==-— [[ B,-da, (11.1.5)

civka 1

a proud je indukovan v civce 1.
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Obr. 11.1.2: M¢énici se proud v civee 2 zpiisobi vznik proménného magnetického induk¢niho
toku v civee 1.

Magneticky tok ¢, v civce 1 musi byt imérny elektrickému proudu v civce 2:

Nipiy =M a1, (11.1.6)
kde konstanta umérnosti M, je dalsi vzajemna indukcnost, pro kterou lze psat
N
My, = I2ER (11.1.7)
I

Z relaci reciprocity (pro kombinaci Biotova-Savartova a Ampérova zédkona) lze ukézat, Ze pro
tyto konstanty plati

I3 piiklad 11.1: Vzijemna indukénost dvou soustiednych rovinnych smycek

Uvazujme dvé jednozavitové soustfedné civky o polomérech R, a R, (R;>> R,) podle obrazku
11.1.3. Jaké je vzajemna induk¢nost mezi t€émito smyckami?
A

Obr. 11.1.3: Dv¢ soustfedné proudové smycky.



ReSeni:
Vzijemnou indukénost miizeme vypocitat nasledovné. Vyuzijeme rovnici (9.1.15) z kapitoly

9, pomoci které uré¢ime magnetické pole v centru zptisobené elektrickym proudem /; tekoucim
vngjsi smyckou:

B, =l (1.1.9)
2R,

Vzhledem k tomu, Ze R;> R,, miiZzeme aproximovat magnetické pole v celé vnitini smycce
hodnotou B;. Proto odhadneme tok vnitini smyckou na

2

Holi | n2 _ Mol iR)
=B A4, = TRy =————=. 11.1.10
$r1= B4, (2le 2 2R, ( )

Vzéajemna indukénost je dana vztahem
2
M:@:M. (11.1.11)
I, 2R,

Vysledek zavisi jen na geometrickych faktorech, tj. na R, a R, a nezavisi na proudu I,
tekoucim civkou.

11.2 Vlastni indukénost

Uvazujme opét civku s N zavity, kterou protéka elektricky proud 7 proti sméru hodinovych
rucicek, viz Obr. 11.2.1. Pokud se neméni proud, je magneticky tok smyckou konstantni.
Predpokladejme ale, Zze se proud / méni s ¢asem, potom podle Faradayova zakona vznikne
elektromotorické napéti plisobici proti zméné, kterd ho vyvolala. Indukovany elektricky proud
bude téci ve sméru hodinovych rucicek, pokud dl/dt> 0 a proti sméru hodinovych rucicek,
pokud dI/dt < 0. Vlastnost smycky, pfi které jeji vlastni pole pisobi proti zméndm proudu,
nazyvame vlastni induk¢nost a generované elektromotorické napéti nazyvame vlastni (zpétné)
elektromotorické napéti &. VSechny smycky protékané proudem maji tuto vlastnost. Prvek
obvodu, ktery ma velkou vlastni indukénost nazyvame induktor (civka) a znacime ho
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Obr. 11.2.1: Magneticky tok proudovou smyckou.

A

V jazyce matematiky mtizeme vlastni indukované elektromotorické napéti napsat jako

dog d
=—N—"2=—N—||B-dA 11.2.1
‘1 dt dt” ( )

a pfidruzena vlastni induk¢nost L bude spliovat



g =—L—. 11.2.2
L 5 ( )
Kombinaci obou vyrazl ziskame vztah
1=
1

Fyzikalné je vlastni indukénost L mirou ,,odporu‘ induktoru proti zméné elektrického proudu.
Cim vétsi je hodnota L, tim mensi bude skute¢nd zména proudu.

I3 piiklad 11.2: Vlastni induké&nost solenoidu (rovné civky)

Vypoctéte vlastni indukénost civky, kterd ma N zavitd, délku / a polomér R. Civkou protéka
elektricky proud 7 podle obrazku 11.2.2.

Obr. 11.2.2: Solenoid (rovna civka).

ReSeni:
Pokud zanedbame okrajové jevy, mizeme pouzit Ampériv zékon a snadno urcit magnetické
pole uvniti civky pomoci rovnice (9.4.3):

T .
B=@k=y0n1k, (11.2.4)

kde n= N/l je pocet zavitii civky vztaZzeny na jednotku délky. Magneticky tok kazdym
jednotlivym zavitem je

¢p = BA=pynl -7R* | (11.2.5)
Vlastni indukénost proto je
N
L=%=yon27mzl. (11.2.6)

Vidime, Ze induk¢nost L zavisi jen na geometrickych faktorech (n, R, /) a je nezavisla na
proudu /.
I priklad 11.3: Vlastni induké&nost toroidalni civky

Urcete vlastni indukénost toroidu slozené¢ho z N pravouhlych zaviti. Vnitini polomér toroidu
je a, vn¢jsi b a vyska A, viz Obr. 11.2.3 nalevo.
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Obr. 11.2.3:Toroid s N zavity.

ResSeni:

Podle Ampérova zakona diskutovaného v kapitole 9.3 je magnetické pole ve vzdalenosti » od
sttedu toroidu dano vztahem

gSB-ds:gSBds=Bg5ds=3-2m:yozv1, (11.2.7)
odkud
p=toN (11.2.8)
2zr

Magneticky tok prochazejici jednim zavitem ziskdme integraci pies pravouhly prifez zavitu,
element plochy bude dA=hdr, viz Obr. 11.2.3 napravo

b
=||B-dA = hdr = In| — |. 11.2.9
& j-[ -C[ 2rxr 2 a ( )
Celkovy magneticky indukéni tok je Ngp. Vlastni indukénost proto je
2
L=NPs _ N hln(éj. (11.2.10)
1 2r a

PovSimnéte si, ze vlastni indukénost opét zavisi jen na geometrickych faktorech. V limité
a > b—a lze logaritmicky ¢len rozvinout jako

ln(2j=ln(l+b_ajzb_a (11.2.11)
a a a

a vlastni induk¢nost ptejde na vztah

Lz,uoNzh'b—a :,uoNzA _ ,uONZA
2 a 2ra [

: (11.2.12)

kde jsme oznacili pficny prifez 4 =h(b—a) a obvod [=2ma. V této limité je vlastni
indukénost toroidalni civky stejnd jako vlastni indukénost solenoidu.

I3 piiklad 11.4: Vzajemn4 indukénost solenoidu a civky na ném navinuté

Dlouhy solenoid délky / ma priiez A a sestdva z N; zavitl. Kolem je navinuta civka s N,
zéavity (viz Obr. 11.2.4). Civka nema se solenoidem elektricky dotek.

(a) Urcete vzajemnou indukénost M za predpokladu, ze veskery magneticky indukéni tok

prochézejici solenoidem prochazi také vné;si civkou.

(b) Najdéte vztah mezi vzajemnou induk¢énosti M a vlastnimi indukénostmi solenoidu a civky.



Obr. 11.2.4:Civka navinuta kolem solenoidu.

ReSeni:
(a) Magneticky tok skrze kazdy zavit vné&jsi civky, ktery je zpusobeny solenoidem, ma
hodnotu

b =BA=%A, (11.2.13)

kde B = ugNI,/lje homogenni pole uvnitf solenoidu. Vzajemna induk¢nost tedy je

Nyboy _ #oN N, 4

M = 11.2.14
2 l (11.2.14)
(b) Z ptikladu 11.2 vime, Ze vlastni indukénost solenoidu s N; zavity je dana vztahem
2
LI=N§¢11=/‘0];’1A, (11.2.15)
1

kde ¢, je magneticky tok skrze jeden zavit solenoidu zptisobeny elektrickym proudem 7.

Obdobné¢ pro vngjsi civku mame L, = ygN5 24/1. Vzéajemnou induk¢énost mizeme tedy za
pomoci obou vlastnich induk¢nosti napsat jako

M =L, . (11.2.16)
V obecnéjsich ptipadech pro vzajemnou induk¢nost plati

kde k nazyvame vazebni koeficient. V naSem ptiklad¢ je k=1, coZ znamena idealizovany
ptipad, kdy veskery indukéni tok solenoidu prochdzi navinutou civkou a naopak.

11.3 Energie ulozena v magnetickych polich

Vzhledem k tomu, ze induktor plisobi vzdy proti zméné proudu, musi byt vnéjSim zdrojem,
jakym je naptiklad baterie, vykondna prace pti vzniku proudu v induktoru. Tato prace je ve
form¢ energie ulozena v induktoru. Induktor tak v magnetizmu hraje podobnou ulohu jako
kondenzator v elektrostatice.

Vykon, neboli ¢asovda zména prace, kterou vn¢j$i elektromotorické napéti vykonava
k ptekonani elektromotorického napéti indukovaného induktorem je



dw,

P, = d;’“ =&y - (11.3.1)
Pokud je v obvodu jen vnéjsi elektromotorické napéti a induktor, plati &.,, =—&;, odkud
plyne
dw, dl
P = Jo, =4]L—. 11.3.2
L= L ” ( )

Pokud proud nartsta (dl/dt > 0), je P> 0 a vnéjsi zdroj kona pii pfesunu energie do induktoru
kladnou praci a vnitini energie induktoru Up roste. Naopak, pokud proud klesa (dl/dt < 0), je
P <0 a vngsi zdroj odnima energii z induktoru za soucasn¢ho poklesu vnitini energie.
Celkova prace vykonana vnéjSim zdrojem na zvySeni elektrického proudu z nuly na hodnotu /
je dana vztahem

I
Wexe = [ dWexq :IL]’dI’:%LIZ. (11.3.3)
0
Tato prace je ekvivalentni magnetické energii ulozené v induktoru:
1
Usg :5L12. (11.3.4)
Dfive jsme odvodili obdobny vztah pro elektrickou energii ulozenou v kondenzatoru:
102
Up=—=—. 11.3.5
EZ3C ( )

PovSimnéte si, ze z energetického hlediska je podstatny rozdil mezi induktorem a rezistorem.
Kdykoli prochazi rezistorem elektricky proud, je energie tekouci do rezistoru disipovéna ve
formé¢ tepla a to bez ohledu na to, zda je proud ustaleny nebo se méni v Case. Pfipomenme si,
ze energie disipovand v rezistoru je P =1Vp =1 ’R. Naopak, do idedlniho induktoru tece
energie jen v piipad¢ dl/dt > 0. Energie neni disipovana, ale ulozena v induktoru a uvolnéna
pozdéji, kdyz proud klesé a dI/dt < 0. Pokud je proud tekouci induktorem v ¢ase neproménny,
nedochazi k zddné zméné energiea P, =LI-dl/dt=0.

I priklad 11.5: Energie uloZena v solenoidu

Dlouhy solenoid ma délku /, polomér R a je sloZzen z N zaviti vodice. Solenoidem prochazi
proud /. Naleznéte energii uloZenou v systému.

Reseni:
Za pomoci vztahti (11.2.6) a (11.3.4) ihned ziskdme

Ug L =ly0n2127zR21. (11.3.6)

2 2
Tento vysledek mizeme piepsat za pomoci indukce magnetického pole B = gynl:
1 20 o2 B’ 2
Up=—(uonl) " (zR°1)=——(nR"1). (11.3.7)
249 244



Vzhledem k tomu, e 7R’ je objem solenoidu a magnetické pole uvnité je homogenni,
piedstavuje ¢len

B2

_5 (11.3.8)
219

Up

hustotu magnetické energie neboli energii magnetického pole vztazenou na jednotku objemu.
Tento vztah plati 1 tehdy, pokud magnetické pole neni homogenni. Diive jsme odvodili
obdobny vztah pro hustotu energie elektrického pole:

Up =%gOE2. (11.3.9)

Animace 11.1: Vznik a zanik magnetické energie

Uvazujme nasledujici proces, pii kterém vznikd magnetickd energie za pomoci vnéjSich sil
podle obrazku 11.2.1. Pfedpokladejme, Ze mame péct prstenci s velkym poctem volnych
kladnych néabojt, které se nepohybuji. Dokud prstenci netece proud, neexistuje zadné
magnetické pole. Pfedstavme si nyni, Ze existuje jakasi vnéjsi sila, kterd zacne vSemi naboji
pohybovat a urychlovat je. Naboje za¢nou obihat prstence se synchronné se zvétSujici
rychlosti a to proti sméru hodinovych rucicek pfi pohledu shora. Jakmile se za¢nou naboje
zrychlovat, objevi se mezi prstenci magnetické pole, jehoz silokiivky mifi pfedevSim ve
sméru spolecné osy prstenctl. Pole je silngjsi uvnitt prstencl nez vné. Této konfiguraci fikadme
solenoid.

Obr. 11.3.1: Vznik a zanik magneticke energie.

Magneticky tok skrze prstence v animaci roste. Podle Faradayova zékona je Casové
proménnym magnetickym polem indukovédno pole elektrické, jehoz silokifivky maji smér
pohybu hodinovych rucicek pii pohledu shora. Vznikl¢ elektrické pole piisobi na naboje silou,
kterd méa opacny smér nez vnéjsi sila, kterd zptisobila pohyb. Vnéjsi sila plisobi proti tomuto
poli a to je zdrojem energie, kterd se projevi jako energie magnetického pole mezi prstenci.

V dobé¢ nartstu magnetického pole v prstencich kona vnéjsi sila pohybujici naboji praci proti
indukovanému elektrickému poli. Vytvarena elektromagneticka energie proudi z mista svého
vzniku (drahy, po které se pohybuji naboje) jak smérem dovnitf prstenct, tak smérem ven.
Smér toku energie je vidét na textuie zobrazujici silokiivky pole. Tok energie pfi urychlovani
kladnych naboji na stale vétsi a vétsi rychlost zplisobuje zvySeni intenzity magnetického pole
v prostoru mezi prstenci. Jakmile piestanou vnéjsi sily urychlovat naboje, nastane ustaleny
stav. Naboje budou krouzit s konstantni rychlosti a uvniti solenoidu bude konstantni
magnetické pole. V této fazi bude indukované elektrické pole nulové ve shod¢ s Faradayovym
indukénim zdkonem.
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S obrazkem 11.3.1 je také svazana animace zaniku magnetické energie. Predpokladejme nyni,
7e existuje vn&jsi sila, kterd zacne synchronné brzdit pohyb néboji. Ty se neustdle pohybuji
proti sméru hodinovych rucicek, jak bylo ukazano vysSe. Jakmile se zatne pohyb naboji
zpomalovat, magnetické pole bude sldbnout.

Magneticky tok skrze prstence v animaci sldbne. Podle Faradayova zakona je casové
proménnym magnetickym polem indukovéno pole elektrické, jehoz silokfivky maji smér proti
pohybu hodinovych rucicek pti pohledu shora. Vzniklé elektrické pole piisobi na néboje silou,
kterd méa opacny smér nez vnéjsi sila brzdici pohyb. Vnéjsi sila pisobici proti tomuto poli
vykonava praci, kterd se projevi snizenim energie magnetického pole.

Intenzita magnetického pole klesa a energie obsazena v tomto poli tece zpét na drédhu, po
které se pohybuji naboje a je preddvana vnéjSim Cinitelim, které brzdi pohyb nébojti. Pokud
zanedbame ztraty zplisobené zéfenim, je tato energie stejna jako byla energie pottebnd ke
vzniku pole a jde o vratny (reverzibilni) proces. Energie potiebna vnéj$imi Ciniteli ke vzniku
pole je pfi zéniku pole témto Ciniteliim beze zbytku navracena.

A na zavér jesté poznamku. Kdekoliv je vytvafena elektromagneticka energie, elektricky
naboj se pohybuje (nebo je jim pohybovano) proti elektrickému poli (gv-E <0). Kdekoliv
elektromagnetickd energie zanikd, elektricky naboj se pohybuje (nebo je jim pohybovano)
podél elektrického pole (gv-E > 0). Toto pravidlo je stejné, jako jsme videli vySe pii diskusi
o vzniku a zaniku elektrické energie.

Animace 11.2: Magnety a vodivé prstence

V piikladu Faradayova zakona, ktery jsme uvedli vySe, byl smysl elektrického pole spojené¢ho
s ¢asoveé proménnym magnetickym polem vzdy takovy, aby branil zménam. Uved’'me si jiny
piiklad Faradayova zakona, ktery ilustruje tuto snahu také, ale jinym zptisobem. Na obrazku
11.3.2 je ukdzan permanentni magnet, ktery je upevnén v poc€atku a jehoz dip6élovy moment
miii vzhiru. Na ose z nad magnetem mame souosy, vodivy, nemagneticky prstenec
s polomérem a, indukénosti L a odporem R. Stied vodivého prstence se miize pohybovat
podél svislé osy. Prstenec je uvolnén z klidu a padd v gravitatnim poli smérem
k permanentnimu magnetu. V prstenci se diky zméné¢ magnetického toku objevi proudy
a indukované elektrické pole, jak prstenec pada smérem k magnetu. Nad magnetem je smér
elektrického proudu v prstenci takovy, ze je odpuzovan od magnetu.

Obr. 11.3.2: Dokonale vodivy prstenec padd v ose permanentniho magnetu. Proudové
smyCcky a vysledna magnetickd napéti jsou takové, ze pad prstence zpomali. Jestlize je
prstenec dostatecné lehky (nebo magnet dostatecné silny), prstenec se zlstane vznaSet nad
magnetem.

Tato fyzikalni situace mize byt formulovana matematicky pomoci soustavy tfi obycejnych
diferencialnich rovnic pro polohu prstence, jeho rychlost a proud protékajici prstencem.

10
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Na obrazku 11.3.2 je uvazovana specificka situace, ve které je odpor prstence identicky
nulovy. Hmotnost krouzku je mala (nebo intenzita magnetického pole je dostate¢né vysoka),
takze se krouzek vznaS$i nad magnetem. Na pocatku simulace je krouzek v klidu ve
vzdalenosti 2a nad magnetem. KrouZzek za¢ne vlivem gravitace padat. KdyZ se prstenec
dostane do vzdalenosti a nad magnetem, zacne se jeho rychlost zpomalovat, protoze
prstencem zacina protékat proud. Jak proud narlsta, jeho energie se uklada do magnetického
pole a v okamziku, kdy se krouzek zastavi, se jeho veskerd potencidlni energie pieméni na
energii magnetického pole. Tato magnetickd energie se pak vraci do prstence a ten se ,,odrazi*
a vraci do ptivodni polohy ve vzdélenosti 2a nad magnetem. Protoze v naSem piikladu
neuvazujeme tfeni, bude se tento pohyb opakovat trvale.

Které dulezité jevy mizeme z této animace pochopit? Na pocatku situace je vesSkera volna
energie uloZzena v gravitacni potencidlni energii prstence. Jak zacina prstenec padat, jeho
potencidlni energie se pfeménuje do jeho energie kinetické. Také se zaCina projevovat
ukladani energie do magnetického pole. Stlacené pole pod prstencem umoziiuje pienos sily
pusobici zdola na pohybujici se prstenec, ale stejné tak i prenos sily plisobici shora na magnet.
Tato komprese pole také vaze energii v magnetickém poli. Pfi pohledu na tuto animaci je
ziejmeé mozné fici, Ze jak se kineticka energie padajiciho prstence zmensuje, tak vice a vice
piibyva energie vdzand v magnetickém poli a obracenég, kdyz se prstenec vraci vzhiru. Navic,
protoze pohyb silokiivek pole jsou ve sméru Poyntingova vektoru, mizeme pfimo vidét tok
elektromagnetické energie z bezprostiedniho sousedstvi prstence do pole, které ho obklopuje
v okamziku, kdy prstenec padd. Stejné tak miizeme pozorovat tok energie z pole zpét do okoli
prstence v Case, kdy prstenec stoupa vzhiru.

vvvvv

nyni nezachovava a prstenec mtize piipadné¢ propadnout kolem magnetu. Pfi padu kolem
magnetu se obrati smér indukovaného elektrického pole a tim 1 vifivych proudt v prstenci.
Prstenec je pritahovan k magnetu nad nim a jeho pad je brzdén.

Je jisté mnoho jinych ptikladl na padajici prstenec a staciondrni magnet nebo padajici magnet
na stacionarni prstenec, které si mizete prohlédnout v ¢asti vénované vizualizacim. VSechny
popisuji tentyz jev. Tj. jak elektrické pole provazané s ¢asové proménlivym magnetickym
polem brani zméndm. V limitnim piipadé nulového odporu miizeme dosahnout takového
vysledku (viz. Obr. 11.3.2), Ze magneticky tok skrze prstenec se v pribéhu pohybu neméni.

Obr. 11.3.3: Prstenec s nenulovym odporem padajici v ose magnetu. Je ukdzan prstenec
v prib¢hu padu kolem magnetu, kdy je pfitahovan jeho magnetickym polem.
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11.4 RL obvody

11.4.1 Vlastni indukénost, modifikovany Kirchhoffliv zakon o smy¢kach

Pfidani ¢asoveé proménnych magnetickych poli do jednoduchych obvodi znamena, ze integral
z elektrického pole po uzaviené kiivce jiz nadale neni nulovy. Pro libovolny otevieny povrch
nyni plati

qSE-ds:—%ﬂB-dA. (11.4.1)

Libovolny obvod, ve kterém se méni elektricky proud s ¢asem, produkuje ¢asové proménna
magnetickd pole a proto i1 indukovana pole elektrickd. Jak se teSi jednoduché obvody,
uvazime-li tyto jevy? V nésledujicim ukazeme konzistentni cestu, jak zavést proménna
magneticka pole a induk¢nost do teorie obvodu.

V okamziku, kdy zavedeme Casové proménna magnetickd pole, ptestane byt rozdil potencialu
mezi dvéma body dobie definovany. Je to proto, ze kiivkovy integral elektrického pole podél
uzaviené kiivky je nenulovy a potencial mezi dvéma body, napiiklad a a b, za¢ne zaviset na
cesté, po které probihd mezi témito body integrace. Elektrické pole jiz nadale neni
konzervativnim polem a elektricky potencidl neni vhodnou veli¢inou pro popis pole. Nadale
nelze elektrické pole spocitat jako zaporn€ vzaty gradient skalarniho potencialu. Je ale mozné
postupovat ptimocare a napsat rovnici urcujici chovani obvodu.

ds

vypinaé S
spojeny v (=0

!

Obr. 11.4.1: Obvod s induktorem ve tvaru jediné smycky.

Postup ukdZeme na jednoduchém obvodu znazornéném na obrazku 11.4.1. Obvod se sklada
z baterie, odporu, spinace S, ktery spoji obvod v Case t=0 a jednosmyckového induktoru.
Diusledky pfitomnosti indukénosti budou ziejmé z nasledujiciho postupu. V €ase ¢ > 0 potece
obvodem elektricky proud v naznaceném sméru (z kladné svorky baterie do zaporné). Jaka
rovnice popisuje ¢asovou zavislost elektrického proudu /(¢) pro ¢ > 0?

Abychom odpovédéli, pouzijeme Faradaylv indukéni zdkon na otevienou plochu, kterd je
ohranicena obvodem. Element plochy dA zvolime smérem z narysny a kiivku ohranicujici
plochu budeme probihat proti sméru hodinovych ru¢i¢ek. V tomto sméru mifi i element
ktivky ds. Nejprve se zabyvejme tim, jaky je integral z elektrického pole podél celého
obvodu. V baterii mifi elektrické pole od kladné svorky smérem k zaporné, a pokud
prochdzime baterii ve sméru nasi kiivky, budeme se pohybovat proti elektrickému poli,
a proto E-ds < 0. Prispévek baterie k celkovému integralu tedy je —e. Dalsi ptispévek je od
rezistoru, ve kterém mifi elektrické pole ve sméru nasi kiivky a proto je E-ds > 0. Piispévek
rezistoru k integralu tedy je +/R. A co kdyz se pohybujeme podél smycky induktoru? Pokud
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je odpor vodi¢e smycky nulovy, nebude v ni zadné elektrické pole a proto je celkovy integral
z elektrického pole podél nasi smycky

$E-ds=—c+IR. (11.4.2)
Ur¢eme nyni magneticky tok ¢ tekouci plochou obvodu. Obvod jsme navrhli tak, aby ¢ast,
kde se nachazi baterie, spina¢ a rezistor méla vyrazné mensi plochu nez smycka induktoru
a magneticky tok touto ¢asti obvodu byl zanedbatelny. Magneticky tok bude kladny, protoze
proud teCe obvodem proti sméru hodinovych ruci¢ek a proto generované magnetické pole
miii smérem z narysny, coz je ve sméru normaly plochy a proto skalarni sou¢in B-dA > 0.
Povsimnéte si, ze B je vlastni magnetické pole, tj. pole vytvafené proudem tekoucim
obvodem, nikoli n¢jakymi vnéjSimi proudy.

Z kapitoly 11.1 vime, Ze magneticky tok @z je umérny elektrickému proudu / a proto miizeme

« sy .

induk¢niho toku proto je Ldl/dt a Faradaytiv zdkon ma tvar

qSE-ds:—gHR:—%:—Lﬂ. (11.4.3)
dt dt
Z tohoto vztahu je ziejmé, Ze zakladni rovnice pro vypocet /(f) v naS§em obvodu je
AV:g—IR—Lﬂzo.
dt

Vyraz jsme umyslné piepsali do takové podoby, aby pfipominal Kirchhoffliv zdkon pro
smycku, ve kterém je soucCet vSech napéti podél smycky nulovy. Pokud chceme tento
Kirchhoffiv zadkon pouzivat nadéle, musime definovat potencidlovy spad na induktoru.

dl/dt >0 dl/de<0
—_— — —_— —_—
I a I ¢ a I a I a
~ + - —
=2 — T & %L = — &
N Er =0\ o i | NN B = O e
}b « p find b ¢ p  find

& =Vy—V, = —L(dl/dt)<0 & =Vp-V, =-L(dl/dt)>0

Obr. 11.4.2: Modifikované Kirchhofovo pravidlo pro induktor s nartstajicim proudem
(nalevo) a s klesajicim proudem (napravo).

Modifikované pravidlo pro induktor mulzeme =ziskat takto: Polarita vlastniho
elektromotorického napéti je takova, aby podle Lenzova zakona byla opacnéd nez zména, ktera
ji vyvolala. Pokud je Casova zména proudu kladnd (viz Obr. 11.4.2 nalevo), vlastni
indukované elektromotorické napéti g vytvoii indukovany proud /g mifici v opacném sméru
nez proud / (tim plsobi proti zmén¢). Induktor miizeme nahradit elektromotorickym napétim
|g L| = L|d] / dt| =+LdlI/dt s polaritou ukdzanou na Obr. 11.4.2 nalevo. Naopak, pro zdpornou

casovou zménu proudu dl/dt/ <0 (viz Obr. 11.4.2 napravo) tece indukovany proud ling,
vytvofeny elektromotorickym napétim &, ve stejném sméru jako proud /. Tim bude pusobit
proti zmeéné, ktera ho vyvolala.
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Vidime, ze v obou piipadech (dl/dt/ >0 nebo dI/dt/ <0) je zména potencialu pii pohybu
z a do b ve sméru tekouciho proudu / vzdy V,—V,= —Ldl/dt a proto plati

Modifikované Kirchhoffovo pravidlo pro smycku s induktorem:

Pokud prochazime induktorem ve sméru tekouciho proudu, bude zména ,,potencidlu* —Ldl/dt.
Pokud prochazime induktorem proti sméru proudu, bude zména ,,potenciadlu® +Ld//dt.

Vyuziti modifikovaného Kirchhoffova pravidla da spravné rovnice pro obvody obsahujici
induktory. Méjte ovSem na paméti, ze je to zavadéjici a v nckterych piipadech fyzikéalné
nespravné. Zduraznéme, ze Kirchhoffovo pravidlo bylo ptivodné ziskdno za ptedpokladu, ze
ktivkovy integral elektrického pole podél uzaviené kiivky je nulovy. V ¢asové proménném
magnetickém poli to ale neplati a tak je soucet spadti potenciali podél obvodu nenulovy
aroven tLdI/dzt.

11.4.2 Rostouci proud

Uvazujme nyni RL obvod podle obrazku 11.4.3. V case =0 sepneme spina¢. Uvidime, Ze
nebude mit hned na zacatku maximalni hodnotu &R, ale bude nartistat postupné. To je
zpusobeno piitomnosti vlastniho elektromotorického napéti na induktoru.

: dl/dt >0 I
— M\ ’ ——M\ ¢
R R
o i &
T e & ¢ 7] -
S S

Obr. 11.4.3: Nalevo — obvod s nartstajicim proudem. Napravo — ekvivalentni obvod podle
modifikovaného Kirchhoffova pravidla pro smycku.

Za pomoci modifikovaného Kirchhoffova pravidla pro rostouci proud (d//dt > 0) je RL obvod
popsan nasledujici obycejnou diferencidlni rovnici:
dl

g—IR—|gL|:g—IR—LE:O. (11.4.5)

Vsimnéte si, ze mezi induktorem a rezistorem je podstatny rozdil. Rozdil potenciali na
rezistoru zavisi na protékajicim elektrickém proudu, zatimco rozdil potencidlii na induktoru
zavisi na ¢asové zméné proudu dl/dt. Vlastni indukované elektromotorické napéti neptisobi
proti samotnému proudu, ale proti zméné proudu dl/dt.

Ptedchozi rovnici miizeme separovat do tvaru
i dt
I-g/R  L/IR

Integraci obou stran rovnice s pocate¢ni podminkou /(¢ = 0) = 0 nalezneme feSeni plivodni
diferencialni rovnice:

(11.4.6)
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_S(1 _-tit
1= (1 e ) : (11.4.7)
kde jsme oznacili ¢asovou konstantu RL obvodu jako
T=—. 11.4.8
7 ( )

Kvalitativni chovani proudu jako funkce ¢asu je na obrazku 11.4.4.

T=L/R
Obr. 11.4.4: Proud v RL obvodu jako funkce Casu.

PovS§imnéte si, Ze po dostate¢né¢ dlouhém case dosahne proud rovnovazné hodnoty &/R.
Casova konstanta je mira rychlosti dosaZeni ustaleného stavu; ¢im vétsi je hodnota L, tim déle
bude trvat nariist proudu na konecnou hodnotu. Porovnani chovani obvodu s induktorem a bez
induktoru je na obrazku 11.4.5 dale.

Velikost vlastniho indukovaného elektromotorického napéti ziskdme obdobn¢:

|.9L|=‘—L§ =ge™'7, (11.4.9)

t

Tato funkce md maximum pro t=0 a v limit€¢ # — o vymizi. Z toho plyne, Ze dostate¢né
dlouhy cas po sepnuti spinace vlastni induk¢énost vymizi a induktor se chové jako vodi¢
spojujici dvé ¢asti obvodu.

Obr. 11.4.5: Chovani proudového obvodu s riznymi induk¢énostmi a bez induk¢nosti.

Zakon zachovani energie v RL obvodu ziskdme vynasobenim rovnice (11.4.7) elektrickym
proudem /:

18=R12+L1ﬂ. 11.4.10
d
t
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Leva strana je ¢asova zména energie dodavané baterii do obvodu (vykon). Prvni ¢len na pravé
stran€ je vykon disipovany v rezistoru ve formé tepla a druhy ¢len Casovd zména energie
ulozené v induktoru. Zatimco energie disipovand v rezistoru je nevratnd, magnetickd energie
uloZend v induktoru mize byt pozdéji uvolnéna.

11.4.3 Klesajici proud

Uvazujme nyni RL obvod podle obrazku 11.4.6. Predpokladejme, ze spina¢ S; byl po dlouhou
dobu sepnuty, takZe elektricky proud v obvodu dosahl rovnovazné hodnoty ¢/R. Co se stane,
pokud v Case ¢ = 0 spinac S rozpojime a S, spojime?

Pouzijme modifikované Kirchhoffovo pravidlo pro pravou smycku v piipadé klesajiciho
proudu, tj. dl/dt < 0:

dl

lef|-IR=-L——-IR=0. (11.4.11)
dt
Tento vztah miizeme separovat do tvaru
al _ dt
I L/R
! dl/dt <0
—_—
F- i —— S
+ \ L
O —_—
| =
s, 3 T
R R

Obr. 11.4.6: Nalevo — RL obvod s klesajicim proudem. Napravo — ekvivalentni obvod.

Redeni separované diferencialni rovnice ziskame integraci:
& _
I=—e te (11.4.13)

kde 7= L/R je stejna Casova konstanta jako v piipadé¢ RL obvodu s nardstajicim proudem.
Pribéh proudu jako funkce ¢asu je na obrazku 11.4.7.

Ife (-3

1
1=L/R

Obr. 11.4.7: Klesajici proud v RL obvodu.
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11.5 LC oscilace

Uvazujme LC obvod, ve kterém je kondenzator spojeny s induktorem, viz obrazek 11.5.1.

3
S
~ 0, Lg

Obr. 11.5.1: RL obvod.

ypp+

Predpokladejme, ze kondenzator mé na zaCdtku naboj Q. Pokud je spina¢ sepnuty,
kondenzator se vybiji a elektricka energie v ném ulozena klesd. Na druhé strané proud
zpiisobeny vybijenim kondenzétoru vytvaii magnetickou energii, kterd se uklada v induktoru.
Pokud v obvodé neni zadny odpor, transformuje se veskera energie kondenzatoru do energie
induktoru a poté naopak z induktoru do kondenzétoru. Tento jev nazyvame elektromagnetické
oscilace.

Celkova energie v LC obvodu v ur¢itém okamziku po sepnuti spinace je

U=Uq+U —Q—2+1L12 (11.5.1)
ctUL=5-75 : S.
Z faktu, ze celkové napéti je konstantni plyne
2
dt dt\2C 2 C dt dt
neboli
J2
2+L—2Q=0, (11.5.3)
C  dt

kde I =-dQ/dt (a dlldt = —d*Q/df"). Povsimnéte si znaménkové konvence, kterou jsme zvolili.
Zaporné¢ znaménko znamena, ze proud / je ubytek naboje na kondenzéatoru bezprostiedné
poté, co byl spinac sepnuty. Stejnou rovnici ziskame aplikaci modifikovaného Kirchhoffova
pravidla pro smycku obvodu

2—Lﬂzo (11.5.4)
C dt
po dosazeni definice proudu / = —dQ/dt. Obecné feseni rovnice (11.5.3) je
0(t)=Qgcos(wyt+9), (11.5.5)
kde Oy je amplituda naboje a ¢ je faze. Uhlova frekvence oscilaci je ddna vyrazem
N :;. (11.5.6)

Odpovidajici elektricky proud prochazejici induktorem je
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(1) = —CZ—? = w0 sin(wyt + @) =1y sin(wyt + @), (11.5.7)

kde Io= anQo. Z po&atecnich podminek O(t =0) = Oy a I(t = 0) = 0 vychazi faze ¢ = 0. Reseni
pro naboj a proud v naSem LC obvodu tedy je

O(t)=0Qgcoswyt, (11.5.8)
I(t)=1ysinwyt . (11.5.9)

Ob¢ Casové zavislosti jsou zobrazeny na obrazku 11.5.2.

QO \ : N Q(I)

Ll X B /f\ |
\_/r

Obr. 11.5.2: Naboj a proud v LC obvodu jako funkce ¢asu.

Za pomoci rovnic (11.5.8) a (11.5.9) mlzeme urcit elektrickou a magnetickou energii
v kterémbkoli Case:

0’1 _(Q5]. 2
Up,==—"--=| == |[cos” wyt, 11.5.10
E= 700 °C 0 ( )
| LI§ . A
Up=—LI“(t)=—=s1n" oyt =| == |sin” oyt . 11.5.11
B=5 (?) > of =50 0 ( )
Celkova energie zjevn¢ zustava konstantni:

2 2 2
UUr +U,=| 22 |cos?anr + | 22 |sin2 o = 20, 11.5.12
ETUp [ZCJ 0 (2C 0 °C ( )

Elektrickd a magneticka energie oscilaci je zndzornéna na obrazku 11.5.3.

{NAYAYAYAYAYAYS
\m/ \T/ \/ U

Obr. 11.5.3: Elektrickd a magneticka energie oscilaci.

Mechanickou analogii LC oscilaci je soustava hmotného télesa a pruziny, viz obrazek 11.5.4.

WA

x=0

Obr. 11.5.4: Mechanické oscilace jako analogie LC obvodu.

18



Pokud se téleso pfipojené k pruzin¢ o tuhosti £ pohybuje rychlosti v a je pravé vychyleno
z rovnovazné polohy o hodnotu x, potom je celkova energie mechanického systému

U:WK+Wp:%mv2+%kx2, (11.5.13)

kde Wx a Wp jsou kineticka energie télesa a potencialni energie pruziny. Pokud v systému
neni tfeni, energie se zachovava, a proto plati

v _dl b e P . (11.5.14)
dt dt\2 2 dt

Za pomoci znamych vztahll v = dx/dt a dv/dt = d*x/df* piedchozi rovnice prejde na rovnici
kmith

2

md—§+kx=o (11.5.15)
dt
s obecnym fesenim
x(t) =xgcos(wyt+ ), (11.5.16)
kde
L (11.5.17)
m

je uhlova frekvence a xy je amplituda oscilaci. V kterémkoli okamziku mlze byt energie
napsana jako

U= lmxéa)g sinz(a)ot+¢))+lkx§ cosz(w0t+¢) =
2 2 (11.5.18)

:%kxg [sinz(a)ot+¢))+cosz(a)0t+go)J :%kxg .

Na obrazku 11.5.5 je porovnani energie oscilaci LC obvodu a soustavy téleso-pruzina
(harmonického oscilatoru).
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LC obvod Systém téleso-pruZina Energie

U Us

Usp K

o U,

Usp K

i
t:?+ I I tt— +E+ | " }»x0—>| UE UB
‘ +0, =0 Usp K
"0

Ug Us

Usp K
Ug Us

Usp K

Obr. 11.5.5: Energie oscilaci LC obvodu a systému téleso — pruzina.
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11.6 Sériovy RLC obvod

Uvazujme nyni RLC obvod sestavajici z rezistoru, induktoru a kondenzatoru podle obrazku
11.6.1.

V3

— O L

L+

VW

R
Obr. 11.6.1: Sériovy RLC obvod.

Kondenzétor je plvodné nabity nabojem (y. Po sepnuti spinace zac¢ne obvodem téci
elektricky proud. Na rozdil od LC obvodu bude ale ¢ast energie disipovdna na rezistoru.
Energie disipovana za jednotku casu je
du
dt
Zaporn¢ znaménko na pravé stran¢ vyjadiuje ubytek celkové energie. Po substituci rovnice
(11.5.2) do levé strany této rovnosti ziskdme nasledujici diferencidlni rovnici

—RI?. (11.6.1)

Qdo .4l _ _pr2 (11.6.2)
Cdr dt

Opét volime znaménkovou konvenci tak, Ze proud je roven ubytku néboje na deskach
kondenzatoru, tj. [ = —dQ/dt. Ob¢ strany rovnice vydélime / a ziskame:

2
Ld—2Q+Rd—Q+2:O. (11.6.3)
dt dt C

Pro malé R (tlumeny ptipad, viz dodatek 1) snadno nalezneme feSeni rovnice

O(1)=0ye " cos(@'t+¢), (11.6.4)
kde
R
=— 11.6.5
Y=357 ( )
je koeficient utlumu a
o' =\ of —y* (11..6.6)

je thlova frekvence tlumenych oscilaci. Konstanty Oy a ¢ jsou redlné veliciny, které je tieba
ur€it z pocatecnich podminek. V limit€¢ nulového odporu dostaneme netlumené oscilace

s frekvenci w=1/+/LC . Existuji tfi mozné scénare, které jsou diskutovany v Dodatku 1
(kapitola 11.8).

Mechanickou analogii sériového RLC obvodu je tlumeny harmonicky oscilator. Rovnice
pohybu tohoto systému je
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2
md—;‘+b@+kx=o, (11.6.7)
dt dt

kde ¢len s rychlosti pfedstavuje nekonzervativni disipativni silu

Fe-pX (11.6.8)
dt

Koeficient b je koeficient utlumu. Korespondence mezi RLC obvodem a mechanickym
systémem je v tabulce 11.6.1. Poznamenejme, ze znaménko proudu / zalezi na uvazované
fyzikalni situaci.

RLC obvod Tlumeny harmonicky oscilator
proménna s 0 X
proménna ds/dt +/ v
koeficient u s 1/C k
koeficient u ds/dt R b
koeficient u d’s/dt’ L m
energie, ¢ast 1 L2 mv*/2
energie, &ast 2 0*2C kx*/2

Tabulka 11.6.1: Vzajemny vztah mezi RLC obvodem a tlumenym oscilatorem.

11.7 Shrnuti

Za pomoci Faradayova indukéniho zdkona je mozné urcit vzajemnou indukénost dvou
civek M12 :N1¢12/12 :M21 :N2¢21/Il =M.

Indukované elektromotorické napéti v civece 2 zpiisobené zménou proudu v civee 1 je
dano vztahem &, =-MdI,/dt.

Vlastni indukénost civky s N zavity je L= Ng¢p/1, kde ¢ je magneticky indukeni tok
jednim zavitem civky.

Vlastni indukované elektromotorické napéti zplsobené zménou proudu uvnitt
proudové civky je &; =—Ldl/dt .

Induk¢nost solenoidu s N zavity, prafezem 4 a délkou / je L = uyN 24/1.
Magneticka energie ulozend v induktoru protékanym proudem / je Uz = LI 2/2.

Hustota magnetické energie v mist¢ s magnetickym polem B je up = B?/2 M -
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= RL obvod. Baterie dodéavajici elektromotorické napéti € je v Case ¢ = 0 sériové propojena
s induktorem a rezistorem. Casova konstanta obvodu je 7= R/L. Pi sepnuti proud nartista
podle formule

I(t)=%(1—e_t/7)

Po odpojeni baterie proud klesa podle vztahu

I(t)= (%)e_m )

= Diferencidlni rovnice oscilaci LC obvodu je a’zQ/dt2 +a)§Q:O, kde oy =V~NLC je
uhlova frekvence oscilaci. Naboj odtékajici z kondenzatoru je jako funkce ¢asu roven
0(t) = Qg cos(wyt + @) a elektricky proud v obvodu je I(¢) = +wyQy sin(wyt + ¢).

= Celkova energie v LC obvodu je (1 = wyQy )

2 2 2
Lij .
U=Ug +UB:[§—g]cosza)ot + Tosmza)ot = g—g.

= Diferencidlni rovnice RLC obvodu je a’zQ/a’t2 +2ydQ/dt + a)gQ =0, kde @y =1/NVLC
ay=R/2L. V tlumeném pfipadé¢ pro naboj odtékajici z kondenzatoru plati

O(t)=Qge " cos(w't+ @), kde @' = /a)g -2,

11.8 Dodatek 1: Uplné feSeni sériového RLC obvodu

V kapitole 11.6 jsme ukézali, Ze RLC obvod je popsan diferencialni rovnici

2
149, 290 9 (11.8.1)
dr? dt
jejiz teSeni je dano vztahem
0(t)=0ye " cos(a't +¢), (11.8.2)
kde
R
=— 11.8.3
Y ( )
je koeficient utlumu a
o' =\ of -y* (11.8.4)

je uhlova frekvence tlumenych oscilaci. Redeni miize byt trojiho typu, zalezi na hodnotach y
a ay.
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Typ 1: Tlumené oscilace

Pokud je @, >y, znamena to, ze frekvence @' je redlna a kladna, hovofime, Ze systém je

tlumeny. Je to ptipad malého odporu obvodu. Naboj osciluje (podle funkce sinus) a amplituda
oscilaci je exponencidlné tlumena jako Q,exp[—y¢]. Frekvence tlumenych oscilaci je mensi

nez frekvence netlumenych, ®'<w,. Kvalitativni chovani naboje kondenzatoru je

znazornéno na obrazku 11.8.1.

0

Q()
R<20,L

Q(J e —Rt/2L

Obr. 11.8.1: Tlumené oscilace RLC obvodu.

Uvazujme jako ptiklad pocatecni podminku Q(t =0) = Q, . Faze je ¢ =0 a feSeni ma tvar

O(t)=Qye " cosa't. (11.8.5)
Odpovidajici proud je
I(t):—d—Q:QOa)’e_” {sina)’t+l,cosa)’t] (11.8.6)
dt 0]
Pro maly odpor R Ize ptedchozi vyraz aproximovat jako
QO -yt . '
I(t) ~ e sin(w't+96), (11.8.7)
VLC
kde
5=tan‘1(l,j . (11.8.8)
@

Odvozeni ponechavame ¢tenafi jako cviceni.

Typ 2: Pretlumeni
V ptipadé, ze @, <y hovoiime o pfetlumenych oscilacich, frekvence @' je imaginarni.

V tomto piipadé k zadnym oscilacim nedochazi. NapiSeme-li @' =if3, kde [ =4 72 ~—wf,

muzeme obecné feseni napsat ve tvaru
O(t) =0, VP, e P1 (11.8.9)

Konstanty Q) a Q5 jsou dany pocate¢nimi podminkami.
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R>20,L

R=2aw,L

>~

Obr. 11.8.2: Pretlumeny a kriticky utlum RLC obvodu.

Typ 3: Kriticky utlum
Hovofime o kritickém tlumeni, pokud @, =y, ® =0. K oscilacim opét nedochazi a obecné
feSeni je dano vztahem

0 =(0+0y1)e ™", (11.8.10)

kde konstanty Q) a Qs jsou dany pocate¢nimi podminkami. V tomto ptipad¢ lze ukazat, ze
energie systému ubyva nejrychleji s casem. Kvalitativni chovani Q(¢) pfi pretlumeni
a kritickém tlumeni je znadzornéno na obrazku 11.8.2.

11.8.1 Cinitel jakosti oscilaci

Pfi malém odporu je systém tlumeny a amplituda oscilaci ubyva exponencialn¢ podle vztahu
Qpexp[—yt]. Kvalita tlumenych oscilaci je méfena tzv. Cinitelem jakosti O (nezaméiite s
nabojem!). Cim vy3§i je hodnota Q, tim mensi je tlum a vétsi kvalita. Cinitel jakosti Q je
definovan jako

O=ao ‘ul‘ozena energle‘ _ U . (11.8.11)
disipovana energie |dU/a’t|

Za pomoci vztahu (11.8.2) napiSeme energii ulozenou v kondenzatoru jako

00 05 oy 2,
Up,="—=22c " cos“ (0t +0). 11.8.12
E="0 o0 ( ®) ( )

Abychom ziskali magnetickou energii, provedeme aproximaci vztahu pro proud

I(t) = —6;—? =Qyw'e™” [sin(a)'t+(p)+l,cos(a)’t+go)} ~
®

~ Qo' e sin(w't + ) ~

o
JLc

Aproximace plati za predpokladu, Ze @'>y a o

~
~

e sin(w't+ ).
"2~ 5 I/LC. V tomto ptipadé je
magnetickd energie uloZzena v induktoru rovna

2
Qo

Ug LI2 QO 2 sin® (o't + ) ~ =L
( ®) Y

=3 e ¥sin2(0t+¢). (11.8.14)
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Oba cleny secteme a ziskdme celkovou energii systému

U=Up+U :Q—ge_zﬂ [cosz(a)’t+¢)) + sinz(a)’t+¢))}:Q—02e_27t (11.8.15)
ETYBT S °C . 8.
Derivovanim vztahu podle ¢asu ziskdme zménu energie
dU __, 08 o
—=2y=Le M =-2yU. 11.8.16
1 ’Sc Y ( )

Cinitel jakosti potom je

U o oL

0= vl 2 R

(11.8.17)

Jak jsme ocekavali, je Cinitel jakosti nepfimo tumérny odporu, tj. ¢im mensi je hodnota
odporu, tim vétsi je Cinitel jakosti oscilaci.

11.9 Dodatek 2: Pnuti pfenasena magnetickym polem
.. Zda se, ze pnuti podél magnetickych silokrivek se projevuje jako tah obdobny tahu lana...*
J. C. Maxwell [1861]

V kapitole 9 jsme ukazali, ze magnetické pole nekonecné roviny xy protékané ploSnym
proudem K=K i je dano vztahem

_Mj’ Z>0,
B- 1? (11.9.1)
Hoo i, z<0.
2

Uvazujme nyni dvé proudové vrstvy, jejichz vzdalenost je d a plosné proudy v nich maji
opacny smer, viz obrazek 11.9.1.

Bl B2 B=0 7 A
/»/ // »// a2
. d K, ©: -
B, B, B
x® &
SIS K !
K, -d/2
B, B, B=0

Obr. 11.9.1: Magnetické pole dvou vrstev s proudem tekoucim v opacném smeéru.

Za pomoci principu superpozice mizeme snadno ukazat, ze magnetické pole nevymizi jen
v prostoru mezi vrstvami a je ddno vztahem

B=y,Kj; —d2<y<d/2. (11.9.2)
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Magnetickou energii ulozenou v systému uréime s pomoci rovnice (11.3.8):

2 2
Uy =L (aay="1B" yay_Fog24q, (11.9.3)
2140 2 2

kde 4 je plocha vrstvy. Odpovidajici hustota magnetické energie je

“Us _Hog2 (11.9.4)

u_
B™ 44 2

Uvazujme nyni maly proudovy element /ds; = (K Ay)Axi na horni vrstvé (pfipomindme, Ze
K mé rozmér proudu na jednotku délky). Sila, kterd plsobi na tento element (diky
magnetickému poli dolni vrstvy) je

. n K2 .
dF,; =1Ids; xB, = (KAyAx i)X(%ij =’UOTAxAyk.

Sila mifi ve sméru +k a je proto odpudiva. To jsme ocekavali, protoZze proudy tekou
v opaénych smérech. Element sily dF;; je umérny ploSe proudového elementu a proto
zavedeme s vyuzitim (11.9.4) silu f,; na jednotkovou plochu

f,,=K,xB, = k=uzk. (11.9.6)

Velikost sily ptsobici na jednotkovou plochu je piesné rovna hustot€é magnetické energie.
Fyzikaln€ miize byt tato sila interpretovana jako magneticky tlak

B2
fr1=P=up=—. (11.9.7)
2110
Odpudiva sila plisobici na element vrstvy je ukdzana na Obr. 11.9.2.
Kl @ [ I 1 K] @ [ ]
F211 B F]z l B
K2 ®' ] I(2 ®| - ]

Obr. 11.9.2: Magneticky tlak piisobici na horni vrstvu (nalevo) a na dolni vrstvu (napravo).

Uvazujme nyni obecnéjsi ptipad pnuti (tlaku a tahu) prenaSeného magnetickym polem. Na
obrazku 11.9.3 je zndzornén pomyslny uzavieny prostor (mySleny kvadr) umistény
v magnetickém poli. Pokud se divame na jeho levou plochu, pole u této plochy je kolmé
k vngj$i normale. Podle vysledku z obrazku 11.9.2 ptenasi pole na tuto sténu t/ak a pisobi na
ni smérem doprava. Pokud se podivdme na pravou sténu tohoto myslen¢ho kvadru, tak 1 zde
uvidime pole, jehoz silokiivky jsou kolmé k normdlovému vektoru této plochy a pole
vykazuje tlak kolmy na tuto sténu mifici smérem doleva.

Jestlize chceme znat celkovou elektromagnetickou silu pfendSenou na wvnitiek tohoto
mySlené¢ho kvadru v pravolevém sméru, oba tyto tlaky silokfivek musime secist. Jestlize je
magnetické pole homogenni, jsou velikosti obou prendSenych tlaki z levé strany smérem
doprava a z pravé strany smérem doleva stejné a jejich vysledny silovy ucinek se vyrusi.
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Obr. 11.9.3: Mysleny kvadr vnofeny do magnetického pole (vektory pole jsou modré).

Kratké vektory ukazuji sméry pnuti prenasené¢ho polem. Jde bud’ o tlak (napfic silokitivek,
v levopravém sméru) nebo tah (podél silokfivek, na horni a dolni sténu).

Pfedstavme si nyni, ze prava strana pomyslného kvadru je umisténa dovnité svislého
solenoidu, ve kterém je magnetické pole svislé a konstantni, a leva strana je umisténa vné
tohoto solenoidu, kde je magnetické pole nulové. V tomto piipadé na kvadr piisobi vysledny
tlak silokiivek smérem doleva a my fekneme, Ze magnetické pole vyvolava tlak silokiivek
smérem na vnéjsi stény solenoidu. Tento dojem ziskdme jednoduse i1 z pohledu na topologii
magnetického pole. A skute¢né, opravdu silné magnetické pole miize zptisobit tak velké sily,
ze se stény solenoidu mohou roztrhnout a solenoid explodovat.

A podobng, jestlize se divame na horni plochu pomyslného kvadru na obrazku 11.9.3, vidime,
ze pole je zde rovnobézné s normalou této plochy a lze ukazat, ze pole na této strané podél
svych silokiivek tdhne za tuto plochu. V tomto piipad¢ je to tah smérem vzhtru, podobné jako
bychom tuto plosku tdhli vzhuru napjatou strunou. Stejné tak mizeme pozorovat i spodni
stranu mySleného kvadru, kde je pole antiparalelni k normale této plosky a lze ukézat, Ze pole
na tuho plosku piisobi tahem siloktivek, v tomto ptfipadé tahem smérem dolt podobné, jako
bychom plosku tdhli dolii napjatou strunou. Poznamenejme, Ze tento tah je rovnobézny
s vnéjSim normalovym vektorem plochy, kde silokfivky pole vstupuji do povrchu nebo
vystupuji z povrchu, a tlaky a tahy silokfivek jsou imérné druhym mocninam velikosti pole.

Pokud chceme znat celkovou elektromagnetickou silu, kterd je pfenaSena dovnitt mysleného
kvadru, musime secist oba pfenaSené tahy silokiivek. Jestlize je magnetické pole homogenni,
je celkova elektromagneticka sila plsobici na vrsek kvadru stejné velikd, ale opacné
orientovana jako sila, kterd ptisobi na spodni ¢ast, a ob¢ se ve vysledném pilisobeni vyrusi.

Velikost téchto tlakti a tahti na rizné stény mysleného kvadru z obrazku 11.6.3 je dana podle
rovnice (11.9.7) vztahem B?/2 Mo - Cela diskuze mlize byt shrnuta takto:

Tlaky a tahy (pnuti) prenaSené magnetickymi poli

Elektromagnetické pole je zprostfedkovatelem interakce mezi hmotnymi objekty. Pole
prendsi prostorem pnuti. Pnuti magnetického pole se projevuje jako tah podél silokiivek
a tlak napfic¢ silokfivkdm. Velikost tahu nebo tlaku pfenaSeného magnetickym pole je dana
vztahem
2
P=up= B .
2410
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Animace 11.3: Nabita ¢astice v ¢asové proménném magnetickém poli

Jako ptiklad na napéti silokiivek pfenaSend magnetickymi poli uvazujme pohyb kladného
bodového naboje v pocatku v rychle se ménicim Casové zavislém vnéj$im poli. Toto vnéjsi
pole je homogenni v prostoru, ale proménné v ¢ase podle rovnice

B=-3, sin‘(%)f(. (11.9.8)

Predpokladejme, Ze proménlivost pole je tak rychld, ze se ndboj béhem jedné periody T
pfemisti jen o zanedbatelnou vzdalenost. Obrazek 11.9.4 ukazuje dva snimky animace
celkového magnetického pole feSeného v této situaci. Obrazek 11.9.4 (nalevo) je pro Cas ¢ = 0,
kdy je svisla slozka magnetického pole nulova a je patrné pouze magnetické pole
pohybujiciho se naboje (ndboj se pohybuje z nakresny smérem ven, tudiz pole cirkuluje proti
sméru hodinovych rucicek). Snimek 11.9.4 (napravo) byl potizen o ¢tvrt periodu pozdéji, kdy
svisla slozka pole mificiho doli m& maximum. Vlevo od néboje, kde je pole naboje ve
stejném sméru jako vnéjsi (smérem dollt) je celkové magnetické pole intenzivnéjsi. Napravo
od néboje, kde pole naboje mifi opacnym smérem nez vnéjsi, se pole odecitaji (na jednom
misté je dokonce nulové).

Obr. 11.9.3: Dva snimky animace magnetického pole obklopujiciho kladny naboj. Néboj se

pohybuje ven z ndkresny pod vlivem ¢asoveé proménného homogenniho magnetického pole,

které mifi svisle dolti. Modry vektor je velikost magnetického pole a bily vektor je sila, ktera
na naboj pisobi.

Na konfiguraci poli na obrazku 11.9.3 (napravo) mlZeme pozorovat silu, ktera plisobi na
naboj smérem doprava. Ta se zde projevi proto, ze tlak siloktivek pole je vlevo od naboje
mnohem vyss§i nez napravo. Poznamenejme jen, Ze pokud by se naboj pohyboval smérem do
narysny, pak by sila mifila opaénym smérem, protoze tlak magnetického pole by byl mnohem
vys$i zprava. Animace spojend s obrazky 11.9.3 velmi dobfe ukazuje ptitok energie do
nejbliz§iho okoli naboje, kdyz vné&jsi pole roste. Je z ni patrny i néasledny vznik tlaku
siloktivek, ktery pfindsi do strany mifici silu ptisobici na naboj.

Velikost sily plisobici na pohybujici se ndboj na obrazku 11.9.3 muizeme odhadnout
nasledovng. V Case zachyceném na snimku 11.9.4 (napravo) je vzdalenost ry mezi nabojem
a mistem, kde se pole vyrusi s vnéjsim polem déna vztahem

B, =:‘—°q—;. (11.9.9)
T N

Povrch sféry s timto polomérem je A= 47rr02 = 1oqv/B, . Nyni podle rovnice (11.9.7) je tlak
(sila na jednotku plochy) nebo tah pfenaSeny touto plochou za pomoci pole roven fadové
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P=B2/2,uo. Magnetické pole na povrchu této sféry je fddové By, a proto je celkova sila
pfendsend polem dana jako soucin
Bg Bg
F=PAd=—0 4z} =20 HodV o 0, (11.9.10)
241 2ug By

Samoziejmé, ze tato sila je kombinaci tlaku silokfivek plisobicich doprava na levou stranu
sféry a tahi silokiivek plsobicich doleva na jeji pravou stranu. Piesny vyraz pro silu, kterou
pusobi pole na nabitou pohybujici se ¢astici je

Fz =gvxB. (11.9.11)
Hruby odhad, ktery jsme pravé predvedli vySe, ukazuje, ze tlaky na povrch myslené sféry
obklopujici pohybujici se naboj jsou fadu Bz/2,u0. Navic ndm tato diskuse umoznuje
pochopit fakt, pro¢ je magnetickd sila pisobici na pohybujici se Castici kolma k rychlosti
naboje a ke sméru vné&jsiho pole. Je to proto, ze se tlak silokfivek magnetického pole zvysi jen

na jedné stran€ pohybujiciho se naboje. Tento tlak silokiivek zpisobuje zménu sméru pohybu
naboje.

11.10 Algoritmy FeSeni problému

11.10.1 Vypocet vliastni indukénosti
Vlastni indukénost induktoru ur¢ime pomoci téchto krok:

1. Ptfedpokladdme, Ze induktorem prochézi ustaleny proud. Muze jit o vodivou smycku,
solenoid, toroid ¢i koaxialni kabely.

2. Vyberte vhodny prifez S a spoctéte magneticky tok timto prifezem ¢z = J..[SBdA.

Pokud je tato plocha obtocena N zavity, bude celkovy tok Nep.
3. Urcete induk¢nost jako pomér L = Bgp/I .

11.10.2 Obvody s induktory

V této kapitole jsme se zabyvali tfemi typy obvodl: RL, LC a RLC. Diferenciélni rovnici pro
obvod sestavite za pomoci Kirchhoffova pravidel pro smycky a uzly. Modifikované
Kirchhoffovo pravidlo pro induktor pfitomny ve smycce je na obrazku

smér pohybu smér pohybu
#
e | ==
— | —e ~—— ) j—e

. ] . WY ]
AV=Vp=V,==Ldl/idt) | AV=V,~V} =+L(dl/dt)

Povsimnéte si, ze ,;rozdil potencialii“podél induktoru je umérny dl/dt, tedy casové zméné
proudu. Situaci zjednoduSuje fakt, ze nas zajima jen chovani v dlouhych ¢asech, kdy proudy
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dosahly ustaleného stavu a dl/dt = 0. V této limité se induktor chova jako zkratovany obvod
a mizeme ho nahradit idealnim vodicem.

11.11  Resené ulohy

(PEFRINE Energie uloZena v toroidu

Toroid se sklada z N zavit pravouhlého priifezu s vnitinim polomérem a, vnéjSim b a vySkou
h (viz Obr. 11.2.3). Naleznéte celkovou magnetickou energii ulozenou v toroidu.

Reseni:
V ptikladu 11.3 jsme ukazali, Ze vlastni induk¢nost toroidu je

2

I 27 ;

Magneticka energie ulozena v toroidu je proto jednoduse

272
Uy=dpp? = #oVIThy (D) (11.11.1)

2 4 a
Existuje 1 jiny postup. Energii miizeme urcit jako energii magnetického pole. V toroidalni
civce je magnetické pole (urcili jsme ho v kapitole 9) B = yyNI/2zr a odpovidajici hustota
magnetického pole je

2 272
uy =2 ”0]\’2’2 , (11.11.2)
2pg 87

Celkovou energii uloZenou v magnetickém poli ur¢ime integraci pfes objem toroidu. Zvolime
diferencialni element objemu jako valec o poloméru r, tloustce dr a vysce h, takze
dV =2nrhdr . Tato volba vede na

272
U Jupd? - ;(szmhdrzwln(éj.

4 a

Oba zplsoby vedou na stejny vysledek.

Id 11.11.2: Hustota magnetické energie

Vodi¢em z nemagnetického materidlu s polomérem R a délkou / protéka elektricky proud 7,
ktery je rovnomérné rozprostien v prifezu vodice. Urcete magnetickou energii uvnitf vodice.

ReSeni:

Magnetické pole uvniti vodice (7 < R ) ziskame snadno z Ampérova zakona:

B27zr=yOJ7zr2:y0 127zr2 (11.11.4)
TR
neboli
1
=0T (11.11.5)
27R
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Hustota magnetické energie (energie na jednotku objemu) je dana vztahem

2
g =2 (11.11.6)
210

Celkova magnetickd energie uloZena v systému je

2 2, R
1
Up :I—B 2rrldr =0 ljrz'dr
2/1() 47ZR4 0

_ oI R pyl?
47RY 4 lérm

3 11.11.3: Vzijemna indukénost

Nekonecni piimy vodi¢ protékany proudem / je umistény nalevo od pravouhlé vodivé smycky
Sitky w a délky /, viz obrazek 11.11.3. Urcete vzajemnou indukcnost systému.

5 |
W

Obr. 11.11.3: Pravothla smycka umisténa v blizkosti dlouhého vodice s proudem.

ReSeni:

K vypoctu vziajemné indukénosti M nejprve potfebujeme znat magneticky tok skrze
obdélnikovou smycku. Z Ampérova zakona vime, ze magnetické pole ve vzdalenosti » od
pfimého vodice je B = uy/2zr. Celkovy magneticky tok ¢z smyckou ziskdme integraci pres
vSechny diferencialni plosné elementy dA = ldr:

+w
,uolls dr  pyll [s+wj
=|B-dA=—— | —=—/—In|——|. 11.11.8
Z j 2 I r 2 S ( )
Vz4jemna induk¢nost proto je
M=¢—B:’u—olln(H—W]. (11.11.9)
I 2r S

Id 11.11.4: RL obvod

Uvazujte RL obvod podle obrazku 11.11.4. Urcete elektricky proud prochézejici kazdym
zZ rezistoril

(a) ithned po sepnuti spinace.

(b) za dlouhou dobu po sepnuti spinace.
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Predpokladejte, ze spina¢ je po dosti dlouhé dobé rozpojen. Urcete proudy ve vsech
rezistorech

(¢) ihned po rozpojeni spinace.

(d) za dlouhou dobu po rozpojeni spinace.

L R,
BOS MV
L
]2 13

~f—

Obr. 11.11.4: RL obvod.

ReSeni:
(a) Bezprostiedné po sepnuti spinace je proud tekouci induktorem nulovy, protoze vlastni
indukované elektromotorické napéti zabrani okamzitému nartstu proudu. Proto je /5 =0.

Vzhledem k tomu, ze I; = I,+I5, plati proto /; =1. Z Kirchhoffova zdkona pro prvni
smycku ukdzanou na obrazku 11.11.5 méame

(11.11.10)

Obr. 11.11.5.

(b) Pokud byl spina¢ sepnuty po dosti dlouhou dobu, neni v induktoru jiz zddné indukované
elektromotorické napéti a proudy budou konstantni. Kirchhoffovo pravidlo pro prvni
a druhou smyc¢ku bude

K obéma rovnicim ptiddme podminku pro uzel [} = I,+15, a ziskame feseni
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(Ry +Ry)e

1=

" R{Ry+RRy+R,R;’
R
I, = 3¢ : (11.11.13)
R\R, +R Ry +R,R;
Rye
13 = .
R\R, +R Ry +R,R;

(c) Bezprostiedné po rozpojeni spinace je proud odporem R, nulovy, tj /; = 0. Proto I,+15 = 0.
Na druhé stran€ smycka 2 nyni pfedstavuje RL obvod s klesajicim proudem /3. Proto
Rye

Iy=—I,= .
37 27 RRy+RRy+ RyR,

(11.11.14)
(d) Dlouhou dobu po rozpojeni spinac¢e budou vSechny proudy nulové, tj. I, =L, =13 =0.

Id 11.11.5: Dalsi RL obvod

Ptedpokléadejte, Ze obvod na obrazku 11.11.6 je rozpojeny. V case ¢t = 0 spinac¢ sepneme. Jaky
bude ¢asovy vyvoj proudu tekouciho induktorem?

R,

Mo

€1 R, L

[ |

Obr. 11.11.6: RL obvod.

Reseni:
Oznac¢me proudy tekouci prvky Ry, R, a L postupné [, I, a I, viz obrazek 11.11.7.

Z Kirchhoffova zdkona pro uzly mame /;=Ir+I. Aplikaci Kirchhoffova zdkona pro levou
smycku ziskame vztah

|0‘>
1|
&

~

Obr. 11.11.7.
Pro vné&jsi smycku ziskame z modifikovaného Kirchhoffova zakona dal$i vztah
1
g—(1+12)R1:L%. (11.11.16)

Kombinaci obou rovnic dostaneme
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dI _Ld

IR, =L— = [, =——. 11.11.17
2Ry =L 2= R w ( )
Vyjadfeni pro 7, budeme substituovat do rovnice (11.11.15):
&— I+L£ Rl—iﬂRZ:O =
R, dt R, dt
(11.11.18)
oo IR, —| Bt R\ pdl_
R, dt
Rovnici vydélime koeficientem (R, +R;)/Rx:
g'—IR'—Lﬂzo, (11.11.19)
dt
kde
Rt o Re (11.11.20)
Ry +R, R/ +R,
Standardni feseni této diferencialni rovnice dava vysledny vztah
_ i’ _ A—Rt/L
I(t)_R,(l e ) (11.11.21)
Jelikoz plati
e _ERR ARy _ & (11.11.22)
R RR,/(R,+R,) R,
muzeme vysledny vztah pro proud piepsat do tvaru
1(r)=i(1—e‘f”), (11.11.23)

R,

kde jsme oznadili ¢asovou konstantu 7=L/R".

Id 11.11.6: LC obvod

Uvazujte obvod podle obrazku 11.11.8. Piedpokladejte, ze ptepinac byl po dlouhou dobu
zapojen v poloze a a v ¢ase t = 0 je prepnut do polohy b.

Obr. 11.11.8.: LC obvod.
Naleznéte nasledujici veliciny:
(a) frekvenci oscilaci LC obvodu.

(b) maximalni naboj na kondenzatoru.
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(c) maximalni proud tekouci induktorem.

(d) celkovou energii zadrzovanou obvodem v libovolném case ¢.

Reseni:

(a) Uhlova frekvence oscilaci LC obvodu je dana vztahem w=27zf =1/+/LC , proto
1

22JLC
(b) Maximalni ndboj na kondenzatoru je do okamziku, nez je ptepinac piepnut do polohy b:
QO=Ce. (11.11.25)

(11.11.24)

(c) Energie na kondenzatoru pted pfepnutim piepinace je
UE=%C52. (11.11.26)
Na druhé¢ stran¢ je magneticka energie v induktoru v libovolném case
1. 2
UBZELI . (11.11.27)

Pokud ma proud maximum, je veSkera pavodni energie z kondenzatoru ulozena
v induktoru a plati:
1 .2 1.0
—Ce"==LI;. 11.11.28
> > Ho ( )

Z tohoto vztahu snadno ur¢ime maximalni proud:

Iozg\/g (11.11.29)

(d) V libovolném case je celkova energie v obvodu rovna plvodni energii uloZené na
kondenzatoru, tj

1
U:UE+UB:EC52. (11.11.30)

11.12 Tématické otazky
1. Jak byste vytvarovali vodi¢ kone¢né délky, aby mél nejmensi (nejvétsi) indukénost?

2. Predstavte si, ze vodi¢ tvofici solenoid rozmotate a namotate z n¢ho novy solenoid
s tiikrat vétSim pramérem. Jak se zméni indukénost?

3. Jaké znate analogie mezi idedlnim solenoidem a rovinnym kondenzéatorem?

4. Prohlédnéte si RL obvod na obrazku 11.12.1. Muze byt vlastni indukované
elektromotorické napéti vetsi nez elektromotorické napéti dodané baterii?

5. Hustota magnetické energie uz =B 2/2;10 muize také byt interpretovdna jako

magneticky tlak. S vyuzitim koncepce magnetického tlaku vysvétlete ptitahovani
(odpuzovani)mezi dvéma zavity s proudem stejného (opacného) sméru.
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6. Vysvétlete, pro¢ pokracuji LC oscilace i poté, co byl kondenzator zcela vybit.

7. Fyzikdln€¢ vysvétlete, pro¢ je Casova konstanta 7=R/L v RL obvodu umérnd L
a nepfimo umeérna R.

+

e J
O

S
Obr. 11.12.1.

11.13 NeresSené ulohy

& 11.13.1: Solenoid

Solenoid délky 30 cm, poloméru 1 cm s 500 zavity je protékdm konstantnim proudem 7 =2 A.
(a) Jaké je magnetické pole ve sttedu solenoidu podél osy symetrie?

(b) Naleznéte magneticky tok solenoidem za ptedpokladu, Ze magnetické pole je homogenni.
(c) Jaka je vlastni induk¢nost solenoidu?

(d) Jaké je indukované elektromotorické napéti v solenoidu, pokud je ¢asova zména proudu
dl/dt =100 A/s?

I 11.13.2: Vlastni indukénost

Predstavte si, z chcete navinout vodic¢ délky d a poloméru a na vélcovou plochu s kruhovym
prufezem a polomérem r. Zavity budou navinuty tésné¢ a bez piekryvani. Ukazte, ze vlastni
induk¢nost takto vzniklého induktoru je L = uyrd /4a .

I3 11.13.2: Vazané induktory
(a) Ukazte, Ze ekvivalentni indukénost dvou induktorii zapojenych do série je
Leg=Ly+Lyx2M, kde Ly, L, jsou induk¢nosti induktord a M je jejich vzajemna

induk¢nost. Jak je to s vybérem znaménka u M? Za jakych ptedpokladl 1ze vzajemnou
induk¢nost zanedbat?

(b) Ukazte, Ze ekvivalentni induk¢nost dvou induktorti zapojenych paralelné¢ (vzajemnou

induk¢nost zanedbejte) je dana vztahem
1 1 1
—_— =t
Leq Ll L2

Jak by ovlivnila vysledek vzajemna induk¢énost?
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[ 11.13.4: RL obvod

LR obvod na obrdzku 11.13.1 obsahuje odpor R; a indukcnost L zapojené do série s baterii
o elektromotorickém napéti &. Spinac€ S je na pocatku sepnuty. V Case ¢ = 0 spina¢ rozpojime.
S ostatnimi prvky obvodu bude od té chvile v sérii velmi velky odpor R, (R, > R)).

||+
g

Obr. 11.13.1: RL obvod.
(a) Jaky je ustaleny proud /y v obvodu, pokud byl spina¢ po dlouhou dobu pted ¢ = 0 sepnuty?

(b) V obvodu tece prud /) a v ¢ase ¢ = 0 rozpojime spinac S. Napiste diferencialni rovnici pro
proud I(¢), kterd popisuje chovani obvodu v ¢ase ¢>0. ReSte tuto rovnici integraci
v piiblizeni ¢, = 0. (Pfedpokladejte, Ze elektromotorické napéti baterie je zanedbatelné ve
srovnani s celkovym elektromotorickym napétim v obvodu v ¢ase po rozpojeni spinace.)
Zapiste vysledek za pomoci pocatecniho proudu /y, odporti R;, R, a induk¢nosti L.

(c) Za pomoci vysledku (b) urcete celkové elektromotorické napéti v obvodu ) z Faradayova
zakona je rovno —LdI/dt) po rozpojeni spinace. Je piedpoklad ¢y, =0 v (b) po rozpojeni
spinace spravny?

(d) Jaka je velikost spadu potencidlu na rezistoru R, v Case ¢ > 0 tésné po rozpojeni spinace?
Vyjadiete vysledny vztah za pomoci veli¢in &, R a R,. Jaky je spad potencialu na odporu
R, tésné po rozpojeni obvodu ve srovndni s elektromotorickym napétim baterie, pokud
plati R,= 100 R,?

I 11.13.5 Dalsi RL obvod

Uvazujte obvod z obrazku 11.3.2, ¢=100V, R =10Q, R,=20Q, R3=30Q, L=2H.
Induk¢nost levé smycky obvodu je nulova.

S R, R,
oA —— MW
— —- ‘
Il ]3

Obr. 11.13.2: RL obvod.
(a) Naleznéte proudy /; a I, tésné€ po sepnuti spinace S.

(b) Naleznéte proudy /; a I, po dosti dlouhé dob¢. Jaka bude energie v induktoru?
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(c) Po velmi, velmi dlouhé¢ dobé spinac opét rozpojime. Naleznéte proudy /; a I,
bezprostfedné poté.

(d) Naleznéte proudy /; a I, dlouho po rozpojeni spinace. Kolik energie je disipovano na
rezistorech R; a R, od okamziku, kdy byl spina¢ S opétovné rozpojen do dosti dlouhé
doby poté.

(e) Zhruba odhadnéte, co znamena ,,dlouha doba* v tomto obvodu.

Id 11.13.6 Indukénost solenoidu s Zeleznym jadrem a bez jadra

(a) Dlouhy solenoid s N zavity ma délku / a pficny priiez 4. UkaZte, Ze vlastni indukénost
miize byt vyjadiena ve tvaru L = ugN 24/1. Poviimnéte si, Ze L roste s N’ a ma rozmér
Ho krat délka.

(b) Solenoid ma délku 126 cm a primér 5,45 cm. Pocet zavitl je 1870. Urcete indukénost za
ptedpokladu, Ze uvniti je vakuum.

(c) Jakd bude indukénost, pokud vyplnime wvnitfek solenoidu Zelezem s magnetickou
konstantou xy, = 9687

(d) Predpokladejte, Ze propojite solenoid se zeleznym jadrem do série s baterii a rezistorem.
Celkovy odpor obvodu (v¢etné baterie a induktoru) je 10 Q2. Za jak dlouho dosahne proud
50 % kone¢né hodnoty?

[(b) 8,1 mH; (c) 7,88 H; (d) 0,55 s]

I 11.13.7 RLC obvod

Uvazujte RLC obvod s baterii dle obrazku 11.13.3 nalevo. Obvodem neprochazi proud do
casu t = 0, kdy je sepnut spinac S;.

Ao 7)\/\/\,4/
Je i
A— ic Lg £ " —C Lg

Obr. 11.13.3: RLC obvod.
(a) Jaky proud potece obvodem po sepnuti spinace S; (¢ > 0)?
(b) Jaky proud potece obvodem velmi dlouho (> R/ L) poté, co byl spinac S; sepnut?

(c) Kolik energie je ulozeno v magnetickém poli solenoidu velmi dlouho (> R/L) po
sepnuti spinace?

Pro dalsi dvé otazky predpokladejme, ze velmi dlouho (7> R/L) po sepnuti spinace S

odpojime zdroj napéti od obvodu tak, Ze rozpojime spinac¢ S; a spojime spinac S, (induktor

pfipojime ke kondenzatoru), viz obrazek 11.13.3 napravo. Piedpokladejte, Zze tento novy

obvod mé zanedbatelny odpor.

(d) Jaky je maximdalni naboj, ktery bude mit kondenzator? Vyjadiete za pomoci danych
veliin.
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(e) Za jak dlouho dosdhne kondenzator poprvé od sepnuti spinace S, maximalni hodnotu?

I 11.13.8 Rotujici valec

Predstavte si dvé vodivé valcové plochy. Z vnéjsi plochy odte¢e naboj +Q na vnitini plochu.
Vysledkem je , Ze na vn&jsi ploSe je naboj —Q a na vnitini +Q. Polomér vnitiniho vodice je a,
vngjsiho b, délka obou je [ a plati /> a,b.

(a) Jaké je elektrické pole pro » <a, a <r<b, r> b? Urcete jak velikost, tak smér.

(b) Jaké je celkové mnozstvi energie ulozené v elektrickém poli? (Navod: vypocet muzete
provést mnoha zpisoby, naptiklad pies hustotu elektrické energie, kapacitu nebo potencial
jako funkci Q. Zkuste si vypocet dvéma zpusoby.)

(c) Predpokladejte nyni, Ze oba vélce rotuji proti sméru hodinovych rucicek (pti pohledu doli
podél osy z) stejnou uhlovou rychlosti @. Perioda rotace je tedy 7 =27/w. Jaky je
celkovy proud (velikost i znaménko) tekouci obéma valci? Vysledek zapiste pomoci @
a veliCin v zadani. Proud povazujte za kladny, pokud mifi ve sméru rotace.

(d) Jaké je magnetické pole vytvorené rotujicimi valci? Urcete velikost a smér pole B
v kazdé z nasledujicich tii oblasti: » <a, a <r<b, r>b. (Navod: Nejjednodussi je urcit
pole od kazdého vélce zv1ast’ a potom je vektorove secist).

(e) Jaka je celkova energie ulozena v magnetickém poli, pokud valce rotuji s frekvenci @?

1139 Rotujici smycka

Kruhové vodiva smyc€ka poloméru a ma odpor R a rotuje kolem svého priméru, ktery lezi
vose y, kolmo na vné&j$§i magnetické pole B=25B k. Uhel mezi normalou smycky
a magnetickym polem je 6. Plati 8 = wt . Zanedbejte vlastni induk¢nost smycky.

(a) Vyjadiete magneticky tok plochou smycky jako funkci Casu.

(b) Vyjadrete elektromotorické napéti generované podél smycky jako funkci Casu.

(c) Vyjadrete proud tekouci smyckou jako funkei Casu.

(d) V okamziku, kdy je normdla smycky ve sméru osy x, lezi vrchol smycky na ose z. Mifi
v tomto okamziku proud v této ¢asti smycky ve smeru + j nebo —j?

(e) Jaka je velikost nového magnetického pole Bing (jako funkce casu), které je vytvoieno ve
sttedu smy¢ky indukovanym proudem?

(f) Odhadnéte vlastni indukénost L smycky, pokud povazujete vlastni indukované pole Bing
vypocitané v (e) za homogenni.

(g) Pri jaké tihlové rychlosti bude indukované magnetické pole rovno externimu poli B?
(V tomto piipadé by nebylo mozné vlastni indukénost zanedbat!) Zapiste vysledek za
pomoci veli¢in R a L.
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